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RESUMEN

En esta tesis abordamos el estudio del tráfico vehicular desde la perspectiva de

sistemas complejos, enfocado, en particular, en ia diná,rnic¿ del trí.fico en ciudades.

Nos basaremos en el rnr.¡delo desa¡rollado por Toledo et al l1l, en el que se estudian

dos agentes muy simples de un sistema de trrí,fico, tal como lo es un único vehículo

desplazá.ndose por una secuencia de semáforos, situación que ya revela 1a aparición

de comportamiento caótico.

Con esta propuesta prctendemos avanza.r en la complejidad del modeio de Toledo

ef ol [1], estudiando nuevos elementos que están presentes principalmente er ciudades,

tales como c¡uces de c¿lies reguladas tanto por semáforos como por 1a señalización de

ceda el paso. manteniendo eso sí, la forma simple v el i»pecto biísico de la dinámica.

En nuestro estudio, agrega,remos un segundo automóvil y una segunda calle que

i¡rtersecta¡á en un sólo punto a la primera. En esta intersección coloca,remos pri-

meramente un semáforo que luego será reemplazado por una seña1 dc ceda el paso.

En este segundo caso, uno de 1os móviles determinará si el otro puede continuar su

ma¡cha o si tendrá que detenerse.

En ambos estudios de intersecciones se observa comportamiento caótico para un

intervalo de los parámetros que definen el sistema, aún cuando estamos ma¡teniendo

condiciones ideales. Lo anteriormente mencionado nos hace pensa,r que 1a dinámica

caótica está siemprc presente en todo sistema de trrifico, dado que en las situaciones

estudiadas en esta tesis se consideran los casos de un sólo vehículo viajando por una

calle. Por lo que es esperable que e1 caso <le muchos vehículos transitando por una ví¿

e interactuando entre sí y con los agentes de control, pertenezca a la clase de sistemas

complejos, abriendo la posibilidad de explorar fenómenos de auto-organización. En

el dcsarrollo de este trabajo se presenta la evidencia en este sentido.



ABSTRACT

In this thesis we l)ropose to study a trafflc network as a complex system, em-

phasizing in the d;,nir,mics of the traffic iIr cities. \\re study the model dcveloped by

Toledo ef al. f1l. In spite of consisting of two very simple agerts of a traffic network,

a singlc car and a sequence of traffic lights. it shows chaotic behavior.

In this proposcd model we incrcase the complexity of the cited model above, in

order to sttrdv new elements that are pr-esent in the vehicular traffic, keeping the

simple shapt: and the basic aspect of the clynarnics, like intersections with traffic

lights and with vield signals. In this work we add a second car travelling through

another street which intersects in only one point with thc first one- In this intersection

we first pla,ce a traffic light which will be replaced, for a second study, by a yield

sign. In the latter case, onc of the vehicles will decide whether the other one can go

on or must stop.

Both intersectiorrs show chaotic behavior for a range of the parameters th¿t de-

fine the system, even under ideal conditions. This means tliat this chaotic behavior

is an essential part of any tr¿ffic network. Since this is the case at a microscopic

level, it seems fbreseeable that the whole system, that is, many vehicles interacting

among each other and with thc controJ. devices, belongs to the class of complex svs-

terns. In this context the possibility of study self-organization is open. Through the

developmeut of this work we give evidence in this regard.



Capítulo 1

Introducción

El estudilr de1 flu!o vehicular intenta dcscribir err {orrna ntatcmártica las interaccio-

ncs entre los móviles y 1a infracstructura existentc como, por ejemplo, señalizaciones

y vías de trármito. De tal forrna se han podido desarrollar modelos cn 1os que se ha

basado e1 diseño de calles y carreteras.

Es fácil imaginar 1o complicada que serían nuestras actividados diarias sin la corr-

pleja infraestructura asociada al tratrsporte terrestre que tod¿ ciudad posee. Por esta

razón es im¡lortantc entender 1a dinámica dc estc sistema en tanto dctalle como sea

posible y eventrralmente introcltrcir esqucma.s de cc¡ntrol que mejoren su desempeño.

El cstudio del flujo vehicular tiene sus orígeles en la década del treinta, con la

aplicación cle 1a teoría de probabilidades a la descripción del tráfico de carreteras [2],

así como con los cstudios <le modekrs que relacionaban el volumen con la velocidad [3]

y la eficencia dcl trálico en las intersecciones l4]. Después de la segunda guerra

mrrndial el aumento en el uso del autor¡róvil inclementó cl interés pol investigar cn

estc área. Durante la década del cincuerta se desarrollalon varias aproximaciones

teóricas, tales como seguirniento de automóviles, teoría ondulatoria del tráfico (del

tipo hidrodinárnico), y la teoría del tiempo de espera (queuing theonl).

Pa¡a el año 1959 el área había alcarzado un alto grado de desarrollo de tal forma



2

quc se corn0llzal.oll a l.ealizal sirnposios intcrna(i() a1r:s. sicDclo urrri de los priruerros

cle ellr¡s el 11¡vado ¿r rrabo en Cl L¿rlirir¿rtorio rle Investigitciol cs rlt Genarul llotoTs t:tt

Dir ierrüi-c dt' l lli¡9.

Desrlc errtr¡nces sc h¿r incremcrit¿rclo el elielciinrir,:nto de los ferit'¡rnenos ¿rsrici¿lclos

al flujo vehrrrrlar., ck: lrodo qllc se h:lu tr¿rtado r'ali¿rc1os tripicris Iclatioriaclos con cl

trÍrfic,o cu clistiutos tipos clc sinpr.,sios. clanclo crimo tesult¿rdo qtle el tcrl]a se ha vuelto

demasi¿rdo rlifirso corlo para podel set totalnerrte rliscutido cIl un sólo ti¡ro clc e1Ios.

Actualrrrentc el estudiri r1c lc¡s fiurdarlell os de la teoría de tráfico sigrrc sierrckr

t¿1rr ilrrpolt¿lrlte comc¡ 1o lue erl strs prirleros días. rlás atil ahor¿r que puede scr

car-acte¡r.izarl¡ nu'rs fácilurentc merliante cl uso de la tt:cnología computaciorlal. ptir 1o

qtrt' sigue colstittr¡'erxlo 1tr lrase para las tt':cnic:rs y procerlimicntos que rlstárr siencltl

¿p1ic:rr1os en cl clisciro. opt:raciórl ]'desarrollo de ar¿lzados sislelrlas de transporte'

Han lt¿lbirlo rriuchos tr..aba.ios enfbc¿rd0s a estudi¿rr la relatrión existente eltrc flujo.

rlrre se defitre coIlro cl uúrlcto c1e vehíorlos contaclc¡s en ull irrtelr,¿rkr de tiempo, y

su vckicirlarl. Entre elios se encuentra el artírrrli rle H¿rll' Hurdle 1'Banks fál' y el

tlrüa ju rcaliznrilo prir Barrks 16l, entrr: otros. Estos rstudios sostitluen qut' la vclot'idarl

tr)elrnalcae irproxinadament(l coDstarte :rún a rrtu¡'alt¿rs t¿rsas de flujo'

T:rmbiérr ha¡ sir[i estudi¿rdos urorlelos r¡re rt'lar'ionan la velocid¿rcl tro1r la densi-

dacl, sien.kr Drake l7j quien cotchrl.'ó quc kis rcsultarlos cle cstos rlodelos est¿rban

b¿lsac¡rs sol¿rrnclte en Ia intuiciril. J.a qrrc 1as prucb:ls t¡st¿lclístic¿rs clan incficientcs.

NI¿ís tardc, Gerklrgh.v Hu.ltel i8] hicielon lotar Ia irnprirtirncin rluc tienert los nrode-

1,-rs r1c fluio v cortr:entr'¿lci(»r. pr irrci¡rnlrlente por su aplicacitin a sistemas clt'trorltrol

Calre h¡-r,c,er riotilr rlUc ktS Cl¿rtoS e'nr1tíriCOs re1¿rtivtis a las rltrvas flUio-cr-incerrtr ¿rciíll

tiener. frecrtcuternc:nte. tliscorltiluidadcs en la veciul¿¡c1 r1c Io que debcría scr el fluicr

nrírir¡o. por 1o r11c se sllponc se poihían rrecesitar cun'as discrorrtiuuas pt-iltr esti:ible-
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cer t¿1 lelación. También se han realiza<lo estudios de la incidencia de los factores

humanos en el tráfico vehicülar, los que inchryen el tiempo dc percepción-reacción

y respuestas a 1os sistemas dc control, entre otros. Se han planteado tres tipos de

cstudios coIr respecto aJ manejo en sí. El prirner tipo tiene que ver con la habilidad

del conductor para interactuáx con el vehículo: cl segundo tipo tiene que ver con la

interacr:ión con el entorno físico; en tanto el tercer tipo toma en cuenta 1a ruta que

sigue el conductor. Existen va¡ias referencias sobre embotellamientos, flujos caóticos

de tráfico, iti¡era¡ios de buses, flujos peatonales, etc. [9 17].

Actualmente se utilizan distintos modelos, dependiendo de la aplicación que se

requiera. Por ejemplo, para el cstudio del flujo de ca¡reteras se utilizan modelos de1

tipo hidrodirrámico v, para e1 tráfi.co en ciudades, son preferibles los modclos basados

en autómatas celulares.

Como vemos el intrincado comportamiento mostrado por los patrones de tr¿ifico

ha sido un interesante campo de la física que ]ra estado atrayendo la atención casi

desde la aparición de los automóviles, dadas sus propiedades estadísticás [18, 19] y

dinámicas [20,211. En particular, e1 desarrollo de un cornportamiento no trivial en

los flujos de trá"fico determina, en cierta forma, la eficiencia de la infraest¡uctura

de transporte de una ciudad, región o país. En este contexto, 1os flujos de trá.frco.

con y sin toma de pasajeros, han sido estudiarlos extensa,mente en 1a literatura [22,

23], por medio de modelamicntos con autómatas celula.res, teorías de campo medio

que analizan la evolución rnicroscópica, modelos hidrodinámicos que aproximan el

cornportamiento colectivo, eltre otros. [24,25]. Sin rringuna duda, un sistema de

transporte efrciente es esencial para la.s actividades de cada día en las modernas

sociedades indur¡triaiizaclas.

En el tr¿ifico urbano, el flujo es controlado mediante sernáforos y serlales de trá.nsi
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to coIrro "ceda el per"so" y "disco pare". Algunos estudios con estos dispositivos se

encuentran en los trabajos de Chang et al- [26) y Wortman y Matthias l27l qre

inclu¡ren estudios con semáforos. Se harr publicado, además, investigaciones sobre

optimización de semáforos para el tráfico en ciuclades usando modelos de ¿utómatas

celulares [28] y en flujo de tráfco controlado por semáforos mediante ¡nodelos dc

optirnización de velocidad [29], donde se derivó 1a relación entre capacidad de ruta

y transición al embotellamiento. Muy recientemente, se ha revelado clue existe un

comportamiento auto-similar para un sólo vehículo rnoviéndose a t¡avés de una serie

inflnita de semáforos [30]. Finalmente, en el trabajo desa¡rollado por Toledo ef al. 11]

se estudió e1 comportamiento de urr vehícu1o que viaja a través de una secuencia de

semáforos, obtenicndo como resultado la aparición de comportarnientos no triviales

para cicrtos r,'¿r,lores de los parámetros, donde el comportamiento caótico es introdu-

cido por la aceleración y desaceleración para par-tir y frenar en ellos. También se ha

estudiado el comportamiento caótico exhibido al acelerar entre semá"foros 131], con

el objetivo de disminuir el retraso inducido por el frenado cn los éstos, dado que eI

co¡rductor quiere llegar a su destino lo arrtes posible.

En esta tesis tomaremos e1 modelo de Toledo et al. y Io aplica,r'emos al estudio

de cruces señalizados primeramente con un sernáforo y luego con utra scñal de ce-

da el paso. Nuestro obietivo es estudiar con más dctalle el comportamiento de los

componentes del sistema para poder, idea.lmente, obtener la diferencia entre un flujo

óptimo y ur embotellamiento indeseado. El modelo desa¡ro11ado por Toledo et al. l1l,

en el que se estudian dos agcntes - que son un automóvi1 transitando por una cal1e y

una secuenci¿l de se¡náforos - mostró la aparición de caos en la dinámica de1 rnodelo,

para un intervalo de 1os parámetros que definen ei sistema.

Con esta propuesta pretendemos incrementa¡ la compleiidad de1 modelo de To-



5

ledo et al. [1] para estudiar nuevos elernentos (manteniendo la forma simple y el

aspecto básico dc Ia dinámica) que están presentes principalmcnte en ciudades como

son las intcrsecciones reguladas, tanto por semáforos como por la señalizarión ceda

el paso. En rmestro estudio, agrcgaxemos un segundo automóvil y una segunda caile,

la que interscctará en un sólo punto a la primera ca11e.

En el caso del cruce con semáforo, la condición que regula la luz verde del semáfo-

ro es sen(r.r,,t + d,,) > 0 y será roja en el caso contrario. En el caso particular de la

intersccción regularla por rrn semáforo, se puede entender como dos modelos (pro-

puestos por Toledo ef al. [1]) pero con un desfase de Af : r entre los semáforos.

Los parárnetros ..r y ry' que represcrtan la frecuencia del semáforo y un desfase tem-

poral, respecrtivamente, resultarán de gran importancia al tratar de controlar e1 flujo

vehicular.

En cambio, en el caso del cruce con scñaliz¿rción ceda e1 pa^so, podemos compaJa,r

a,l vchícu1o que tiene 1a preferencia de paso, ,4, como un ser¡ráforo para el otro móvil,

B. ya que,4 determinará si B pasa o se detiene. Por lo tanto, Ia fase del semáforo

para el auto B, $s, es no trivia.l en este caso y depende de 1a dinrárnica del móvil ,4.

En cstos sistemas preterrdemos estudiar 1a dinámica de los dos autos bajo diferentes

parámetros. Creemos que estos estudios rros permitirán adquirir una intuición inicial

para enfrentar en el futu¡o e1 problema más cornplejo rle muchos autos en una grilla

de intersecciones.

Este tlabajo está organizado cotro sigue, en el segundo capítulo se aborda el tcma

de la complejidad y de su subconjunto: la dináurica caótica. El tercer capítulo, abarca

eI desarrollo y análisis de1 modelo desarrollado por Toledo ef al. aplicado ahora a los

cnrces dc vías. En eI cuarto capítulo se presental las conchrsiones. Finalmente, en el

apérrdice se presentan cn detalle las ecuaciones que describen el modelo.



Capítulo 2

Sistemas Complejos y Caosl

La física no lincal ha llegado a su presente estado siguiendo una serie de clesa

rrollos analíticos, numéricos y experimentales. La meta es proveer los conceptos y

las técnicas necesarias para una descripción unificada de este particular fenómeno en

el que un sinple sistema determinista evoluciona en un comport¿miertto cornplejo,

asociado con la presencia de estructuras espaciales inesperadas. Tales sistemas se en-

cueltran en muchas disciplinas como: mccánica clásica, física estadística, dinámica

de fluídos, química, óptica, biología, economía, cntre otros. La física no lineal intro-

duce una Nleva [rarera de pensar, basada en una suave interacción entre topología,

geometría r- consideraciones métricas y entre aspectos determinísticos y estadísticos.

La física no lineal ayuda a iderrtifcar un nivel apropiado de descripr:ión en el que

unificación y universalidad pueden ser esperada.s. Las leycs fundamentales de la física

microscópica talcs como las ecu¿uciones de Newton o la ec:u¿ciól dc Schrddinger, o las

de 1a física uracroscópica como las ecuaciones de Navier-Stokes, son inadecuadas para

forrnular la complejidad indtcida por la evolución del sistema no lineal. En contraste,

atractores, fractales y multifractales, exponentes de Lvapunov, entropía's, rnediciones

tanto de medida como densidad invariarrte y funciones de correlación son parte del

lEsta sección está basa,da en grau meüda en las refere.ncias [32 35]
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vocabulario científico propuesto por 1a física no lineal y provee una forma pragmática

de cnfrentar e1 desa,fÍo frente al cual las aproximaciones tr¿dicionales han fallado.

Pero, ¿córno poilemos distinguir si u[ sistema es complejo? Los sistemas complejos

contienen muchos constituyentes interdependientes que interactúan nolinealmenter,

además poscen estructuras que se extienden en varias escalas; por eiemplo podemos

pensar en el cut;rpo humano como un sistema complejo, ya que si tomamos por

eiemplo una mano, est¿ se conforma de huesos, los que se conforman de células, las

que se formar de proteínas, etc, es decir estructura^s dentro de estructuras. Otra de 1as

propiedades de los sistemas cornplejos es que son capaces de exhibir comportamientos

emergentes. La diferencia m¿ás significativa entre ca,os v complejidad es que un sistema

complejo siempre tiene varias escalas. Mientras el caos puede otrservarse cn la escala

n-ésima, la escala más gruesa por sobre ósta (la escala n - l-ésima) puede resultar

auto-organizada, lo que de algún modo es opuesto al caos. La complejidad envuelve

1a coexistencia de comportarnientos caóticos y no caóticos.

2.L. Caos

Caos es un término usado para describir la aparición de comportamiento caótico

en un siste¡na que ¿párenta ser simple. El comportamiento caótico, cuando se es

visto casualmente, hrce errático y casi aleatorio, como si el comportamiento de es-

te sistema cstuviera fuertemente influenciado por ruido aleatorio de un sistema con

muchos grados de libertad, en los que cada ulo hace lo que quiere. Sin embargo, el

tipo de comportamiento que ha sido llarnado caótico, surge en sistemas muy simples,

con unos pocos grados de libertad y que están librcs de ruido aleatorio. De hecho,

cstos sistemas son esencialmente determinísticos; lo que quiere decir que un cono-

cimiento pteciso de las condiciones del sistema nos permite, en principio, conocer
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qué ocurrirá en el futuro co¡nportamiento de aquél sistema.

En general un sistema puede prcsenta.r rm comportamiento caótico dependiendo

de los ptrrárrctlos de control usados. Tornemos como ejemplo la ecua¡ión logística

xn¡1 - rr*(l - t*), (2.r)

con n € N, que fue desarrollad¿ en 1976 por R. S. N{ay, [36] como un simple e irlea-

lizado modelo ecológico paxa las va¡iaciones anua.les de 1a población de una especie

de insectos. trn (2.1), r,, se refiere a 1a población en un período n de ticmpo, r a 1a

tasa de crecimiento de ella, Ía¡1 & la población en el período de tiempo siguiente,

mientras que cl factor (1 - r") linita el crecirrriento de 1a poblarión. que puede rela-

cionarse con Ia escases de alimentos, natalidad, en-fcrmedades o muerte. Dependiendo

de1 valor que tome el pará.metro de control r, la ecuación (2.1) converge a un punto

de equilibrio estabh (r < 3), tal como se obserwa en la Fig. 2.1. Al incrementar el

pariímetro de control, el período de 1as ó¡bitas se duplica, a^sí que a1 paso del tiempo

1a población corverge a órbitas de período 2, es decir a dos puntos estables. Al seguir

increnrentaudo r la órbita de pcríodo 2 cotnienza a perder estabilidad v se bifurca

en período 11, 8 y así sucesiva,mente.

De esta forma Ia población va¡ía en una fbrma rnucho más complicada, ya que

cu¿l,ndo r se cncuerrtla errtre 3,5 v 4 e1 sisterna se vuelvc caótico. Al llevar este

sistema a un diagrarna, mostrado en la Fig. 2.1, se obserwa una infinita cascada de

bifurc¿ciones de doble período. En este caso. 27¿11 €s uD mapa rle iteración, dado

que mapea un valor de r,r, digarnos r¡, en el rango [0, 1] en otro valor de 2,., quc

llamamos Í1, €rr el mismo rango si r se encuentra entre 0 y 4.



1. ü

0.0

Figura 2.1: Diagrarna de bifrucación del mapa logístico. En r : 3 comienza u.n

período 2. Ventana^s de pcríodo pueden verse en la franjas verticales claras.

2.2. Atractor

E1 atractor es un conjunto de puntos a1 quc las trayectorias convergen a medida

que el número de iteraciones tiende a infinito. En general, para el caso de los mapas

estos puntos pueden ser puntos lijos o atractores extraños, a los que nos referiremos

m:ís adelante.

En el eiemplo de1 Mapa Logístico, tenemos dos puntos fijos, e, : 0 y r,:1- L.

En 1a Fig. 2.2 el atractor es obtcnido a partir de Ia condición inicial 16 : [,Q1,

independientc de dónde 1a cruva que representa al mapa cruce a Ia curva diagonal

U : ü, la fuución rnapa tiene un punto fijo. En este caso existen dos atractores

conocidos, uno en -oo y el otro en 10, 1]. arüos para r > 0.

En general, para determinar el atractor se comienza con un conl'unto de con-

diciones iniciales, y se obselva su convergencia a los puntos fijos después de un

determinado número de aplicaciones del mapa.

xn

42
L

¡

ri
I

I

I
I
I
I
I
I

I



10

1.0

X¡+¡.

rl . ú

}T

Figura 2.2: IVIapa logístico p a¡a r : 2,5',la curva escalonada representa la trayectoria
para 1a condición inicial ro : 0,01.

Si un determinado coniunto de puntos no converge a alguno de los puntos lijos

couocidos, Jlodríamos suponer que estamos en presencia de un atractor extraño,

atractor para el cual hay sensibilidad a las condiciones iniciales y cuya dimemión

es un númr:ro no ertero, razón por 1a cuai también rccibe el nombre de atractor

fractal ó atractor caótico. Sin ernbargo, esto no es necesariamente cierto, porque

también podría trata.rse de rur conjunto no-atractivo y sólo deberemos aplicar un

mayor númcro dc veces el mapa para que fin¿lmente converja a aigún atractor. De

tratarse efectivarne¡rte de un atractor extraño, cl número de puntos a"sociados a él ncr

se anula¡á al aumentar las aplica.ciones del mapa. Diferentes atlactores tienen dife-

rentcs cuencas dc atracción (e1 subconjunto del espacio fbrmado por las condiciones

iniciales).
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2.3. Cuenca de atracción

La cuenca de atracción para u[ atractor dado consiste en el conjunto de las

condiciones iniciales que convelgen a é1. En el caso del mapa logístico, tenemos un

atrartor en -oo cu)'a cuenca de atracción es [oo,0]U[1, +m]. El otro atractor está er

10,1] con cuenca de atracción [0, 1].

Numéricamente comenzamos con un conjunto de condiciones iniciales y vemos

qué ocurre a medida que éstas evolucionan. En principio algunas de 1as condiciones

iniciales convergerá¡ a un conjunto dado de puntos fijos (es decir, trayectorias que

se repiten en si mismas despuós de algún período). Si después de cierto número de

iteraciones, 1a trayectoria no converge a un punto fijo, podemos pensar que se trata

de un atractor extraño, ya que el conjunto de condiciones iniciales que rro convergen

a un punto fijo forman un atractor extraño. Pero, prinieramente, puede haber más

de ur atractor y por otro lado, debemos tener cuidado de que no se trate de un

coniunto caótico no ¿tr¿rctivo observando que el número de puntos asociados a é1, no

tienda a anularse en el tra,rxcurso de m¿ís iteraciones.

2.4. Bifurcaciones

Bifurcarión siglifica una división en dos partes. El término es comúnrnente usad<.r

en e1 cstudio de la diná¡nica no lineal, para describir cualquier cambio repentino cn el

comportamiento del sistema a uredida que se va va.r'iando un parámetro. En sistemas

dinámicos, urn bifurcación corresponde a una duplicación, triplicación, cuadruplica-

ción, etc., del período que acompaña la aparición del caos. El estudio de cómo los

puntos fijos (y otros estados de atractores espaciales) cambian, a medida que los

pa,rá,rnetros de1 sistema cambian, es llamado 1a teoría de la bifurcación.
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La teoría de la bifurcación se dividc en dos. las bifurcaciones locales y la-s

bifurcaciones globales. Las bifu¡cacir¡nes locales son aquclla-s en las que puntos

fijos apareccn, desaparecerr o cambian su estabilid¿rd. Mientras que las bifurcaciones

globales son aquellas que los cambios sc producen en la^s cuencas de atracción. De-

cimos que una bifurcación local es gení:rica cuando su geometría local, no puede ser

altelada por perturbaciones pequeñas. Existen tres tipos de bifirrcaciones genéricas

para rnapas en rrna dimensión: Bifurcaciones de duplicación de período, bifurcación

tangente, v bifurcación de duplicación inversa de período.

La bifurcación de duplicación de1 períorlo se produce por la aparición de un

atractor de período 2. La duplicación de1 período continúa en la medida que se van

cruzando varios umbrales, conduciendo a períodos 4, 8, etc. En cada caso, al atravesar

alguno dc estos umbrales, aparecen nuevos puntos fijos atractivos, mientras que los

antiguos puntos fijos se hacen inestables. En la bifurcación de duplicación irlersa

del período, se da el mismo proceso pero en sentido contrario. En una bifrrcación

tangente, un pa.r' de órbitas periódica^s aparecer de la nada, una de ellas es inestable

y la otra estable (por eso también se le conoce como punto de silla). En un espacio de

fase uni dimensional, un punto fijo tiene un sólo valor c¿r,racte¡ístico ,\. La suposición

crucial en el análisis es que ,\ varía suavemente cuando algún pa"rámetro, llamémosle

v. varía. Por ejerrplo. si ,\(z) < 0 pa.ra algún valor dc z, el punto fijo es un nodo.

A mcdida que z cambia, .\ deberá crecer. acc¡cándose a 0, luego el nodo cambia.r'á ¿

un repulsor cuando ,\ > 0. convirtiéndose er un punto fijo inestable. Si comenzarnos

con z < 0 y 1o dejarros crecer, elcontraremos quc cuando cambia a z : 0 ocurre una

bifurcación. En este va,lor de1 parámetro tenemos un punto dc siIla, que luego cambia

a un rrodo repulsivo cuando z se hace positivo. Lrrego decimos que en i/:0 hav una

bifurcación sutld,le node, o bifiucación tangetrte. Esta bifurcación es firndamental en
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1.09
Hn+1

Xn+t

It{t
1. 0-

Figura 2.3: (a) Mapa logístic<i paxa r : 2,5 con la trayectoria de 16 : 0,1, repre-
sentada por \a lirrea zig-zag. (b) Mapa Iogístico para r : 3,2 correspondiente ¿ una
trayectoria de período 2. (c) Ttayectoria del mapa /2 para r - 3,2. (d) IVIapa logístico
para r : 3,5, ca"so caótico. (e) Diagrama de bifurcación. (f) Ampliación deI diagrama.

rf1
1. [r-
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01 estudio de sistemas no lineales ya que representa uno de los procesos m¿ís básicos

er 1a aparición de órbita^s periridica;s.

2.4.L. Tlansiciones Discontinuas

Corno hernos visto, una bifurcación de duplicación de período es, en esencia,

una bifurcación continua, mientras que urra bifurr:ación tangente es rma transición

discontinua. De igual manera, e1 ma.pa logístico crece abruptamonte al flnal de uIra

ventana dc orden en otra transición discontinua del atractor.

Figura 2.4: (a) Ventana de orclen dc período 3, con 1as órbitas periódicas cread¿l,s cn
la bifurcaciórr tangente. (b) urra ampliación.

Para comprender mcjor las transiciones discontinuas. veamos la Fig. 2.4 en donde

tenemos urr:l arnpliación de la ventana cle orden de período 3 pala el rnapa logístico.

Acá observa¡nos que cuando aparcce la veltana de ordcn, la transición es clarar¡ren-

tc discontínua y el atractor c¿irnbia de tamaño ahruptamente. Como podemos ver,

antes de la bifurcacirin tangente hay un comport¿lmicrrto intermitente, en e1 cual Ia

trallectolia pa,sa un tiempo c¡insidcrablc cerca del punto fijo que aparecerá, vendo ha-

cia aclelantc y hacia atrás intermitentemente entre conlportamientos apar-entementc

regulares y crotnportarlientos caóiicos. Este oomportamiento se conoce corno tran-

sición intermitente al atractor caótico. A medida que el parámctro de control
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varía, el tiempo que la trayectoria pasa siendo caótica crecerá y el tiempo de pe-

riodicidad se irá reduciendo hasta qrre eventualmente el comportamiento será todo

e1 tiempo caótico. Existe además otro tipo de intermitencia, en la que la trayecto-

ria varía entre comportamientos periódir:os v cuasiperiódicos, que estudiaremos más

tarde.

En 1a transición intermitente, se tiene una órbita periódica que es reemplazada

por caos a medida que un pará,metro dado, P, pasa a través de un valor crílico Pr.

Lo que implica que la órbita periódica estable pasa a ser inestable o se destrule

a medida que P crece hacia P7. De esta forma se pueden distinguir tres tipos de

bifurcaciones genéricas que cumplen con estos requisitos, la birfucación tangente, la

bifurcación de duplicación de período inverso y Ia biburcación de Hopf. Pomeau y

Manneville [37] distinguen tres tipos de transiciones intermitentes que cotresponden

a los tres tipos de bifurcaciones genéricas:

. Bifurcación targente aJ caos, con (P - pr¡-r¡2,

Bifurcación de Hopf al c¿os. con (P - Pr)-', en dorrde aparece una órbita

cuasiperiódica (sirnilar a la bifulcación tangente).

. Duplicación de período inverso, con (P P7)-1 en donde una órbita periódica

pero incstable en cl atractor, se hace estable por una bifirrcar:ión de duplicación

de período inversa.

Ahondemos un poco en la tra¡lsición intermite[te debidr¡ a una bifurcación tan-

gente. Asumamos que la dinárnica del sistema está bien dcscrita por un mapa unidi-

mensional, justo antes y justo <lespués (Fig. 2.5) de una bifu¡cación talgente de una

transición intermitente. Vemos en la Fig. 2.5 que para P un poco mayor que P7 la
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tra.vectoria l)asa un tiempo considerable moviéndose por oste "tírnel" que se fr.¡rma

entre l¿r, fuución dc1 mapa y Ia línea punteada. Mientras está cn el túnel, la órbita sc

arerca ¿ urr r.alor de:ir que podría ser un punto fijo establc para P rnenor que P1,.

Luego de atravesar el túne1, la órbita sigue un comportamiento caótico detcrminado

por 1a fbrma espccíflca del mapa, alcjánrlose rie la vecindad del trinel, par:1, ser luego

reirrteglada al túnel cuarrclo por "suerte" la órbita caótica vuelve a pasar por é1.

0.6

Figura 2.5: El mapa logístico iterado 3 veces, cerca de ia venta¡a de orden de período
3 y cerca de la formación de la órbita de período 3.

De igual forma, el cambio abrupto de la dinámica que se produce cua¡do termina

una ventara de orden, es una transición discontinua, que se conoce como crisis del

atractor. Una crisis es un evento de bifurcación en el que el atractor caótico y su

cuenca de atracción desaparecc o cambia repentinamente su tanaño. Existen d<.¡s

tipos de crisis, la crisis de frontera y la crisis interior. En ambos casos la crisis

se produce cuando un¿ órbita inestable colisiona con e1 atractor caótico.

La crisis interior es aquella en que eI atractor colisiona con una ó¡bita inestable

dentro de la cuenca de atracción asociada a esc atrartor. Cuando ésta colisión ocurre

el atractor ca.mbia repentinamentc de tamaño. Esta expansión ocurre debido a que

1as trayectorias de1 ¿tractor se van accrcando a una órbita inestable y son repelidas

0.0
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por ella hacia regiones de1 espacio que no habÍa,n sido visitadas antes dc quc la colisión

ocruriera. Volvarnos a la Fig. 2.4 que muestra ulra ventana de orden 3 para el mapa

logístico. Vetros que conticne rura crisis interior. Las 3 banda^s c¿óticas se expanden

lepentinarnente en talrairo cubriendo todo cl rango dc valores para r.

2.5. Exponente de Lyapunov

Es un cciucepto útil pa,r'a, detcrminar si urr sisteura rs caótico, pues mide una de la.s

c¿r¡acterístic:¿rs que ckrfinerr al caos: sensibilidad coti respccto a condiciones iniciales.

Corrsideremos ,,1.1 : lR" -" 1R", vearnos cuál cs el exponente dc Lyaprmov parn ,t/.

Torrernos dos purrtos que distan e,, (esta cantidad puede dependcr de1 tiempo), es

de<rir z;,, y x:n + t,,, tr¡dos en lR¡, entonces terlemos

frn+r

Ín¡1 * en¡1

tut (n"),

M (r" + e"),

M(r") + DIvI(r")e",

de donde e"+t: .DlÍ (r")e,,, donde D,4,1 denota la matriz jacobiana de las derivadas

parciales dc 11. Con esto podemos deflnir un exponente dependiente del tiempo para

,ro y Éo dados

).(ro,.o) : 1* lu),r/ \ lÉ01l

1m lr¡¿"(r,o) I ,

fin¡u,,¡,o¡¡,

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(:2.6)

donde la ntatr\z H^(rs) es dada por

H,(xo) : lDXrl"(r¡)lI DM"(r¡)

: ,,,\.1(ro)r . .. Dlvf (r,, t)t DNÍ(n.-i . . . DNt(r¡).
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Ahora es útil ¡ecurrir al teorema ergódico multiplicativo de Oseledec 138].

que establect:1a existe¡rcia de los autovalores tle la tnatriz ortogonal 11,., de rnoclo que

p¿1-a r¿ >> 1, la niatriz resultante tiene autovalores etr'" con autovectores asoci¿dos

6j"). eo. 1o tanto, 1os autovalores y ¿utovectores de 1/.n, determinan en forma única

1os exponerrtes c1e Lya,punov {")("0). Si cxistc el límite para 7¿ --+ co, se obtiene el

exponcrrte busc¿rdo

),(ro) -,lím )Í")(ro), (:2.7)

si aclcnris cxiste una '¡n edida n,atural, 'inuolianie, estos exponentes son independientes

de 1a-s condiciones inici¿les. En rnuchos casos D-4¡1 es fácil cle calcular (mapa logístico).

Pero si se trata de mapas <liscorrtinrlos, llna aproximación numérica generalmcnte da

rcsult¿dos satisfactorios.

Se pueclc estimar una amplitud del exponente de Lyapunov 139] para amplitudes

finitas. Tomemos urra trayectoria cn el atr¿rctor r¡ue comience desde (¿o,ro) v un¿r

trayectoria perturbada inicialrnente que comience en ftr6, 16 t d6), por ejemplo con

d-o : 10 7. E1 elror es ite¡ado n veces produciendo d,,. Se <lebe tener cui<lado para

inchrir solamente 1a región de esc¿lamiento donde

rln - óoe)" '

Dacla rur¿r <nndición irrici¿l sobrc el ¿ltractor se puede estimar un exponente por'

mcdio dc un procedimiento de ajuste crr 1a regi(»r de escalaurientc¡. Es digno de

rnenciórr qne esta frirma tle calculal el cxponcrrte dc Lvapunov no es la estándar, fue

uecesario introdrrcirl¿ debido la fuerte lestricción impnesta en mrestro modelo.



Capítulo 3

Modelando el tráfico vehicular

En este capítulo, nos concentraremos en el comportarniento de dos automóviles

que se cruzan en una intersección de calles controladas por una secuencia de semáfo-

ros y una señalización de ceda e1 paso) y veremos que para ciertas condiciones surge

un cornportamiento impredecible.

El entendimiento de esta situación puede ayudarnos, como cornponente esencial,

a aproximarnos a1 probk:ma más complejo de automóviles interactuando entre sí y

con las señalizaciones de una ciudacl.

Sigrriendo el estudio desarrollado por Toledo et al. 11,1, estudiaremos el compor-

tamiento de cios automóviles que se mueven por dos calles que se intersectan en un

sóIo punto, cuya inte,rsecciól csta regulada por una señal de tr¿ínsito, primeramente

un semáforo que será reemplazado luego por una señal de ceda el paso. Aquellos que

han quedado atrapados en un embotcllamiento de tránsito debido a la señalización

existcnte en el lugar, deberían entender 1a relevarrcia de estudiar 1a dinámica de los

patrones de trá,fico bajo esas condicioues, y que la posibilidad de controlar estos

puede ofrecer u.na solución a este problema tan cornúrr.

Teniendo en cuenta Io que se comentó en 1os capítulos previos sobre las caracte-

rísticas de 1os sistemas complojos, cs viable analizar 1os sistemas de tráflco desde el

19
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punto de \.ist ¿r, r1e hrs sistcnra,s cc,ltpkjos. Corlo se .rornentó. tales sistetnas poseen

car ¿'icterísti( ¿1ri illt(-'rcsartes v ro trivi¿ik)s tales corlo l:r apariciírn de c¿ros. fenóme¡ios

etur:rgentes Jr autoorganizaciril. Adeni¿ís. s¿rbcrlros q1lc una ca¡ar,terístic¿r, bási¡a cn

cste (orltcxto es la scnsibilitlarl ¿ las crildiciones ilir:i¿rles. kr quc implica Ia nccesidad

de colocrer (ton talto dctalle r:orno rcstlte r:izoni¡lile r:l cornpot-tamientci tlc los cr¡m

porrent(-'s rnzis simples dcl sistena complejo de inter'és. 1'a r¡re si logla.mos entcridcr el

fhnciontrmictrto rlel sisterla ki rrrás simplificadarnente Lrosible. sererrios c¿paces err un

ftttrrro. dr: estudial rura aproxirnación trÍrs cr:r.cana a la realirl¿xl. e[(:oi]trando así 1¿1

diferenci¿r cltre rrn cmbiitell¿¡,rriientri 1. r:l alsiirr1ri flrrjo óptirrio. De ahí quc deciclamos

corleltz¿ll' estudi¿rrtrlo el cotn¡rr)]tarricrrto cie un par de vehículos a] crrtzar ur]a irrter

setción rle calk:s cle naricr:r aláloga. pcro idealizada. a rrórnr¡ ocurr¡ cn las cal}:s clc

las ciudades. Ve¡remos quc estils irrtcl'acciones revclal uri cornportarrricnto n¡i trivial

pala cicrtos parhnrct.ros.

Plesentctlos printeramente el rnodelo rnicloscópicro desarroll¿ldo por Trilecftr ef

ol. l1] poniendo es¡rccial ctid:rrio cn el esturlio cle tno rle los par¿inctr.os .r,, cluc ser.á cle

grar importarrcia erl rlucstro modekr. Lrregci. estucliaremos 1o r¡re ocurrc al trgregar

un segurrdo vehículo transit¡rrrdo por un¿r r::rlle pelpcrrclicular rn¿lrrti:niendo crirno

sr¡ñaliz¿,rciórr rlc trálsito al scmálbro. Firra.hrrente, Lecutplazarerxts r:l semálbr.o por rrna

sr:iral de rr:da el paso. donde estudi¿ir-cnos la interacción etrtre ¿tmbr¡s r.ehículos. la qrre

se clcbe a qurr uno cle ellos rlcciclir¿í si el rnóvil tr¿usitaldo por lii calle perpcndicrrlirr

a la c¿rlkr Jror 1a que ¿rstc tr¿,insita. scguirii st viaie o tendrá que rletcru:r.sr: hasta qut:

el prirrul urrjvil liirr a salido cie l¿'¡ iuterseccirín.

En cste tr-aLrajo. quorcrlos l.el si r;ol algunt., de estos componentes podenos olr

tcur,:r' infbtut;rt'iijn stfir:ii¡nte prrra poder arlquirir rrna mejrir intuición ¿1 nornento rlr

estudiar el r',npoltarnierlto dcl tráfi('o crr c'iurl¿des a medida que vzrvamos consirle
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r¿ (lo más ¿:igerrtes que corrrponen el cotr¡rlejci sisterna dc tr.írnsito Yehicular crr las

ciudades. r' cortsicleramos qtte lo quc sr:r-ii. plesentado en est¿r ttrsis es una contir¡raciól

r¿zc¡nalrlc <1t.1 estuciio rlcs¿'irrollado por 'Ioledo t:t al. [7).

3.1. El modelo microscópico desarrollado por To-
ledo et al.

Pr irnuro consider ar-nrlros el motlelci clc,sarrollaclr pril Tolixlo ct 0,1,. j). que r:orrsistc

en uti siilo vchírrtlo trtovióndose ¿r travris rlc una secrelci¿r rle semálbros. Err la !'ig. l).1

sc rluestla rtrt rliagiitma cle ln tr¡rcilogíir usada para la cotrstrlrcción de la-s rr:u¿rciones

dcsulitas eri d apóirclice A.

Figura 3.1: Esquema cb lrr toprilogía usada en e1 rnorlelo de Tciledo r:f a.l. l1], dcinde
Ji.l se lefiele a l:,r positrióir de dccisión rlel móvil. rnieltr¿rs qur: I, es la clistarr:i¿t crrtre
semáfolos.

En tm¿r c¿¡llc por rloricle trausita un siilo vehír'ulo. la scpaltrciriri errtrc cl n-ésirlo

¡r el (n t 1)<!sirno sem¿ifirro r:s 1,,,. La seiral rlr: luz clel strnáforo ¡¿-ésirno cs r.ercle si

scn("u,,f | 4),, ) > 0 y ro.ja cr cilso contr¿rrio. clonrle ,,,,, es l¿r frec,ucnci¿r del serráfr¡r.o.

\: or es un rlesfase tcrlporal. Es digno clc mencirirr que estos ckrs paránetlos sr:r'án

irnl.roitarrtcs si tratalnos dr¡ contlolar cl flirjo vehir:ular.

Urr autorrróvil en esta sccuenci¿r dt'scrláforos pucrlc tcner

(a) una i,icr,:k:r'ircirín a ¡ hasta rluc alcance 1¡r telor.itlad clc crucero r,,r,,,i*,
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(b) rrna vclocridad r.ririst¿rnte ?,máx colr ar:eleracirirr Drrla. cr

(r:) ttla alr:lcrilc'irln negativtr a h¡lst¿ que se rletiene. o cotDierrce a a,celerai- r¡uc-

Y¿tnertr. ¡ror lci t:rnto

:lcclera,

flena.
(3 1)

dorrdc á(r,) es la frrncirirr rk: Hc¿rviside (o dc tsr:aliln).

Este sinrplific,rido modelo sc hace meluis trivi¿il ¿l,l irtrotlucir las dccisiones indu-

r.idas por cl sem¿iforo. \-a que eri la nredid¿ qrur el móvi1 sc aprrixitr a al r¿-ésinci

selr¿ifrto col r.e]ocirl¿rcl ¿,. el corrrhrctol clebe tomai la dtr.isión de fi'cn¿r'o contimar'.

rir¡rcnrlienrlo del signo clc sen(:,,,f + 0,,), a urra clistancia t,?rrá- l2a_ del sr:máforo

(tl riltilrro 1rrrnto de fi'cnarlo piisiblc. debido a la c:rpacidacl rlel vehírrulo). Su¡rorrc-

rnos que r:l móvil sicrlpre alcanz:r velocitl¿d cnlcer.o ¡rntes de llcg:u al prrnto clc

decisión si (u,2,,.-/2a+) + (t 1,,,,*f 2a. ) < L.,. En gercrrrl. taurbiérr tiene senti<b quc

(2^- 1,,:,,) > (¿,',r¿*/¿ ). (rir,,i*,/r*) rh rnoclo que cl semáfriro no cambie rle luz de

masiado rápirlo. ¡'it quc, ..11 c¿tso r:otitrario. serírr iniposibkr respet¿t l¡l señaliz¿rciiin

clebido a la lrrriit¿rrla r;irpacidad cle fien¿rrlo rhl mór,il. Las ecu¿rr:iones que clcsc ribel

cl comportaliientci clel tiór.il sol prirscltarlas en clet¿¡lle eri cl apéldict A.

Es irnpoltante ret,a,lcar qrte. al fieriilr', rkrs cos¿rs puetlerr ucurrir'.

(a) rl rnór'il puirle frenar corripletarlelte r. csperat h:rsta rlte la luz c¿rmbie a ver-clc

nllevalrrerrtc. tal corno se indica r:rr la Fig.3.2, por netlio rlel punto (2). ó

(b) pticcle enp(rzal a acelerar al c¿tnl¡i¡u la luz ¿rrrtes rle h¿rbcrse rletenickr tot¿¡l

nterrte. (replesr:rrtarla por i:ulv¿ 3 en Fig. 3.2),

Esta-s ptisil¡k-'s sitrrircirint:s, arlern.lu cle contirruar clespl:rzáldrise con veloci{arl cle

crrrcero (1). se escluerlatiz:r,u cn la Fig. 3.2, drinclc.:e rruestra el tipo dc tt ¿lt ectoria,s

d.t: ¡ a1 0(r'-¿* t') 
'rlt I a_ r(r,) ,
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0

Figura 3.2: Posiblcs situ¿rcioncs eu el punto de deterrririri. cs decir'. (1) coltinuar. (2)
frcn¿rr ha,st¡t cleterclsc cn rr = -L artes de rlue Ia luz c¿rmhie rutevamelte a verde. v
(i3) fielar y rr:rcclerar .ruando la luz carlbia a r.ercle antes dc <1uc cl nlór,il se ha_va

rletenido cottrpk:tirmcnte.

rlue sc dan cntrc rlos semírlbrris, oliselr,¿írrdosc la típica cinenrática asociacla a estr:

modelo. Así (.nrlxrz¿rlrros a observd su n¿tur'¡rlcz¿r .liscortinu¿1.

De esta lirrrr¿r. cl atttomóvi1 etrtra eu 1¿l sr:nu:rrcia de sen¿ifolos con velcicid:rrl tb. el

el tierryo f¡. El conjunto de reglas rlersclitas arriba detr¡nnirr¿r un rnapa bitlirnension¿rl

Itl (1", u") c¡u, r:vohu iona el estaclr¡ (f,,. r,,, ) cn il l-ésimo semáfciro ¿1 estado (1,,+1, r,,,+1)

ruri cl (n t 1) ésimo seln/rfbro. vr:r apénclicc A.

Es colvi:niente cortstnrir r[r ur¿]p¿l cx¿rcto de los clttces sur.csivos crr los scrnáfolrs

(rcr a,péndic e A). Si defrnirlos r:l tiempo cle cluceui lorlo 7" : [,lrrrrá* rlefiniendcr

L" - L y it,, .:-: ¡. sir pértlirla, de gilclaliclad, podermrs uorrl¡rliz¿ll t¿ : l/rrri¿ix.

r-)¡tlT,. lt - Ill, r'(2 - *,?.. con las que corstLuirlos las cxplesiones ¿rdirnel

siolales esclitas al lado r:lcrcchr¡ cle 1as ecu¿rt'iones clue se clcsclihen en el ir,péndlce A.

rkrrrrlc.l, cs la dista¡rr:ia eutre sernáfiiros corrsecrtivos.

El rrtertiol tiemlro clt' viajt: or:rulc cuando 1¿l vr¡krcriclad clel móvil se sirrcroliza
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cor l¿t fl.ccuerrcia clel s¡-rrláforo. es dcc,il cu:rridri srlrt(rt,:.,, L,, ft:rrr,;* l e,,) > t-l par¿r

qr, - -¿ Ii],=r L,,l'\r,.á, partr todr.r n. Est¿l siricr orrizacirin se puecle t.olscguir para

un¿t ¿'rráw cslrr:cí{ica. pcIO rr(i puecle ser gar':rntizarla pala u irrtelr.alo r1e velociciadcs

de cluccr'(). S¿rbemos quc la Krocidad ntáxima es un p:rrárnr:tlo rruy reler-ante en crin

rl¿rrir:s lr,:¿lle-q del¡iilci a qrrc distintos ccinductores prr:fctirán r-¿lloles de ?rur;y distintas.

v pril ta,rrto las cstrategias de ¡,rintroi ile tr'¿ífico que se im¡rlernentcrr a travós dc -,,, t,

r1,,. ser'án rlttv sensihles a est¿.i distriirlcrión de velocid¿lrlcs. Pol ¿ihora. ceutrarenlos

ruestro r:strtrlio en l¿r dinár¡iir;¿r dcl sistema p¿tra urra volocidad máxinla rl¿rrla. Es

ilntrrort¿r,Irte uotar' (llle podr'í¿tnlos corrsirkrr:u' diferentes r'¿llorcs p¿rxa L" : L i L L,, v

Jri : , + AJ,r corno dcsfases tempolales indur:iclos desrrritos por- Arr, - "",A1,,/tir,6*

¡. Ao,, - Au,l/i,,,,,1. respectivarlt.rrtr:. R.azón por Ia r:u:rl nos podemos coucenti¿r'

cn la situacióri L,, : L )'u,, - ¿. sirr pr.lr'clida de gt rrer:rlirlarl. De este rnodri. Ias

ectt¿¡tioncs rL. evohrcióir se Leduccr a

dt. I At 0(,1 z) ,

tl¡ I ¡ a(,,) ,

acelera,

frena,
(3.2)

crrrr -,1,- : a1l,/1,|u-, .4 : a-.Llt:1,,*]-O - rX..

Dc nroclo que Ia drcisiriri dc detelelse o contirrral-. dependiendo del sigrro de

sr:n(f)r l (r,), se toma a ura distarrcia

Ly-

clel sern¿ifolo.

Estudiarclrxrs el lfujo cle tráfir:o crirrio firu ión de -4*, .4 , 0 y ,l" Y rlefiniremos

o - A¡IA como l¿r r'¿rzrin rle iiceler¿t(:ión. En I¡r llrxlicla que los móviles. crin r¡ - 1/3,

se despl¿ú¿irl a trar.és r1e Ia sccucncia de semáfolos. pode[tos obscrv rur cornporta-

rlierrto conplcjo p¡lril (,icltos irrtervalos de f). En las Fig. ii.l3a _v b. se nueslr¿r cl c¿:iso

1

LL.
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par¿i ia velocid¡ld ir, err el serláfoto n-ósilrlr col O - 6.03 v S-¿ - 6,11. iespe.:ti\.¿i

mcnte. Cilararrientc obserr.arnos que pasarnos ale tutit ¿)il)ita dr: perírido dos. err la que

e1 rnrivil pasa con hrz verde. o (lebc f\'crrar'¿'¡l cambiar la luz clel semáli¡r.o a roio (¿t), a

órt¡it¿rs rlás colnplejas colro la mr¡stra,rla err (b). C¿lbe dest¿rtrar que el caso dr: tcrri:r.

(romportarnicrto crin períocki clos. rro significa qrre el rrrór.il sca iierlado semtiforrl por:

medio. tal ('or1o se ¿1fi1..rrró en cl csl.urlio rle Toledo ct n,1,. ll). \ ¿,t qLle urra \()z (trlt() cl

serll¿ilbrr¡ c¿]nlbia a v()i(le. tr¿rnsc[rril lt u1r ( icrto tienpo err c¿urr])ial a lo.jo. por 1o que

cl móvi1 puecle coltirural pasandri dur'¿uite estc intelr.alo tle tiettpo, cn carnbio. a1

errlierrt¿rr hrz roja, el rlrjr.il srikr debe espelar. hasta r¡rr: la luz del setnáfot'o c¿rr ric

tnrcvamente a vr:r'clc.

Figru':r 3.3: ,\Iapa itertrdo para la vclor,irl:rd u, en el r¿ éslrno sr:tn¿ilirro, con (a) Q :
6,03 v (b) (l:6.11, pala .¿ : 113 o-0. L - 7.v..1+ - 10. El transiente ha sidri
lemovido.

Obsenaruos así 1o que ocurle asirrtótica,rlunte leios elr cl ticrnJro. L.na forrn¿r

tle estudiar cste.'ornpolt¿ririierrto cs por nlcdio de la corrstlrccirin .lc diaglamas (le

bifurca,r:irin (rer capítukr 2): rrrr la Fig. 3.1. se mLlcstl'a el resultado tle r.ariar f ) p:rr:r

la velor:idad. Potlornos \¡el que existc uu ilteivalo dc frccrrcrrci¿¡s donde 1¿r velocirl¿rd

iterad¿r rlel uróvil varía de utra rl¿lrer'¿1 rmn. complicarla. Se srrgiele adcrrás una
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1.0

rl.rl
8.4

n

Figurtr 3..1: El diagr arna de bifurcación para Ia vellrcidird. errtle sernáfbrcis c,cilro
frnción de f ). drirrrle las líncas vcrticales señal¿u las fiecur:rrcias usarlas cn Ia Fig. 3.3.
r-espcctivanrente. Los otros paiárrictrrs sorrrl.¿ - 1i3. p:0. /, - 1I,1 I - 10. El
tr'¿ulsicnte ha sidc¡ rerrlvirlo.

t.0

Figrrta 3.5: Diagratla de bifiuc¿rciiin palir la vclocidarl, en los sern¿íforos crirno fiución
r1e q). con (a) f)-6.i13y(b) Q - 6.11. Los otlos parárnetros sorr ¿¿ - 713, L - l t'
-'1l : 10. El tt'ansierrte ha sirlri rt:movido.

bilhrcaciírrr de rluplicación clc pcr'íockr como lrta al caos err la nredida cluc lcclucimos

f). lunbién poclerlos obserlar'l¿i txistencia clc sirir,rriniza<'ión en el caso en que f) -
2;r. cn tlue el ulivil pasa la se('uelrri¡r rlc scrn¡ifolos col r-elor,idad crrrcero. AI colisiorrar

el atractor c'aírtico con uno tle lcis unlblales de r.ek;cir.lad. se plodllce un¡r l)ilirrcixrión

iiiiii¡ililiii¡ii';ii¡ :!iiiiiiii,;li;ii;i;ii;i:!;

ii;,;;iliiliiiill;;i;iiiiiiiii1,i, l, i;,i,iliil,

iliiiliiiillliiiiiiiiliililiiiliiiiliiliiliiiiiiii0.

¡t
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de drqrlicac irin de perío<ki ilversr.,. Si h¿¡r'euros rura aruplizrr:iórr err ruro t1e los iltelr.¿rlos

de frc¡cucrrci¡r eri los que se (rlselv¿t colnpol talniento caótico. corllo sc ürucstla ell li1

Fig. 3.9 rr. encontLamris una iritrincada estructur¿1 de (omportamicltos estaciolra,r'ios

y caótit,os. fal I como se espela rle rrl r'óginrcrr r::rótir:o clcspuós clc ul¿l l¡ilirrcac,ión

dc duplicaciórr dc pcr'íoclo ilversri (ver r:rrpítulo 2).

Vc¿unos ahora como influye el p¿u-¿fi:netlo (i¡, - (, el] nuestro rnorlclo. En Ia Fig. 3.5

urostl¿ulios rlos cliagr:urras cle bililcación pi'ira, 1:r r.elcic,idacl al lariar r). parir distirttos

v¿ilores de !). un caso períoclico O:6.()3 v irlo l1o pcríotlirrr f) - 6.11. Observarnos

rlrrc disl,intt.rs vtrlorcs dc p gclrerra,n el rlisrno atr'¿rcto1- caritico en er1 cst¿rclo ¿lsintóticci.

N,E

nn

Figur-a 3.6: NIapa itclarlo pina la veiocidird u,, en e1 ¡¿ ésirmr sen¿ifolo, para O : 6.03

cr»r (a) qr- 0 v (b) q)-T,S' con f) -6.11 pala (c) r¡- ¡¡ r* (d) qr:r con a - 1/3,
I-1v-4+-1t).

1000
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Eri las Fig.3.6 rr v b. lrostrauos clos sr:rtcncias pala" Ia velocirlad a,, en el n-ósirlo

seniálbr-o corr f) - 6.0i3 pzu r,r a) - 0 ¡- !) - i. r'csp.cti\.ar¡relte. rlc¡ltk: tl tr¿rnsicn-

te no h¿r sirh remor,irlo. \lientr¿rs que eir lirs Fig.3.6 r: \'d, \¡ernos las velocidades

cri1] f) - ti.11 par-a qr - 0,v (, - rr. Er ellas. r.ernos qile las secuenci¿rs tiendel al

rnisnlo atr¿,i( tor. Ol¡serr..aldr¡ las figulas c \' (1, verrios ¡rlesenr:ia cle irit elrnitenci¿r. ya

que es posihle clistilguil distirrtas íueas que apalrrrrt:irr vari¿il t.ltrc corlportanrierr

to períoclic:o v no períodico. El cornportiiniento de1 sisterna es predomir¿1rtellerrt(-'

poiódico cr.rr ili'uJrciorir.s ocaciriu¿rics cle r:orriprilt:rrlicnto c¿lótico. A rleclicla que va

arrnrerrt¿rnrlo el nr'unelo rle sernáforos r¡.ur i:l rlrivil iiouc quo t:rrfrcritar. l¿ r-elci¡iclarl

náxirna sufl e variacioues bastalrte coinplicadas. Pelo alrededor de n - 2il0 en la

Fig. 3.tic, l¿r vclocidad pLtrscrrta ul) ('olrrpor t¿rnierrto c(.r'cano :r urr pcríodo 4. el clue

rl:r paso a rur r:st¿rllirlo caritir o. el qrc a Inedicla qüe aurnerrt¿t r¿ cleriv¿r nue\arnente a

ur ¿rparerrte estadri perióclico. De este morlr podenos \¡e1- qüe O es un parárnctlo rcle-

\¡antc cn t:l rrrtrllolt:rrrricnto trarlsientÉ-'. rrás lo así err el cornpor tarriierrto asirrtóticri.

Estc prrrr'imcro scrá rlc gran rclcvancia ¿ll r:stucli¡u cl rrrnrpoltamicrrto cle dos nróviles

trproxirl:irrrklsc :l llr cll.lcc rcgulado pol serláforos, así corrro tarnlririrr err estudios de

gasto dc c't¡u1)1rstiblc.

Si bien es .ierto qlle el comportarnierrto ¿siltótico revt'l:r algtnas plopiedades fur

dalncut:rlcs dcl sistirna. cl compoitamiento transiente es espeaialnlente interesarrte

eD este c¿rso. 1.a que los via.ies dentro de una ciutl¿rd ab¿lrcan ul¿ls pocas decenas de

semáfol.'os o ilchrso rnelc¡s. 1oque pucclc pcls¿rrsc c¡rc cn rcaliclacl. urr rniivil tralsi

tnrrdo por urr¿l i:iurl¿rd uo pl.sir del tr¿ursiente.

Err la Fig. 3.7 sc obserr.an los tr'¿rnsientes ptrra ilos condiciones ilici¿les distilrtas.

es rler:ir'. clos uróviles que pa,r'terr corr tienpos distintos. rüro de e1k)s strfre trl retraso

al partir. nientl¿ls el otlo acelela iurmrli¡rtarrti'ntt: ¿il c¿rrrr]riar'1:r hrz del se]náfolo
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a 54
Figura.3.7: Diagrama de bifurcación para la velocida.d corconrliciones iniciales (a) to:0 y,. :;;?ü;;"jü';"#",:.Yi: " 

Q para disrinras

a verde' co¡no se observa, ra estructura transiente no resurta simpre y es bastantesensible a las condiciones iniciales.

Ahora' .tra forma de estima'r' ra ¡elevancia der comportamiento caótico y su sensi-bilidad a pe¡tubaciones v ruidos es carcurando un exponente de Lyapunov en forma,umérica' suponiendo amplitudes finitas- pa¡a ello, tomamos una trayectoria en eratractor que comience desde (u¡, ro) y un¿ trayectoria perturba.da inicialmente, quecomience en (26, r¡ * d¡), por ejemplo con ds : 1g-2. El er.ror será itera¡lo n vecesproduciendo d' Teniendo cuidado de incruir sóro ra región de escalamiento, ao¡rae

6n - 6oe^" .

se puede estima¡ un e'xponente de Lyapunov, por medio de un procedimierito deajuste a la región de escalamiento mostrada por la línea diagonal en la Fig. 3.g, sintomar cn cucnta l¿ rcgión dc satu¡acií¡n.

Es digno de mención que esta forma de calcula¡ el exponente de Lyapunov no es,a estándar' f,c necesario introrl,cirl¿ ,ebido la fue¡te rcstricción imp,esta por iosumbra.les de veiocidad 0 < r, < ur.,6*. por supuesto, la naturaleza discontínua dei
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1. rl

1. x 1ü-¡
40 60 E0 lflü 120 148

n

Figrua 3.E: Regiórr dc r¡scalatniento. r.li»rde la líne:r diagonal es la regirin usada paril
el c¿ikulo clcl cxponente de Lvapulov.

t0

0.2

0.0

-|] 5

6.10t 6. 12 rlan

Figrrra i3.!): (,'¿ílculo dcl ()xponcnte de Lvaptnor. (a) Ar.lpliaciórr de diagrama, de bi
furcar;irirr rlr.¡strado en I'ig. 3.4a. v (b) el expr»rrnte de L_vapruror. asotiaclo a (a)

mitpa complica este c¿ilculo. v:r qrrc irmbas tral.er;torias pueclerr alcarizar cl mismr¡

est¿rdo en rrr paso, dandc¡ como resrrlt¡rclo,\ aa.

El exporrente tle Lt.:,ipunor, .jrrni,o col 1a an-rpliaciórr del tlirr.grama de ltifiucación

mostrado en la Fig. 3..1, se rnrrestl..¿l er l¿i Fig. i1.9. El c¿ik:rrlo se h¿r,ce sobre el interr,'alr¡

cn rlue el error crece expr»rclr;itrLnente. regi¿)n rlostrad¿r cll la Fig. 3.8 seiralacla pu

la línea diagouai. iucgo sigue 1¿r satur'¿ciól donde r.'a rro cs posible extraer inforrr¿lcirirr

rl. 0

l.:l
I.i

il'

F
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írtil pala d<,tcnniriiir cl cxporicntc.

3.2. Modelamiento con semáforos

Ahola agregamos a,1 morlekr xrciórr tlesc,r'ito. ttn segtrrrdo rrtírvil que se lnllcvc po1

una st'guncla t ¿rlle v la iltclscctarrlos en un sólc¡ pLrnto aon la vía por la rltrir sc

clcspl:r,za el primel vehír,rr1o. Err csta irrtersecciírn cc¡lc¡carnos urr scr¡ráfbro. obtenicrrdir

¡rsí urr corrvclierrte model¿rnielto dc urr cluce cle calles por clortdr: Ios vehír'ulos fltrvctl

const¿lnfcnrcnte aurleltando así. poro ¿ I)oco. 1¿l cornplejitlad rlcl rxodelo cles¿rroll¿ldo

pol Toledo et al. \I).

El l:r Fig. 3.10, rnostr'¿uros urr (li¿rgl'¿un¿i de 1a tcipología usad¿r crr rnestro mridelo.

Tr¡marlos el cLuce esr|rcmtrtizado eri Ia Fig. 3.10 \' .jrtntamos cl fin¿rl de Ia ca1le cori su

ccirlielzo forma,ndo rrn lazo, al hac,er lci misrno con l¿r c¿rllt: pei-penclicular. obtr¡rrr:ttos

dos I¿rzos or togorrak:s. en c u,va interser'rritin sc i:ncuentt a el sern¿iforo. Olrtrlicndri por

meclio rlt tsla topologí:r tocl¿ la irrli rr rn¿rcir'¡n eselcial r1c 1¿r clinárnica ccintelitl¿r en cl

cruce.

Figula 3.10: Esclrrcma dc l:i tr¡rología tsacla en el rnodelo.

Alxrra. ¿rl ¿rgregar lrn segrrrrdo rrxivil. clue transittr por uua seguncltr calle

ilterse¡ta a la prirlera err urr sijlo purrto. clebcrnos rlcsf¿rsar ambos scmáfblos

quc
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niedi(r del clesfase tenrpot:r1 cit,,¡.n - Óg.,, - r. Dc modo rlttc rtrancLr lrno de Ios mó\.iles

elfrerrte la hrz verrlc. cl otlo errfrente Ia hrz loja.

Las ecuaciolcs r¡re <lescriben cstc rlridelo. sol lzrs misrnas que dcsr:riben el rlc¡dcli.r

rnicroscópicrr., dcsr:rito ariteriorrnc[tc (lesalro]l¿1r1o el el npórrriliire A. va qtre rrl¿lntelle

nros la sirlJrlcza rle un mór'il tr¡rnsit¿rnclo 1)ol r1n:r sccueltci¿t cle st:rr¿iforos donde Ia

Iuz scrh verrle si setr(,J,,/ + (),r.]) > 0 o ro.ia t:n el caso ccintralir¡. Y rnotlelalernos ¿rl

segundo mór'ii dc igual lbrna. allnqllc colr la secuenr:ia dc st:rrt¿ifbros desfasatla cn r.

cs ck¡cir. la luz clel sernáfolo será verde si scn("u,,f 1 cr,,B + 7r) > t).

Es irnpcirtante dcst:rc¿rr que Ia tinemátic'¿r t1i' auüos mí¡viles. tl¿ltados po1.' sotr)a-

r:rrll. ¡rlesetrtan Ia misma rraturalt'z¿t dist'ontinua quc ctt el lraso rle Lrn srjlo rnítvil.

Por Li que las sitrr:rliorx:s a las rlue se r.t'r'¿i cnfieutado ca,cla liór.il pol separaclo. sc:

nlr()stl'¿ul err la Fig. 3.2.

Piu¿r nr¡,r;r.or r:l¡lrid¿d. ll;¡rn¿rlernos -4 ¿1 rnór.il que par-te prirrtero. es decir t¡ue tiele

¿¡ - 0, ,v li iLl nxir.il qrrc erilielta al sem¿iforo cl rojo, es clecir ó -;r. Dc cste mc¡do.

clefilirenros nJ ticrlpri clue le tome al rnrjvil .4 reu.irrei la calle ¡-rol clorrle transita cort

velocidad cr'rl(ero colno T,..1 - [, af 4rr¡r*.A. cxl)r('si(i]] a la que rros rcfcrirernos cono

tienrpo crur:cto. nieutrits c¡te al rr tir,il B Ie tcim¿r,r¿i 7,.y - Lgf trra-..g. De modo qtrc

terr(lrernos tlte las ecuacioncs rle evolución para -4 sort

/t,_,, ¡ a 1,-a 0(r.r-5*.A ¿'r) ,

,tt ^ 1 ,-.,r g(t,.r) 
,

uierrtras qlrc par'¿ -lJ tcnrLunris

,t,B f u a0(,'n,.,., B /n) .

,t¡ \ ,, s o(,,¡) .

¿icclet a

fiela.
(3 4)

(3 5)
acelera

frena,

De Ia Fig.3.10 porlcrlos iibscrl'at que los largos tle l¿rs c¿rlles puederr sel variablcs

pero. pa1-a sinplificar n11.si.los t,¿llcrrlos. dejarerlos el Iargo t1e Ia c':rlle por la rllr('
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tlarrsit¿r cl llrivil .'1 fijo v clilcrlos arl<'lrás rlue arnl¡os móvik's ten<lrán la misma

a(elerac'ión of.-{ - o+.8 - ot }'Ia tnisrrta desat:eler¿rciíin ¿ .) - a .B: o- y

tarnbióIl clirlrtos que rrrr.iáx.A - t,rrr¿ix.B - ?.'rnáx. Dc cste rrrodo, ¡rodenros rroun¿rlizar'

l:rs t'cuaciortes que rigt'n a los noviles por [..1. ta1 como 1o llir:itnos en el c:rso para

uu srilo mrivil trarrsitirrldo Jror l1n¡r sóla c¿r,lle. Defiirircmos adernás la t¿rzórt eutre

¡r.r:r.lcraciórr r. des¿lceleración corrro a : a,+ la . Así. podenos estrrcliar d flujo '"'ehicular'

como frrnción de n . a, Q. r¡ 1 T,,.sfT,,.1.

En la mcxlirl¿r que los rnóviles. col) ¿¿ - 1/3. crrtzan la scr:ucrtci¿t rle sentá1bros.

olrtcncrnos Ltl comportarnicl)to complejo yrar:r cicrttts inter¡,'alcis rli: O. t¿'¡,1 como so

dcsprende de lzr Fig. 3.11. do¡ir1e se urtestra cl rcsultaclo cle r'aria¡ Q tarrtci en la

r.eloc,itlad rorr la c¡re cluz¿u el ¡r-ósirr o sr:rlálblo (Fig. 3.11 a). corrio ¡rata los tiertrpos

de viaje Ar,, - (¡,+r r,,) norrrirlizados por 7.,.a. errtrr: el n-ésimo l rr' 1 1-ésitntr

sem¿ifolos (Itig. 3.11 L).

1.0

ti. I 1.ú
t-t.

h1 rl. 1

Figura 3.11: EI diagrama de hifitrc:rcitirr para (a) la r.'elc¡r:irlad il,, cl el n-ésitno sr,'máft»

¡¡ y (b) el tietnpo dc viajc r:ritre dos ctLtccs. corro full(iión de f). Los otros pat'íulletros

son o - 1/3, .r, r - 10. 1,.:: 70 y 7,,.n 17,,.¡ - 1. El tr¿rnsiente lia siclo lerncividri. Las

líreas r.elticales lnostr¿ida,s cn lir Fig. 3.11¿r ttuestlari r'alolcs tlc f2 usarl¿ls e1I la Fig.
3.12.

1. 15

it,

E.55.8
n



El rliagliula de bifuicacióii dc 1zl Fig. iJ.11 rros rlLlestr¿i. aI igrral quc crr el caso

clel mcidelo des¿r¡rollatlo pon- Tokxlo ef al. l1l. que existe un intervalo dc frccuenci¿rs

dorrde tarrto l¿ r.elrx,iclad iter-acla c-lel mór-il r,r»no el tierrpo de viajc cntrc semáfbros.

r.arí¿n dc urr¿r rrr¿l1rer¿i mrry «lnplcja. C¿ll¡e destac a¡ qlle cstc corlportamiento ocurr-e

tarto paÍa r'1 rnóvil -4 como pala el rnóvil B. Por lo qte es rle utilid¿rcl cstudi¿rr'

el compoltaniento clc arlrlrcis rnóviles conio furrciiirr de l¿r -,.'azón rlr: los pariírnetros

T.a lT.,.q.

10

0.0 1Ü
ú14

1 rl?

nt.

1. 011-
¡. s4 1.0

Figura l).12: El ili:r"glarla clc bifulcación para (a) la velocirlad tt, niinnalizatla ¡ror
7¡.¿ en el n ésimo sernhforr corno futiciótr deT,..¡.¡fT,,¡ para Q :6 03 v (b) O - Ij.11.
(c) Iil ticrnpo enti'e los serláfb'L..os cornr¡ ftrnción ck: T".pfT,..a pala, l) - 6.tt3 "v (d)
l) : 6.11. Donrle Ia xrgirin cn gris replesenta el compor-tarniento dc la r.clocirlad rlel
mór,il A. mientras quc cl diagr:una er negro. r'epresenta la velocidad alca,rrzarla por
B. Los otros par'árrictros sr»r a - 1/ll -y or - 10. ?háy : 1 

"v 
I-r:10. EI trarrsiente

ha siclo lenrovirkr.

0. 94

0.0



En la Fig. 3.12. r.eincis el lesrrltadc., rle r¿¡,r iar 7,,¡ 17,,.,.q, cs dcr,ir, el tierlpo ('rucclo

clc B. riorrri¡liz¿rdo por el nrir.il ,4. ptrla clos valorc-s ¡lc f). El cilas veuos la influelr:ia

tarrto de el largo dc las c¡rlkrs cr-,rno rle la vekrcitlacl náxima que tad¿ urrivil alcalz¿r.

En la Fig. iJ.12;r. vernos el resrrlt¿rrkr p¿rra f) - 6,03. EI diagrarr ¿r desclito pol cl rrióvil

-4 se nuestr¿r en gris. v nos sugicrr-'uu comportiltttiento pelióclicri. observanrlo que ias

rirbitas para distintos r.alores de T".e 1T,.._t llegan aI rlisrrro ¿rtractor. situación dr:birla

:r r¡ur cl lalgii rlc 1¿r t:¿rlles prit l:'i qlue transit:l cl lrór'il ,,1 cs fij¿r. De la Fig. 3.12b.

obser.'v¿rlnos que el mó\ril .4 gerrcla un ¿ltrar.tor c¿ritic o a rnedicla que var'ía l¿r r¿rzlir.r

errtre los tiernpris de Ilucerci. situacriórr ploclu:itla por el vakir usado en 1¿ fi r:cut:nci¿r.

1'¿r qre al toruai 0 - 6.11 estar¡ros r:rr la rr:gióu c¿iitic,a observ¿rda er la Fig. 3.11¿r.

\lieltras que el conportaniento del nxjvil -B preserrta. p¿ua ambos r.alcin..es clc O. una

bifiu'car:iriri ile duplir:a.ción cle per'íorlo a ncdida quc iricrcrlcrttarnos 7..8. Aclemás

obselv¿nos rluc podcrrros obterirlr sin(ronizalión p:rra ambr¡s vehículos, etrtte rr[L)

de lcis ¡róviles ]' su secuenciil cle senrálbr-.os, sí:ilo cn c¿rsos lrru)' específicos como pol'

cjernplo r:ri cl c:rso r:n qui:7]..-a - 7].¡. lo clue nos demuestla que sclii nru¡, cortrplit,ado

silc'ronizar la sccrucncia de sernáltiriis para un nóvil sin dañ¡u 1¿r sirrt'rolliz¿rciiin de Ia

socrlelrcia que enfierlta el c¡tlo nrivil. Si haccrnos ün¡r ¿unpliación dentlo de urur rle los

interlalos clc 7",¡f T,-.,1 rkrlrde el m¿lpa describe cornportamicnto ca(itico. tal corlro lo

uuestr¿r 1a Fig. 3.1i}a,, en(ro[tra]nos rrla int: incada estrrr(itL1]ra ertle comport¿unietto

estaciola¡io ¡'ia,óiicro. qrrc sr, c.,bscrva, cr¡n rn¿is det¿rlle en la Fig. i3.1i3b cri qtu: el

exponente de Lvapruux' es positivri sólo pai a una regiól cle liecuencias.



1. rl14 1. 015
T.r/T.r

0.1

rl. 0

-ü. 5

1 .014 1. 015
T.r.fT.r

Figtr:r 3.13: Cálctlo del exponente de L\.¿rpulroy (n) Arr4rliaciól de rlitrglama tle:

bilirrrraciólr rnostla.io en Fig.3.12a. r'(b) r:1 t:xpornrrtc do L]-apullov ¿iso('i¿ido a (a)

3.3. Modelamiento con señal de ceda eI paso

Enfbcarcrrios ahor ¿r mrestro estudio ¿r otra seiralizacirirr de tráfico ¡»cscntt: en las

cirrcl¡rclcs. la scir¿lliz:rciórr de cetla el ptrso.

Est rrdiarcrrios c1 c'ourportalriento rle dos vehículc¡s qtte se cilespliiz:rrr por calles

pr:rpr:nrliorlalr:s qui: folrnan ur cruce. cuva iritersecciórr es lcgulada por ultr señal

rle r:ecla el p&so err v€rz tkr un scm¿iforri, colno eD el caso visto a nterior r¡rcntr:. P¿lL¿t

teuel u1r inejol entendimielto clc cstc tipo de t'ntr:es, será convenierttc ctiquctar a lcrs
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vchículos. 1¿-r1 corr o se nuestra err la Fig. 3.1i. El consccucttci¿t. los leferirernos al

vehícukr ccin pref'crencia al paso clrrio -,1, micutras quc ¿rl tnóvil qr.re tierle (lue ccdcr

el paso cornr., B.

Figrrra 3.14: Esrlucma cle la interseccil¡n r¡rc scLá estr«liad:l, E corresporrrltr ¿rl u¡ir.il
clrre enlienta la seiializaciórr. rnientl ¿1s r|rr:,'l tielrr'paso ¡rrefér'enci:r1.:r¡u1 se lr:iit:rt: ¡r

l:r rlist¿rricia dc tolerarria que debe consirlcr'¿rr B paln no crilisiotiar corl -4 r'- ;rd,ll cs

la pcisición r1e cilecisión del mór'il R.

Dirernos r|re Ia rlist:rricia entre intelseccionr,:s ser¿i ¿ 4 l)¿rr'¿r t:l rróvil .4 r' la clis-

t:ltci¿r eutrc señales de r:eclir el paso scrÍr -L¡. Sit:rrrlo ,'1 c¡rieu cletennine si E pas:r

ri rro. lrodel¡rlo así ul¿r ilteracción cltr-c aubos vchítulc¡s. El nxivil ,'i sc clcspla-

za col velo¡rid¿rd colst¿rrtc. sirr suli-ir ¿r<,e1eLar:iones o desacerlclaciones, por lo rltre

¿'0.-r - ¿\niíx.A. de motlo que tcldrcmos

¿.1(l) - L\,¿ix. Al modI.4,

para 1a posir:ión dc ,4.

De est¿r fr¡rma podcmos rk:firrir- ul¿ rlist¿rncia de toler¿ncia tourtr

:L¡,r,¡ - Lr¡ r;-a (t ).

prrr Irr rlrre trrtrndc¡ cl nróvi1 B se encuentla en cl puntri rle clecisión (:¡:a - t)2rrÁ\.8l20 ,B).

curz¿u/i l¿r irrtr.r'sitcirin si r:s quc ..1 se encuentra ¿1 un¿,i dist¿1n(:i¿1 pludelte r.lel clucer
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(:r,,r1). o frerrar'á. si es que ,4 est¡.i cert,a o p¿ls¿Indo pril el cruce. de estc trit¡do tcllemos

una distarrcia mínirla tlc tolerarir:i¿r, clefirtid:r por

''t n;'x t? r;ir,,q
Irol.rn,n - ,r-, 

rJU

q1e sc tl¡bc ¡onsirii¡rar p:rra rle evit ru colisionr:s. Las ecuaciories quc describt:ri este

rrodeLr srin preseltadtrs eu el apóndice B.

trl mór,il E en la senrencia rli: seu¿rles rlt: ced¿r el p:lsri. puede tener

(:r) u.na, ar:r,li:r :rcrión a .¡ ha,sta que alcanct: Ia velocidad de {rLLtctlIo ln ¿*,L7,

(b) rrna velocidad cortstalte ?,míx.B con ¿rcelel at,ión nula. o

(c) una :l«:lelaciól rurga,tivir -o .¡ hasta rlue se cleticrre. o al'elclt: Ilueurncllte. pol

10 ta fo

ar,elera.
(J 7)

tt r.ua.

cionclc 1l (,r) es lir flrllciórr de Heaviside (ci c1c escakin) \iientr¿is (lllc el m(ivil .4 rlo

r.'ali¿rrá su velociclatl, desplaz/urclose sio[Iple con veloc id¿t1 cru.]ero t)ri¿Lx.A.

A1 aproxirrarse al cruur. el uór'il B deberá considerar la posición del rnóvil -'l

para deciclir si coltinria rlcsplaziirrkrst:, n si debcr-á fr=errar. Est¿r clccisirin tlepclder'á si

la posic'irii] ¡lel mór.il I. en cl irtstante ck: clec,isió]l ¿d,8. sca ]n¿l-or o lllenor !l1lc UIIA

cir:r'ta distantia clt: toleranci:t. definida coltro ltoli lal r,orIlr k¡ mtrestr¿l la Fig. 3.1'1.

Si A se encur-'rtra filera cli:la legiól ck: toler'¿rnci¿r. el rnóvi1 ll podrá t,ontinlrar col

su vi:rjr:, pelo si J sc eucuertr¿r clentro ilc ia región de tolclanciir, lJ deLei'¿i frcnar.

A1 frr:nal. dos cos¿is ¡ntedcn ocurrir'lc ¿,1 B. el lrór'il pucde fienar cornpletancrrte

)¡ espelar hasttl clue,4 salga clel cmrrc. o ituecle cnlpcz¿l a acelcrar a,l c;bscn'a¡ qtte¡

.{ está pas:rndo por cl clut'e. arltcs de h¿rbelsi' clctcnido tot¿lrrleritc. Estas posibles

rlt: I a+.e d(rirr,L,B - r''¡)

,lt \ -, ,¡ d(,,¡)
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sitl1¡rciones so es(lllernatiz¿rn cn la Fig. 3.2. clcindc sc mLlcstr'¿r cl tipo t1e travect.rri¿s

rluc sc rlan eltre dos señales de t,ecla cl piiso.

Dt csla lirlti¿r. el uróvil R eltr¿r, en la sccrrcncia rlc sciralizacioles con vclot iclacl

r0. er el titil¡ro 1.¡¡. El coúunto clc rcglas reciéI descritas deter[]i.na tul xtapa llidi

rnensiolal ,\it(1,.rr,,) r|rc cvohrciona el estado (i,,.T,,) en l¿r n-ésim¿r scir¿rlización a1

esta.rlo (t,, i r .i,?i | ) erl r:l (rr + 1) ésino ceda el p:rso. tal corlo s(-' rrluestl ¿r en el a,pórrrlicc

B.

Es ccinr.enir:ntc constnril rrrr map¿r exacto de lcis cluces sttccsivos. que ser'á lr uv

pa-,..ecirkr al rriapa rtrrre rlridcl:l el cltce cron serrláfor'.]s. 1'a c¡rc poderttos consideral ,'1

como un scrrr¿iforo para B. ciloncile la frectcnci¿ clcl scrlír.folo sc1á unil firncii»r de '4.

f)cfirrirrros cl tierlpri de crucelri de ,4 r'c¡mo 7,.,.¡ L,¡f t:r,'7*.4. urientlils que el ticDIpL)

c¡re le tornarii a B recorrer' ¿B con \¡elocid¿d crucelo será I..¿ - trn/t\nár..¡.

Por ahr»:¡r. celtrar-erlos nLlestro estudio or la din¿írnic¿ clel sisterna para v:loci

dades máxinras c1a,cl¿¡s 1. direrrxrs (llrc ¿,m¿íx.A - l,m¿ix.B.

Estrrili¿rrurlos el flujci de tr'áfico couur firriciórr dc ¿¿+. a , rtol f.- X,,n/'T" r, dado

(lue corno ,,1 se m¿,intiele.ro11stal]t1]. parece lógiL:o norrnalizar-el c'orlpri::tauriento del

rnóvil B colr restr){rto a l. Definiternos i, - d+la corrro l¿l lazórr tle aceleracrión clc

Ll.

En la rncdirl¿r que los mór.iles. iter'¿rn:r trar.és cie la secuenci;r rlr irrti:rsecciones.

porlernos obsen'ar qllc prcscltan Lln comportarniclto compiejo para cicltos irrterv¿rlos

c1eT,,sf 7,,,1. En las Fig. 3.11-r a v h. se mucstra eJ rrzisti par:'i la velcicid¿rd i',, t:r la rt ési-

rr¿r seiral c1e t'ed¿'L el p¿rso crill T",plT"..s - 9,7ti 1. T".alT",n - 9,715, rcsprxrtivatlente.

rricrrtlas que en las Fig. 3.15 c t¡ .1. se mLlestr.'¡r cl ticrnpo r.iajaclo A¡,, : (¡,,+t - r")

entre la n-ósirl¿r v (n. + 1) ésirla ilterscccirirr. Cl¿rr'¿rrnente Llbserv¿rlrlos quc p¿ts¿rtnos

dc rrrr¿r rirbita de ¡rer-íodo dos. cl ul¿l en qtre l3 cs fit'trado interseccitiri pot' rledio
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1.0

_, 
i"_1t,-

ú. !?

Figrua 3.15: \I:rpa itcraclo para (a) 1¿r vclr,,cid¿rd t',, err el ¡l ésinci cmcc. con

T",nlT"..t - 9.76 1' b) 7,, u lT,,..t - 9.71;. (c) el tieLnpo dc viaie uortraliz¿do i:rrtlc
rlos clnces, Lr,,fT,,.1- (.r"*1- r") l'11,. ¡ t:trrtT,..efT,,a - 9.76 r. (1-l') T'plT".¡ - 9.715.

r¡,r¡ - Llf 30. cott L, - 10, a: 1/3 Y a+ - 10. E1 tr-alsielte h¡r sido remor-ido.

(n), a írlbitas rrrá,s ccim¡rle..jas corxr l¿l tnostr'¿rda en (b) t:rr cluc t'xiste unil sitlra(ri(ilt

no t,rivial ur cl flujo vehictl¿rr'. lotculos que el tieupo dc viaje promedio err (d) se

reducc cl cr»rrparal'iril i't 1¿r sitlr¿rciórl rnostracla en (c).

Dado qrre tral,¿rlnos rlos rlór'iles tlansitando por calles pelpt-'ndiculu es, cada urlo

de ellos cruzará la intr:rsr:cc,irin con fiecui:ririas tlistlrrtas, lror Io qtre podetttris alalizar

el ccirnportarlicrto r.ielcki si trrnbas ficcucnci¿rs son connrellsirl.allles ti tto. En el c¿rso

cle ser c,orrux.rntr':rbles. es rlecir. r¡lc la raziin entle arnbas frecttcttci¡ts es racional.

el corll;ortaniento es pelíorilir'o. Nlientrlls que si la r¿rzón errtLe anLas es irracirirtal.

o inconmerrsrrL:rlile. est¿rmos frcrrte a c:omportanricnto tro períotilico. EIr la Fig. 3.16.

0. J?
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ol)s(.r\'¿Lrros (rl cLlrrlpol t ¿l,lniento pal¿ la r-elo<,iil¿ul el la r¡-ésima seiral rL'ttda el paso

p¿rr¿r distirrtos r,¿rlorr:s rlc T",a lT",-t, en (a) r.eruos un comportanii(:nto no per'íodico.

va r¡re obseLvamos la cxisterrcia de clistint¿s r.elocidacles ¿llfanzad¿ls por el rrtir.il B a

rncdirla r¡ue va cruz¿rnrlo l¿rs scñaljz¿¡,¡ iones rle ccda cl p:rso, cibservan.lo qlrc es ft-en¿ld{)

a¡reliótlit amr.nt e. ¿rrn(luc cluza err lilal mcdid¿I cotr rrelociclatl uráxim¿r.

1.ú 1. rl

vr,

tt01rl0

It¡

srt 10rl 1§0

2005rl 10[ 150
n

5rl 100 150 2t¡t00

Figur':r 3.1tr: \Irrpa iteradci para, 1:r vt:locidad t',, en cl r¿-,'sitr¡, ,¡r¡,'. ,,,u (,r)

T,.B - 9.51. (b) I".¡ - 9.52, (r') X..B - 9.61 .r. (d) 2.., - 9.62. para l.+ - 10.

:t:r.,,¡ - L 1f 30. a : 1/3 ¡' ¿r+ - 1{1. El transicntc ha sirl¡ lelrovidr¡.

El (b) olrselr.arnos urr corryor-talniento cutrsipt:ríor1ir:o, el el quc cl mót'il lJ es

frela,clo alrrrxini¿la1arlerrt e catla 20 seir¿ilizacionr¡s tle ceda el paso. En (r:) nuer.amentc

venros url corllport ¿nlient o cuasil)eriódico c1] cl cltrc cl lrxivil es fi'en¿rclo itptoxiura-

darncntc c¿rrla 30 tluct's r1t: ceda el p¡rso \¡ ell (d) obsclr':lrlos otro cornport¿rrlliellto

Erl

1.01.

0.Drl
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(aóti(o. el ci quc se ol.rserva qnc cl ndrr,il es fielado con clistintas liecuericias. Lo

que ]Ios trtucsttn qtre el sisterla cs ¡lltanrerrte sensiblc ¿rl lirrgo de la ctrlle por ia <1ne

tr¿rnsita i:l nróvil B. o nrciol clit:ltr. qtrc tarr serrsible es el sislt'ma al tiempo clui:elo

de R.

P¿rr-a rtr r:r¡rr más detallc cst¿ sensibilid¿rd. ptidetlris estttdial pol' medi.r (lo 111I

diaglarna c1e bifurcac irin, lo tlue octrlrc a 1¿r velocidad que alczinza B ¡rl cruzar 1a

n ésima seiraliz¿r,ción de cecla cl pasci. ccin l-estr)({'to al tienpo cru'r:ro de 1J so}rl'e ,4.

tal rrorno se vc cn I¿r Fig. 3.17 ¿r l: b. doncle ¿1demás se 1¡111s5f¡¿ g| ¡aso pa; ¿r rlos r'¿¡loles

dc rtot distilrtos.

1.01.0

rl. 0

0.94

l-igrrra 3.17: El diaglarrr:r de bifurcación par¿i ia velo(ti(Ia(l ut,lr lespe.t() a T..pfT,.1
pirra clistinto-< r'aloli:s cie.r¡u1. (a) ,r1,.,1 - I',\1301' (b) rtnt - f,,,,l2 Los otlos pariirnc-

tr'os sorl a - 113.I-l - 10 ]' .¿+ - 10 El transiente h¿r sirlo terliovitlci.

Al estudi¿rr 1¿r r¡izórr de krs t icrnpos crl1.ero cntl c ar¡rbos mór,ik:s, vemos 1¿r in-

fhclcia tarrto de el 1:u go dc las c ¿rlles r:orlo r1e la velocirlarl trtáxirt ¿¡ t¡rc c:rda nóvil

alcanz¿1,, 1.¿t qrxr L - L/urror. Err ia Fig. 3.17a. totriurlos uua dist¿rncia de tolerarrcia

bastarrte per¡reña. sittaciril rlttc piesetita a,lto riesgo c1e crilisión, r.a qtre erl el t'aso

qrrr: 7...-a se:r igrral ',\ 7,..8 €:l iní¡vil B pasará sierrtprc 1a iuteisecci(u con velcirritlacl

mÍrxirna. al igrral que el mivil ,4, debidc¡ a la proferencia irl pirso que éste tierie. ¡ror

.,/



kr r¡re estanurs fierite a ru rrnt' irlpluclcrrtc tor¡luctol dcl rnix'il B que al consirlerar

tuna peclueña distalcia crrtlc la posir:irirr rlel rníivil -4 r. la interser:ciiin cle las r:allr-'s.

podría pror.ocar algrin ar'ciclcntc. A rricrlida eue 7]. ¡ es lliiiyor que 7.,s. s1lr'Bc Lln¿l

bifulr:aciórr rlc, duplic'aciól cle pei íodo coüro nlta al c¿ros. la r,¡rtr rlcliva err Lln¿1 ill

tclrnitcnci¿r cntrc.ompolt¿rlrrierrtr.rs Perióclicos -1r caóticos, tal corno se nlicstra cn l¿rs

Fig. 13.1tj. err el que el rnóvil B c,ontíriua pasandci ¿r'olrnente con velocidarl rláxirna

crr vi:z ilt: scr' lir.rr¿irkl rri¡is firx'rrcrrtr:rrir:ntc.

El la Fig. 3.17b. venos e1 rorr porl iuniento clel sisiema pin¿:r l1na tolcr'¿urcia co-

r r..esporrlicrrt e :r, I-..1/2. situ,rr.irirr er¡rivalelte a 1o ol¡se,v¿rd¡¡ en el ¡aso rlel semáfolo.

va que tal cromo dijirros a ull colrienzo. al co»sider¿rl ai mrjvil ,.1 cornci un sem¿íforcr

para el uriir.il E. terrdlr:ruos c¡re l:r liecuerir:ia elér,tiv¿r scr'¿í {) - 2rL¡f t,r,,6r.a. Ciirlo

porlenros vÉ,r'. p¿]r¿l .".alores de T,,.p > 7,,..1, tibtenernos un corlr]¡oltar]Iierrto selrej¿¡nte

a rrn períorlo 2. en c,1ue el trór'il IJ ser¿i fien¿rdo intelserción ¡ror metlio hasta que

T",p - 7..,l situ¿rr:irin qur: d:i pitso ¿r ula bifut c'¡r,ciiirr cirr drrplirra,c irin tI: pi:tíodo. A

rtrerlicla qtre T,.p < 7,.,t e1 móvil lJ será flenado en todas las irrterseü( iurreb.

Acá poclerrros ver que el parhrletlo .¿rtol curlrlllc un irnpcirtirltr: rol crr cl conlpol-

tiillúerrto clel sisterla. err Ia Fig. 3.18a. rnostr'¿rnios cl xrsultarlo dc varial I¿r rlist¿rnrria

cle toleranci¿r en la que el mírvil .4 se clebe ercontli pala qüe el rnóvil B puerla

ctintinual srt viaje. o deba detelerse. A niedicla c¡re Ia trilelarrcia se increrierrta. el

riesgo que i c»n¿r B clisniiurye. en el diagrarna obseivarros que pala tolerarci¿rs co1.'

tas (,r¡,,1 - L \l:30) o1 r'omportarniento preserta un estado períodico. de período 7.

el clue raría t'l un irrtlirrc¡rclo couipolt:lrnit,nto r¡rc apirrcnta ser c¿iotico. l-¿r que si

obscllarrios t¡ró tarr scrsibli: cs:r Jrr:rtur bar,iortcs, es rlecir estudianclo el exponente

rlc Lr.¿rpunor, ¡rsot,iado a é1, Fig. 3.18 b. r.t¡mos rlue a rneclicla q1le JtoL aurnerta, I es

positivo, por 1o rlue est¿imos er plese[.i¿l de rrl cornptir-ta,nierrtu t¡Ljti,.L,,.
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1.8 ;itii't;: tr/i-'i+I 5]ffii;

Ét!f,,ir{-,^..'-\'-].+tl¡

0.0
0. 310

rl. 2rl

nt01

r.Í

q+
/'l

0.31

ü.0

-0. 05

xtor

Figura i3.18: (a) El diagrarna de bifirlcación par'¿1 la veloci(la,.l con respecto a irtrl
v (b) Exponenie de Lvilpunov asociildo a (n). Los ottis p:lr:irnctros sou a : l/il,
T.plT'" t - 9.71 

"v 
a+ - 10. El h'¿rlsit-'ntc ha sido rerlovido.

La lelcr'¡uuri¿i del comportamientri caírti«r v su sensibilid¿rd a'pcrtrrrbaciorres v

ruickrs se puerle estirnur rlcdianic cl c iilc ulo cle un:r aniplitud rlerl cxponente cle Lr.a-

purro\¡ 1)ara amplitutles firrit¿s. Tal corto f.it Lr hicirnos r:rr los dos casos estudiados

anteriormcltc. es decit. torn¿]nos ul¿ tl¿,r\.ectci1ia rtri el atr¿rctor que contience dcs(l(l

(¿,n, rn) I'tlra tr¿tycctoria pertrrrlrada iriir:ialrnentc, qrre r,orriemre el (u¡. r¡ + do). pol

ejentplo con do : 10 7. E1 error serh iterado n r,cces producierrdo d,. Cuiclanclo c1e
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incluir srilo Li regirin rle escalariierrto. rlorukr

d,, - dor''A" '

Se puedt, estitn¿tl lur exponcDtc rlc Lvrrlrtrnttr.. por meclio clc urr procerlimiento

de airrste a l:i rcgiól dt cscalaliierrto. ton¿rndo tru¿r r,ondiciirri irricial rlircla sobrt:

cl:rtlar,tot. En 1a Fig. :J.19 b. sc rlucstla el diaglama del expolcntc tlc L,l'¿p1¡16"

¿rsoci:rrkr a la at.r pliaciril clel rliagrana rk' l¡i1iu'c¿r:iíin mostratlo el ltr Fig. 3.17 a.

-0.5

0. t?1
T.¡IT.r

Figr,rta 3.19: (a) Arnpliaciórr de tliagi alra, cle bifulr'aciirrl rnostr'¿rrlo cn Fig. 3.17 ¿r v
(b) Exponeirte cle L¡.qlunov asociadti a (a)

Ahoril, pirra, ver de c¡tr¿r lbr rna. I¿r scnsibilidad a ias r:oncliciones inici¿rkrs di:l sis-

T.,/TE¡

1n

ü.2

0.0
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tetlu. poclcrrios cstudi¡u qlrc ocllrr'c i:n cl r'¿rso r1c los transientcs. Ya quc, si bicn cs

cierto. el cortrportarnierrto ¿sirrtótico levela algunas propiedadcs ftrrclamentales clel

sisterna. el conportanliento transiente es es¡recialrncntc intclcsarrtc cn cstc cast.r. ¡'a

r¡re krs via.jcs rlcrrtlo clc una ciudacl abarcal unas po(ras decelr:1,s rle señallzaciones e

irrr:luso nicnos. lo r¡re puede peir¿trse que en realidad. urr rnrivil transit:rrulr por un:r

cirrd¿rr.l no pirsrr clel tr¿r,lsir¡rrtr:. En la Fig. 3.20 se obser'-"an krs transientes para clos

coldiciones inl:iales distint¿rs. es cler:ir. dos mó-"-iles qLle p¿lltcrl corr ticrlpos distintos.

C'orlo se ol-rscrva. 1¿r estrurtura trarisit:tite rur rr:sulta, simple v es b¿rst¿ute sensible a

l¿rs trrndirriorurs irriciaies.

1. rl

I 01.99

0.0

0 1.01 0 95
T+B/T+Á T+E/T+B

Figur:r 3.20: Diagrama dc bilirrr:¿rcirin p:rra la r.clocidad con respectci ¿t 7¿.8 para
distinta,s r:orxliciones inicia,les (¿) ¿0-0I ¿,0:0)- (b) ¡o:0.153y i.,¡ - Q.

La rcgión caótica p1-esentada err rrltcstros rcsultados. puedc vcrsc modificada al

variar los vitlores ¡r:opucstos pala ¿¿r. ¿1 , :¿:to1 \¡ T.,r 17,,,,t. Siendo estos riltirx.¡s dos

p:lrárrtr:tros. de b¿rstantt' irrtu'ós ,va que en ura riucl¿ld real. tantci el lar.go de las c¿r.l1es

collo las velocidarles máxirtias no sc¡n uirifci,mes. así como 1¿r dist¿ncia clc tolcranci¿1.

c¡ttc coirsidcrcn distintos r;rirr(luc,torcs. Poricmos pensar arlerlás. clue el pariiuretro.u,¡,,i.

estilla el licsgo al qtte un concluctr)l so oxl)oric, en el caso de rnnsiclelal un¿¡ dista,nci¿

ckr tolelanci¿r tari pctlueria ccirlo l¿r cstucli¡rda aquí. o quc tan ¡»urlentc óste sea. en

0. rl
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cl caso de consirler¿rr r¡r,¡ - l,-1f2.

Dt: r,ste nodo r;¿rl¡e dest¿rc¿rr que si quisiér:rruos rlorlelar uria cirrlad leal. de

beríamos torrr¿u en coirsider ¿r,ciijrr lrils conjuntos dc pa,rrirrrctros, corlo el taruairo de

l¿,is c¿illes. la si:p:rr:rcir'rn t¡rrtle sr:ñalizac'iones, el laigo cle rnóviles, Ia c,oldición cle r.a-

lles. c ompurttlrniento de los corrduc:tori:s. ctc . Adrrrnás r¡rre aírn no consirler¿¡rnos que

err las ciuclarlcs tlansit¿l rn altci lúrlero dr: rlór,ik:s. por'Lr rlue los r,alcires (le o r r,. o

potlt'ítn str olrtelidos Érst¿ialístic¿urxrntc por rledio de 1¿r distribución t1e parárnetr-os

qrrc dcfiren el flujri vehio ar.

L¿rs situ¡rc'iones ieales no son tan simples corno las que presenta el lr odelo aquí plr:-

sent¿rdo. Pt:r'o r'rccmos que el rnocblo tl¡uitictic algunos cle krs aspr:r:tos dr: intcr'ós

preselrtes cn cl tráfico real.

Se clrbe lener er cuent¿r. cluc el presente ¿rn¿i,lisis ha crrfátizarlo el el efe¡to de

r,ia.jes lalgos a trar,és r.le una (:iudad. dorrdc krs via.jes coitos. sr: vcn rr:plcscltados por'

Ios transientos rlc cstc moilelo. Tal crimo espr:r:iltarnos. ol¡tuvirlos corryortamientos

mtrv corrpiirraclos a rnedidzi que fuirrros r.'ariando los ¡ratárnctlos del moclekr. Pero Ias

situ¿rcionr:s le¿r1ist¿rs sorr rlx,ho miís cc»n¡rlejas quc las descritas acltrí, ya que se pueclen

tener calk:s cor. variaciones aleatorias en sus largos. o crr las fases de los scn¡ilitros.

Atrrrqrie si se eligi()rá trria fase e,, - -n's,.L,, It\náx [r)o clc los ¡ri.iviles pcidr'ía pas:rr

sin scr detelido rlur¡rnte Ia secuenci¿r dc scmáfolos, ¡rol lo c¡re se porlría pr-,ns¿u que

tendrí:rmos un criltr¡rl riptiuo. Pero esto lc-r puede ser lk:vaclo a la priic,tica y:r r¡rc a,l

tener un tlavol nrinteLo c1e rlór,ilt:s con un¿r tlistriLlrcirin de velocidadcs máximas, nri

sería posible clue torlos ellos estéu etr f¿Lsc con ltis senlírfolos. Adunás que eri el r:aso

cle trna intorscccrión, tr¿nsitar¿íl por nrrüas calles veliículos cuvos conductcires desea¡

pasilr fhridaniente siri sur detenidos, pot lo quc rrn cciltiol óptimo en ula secur:ncia de

scm¡iforos par':r los nór.iles transit¿lndo por rrrra vía, lo ser:i tiptirro pala los vehícukis
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quc tl¿rlsitcn por' 1¿r 0tra.

Clar¿¡rnente entendenos qrrc cl morlclo pr eserrt ado :rquí es urra fuerte sirrplifir;rL-

c icirr dc las situacic¡rrers rlc tr¿ific,o reales, I¡clo consicleranros <ltre ruanticlc algttuos de

Ios :rspectris esenci¿rlcs presentes en cl tráfit,o real. Estc cs t¿rn sólo url irteres¿lnte

prrrito de paltid¿1 desdc el cual podemos r:orrstrttir e irtclpl'etar escenarios de rnat'c¡r'

cornplejiclacl.



Capítulo 4

Conclusiones y proyecciones

Sirr rritrgurril cluda uri buer sisterntr clc transpolte el cu:rlquiei- citrdatl rnoderna

loll r'ibu1,e err gr-al mcdida a un rnejorarriicrtto en el desarrollo de ésta. debiclo ti que

¿ll clismimrir los licrnpos rle viaje c¡re lc torlarr a los conclLrctorcs llegal cle ttn putrto

a otlo. aulrent¿l:i 1:r calidad der r.itl:r t1e estos, e re ott'¿rs ({)s¿rs. En este scrrtido es

inpottatltc cntcr¡rlel en tailto dct¿rlle como r-esulte r¿rzonable e1 t.om¡rortarriieltci de

un vehículo al via.jar pol las ciilles de una rliudari, probk-'m:r que resulta distiuto tle

l¿r dinámica que se ria L'rI c¿rrreteras, rleüiclo a tlue los tlarnos v perirtlos son 1)¿istailte

rnils heterogéreos ¿l irrter-ior dt- l¿rs r:irtd¿rdes quc ftcra de ella,s.

Como sc ]ra visto. cron e1 simpkr rlcidelci desarrollaclo por Toletlo ef ol. [1] sc pucden

sacar conchrsiones inportantcs. donrle 1o qrre rniis llania la trtenciiin. es e1 hecho clc

que l)¿r':r par árnetros c'onsisterrtes con vchícrrlos ¡' condicioncs dc' tr¿ílico collrurles

surge cl citos cotrlo l1na conlponente escrrr;ial de este tipo clc sister¡ras. Tambitilr es

irnpolt¿1rtc lotar (lue cle los rliaglauias t1e bifitrcacirjn. se cles¡rrelclc la existencia

rlc paiárnetros parir krs cuales el nrivil sir:rrrpre cruza I¿i intcrscc cirirr con r.elocitl:rd

rlistirt¿l cle l'r,ro. sirr irnport:rl cirre iir ittielsecciól estc rr:gtlacl¿l po1- Lrn scrnáforo o

p.rr' 1lna señal rlt: ccda al paso. Aurrquc tarnbién existe el caso ct1 que el nióvil cs

fi'enarkr sierrprc. Lo tlue no irnplica rur:r clesr.eutaja ¡rala el sistena. ya qtrc t:ll corncr

.19
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viltios al aplicar cl nodelo il dos ¿ltto-s transit¿rrtlti por callcs ¡rerpetrrli¡rtlales eutrc

sí v rltc estitrr a,lrrrrximánclosc ,r rur r1'r1(c. L-s lrr,,rsirtjio (111r' lllro tle cllos se dettlrrgtr

crr ¡rrlerr de eyi1¿rr.. ¿tccidentc.s r:Le tr¿iusito. Por 1o qur: urr¿ sit.tl¿rcióu ser'á r'crrt:rjos;r cr

rft:sr-ctrt:'ij osa, rlcpt:ttrliendo rli:1o clte sc c¡tiela es{ trtli¡l al aplicar trtlil estrirtegia dt'

cc¡irtrol rletelirin¡rd¿r ('r el taso rli' las intelscr;ciones regttlatlas por st'urálcircis.

Es r'1¿r'o q¡c este e-s rrrr nriclelo ¿ltarnente idc:lliz¿rdo. sir eml)aIgo par(r(rc reteller

algunas cli: las l'¿rar1 cr'íst it:as bási.'¿rs t1e1 problcrriii re¿ll. \' dc este modo existc I¿l

posibilitlad dc cxplotar la riqueza rle Ia ciináinica rltu¿urte e] r'tigiurel c:aótir:ci.

Tarnbién \¡irnos, qlre ¡rl introdrrr'ir rl¿is vehír;rrkrs. I¿l cliuhmic a clel sistern¿r varí¡r

(or rcsl)c(rto a la, sit u¿icirilr ton trn sólo mór'il. Y csper'¿mos (1ue al intlo(hrcir un

ma¡ol ru'ttuero cle vt:liícrukis int t:r¿rt'tuatrlc¡ cutt-e sí. 1a ilin¿irnica segtrirá valiando.

Aurrque rorrio heuros r.isto st: puede cstalilecel urI¿I ¿rtialogí¿l ertrl'un senáli)ro l'el

segurrrlo mór.i1 r'¡¡ cl que irt(lactúa el prit¡cro. t¿rl como s('rlluestr¿r crl el c¿lso dc l¿l

si'ñ¡rlizar:ión rle ceda cl p¿isoi eL I:r que el mtivil ts debía r.Lrtcrrelse ell la nic(lida que el

rruivil I st-. t:rrrr¡rtr a|a a colt a alist¿rrcia clcl cmce. provocarrio una sit¡tarriiirr liesgcisa

tr)¿ua B. Por kr r¡rc podemos iilit ir que tanto krs serl¿ilbrcis r-r»no la intelaccitin etltre

mriviles son olrjetos rluc rcgtrl¿ll e1 fluio rr:hitular. el basc ¿ ulra illtcr¿xlri(in a colta

clistalci¿r. por' 10 qtrc vcilvernos it toIIeI trn ploblcrrt:r sernejirnle al original.

El errcortt¿rr r. corlprenrleL los far:tores irnplicados r:u cl r'égimeri trlótico de un

sistena de trÍifico podría r-esu1t¿rl tlec isivo ¿11 ruorlcrito rle plalificar ttn:r r-'strategitr de

cr¡llhol. Estc her'hc¡ r'csult¿t ol¡vio si tt¿rlarnos de.ortrolar'(ll (i¿r.os pol merlio tle per

l,rit-b¿tcicines peqrcririis err el pr:r'íor1o de r'ieit¿rs scii¿lliz¿rciones que lcgtrlan el tránsito,

para a,sí ¡olducir ¿r1 sisterna a est:rdr.is clue rrririirlicerr irlgrin ¡rat':lltetro de intci'ós,

coirio cl tir:lrpo r1e viajc. r'1 coltsturto dc cr¡nbllstible. etc. C)tto aspe('to qrxt restll-

t¿rlti iritcrcs¿ntc ¿l seguil explorarrdo erste tnodelo. es la topokrgía tle la carleter'¿1. 1'a
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(trlro es r¿rzL)ritl)ie esperal qlte eslio i111]od[zaa l:ilri¿lb]es {|le haga,n ¿iul] n1iís Vari¿lala 1¿1

clirr¿írlic¿r rL. llr silurlar iítrr. Lo irquí plesetrtatlo cr¡nstituvi: un¿t lontin¡rar ión t¿rzonalilc

pala corrstr uir uu rlorli'lo dc tr'áfic o r.chic ul¿rr el una c iudad en el c¡re postel.iorrrcltc

se ilcluy¿¡,rr otros corlp,:)lrelltes conro 1os peatones. qrre ho1. t¡l clí¿r cueltan ccin dis-

posii.ivos r1rx. lcs pcrrlil.cl cruz¿lr Las ral1es alterarrdo;rlt¿¡rnelte el fltrjo r.chicular'. va

qrre estos tierien Lura dinánica ¡r-,..opia. dc rnorLr qur: c,rillquier soluc'iól ¿tceptablc dobc

tcrrcr crr cucnt¿r cst¿i ititcrac(,iórr entre tr¿ifico vehicnlar r'pe:rtonal. En ese (ontexto.

tcrltr la riqrrcza dc cslc sisi;cnra t:onrple.jo r ottielzar¿i a sel ol:rseivada tr ¡rlr:nittrd.



Apéndice A

Cinemática entre dos semáforos

Sir:rxio -L l¡r rlist¿rrrcia crrtrt- el oligen r1el mór,il r, la posicióri cltl srrn¿i1bro, ¡rodenos

clecil c¡rr. rL'sprx'rs ilc r nrzar el n-ésimo serr áforc¡. el rr óvil ¡rllranza la vclocrirlarl rnáxilra

¿rllr¿ix en

").,r. - o# - tt. - ¡[rr-ri) ,

l, - 1,, +'!'o: "' .-. t - r' + +(1 u') ,

t', - ¿\.nár + ?¿¿. :1

rlrnrk: rr,. es el pulto par:r el c,ual st-' alt,¡trtz¿t 1¿r vclocitl¿rt1 trtáxitua t,rrr¿*. EI móvil

coltirrira rloviéndc¡se ¡, r.elocid¡rd ({)rsfalrt€r hasta e1 lnuto cle clecrisión

x:,1 - 1,1-++ - !/a - 1 +,
¿,, - ¿,. +,l1r{; - r,t - r, | \!1,t -!lc) i

¿.ro, : ?h1! --+ ud - 7

en este 1)Lliro terelnos rlos clrrr,ioles rle¡rendielrlo clel siglo rle st-'n(,,',,1,1 + ¿,,).

Si sen(-'',,f.7 + e;) - sr:n(Or.7 1 ¡r,, ) > 0. clorxk' f) - *I.. el urór'il alira,lz¿r cl

(rr t. 1)-ésirrio sclr¿il¡ro cl cl estado

;),



'trrt " Ln - !!,,¡t -7.
l,', - l'¿ ft - t"*' r¿ ] 1 ll¿:

?,, t - l'r¡rhx + 11r,11 -1

Si scn(¡,,1,¿ +.r,,i) - ser(f )T.l r -!r,,) < 0 e1 mrir.il rlcbc crrtpezar a (leterelsc cori

n . 1'li: tornará ul tiempo cxtr¿r 41. ¿tl( ¿tnz¡tL e1 scmáforo (l r- 1) ésinrc r'tletenelse.

col Af - i,rná,/¿¿ o Ar: 1rl-4 . rlolde,'l - ri tr/ r,j,,,,.i-. Este tir:rryo cleLe ser

cornpalarlo corl el lioull)o que 1e tornc ¿r1 setn¿iforo (¿lnbi¿r' tkr luz roja a. r,t'rrkr fr.

donde cl sulrír'xlice g se refie-,..r: ¡r grc.,/¿. pulto en e1 i tr¿rl cl ruór,il pLretle ar;clcr:rr otla

\¡Í'2.

Definieirkr Ia f:rsc §¿ - nnt,¿ l' r), {lr¿ O¡,, l)oden}os (r:rlcr1lar'

I ' ', '1 \i, l,l,-,- '(2,Ir,,, f I r) 
)

--," \ \ 12, L/ /
rlrxrrlr. Irtf.r] es 1a ¡rar1e eltt:r¿r rL' "¿;. Pc» 1o iarrto, si fd + Ai ' 1,,. tt Í,¡ I \r < rr. el

rlóvil c-,-uzará el (rr + 1)-ésiuro serláforo trxi

lln+l - L,, ' 11,,¡1 -7'
t,,. t - lu ¿ T¡¡ t1 -Ta.
¿!r+1 - 0 -+ ¿¿,,+r -0.

Err r:¡uo corrtLario, l¿ * At > 1,,, n r,.7 f Ar > r.r. cl nrrivil tornienza a acelcr¿rl er el

cst¿rrLr

.t-, J--t ,4t1., t¿)-,t t - t4i:2 
- U, tt.t u,tt-,, ,,r- l,ro r.¡)- 2.

ls - 1.0 + T9 -it.

¿s : ?',j 0.-(.f ,r - t,1.) ' u' -tr¿-.A (rn T,t).

per'o otra \.cz teirenros dos (::isos aritcs rle qlle llegue a Ia tiistarxria I. vtr que lecesita

nrcis ileterniu¿r si irl nrór.il ¿tlcilrza ?,má. antes q1le c¿unbie la llrz. Pala e1lo calctrlamos
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1¿r rlist¡r¡r'i¡r :L la c¡¿il el mór,il ;rlc'arrza la r.t:k¡ci<lad.1-l1ccro;¿;,/, - ,rr |(r'1r,6* t'l\lZo.*.

o u,,, : !l,t + 17 lLj\lZ,1+. Ertonctrs, si z,,, ) /-. cl nrírvil alcauza el scrl¿ifolt¡ coir

L,,fn*1 :

Ln+ 1

y el sern:iforo en

- ra + +Qi1+r - u!t).

rA + 2a t(L" - rs) : \l "? 
+ 2,4¡ \t - y,,).

+ lln+t
+ Tn+l

+ un+l

de cltro rllorio. ¿]lcalv¿'r |rnÉ! ell

rm

t-
,UM

Jlu,

''! f ---" *

- ?máx

L",

max

uuráx

+ 9n :.Unt'

..- r* - rs + +(t -,ur),
--+ ll,rn. :7.

!/"tt :7,

rnlt - r-,+ (l - u*),

^, _ 1

Ín+L

tn+l

DniT



Apéndice B

Cinemática entre señalizaciones de ceda el paso

Una vez que B haya cruzado el n-ésimo ceda e1 paso, a,lcanza la velocidad máxima

umríx, B en

1 ,-' ltc.B "it I ui p) ,

t,,p - t,.n | 
=fr!" 

-..+ r*B - ,,,.,, + +(1 -,t,,.p),
'uc.B - umáx, B + Uc,a :7

I'rontinria uroviérrdose a r.ek-¡cid¿rd collstiuite h:rst:i el ptuto rlr: dtxrisión

, ,:.. 
".t,l,B - l-,,.H ,, r

I J'¿Lt I F.t,t - t,,B r -,1_, c

t!,8 : ¿'máx. Il

(,rr este pulrto terelrlos clos r:lecciones rlcpcr Lrlir,:r.rdo cle la pcisiciól dcl lrxivil ,'1. si

[,1 ¡-r(f. /J) > .¡irol dolde Jtoi est¿r rcstrirrgitlo i¿uto po] i¿¡. vt¡Lrciclacl m¿ixima de

,t conro poL 1¿r clel mór.il B. El (rr 11)-ésilo ceda el ¡raso. será ¿rlr,¿rrrzaclo pcir /J en

el estado

Inll,B : Ln,B + llntt,B -7,
Ln.rl,B : t¿,8 I b:#' + r¡t+7,8 : rd,B + 1' - ya,e ,

])n.+t,B - 'u]r.rtáx,B + Ur¡+t,s :7 '

+ !J,l.g - 1- + ,

"', 'r,i,B - r".n I \!J¿.s - Y,..8) .

+ tl¿B - I

2a+,8

55
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Si 1. -¡ - 1: 1(t, R) { .r.:1,,1, cl úróvil B debe enrpczai a clctenL.ise (:on {-¿ .ts. \- le

tornar'¿í rur ticrnpo extra A1, alc'irlzar la sciral rle t:eda el paso (rz t 1)-ésirla v riete-

rrerse..on Al : ¿.,r.á..8/a,.s. Estc ticmpo tlebe ser r:ompirLado con cl tiempo tlue

le tc¡me al nrór.il -.i cnrz¿rr la ilrtclscl'cióir lr,. clorcle e1 subíndice p se rcficlc a p¿s¿,

pulto en el i,rr¿l -l] pucclc acclcr:rl otr'¿l \¡ez. Doriile fp se defirre ruluu

r.r,_ ta,a. 
Lt ts(t¿.e)

ir-¡* r

Pol lo tarto. si 1,7.s 1 Lt -- tt,. ir r¿.¡ 1 A; < ;r, E llegai á :r,1 (n * 1) ésino r:r:rl¡r cl

paso coli

.t:n+1.8 - l'"..p - !ln:r.B :1.

t. .R - 
-, I,F ,p

t!r+1,8 -- 0 --' tt,11¡ -0.

Err casci cc¡rrtrar..io. l¿ * At > tr.(t r¿.p + Lr <- r,,. rB ccirlierza a a(eler¿ir en el estado

1:t) - :I:d.B* t,¿,¡(1, l¿,e) 
lrt, 

,e(t, t,¿, 2

- '!l¡, - lla.a I tt,1.s(t, - r,t,p) - 
lrl 

¡r, - ,.n'i'

ttt t¡ t 
¡1

L\)- t.:¿B-u .n(.tp l.¿') - 11r: ¡t0., A (rr,-ra,B).

pclo otra r,r'z terrerrlos dtis c¿tsc.,s antes (le r¡re llcgrrc ;r la posicririr /,8. ].a que ne

cesitarlos rleterrnin¿rr si el móvil all'anza i.,I,r¡,-,g ¡rntcs qltc,,1 sc actr-que al cruce.

P¡)r'¿r cllo caltl:rrnos la dist¿rucia a 1a, cu¿rl el uróvil alc'¿uza l¿L vclocidad cluael'o

r;,,,.6-.r¡+(t'',á..R-ú)l2ot,n.()!/n1 - y,, 1 ll - ul,) 2.1-. Entolr:cs. si.¡r,,,,¡ ) -L¡,

el mrivil ¿lc¡rrza el ri Lre corl
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:I:n+7,8 -
tn+t,a

Ünl1,B :

de otro modo,

y el cruce en

L",B + U¡+t,B
+ Tn+1.1)

+ Lln!\,8

:1,
: re + *(un+1,8 - up),

: Jr3*2A¡(1 -so),

Um,B : A,n,Bt

rrn,B:rr+fi(l -ud,
u^,8 :1,

Í t+1.8

trt t t,B

uu i,B

L",B

+ Ln.B-r* B¡m.B -1- --:;--:--:-

umríx,B

!/nt t,B : l¡

r¡.¡+1,8 - f,,,,8 + (l- u^,8),

ltn¡1,g :1,.

t t¡\,+)B t'p

'p r -- o-;-B -/^ 
-_----tf ul + Zr¡,s(L".s - ro)

alcarrza umáx,B en

Ím,B

t,",8

Um,B

Ím,ts

r ' 
Ümd,B _uP

umríx,B
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