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INTRODUCCTION

Este trabajo estéd dedicado primordialmente a los
matemdticos cuyo principal interés es la aplicacién de las
matemdticas al andlisis v solucidn de problemas fisicos.

La teoria de ecuaciones integrales de Fredholm jue-
ga un importante papel en la discusidn de los problemas de
frontera de fisica-matemé&tica.

El presente trabajo tiene por fin aplicar la teo -
ria de Fredholm al andlisis y resolucidén de algunos intere -
santes problemas de frontera, como son, por ejemplo, los pro-
blemas de Sturm-Liocuville, Dirichlet y Neumann. De hecho, una
de las primeras y més bellas aplicaciones de la teoria de
Fredholm es la relativa al problema de Dirichlet.

En general tratamos de presentar ideas antiguas,
como son los problemas antes citados, en un lenguaje moderno.

Comenzamos transformando el problema diferencial en
una ecuacifn integral de Fredholm con nficlec simétrico a tra-
vés de la funcidn de Green del problema. Esta ecuacidn inte-
gral, a la cual corresponde un operador auto-adjunto y com -
pacto, se estudia a través del Capitulo I y este estudio se
basa en la teoria espectral de los operadores auto-adjuntos
(o hermitianos) compactos.

En el Capitulo II presentamos una extensidn del
problema de Sturm-Liouville y de las ideas y métodos para
resolverlo. Agui aparecen los problemas de Dirichlet y Neumann,
y para resolverlos necesitamos extender tambié&n el concepto

de funcidn de Green.
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Al transformar el problema de Dirichlet en una ecua-
cidn integral de Fredholm aparece un nficleo de singularidad
débil.

En Capitulo III, buscando condiciones de solubili-
dad de las ecuaciones integrales con nficleo de singularidad
débil, logramos generalizar los importantes teoremas de
Fredholm vy Hilbert-Schmidt.



CAPITULO I

PROBLEMAS DE VALORES EN LA FRONTERA PARA ECUACIONES DIFEREN-
CIALES ORDINARIAS. EIL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE. FUNCION
DE GREEN.

A. El problema de Sturm-Liouville.

Consideremos el operador diferencial lineal de se-

gundo orden

L}\(y) = (pg')! * (AT = gF¥y ;

en el intervalo [a,b] , donde p,gq y ¥ son funciones

reales, vy

p € C (la,b]) con pi{t) >0 para t € [a,bl

r € C{[a,b]) con r(t) >0 para t € [a,b]

g € C([a,b]) ; v condiciones de frontera de la for-
ma

Fl{y) = uoy(a) + uly'(a)

trj
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donde Gy or Oq o BO v Bl pertenecen a R tal que

o | + lagl #0 vy I8 | + |8,] # 0

El problema de Sturm-Licuville consiste en hallar una fun-

cidn v, soclucién del sistema

L, (y) (£) = £(t) para t € [a,bl] (s

Foly) =0, F,ly) =0 (F)

A.l. Observaciones.

1) Los ejemplos méds comunes de condicidn de frontera

s0on
v(a) = y(b) =0 e
y'(a) =y'(b) =0
2) 8i en uno de los extremos del intervale [a,Db] el

coeficiente de la derivada de segundo orden se anula, por
ejemplo p(a) = 0 , entonces se plantea la condicidn na-
tural de frontera de cue la solucidn sea acotada para

t = a vy en el otro extremo se di la condicidn com@n de

frontera.

A.2. Definicién.

Diremos gue ) es un valor propio del problema de

Sturm-Liouville si la ecuacidn homogénea

—_ ®
LR(}ﬁ =0 (SA)



tiene una solucién vy # 0 que satisface la condicidn de
frontera (F) . Una tal solucién y se llamard funcidn

propia (correspondiente al valor propio A).

Notacidn.
Introduciremos una notacidn especial para la suma
de los términos del lado izquierdo de la ecuacidn (SA}

gque no contiene A
L(y) = (p(t)y")"' - g(t)y en [a,b]

Usandc esta notacidn, consideremos el siguiente

sistema:

L{y) =0 (1)

i
<

1

O

Fl(Y) =0 , (2)

Antes de continuar recordemos algunos resultados

de la teoria de ecuaciones diferenciales lineales; para

ello consideremos el operador diferencial lineal de orden

donde

para todeo t € [a,b] .



(n)

i) El conjunto de las funciones y € C [a,b] gue son
soluciones de la ecuacidén homogénea L(y) = 0 forman un
espacio vectorial EO de dimensidn n

ii) Yqr Yor ---2 Y, €D Eo forman una base de EO ¢ Si

y sdlo si, su determinante Wronskiano

Wit) = Wy, Yor +oe0 v, 10(8)
yl(t) ...... yn(t)
FL I cwonen y! (t)
yin_l}(t) y;n—l)(t)

es distinto de cero para todo t € [a,b].

Fijando un punto to € [a,b]l tenemos gue (formula
de Liouville)

_{t al{s)

aO(S)

wit) = W(to)exp ds

t
o}

[

para todo t € [a,b]

A.3. Proposicidn.
Todo valor propio del problema de Sturm-Liouville tiene
multiplicidad uno, es decir, el espacio vectorial generado
por las funciones propias correspondientes tiene dimensidn

uno.



En efecto, sean yl,y2 dos soluciones linealmente inde-
pendientes de Lk(y) = 0 que satisfacen Fl(y) =0 vy

Fz(y) = 0

Consideremos el Wronskiano

W(t) = W[ eryz] (t)
.yl(t) vy, (t)
yq(£) vy (t)

por (ii) sabemos que W[Yl’y7} # 0 para t € [a,b] ,
pues Yq,1Y, son soluciones linealmente independientes vy

también que

|~
W(t) = W(a)exp M[J %;é%l dSJ

luego
p(t)W(t) = p(a)W(a)

por otro lado, las hipdtesis
Fl(yl) = uoyl(a) + mlyi(a) =
Filyy) = ay,(a) + ayyi(a) =0

con ¢, ¥ o, no simult&neamente nulos, implican



Es decir W[yl,y9](a) = 0

Entonces

Esto contradice la hipdtesis de independencia lineal de
Yqr¥y -

De aqui en adelante, supondremos que A = 0 no es
un valor propio del problema de Sturm-Liouville, hasta que
se diga lo contrario; v al final de este Capitulo veremos

gue la definicidn de la funcidn de Green debe ser modifi-

cada cuando X = 0 € PU(L)

Con la suposicidn anterior tenemos que el operador
L. es inyectivo, por lo tanto podemos preguntarnos por su
inverso. Para ello necesitaremos definir un nuevo concep-

to:

A.4. Definicién.

Se llama funcién de Green al operador L con condiciones

de frontera (F) a la funcidn real g(t,s) gque satisfa-
ce las siguientes condiciones:

1) Estd definida v es continua en el cuadrado dadoc por



A,

2) En cada intervalo a< t<s y s< t< b, la funcibn
gl{t,s) considerada como funcidén de t , tiene derivadas
continuas hasta el segundo orden y satisface la ecuacidn

homogénea L(y) = 0

3) Como funcidn de t satisface las consiciones de fron-

tera (F)

4} Su derivada de primer orden con respecto a t tiene

una discontinuidad de primera especie en t = s , siendo

el salto igual a > . Es decir
p(s)
1
-?%(t,s)/ - %%(t,s)/ = -
B t=s+0 t=5-0 P g
5. Notas.
1) La condicidn (4) significa gue %%(t,s) estd definida

para cualguier valor prdximo a t =

[}

; es decir, para

s «t y s >t . La diferencia entre esos valores limi-

tes debe ser igual a -
p(s)

2) En este Capitulo haremos uso muy frecuente de la si -

guiente identidad, llamada identidad de Lagrange:

(2)

Si u,v e C (la,bl) . Entonces
b
[ vL(u) - uL(v)dt = Mlu,v] (b) - Mlu,v] (a) , donde
a

Miu,vl(t) = p(t)[u(B)v'(t) - u'(t)vit)]



Construccidn de la funcidn de Green.
A.6. Teorema.
5i A =0 no es un valor propio, entonces el operador L

tiene una y s6lo una funcidn de Green g

Demostracidn:

Sean yl(t) e yz(t) soluciones no nulas de L(y) = 0 ,
las cuales satisfacen Fl(yl) =0 vy Fz(yz) = (0 , respec-

tivamente.

Yqr¥, SOn linealmente independientes, pues X = 0

nc es un valor propio de L

Por otro lado, cTyl(t) r C; constante cualquiera,
satisface la ecuacidédn L(y) = 0 y la condicidn de fronte-
ra Fl(y) = 0 .

Cualquier otra solucidn y gue satisfaga las mismas
condiciones que y, es linealmente dependiente con ella.

En efecto, tenemos las ecuaciones en g v

o} =,
aoyl(a) +t ayy'(a) =0
ayy(a) + a,y'(a) =0
Yy COmo
Iaol % |al| 7 0 , entonces W[y, ,y](t) es igual a 0 pa-
ra t = a , luego Yy, e Yy son linealmente dependientes,

es decir vy = cyq



Andalogamente, c2y2(t) » C, constante arbitraria,
es solucidn de L(y) = 0 vy satisface F,(y) =0
Luego g(t,s) debe ser de la forma
(blyl(t) P g ¢ty s
g(trs)= (l)
c2y2(t) , 5 < % b
Ademd&s, la continuidad de la funcidn g(t,s) vy la

discontinuidad de primera especie de sus derivadas de pri-

mer orden con respectc a t en t = g nos da

c2y2(s) - clyl(s) =0

(2)
¥l (s) = ciys) = ——
g, 1 p(s)

Este sistema, en ¢ Y <, tiene solucidn Gnica pues
no se anula su determinante.

Como L{(y) = 0 : I =1,2 , tenemos gue

yiL(y,y) = v,oblyy) = [plygyy - yoyp)lt =0
Luego, p(ylyé - y2yi) = ¢ , donde ¢ es una cilerta

constante distinta de cero e independiente de t vy s
Con esta relacidn, la solucidn del sistema A.6.2. es la

siguiente:
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y por lo tanto A.6.1. toma la forma

2y, (0)y,(s) , a<tc<s

g(t,S) = <

A.7. Observaciones.

1) En el teorema A.6. demostramos que las magnitudes c1
Y ©, estdn univocamente determinadas, con ello gueda
demostrada la existencia y unicidad de la funcidn de
Green g (t,s) vy tambié&n se ha dado el método de construc-
cidn.
2) La construccidn de la funcidn de Green fracasa, si y
s6lo si, ¢ se anula y esto sucede cuando Yy, € Yy, son
linealmente dependientes, es decir, si son mfiltiplos de
cierta funcidn no trivial =z(t) . En este caso la funcidn
z(t) satisface L(y) = 0 vy ambas condiciones de fronte-

ra. Por ejemplo, el problema

1l
o

y'(0) = y'(1)

tiene solucidn z(t) = 1 vy no existe la funcidn de Green
para L , tal que satisfaga las condiciones extremas pe-

didas, pues cualgquier par de funciones, soluciones del



11

problema anterior, son linealmente dependientes. O sea,

mltiplos de z(t) =1

3) La funcidn de Green g para el operador L con condi-

ciones de frontera (F) es sim@trica.

En efecto, tomando

u(t) = g(t,s) Y

v(t) = g(t,sz) con s, < S
en la identidad de Lagrange, tenemos:

b
— ; P — 1
= [p(t) (glt,57)g" (t,5,) = glt,s,)g" (£,5,))1/7
Esta fltima expresidn vale cero cuando &t = a ¥y
t = b , pues la funcidn de Green satisface la primera par-

te de las condiciones de frontera (F) , es decir,

aog(a,sl) + ulg‘(a,sl) = 0
a,g{a,sy) + alg'(a,s2) =0
Yy como inI + \ull # 0 , entonces
g(a,sl) g'(a,sl)
= 0
gla,s,) g'(ass,)
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Andlogamente para t =D
Luego g(sz,sl) = g(sl,sz) .
4) Cuando las condiciones de frontera (F) se hacen més
generales, por ejemplo, si toman la forma:
1 H —_—
uoy(a) + ooy (a)y + u2y(b) + oogy (by =0

By (a) + Byy' () + Byy(b) + Byy'(b) = 0

de todos modos se puede construir la funcidn de Green co-
rrespondiente a L con estas condiciones de frontera, y
todo se cumple de manera andloga a lo hecho anteriormente,
excepto la simetria de ¢ , para la cual se requiere la

condicidn adicional

o g Gy Og
p(a) = p(b)
BO 61 By By
A.8. Ejemplo.
Consideremos la ecuacidén y" = 0 con condiciones

de frontera de la forma:

Hy (1) + y'(1) = 0 ; donde H y h son constantes.

Estudiaremos si existe o no la funcidn de Green

para este problema de frontera, y si existe la construi-

remos.
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la forma y(t) = a + bt . Como y(0) =a , y'(0) =D

y(l) =a+b, y'(l) =b

Entonces las condiciones de frontera nos dan:

ha - b =0

Ha + (H+ 1)b =0

Luego, a =b =0 , es decir, A = 0 , no es propio.
Entonces la funcidn de Green g(t,s) se puede construir

usando las condiciones de frontera de la definicidn A.4.

Finalmente obtenemos:

(ht + 1)H(s - 1) - 1
h + H + hH

(hs + 1)H(s - 1) - 1
h + H + hH !

0
| A
o+
| A
}_.\

Reduccidn del problema de Sturm-Liouville a una ecuacidn

integral.

Consideremos el sistema

Ly) =-f , £ € Cla,b] (8_)

A continuvacidn presentaremos un teorema y para ello

necesitamos definir el siguiente operador integral:
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n
¢ : £fe€cla,b] —>cf €cC ” [a,b]
donde

(Y £ = g(t,s)f(s)ds ,
a

g es la funcidn de Green correspondiente a L

B.l. Teorema.
y € c{z)[a,b] es solucidn del problema (SO) - (F) , si

y sblo si y = Gf ; donde

b :
(GE) (t) = [ g{t,s)f(s)ds

Demostracidn:

1) Supongamos gue Y € C(Z)[a,b] es una solucidn cualguie-

ra del problema (SO) - (F) . Entonces

b b
- g(t,s)Ly(t)dt = glt,s)f(t)dat ,
a a

donde g es la funcidn de Green correspondiente. Ademids,

b b b
g(t,s)Ly(t)idt = { g(t,s)Ly(t)dt + git,s)Ly(t)dt
a Ja S

Ahora, por la identidad de Lagrange tenemos:

o

JD g({t,s)L{y(t))dt
a

S
= J Lg{t,syeltidt % {g ()l glk8)¥" (X) -

s
- y(t}g'(t,sm/
a
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y tambi&n

b
J g(t,s)Ly(t)dt
S

b
= [ v(t)Lg(t,s)dt + {p(t)[g(t,s)y'(t) -
B
b
- y(t)g'{t,s)]}[
s

Luego, usando las propiedades de la funcidn de
Green y las condiciones de frontera (F) , tenemos
b

= { g(t,s)Ly(t)dt
a

= -p(s)[g(s,s)y'(s) - g'(s - 0,s8)y(s)]

+ p(s)[g(s,s)y'(s) -~ g'(s + 0,s)y(s)]
= y(s)
Luego
b
v(t) = g(t,s)f(s)ds , es decir
a
y = Gf , para todo f € Cla,bl.
2) Demostremcs gue toda funcién de la forma y = Gf ,

f € ¢la,b] es solucidn delproblema (SO) ~ {F)

t b
= [ gl(t,s)f(s)ds + { g{t,s)f(s)ds
t
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Implica
[t
v (L) = J g'(t,s)£(s)ds + g(t,t-0)£(t) +
a
5
i [ g'(t,s)E(s)ds - g(t,t+0)E(t) ,
£

como g es continua en [a,b] x [a,b] tenemos gue

g(t,t-0) = g(t,t+0)

luego
-t b
v'(t) = g'(t,s)f(s)ds + g'{t,s)f(s)ds
a t
b
= g'(t,s)f(s)ds
ja
g
y"(t) = g"(t,s)f(s)ds + g'(t,t-0)E(Lt) +
a
b
+ g"(t,s)f(s)ds - g'(t,t+0)£(t)
t
b
= g"(t,s)f(s)ds + [g'(t,t-0) - g'{(t,t+0)]£(Et)
a
b
i ft)
= [a g" (t,8)£(s)ds - i
De donde
Lylt)l = [pR)Y" {£)1"' — gltly(t)

= p'(t)y'(t) + p(t)y" () - glt)y(t)
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" p(t)
b
- f£(t) g(t,s)f(s)ds
a
b
= J [g* (t)lg! (B,8) + plEig"ik,s)] - gltiglt,s)]Efis)ds
a
- f(t)
= =-f(t) (pues Lg(t,s) = 0).
Entonces
Ly = --f ’ f e C[a,b]

Por otro lado se verifica f&cilmente que vy = Gf

satisface las condiciones de frontera (F)

B.2. Observaciones.
1) E1 Teorema B.1l. esencialmente dice que el problema
(SO) - (F) es equivalente a una expresidn de la forma

y = Gf , con £ € C[a,b]

2) El problema (SO) - (F) tiene una finica solucidn para
un f € C[a,b] , de la forma y = Gf por Teorema B.l.

En efecto, sean Yy, € Y, dos soluciones de (SO) = {(F)
Entonces 1z = Yi = ¥, satisface L(z) = 0.

Luego, =z =0 , pues L es inyectivo.
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Con las observaciones B.2.1. y B.2.2. tenemos la

posibilidad de reducir el problema de Sturm-Liouville a

una ecuacidn integral, pués escribiendo la ecuacidn

(8,)

en. la forma L(y) = -ry , tenemos gue:

B.3. Teorema.

El sistema

Ly = —Ary

es equivalente a la ecuacidn integral de la forma

y = AGry , donde Gry = G(ry)

B.4. Corolario.

Sea h € Cla,b] Entonces el sistema

Ly = -Axry + h

Fl(y) =0 , F,(y) =20
es eqguivalente a la ecuacidn integral de la forma

y = RGry + hl , donde hl = - Gh

Demostracidn.

Basta tomar £ = Ary - h y aplicar el Teorema B.l.
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.5. Observaciones.
1) La funcidn de Green para el problema de frontera

(SO) - (F) se puede interpretar fisicamente como sigue:

i Ly = -f , entonces f puede mirarse como una distri-
bucidén de fuerzas e vyi{t) el desplazamiento de equilibrioc

en el punto t causado por esta fuerza.

Luego, la funcidén de Green g(t,s) representa el
desplazamiento en el punto t causado por una fuerza con-

centrada de magnitud uno, actuando en el punto s

En efecto, si suponemos gue sobre el segmento
(s — € , s + €) actfia una fuerza de distribucidn f tal

gue su vector resultante es uno, es decir

SHE
f(t)dt = 1 ()
s—&
y supongamos gue los segmentos (a,s - g) vy (a + €,b)

son libres de la accidn de cada fuerza tal gue en ellas

f =0 . Entonces
b

gilt) = J ) el s
a

S8E
si £ » 0 , por teorema del valor medio tenemos que
s+g
y(t) = g(t,so) f(s)ds , s € (a-¢ , s + g)
Js~¢e
= giltys.)



si € —

20

0 , se obtiene una fuerza concentrada aplicada en

el punto s igual a uno (por (*)).

2) Como toda funcidn de la forma

Ademds y = ¢ gue es lo gue se aseguraba.

S

solucidn del problema Ly = -f , con condiciones de
tera (F) , entonces
-f = Ly
= L(GEf)
= LG(f) , para cada f € Cla,bl .
Luego LG = -I (*)

gquiera

Luego

Por lo

Por otrc lado tenemos que si y es solucidn

del probliema (SO) - (F) , entonces

y = Gf
= G(-Ly)
= -GL(y)

GL = -1 (*%)

tanto, de (*¥) y (**} se tiene que
~.

y = Gf , f€ cla,bl es

fron-

cual-
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3) La aplicacidn

G : cla,b] —»c®[a,b]
f —— % Gf

donde
b
(GE) (t) = g(t,s)f(s)ds , es acctada.
a

4) E1 operador diferencial L es autoadjunto.

C. Valores propios y funciones propias de un problema de

frontera.

Como redujimos nuestro problema de valores en la
frontera a una ecuacidn integral, podemos utilizar los re-
sultados de esa teoria analizando los valores propiocs y

funciones propias del problema.

Por Teorema B.3. tenemos que: vy es solucidn del

2]

problema (Sl) - (F) , si vy sdlo si y = Gry .

Es decir, si y sdlo si, y = Gry , O sea es

>
>l

valor propio de Gr , luego

C.1l. Corclario.
1) A es valor propio del problema de Sturm-Liouville, si

y gbdlo si, % es valor propio de Gr
2) y es funcidén propia del problema de Sturm-Liouville

correspondiente al valor propio X , si y sblo si, y es
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funcidén propia del operador Cr

C.2. Suponiendo condiciones de frontera tal que la funcidn

de Green sea simétrica, se tiene que:

1) La ecuacidn integral

(I - XAQ)y = hl ; tiene ntGcleo g simétrico .

2) Los valores propios son todos reales (en cantidad nu-
merable) y forman una sucesidn mondtona gue tiende a infi-
nito y las funciones propias correspondientes a distintos

valores propios, son ortogonales.

3) Para cada valor propio, existe una finica funcidn propia.
Esta Gltima propiedad la demcstramos para las condiciones

de frontera (F) .

En el casc de condiciones de frontera periddicas,

es decir si

a cada valor propio corresponden dos y sdlo dos funciones
propias (pues ecuacidn Ly = -iy tiene s®lo dos solucio-

nes linealmente independientes).

.3. Proposicidn.

El nficleo g de la ecuacidn integral

(I - 2G)y = 0
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es completo, es decir no existen funciones continuas orto-

gonales a g , salvo las idénticamente nulas.

Demostracidn:

Supongamos que existe una funcién £ € Cla,b] ortogonal
con g , es decir tal gue

a

J g{t,s)f(s)ds = 0

b

Entonces poniendo

a

y(t) = g(t,s)f({s)ds ,
b

se tiene que y = 0 , ademds por Teorema B.l. tenemos gue

y satisface la ecuacidn L(y) = -£f

Por lo tanto £ = 0

-

Sean An (n = 1,2,...) los valores propios del proble-

ma (¢,) - (F) , v qn las correspondientes funciones

1
4L

propias tal gue ellas forman un sistema ortonormal.

Supongamos que f € C(Z)[a,b]y satisface las condiciones

de frontera (F) . Poniendo L(f) = -h , por Teorema B.l.
tenemos gque f = Gh . Entonces obtenemos los siguientes
resultados:

Teorema.
Si la serie de Fourier de la funcidn £ ; Z fnqn H
£ = (f,?n> es uniformemente convergente en [a,bl ,

entonces
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WY
f =2 flllfl’l en [a,b]
n
Demostracion:
Sea h = X fnwn tal gue h# f en [a,b] , entonces
n

{h - f,%%) = 0 para todo n € N

Luego ¢(h - f,gt> = 0 para todo t € [a,b] , o sea
h - f es ortogonal al nficleo g . Esto contradice el he-

cho de que g sea completo.

C.5. Teorema.

(2)

Toda funcidn £ € C [ a,b] gue satisfaga las condicio-

nes de frontera (F) puede escribirse en la forma

te i Ealy v Fn = <I"%>

donde la serie es absoluta v uniformemente convergente

<

a f£

Demostracidn:

Poniendo Lf = -h , podemos expresar f en términos del
operador G , es decir, f = Gh , como G es autocadjun-
to, el teorema de Hilbert-Schmidt (Miklin [1]) afirma
que f puede desarrollarse en serie de Fourier, absolu-
ta y uniformemente convergente con respecto al sistema

ortonormal {Qn} en L (Pues es acotada, con

\

g, (s) = g(t,s)).
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Por lo tanto, por Teorema C.4.:

f—ifnl{7n P = CE 9.

El Teorema C.5. se cumple esencialmente porgue g s si-

métrica., sin embargo, esto no sucede con el nficlec de to-

da ecuacidn integral.

D. Ecuaciones integrales reducibles a ecuaciones con nficleo

simétrico.

Cuando r = 1 , demostramos gue el problema de fron-
tera (Sl) - (F) era eguivalente a una ecuacidn integral

con niclec simétrico.

Cuande r ¥ 1 yv r # 0 , demostramos que el proble-
ma de frontera (Sl) - (F) era eguivalente a una ecuacién

integral de la forma
Y= n + xcry (1)

Esta Gltima ecuacidn no tiene nficleo simé&trico, sin

embargo

D.1. Teorema.

Sea r = r(t) > 0 , para todo t € [a,b]

Entonces Y= h + AGrY es equivalente a una ecuacidén in-

tegral (con nlGcleo simétrico) de la forma

Y = h+/1r + wa . donde
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g(t,s) = g(t,s) r(t)r(s) es el nlclec del opera-

(si r < 0 todo es andlogo).

Demostracidn:

Basta multiplicar ambos miembros de la ecuacidn (1)

por T &

Sean {An} los valores propios vy {wn} las corres-

pondientes funciones propias de la ecuacidn homogé&nea

¢ = AGy , las cuales suponemos ortonormalizadas. Es decir

conmo

Wk(t) = ?k(t) r(t) , entonces las funciones pro-

pias de la ecuacidn homogénea
= AGr¢

est&n ortonormalizadas con densidad r , es decir

Sea

£=0Gh , helL,(ab]) (2)
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entonces
F= B OB (3)
k=1 k'k
Esta serie es uniforme y absolutamente convergente, por

teorema de Hilbert-Schmidt, pues uEtnz es acotada. Don-

de

b

J £(t) VIO, (t)at
a

Il

Dividiendo las ecuaciones (2) vy (3) por + r , tenemos:

AiE) = —ebEl_

Il
—_—

S8
s
w
=
o
o
3
o
n

- b
-3 [[ vT® )4 (s)as| 9 ()
h=1 \Ja K i
b
o £(s) )
I (s) — Q@ (s)yas|9, (t)
k=1 {!a r(s) k J L
& b '
= 3 { r(s)F(s) (s)ds|¥, (t)
Jes=d. Ja k e
= T R (), Fo=(F40 (4)

y esta Gltima serie es uniformemente convergente.
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Luego obtenemos una extensidén al caso r > 0

(&6 r < 0) del Teorema C.5.

D.2. Teorema.

2 ) } .
Toda funcidn £ € Cla,b] , satisfaciendo las cecndiciones
de frontera (F) , puede escribirse en la forma
£= i fk?k ! fk - (f'qk)r

con respecto a las funciones propias {¥k} consideradas
anteriormente, y la serie es absoluta y uniformemente con-

vergente.

Demostracidn:

Tenemos gue

Lf = - Arf

entonces

= AGrf

Hh
|

-GLf

Il

pero cbviamente pcdemos poner

Lf = - rh , donde h € Cla,b]

Entonces
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donde

Entonces, por (4)

f(t)

D.3. Observaciones.

1) s1i g'e L, , por ejemplo cuandec g & L2CR2) y

2

r € LlﬂR) , entonces el problema de Sturm-Liouville tiene
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solo una cantidad numerable de valores propios, ellos son
los valores propios del nfcleo, los cuales pueden tener a

lo mds dos funciones propias linealmente independientes.

Para los demds valores propios i , la ecuacidén (1)
tiene sclucidn para todo h € L2 (inica para todce A por
alternativa de Fredholm [1]).

2) Existen condiciones de frontera tales que a cada valor

propio corresponde solo una funcidn propia, se llaman "fun-

ciones propias simples".

Las funciones propias forman una base en L2 P e

cual estéd garantizado por el siguiente teorema:

.4. Teorema (Friedman [2]).

Si A es un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert

H , entonces son equivalentes:

1) L es completo
2) El subespacio generado por A es H

3) A es una base ortonormal de H

Demostraremos el sigulente teorema:

.5. Teorema.
El conjuntc ortonormal {Wn} de funciones propias del pro-

) - (F) es completo en L,(la,bl) .

blema de frontera (s 5

1
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Demostracibn:

Sea M = {y € Cz[a,b]/y satisface las condiciones de fron-
tera (F)}

a) El1 conjunto generadc por {%%} , que denotaremos por

[¢n] es densoc en M

En efecto, sea y € M , entonces, por Teorema Pk s
= 5 -
y Y e 0 Yy <y:‘f’k>
k=1

, absoluto y uniformemente.

1l

)_l

v

3
s
[=H
[ SRy

o

%

Pero
k
= &
izl yi¢i [4n1 , para todo k €N

Es decir, para todo y € M existe un elemento de

la forma X y Q. en [¢n] tal gque

k) E1l cenjunto M es densc en L2[a,b]

En efecto, sabemos que las funciones continuas son
densas en Lz[a,b] y gue toda funcidn continua se puede
aproximar uniformemente por polinomios. Entonces basta de-

mostrar que los polinomios son densos en M .

Multiplicando los polinomios adecuadamente (para no
destruir la 2-diferenciabilidad) en vecindades arbitraria-

mente pequefias de t =a vy t =Db se logra gue satisfagan
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las condiciones de frontera (I)

Por lo tanto, los polinomios {PF} , es decir los

polinomios que satisfacen las condiciones de frontera

() son densos en M .
Luego, por (a) y (b), tenemos que [¢n] es denso
en Lz[a,b] . Por lo tanto, de Teorema D.4., {?n} es

completo en Lz[a,b] 5

<6 Corolario.

E1l problema de frontera (Sl} - (F) tiene un con-

junto infinito numerable de valores propios.

Demostracidn:

Como {¢5} es una base ortonormal del espacioc de
dimensidn infinita L2[a,b} , entonces los valores pro-

pios deben ser infinitos.

A continuacidn estudiaremos algunas condicicnes bajo las
cuales el nficleo g satisface el teorema de Mercer

(Miklin [ 1]).

Signo de los valores propios.

Sean {An} s = 1,2, 0000 los valores propios y {?H
las funciones propias correspondientes tal gque forman un

conjunto ortonormal.



Para 1 = 1 , tenemos
LY = -2 ¢
n nn
Entonces

<an,Qn> = —An<¢n,¢n)

De donde
b g |
Ay =7 X [gg [p(t)t?n(t)} = q(t)f%(t)]
= - s (p(t)Q n(t)J? (tydt + J g lt)
a a
Pero
b

I}
Srimme——y
W
=
gl
&
-,
s}
s8]
+
+
Q
+
+
[ S—
o
F

33
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b
- [, (0 ¢ ()p(e)] |

a

Supongamos que las condiciones de frontera son

b
Ap = J [p(t) ¢ *(t) + a(t) & _(t)]at

n n
a
Sea p >» 0 , entonces
1) si g >0 en Cla,bl , se cumple que An > 0 para
todo n
2) 8i g € Cla,b] cualguiera y m su minimo en [a,bl
entonces
A > ° (£)¢ % (t)at +
nz>| P n "
Ja
> m

por lo tanto, puede haber sdlo un nfmero finito de valo-

res proplos negativos.
Si las condiciones de frontera son de la forma
y'(a) - hyy(a) =0

y'(b) + hzy(b) =0
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con hl,h2 constantes positivas, Entonces
b
*[p(t)wn(t)t?n(t)lla es positivo.

Luego, si qa>0, An > 0 para todo n

Por 1lo tanto, como todos los valores Propios son
pPositivos, o existe a lo m&s un nfimero finito de ellos
negativos, por el teorema de Mercer (Miklin [1]) el ntcleo
g tiene un desarrollo en serie de Fourier absoluta hY

uniformemente convergente, es decir

o “P (t) (s)
gie,s) = § T T (S
k=1 k
Ejemplo.

Consideremos 1a ecuacidn de Bessel de grado n
2

" _J_'-'I _D._. =

y+t +(?\n 2Jy—0,
{7

con n €EN U {0} vy condiciones de

frontera y(0) finito e y(1) = ¢

Como tiene un poloc en t = ¢ + 1lmponemos la condi-
Cidn que la solucidn Sea acotada en una vecindad de
t =0

Le damos 1a forms

2
(ty')'+(At—~“t—)y:o , n €N
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Utilizando las condiciones de frontera encontramos

gque la funcidn de Green es

1 s\ M n
5o {{E] - {ts) } r £ > B
Entonces la ecuacidn no-homogénea
Ly = —-£
donde
f(t) = rty(t)
n2
Ly (t) = (ty'(t))' - T?Y(t) , tiene una fnica so-

lucidn que satisface las condiciones de frontera. Esté

dada por la f&rmula
1
y(t) = X ( g(t,s)sy(s)ds

Usando los argumentos sobre el signo de los valcres
propios, estudiados en esta seccidn, concluimos gue son
todos positivos.

. 2 ‘ )
Poniendo A = u~ , obtenemos la ecuacidn fundamen-

tal Jn(p) = 1 para los valores propios, donde Jn(t)

es la funcidn de Bessel, v las correspondientes funcio-

nes propias son
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Wm(t) s Bl T

i

para el caso n = 0 , la ecuacién Ly = 0 tiene solucio-

nes linealmente independientes
yl(t) =1 r yz(t) = Int
y la funcidn de Green estd dada por

-1n(s) . t

[ A
0

-1lnt y

[43]
|A
t

La ecuacidn diferencial

2
(ky)' + (At - )y =0 n €N
" con condiciones de frontera y(0) finito e y(l) =0

Es equivalente a la ecuacidn integral de la forma

1
Y(t) = ) J o by ) Fis e
0

donde

\?(t) = Y(t) \/_—t—

g(t,s) = glt,s) v £ s . 0 <t<1

Es decir, tiene un nficleo continuo y simétrico en

0 t 3

| A
| A

0 1

E/\
n
| A
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Las funciones propias de esta ecuacidn integral es-

tdn dadas por
L?m(t) = “n VﬁE-Jo(UnF)

Ademas, el nlGcleo g puede desarrollarse en una se-
rie de Fourier absoluta y uniformemente convergente:

) () ¢y (3)

1 "k

x

(por Tec. Mercer)

I 48

Dividiendo por + ts , obtenemos:

2
e T, (Hy t) Jo(“ks)
g(t,S) =] E )\
k=1 k
Teniendo en cuenta la forma de g , esta serie con-
verge uniformemente sdlo en l[e,1] , donde € > 0 cual-
guiera.

Las constantes C estadn dadas por la condicidn

de normalizacidn, por

F. La funcibén generalizada de Green.

Estudiaremocs el caso X = 0 wvalor propio del pro—
blema de Sturm-Liouville (Sk) - (F) , es decir, cuando
la ecuacidn homogénea Ly = 0 tiene una solucidn no
trivial vy = ﬁo que satisface las condiciones de fron-

tera (F)
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Supongamos normalizada esta solucidn de aqui en

adelante.

En este caso no existe la funcidn de Green definida

en A.4. (ver A.7.2.), vy se reguiere de un concepto leve-

mente méds exigente llamado funcidén generalizada de Green.

Definicidn.

Se llama funcidén generalizada de Green a la funcidn real
g(t,s) gue como funcidn de t satisface las siguientes

propiedades:

1) En cada intervalo [a,s) y (s,b] satisface la ecua-
cidn
Lig(t,s)) = ¢ (s) Y (¢)
2) Satisface las condiciones de frontera (F) .
3) Es continua en t = s
4) La derivada de primer orden de g(t,s) con respecto
a t tiene un salto de magnitud 1/p(s) en el punto
t = s

5) Satisface la condicidn

b -
[ g(t,S)qO(S)dS =0 para todo t € [a,b]
a
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Observaciones.

1) El1 lado derecho de la ecuacidn
Lig(t,s)) = ¥ (s) ¥ (t)

tiene la siguiente interpretacidén fisica:

Si A =0 es un valor propio del problema, tenemos
resonancia con frecuencia igual a cero y no se puede ob-
tener una desviacidn estitica finita en presencia de la
fuerza concentrada. Para obtener tal desviacibn, debemos
tener una fuerza continuamente distribuida, ademés de la
fuerza concentrada. Esto Gltimo est& caracterizado por

el lado derecho de la ecuacidn F.1.1.

2) Demostraremos que la condicidn (5) es necesaria para
gue la funcidn generalizada de Green sea simétrica.
Construccidn de la funcidn generalizada de Green.

Sea w una solucidn cualguiera de la ecuacidén F.1.1.,

es decir

- c .
Lw LQO(S)LFO , s € [a,b] fijo,
Y Ql solucidn de la ecuacidn homogénea correspondien-—
te Ly = 0 , linealmente independiente con Qo y tal
que
| s d)l - l
p( ¢, - ¢ 9, =1 (1)

(Esta relacidén se logra por f&rmula de Liouville).
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Como la solucidn general de la ecuacidn F.1l.1. es
la suma de la solucidn general de la homogénea y w ,

debemos poner:

w(t) + clﬁo(t) + czqa(t) ; b4 s
glt,8) = (2)
wit) + cof (t) + ¢, (t) , t>s
Es decir, gf(t,s) es la solucidn general de la ecuacidn

B R

Adem&s, g(t,s) debe satisfacer también las condiciones

de frontera (F)

Como QO satisface esas condiciones, tenemos:

%W(a) +ooagw! (a) + cz[uol?l(a) + aldi'l(a)] = 0

gow{b) 4 Blw'(b) + c4[5041(b) + 314'1(b)]

|
(]

Como qg es linealmente independiente con ?l i
entonces q& no puede satisfacer ninguna de las partes

de las condiciones de frontera (F)

Luego
a fp (a) + al¢'l(a) 70 vy

By () + By 4" (B) # 0



42

Entonces, por 8.2.3. tenemos

aow(a) + a.w'{a)

o 1
“2 o f, (@) + o & (a)
L v (b) + B w'(b)
4 B9, (B) + B ¢ (D)

De las condiciones (3) y (4) de la definicidn de la

funcidn generalizada de Green, obtenemos:

§ (s) ey = c3) - {, (8d 8, — 6,0 =0
' (s) (e, - cy) = g () (e, = o) = —F
o 1 3 1 2 4 p(s)
La solucidn de este sistema, en C; T Cy ¥
Cy = Cy s utilizando F.3.1. es
= Rl k?1(5)

Implica

Reemplazando en la primera de las ecuaciones FoBpdia, e=

nemos

glt,s) =wit) + [cg - 43(8)}¥

) (2) + eyt (E)

Ademds, por condicidén F.1l.5,
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b
[wit) + cof (£) = ¥ ()¢ (£) + c, ¢, (£)1{_(t)dt =
a
de donde
b B g
w(t) ,mo:“vmn + o, g o(Brat
a a
b b
o ACY ¢° (v)at + c, P (8) ¢ (t)at = 0
a a
Entonces
b b
ey ~ ¥ (s) = - ) w(t){_(t)dt - c, ) g, (B) Y (t)at
Luego
b
cy = 4wﬁmv = [w(t) + c,f, (£)1Y_(t)at

a

por lo tanto

b

c, = - _ [w(t) + owepﬁwvugwﬁwumw

Ahora verifiguemos gue €y Y €, enceontrades an-
teriormente satisfacen la relacidn Cy = Cy = LWﬁmu
Por la férmula de Liouville, tenemos
b
- ] - 1 1 &
¢ (s) = [p(dw ior\m (4)

Por otro lado, &o satisface

904Nﬁmv - prwoﬁmg = @

i
o

B, (D) + B,y (D)
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Entonces, haciendo t=a y t=Db en F.3.1l. vy
utilizando F.3.5. se tiene qgue

%1

plalla d (@) + o ¢ (a)]

L{?O(a) = -

oL
{'gtal == p(a)la_ Y (a()) + a, ¢, (a)]
ol 171
g
$o () = = STETTF g BT ¥ B (5]
P Bt 141
B
1
! (b) = = 1
{' p (BB ¢, ®) + B, @, (B)]

Luego, reemplazando estos valores en F.3.4. tenemos

Ejemplo.

Consideremos el problema

y'{o] =3y"{1l) = 0

Fntonces la funcidn generalizada de Green, en este

caso, tiene la forma
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S , s1 t < s

E , 81 t < s

g(t,s) satisface las cinco condiciones pedidas. (Recor-
demos que este problema no pudo resolverse en A.7.2.

pues la funcidn de Green no existia).

Proposicidn.

La funcidn generalizada de Green es simétrica.

Demostracidn:

Haciendo

u(t)

1l

q(t,sl) Y

v(t) = g(t,s,) , con s, < s. , en la férmula de

2 L 2

Liouville tenemos

b
J' [g(trsl)Lg(trsz) == g(trsz)Lg(trSl)ldt =
a

b
= J a@{[p(t) (g(t;Sl)g|(tr52} = G(t;SZ)g'(trSl))}dt
aL -/

A

(*)
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Esto se obtiene pues

g‘(t,si) ; 1 =1,2 , tiene un salto de magnitud
= (; ) en t = Sl
Pisy
Adem&s u(t) vy wv(t) satisfacen las mismas condi-
ciones de frontera en t =a y t =0Db
Luego
b
ple)f al)v® (£} —~ vieiut {x)] =0
a
Como
b
Ja [G(t,sl)Lg(t,sz) ~ g(t,sz)Lg(t,sl)]dt
b b
= (ay) Ja g(t,5,) Y (0)dt — § (s,) Ja g(t,s;) g (B)at
= 0 (Propiedad F.1.5.)
Entonces

g{sz.sl) = 9(51’52)

por lo tanto g es simétrica.
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Consideremos nuevamente el problema de frontera:
Liy)y = ~fF + f e (Cla,b] (s )
Foly) =0 , Fyly) =0 (F)

Entonces

Teorema.

Una condicidn necesaria para gue el problema de
frontera (8 ) - (F) tenga solucidn, es que £ sea or-

togonal a &o .

Demcstracidn:
Sea h una soclucidn de (SO) - (F) , entonces te-
nemos:
- 1 y = =
(f,?O £
:<Lh,L{’O>
= (h,LL%E , (L autoadjunto)
= i
De donde
<f,LPO> =0

Suponiendo gue la funcidn generalizada de Green existe,

obtenemos los dos teoremas siguilentes:



i
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Teorema.

Si f es ortogonal a *o + entonces el problema de
frontera (SO) - (F) tiene una Gnica solucidn ortogonal
a ?o r ¥y esa solucidn es de la forma vy = Gf ; donde
G es un operador integral con nficleo g , o sea, la
funcidn genealizada de Green.

Demostracidn:
a) Unicidad: Supongamos gue existen dos soluciones del
problema (SO) - (F) , ortogonales a qg . Sean éstas

Yy, © Y, , entonces z =y, -y, es solucidén del pro-

blema L(y) = 0 con condicidén de frontera (F) .
Luego 2z = ng ;, C constante cualguiera, entonces
<z,qg> = 0 , pero esto contradice la hipdtesis de que

'__.\

gl =

b) Ahora demostremos gue esa (nica solucidn ortogonal a

?o es de la forma y = Gf .

Subdividiendo el intervalo de integracién en [a,s] vy

[s,b] , obtenemos

Ly = (Lg_,f) - £

Il

TO(S)<4g,f) L
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Es fAcil verificar que y = Gf satisface también las

condiciones de frontera (F)

Ademéds
(y,o)=<Gf,“FO> '
= (f,G 9’0> ¥ (G autoadjunto)
= (fg 4N
= 0 . (Por F.1.5.)
Teorema.

si f es ortogonal a 4% , entonces vy € Cz[a,b]
es solucidén del problema (SD) - (F) , si y sblo si es

de la forma y = Gf + AK% ;i donde A es una cierta cons-

tante.

Demostracidn:

1) Demostremos que toda funcidn de la forma vy = Gf + Aqg
es solucidn del sistema (SO) - (F)

Sea g = 91 cuando t < s , ¥

[(e]
Il

95 cuande t » s
Entonces

£ b
[ qz(tfs)f{s)ds + J =P {(tus)YT{syds + A\%(t)
a s ¥

i

v {t)
t
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£ 39, (t,s) b ag, (t,s)
y'(t) = Ll T (s)ds + Jt —E " f(s)as + ad_(v)
t oy gz(t,s) b 3 gl(t,s)
" e = 5 £f(g)ds + f(s)ds
a Dk t ot
l mn 1 e
p(t) £f{t) + Alf (t)
Luego
t b
Ly (t) = J L(g,(t,s))f(s)ds + J Lig,(t,s))f(s)ds - £(t)
a t

= —~FLt) . {(por F.1.1l. v la restriccidn sobre f)

(2)[

2) Supongamos gue y € C a,bl es una solucidn cual-
quiera del problema (SO} - (F) . Entonces y tiene la
forma y = Gf + A%O i A cilerta constante. La demostra-

cidn de esto es totalmente andloga a lo hecho en teorema

B.1.



F.9.

5.

Comsidexemos nuevamente el problema de frontera
1) - (F) , es decir

Ly = - 2y con condiciones de frontera (F) .

Proposicidn.

Toda funcidn propia del problema de frontera
(Sl) - (F) , distinta de Qg , es decir, correspondien-
te a un valor propic distinto de cero, es ortogconal a

Yo

Demostracién:

Sea %l funcién propia correspondiente al valor

propio Al # 0 . Entonces

g = <LLPO,&!1>
= (L%,an) (L . autoadjunto)

= %,—Al‘{’l>

Luego

<‘Fo,tf’l> = 0
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F.10. Corolario.

El problema de frontera (S - (F) es eguivalente

a la ecuacidn integral

Yy = AGy (1)

para todo ) valor propio distinto de cero.

Demostracidn:

Consecuencia directa de F.7. y F.9.

F.11l. Observaciones.
1) En F.10. vimos que toda funcidén vy € Cz[a,b] gue sa-
tisface las condiciones de frontera (F) vy ortogonal
a ¢

esas funciones se pueden desarrollar en serie de Fourier

o Se puede escribir en términos de nficleo. Luego,
absoluta y uniformemente convergente, en funciones pro-

pias de la ecuacidn F.10.1,

2) Las funciones consideradas en la parte (1) ademids de
poder desarrollarse en serie de Fourier, son ortogonales

a ¢0 , luego el nlcleo no es completo.

3) La continuidad de la segunda derivada se puede reem-
plazar por la continuidad a pedazos en el teorema de ex-

pansién antes mencionado.



CAPFPITULDO I I

FUNCION DE GREEN PARA LA ECUACION DE LAPLACE. RELACION ENTRE
EL PROBLEMA DE DIRICHLET, ECUACION INTEGRAL Y TRANSFORMACION

CONFORME

A. La ecuacidn de Laplace y el problema de Dirichlet.

A.1. Introduccidn.
En esta seccidn estudiaremos algunocs conceptos para

determinar la solucidn de una ecuacidn del tipo

Chr

-+ =
(- + pyy . 0

con ciertas condiciones de frontera apropiadas. Las ecua-

ciones anteriores son conocidas como ecuaciones de Laplace,

en dos y tres variables respectivamente.

Los problemas de Dirichlet y Neumann que estudiare-
mos en las seccionés siguientes son los problemas mas
famosos en ecuaciones diferenciales parciales, esto se

debe a dos motivos principalmente:

53
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1) La rigqueza y abundancia en propiedades de sus solu -
ciones.

2) Por la infinidad de aplicacilones conocidas, entre
ellas tenemos: La teoria del potencial Newtoniano, poten-
ciales electrostaticos, potenciales armbénicos y bi-armd-
nicos en electricidad, y en muchos otros campos de la

Fisica Matematica.

Ahora nos preguntamos: ¢Qué tipo de funciones son
buenos candidatos para ser soluciones de la ecuacidn de

Laplace?

Veremos gque, por lo menos, ciertas funciones llama-

das "potenciales" satisfacen la ecuacidn de Laplace.

Los problemas de Dirichlet y de Neumann.

Sea § un dominio acotado de r" ;, denotemos por
% la frontera de § . Sea f : 3 - R una funcidn

continua conocida, entonces el problema de Dirichlet pa-

ra la ecuacidn de Laplace consiste en lo siguiente:

Determinar una funcidén u : § - R tal que
Aua = 0 en 0 (1)
u=f en N (2)
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n
Aqui A = Z
j=1 &x

es el operador de Laplace.
]
Cualguier funcibn en Cz(ﬂ) que satisfaga la ecua-

cién de Laplace se llama funcidén armdnica en & . C ()

denota el espacio de funciones continuas gque tienen de-
rivadas continuas hasta el 2° corden en { . C(ﬁ) es el
espacio de funciones continuas en I que pueden extender-

se continuamente hasta la frontera de

5 2 2 .
Ademis, diremos que 20 € C sl puede cubrirse
por un nimero finito de subconjuntos abiertos Qi de & ,
tal que O, AN 80 tienen una representacidn paramétrica

, ; 2 .
en términos de funciones en C para cada 1

La informacidn gue se d& sobre la frontera 238 de-
pende del problema fisico consideradoc, por ejemplo, en
Hidrodindmica cuando lo conocido es la derivada normal
de la velocidad potencial. En este caso la condicidn

A,2.2, debe reemplazarse por

en 3L

donde Yy €8 la normal exterior en X

Mas precisamente, el problema de Neumann es el si-

guiente:

n . - =
Sea O CWIR una regidn acotada, cuya frontera 3
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1 . -
es de la clase C° . Dada una funcidn continua

f : 38 - IR , determinar una funcidn u tal gue
Au = 0 en 0 (3)
ou
By £ en (4)

weci@ nct@)

1 ,—
aqui C () es el espacio de las funciones de la clase
1
C en @ tales gue ellas y sus derivadas parciales de

primer orden puedan extenderse continuamente a la fronte-

ré de &

Los proklemas de Dirichlet y Neumann en general son
diffciles de resolver. Se verd gue las posibilidades de
resolverlos dependen de la "geometria" de la regidén & .

Mientras "peor" sea la frontera 3R , menores serén las

posibilidades de resolver el problema.

El problema de Dirichlet tiene solucién Gnica, por
ejemplo, si § es una bola abierta de =" , pero también
haremog mencidn del ejemplo de Zaremba gue muestra un
abierto acotado del plano IR2 en el cual el problema de

Dirichlet no tiene solucidn.

A continuacidn enunciaremos un teorema (Principio
del Maximo) que usaremos para demostrar otro teorema gque

garantiza la unicidad del problema (1) = (2) de Dirichlet.
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Teorema. (Principio del Maximo). (Friedman [2]).

Sea u una funcidén armdnica en § , continua en {Q ,

entonces
Max|u| = Max|u|
Q 619/
Teorema.
El problema de Dirichlet (1) - (2) tiene a lo més

una solucién en O .

Demostracidn:

Sean u; Y 4, dos soluciones del problema (1) -
(2)

Sea w = U < ouy g entonces esta funcidn es armbéni-
ca en Q vy continua en { . Ademds w = 0 sobre la
frontera.

Luego, del Principic del Maximo tenemos:

M&x|w| = Max|w|
9] 0%
= 0

Luego u u en toda la regidn.

4. 2

+=



A.

9.

Teorema.

. - 2 :
Si M estd en C° , entonces para cualquier fun-
cidn continua £ definida sobre & existe una solucién

del problema (1) - (2), de Dirichlet.

Demostracidn:

Hay varios métodos para probar este teorema, pPero
todos exigen largos desarrollos. Aqui usaremos el Coro-
lario C.4., cuyo enunciado v demostracidn se encuentran

en el Tercer Capitulo.
Por simplicidad tomaremos el caso n = 3

- e
Sea O un dominico acotado en IR™ , con frontera 8

en C2 . Consideremos las siguilentes funciones definidas
en %l
_ 1 g(y)
Tix) = 2T JS X - y| dqy A
1 1
W(x) = —— u(y) 2 {1 = 1ds
27 g Byy X y1} Y

Donde ¢ vy W son funciones continuas definidas

sobre § , llamadas densidades de V y W respectiva-

mente.

Yy Y dsy son la normal exterior y el elemento de

drea de S en el punto v , respectivamente.
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Afirmacidn.

Si wu es continua, entonces

1im Wix) = - u(x ) + W((x )
e O
XK
0
para todoc x, en S

Demcstraremos esta afirmacidn mediante tres lemas:

Lema.

) 1 cosl
W(x) = == u(y) ds_
27 JS r2 Y
donde r = |x - y| ' Y= <(;’Yy)
Demostracidn:
Sean x = (xl,xz,x3)
Y = (¥y:¥5:¥3)
Entonces
9o 1y _ @ (1 N 91 ane
5?—(r) = (r)cos(y,xl) TR (I)COb(v,Xﬁ)
v 1 3
Vl - X Y3 - X’)
= iy cos (y,xq) + . + g cos(y,x3)
r T
tenemos

cos Y= cos (r,y)



Yy ™ &
= - cos(y,xl) + +
de donde
r cos ¥ = (yl - Xl)cos(y,xl}
luego
9 (}) = cosY
Ay T 2
por lo tanto
Wx) = == | uly) COE{ a
27 jS #
Lema.
{41T p X
Egii ds__ = 0 , X
S x Y 1
2, X
Demostracidn:
Sea ui{y) =1 , entonces
Wix) = o= | 225F 4
m g rc-
1 B ks
=T 3y | ay e 9
T g \Y

en el interior de

no pertenece

estd sobre

5

&

S

60
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= Wl(X) . {E1 signo mencs en la integral pues

=
r* ; < :
S tiene sentidoc contrario a V)
¥

. . 3 1

Supcongamos gque x & S , entonces la funcidn F s

arménica en el interior de S , con derivadas continuas
de todos los ordenes (tantos como tenga S). Luego

2 (f)ds_ = 0 .
iy

¥, ¥
= b
Supongamos que X estd en el interior de la regidn
encerrada por S . Para evitar el punto singular x ,

excluyamos de { el volumen de una esfera de radio ¢

y centro x

Sea §i' el volumen resultante y Z 1la frontera

de la esfera.

=

En Q' 1la funcidn es armdnica, luego

2 (hygs + J 2 haz =0
r o BY 23

La normal exterior con respecto al dominic Q' es-

td dirigida al centro de la esfera, de donde



. 8.

dr rjr=g
—
T2
€
implica
3 hygs + L[ am=0
5 9F E-_“Jz
de donde

es decir
Wl{x) = .2

Andlogamente, si x estéa sobre §

Asi se ha establecido el resultado.

Lema.

F
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resulta

W es "continua" para una densidad continua

quiera.

Wl(X)

u  cual-

Il

1_..[
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Demostracién:

Caso 1: Sea X un punto fijo de S vy sea
]

o
- | ( . B cosY ._
W, B = Luly) U(xo)] - de,
/S r +
Supongamos que X 7 Xo
Sea € » 0 . Rislemos una parte de § , llamemosla

T , tal gue contenga a x como punto interior y se
o}

cumpla

luly) - U(xo)i < 45 (con y sobre 8)

e}

donde CO >0 en IR .

Supongamos gue S es tal gue para cualqiior masi-

cidn que tenga x ,

L leos®l 4| < c
m |
2 q r2 Y o
Dividamos S en dos partes: 1 v S - T .
Entonces
(1) (2)
{ < = J + A
W\xo) MO (x) Eo (x) .,
donde
(1) 1 | " _ cos ¥ -
W (x) = 5= JT [u(y) u(xo)] rz—— doy ;
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De donde
(1) 1 - cos Y
|WO (x)] < oL wily) - u(xo)] l——TT”L Idsy[
T ¥
3 £
< s
— 4C Co 4
o)
Luego
W) - W x) = P - w o+
o} o}
2
f P 0 - w0
o o)
Entonces
_ (1) il
W (x) Wox )| 2 W (k) - W (x )|+
(2) (2)
Vi G -~
+ ITAO (%) WG (Ao)i
Como Wé2) se integra sobre S - T y el punto X
estd en el interior de 1T , entonces Wé2) es continua
en una vecindad de Xo , de donde
(2) . g hRS £ . s 3
Iho (%) W (xo)l < 3 , para todo X suficiente
mente cercano a xo . Por lo tanto Wo es continua en
X
o]
Entonces
_ - cosY
WO(X) = WI(x) X J u(xo) = dsy (1)

luego, como Wo es continua sobre S , lo mismo es cier-

to para W
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Caso 2: Supongamos que X /7 Xy oo (Eg decir, un punto
L]

del interior de S tiende a un punto o sobre 8).

Entonces

tenemos
- { i

W {x) zu(xo) - W\xo) u(xo) .
Luego

Wix) = W. (x ) cuando x 1 x

i 7o o}
(Es decir, W({x) tiene un limite Wi(xo) cuando
x 7 Xo)
Entonces
@ — T — 1 f

Wi(xo) 2ulx) MXO) d\xo) '

implica
- = = s

Wi(ko) W({O) u(xo)

Caso 3: Supongamos gue X ¥ X o (Es decir, un punto

del exterior de S tiende a un punto sobre S).

Entonces, por A.8.1.:

Wotx) = W(x)
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Pero

&

Wo(x) - WO(XO) = Wx_ ) - u(x_)

Implica que W(x) tiene un limite cuando x V x

o ’

llamémoslo We(xo) , de donde

We(xo) = W(xo) - u(xo)

Por lo tanto, de lemas A.6., A.7. y A.8., tenemos
que

1im W(x) = tu(xo) + W(xo) (2)

XX
O

Luego, tomando en cuenta la férmula A.8.2. y el he-
cho que W(xo) es continua cuando X varia sobre § ,
podemos decir gque la funcidn W es continua desde el

interior hasta S vy desde el exterior hasta S

Con esto queda demostrado el lema A.8.

Por otra parte, la funcidn W es arménica en
(pues la funcidn % lo es en S), entonces W es una
solucidén del problema de Dirichlet (1) - (2), con ~f

en lugar de f , si y sdlo si

u(xo) - f(xo) + JS k(xo,y)u(y)dsy
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donde

Por corolaric (Tercer Capitulo) concluimos que si
» = 1 no es un valor propio del operador
K :u -~ { k(x,y)u(y)dsv
S o

entonces existe una fGnica solucidn del problema de Di -

richlet (1) - (2).

i
Cbhservaciones.
1) El niicleo k(xo,y) no es simétrico pues la normal se

= . .-
toma en y , ¥ I, denota la direccién X, 2@ Y -

2} Se demcstrard que i = 1 no es un valor propio del
operador K (por ejemplo, utilizando las propiedades de

la funcidn V).

3) Anadlogamente, si la condicidén (2) se cambia por

- = f en & , es decir el prcblema de Neumann, se lle-
ga a la ecuacidn integral

o(x_) = £lx_) - {s k(Y,XO)O(Y)dSy

-

En este caso A = -1 es un valor propio de K
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Sin embargo, las Gnicas soluciones no triviales de

la ecuacidn homogé&nea
*
o= K™

son las constantes.

Por lo tanto, la condicidn necesaria y suficiente
para que éste problema tenga solucidn es gue

? fds = 0 .

/8

Las demostraciones de las afirmacicnes (2) y (3) se
remiten al Apéndice del Capitulo II, debido a su exten-
sidn.
4) El nficleo K aparecido en esta ecuacidn integral es
un ejemplo de los llamados de "singularidad débil" y en
Capitulo III estudiamos las condiciones bajo las cuales

se verifican los teoremas de Fredholm y Hilbert-Schmidt.

B. Funcidén de Green para el operador de Laplace.

Eﬁ esta seccidn presentaremos el concepto de Funcidn
de Green para el operador de Laplace.

La funcidn de Green permitird obtener una fdormula
para la solucién del problema de Dirichlet (1) - (2). Su
definicidn depende de dos "soluciones especiales" de la
ecuacidén de Laplace: la "solucidn singular" y la "solu-

cidn fundamental.
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Sea x € R i ¥ e rR" 38 B e
Denotemos por r = r(x} la funcidn

n

- 2 2
r® = rix) = X (x.-vy.) = |x-v|".

Busquemos previamente soluciones de la forma

ulx) = vir)

de la ecuacidn

se tiene que
su _ dv or
Dx dr §x.
'JX:] d .
. o= .
' e I |
dr [ 74 J
pues
ar _ ~ )
r;—;{—_—~xj yj .E'fF{D
J
De donde
2 3 (%, - 2 (x. = v.)°)
d7u _ dv ] 7 dv |1 J yj l
- ) dr2 r2 | dr |r r3 J
Luego
n 2
Au = Z g ;
j=1 8x .
_a%y _@z’nﬂl_]
B 2 dr t r
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Si u satisface Au = 0 , entonces

dzv av [n — 1
__.__2,,.*_
S &

)
, d—r' I‘J:O.

Esta ecuacidn tiene como solucidn

cq + C2r2—n 5 si n > 2
v(r) =
Lcy + czlnr i si n = 2
cl v 02 son constantes.

Luego, motivados por la forma de estas soluciones,

definiremos las funciones kn(x,y) PN = 28358506
{-~1J1F){ - v , si n =2
kn(XrY) =
~lx - ¢|“T" . si on o> 2
(Es decir, escogemos Cy = 0 v c, = -17.
Las funciones kn(x,y) i n=2,3,4,... se llaman
funciones singulares para la ecuacidén Au = 0 .
Notemos que si x # y , entonces kn(x,y) e g N%
n q2
Ak_(x,v) = T —— (k_(x,y))
n . n
j=1 3x .
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) s n il L e )
Sea x € 2 CR y h&Cc @) nC (&) tal gue

Ah 0 , entonces definimos la funcidn

Folxoy) = ko (xy) + hiy) para X # y.

La funcidn Fb se llama una sclucidn fundamental

para el Laplacianc A en la regidn Q

Definicidn.
Diremos gue una funcidn glx,y) es una funcidn de

Green para el operador de Laplace si:

i) Para x fijo, g{x,y) es una solucidn fundamental
(con respecto a vy) de Au = 0
ii) g es continua en x , cuando
x € - {y}
iii) si xe€e 9 , glx,y) = 0 para y € 30 .

Construiremos la funcidn de Green usando el teorema
de Hahn-Banach. Se considerard el caso n = 2 que es
més sencillo gue el caso n > 3

Supongamos gque 37 consiste de un nlmero finito de

curvas cerradas continuamente diferenciables, Entonces

(*¥) Para cualquier =z ‘"cerca" de 30 , denotemos por
P, el plano tangente a 3@ en el punto sobre 30 mas
cercano a 2 . Sea 2z' la reflexibn de =z con respecto

a Pz y de donde
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2> 1 cuando 2z —* z " z € o

X
B.2. Teorema.
Si n=2 v & E C1 , entonces la funcidén de Green
para el operador de Laplace en existe.

Demostracidn:

Sea X el espacio de Banach de todas las funciones
continuas sobre a0 , con norma del supremo, y X' el
subespacio lineal formado por todas aquellas funciones
f para las cuales el problema de Dirichlet (1) - (2)

tiene solucidn.

Para cada vy € 0 , consideremos la funcidn lineal
Ly : X' ° R

tal que
Lyif) = Uf(Y) '

donde u es la solucidn del problema (1) - (2) .
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Ademés
Lyl = Max i
el =1 HIv@® D
= Max
nen, = 1 Uug D
Sabemos que
Max|u| = Max|u]|
o8
= M&x|f|
of
=1

Luego Ly es acotado y tiene norma 1

Por teorema de Hahn-Banach, Ly puede extenderse a
una funcional lineal acotada sobre X , de norma 1

Denotémoslo de nuevo por Ly para cada z ¢ 00
Considerar la funcidn f,e€ X tal que fz(x) = In|x - z|

-
I

X e 2 , y definamos

k es una funcidn arménica. En efecto, sea

gy = (zl + & , 2,) . Entonces

2

k (z') - k_(z) £, - £
Y & - 2 -
3 *LY{ 5 ]
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£, = £ Bf
R ¥ gy EL 5§~ 0 ,
1
of :
donde gwé es el elemento = (In|x - z|) de X
z N i
1 1

Como Ly es un operador continuo sobre X , enton-

27z

: af
ces Ajgkw—- existe y es igual a Ly [ A]
1 T

An&logamente se demuestra gue ky tiene un nimero
arbitrario de derivadas y ellas son iguales al valor de
Ly sobre las correspondientes derivadas de fz

En particular:

il

Ak (z) L (Af )
B ¥ =

Es decir, k es armdnica fuera de 30
¥

Como 1n|x - z| es armdnica en x € Q cuando
z € Q , tenemos
k (z) =L _(f)
Y ¥ &
= 1nly - 2| . si z €0 {1)

Sea =z € 0 , cerca de 80 vy z su reflexidn con

respecto a Pz



Entonces

h
1
h
i

Max |f_(x) - f_,(x)
x€30 2 z |

= Max |ln|x - z| - 1ln|x = z']]
x€30
R IR [ R o B
z'" - x

xE80

si z =z ’ Zb S

z' € 0 (por ser la reflexidn de =z con respecto al

Por B.2.1. tenemos que

k (z') = lnty - z' .

v
entonces
1im ;
2 k_(z') = 1n|y - =z f
z =g N :
o]
Luego, ky(z) con 2 & puede extenderse a una

funcidn continua ky en Y



La funcidn -1n

Fas
X = + k (x) satisface las condicio-
Y g
nes (i), (ii) v (iii) de la definicidén de la funcidn de

Green para el operador de Laplace en

ETS

Las siguientes propiedades de la funcidn de Green
se demuestran ficilmente utilizando su definicidn y la

identidad de Green del célculo potencial (Friedman [ 2]):

a) Si existe, es finica
b) Es no negativa

c) Es simétrica

Ademds, la funcidn de Green se puede usar para re-
presentar la solucibén del problema de Dirichlet (1) - (2)
mediante una ecuacidn integral gue involucra los valores
de frontera. Esta Gltima afirmacidn se demuestra median-

te el siguiente teorema:

Teorema.

Sea u solucidn del problema de Dirichlet (1) - (2)
tal que sus derivadas de primer y segundo orden son uni-

formemente continuas en § . Entonces, para cualguier
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U_(y) = -0 ( f(x) _a_%(_x_f_i)_ dSX :

£

| % x

donde g es la funcidn de Green del operador de Laplace
en 2 (suponiendo gque existe v sea dos veces diferencia-

ble en x €Q - {y} , ¢ es una contante gue depende

sdlo de n).

Demostracidn:

Casoc 1: Sea n > 2
A partir de la segunda identidad de Green (del cdl-

culo potencial) gue dice:

[ sz afl
& L_c P | = . s f .
. {flﬁLZ Lz.ﬁfl] dx , fL 5 5 By dOX F (1)
{ Jc;l.\a X X
donde fl 3% f2 junto con sus derivadas parciales de

primer y segundo grado son uniformemente continuas en §

Sea € > 0 suficientemente pegueno tal gue la bola

n .
cerrada B_(y) = {x €ER ||n - y| ¢ €} estd contenida en
2 . Como la funcidn de Green g es singular en X = Yy

(pues kn lo es en ese punto), consideremos la regidn




Aplicande la identidad B.3.1l. a la regidn

g=f, , u-= fz) tenemes:

_ du dg _ Ju
= | oA - e e, e Ty
3 P |

5 [

I
i
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QE (con
09
u aYX} dsx

Reemplazando g por kn + h en la {iltima integral, ob-

tenemos

‘ r 9k
i 3 3 d
= E . " 55L]dsx ) J *, v, Uy
89) ' J
J&r L X o] {x~ylzeL
= J [ﬁ fFl = 1 Jﬂl}ds
3Y BYX X
|-y |=e "
¥}
como en (*) el integrado es una funcidn continua en
{x e R"||x - y| < ¢} , entonces
1im ,au = u.rgh ds_ = 0
N o 3y R X
>0 | |x-y|=¢ X X
Ahora por demostrar que
r 9k
1im ‘k LA S _ans = cu(y)
n ay 3y be
e=0 | |x-y|=¢ L b4 pid




donde ¢

es una constante dependiente solo de n
En efecto, como
2n
ko (x,y) = |x-y]" , =n>2
entonces
o
k 2 ds_ = ¢ n( au(x}ds
. it n gy X J i [ oY X
| x-v|=¢ ¥ |x-y|=¢ “'x
n-1
sea ®x =1y + €2 , entonces dsx = £ dsz  luego
( k2% gs = g BB 4y & gg)ds ¥
JIX-—-Y!:C‘ LI’I B'YX X SYX E"V*D
. | !Z!:l
2

(pues u € C7({)).

7 -
ko (x,y) = |x - y[” B e
entonces
% _ 3 ‘”knl i
v, 1 \8ij [x - v
h - Y. X. = V.
= X (2 - n) [ J J { ]
j=1 ix ~ yl ) Uz~ vl
n
2 - n 2
= Z (x. = v.)
n+l . . £
|x - y] j=1 1
1-n

79



De donde
3k
u 2 as
3y X
| x-v|=¢
1-n
(n - 2)-¢ j u dsX
jx-y| =
= = 2 ( (v + cz)d
= (n / J uly £z SX ’
|z|= 1
y esta Gltima integral converge a (n - 2)Sn u(y)
do e = 0 , donde
5
2
2 g
Sn = = vy I es la funcidn gamma.
F(E)
Luego
1im k e u akn ds
0 |X“Y = BYX Oy -
n
2
(2m
= - (@~ 2) E oy
1(5}
1L
2M
= =c_. (n) uly) , con c¢.(n) = (n - 2)-=—
1 1 n
T )
Por (ltimo, tenemos que
r e ]
0 = g %E— = o E)Cyg ds_ - Cl(n)u(y) '
ot | bid X |

cuando ¢ = 0

80

cuan-
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Entonces

. - & . oau 39
u(y) ¢, (n) f%@ [g s ° 3y S

= ~c(n) ( u ?g dsx
JBQ 9y
con
1
c(n}) = Cl(nr
Caso 2: El caso n = 2 es totalmente andlogc, y se ob -
tiene
uly) = - 5%‘ u iﬁl dsx
Tojm 9Yx

Por lo tanto, si conocemos la funcidn u en la frontera

3+ la expresidn
u(y) = -c¢ u(x) #ﬁL ds
J a5 &YX X

seria un buen candidato para ser solucidn del problema
de Dirichlet (1) - (2) . Todo lo anterior si conocemos
g(x,y) . Para dominios y dimensiones arbitrarias esto

puede ser, en general, bastante diffcil.



g2

B.4. Ejemplo.
Busguemos la expresidn de una funcidn de Green cuan-

do © es la bola

Sea n > 2 . Fijemos x €0 , 0 < |x| < r . Sea

kn(x,y) la funcidn singular definida anteriormente vy

determinemos nfimeros reales a v Db tal gue la funcidn

gix,y) = kn(x,y) - aly - bx ; con bx # v , sea una
funcidn de Green.
Tenemos gue

paly - bx| 2™ = o0 si bx # vy
como deseamcs tambié&n gue

gils,y) = 0 para |y| = r
debemos tener:

kn(x,y) = aly - bx]zmn - (para |y| = 1)

Luege, de la definicidn de kn(x,y)

v - y!2“n = ly — bX%2-n 3 (para [y] =

|
=

1
a

Es decir

" 2
|[bx - y|” = a |x - v : (para |y| = r) ,



de donde
2
p4x]% - 2b(xey) + x% = a"7% (|x|?
Luego
2 2
_5 _
[~ & “)12 = @ . b2}1X]2 + 2(b - a
a
Eligiendo b = a' ° en la identidad anterior,
(1 = b)r? = b{l - b)|x|?
Entonces
r2
b =1 o) b —
||

Notemos gue b =

pues 0 < [xX] < T

Asi, tomando

Finalmente, de la

gx,y) = |=

para x # 0 y n

Si tomamos

1 no satisface la condicién

obtenemos

eleccidn de a vy b

. n-2 2
_ 2-n |l . L F
Y| | %] ly !xz2
| !

2

>
>

a =1, se sigus gue

83

obtenemos:

bx # vy

tenemos que
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claramente la funcidn g(x,vy) es la funcidén de Green pa-

ra el Laplaciano cuando n > 2

Para el caso n 2 puede demostrarse en forma ana-

loga que si

0=ty e®?|ly| <1

entonces
(x,v) = 1Inlx - | foln e - ln1 —EEA X -
gix,y = 2 Y W m ‘ :X‘z - Y 7
si x # 0 Y
g(0,y) = 1njy| - 1nr

Ahora, para usar la representacidn del teorema B.3.

debemos calcular aggﬁ: ) con x € Q fijo e y varian-
o)
Y
do en 32 pero
- |x 2 r2 Y.
S g,y = LT TH L (y) = o
Y5 x - y|" or
entonces
n 5 :
o 9(x,y) = I o= g%, y)yYy
Ty =1 *13
bl 2 2
_ 4z - I
- n
rix - vyl
Por lo tanto
2 2
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El problema de Dirichlet sobre una regidn plana.

En las tres secciones siguientes, expondremos méto-
dos de solucidn del problema de Dirichlet gue se relacionan
con la teoria de ecuaciones integrales.

Damos importancia especial al problema de Dirichlet
en el caso bidimensional, pues tiene gran cantidad de aplica-

ciones y los métodos de solucidn son muy efectivos.

Proposicidn.
El problema de Dirichlet (1) - (2) para una regidn
plana y acotada por un contornc L , se reduce a una ecuacidn

integral de la forma

1 s{y,r
ey = & [ eoslrm) yiae = £ (1)
T | X
] L
donde t y T son valores de un par@metro que determinan la
posicidn de un punto sobre la curva L ; r es la distancia

entre los puntos correspondientes a esos valores, Yy es la
normal exterior a L en el punto T , do es el elemento de
longitud de arco de L , u es la funcidn incbgnita y £ es

una funcidtn dada,
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Nota: Mas adelante demostraremos que esta ecuacidn integral

tiene solucidn tnica para cada £ .

C. Solucidn exacta de un problema de Dirichlet (1) - (2).

Resolvamos la ecuacidn integral (1) en el caso préac-

tico en que el contorno es una elipse con semiejes a vy

b
&
y
e X
Sus ecuaciones paramétricas son
X = a cos T
y =bsent ; 0 < 71T < 27
2 I 2 3 oL
r- = a {(cos t - cos 1) + b7 (sen t - sen T)
= ‘ 2 + T
= 4a25en E (1 - £%cos L )
2 2
T 42
donde & = 2 = es la excentricidad de la elipse.
cos (Y, r)do = [cos(y,x)cos(r,x) + cos(Y,y)cos(r,y)ldo

Il

R

[a(cos t - cos T)dy - b(sen t - sen T)ldx



a
= = [ cos T leos t - cos 1)

1 2
De donde
cos (y,r) do = - 2ab sen? L - 1 i
r 2
b
-_ b dt
2a 1 = COS2 t + 1
= - %L [1 + £“cos [t c J - e4cos (
a {
para ello desarrollaremos 1a funcidn ~—~—hlﬁ——§— en
1 - ¢%cos“p
una serie de Fourier, como es una funcidn Par, entonces
l xQ
T = X a cos 2kp ,
1 - c%cos“g k=0
pero
2kgi -2koi
cos 2kg = EL—M—-;?E-———
luego
% = a + 3 %¥ eZkBl + ¥ ak e—2k61
1 - ¢ oos“p k=1 k=1
donde
. ow L fE0 ds
= e O
°© o o 1 - EQCOS25
1

+ sSen T(sen t -

87

sen t)]dar
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27 2kgi
ak k! e
> " | g 9 @ B2 L
JO 1 - e7cos’8
.
Haciendo =z = ot , tenemos
a1 LS
T 27d 2 ; ;
202 p gp? L e?(2? v 1?
donde T es el circulo unitario |z| = 1 . Este circulo

contiene dos polos del integrando, a saber

£
Z:
S NP JET
2. = =7 = = 2
2 1 L+l ~ €2
Los regiducs en los polos zZ, Y 2z, son lguales y wvalen
2Kk
o
2y 1-e?@+v/1- e
Luego
2k
ay = pie : k> 1
o 4 = EL(l 4 § e CZ)ZK
De donde
o 2k
{ B
S L 1 =23 3 = cos 2k
L= ecos™s /g o k=l 17 , /1 - 2
Ahora
1
2 o
1 - ¢ cos :
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a + b

Il
Tl
Fes ¥

+

b

z [-—En—Jzk(cos kt cos kT - senkt sen kT)] :
=1 \

k

donde ¢ = +/ a2 = g?. es la mitad de la distancia focal

de la elipse, y nuestra ecuacidn integral se transforma

en
2m o 21
& 2
wit)y + f; uf{t)dr + L z [ = ] # cos kt u(r) cos ktdr
T T oj=p L8 + b 0
0 - J
) 2 27
.
- = Z [a i b]Zk sen kt u(r) sen ktdtr = £(t)
T ox=1 | 0

1 27 1 2T
= ui{t)dr = &, = uf{rt) cos ktdr = A, ,
27 ) il k
0 ;0
Y

1 2T
= [ u(t) sen ktdt = B
il ) k

] 0
Entonces la ecuacidn integral se transforma en

co c v 2k
= o= = = ity = sen kt
U(t) f(t) AO b3 [a i bJ (Ak cos k Bk en )
k=1
Luego

L i

AO = 57 u{r)dr
10
1 2n o 4 v 27 '
ol . f(t) = AO i 331 (a R (Aj cCOST — Bj sent)
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1 (ZW o . ]23 -
= = | ‘f(f) - A - I [ el (Aj cosjT - Bi senit) |cos ktd
d jo = j=1 \2 ) ;
1 27 A 21
i f(tr) cos kidr - 7? cos ktdrt
| 0 | &N‘H
= 0
0 275 -2
i o c . . "
- = I [a gy = Ad cosjt-cos ktdrt
i j:l 10
;0 [ N2 2
# = = Bj senjt-cos ktdt
T oq=p @ ® b W
= 0
\21‘; 2H
_ 1 { ¢ 2
= Fk - -P- ka—ﬂ' Ak J cos krtdr
0
& 2k
= F a o 7
k [a + b} Ak
De donde
k
Ay = (ak+ = x Yk
{a + by + {(a - b)
andlogamente
_ k
B, = (ak+ b) - ; k> 1
(a + b)Y - {a - b)
Donde FO . FP Y Fﬁ denotan los coeficientes de

Fourier de la funcidén £ con respecto al sistema ortonor-

mal {cos kt , sen kr} . O sea

1 2T
Fo 5 [0 i) dr



1 2
Fk = = { fi{1) cos ktdr
m
0
1 27
B! = = J f(1) sen ktadx
i 0

En el casc del circulo (elipse degenerada, es decir

a = b) tenemos

por lo tanto la sclucidn tiene la forma

u{t) = £(t) - A
; 2T
= f(t) - in ( F(r)dr .
ke
D. Solucidn del problema de Dirichlet (1) - (2) sobre una re-

gidn plana simplemente conexa.

Sea D un dominio finito, con frontera I . Esta
frontera la supondremos suave v con curvatura continua.
Entonces la funcidn armdnica buscada puede tomarse como
la parte real de una cierta funcidn analfitica Y , que es

regular en D

D.1. Cbservacidn.
Diremos gue una funcidn de variable compleja es ana-
litica en un dominio si es holomorfa en todo punto del

dominio, con la posible excepcidn de un ntmero finito de
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puntos o lineas, y, que una funcidn analitica es regular
en un dominic si es univaluada y no tiene puntos singula-

res en el interior del dominio.

Luego nuestro problema gueda resuelto al conocer la
funcidn Y . La buscaremos en la forma de una integral de

Cauchy, es decir

_ u(f)
flz) = 211 JL E - =z dg

La densidad la supondremos real valorada.

Por lo tanto, nuestro problema se reduce a determi-
nar la funcidén u , para lo cual haremcs uso del siguien-—

te teorema de la teoria de funciones de variable compleja.

Teorema (Mikhlin [1]).

L

Sea L contorno suave y e Lip@(L) (f & Lipu(A)
si |f(z) - £(z")] < k|z - z'|%; con z,z' € A) con
0 <a <1

Si 2z = t desde el exterior (e) o interior (i)
de L , entonces la integral de Cauchy

_ 1 ( Y(g)
Fla) =505 | g -z 9%
J

tiende al limite

el B o

Fo(t) = —~ e,

T R IT N
e + 5= J;L ; ag
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2m1i £ -

F (t) = - % Pie) + == J ,q(éi at
L

seglin el caso, donde las Gltimas integrales son singulares.

Supongamos que z 7 t , t € L (es decir, desde el

interior de D hasta L).

Si u es real, entonces para

P(z) = 2;1 JL Eufgi d¢ , con ReV¥= u
tenemos

Pe) = 3 uge) + oA [L £ ae
De donde

Re Y(t) = % u(t) + ;; Tm [JL gufgé da}
implica

ult) + & Inm [J u(é€) dg] = 2u
m I )

Sea § - t = re , entonces

Im [E f t} = Im[ d{log (& - t))]

= dof

30

%% 9

donde do es el elemento de arco del contorno.



Por ecuaciones de Cauchy-Riemann (en coordenadas

peclares), tenemcs

00

20

r

9
Yy 9y

H =
>

(In x) ,

Q3|

donde vy es la normal exterior a I

51 r estéd dirigida de £ a t , entonces

Luego

Si r > 0 , entonces cos(r,y) - 0 , y por la con-

tinuidad de la curvatura de la frontera L , el nficleo

os(r,v "
m——iEL#L es continuo.

Luego, u satisface la ecuacidn integral de segun-

da especie
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ult) - 2 { colE gimyam, = 2ok (1)
T r £
T
D.3: Propogigidn.
El nGmerce A = % no es un valor propio del nficleo

cos {(r,y)
r

En efecto, basta demostrar que la ecuacidn homogénea
de D.2.1. tiene sblo la solucidn trivial. (Por alterna-
tiva de Fredholm)

Sea u_ una solucidn cualguiera de la ecuacidn ho-

mogénea de D.2.1l., es decir

a (1) - Y[y (g seslxiy)

dg = 0
o i

Sea

con =z en el interior de D .

Luego, si u =0 sobre L , Re {K%(t)} = 0 para

Entonces, por unicidad de la solucidn del problema
de Dirichlet (teorema A.4.), tenemos

Re {%5(2)} = Q

en todo D
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Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos gue

qg(z) = ia , a constante
Luego
u (&)
Qg = £ ac
2ri , &7 2
implica
- ou_ (&) - ia
il o - -
£ =
2ri L £E - ia ag 0

para todo =z en el interior de D .

Entonces por un teorema de Cauchy sobre integrales,

uo - ia es el valor limite scokre I de una cierta fun-—

cidn ¥ gque es regular fuera de L e igual a cerc en

el infinito. Ademéas
Im yp(t) = -a , para t € L .

Entonces ¢ eg una funcidn constante y como vale cero

en el infinito, implica gque ¢ = 0 . Como
Re Y(t) = u_(t)
sobre L , entonces

1z = B .
O

u
9}
b
9]

Por lc tanto la ecuacidn homogénea anterior tiene

la solucidn trivial.

=
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ecuacidn

D.4. Qbservacidn.
Por la Prop. D.3., sabemos entonces gue la
integral
1 cos B yigyae, = £(t)
f en es-

tiene solucidn Gnica cualguiera sea la funcidn
ta regidn. Por lo tanto, podemos resolverla por el método

exacto {por ejemplo).

Solucidn del problema de Dirichlet mediante transformacio-

E.

nes conformes.
E.l. Proposicidn.
Resolver el problema de Dirichlet (1} - (2) es equi-

valente a encontrar una transformacidn conforme de la
regidn simplemente conexa dada en una regidn sobre la
cual se conoce la sclucidn o es facil encontrarla.
entonces

Demostracién:
Si conocemos la transformacidn conforme

(1) - (2) "transfor-

resolvemos el problema de Dirichlet
mado" y finalmente llevamos la solucién obtenida a las

cocrdenadas originales utilizando la inversa de la trans-

formacidn conforme.

Inversamente, supongamosS que conocemos la solucidn
- (2) en una regidn plana

del problema de Dirichlet (1)

D simplemente conexa.
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Entonces se puede deducir la funcibn que efectfia la
transformacidn conforme de D sobre el circulo (por

ejemplo) .

En efecto, sea w : D » C una transformacidn con-
forme tal que w(a) =0 , con a €D fijo y C : |w] <
Entonces w(z) = (z - a)y(z) , para todo 2z € D . Donde

es regular y distinta de cero en D .
Luego Y (z) = log Y(z) también es regular en D .

Encontremos las condiciones que determinan la fun-

cién ¢ 3

S1 z e L , digamos z = t € L

Entonces
Wl = |t - al-jyte)] =1
De donde
Re P(t) = 1n |y(t)]
= 1ln|t - a]

Por lo tanto, para determinar W basta resolver el pro-

blema de Dirichlet:

Aa = 0 en D

u = F en L

Donde f(t) = -ln|t - a| , t € L . Pues, por seccibén D,
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la solucidn del problema de Dirichlet (1) - (2) se puede

tomar en la forma
u = Re® '

con Q regular en D vy con la forma

g(z) = 1.J JaE), 5
L

2T - Z

=

tr
!

Observacidn.

De lo hecho en las secciones (C), (D) y (E) se de-
duce que es v&lido el siguiente diagrama (pcr lo menos

para regiocnes planas simplemente conexas):

Ecuacidn Integral,é"—ili——ﬁv Prokblema de Dirichlet
&
(2)
Transformacidn conforme
Es decir, (1) significa qgue resolver el problema de

Dirichlet es equivalente a resolver la ecuacidn integral,
(2) significa que resolver el problema de Dirichlet es

eguivalente a encontrar una transformacidn conforme,

F. El ejemplo de Zaremba.

En esta seccidn mostraremos un ejemplo de una regidn

& del plano, donde el problema de Dirichlet no tiene so-
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lucidn.

: ; 2
Previamente recordemos gue si u : § ¢ R - TR en-

I

. . - 2 . )
tonces una funcién u : Ql C R - R es una extensidn de

u  si
a £ <
) <y Y
b} = u en 0
F.1l. Lema.
2 _ 2

Sea @ c R una regidn de IR ¥ (Xo,yo) e 0
Consideremos una funcidn u : i —'{(xo,yg)} -+~ R armdni-
ca y acotada en {Q - {(Xo,yo)} .

Entonces existe una extensidn u : §§ - R de u

tal gue es armdnica en
Nota: El lema F.l. no se aplica, por ejemplo, a la funcidn

2

u : R - {(0,0)} > R.,
1
2
2 2
(x7 + y)
B
pues u no es acotada en R~ - {(0,0)]

Demostracidn: (del lema)

Sea r > 0 suficientemente pegueno tal gque

2 2 2 2
Qt = {{x,y¥y) €R ](x - XO) £ (5 o ¥ )4 < ¢}
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esté contenido en O .

Notemos qgue la restriccidn de u al subconjunto

_ . 2 2 2
30, = {((x,y) eq|x-x )"+ (y -y,) =711}
oo = 2
es una funcidn continua. Asi, como 0N, € c” , por teo-
rema A.5., deducimos gue existe una solucidn v = v(x,y)
del problema
Av = 0 en Qr
v o= u en aQr
v ct@) nc@)
Y ¥
En particular v es acctada en ﬁr (por ser continua).
Definamos la funcidén w = u - v en ﬁr - {(Xo,yo)}
y notemos que
a) w = wi(x,y) es acotada
b) Aw = w + w =0 en O_ - {(x_,v )}
XX A ¥ o'“o
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c) wix,y) =0 en aQr

lo cual es claro, basado en las consideraciones anterio-

res.

Sea

M = sup {|w(x,y)|} (x,y) € ﬁr = {(XO,YO)}
Por demostrar que M = 0 , es decir, w(x,y) = 0 en
Qr - {(xo,yo)} ; luego u = v en Qr = {(xo,yo)} y asi

Vv serd una extensidn de u a , ademds de ser armd-

nica.

Sea 0 < & < r vy denotemos por

Q

Hm

= {(x,y) EZRZI € g_v/(x - xo}2 + (y - y;;? < 1}

Definamos ahora

(x = xo)2 + (y - yo)2
1n 5 (1)
2 ln-;—:;- r

hE(X'Y) =

para (x,y) € Qi

Entonces tenemos que

B X a 2 B 2 .4
d) hE(x,y) =0 si (x xg) + (y yO) = r

_ g _ 2 3 2 P
e) hg(x,y) =M si (x xo) + (y yO) = g
£) hg(x,y) es armdnica en

[yl ] & = vf(x = xo)2 + % - yo)2 < I}
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En efecto, los items (d) y (e) son inmediatos por la de-

finicidn de h_ . Fara el item (f) tenemos que
2 2 ;
i 2 Mr® [ (y = v.) ~(x—x)?]
£ _h = O (@]
2 e € 2 2+ 2
e { - .
ax ln(r) [ (= XO) + (y yo) ]
Y
, 2 2
22 . Mr© [ (x - x )7 - (y - yo)l
2 e e 5
3y ln(r} [ (x - x )5+ y - yo) ]
Luego
W )
a
2 hE * "2 he =
Ix oy

Notemos gue si (x,y) € BQE , entonces w(x,y) < hg(x,y)

Por otro lado, de teorema 2.3., tenemos gue

w(x,y) < h_(x,y) para todo (x,y) € Qi

r

('\ s -
Sea (x,y) € Q_ {(xo,yD)} y & > 0 tal gue

§ <« V/(x - x0)2 + (y - yo}z ; entonces para tecdo g < 6

tenemocs gue

(x,y) E Qi Yy wi{x,v) jrhg{x,y) (2)
Notemos gue para cada (x,y) € Qi tijo se tiene que
lim hg(x,y) =0 (por F.1.)
g0
Luego w(x,v) < 0 para todo (X,y) € Qr - {(Xo’yo)}

Analogamente,si definimos la funcidn



€
Hc(x,y) = - hg(x,y) en Rr ;
tendremos
) H (x,v) 0 si (x - x )2 + (v - }2 g r2
El g LY o b4 Yo o
. 2 2 2
h) HE(x,y) = -M si (x - xo) + (y - yo) = §
i) He(x,y) es armdnica en
2 2
{(x,y) ] E*ix/{x—xo) *{F - ¥)T R E
Como
wix,y} > H_(x,¥)
- c
para (x,y) € Qi , seguimos que w(x,y) > HE(X,y)
todo {n,%f E Qi o sea,
wix,y) > lim Hg(x,y} =0
g0
Luego
w = 0 en Qr
La funcidén u definida por‘
x(x,y) para (x,y) € Q.
ui{x,y) =
ul(x,y) para (x,y) € & - Qr
es la extensidn armdnica buscada.

105
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Con los resultados anteriores estamos en condicio-
nes de resolver el "ejemplo de Zaremba':

P g
Sea 1 > 0 , (Xo,yo) € 1R

Consideremos la regidn

}o= {{x,y) EIR?'!O Z L& - XO)2 + {y - ¥ 1% 2 223

£

{0 sea, la bola menos el centro).

Entonces no existe solucidén del problema .

fiu = 0 en §
ul(x,y) = f£(x,y) en afl

ueE Cco@) n c@@)

donde

Demostracidn: La funcidn f es continua en

2

20 = L,y )} Y LGy | x - x ) %)

2
+ (y - yo) = 1l

Supongamos que el problema anterior tiene una solu-

cidén u . Entonces u es acotada (por ser continua en

). ¥ por lo tanto, podemos aplicar el lema F.1l. y con -

~ ~

cluir que existe u : § ®R tal que Au = 0 en

{(x,y) EiFgl(X - Xo)z + (y = yo)2 < rz} , YV gue coincide
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con u en

2

{(x,y) ER|0 < (2 - x )"+ (y -y )" <%}

~

Como u vy u son funciones continuas en ¢

|

S

Y
coinciden cuando (x,y) # (xo,yo) , entonces (por conti-

nuidad) ellasgs deben coincidir en

L) [ x - x )%+ (v - y)? < ),

pero esto implica que u = 0 pues u =0 en

(x - x )"+ (y -y )" = r" . Contradiccidn, pues tendria-

mos que u(x ,yo) = 0 vy también

o~

G. Funcidn de Green y el problema no homogéneo.

Consideremos la ecuacién no homogénea

en el dominio O € R" , acotado por la frontera 902 , vy

e el .

Busguemos una solucidn u : § - R tal que

u € CZ(Q) N C{) v satisfaga la condicidén de frontera

u=20 en N (

3]
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Entonces el problema (1) - (2) tiene sdlo una solu-
¢idn, pués la diferencia entre dos soluciones de la ecua-
cidn (1) con condiciones (2) debe satisfacer la ecuacidn
de Laplace y las condiciones (2). Afirmamos que la solu-

cidn buscada tiene la forma

ulx) = { gi{x,y)h(y)dy , X EQ . (3)
0

En efecto, aplicando el método de demostracidn em -
pleado en el teorema B.3. a este caso, tenemos que para

x fijocen §Q :

ulx) = - uly) Eiﬁiilvdc + g(x,y)h(y)dy
ay 4
a8 9
Como u debe ser cero sobre 30 , entonces

o
el
Il

{ g(x,y)h(y)dy
Q

H. Valores propios y funciones propias.
La propiedad fundamental demostrada en la seccidn
(G) para la funcidn de Gréen con respecto a la ecuacidn
no homogénea (1), nos permite aplicar la funcidn de Green

para resolver el problema de frontera de la forma
Au + Au =0 A ER (1
con ceondiciones de frontera

~

u=20 sobre 30 . (2)
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Tomando h = Au en la ecuacién (G.1l.), tenemos que
el problema (1,) - (2) es equivalente a la ecuacidn inte-

gral

Observacidn.

El nficleo g de la ecuacidn integral (3) es de la
forma glx,y) = Ei%le', donde k(x,y) es continua. En
Capitulo III demostraremos gue este tipo de nficleos sa -

tisfacen los cuatro teoremas de Fredholm y el teorema de

Hilbert-Schmidt.

Sean An (n =1,2,...) los valores propios del

problema de frontera (1,) - (2), y u las correspondien-

n
tes funciones propias, tal gue ellas forman un sistema

ortonormal.

Teorema.

Toda funcién v € Cz(Q) que satisfaga la condicidn

de frontera (2) se puede desarrollar en serie de Fourier
con respecto al sistema ortonormal {un} en L2 ; abso-

luta y uniformemente convergente en @

Demostracidn:

Supongamos gue V € Cz(ﬂ) y satisface las condicio-

nes de frontera (2). Entonces, por G.3. tenemos que Vv
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se puede expresar en términos del operador G , es decir

v = Gh

Como g es un nficleo de singularidad débil, el corola-
rio B.3. del Capitulo III afirma gue v se puede desa-
rrollar en serie de Fourier con respecto al sistema or-

tonormal {un} en L

2
(L,) =
v(x) = z c v () . g = vix)u (x)dx
n n n n
y como llg I, es acotada, entonces esta serie es absolu-

ta vy uniformemente convergente en el dominioc @



CAFPITULDO I I T

GENERALIZACIONES DE LOS TEOREMAS DE FREDHOLM Y HILBERT-SCHMIDT.

Introduccidn.

Al buscar las condiciones de solubilidad de los pro-
blemas de Dirichlet y Neumann, en Capitulo II, nos encontramos
con ecuaciones integrales que tenian nficleos con una singula-
ridad débil. Estos nos planted la necesidad de construir una
potente "artilleria" para demostrar gue ese tipo de nficleos
satisfacen los teoremas de Fredholm y Hilbert-Schmidt.

Lo anterior did origen a generalizaciones de esos
teoremas que presentaremos en los parrafos siguientes. Justa-
mente, ya que ser&n mencionados continuamente, presentamos los
cinco teoremas de Fredholm y el teorema de Hilbert-Schmidt.
Explicitemos ademé&s que las funciones con las gue se trabaja
son reales.

Teorema l: En cada porcidn acotada del A-plano complejo, exis-
te sdlo un nlmero finito de valores caracteristicos.
Teorema 2: A cada valeor caracteristico le corresponde a lo me-

nos una funcidn propia y a lo mds un ntGmerc finito de éstos,

linealmente independientes.

111
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Teorema 3: 5i AO es un valor caracteristico, entonces Xo
lo es de la ecuacidn conjugada, coincidiendo el nfimero de so-

luciones linealmente independientes de ambas ecuaciones.

Teorema 4: Para que exista solucidn de la ecuacidn no-homogé-
nea, es necesario y suficiente que el témino libre sea ortogo-

nal a cada sclucidn de la ecuacidn homogé&nea conjugada.

Teorema 5: (Alternativa de Fredholm).
O bien la ecuacidn no-homogénea tiene solucidn finica para cada
té€rmino libre en L, , o la ecuacidn homogénea tiene por lo

menos una solucidn no nula.

Teorema: (de Hilbert-Schmidt).
Sean {Kn} los valores caracteristicos de un nficleo simétri-
co k = k(x,y) v ¢n sus correspondientes funciones propias.

54, g & I, entonces £ = Kg puede desarrcllarse en serie

2 4
de Fourier con respecto al sistema ortonormal {@n} z

£ = BF . Eo=3"%

n'n n n g'¢n>

Mas afin, si Hkx es acotada, la serie converge absoluta

2

vy uniformemente.

A. Teoremas de acotamiento para nlicleos con una gingularidad
débil.
Recordemos que un ntclec k es de singularidad dé-

bil, sobre una regidn acotada § de un espacio n-dimen-

sional, si tiene la forma
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kix,y) = 22X 0 <o <o (1)
r

donde h es una funcidén acotada, x e y son puntos

de @ vy 1r la distancia entre ellocs.

Teorema.
A A
i1 2
sean |k, (x,y)| < — i |k,(x,¥)] < mag ,
r 1
donde Al Y AZ son constantes y 0 < a; <n ;1= T2
Entonces el nfQcleo de Kl o) K2
= (
kB(X,,Y) JQ kl(xryl)kZ‘yl'y)le
tiene la sigulente propiedad:
i +
A3 ¥ Bi oy G, <N
!k3(x,y}| < { Agllnr| + 2, , si o +a,=mn
A
N S ' si o6, + o, > N ;
rul+u2—n X 2

donde AB y R, son constantes.

Demostracidn:

Sean x ¥ y . Entonces

|k, (x,y) ] <
B BTy
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n
—— (1) (1)
) J { By BBy Ay B
= n § 2 n a0,
z[x _ym”ﬂ_ .;{X (:LJ_Y]'i_g
. kl. z) L - - .
r, < D joqb T .S |2 li=1 1 i J 2
agqui
X = {xl,xz, ’ Xn)
v SIS r Yy
([, (1) _ (2) (1)
yl - kxl 1X2 4 = . om Xn ;
D es el diadmetro de la regidn {O ,
/2 L)’
r, =V *i i
i=1
Sin perder la generalidad, hagamos x = (0,0,
vy = (r,00; sus; 0) , donde x = |X - y!
Efectuemos el sigulente cambio de wvariable:
i :
Xi( } rEi i=1,2, ..., n
Entonces la integral I se transforma en:
n
e e L vy 5 -
5 o r P«.l}\zr C‘gl . d?;n
- +
22 [ o 124 % 2] 21
ry =< D i=1 1 2 1 i=p T 2
22
notemos que si & &. » 2 ; entonvces
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Y (2)

=1 el
o i=1 1

<\\
o~
e

|

[N
i
+
b=
Y

ro
[v
DO =

En efecto, considerando 1la Siguiente figura
P(l,0,0,...O)

M(ElrEZr---,En)
tenemos que PM + Op > OM ; como ©OP = 1 » entonces

PM >0M - 1

= 2 [OW + (OW - 2)] |

bero por hipdtesis oM 22, luego BPM > ort

Descompongamos 1a integral I en dos partes y usemos

(2), entonces:

AR, dg; dE; «.. dgn
I—S 0., +o e n o r n o
r 17%2=n 5 g2 =3 - gg + 3 E2 -2
n 3 =1 i] 2 L {=2 i} 2
2 & e g S i=
i=1 1
Q
AlAz 2 dgl dgn
¥ +0 n a +
BT B on s 2] % 2
T n 5 D2 o i 2
*E X2 B 4w
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La integral del primer sumando es convergente y se obtie-

ne una constante cy; due no depende de r .

Para calcular la segunda integral,

denadas polares. Sea
n
T2 = 2 E? .
i=1 *
entonces
B ... BE = §0 egmas
1 n
donde ds es el

ra de radio 1 en el espacio de coordenadas

De ahi obtenemos

(Ef v vonr E

pasemos a Ccoor-

elemento de superficie de la hiperesfe-

D
n—-o,=—o n-o.,=—o [— n-l-o.-o
I < clr 12 + c.r 172 r G 1 as (3)
s 2 Jz
donde ¢, es una constante positiva.
Si 04 g o > n , entonces de (3} deducimos gue
n—-o,—o n-o.,—o . n-l-o., - n—o., —o
2
I < c,r 172 + c.r L2 T 1 dr + c.r L 72
- 71 2 3
2
Si Cq + Gy =1, entonces de la férmula (3) se des-
prende que
D
I _<_ Cl + Czlﬂ?z?
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S ul + &2 < n , entonces
n=o.—o
n-a, —o cor T2 [DTogTe, BBy =Py
1 72 2 D
I < ¢c.r - = 3

- 71 n=o.,— T

1 2 L

< c3 , donde C3 es una constante.

#

A.2. Corolario.

Si el nlicleo tiene una singularidad débil, entonces
todos sus nlcleos iterados, desde cierto orden en adelan-

te, son acotados.

Demostracidn:

Si el nficleoc satisface la desigualdad (1), entonces
por teorema A.l. el nficleo iterado de orden m tiene la

cota superior

&
m .
=T E si mo - (m - 1)n > 0
Lo
|k, (x,y) | <

C v meg ~- {(m - 1)n < 0 ,
donde c, es una cierta constante. Luego km(x,y) es
acotado si m < .

n - o
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Generalizaciones del Teorema de Hilbert—-Schmidt.

En este parrafo presentaremos dos generalizaciones
del teorema de Hilbert-Schmidt, las gque descubrimos al
buscar las condiciones gue debia cumplir un nficleo de

singularidad débil para satisfacer dicho teorema.

.1. Teorema.

Sea K un operador autoadjunto. Si K2 satisface
el teorema de Hilbert-Schmidt, entonces XK +también lo

satisface.

Demostracidn;:

K¢, = A."¢. yv h € L, . Entonces
G Y wded aj = ¢h,o (1)

Por demostrar que

Sea Sn = Z aj¢. . Basta demostrar gque KSn - Kh ,
j=1

n -~ « (en norma), Pero

(K (R = 8,k o= Bnl

il

(K(h - 8n),K(h - Sn)) , K autcadjunto

IK(h - sn)|? (2)

H
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Ademé&s

1(1{2

(h = 8Sn),h = sn) |
(D. Cauchy)

Ik%(h - sn)l -lih - snl

| A

= 1x%n - X%snll+Ilh - sal

Pero
n
Kzsn = K2 Z a.é.
j=1 373
n
= X a.K2¢
j=1 3 73
n a.¢.
= F _131
=t T i
J J
Como la serie (1) converge en L2 (media cuadritica),
entonces
IX%h - K%snll » 0 B -t 6
Por otro lado
Ih = Sn|| < |th] + [ISn]
1
2

n
ihy + [ p; la.|2}
=13

La desigualdad de Bessel implica |lh - Snll < 2llhll , o sea



B.

2

lh — snil es acotado. Por lo tanto
2
(K"(h - Sn) ,h - sn) = 0 , n -
entonces de (2) deducimos gue
IKh - KSnll = 0 , n = «
Es decir
KSn = Kh (en norma)
n-—-)CC
Como
n
KSn = K X oa.o¢
§=1 J 3
n a.of.
= ¥ J ]
j=1
entonces
(LZ) o a ¢
Kh = S 4
j=1
Teorema.
Sea K operador autoadijunto. Si

teorema de Hilbert-Schmidt, entonces

tisface.

K

K

2

120

m
satisface el

también lo sa-
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Demostracidbn:

Sea {Aj,¢j} j=1,2, ... tales que
K. = k—lw vy h €1 Enteonces
j i 3 2
m (L.} ©© a.od.
&2 h 2 b3 _lm% ;e = (h'¢j> : 1)
J=L 8
J

Sea

K4sp <+ KR
p 00
pero
o
{K (h = Sp),h - Sp?
om=1 2m—l
= (K (h - Sp},K (h - Sp)?, K autoadjunto
m—1
2
= Ix* (1 - sp)l
2m—l
= K" (h - sp)l . pues K autocadjunto (2)



Ademds
o
(K (h - Sp) ,h - Sp)
(D. Cauchy-Schwartz).

m

2

< Ik® (h - spll lh - spll ,

pero

1 3
P a.¢.
-y 231
; m
j=1 KZ
J
Como la serie (1) converge en L2 , entonces
it it

Ik h - K° spil = 0 , p > ®

Luego

m
| & (h - Sp),h - Sp)» = 0 , pues Ilh - spll

Entonces, de (2) tenemos

Hth - K2

Spllaorpﬁw

O sea

Kzsp ¥ th (en norma)

p—-)-OO

122

es acotado.
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Como

. 2 4
=1 A7
J
entonces
(L,) = a.o.
2 £ 5 11,
J=1 A
J
2 " . . n
o sea, K es Hilbert-Schmidt". Luego, por teorema B.1.

tenemos gue K satisface el teorema de Hilbert-Schmidt.

Corolario.

Los operadores de nficleos singularidad dé&bil satis-

facen el teorema de Hilbert-Schmidt.

Demostracidn:

Por Corolario A.2. sabemos que si K es un operador
de nficlec k singularidad débil, entonces todos sus nt-
cleos 1terados, desde cierto orden en adelante, son aco-
tados.

m

Supongamos gue K es acotado para todo m > mo ’

cierto m

O

Elijamos m > 2" . Entonces XK' satisface el teore-

ma de Hilbert-Schmidt.
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Luego, por teorema B.2., K también satisface Hilbert-

Sschmidt.

Generalizacidn de los teoremas de Fredholm.

En el presente parrafo mostraremos una generaliza-
cidn de los teoremas de Fredholm [1] ; y destacaremos
una consecuencia (corolario) de esta generalizacidn que
fué utilizada en Capitulo IT para demcstrar el teorema

A.5.

Para justificar dicha generalizacidn, desarrollare-

mos previamente la siguiente teoria:

Definicidn.

Sean A y B operadores integrales, X € C . En-
tonces diremos gque A ~ B , si vy sdlo si existe F} ;
operador integral, invertible tal gue

I - AB = F,{I - XA4) (1)

A
Adoptemos la siguiente convencidn notacional:

a) A € F significar& que el operador A satisface los

cuatro teoremas de Fredholm.

b) A € Fi . significard gque A satisface los teoremas
r

de Fredholm nGmeros i y 3J
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Teorema,

Sean A y B operadores integrales. 8i A ~ B vy

B &€F , entonces A € F

La demostraci®n de este teorema la haremos a través

de dos lemas:

I. Lema.
Si A ~ B e F Y =
X y B 1.3 * entonces A F1,2
Demostracidn:

1. Sea AO un valor propio de A y ¢O Su correspon -
diente funcidn propia. Consideremos el circulo |[A| < R ,
R > 0 cualguiera en el plano complejo, tal gue Ao per-

tenece a este circulo.

Entonces ¢O satisface la ecuacién

- AOA)¢O =0 (1]
y por C.1.1., también satisface la ecuacidn
(1 - A_Blo, = 0 (2)

Como B tiene solo un nimero finito de valores pro-—

pios en el circulo |A| < R , entonces A tiene la misma

propiedad.
Luego A satisface el primer teorema de Fredholm.

2. Supongamos que las ecuaciocnes (1) vy (2) tienen n y
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funciones propias linealmente independientes, respecti-

vamente.

Como cada solucidn de (1) es una solucidén de (2),
entonces n < m ; pero m es finito, luego n también

lo es. O sea, A satisface el sequndo teorema de Fredholm.

Por lo tanto A = Fl,Z

Notemos gque para demostrar lema I no se necesita gue

FA gsea invertible.

Si1 A~B , BEe F3 4 vy existe Ff ;, entonces
r X
A e E3r4 .
Demostracidn:

3. Sea n el nGmero de goluciones linealmente indepen -

dientes de la ecuacidn conjugada de (1), es decir, de
(I - XA )y =0 (3)

Las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, pues por hi -

=1

A
e}

pbtesis, existe F

Por lo tanto, ecuaciones (1) yv (2) tienen el mismo
nimero de scluciones linealmente independientes, digamocs

m . Entonces

(I - X BY )y =0 (4)
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también tiene m soluciones linealmente independientes

(tercer teorema de Fredholm). Como
g * -
T =3 B =8 (2 = 3.2%) ,
o Ao o

entonces las ecuaciones (3) y (4) son equivalentes, si y

P : 3 ® g
sblo si existe (F_ )
A
o
Con esta ecguivalencia tenemos gue n = m

Luego A satisface el tercer teorema de Fredholm.

4. Sea Ao valor propioc de A . Por demostrar gue la

ecuacidn (I - AOA)w = g , tiene solucidn si v s6lo si
{g,¥) = 0 para todo ¢ € Ker(I - XOA*)
Sea Y € Ker(I - TOA*) cualguiera, entonces
Cgod) = € (I = X _B)o,p)
= { - 2 A
(¢, (I AOP\)L)>
= 0
Inversamente, supongamos gue (g,y? = 0 para todo
v € Ker(I - A A%*) .
O
Como existe F; , entonces las ecuaciones
o)
(T - AOA)¢ 2 g v (L = ROB)¢ = F, g

O

son equivalentes.
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Luego, basta demostrar que (FA g,w!r = 0 para todo
o
w € Ker(I - AOB*) ; pero
*
<Fk g,w>’ = (g,F\ w) .,
o "o
pues existe F: . Ademéas
o)
0= (I - X BYw
o
= 5 *
= (I - AOA )FA W
o

implica gque

:-* E W ..-—‘ *
vy Fy w € Ker (I koA Y,
o
con w £ Ker(Il - TOB*) cualquiera. Luego
*
(q,FA w) = 0
o)
De donde
<F) g,w» = 0
g
para todo w € Ker(I - TOB*)

Luego A satisface el cuarto teorema de Fredholm.

Por lo tanto A € F
3,4

Observacidn: Al cumplirse los cuatro teoremas de Fredholm,

se demuestra facilmente gue tambié&n se cumple la alterna-

tiva de Fredholm.



C.3. Corolario.

Sea K un operador integral tal gue Km € F para

todo m irmo . Entonces K € F

Demostracidn:

Usaremos el teorema C.2. para demostrar que K € F

Consideremos la ecuacidn 2 de Fredholm
(I - AK)$p =g (1)

aplicando el siguiente operador a ecuacidn (1)

(I - eAK) (I - Esz) oo (I - =1y

Obtenemos una ecuacidén 2 de la forma
(1 - 2™y = Fyg (2)

Por lo anterior tenemos que existe FA tal que

T - I Y = F(I - AK) .

Entonces, lema C.2.I. implica gque K € Fl 5 -
r

€ F , dado gue = )

m-1_m
X 12

(Pues A
Para demostrar gue K € F3 4 necesitamos hacer ver
=il

gue existe F . Sea KO un valor propioco de K vy ¢

A O

su correspondiente funcidn propia.



Consideremos el circulo |A| < R, R > 0 cualquie-
ra tal que Ao pertenezca a este circulc. Entonces ¢o

satisface las ecuaciones

(I - AOK)¢O =0 (3)
Y
(1 - "KM, = 0 (4)
6]
Elijamos un m tal gue ningunco de los nfmeros
EAO, EZAO, p Em—lko sea valor propio de K . Un tal

m existe, pues en caso contrario el operador X podria

tener infinitos valores propios en el circulo [A] = Iko{

lo cual contradice el primer tecrema de Fredholm.

” . -1 .
Con esta eleccidn de m existe FA ; es decir, las
- o
ecuaciones (3) y (4) son eguivalentes. Por lo tanto
-1 -1l m n

K ~ B Km . Como A K &€ F , pues = ' , enton-—

O O 3,4
ces (lema C.2.II.) Ker

3,4
#

Corolario.

Los operadores de nlicleo singularidad débil satisfa-

cen los cuatro teoremas de Fredholm.

Demostracidn:

Directa por A.2. y C.3.



=

(3) de 2.09.

En este apéndice demostraremos las afirmaciones he-

no es un valor propilio del operador

es un valor

chas en (2) vy

Teorema.

A =1

K : u-> k(x,y)u(y)dsV oy A= -1
S Y
propio del operador K* , el adjunto de K
Demostracidn:
Consideremos la funcidn V:
L, U(X) _ |
V(X‘ = 2TT r dSY 7 Yr = !X _[]
S
Sea X e S , Yy la normal exterior en el punto Xy
o
Tomemos un x & S Entonces, como solamente el fac-
tor = de la funcidn V depende de x , v V es continua
en x , podemos derivar bajo el signo integral
v 1 p 1

B - | o) g [Fes

Y g Ty ¥
O O

COiw as

re ¥

131
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Notemos que las diferencias entre la integral (1) y la inte-

gral

radican en lo siguilente:

= < 1
Y (x,Y)

agui Yy es la normal unitaria exterior a S en el punto

-3
Yy , gue es la variable de inteqgracién; Q: < (r,YX ), don-
e
de Yx es la normal unitaria externa a S en el punto fi-
0
jo X
J o}

Pongamos la integral (1} en la forma:

cosV

B8 (Te i Ty )
g (y) 20 as = o (y) 5 0 gs
S r Y S 2 Y
o o
donde r_ es la direccidn x, e vy
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—
] —
Y =% (L v, }
o
V(x ; ;.
Como tiene la forma de la funcidn w , en-
X
o

tonces cuando x Xo desde el interior o exterior de S ,

a lo largo de la normal, tenemocs:

5 avi(x) _ BV(XO)
1lim = =
7 3y oY
X/ X X = ”
o o o J1i
] cosVy
27 2
S r
o
oV {x )
1im g (x) = Ty g2
x¥x X x
o o o Je
1 cosV
= ~B{%. 1 * < () 4as (4)
2L {S r2 Y

Recordemos que el problema interior de Dirichlet con condicio-
nes de frontera W/5 = -f es equivalente a la ecuacidn inte-

gral con densidad u:

1 CGS(IO,Yy)
- = it - ;
f(xo) o JS u(y) 5 dSy + u(xo) -

o}

o haciendo
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u(xo) = f(xo) + [S u(y)k(xo,y)dSy {(5)

El nficleo k(xo,y) no es simétrico pues la normal

- : e e - .
se toma en y , Y I, denota la direccidn XY - En cambioc
" 1 cos(ro,yXo)
¥ iX =
(v o) 2T 2
r
o
n . . —_—
Es decir, se toma la direccidn YX, 1 ¥ la normal en X

{asi actfia la funcidn k).

Por otra parte, el problema de Dirichlet con condi-

ciones de frontera W/S = £ es equivalente a la ecuacidn in-
tegral
1 cos(ro,yy)
U(XO) = f(XO) = '5:‘; o U(Y) r2 dSy (6)
o

anidlogamente, el problema de Neumann interior y exterior, con

condiciones de frontera

3V (x) av(xo)]
3y B

sobre S , es equivalente a las ecuaciones integrales con den-

fies 7
- O(y)k\§,xo)d8y (7)

J

I

O(XO) f(xo) +

O(y)k(y,xo)dsy (8)

&)

respectivamente.
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Escribamos las ecuaciones (5), (6), (7) y (8) con

parametro A , es decir

u(xo) = f(xo) + A ; u(y)k{xo,y)dsy (9)
.
U(XO) = f(x ) + 2 . G(y)k(y,xo)dsy (10)
consideremos la ecuacidn homogénea de (10) con A =1
o(xo) = [S U(Y)k(YrXO)dSy (11)

sea o, una solucidn de (11).
Por demostrar Oy = 0

La densidad o, nos did la funcidn VO armdnica en

el interior y exterior de la regidn acotada por S , continua
en ( . Ademas
V()
T = 0 sobre 8
Tx
o e

Apliguemos a VO el siguiente teorema de la teoria potencial,

Friedman [ 2]

Teorema.

Si la regidn  es acotada (no importa interior o
exteriormente) por una superficie S , V es una funcidn ar-
ménica en Q y vy la normal a § , exterior relativa a Q ,

entonces:
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v &V 45 = (vv)%ag
s Y Q

donde V es el operador gradiente.

En particular se tiene que

J v L ds > 0
g aY .

J v &V oas = ¢
g oY

solamente cuando V = C constante.

Por lo tanto VO es constante en el exterior de

la regidén Q

Sabemos que VO es cero cuando x esti infinita-

mente lejos de la frontera S . En efecto: sea
A = Max {|o(y)|} ¢ continua
¥=6
¥

D = inf {|x - y|}
vES

Entonces

€ % : (drea de 8).
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Luego, si x se aleja infinitamente, o(x) = 0 .

Por lo tanto VO = 0 en el exterior y sobre S ;

y por teorema A.2. también vale ceroc en el interior.

De donde
__-u-—avo(y” - ﬂavo(y) = 25 _{y) € g
BY g 3y e T i 1 Y
= 0 .
Entonces O, = 0 .
Luego A = 1 no es un valor propio del operador

Az

K* : o = [ o (y)k(x,y)ds_
S 1

y tampoco lo es del operador

K : u -~ u(y)kix,y)ds ;
g 4

por teorema de Fredholm, [ 1]

La ecuacidén homogénea de (9), con X = -1 , es de-
cir

u(xo) = - ; u(y)k(xo,y)dsy {12)

tiene como solucidn una constante arbitraria.

En efecto, sea X, un punto scbre S en el cual

fu(xo)\ toma su mdximo valor, u una solucidén de (12).
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Si u(y) no es constante, tenemos

latx )] < A lulx))] u(x_) # 0

De donde |X| > 1 (es decir que u no es constante sdlo pa-

ra X <=1 y XA > 1l). Sea entonces u = ¢ , constante.

Luego
C = J Ck(xo,y)dS - XO e S
S
implica A = -1 . Es decir X = -1 es un valor propio de (9).
Por lo tanto, XA = -1 es un valor propio de la

ecuacidén (conjugada)

U(XO) = - Js U(y)k(y,xo)dsy

De donde, las finicas soluciones distintas de cero de esta
ecuacidén, son las constantes. De aqui deducimos tambi&n que
el problema de Neumann (exterior) tiene solucidn, si y sblo

si
cfds = 0 ,
S

si y sdlo si

£ds = 0
S
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