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IIiITRODUCCIO¡-

Es1,e '.ral-ajo está cledicado primordialmente a 1os

matenáticc,s cuyo prlncipal lnterés es la aplicaclón Ce las
matemáticas a1 análisis y soiución de problemas ffsicos.

La teor:f a de ecu.:ciones integrales de f'redholm jue-
ga un importan+-e papel err Ia discusión de los prol:lenas de

fróntera de f í s ica-matemá+-i ca .

E1 presente traba.jo tiene por f irr aplicar fa teo -
ría de Fredholm aI análisis y ::esoJ-uc.ión de algrrnos intere -
santes problemas de f raonl'-era, como son, por ejemplo, los pro-
blemas de S turm-l,iouvi I le , Djrichlet ]¡ Neumann. De hecho, una

de las pr.imeras y más bellas aplicaciones de la tecrla de

Fredholm es Ia relativa al problerna de Di::j.chlet.
En general tratanos de preseni.ar ideas antiguas,

como son los problemas antes citados. en un lenguale moderno.

Comenzamos transfcrmanclo eI problena diferencial. en

una ecuación integral de FredholnL con núcleo sinétrico a tra-
vés oe la función de Gr:een de1 p::obi ema. Esta ecuación inte-
gral, a Ia cual corresponde un operadcr auto-adjunto y com -
pacto/ se estuclia a través del Capftulo 1y este cstuCio se

basa en la teorfa espcctral de lc,s operaCores auto-adjuntos
(o hermÍ tianos ) ccÍnpac'Los.

En el Capltuió 1I presentam.os una extensión de1

problema cle S'curr,-Liouviile y de las ideas y rnétodos para
resolverlo. Aguf a-parecen los problemas de Dirichlet y Neumann,

y para resolverlos ¡.ecesit-anos extender ¡,ambjén el concepto
d.-l func ión dc Crecn -



f1

Al- transformar ef problema de Dirichlet en una ecua-
ción integral de rredholm aparece un núcleo de singularidad
débir.

En Capltulo III, buscando condiciones de solubili-
dad de l-as ecuaciones integrales con núcleo de singularidad
débi1, logramos generalizar 1os importantes teoremas de

Fredholm y Hl lbert- S chmidt .



CAPITULO I

PROBI,E}I.AS DIi VALORES NN LA F'RONTERA PARA ECUACIONES DIFEREN-

CIALES ORDINARTAS. ]iL PROtsLE}1A DE STUF],,I -L IOUV ILLE . IU^*CION

DE GREEN.

A. E1 problema de Sturm-Liouville.

Considerenos el opcrador diferencial lineal de se-

gundo orden

L. (v) = (PY')' + (trr - cl)Y .

^

en e1 inter:valo Ia,b] . donde p,q y n son funciones

reales, y

p € c(1) (ta,bl) con p(t) > 0 para t e Ia,b]

r e C(l a,bl) con r(t) > 0 para t € [a'b]

q e C([a,b1 ) ; y condiciones de frontera de la for-

lla



donde oo , ol. , Bo y Bf pertenecen a lR ta} que

1"ol + lorl lo v leol +1e, la
El pr:oblema de Sturm-l,iou1,iIIe consiste en halLar una fun-

ción y, soluc j-ón def s:-stema

€[fL^ (\ r (t)
¿
I

LF1(y) =

A. 1. Observaciones.

1) Los ejemplos

son

0,

l:a

-0

a,bl (sI)

(F)

ción de frontera

t

code

f (t) pa

F2 (y)

COMUNCSmás ndi

y(a) = y(b) = 0 e

y,(a) = y,(b) == C

2) Si en uno c1e }os extLer,os de1 j.ntervalo I a,b] el

coef iciente de Ia derlvar]a de segund.c ord.en se anula, por

ejempio p(a) = 0 , eni-onces se plan-"ea 1a condlcién na-

tural de frontera ci.e que la sol¡.ición sea acotada para

t = a y en e1 otro erLremo se dá 1a condición común c1e

Írontera.

A" 2. Definición.

Dir:enos que ). es un valor pr:oplc det pr.oblema de

Sturn-Liouville si la ccuación homcg6nea

L. (1') = 0 (si )



tiene Llna solución y I

frontera (¡') Una tal

propia (correspondiente

Notación.

de

que

L(y) = o

E. íy) = 0 ,

0 que satis face

solución y se

ai valor pi:op io

Ia condición Ce

I l.emará !U!_g§¡1

r).

los

no

Introduciremos Llna notación

términos de1 lado i zquierdo

contiene I :

especial para la suma

de la ecuación (S. )
/'.

(1)

(2)

áo(r) I o

L(y) = (p(t)y')' - s(t):, en Ia,b]

Usandc esta notaci6n, consideremos e1 siguiente

sistema:

F^(v) = 0

Antes de continuar recordemos algunos resultados

de la teoría cle ecuaci,:nes diferenciales lineales; para

el"1o consiCeremos e1 operadcr diferencial Lineal de orden

n

L (y) = ao(r)ytt' * ur(i:)v(n-1) + -¡' a (t) '¿ ,Il -

don de

a.
].

para toclo

e c ([a,b])

t e [;r,b]

¡l = 0,7,2,...,n
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j.) LI c-njunto dc las lun,-roncs y = C(n)l,,bl oue s:n

soluciones Ce l-c1 ecuación homog6nca L (y) = 0 f orr¡an un

espacio vectorial Eo de dimensiól n .

ii) Yf, y2, -.., yn en uo fcrman una base de Eo, si

y sólo si, su detelrminante I'Jronskiano

yl(t) ...... yn(t)

yi(t) ......y;(t)

:,i"-1) (t) .. vj"-1)r"l

es distinto de cero para todo t € [a'b] .

FijanCo uil punto tc É ia,bl tenencs que (fórmula

de Liouville )

I it a- (s,r l
i'/(t) = w(to)exrJ-i, Jf¡; .,.1

t j t,, a )

para to<.Lc t e Iarbl

A. 3 . Proposición.

Todo valor prcpio del probiema cie S tul:m-Liouv i I le tiene

mul tiplicidad uno, e s ctecir, e1 espacio vL:ctorial <;enera<1c

por las funcj.ones proPias correspcndiente s tiene dlmensión

uno.



En -.f e cto, sean yt,yZ clos soluciones linealmente inde-
pendientes de l,^ (V) = 0 que satisfacen Ft (y) = 0 y

Fr(v) = 0

Considereroos el hrrcnshiano

w(t) = tdl yr,yr] (t)

v1 (t)

vl (t ).L

v2 (t)

y )(t)

por (ii) sab..¡¡3s g¡. 1,i[ yr,yr] I 0 para. t € [a.b]
pues y 1ty 2 son sol."lciones linealmente inclependientes y

también que

W (t) = W(a)exp -

=ffi.."r.r
$9."]rl:

luego

p (t)w(t) = p(¿)tr(a)

pOr olro lado, las hipóriesis

ut (y, ) = coy1(a) +

i':- (Yz ) = 0.cy2 (a) +

r1y.i (a) = 0

ct,vi(a) = 0

coI) o1 no s imu 1táne arerrte nulos, implican



v, (a) y, {a)

=0

,¡^ (a) yl. (a)'¿ ¿

Es decir t{[ f,r,Vr1 (a) -

Entonces

r.,l -- . r, 0t, | : 1t:2)

Esto contradice Ia hrpótesis de inclependencia fineal de

Yy,Y2

De aquí en adelante, supondremos que i : 0 no es

un valor propio del prcl:lerr.a dc Stul:n-Lioul ille, hasta que

se dig¿i lo cont:rario; y al f ¡.na} de este Capítulo veremos

que Ia deflniciórr de ia función de Green del:e ser modifl-

cada cu:L:oo - 0 L- r' ( L)

Con la suposición antel:ior tenemos que el operador

L es inyectlvo, por lo tanto podemos prequ.ntarnos por su

inverso, Para ello necesitaremos definir un nuevo concep-

to:

A-4. IJetrn:r c].ol].

Se llana función Ce Gneen aI operador L con condicir:nes

de f rc¡ntera (F) a la función ::ea l q (t,s) que satisfa-

ce las s ig r.riente s condic:iones:

1) Está definida y es conl,fnua ¡:n e1 cuaCrado dado por

a : t,s : b



2) En cacla irtervalo a < t < s y s < t < b, Ia función

S(t.s) consiCerada como función de t , -liene derivadas

contínuas hasta eI segundo orden y satisface la ecuación

homogénea f, (y) - 0

3) Como fllncií;n de t satj,sf ace las consiciones de fron*

tera (f')

4) Su derivada Ce primer c::den con respecto a t tiene

r.na discJlti-uidaC de p:-i-:era especÍe cn L - s / sier.Co
1eI s:r LLo igurl a ;;-- Es C-c.ir

v':-)

/

o't ' /r-=ro L '- /t-=-o P(s)

A. 5. Notas .

1) La condición (4) sigrlifica rlue }9ta,=) está definida

para cualouier: valo:: próxirno a t = s , es Ceclr, para

s < t y s > t, La diferencia entre esos r¡alores lími-

tes !,cbe scr iquat , - #, .

2) En este Capltulo haremos uso Íluy frecuente de la si -

guiente iclenr-idad, ilamada identidaC Ce Lagrange:

si u,v € c 
(2) (t r,¡l ) Entonces

I (b)

-lL

rb
vLlu)

.l ¿

!I[ u.v1 (t

- tql u,v] (a) , donde

' (t)v (t) l

ul, (v) clt = M[ u,v

p(t)[u(L)v'(t))=



Construcción

A.6. Teorema.

si ), = 0

tiene una

de la función de Green.

no es un valór: propio, enlonces el oPer:ador

y só1o una función Ce Green S

Demostración:

Sea:r y. (t) e y^(r)_-L 'l

]as cuales satisf ace¡r

tivamente.

nulas de L(f,) = 0 ,

F2(lr) = 0 , rcspe.-

soluciones

Fr(vr) = o

no

v

Y t,Y Z. son .linea lmerte

nc es un valor: propio de L

independientes, pues ), = 0

constante cualguiera,

.o rd: ció:¡ d( fronte-

Por otro 1adc,

satisface la ecuacÍórr

ra F"(v) = 0I'

c, 1'. (L)
!_ r ' c1-

yla

Cuafquier otra solución y que

condiciones que y1 es Linealment-e

I.n cfecLo, tenenos las ccutciJncs cn

satisfaga

dependiente

ooY01

las mismas

con ella.

i

y como

l0 + r.¿. I

rat-a,

es decir y

/ 0 , entonces

luego y1 e y

_ cy1

\.r ,,. ,vl it) cs igua i_ a 0 pa-_l-

s; on linealmcnte dependientes ,

(} y (a) + o,y'(a)()- L-

, v.(al | .].v'r:) - 0
o- _L I-



¡ s < t_<,b

Análoganentc,

es solución de L (y)

Luego g(t,s)

["'o 
t

stt,sl= 
{

l"ro,

c^v^(t) , c^t-¿ z

= ñ r? c:1-idfr-^

del:e ser c1e 1a

(r)

(t)

a<t<s

Además , Ia continuj iad de

dis-on--jlridad dc - incr - espec j.e

mer ordcn con l:espectc a t en

(1)

la funcjón q (t,s) y la

de sus dcrivadas dc pri-

t=snosda

cons tante

F' (Y) =

forma

arbitraria,

0

cryr(s) -.1y1(s) =o

(2)

crv){.s) - c.,y'(s) -

Este sistema, en "1 
y "2 tiene solllción única pues

no se anula su deterininante.

L(y) = o I - 1,2 , tenemos que

i_--_-p(s)

C cr..r o

y1L (y2 ) - YzL (yr ) = tn (vrv, - y2y|)l ' = o

Lueqo, p(yfyá - y2yi) = c , donde c es una cierta

consiante Cistinta de cero e indepenclierrte de t y s

Con esta relac.ión. la soluciórr cicl sistema A,6.2. es la

s iguiente :
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y2(s) y1(s)
cr(s) = -É6- , c2(s) = c

y por 10 tanto A.6.1. toma la forma

]vr(t)yr1s¡ , a < t < s

,,a,=, = 

{
1

-:y"(t)y, (s) , s < L < b

A.7. observaciones.

1) En el teorema A.6. demostramos que l-as magnitudes .1

y "Z están unlvocamente determinadas¿ con elfo queda

demostrada }a existencia y unicidad de Ia función de

Green g(trs) y también se ha dado eI método de construc-

ción.

2) La construcción de la función de Green fracasa, si y

só1o si, c se anula y esto sucede cuando y1 " y2 son

finealmente dependientes, es decir, si son múltiplos de

cierta funcÍón no trivÍal- z (t) En este caso l-a función

z(t\ satisface L(y) = 0 y ambas condiciones de fronte-

ra. Por ejemplo, el problema

r-(Y) = Y" = 0

y'(0) =y'(1) =0

tiene solución z(t) = J- y no existé fa función de Green

para L , ta1 que satisfaga fas condiciones extremas pe-

didas, pues cualquier par de funciones, soluciones del-
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problem,a anterior/ son l.inealnenl-e dePcndientes

múltiplos de z (L) : l-

3) La función de Green g para e1. operador

clones de fronter:a (I) es simétr:ica.

En eÍecto, tomanio

O sea,

con condi-

u(t)

v(t) "1 "2

en la identidad de Lagrange, tencmos:

(s.. ,sr) - q(sz,=t) -

= [P(r-) (o(t,sr)9' ('u,sr) -

Esta úItina e:<Pres ión valc

t = b , pues 1.a función de Gl:cen

te Ce 1as condlciones de frontera

¡rrq(t,'^)o'(t,s.))11-
- ¿ - i l.l

cerocuandot=av

satisface la primera Par-

(F) . es decir,

üog(a,sl)

Lxog(a,s2)

y como l"o] * lctrL r o , ent-onces

g(a,s1) g'(a,st)

t- r..q'(a,s.) = 0
t- I

+ ü19'(a,sr) = 0

g(a,sr) o'(a.sr)

=0



t1_

Análogamente Palra

LLre r(r .;(s^,s.) cr(^z L 'L''2.'

4) Cu:lnda l:rs condici'-e.j

generales / Iror: ejemplo, si

de fr:ontera (F)

tonan la forma:

se hacen más

de Green co-

f ron-'era, )/

anteriormenle,

r:equiere 1a

de lodos modos se Puede

rrespondiente a L con

todo se cumple de rnanera

excepto 1a simetrla de

concliciól adi c iona l.

o1

ccr struir l.a f unc j"ón

estas condiciones.le

análo.ca ¿i lo hecho

g , F,ara la cual se

P (a)

Bo 81

A. B. Ej emp Io .

Con s i cie renos

cle frontera de la fo

hy(0) - y'(0)

Hy(1) + y'(1)

o2 o3

= p (b)

B2 83

iaecuacaollY-u

ltma:

=0

=0 ; donde H

con condic:'-ones

son cons tantes

Estudi¿lrenos si existe o no 1a f urrciór'r de Gl:een

para este p:oblema Ce fl:ontel:a. y si exj-s'.e la construi-

remo s ,

Boy (a) + Brv'(a) + 32v(b) + B3Y' (b) =

CT o

aoy(a) + ary'(a) + cirY (b) + tt.y'(b) = 0
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La solución getteral de la ecuación

la fo::ma y(t) - ¿ + 1-: t Cono Y(0) = a '

Y(1) = a + b , y'(1) = ]r

Red¡.rcción del pirobler.na .1e Sturm-LlouvilIe

j.ntegral.

Collsideremos el sistema

v"

v'

=0
(0)

ES de

Entonces las condicicnes de frontera nos dan:

ha - b = 0

Ha + (¡1 + 1)b = 0

Luego, a=b=0,esdecir, I=0, no es propio"

Entonccs ta función de Gt:een g(t,s) se puecle construiL

usando las condiciones de frontera de }a definición A.4'

Finalmente

s(t,s)
_ 1\ - 1

+hH

obt

, 0<t<s

, S<t<l

a una ecuacton

f c C[ a, bl

!^t\l -- u
2-

(so)

(F)

A continuación preserL'arcmos un teorer¡a v para cllo

necesitamos Ceflnir el sigut,ente operado:: integrai:

- 1)



74

G : f € c[ a,b] ---> Gf e c 2 la,¡l

Conde

.b
(C j; (t) - I 9,(r's. L(s,cl

I

a

g es Ia funcj.ón Ua 
"ano,l 

corresponcliente a I'

B. 1. Teorema .

y e c(2)[a,f 1 es solución del prc]:]ema (so) - (F) , si

y sólo si Y = Gf ; donde

(cf ) (t/ lO o(r,s) t(s)cls
la

Demostración:

1) suponganos que y € c(2)[.,"] es una sc,lución c".ralquie-

ra Cef prol:1ema (So) - (F) . Entonces

ti rb
-l q(r,s)Lv(t)ct - I s(t,s)f (r)dt,

]" - .lu

clonde g es la función de Green corresponcl.iente - Además,

rb tl' [Lg(L,s)L','rt)dt - I J(L,rjlL- (t)dL + I .r(t,s)L)'lt)dt
]" ja .l=

Ahol:a / por la idenr-idad .le Lagrange tenenos :

.S

I (r,s)L(Y ( c) )cit
a

¡S
= I i,q(t,s)1,(t)dt + i p ('- ) [ g (t . s ) y ' ( t ) -

J" 
s

- yrt).l'it,slll 
/
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y tar,b i én

,b
li q(L,s)tv(t.rdt
.l s

ib: v(t)Lg(t/s)dt + {p(t)[U(t.s)v'(t) -,rs 
b

- y(t)o'it,s)l 
f..

Luego, usando las propieclacles c1e .La f unción de

Green y las condÍciones cie frolltera (E) / tenenos

.b
l- i q(t,s)L\'(t)Jt
JA

= -p(s)[g(s,s)y'(s) - g'(s - 0,s)y(s)l

+ p ( s ) [ q ( s , s ) y ' ( s ) * g'(s + 0,s)y(s)]

- Y (s)

Lueg c

rby(Lr =l stt,s)i(s)ds , es cecir
Ja

y = Gf , pai:a toCo f e C[ a,b].

2) Demostremos que tocla iunción de la forma y = Gf ,

f e C[ a,b] es sol-uc: ón del problerna (So) - (F) :

,b
'. (L) -. q (L,s't(s)crs- 

lu

t t 'h
- i c(r,srf rs)ds r I f (L,srf (slLts

la J L
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ImpI lca

ity'(t) = i s'(t,s)f (s)ds + 9(t/t-0)f (t) +

la
_b

- I .r'(t,s)f (s)ds - s(t,t+C)f (t) t

Jr
como g es contínua en Ia,b] x Ia,b] tenemos que

S(t,t-0) = q(t,1-+0)

s' (t,s)f (s)ds

r,t-0)f (r) +

t,t+0)f (t)

(t,t-0) - S'(t-,t+0)lf (t)

.b
cs + i

It
ds

ds + g'

ds - g'

Cs + [ 9

f (s

f (s

f (s

f (s

,ty'(t) = | I
ja
rb

=l q

lu
rL

y,,(t) - cf

,J A

*fon
It
_b=1s
Ia

'(

'(

',(

"(

',(

lueg o

De donde

.b

i"" (t,s)Ét=)d= #*
Ia

- q (t) y (t)

Ly (t) = tp(t)y'(t)l' - q ("-)li (r'-)

= p'(r-)r-'(t) + p(t)-v" (t)

I

- p'(t) I ''(L,s)t(s)ds
la
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--h
+ p(t) lf" n"(t,s)f (s ' rrt) I

L,1 . 
)ds - --i- -i 

-l

rb- f (r) I c(t,s)f (s)ds
JA

,b
= I tn'(r)s'(r,s) + p(r)s"(t,s) - q(t)g(r,s)lf (s)ds

Ja

- f (t)

= -f (t) (pues Lg(t,s) = 0).

Enton c es

Ly=-f , fe c[ a,b]

Por otro lado se verifica fácilmente que y = Gf

satisface 1as condlciones de frontera (f)

#

B. 2. Observaciones.

1) EI Teorema B..l-. esencialmente dice que el problema

(So) - (r) es equivalente a una expresi6n de la forma

y=Gf, con f €C[ a,b]

2) EI problema (So) - (F) tiene una única solución para

un f e C[ a,b] , de la forma y = cf por Teorema 8.1.

En efecto, sean y1 " y2 dos soluciones de (So) - (F)

Entonces z = yt - yZ satisface L(z) = 0.

Luego, z = 0, pues L es inyectivo.
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Con las observaclor-res B. 2 , 1. y B. 2. 2 " tenemos Ia

posibr'..l.idad de reducir el prt-,blerra Ce S turn- i,iouvi 1l-e a

una ecuación integral., pués escr:-biendc la ecuación (So)

en la forma L(y) == -ry , tenemos que:

B, 3, Teorema .

El sistema

I', (¡, ) = 0

ecuación integr-al de fa forma

(ry = -t,v
(

frr,yt . o , Frtl) - o

(s1)

(F)

es equivalente a fa ecuación integral de la fcrma

y = ).Gry , donde G.Y = G(ry)

B.4. Cor.ofario,

Sea h e C[ a,b] . Entonccs el sistema

/ ]-v = -Irv -Ft-
lrrtl,r = o

es equivaiente a L

y = /, Gry + h1 , r1cnde h, = - Gh

Demostración.

Basta L:omar f = ). ry - h y aplicar el Teorema 8..1 .
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B. 5. observaciones.

1) La función de Gr,-en para el problema de frontera

(S^) - (F) se puede interpretal: físicamer:te como sigue;() _

Si Ly = -f , entoncesr f puede nir:arse como una distri-

bución de fuerzas e y(t) cl dcsplazamlento de equillbrio

en el punt-o t causado pol: esta fucrza.

Luego, }a función de Green g(t,s) representa eL

desplazaniento cn e1 punto t causado por una fuerza con-

centrada Ce m.agnitu.l uno, act.uando en el ijunto s .

En efecto, si suponemc¡s lue sobre eI segmento

(s - ¿ , s + r) actfia una fuerza de dist:.ibución f tal

que su vector resultante es uno, es decir

i.s+. f (t)cr¿: i (*)
J s-¡'

y supónga.mos que los segmentos (a,s - :) y (a + e ,b)

scn lrb::es de la acción d.e cada fuerza tal que en eilas

f = 0 Entonces

,b
y ( L) i g(t,s)l-rsr(lj

Ija
,s'.

9f ,-,s:t s)^s
.l s-

si f > 0 , por teor:e á ciel valor medio teneinos qlle

,,s*e
y(t) = g(t,so) | r(s)ds . s E (a - c , s + e)

j st-' e

= g (t, so)



2A

si e ' 0 . se obtiene una fuerza concentrada aplicada en

el punto s jgual a uno (por (*)) .

Adcmás y = g" gue es lo que se asegu::aba.

2) Como tcda función dc ia f ornLa y = Gf , f € C[ a,b1 es

solución del pr:oblema L)' = -f , cou condiciones de fron-

tera (F ) ,, entonces

-f = I,y

= L (Gf )

= LG(f ) , ¡a::a cacla f e C[ a,b]

Luego LG = *I (*)

Por otro lado tenenos que si v es solución cual-

qulera dcl ¡-,robtema (Sol - (F) , cntonces

Y = Gf

= G (rl,y )

= GL (y)

Luego Gl = -I (**)

Por l.o t-anto , cle (* ) ), ( * * ) se tiene que

',|
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3) La aplicación

G : C[ a,b,] ---- --¡ c 
(2)[u,¡]

f ----- -"¡. Gf

donde

cot

unt

C. Valol:es proiiios 1, funciones propias de un probl.ema de

frontera.

Como reciu j imos ttue st-l:o probiema de valores en la

frontera a una ecuación integral, podemos utilizar los l:e-

sultados de esa teoría analizando los valores propios y

funciones propias del Problenia.

Por Teorena ts.-1 . t-enemos que: y es solución del

problema (s1) - (E) / si. l- sólo si ,f, = at,

Es decir, si :' sóIo si, it = Gry , o sea 
^-t 

u=

valcr pr:oplo de Gr , luego

C.1. Corolario.

1) l. es valor propio ale} problema de S turm-L iouvi l- le .. si
T,, s1l, : i, 1 os vtlo.r ¡ror t,., ,r. (rr .

2) y ." ,,-,,r"rór't propia del proillÉma dc S turm-Liouville

correspondiente a.I v.'.lcr prop'io ) , si y sólo sr, y es

ada.

o.

.1¡

, i'L,s)t(s)ds , es a

la
ferencial L es autoadidi

(cf ) (t)

4) EI oper.ador
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función pr:opi a del operador Gr

C.2. Suponiendo conoiciones de frontera tal que la funclón

de Green sea simétrica, se tiene que:

1) La ecuación integ ra I

/T - ]r:\.i - h_1 iiene núc1eo s imétrico

2) Los valores propios son todos reales (en cantidad nu-

merable) y forman una sucesión monótona que tiende a infi-

nito y Ias funciones propias ccrre spondiente s a distintos

valores propios . son ortogonales.

3) Para cada valor propio/ existe una ú¡rica función propia.

Esta últlma propiedad la demcst::aÍ!os par:a las condiciones

de irontera (E)

lln el caso de condiciones de frontera periódicas,

es decir: si

y (a) = y (b)

Y'(a) = o' 1O,

a cada valor pr:opio coi:iesponden dos y sóio dos funciones

propias (pues ecuación Ly = -7.12 tiene sólo dos sofucio-

nes li ncalmente indepcndientes) .

Proposj.clon.

El núc leo

c.3

lr 1/'1., - n\r /u/Y - u

Ce Ia ecuaci6n in teEtra I
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es conpletof es decir nc¡ existen funciones contlnuas orto-

gonales a 9 , salvo las idénticamente nulas.

Der¡.ostración:

Suponc¡amos que existe una función f e C[ a,b] ortogonal

con g , "s decir ta1 clue

fi1 'l(t,s)i's\ds - J

Ir,

Entonces poniendo

.a
v(t) = I s(t,s)f(s)ds ,

lr
se tiene <,iue y - 0 , además por Teorema R. 1. tenenos qr-1e

y sat:isf ace la ecuación L(y) = -f

Por lo tan'lo f = 0

Sean ),n (n = -1. ,2,. ..i los valore s propios del proble-

ma (s. ) - (E) , -I ,lr-, las cor::espondj entes funcicnes

propias tal que eIlas forman u: sister,a ortonornal.

supongamos qr..e f c c(2 ) t ,,o1 , s:rtisf ace las conClciones

Ce frontera (F) Ponien.lo L(f ) = -h , por Teorema B.1.

tenemos quc f = Gh . Llntcnccs obtenemos los s j.guienLes

resul tados:

C. 4. Teorema.

Si la serie c1e Fouriet: de la función f; : fnfn;
n

f,., = ( f ,.P, ) es uniforr,remente convergente en Ia,b]

eirtonccs
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r=II,l .. l:,bln 'n
tl

Demostración:

sea h = x f 
,., 
tf tal sue h+ r cn Ia']rl , entonces

n

(h - f , {r1, ='0 Para toCo ne n\

Luelio (h - f ,9t) = C i-'ar:a todc t € [a/b] , o sea

h - f es ot:togonal al ¡rúcieo g Esto contradice el he-

cho de que g sea comPleto.

C. 5. Teore1na .

'rocla función f € c(2)t.,¡l gue satisfaga las condicio-

nes de f rontera (F) ¡-,uede escr ibirse en Ia f r:rma

t \' ' ú | ( :, tf )' - - 'r'1n ' ,, _l-

n

donde la ser:ie es absol.uta ¡r unifcr:meilente convergente

Demos trac i.ón :

Pcniendo Lf = -h , podenos expi:csar f en térninos del

operador G, es decir, f = Gh I cor¿c G es autoadjun-

to, el teorema de llil be r:t-Schmidt (l'1:i.klin [ 1] ) af irlna

que f pr]ede oesar::ol larse e¡r se rie de I'ourier, absolu-

ta y unlformemerrte convergente con respecto aI sis+-eiTla

or.t,rnornra.l { 'ln} en L2 (Pues 
lL Uall , es acotada " con

e.(s) = q(t,s)).
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For lo tanto, por Teorema C.4. :

f : I a f ,Pn'n n 'l
n

lll Teorema C.5. se cuinple esercialmente Forque I es si-

métrica, sin en.barqo, esto no sucede con eI núclec de to-

<1a e cuac 1ón integral.

D. Ecuaciones lntegrales l:educibles a ecuaciones con núc1co

simótrl co.

Cuando r =: I , ciemcsitramos que cl probleÍa de f::on-

tera (S.) - (r) era eguivalente a una ecuactón lntegral
L

cc:¡ nfic. -o s;nétrico.

Cuando r V 1- \, r I 0, demostramos que eL proble-

ma de frontera (S1) - (F) era eouivalenle a r¡na ecuaci6n

inte!ir:al de l.a fo::n¡.a

i?= n + LC.r'¿ (1)

Esta rü-l.tina ecuación no tiene núcleo simétr:ico, s j.n

embargo

D. 1. Teorema .

Sca r = r(t) > 0 , para toclo ¡ r- [a,b1

ll]ltonces 9= h + ,\Grtf es egr-rir.aJ.ente a una ecuación in-

tegral (c¡rn núcleo simótrico) Ce 1a forma

!r = h/-;+ icür , donde
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9(t,s) = s(t,s)
,y

\l?ltJTls) es e]- núcleo del opera-

c1o r G

(r) = /lfE tf(t)

(si r.< 0 todo es aná1ogo)

Demostracrón:

Basta multiplicar anl¡os n',rembros de la ecuación (1)

por t[7 .

#

Sean {)r.} los valores propios v {Vni las corres-

pondientes func:-ones propias Ce la ecuación honogénea

ü = lG,¡ , 1as cuales suponernos ortonormalizadas. Es decir

( rlr .,r|.) = 4...,r,1 ,rl

como

.,- ( Ll {,. (L , \,/-, l-l , , ,r.Eo rc,- s }¿is f unc ioncs ;ro-

pias de la ecuación hcnooénca

'f= rcr,f

es tán or1-.onorm.alizadas con Censidad r , es decir

( (l ,{¡) . = trj

Sea

f=Gh h € L2 ([a,b] (2)



27

entonces

Esta serie

teorema c1e

de

fk = (

=l
)

Dividiendo 1a

F (t) = _r§L_
./=lE

§ r,,

es uniforne y abso lutar¡ente

tiil-bert-schmidt, pue s ll Arll 2

f (t) \./-rTÜ tfo{t)at

,ür )r

b

a

S

rI

tj"

rI

tf ,- rs I r=l g,- tt I
^,/ o

(ot"l.rn]

= ,f" ro,l*ttt , rk - (r,'?p.) , ,1,
l(= l

esta última serie es uniformemente convergente.

.b
I

I

Ja

;
h=1

g(t,s) .,/-rtOh(s)ds

=:

- t.
/ r (s) f (.){u (s)isl{,.(tl

"/"

r (s) ll§)
/-rril

¡:(s)ll(s) tio lt¡

(3)

con\¡ergente, por

es acotada. Don-

y'-? , tenemos:



Luego obtenenos una extensión al caso

r. < 0) del Teol:ena C.5.

r>0
(ó

Toda función f €

de frontera (F)

f -)l
k

con rc spe c to

an teriornten',e

vergente.

Demostraci6n:

tLfo

)t--l a,1 I r s,L.s[ue:. .do l¿:, c-;rrd icior.es

puede escribii:se en la forma

, f .,. = ( r,(,-) *

a las funcicnes propias I (. I consiCeradas"k

, y la se::ie es absoluta y uniiormemente con-

Tenemos que

1r1 -- - \tr

entonces

f = ),Grf

= *GLf

pero obvianente podem.os Ponor

Lf .= - y'-?E , clonde

Entonces

h e C[ a,b]

l"
f (t) = g(t,s) r./-ralilh(s)cls
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De donde

...ñG»G) h (s)cts

Es decir

I
don de

Entonces, por (4)

(; , -,l''''-
1-
[s {t, s )

ttt\ - 
f (t)

L,-1

k=1

U:

iÍ:

.,f . r=l ? r= I'.?o t "l a"] 9o ttl

. )-
i_ ís) r'rs)Y,' r s ) cts.] {,. rt)

D.3. Observaciones.

rt 5] q a r,^ , por
't

r u L, JRr , c:.t.or,-cs
l

V ) iL)L(t) = o'L,s)
.J ¡,

i(t, =l h (s) ds

.r,/ r[orttl
: s(t,s)

-. .É ', /-\¿ r. .1. '.Ll

ejemplo cuando

e1 prob I eina de

fk = (f ,tlk)r

)o ¡ L.. tR-) v'2

S tur:m- Liouvi 11e tiene

r (t):r (s)
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so.|o una cantida¿ nur.erable de valor:es propios, ell os son

los valores pr:opios riel núc1eo, los cuales puaden tener a

lo más dos funciones pr:opias linealment-e independientes.

Para lcs demás valores propaos i , }a ecuación (1)

t j erre soluci.ón ¡:ara todo h € 1,2 (única para todo ). por

alternativa Ce Fredholm [:t]) .

2) Xxisten condiciones de frontera tales cue a cada valol:

propio corresponde sólo una f¡¡nción propia, se llaman " fun-

ciones propj.as s imples " .

Las fllnciones propfas forman una base en L2 , lo

cual e stá garantizado ¡:or: el siglu:-ente teor:ema:

D.4. Teorema (Iriedman [ 2]) .

Si A es un conjuntr: orto:]o::mal en un espacj,o de Hilbert

Ii . entonces son equivalentes:

1) A es conp }eto

2 ) El sr-rbespacio generado por

3) A es una base ortonormal

A

de

CS

H

Dcr,osl-raremos ei siguiente teorema:

D. 5 . Teorema .

EI coniuntc ortonormal {V,.} e,re funciones propi.-rs del pr:o-

blema de fr:ontera (sl) - (F) es completo en L?([a,b])
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Demos1-ración:

Sea ¡,t = { },- € C2l a,b) /.1 satisf ace I as condiclones de f ron-

tera (E)i

a) Ei conjuntó generaco Pol: 1{,.i , que denotaremos por

I .¿n I cs d-'nso en M

En efecto, sea y € 14 ¡ entonces, por Teorcma D.2.

K=I

,k lI - ,O I= fím L : yrtl , absoluto y uniformemente.
K-ó 'l=r

P ero

k

.r" ,r,lr- e t,+nl . para tod.o l( €lN
L-l

lls cLecir, "rial:a todo y É M existe un clemento de

k
' 'n l.P I lrr o1r(la L.rrn:r a \lYi en ,.n,

,kr
) - lfm r )- ".ÚÁ-ó \1-1 ':r-r

b) E} conjunto M es denso en trL a,b)

En efector sabemos riue l-as furcioncs contfnuas son

densas cn T,^[ a,b] y que toda función contfnua se puecte

aproxinar uniformer'ente por polinomios. Entonces basta de-

mostrar q1,le los pol i nomios son densos cn ¡'1

l'lultipllcanclc¡ los polinonjos adecuadamenLe (para no

Cestruir: la 2-dif erenc¡iabilic'lad) en vecindades arbilrar:-a-

mente pequcñas cle t=a y t=b se logra que satisfagarr
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las condiciones de frontera (f)

Por 10 tanto. Ios polinomios {Pa} , es decir l-os

polinomios que satisfacen las condiciones de frontera
(F) son densos en M

Luego, por (a) y (b) , tenemos que t{rrl es denso

en Lr[a,bl Por ]o tanto, de Teorema D.4., {tr,} es

completo en r,, I a,bl

D.6. Corolario.

EI problema de frontera (S1) - (F) tiene un con-

junto infinito numerable de valores propios.

Demostración:

Como { {-} es una base ortonormal del espacio de'n

dimensión infinita f,r[ a,bl , entonces los valores pro-

pios deben ser inf in1tos.

A continuación estudlaremos algunas condiciones bajo 1as

cuales el núc1eo g satisface ef teorema de Mer.cer

(¡tiklin [1] ).

E. Signo de los valores ¡ropios.

Sean {In} ; n = 1,2,..... los valores propios y {{J

las funciones propias correspondien te s ta1 que forman un

conjunto ortonormal.
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il t,., t.ra"

Parar=L,tenemos

l{ = -,r tin nn

Entonces

< r-,1r,, {r., ) = - ) n( {,.r, {r] ,

s itl ( tt)at

" 
- :: [* [t(E) f'n(t)r - 'r(t)fi](t

¡b 'b
' - - * lntt''q''r('-) {n"'"t * 

.],

rbir

l. * lP(tr {'- rt) \f (t)dt

rb " rb )

" 
- l_ ir(rrrrr,'(*)oL - ,'r(t) 

(',,,t)dr
Il

- [.{., ttl,l',., {t)t t.l I ¡b

De donde

Pero

i" 
t it) q,.,2 {t) at- {n (t)p (t) {'"(.,/.

Luego
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Supongamos que las condiciones de frol-rtera son

,? (al = Ll tnt = o
'tl 'n

Entcnces

Luego

Seap>0,entonces

1) Si q > 0 en C[ a,b] , se curiLple que In , 0 para

toCo n .

2) si q e C[ a,]¡l cualquie::a y m su mínirno en Ia,b]
entonces

:fn

por io tanto. pucde haber sóIo un número finito de valo-

res pr op los negativcs.

Si las concLiciorres cle frontera son L1e 1a forma

- isnr.-l .?',.,(t)r(r)-r Ia

l,
[,i-ti-l,t'^r:,lp(t)_ / o

ta

rl- - ) ) -- | n(L)ú-(r) I q(t).1- (t)lJc
rl , 'n

Ja

),'(a) - lrrf,ia) = ú '¡

)'' (Lr) + hrV(l- ) , J
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con ht,hZ constantes posltivas. Entonces

- [p (t) {- (t) (, r.l1 | es positivo- ,n I n ¡a

Luego, si g > o, lrr, o para todo n .

por lo tanto, como todos .Ios vafores propios sonpositivos, o existe a Io más un número flnito de elfos
negativos, por ef teorema de Mercer (Miklin tfl) el núc1eog tiene un desarrollo en serie de Fourier absoluta y
unaformemente convergente, es decir

s (t, s) = § Vt tt) Yu t"'..----_É-i:-
k=1 nk

E. 1. Ej emplo.

Consideremos la ecuación de Bessef de grado n :

1 t 2,v" + --v' + lr - n I, tr -l^"--jly=0,
' t-l

con n eN u {0} y condiciones de
frontera y(0) finito e y(1) = 0

Como tiene un polo en t = 0 , imponemos la condi_
ción que la sofución sea acotada en una vecrndad. de
t=0

Le damos la forma

n €N
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Utal izanclo 1as condicioncs de frontera encontramos

gue Ia función c1e Gr:een es

[ltl" . n-l

l-,E.1 - (ts) | ' t sltI 2rt
I

IItI 2n

acióEntonces la ecu

g (t,s) =

LY = "f

do nde

Pcniendo ), = itZ , obtencmos ta ecuación fundamen-

t-a1 J,., (tr) = 1 para 1os valores pro¡-rios, donde Jn(t)

es la función de P,esse l, y las corl:cspondientes funcio-

nes propias s orl

llEl - r.s)nl , r s
l.\-l l

n no-hornogénea

/: it) - \rv(L)
t

\z
Irr, ¿'-r - (L-'(t))'- !r,,, , ti..rc una inica so-

lución clue satlsface -Las condiciones de frontera. Está

dada por la fórmu ia

,1
v(t) = i 1 !t(t,s)s1'(s)ds

.lo

Usar-ldo lcs argurnentos sobr:e el, signo de los valores

propios, estudiados en esta sección, conclulmos que son

todcs pós itivos.
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iP.t; - c.l (r l),mmnm

para e1 caso n .- 0 , Ia ccuación Ly = 0 tiene solucio-

nes l inea In,^nte independientes

v1 (t) = 1 ' vr(t) = l-nt

y Ia funclón de Green est,á dada por

-ln(s) , t .< s

g(t,s) =

-lnt,s<t

La ecuación diferencial

2(ty')'+ (rt - L)y = o , n €lt'r

' con ccnCiclones de frontera y(0) finito e y(1) = 0

Es equivalente a la ecuación integral cie -La forma

.1
,{t tt = :. I i(t,")'{(=)4"

.lo

donde

( 9tt1 = y(L) r/-i
It-
L.'t,=) - c(-,s' '/ r . 0<t<1

Es decir. tiene un núc-Leo contínuo y sinétrico en

0<t<1

0<s<1



Las funci<¡nes pr:opias do e¡sta ecuación inteqt:aI es-
tán dadas por

,? tti = c ,-E. (r L)¡m o rft

Además, ei núcleo ] pueae desar::ollarse en una se-

rre de Fourier absoluta y 'Jnif ormen',ente convergente:

- rJ, tL)¡t, (sr
q(L,sr V LS - \ r( -r}i (L,or Teo. Ivcrcer)

r-- k

Dividiendo pcr arat= , obtenemos:

a
. c.'J (r t) J (,,s/(,.KOKa'Í,s; - - ---- 

- rr]r rk

Teniend.r err cuenta la forma de g r esta se::ie con-

verge un.ifoL'memente sólo en [¿,1] , donde e > 0 cua]-

quiera.

Las constanles al. estárr Cadas por 'la condición

de llormallzación, por

22cr. = lTuol

F. La f ur-lción generailzacia Ce Gi:een.

Istudiarenos el caso ). - 0 valor propio del pro-

b1e;na clc Sturm-Lio¡-ivrile (s/.) - (F) , cs decir, cuando

la ecuación homogénea Ly = O tiene una solución nc

trivial ..7 = Ú o.,. satisface las condiciones de fron-
U

i.er:a (F)
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Supongarnos normalizada esta solución de aquí en

adelante.

En es'r-e caso no existe la función de Green def :lnida

en A,.1 . (ver A.7.2. ) , y se l:equiere de un concepto leve-

mente lirás exigente llar¡.ado funci6n generalizada de Green.

F. l. Def inr'-ci6n.

Se ilama función generalizada de Green a Ia función real

!t(t,s) .lue como función cle i satisface Ias siguientes

propledades:

1) En cada intervalo Ia.s) ), (s,b] satisface ]a ecua-

caon

l-(o(t.s), - Ú {s)t? (t,'o 'o

2) Satisface las condicicnes de fr:ontera (F)

3) Es contínua en t = s

4) La ierivada de pr:ime r orCen de g(t,s) con respectc

a t tiene un salt-o d,e n',agn:,tud i/p (s) en eI punto

t=s

5) Satisface L

rb
I q(t,s)
J"

condición

(s)ds = 0úlo para todo t e [¿r,b]
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F. 2, Obse¡:vaciones.

1) El lado derecho de la ecuación

Lrr(¡'s)) - {ors' {otl)

tiene Ia siguiente inr-erpretación fislca:

Si i. = 0 cs Lrn r,,alor prcpio del. praoblema, tenemos

resonancia con fr:ecuencia igual a cero y no se puede ob-

leüer: una desviación estática finita en pre=encia cle ia

fuerza concentrada. Para obtener: tal desv:'-ación, debemos

tener una fueÍza contínuamente distr:ibufda, además de lar

fuerza concentrada. Esto últino está cal:acterizado por

el ladc clerccl'ro de l-a ecuación F. 1. 1.

2) Demostraremos Gue la con.lición (5) es necesarj.a para

que ia función generalizada de Green sea simétrica.

r.3. Construcción cle la función generalizaCa de Green.

Sea r^/ una sotución cualcluiera Ce Ia ecuación F.l-.1. .

es de c 1::

r,w = 4o(s)fo s e la,Jrl trlo,

y 4i solución de ia ecuación homogénea correspondien-

te Ly = O , Iinealmente independiente ccn ,lo y tal

que

p('foq'r - {r9'o) = r (1)

([sta :r:elación sc loqra por f6rmu]a de Llouvil ic) -
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Como la solucií¡n gcneral de la ecuación r.1.1. es

la suma de la solucióu qene::al de 1a honogénea y \1 ¡

debemos poner:

+c * 
"2 ),

(2)

+C * 
"4 ),

Es clecir:, g(t,s) es Ia so-Iución general de la ecuación

F.1.1-.

Además, g(t,s) clebe satisfacer tamblén 1as condiciones

de frontera (¡')

Co¡¡o {" satjsface esas conCiciones, tenemos:

r"."w(a) * olw (a) + cr[ r.,o {,, (a) + crt,l'f (r)] = O

l ,.,

Bow(b) + E1r{'(b) * "4[ 6,r,fr {t ) * 814'1(b)] = 0

Como .lo es I inealr¡ente independiente con 4L ,

entonces tL no puede satisfacer ninguna de las partes

de las condiciones Ce frontera (F)

LLlogo

qo f1 (a) * or .P', (a) I o v

no{, {r) + pl.f ' L$) / a

t< s

t>s

ú tr
':L'"

'{r tt

1,fo 
('.)

^{ (rtI 'O

('(
I

q(t,s) = 1-l

I

t.,(
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Entonces, por 8.2.3 . tr:ttcmos

crorv(a) + crrrv' (a)

"2= - %l,t-aal +lfila)-

gow (b) + Elw'(b)
"4 qqGl - E, (', tr

De las condiciones (3) y (4) de la definición de la

función qeneralizada de Gr:een, obtenemcs:

" 4',

tz - "

La solución de este sistema, en .1 - .3 y

"2 - "4, utilizando I-3.1. es

"z 
* 

"4 = ofo(=)

IÍlplica

c = c^ - ,l- t=lIJr

Reemplazando en la pri.mera Ce tas ecuaciones F.3.2-. te-

NCMOS

g(r-,s) = w(t) + [c3 t{rtr)].{o(t) + c2{.r (t)

ACemás, por condj.c ión F.1. 5.

=0 )

\

,, ,n-/
.fo i=) {", - "3) - ,f, {") {.,

,l'o {.) {", - .3) - \i' 1(s) {

.1 -.3=-'{r{=)
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E¡rtonces, haci.endo t " ¿l l¡ 1- = b en F'3'1' y

Lltilizando F. 3. 5 " se tiene ciue

úr-) ---__- 
''

'r.'o/ p,a)l 
o('-1 

,..) - ,?-, aáI

d' (a) -ro - p-("il %T1fál + *;qI;fl

Bo
,fo {t l - -w

- p (bü-f;(;rrrfi;q¡Dl

Luego, reemplazando eslos valores en F -3-4' tenenos

clre c^ - c -.d rs)4 ¡()

F. 4. Ej empIo.

Con s icle remos el Pr:oblema

LY = 1'" = I

con conrii c r',ones de f ronLera

t,'(0) = y'(1) - 0

Enlcrrces La función generalrzada de G::eerr, en este

caso, t iene Ia forma

(1
o

B1

4'o tol =
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t< s

q(t,s) , -2 ^2,

t< s

g(t,s) satisface fas cinco condicÍones pedidas. (Recor-

demos que este problema no pudo resolverse en A.7.2.

pues la función de creen no existía) .

F. 5. Propos ición .

La función generaLizada de Green es simétrica.

Demostración:

LIa c i endo

u(t) = s(t,s.) y.I

v(t) = S(l ,sr) , con =1 . =2, en la f6rmufa de

Liouville tenemos

11
-3 2

Í=

I.

,b

I I s t t , 
" , 

I r-q ( t , s 
z ) - s ( t , s 

2 ) 
Ls ( t , s 

1 
) I dt =

)a

¡f
üle f ., (s (t,sr)e' (t,sr) - o(t,s2)s'(t,st) ,l_[b-]" dt

(*)

(*)dt (*)dt +
.b

J",
[s t+l-
s,)l

l-r--t
Ja

= g(sr,sr)

(*)dr
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Esto se obtiene pues

g'(t,si) ; i = 1,2 , tiene un salto de magnitud

- L r=cp(sr) - "i

Además u(t) y v(t) satisfacen 1as mismas condi-

ciones de frontera en t=a y t=b

Luego

Como

p(t)[u(r)v,(t) - v(r)u,(t)]l: = .

fb
I t s t t . s 1) Lg ( t ,. z) q(t,sr)Lg(t,sr)ldt

,'b rb
= {o(.r) l. 

0,.,"r) {o(t)dt - r/o t=rt 
Ja 

s(t,s1) fo{t)ot

=0

Entonces

9 (s,sr) = v(sr,sr)

por Io tanto g es simétrica.

(Propiedad F.1.5.)
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Considercmos nuevamente el pr:oblema de frontera:

(r,rvr
i
I 

ot '''
Enton(]es

=0

, f e C[ a,b] (so)

, F2(y) =0 (F)

F. 6 . Teorema .

Una ccndición necesaria Para que c1 problema de

f r:on-Ler]a (So) - (F) tenga solución. es que f sea or-

togonal " 4o

Demostración:

sea h una solución ce (so) - (F) , entonces te-

n CIILO S :

- t I \, ) = -f'()

= (Lh,4))

= ( h, L l.fo ) , (L autoadi unto )

=0

De clonde:

(f ,,+ ) = 0
L)

Suponiencio que la función generalizada de Green existe,

obtenemos los dos taorenas siguienLes:
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F. 7. Teorema ,

Si f es ortogonal- a Yo r entonces e1 problema d.e

frontera (So) - (F) tiene una única soluci6n ortogonal

. fo , y esa solución es de Ia forma y = cf ; donde

G es un operador integral- con núcleo g , o sea, 1a

función geneafizada de Green.

DemostracÍón:

a) Unicidad: Supongamos que exj.sten dos sofuciones del-

problema (So) - (F) , ortogonales a rlo Sean éstas

y1 e y2 , entonces z = yt - y2 es solución del pro-

hlema L(y) = 0 con condición de frontera (F)

Luego z=Crlo, C constante cualquiera, entonces

( z,qo) = 0 , pero esto contradice l-a hipótesls de que

ll t{oll = r

b) Ahora demostremos que esa única solución ortogonal a

Yo es de la forma y = Gf

Subdividiendo eI intervafo de integración en Ia,s] y

Is,bl , obtenemos

LY = (Lg=,f) - f

= Yo{=)< ..Po,r I - r
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Es fáci] \¡erificar que y = Gf satisface también las
condiciones de frontera (F)

Ad emá s

(),,{o) = (Gf ,(o)

= t f.G {o ) , (G autoadjunto)

= (f,( !J^,(_))

(Por E. 1.5. )

F. I . Teorena .

Si f es crtogonal a ,.f , entonces y e c2¡ a,f 1'o

es solución dcl problema (So) - (¡') . sÍ y sólo si es

de ia forr,ra y = Gí -F A t ; Conde A es una cj.erta ccns-

tante.

Demostt:ación:

1) Demostrerncs que toCa función c1e La forna y = Gf + A{o

es solución dei sistema (So) - (l-)

Sed cf - !" cuJndo t s ,l

.r - ,r^ cuendo t s- ')

Entonces

| - rb
.(h. l f ,,r,,,r: rl:).. 9-(t,s)I(s)ds r n$rrl

ja lt
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v'(t) =

Y lL,r -

Lueg o

Lv (t) -

.b*i
It

*fo
.l r

/t 19" (t,s)
----;- I (s).js

]a 'rL

)
,. 
t 3 

-g 
, ( t, s )

------ ) f (s)c'ls

la ,rt"

# r(t) + A,f"o(t)

tt_

i t f I 2 
( L , s I ) I r s ) d 5 ..

Ja

E o, (t, s )

at f (s )ds + arf 
o 

(t)

¡ 
2u. 

1t, 
= 

)-I f (s ) ds
2at

L(sr(t,s))f (s)ds - f (t)

(Por F.1.3. y F.1.4.)
I

,lo {t) ,1o(s)f (s)ds - f (r)

-V(tl {o{=)t(s)ds - f (t)

= -f (r) (por p.1.1. y la restricción sobre í)

2) Supongamos que .., a c(2)1.,¡l es Lina solución cual-

qur'era cl.e 1 problerna (So) - (F) Entonces y tiene la

forma y - Gf + Atfo ; A cicl:r¿a constante. La demostra-

ción de esto.s tota.lmente análoga a Io hccho en teorema

B.1.

.b_l
J.

1.
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Conslderemos nue\¡amente el problema de frontera

(Sf ) - (F) ¡ es de:Í.

Ly = - iy con condiclones de frontcra (F)

E. 9 . Propos ición .

Tcda función propi:r ciel problema de fronter:a

(Sr) - (f) ? distinta Ce .flo , n= clecir, correspondien-

te a un valor propio ciistinto de cero, es ortogonal a

a'o

Demostr:acron:

Sea ,.{. función prop.ia co rre sponcl ien te a1 valor
'l

propio ),L / 0. Entonces

Lueg o

o = ( L{o,tl1)

= ( %,Ltq)

= ( %,-r1(l1)

= -)'1(tfo'r{1)

(L autoadj unto )

< Yo,{, I - o
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E. 10, Corofario,

EI problema de frontera (S1) - (F) es eguivalente

a Ia ecuación integral

y=lcy

para todo l valor propio distinto de cero.

Demostración:

Consecuencia direcLa de E. 7 . y F. 9 .

F. 1.1. Observaciones -

1) En F.10. vimos que toda tunción y € C2[ a,b] gue sa-

tisface las condiciones de frontera (F.) y ortogonal

. .lo se puede escribir en términos de nficleo. Luego,

esas funciones se pueden desarrollar en serie de Fourier

absoluta y uniformemente convergente, en funciones pro-
pias de Ia ecuación F.10.1.

2) Las funciones consideradas en fa parte (l-) además de

poder desarrolfarse en serie de Fourier, son ortogonafes

. ,{o , Iuego ef núc}eo no es conpleto.

3) La continuidad de Ia segunda derivada se puede reem-

pl-azar por Ia continuidad a peda,zos en ef teorema de ex-

pansión antes mencionado.

(1)



CAFITULO 1I

I'UNC IO}'I DE GREEN PARA LA ECUACION DE LAPLACE. RELACION ENTRE

EL PROBLEMA DE DIRICHLET' , ECUAC ION INTEGRI1I., Y TRANSEOBMACION

CON I'OP-NIE

A. La ecuación tle Laplace y el problema de Dirlchlet.

A, 1 . Introducción.

En esta sección estudiaremos a:lgunos conceptos Para

determinar la solución de una ecuación del tipo

1l+u=0'xx yy

o

. t +: .-0' xx ' l'y z7'

con ciertas condici.ones Ce frol:ltera apropiadas. Las ecua-

ciones anteriores son conocidas como !Sfle!f-S-q9-gé- le!]-a=qe,

en clos y tres var:iables re spc c tivamente .

Los problenas de Dirich)et y Neumann que estudiare-

mos en las secciones sigulentes scn los problemas más

famosos cn ecuaciones Ciferencial.:s parciales, esto se

debe a clos tnotivos principal.mente:

53
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l) La riqueza y abLlndancia en propledades de sus solu -

ciones.

2) Por 1a infinidad rte aplicaciones conocidas ' entre

e1las tenemos: La hecría de1 potencial Newtoniano, poten-

cj.a Les ctectrostáticos / potenciales arrnónicos y bi-arrnó-

nicos en eiectricrdarJ, y en muchos otl:os campos de la

Física liatemá tica.

Ahora nos preguntanos: ¿Qué tÍpo Ce funciones son

buenos candidatos para ser soluciones de la ecuación de

Laplace?

Veremos que, ijor lo menos, ciertas funciones I'lam-a-

das "pot.enciales" satisfacen la ecuación de Laplace'

A. 2. Lcs problernas dc Dir:ichlet 1' de Ner.mann.

Sea 5¡ un clomin j-o acotado de Rn, denotelrros por

¡i l.¿r fronter:a cle Q Sea f : 3n -' lR una función

con-"ínua conccida, enl-.onces cl Problema de Dirichlet pa-

ra la ecuación de l,aplace consiste en lo s.iguiente:

Determinar una función u , - - lp tal gue

[^:

(1)

(2)

=0enn

=f en An

1
con u e C'(0) n C(0)
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n .2
AquI d= - )

-)

Cualouier función en c2 Q) que satisfaga La

clón de Laplace se Llama E u" c-f§.-C,nÉg! "-9 " -f¿ '

denota el espacio de funciones contfnuas que tienen de-

rivadas contínuas hasta el 2" orclen en t, C(-) es eI

espacio cle funciones ccntlnuas en Q que pueden extender-

se continuamente hasta la frontere de n

Además, direnr:s que 0Q e c2 si puede cub::j.rse

por un nú¡rero finj.to de subccnjuntos abiertos ti de A ,

tal que ai n ¡l '"ienen una representación par:amétrica

en tér:minos de funcaones en C2 para cacla i

La :rnformación que se dá sobre Ia frontera Ai¿ de-

peride clel pro):lerna flsico considerado, por ejemplo, en

Hidrodinámica cuando lo coriocido es la derivada normal

dc la velocidad potencial. En este caso la condición

A,2 - 2. debe reenPlazarse Pol:

cs e1 operador de LaPIace.

DO ,

ecua-

.2 (¡¿ )

ctonde Jx es la normal exteriol: en

Más precisamente, el plloblema de Neumann es el si-

guiente:

Sea i c Bn una región acotáda, cuya frontera aA
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cs de 1a clase C1 , It¿:oa una función contínua

f : iQ - lR , Ce'Lerminar una función u tal que

(u
( ,,
L ¡r

=0

=f

en (3)

en

)1-u e C-rJ) ¡ C- (,1 )

1

:qr-rl C- (l ) es c1 esliaclo de las f unciones de }a clase
1

C' en ,l tales que ell.as y sus derivadas parciales de

pr:imer orden puedan extenderse contínuamente a 1a fronte-

ra de n

Los problemas de D:-richlet 1z fieuÍnann en general son

difíciles de resolver. Se verá que las posibilidades de

resolver:los clepenclen de 1a "geomeL::ía" de la región 0

I.lientras "peo::" Sea 1a frontcra Al , menol:es serán l-as

posibiliaades de resolver el problema.

iiI problema de Drrichlet tiene solución finica, por

e j emplo, s I !l es Lrrla bola abie::l:a c1e ntl) , pero también

har:emos nención Cel ejemPlo cle Zal- emba- que riuestra un

abiertc acot"-..]o -1el plano F'2 en el cua L el problcma de

Dir.ichlet no tiene so luc ión .

A continuaciór enurrciaremos un teorema (Principio

del l1áx-imo) que usarcmos par.l demostrar otro teol:Érma que

garantiz.l la uniciclacl clel problema (1) - (2) de DÍrichlet'

(4)
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A, 3 . Teorema. (Priricipio deI l'1á:irro) , (Frieclman [ 2] ) .

Se.r u una función a::mónic::. en i , contír:ua en I ,

entonceii

l4áx u Iáxlun ¡n

A" 4. Teolrema.

,Ei pr:oblei!.a de Dirichle t (1) - (2) ticne a Lo ¡nás

una so luc.ión en iJ "

Demostr:-ación:

sean .l y ,2 dos sr¡l uciones del ¡:rob1-ema (1) -
(2)

Sca * - ,1 - a2 , el-ji-o1-:Lces est.l f unci ón es arml¡nr-

ca en i 1r contínua r:n I t-der'rás w = 0 scbre .l.a

f rontr:ra ,

L'Jega I cleI Prlnclp-io dcl. ¡Iíixi[L.i Lenemos:

rr'<-.1-"L¡td^ \v - Llc:^ w

=0

I,u,.io -, - u. ^r l. dl I: raoión..L
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A.5 T'eórer.a.

Si At cstá

clón cont ínlla f

del p::ob i.em;r (1,)

Demostraci6n:

w (x)

Donde

sobre S ,

mente.

en t-on ces pa::a cualquier f Lln-

sobre ;t existe una sol-ución

DirichleL.

)en C- ,

def inida

- /, \ ..1^

Il¿ry v.r.r:ios mé,:odos p'ar.r pr:o}Jar este l:eoraema ¡ pero

todcs exigen 1a::gcs Cc,sarroll os. Ar,1u,l usaremos el Coro-

lario C. 4 . . ci,ryo en,-inciallo r.' cienos Lr¿lci ón se encLentran

er-i el 'Iercer Capítulo.

Por sinpl j ciclacl l:oríiareflos e.l. c.tso n = l

S ea li un cioinin io ¿rco l-ac1o ct.l r..3 , con f rontera S

')
c' Ccnsr'-Cer:em-os ias siquientes funciones definidas

fi:

v (x)
I.

en

en

1
2.,ii

'v v ds

de S en el

]r

s

1l
2'¡ l^I¡

oy

l lamada

son :i, inc icnes

den s i dac.le s de

son la normal exterior y el elemento de

punto y , respect.ivamente .

coiar l-ínuas def i nidas

V y !f respectiva-

area
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Afirmacién.

Si Lr es continua, entonces

.Í¡ i (x) -' u/'. - '. />: '

x+x
O

.*l- [.u.e ,,o S

DLrñicstraremcs csta af irroación meclian te l-r es -Lernas :

A.6. Lema ,

tr,:) - - .rr1 lI:4 ''

t 
],. 't Y

ooncl¡ r - x - v I - ..'7,,y

Denostr¿rc1ón:

Sean x: (xl, x2 , x3 )

y = (yl ,v2,)'3)

En tonc es

t.enerno s

-f 1 .l 1
- - 'n^-I v \ + ... f '- ' CO.s(vrxr)JIJ

cos tf - cos (?,./ )

r.v
rl 1
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r 1 --1

donde

cos (1 ,:r. )

-'3

r

de

I r, tvi @, I e=-,
ls r t

' (r,: - x.)cos(v,x,)

\,i (x )
1

2.n

A. 7. Lena.

I,
n* u=, 

{:: ,

x et] e ]" inter,ict:

x no perLenece a

x está sobr:e S

deS

D{]nos Ll:ac:ión i

Sea

w (x)

1. entol-rces

:_:: r ;-
t\¡

u(y) =

1l
¿T l^

Jb

1
2r

I n ,r.

Jt "o 
r Y
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't'

r

, li., (x) lt:l siJrrL)
1

t i cn(, -l( :l l.l dc contrar ic

Supongamos que xFS,

armónica en el interior de

de todos los crdenes (tantos

nrenos en 1.a:,ntegra1 pu es

a !)

entonces la función -1 ..=r
S, con Cerivaclas contlnuas

como tenga S). Luego

i¡l_ (:lC: '' rl

o ¡1.. r: l'
l

Supon(:larrios que x está en el inter ior de 1a r<:gión

encerr:a<1a por S Fara evrlar e.L punic singul-ar x,

excluyar¡os c1c i e-1. volunen Ce una esfera de ::adio a

v cen 1,ro )i.

de

Sea n' ¡:l vo iuir:ren resultarrtc y l--

la e sfei:a.

En n' la f unci ón -1 es armónica ,

frl'-l
=u_ li) _-- -: ,:)dr . :

l,a ncrmal exterioL con respecto al

dirigida al- cenLro de la esfera, de

Ia frontera

luego

doninio

do nde

0'
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i , rl
l'J y r; r= r:

l¡ rl= - [iT ;ir='

1
2

t:

inplica

,' ,1)a= * ! | .: = o

_s ' 
r Y -.:

rlonde

[-r-Ll,-t=+4-o
ls a'' 'r Y

decir:

de

ES

A.8. Lema.

i,;, (:< ) = 2

Aná1óga:nente, s j. x está sobre S , l:esul'.a i"l1 (x) = 1

Así se ha est.ablecido el resultaCo'

!J es " contlnua" para una densicLad continua u cua-l-

quiera.
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ller,ros tr- ac i ón :

Caso J-: Sca x^ Lln punto fi;o de S y:lea.)

Supongarcs que r -.o

Sea ¡: > 0 l isleil]os una ¡rarte de S , llamemos].a

T , tal que contenga a ,,, comc pr-lnto int erior y se

cunrp 1a

u(.r) - u(;: )i -;^o '- qL
o

condeC>0enRo

(cor-r y sobre S)

Supongamos que S es tal que para cu¡r I r.r ' . "'^,s j *

ción que tenga x ¿

_it^
=l ' :c:1't ,s I c. 'r,, ,? 

.-)' a

Dividamcs S e¡- dos par:tes: ': y S - r

Entonces

I tt I )\;,{x ) = r.".íy.j , r .-,(x)
C (t )

don de

wjt)t*r = + I iu(y) - u(xo)l -}f u'u ,

)T T '

--(2.\ 1 I ., cosv!,/ '(x) = 2"- \_ _ ,r(yl - u(xo)l ----!- osy
J S_T Y
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De donde

Entonces

. € . _9l4c -o-a
o

* twj2) 1>r¡ - ,w(2) {xo)1

lrr'o (x) - I\ro (xo) ] : lrojt) (t,) - lr'(1) (xo) | +

/a\ 11\
' t,.l' (x\ - h-'t{t:o)

como wjzl se integra sobre s - r y el' punto ton t') es contlnuaestá en el in+-erior de r , entonccs !i'

en una vecindacl de xo r Ce donde

/ )t l)\
1w,\'r l>:) - ,j'' (ro) I 't 7 , Para toco x suficiente-

mente cercano a xo . Por 10 tanr-o Wo cs contínua en

a

Entonce s

- cos{ -1l (x ) 

- 

GS'o t: -!
(1)

nua sobre S , io nismo es caer-

,.
W- (x) - IÍ(x) - 

-, , 
.1

Iue to , como !/ cs con t Í
-L)

to part a i!'
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Caso 2: Supongaincs ciu: * ,' *o (Is dccir, ut1 i.-unto x

de-L inLerior Ce S tiende a un punto ,o sobr-e S).

iIn t cnce s;

r, (^) - t/ rx ) - \.ix ) - r(x )o o I o r)

Cono

\,{o (i{) = I'J (x) - 2u(xo)

+.enenos

w (x) - 2u (ro) * l^l (xo) - u (xo)

Luego

rrl (x) + W. (xo) cuanCo x I x

(Es cie..r j.r, I.i (x) t.iene un lini.te w-. (ro) cuanCo

r\ / ^o/

Iln tonces

I^i. (xo) - 2u (x,l-) - I^i (xo) - u (x^)

in'ip .1, l c a

i,J - (xo) = W (;<o) + u(xo)

qguo 3 r Supcrrgamos que x \ xo (Es C:ci::, L1n purto ::

dei exter:ior cle S tjende a L1n puni-o soil-j e S).

f:-t.- ncc'i r po-r ¡. 3.I . :

I'io(x) = w(x)
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Pero

wo(x) - I{o (xo) = w(xo) - u(xo)

Implica que i,i (x ) tiene un límite cuando x \ xo ,

I1amémoslo w"(xo) , de donde

W" (xo) = W(xo) - u(xo)

Por 10 tanto, de lemas A.6., A.'l . y A-9., tenemos

que

lim w(x) = ru(x^) + w(x^) (2)
x+xooo

Luego, tomando en cuenta Ia fórmu1a A.9.2. y eI he_

cho que W(x^) es contínua cuando x^ varfa sobre S ,-O---O

podemos decir que l-a función W es contlnua desde el
interior hasta S y desde el exterior hasta S

Con esto queda demostrado eI lema A.g.

Por otra parte, la función W es armónÍca en 0
1(pues la función = 1o es en S), entonces !ü es una

so.lución del problema de Dirichlet (1) - (2) , con -f
en lugar de f , sÍ y só]o si

u (xo) = f (xo) + j, o,*",r, u (y)ds,
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don cl e

j-
f,\xñry) ). -- 

-.:- _ ..'
JIU]

Por corolar:Lo (Tercer Capítulc) concluímos

i = 1 no es un valor pro¡:ic dei opcracio::

t- : -r-- , k ( x , ¡ 
.) 

r"t i¡ ) J..,
s

entcnces existe una única sc'l,ución del problcir,.a

r:ichlet- (f) - (2).

ec ar

egr a

Í
l

I

JS

que s]

de D.r'- -

Aq Observaciones.

1) rl núcleo J< (xo,1,) no es

t )m¿ e. ' , v -;^ 
c'i. no-a "¡

sir,rétrico pues

ciirecci ón xo

normal se

)'

Ia

a

2) Se clencstrará. que i = l- no es uil

operac-1or I( (por: e jer.plo. r.i L l. ljzando

la función V) .

3) Análogament-e.

')¡
ll = r etl ) '

ga a 1a ecuación

si Ia condici6n (2) se

e I lrrob lenta de

L'(xo) - f (x

1

k(y,xo)o(y)dsy

un valor propio de

Valor propio del

1as propicdades c1e

canbia por

fleun]ann, se 11e-es d

lnt

)-
O

= -iIIn este caso K
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Sin embarago, las úr,icas

l-a rcuaclón hoinogénea

,,r - I(*rl

:; on f as constanteS.

Io tanto, la

éste p v:ob.L. em a

fds = 0

no triviaies descluciones

condir:i ón ner:esa:ia l¡ suf icicnte

tenqa sol-ución es que

Por

para qLle

I
I

5

l:elc'itcn

sión.

denostraciones de l-as af ir:r,aciones (2) ,v (.1 ) se

ai. Apéndice del Capí-tulo rr, debicto a su eriten-

4 ) El núcleo I( apare ciclo en esta ccuación irlteqlral. e:;

un e,j enplo de los llanados dc "sittgula:i:ic1a¡l c1óL,:'1" y en

Capitulo II1 estudiamos las ccndicii¡nes balo las Llualíls

se verif ican los teoremas de FreClLo lm y ilirbe r:i--SchnrJt.

B. Función de Green para e"l- oireradol: de Laplace.

En esta secclón presenlarcinos el concept-o de Func-¡ón

de Green para el operado:: de Laplace.

La f uncióu clc Gr:ee¡r perniL i.rá cl¡ie ner una f órrnul¿r

para ia solución dej problena .le Dirichlet (i) - (2) ' s r'1

def ir,.i.cií¡n .lepeirde de clos " solucioncs cs¡:eciales" de 1a

ec,.ración de La¡:1ace: la "solucióI-r sinqular" -v 1a ":;clu-

ci ón iundamcr-ital- " .
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. .4 ' t / \'- tri" :t'-

DÉnotemos iior r = l: (x) la función

I}'¡')2r' = r(x) - ) {x-. - }'-l- = x - yr
l

Busguemos previamentc sc.l,ucioncs Ce .l.a forma

u (:<) = r., (¡\ Cc ia ecuar:ió¡r

Au=0

se tiene que

¡u, = llv ar.
!x-: Cr .r r r)'

r,¿v | 'i t_11- d. I r )

pue s

-- ir r _
t:t I , 

ll

De clonde

r/a

---L - or, l} -'.r' - d,, I !'-: --' :''
lr' 

"r2 ,' lÍ ' .J
_r

Luego

l\ ,..2,L1

"r- I dx')

d2u dv [n - 1]
- 

- 

..1- 

- 

l--l

U.2 dr\ r )
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"1 Y ,.2 soil CCnStantes.

Lueqo, motiv¿rdos por 1a f o r-rr,a de e si,as soluciones ,

definiremos Las funciones kn (x,i') ; ri = 2,3,4, . . .

(Es decir¡ escogemos .1 = C y cZ = -1).

Las f Llnci ónes kn(x,y) ; n = 2,3,4t.., se 1l arLa.L:r

_f unc:-oncs s j ngularcs para la e cuec.ión 1ru = 0

)--
{t, I c )r'- " , r. -': 2

I-
Iv(rl = 

1

I
i"llclnt,sin-2.

/__1^t_ _ yl , si n = 2I-"r"'
Ik.(x,y) = /,,1

l-tr*rl'-" . si n>2

Si u satisfacc llu = 0, cntoncr:s

d2v dv |,n - 1)

.,J or_- r-r -. u

llsta ecua.cl:.ón tieile como solución

No+-emós que si x I y , entonces krr(x,y) = C"

u ,'2
r-r(x,"t :_ - 2 '.(n{i.,, )

'I-f, c-\

=0
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n)S Y l" i. - C-/ r a-\ , rrr (L'

irh = 0 , entonces deirnimos la funciól

r,-, (x.y) = k,,., (x,y) + li(1-) , para x/y.

La función uh se 11ama una solución fundamentai

para el Lapiaciano I en la regj.ón n

il . 1. Def i r.r Lc ió¡ .

Dir¡:mcs que una Íunción 9(x.y1 es ur,a función de

Green pal:a e 1 c,irera.for cle I-aplace si:

i) para :< f i-jo, g (x,y) es una :;oLucrón f unCar¡re;ri¿1

(con res¡:ecto a y) Ce lu = 0

ii ) g es contínua cn :< , c,,ranclo

x e a - {y}

iii) Si x € sl , g(x,y) = 0 para y e 30

Construi.r:emos .La funci6n ¡le Greer Lisanclo e1 teol:rima

de ¡l¿rhn-Banach. Se conside::ará el casr: n - 2 que es

más sencillo que eI caso n > 3 .

Supangamos que Ail cons-lsi-e de un nú¡neró f inito .ie

cur:vas cerradas contilluar,eirte rlil-erenciables, Entcnces

(*) Para cualqu:-er z "cerca" cle E! , ienotemos por

P, eI pla.no tangente a ¡t en el punto sobl:e ¡í) más

cercano a z sea 2' la rei- Icxión ce z con respecto

d P, , de donde
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Teorema.

Si n -- 2 y

para eI operador de

Demostración:

cuando €aQ

AQ € Cl , entonces la funci,ón de creen

Laplace en existe.

t1áxl1-xl*r
xEd!¿

8.2 .

Sea X eI espaclo de Banach de todas 1as funciones

contfnuas sobre aQ , con norma def supremo, y eI

subespacj-o lineal formado por todas aquellas funciones

f para las cuales ef problema de Dirichlet (1) - (2)

tiene solución.

Para cada y € Q , consideremos Ia función 1inea1

Ly : X' + 1R

ta1 que

r.y (f) = u, (y)

donde es la solución del problema (1) - (2)
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Además

il l'Y ll = Máx
llfll- = r ilrvlt)l)

= Ivláx
ll fll - = , { lut (Y) l}

Sabemos gue

Máxlul = ¡laxlul
30

= r.ráxlr 
I

aa

=1

Luego Ly es acotado y tiene norma 1

Por teorema de Hahn-Banach, Ly puede extenderse a

una funcional lineal- acotada sobre X , de norma 1

Denotémosl-o de nuevo por Ly para cada z d 3A

Considerar ]a función fz e x taf que f ,(x) = lnlx - zl i

xeEQ,ydefinamos

k (z) = L (f )yyz

ku es una función armónica. En efecto, sea

' - \ Er Eonces. - tol ' o ' -2'

k\,(z') - krr(z) , ltr,, - tr'l: 
-T-r = t, ,.-.'ff]
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r' - f ¡f:a---;.;i , si ri'0,
il .L

clondc 
-t 

es el- clemcni-o -L (1r', x - z ) de X,, L i, ..L

C.-rmo Ly e:i uii opciarior ccntínuo sob::e X , cn toil-
i:r k (z) , Jf ,

ces - *- e>.istc y ,rs iq.ral " L,y lo;Zi,'zL ,r rr)

Análoqamente se denuestr:a ciue 1., tiene un número

¿lr:bitrario Ce Ce::lvaclas -v el ias scn i!i.,ui"n al valol: Ce

L}, sobre las coi:respondientes derivadas Ce fr,

En particular:

Ak (z) = L (Af )yyz

=0

Es deci::, k es armónica fuera de aA
v

Como lnlx - z] es armónaca en x € Q cuando

zlA, tenemos

k l?\ = r. /f \":1 ''' -v'-z'

:1nly-zl , si zy'.a (1)

Sea z ¡. f,L t cer:ca c-le eiJ y z' su reflexión con

respecto a P'7
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Entonces

t\i, - f z .. 
l:* 

f,(x) - f,, (x) 
l

- Máx lrnlx - ,l - lnlx - z'l
x€ 30

s' : ¿ t z
( ) ()

t. .: - ' ,) -- .
yzz

es ciec i r

l:, (z) - I z') - 0 . j 7 - z)o

z' c li (L.cr ser: I a ref iexió¡:r ic z con re speci:o aI

Dlaro I ) -.::

Por B. 2 . 1" tenemos que

or(z') = lnlY - z'l

entonces

] k rz') - Ú- v - z
? 

"/ 
\'o-

LLrerit), l-._(z) con z ( '.) i:r:cde extenCerse a una
)

función contínua * {:i} , yy
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k lz) = lnlv - zlv' SI

La función -l.nix - v * r, (:i) sri j.sl¡ci't Las condicro-

nes (i) , (ii.) y (1:lI) dc la detitlición de la f'.rnción de

Green para eI operado:: cle i,aplace cn

Las slgu;.en1,es propieCades de la función de G::eel'l

se derruestran fáciIme¡r'Le r-itllizando su definición ir I¿

itlen-.idacl de G::een Cel cálculc potencial (I'riectrnan [2] )

a)

b)

c)

Si

ES

!ls

exi st-e, es única

no negativa

s i.mé i-r i ca

Aclemás, la funclón de Green se pueo: usar Iara rc-

preselr r-ar la solución dei probien-,a de Dirichl et ( 1) * (2 )

inediani-e una ecuaciítIl inteqllal- que involucl:a los val or:es

de f rontet:a. Esl:a frlt-:in'.a af Írmación s'i deniuestra Lredi¿:itt-

te el s iqu j-ente teorena:

8.3 " Teorema.

s.:,ri u scl ución ciel problelrLa de Ili-richlet (1) - ( 2 )

tal que sus cler j vac'las cic pril,..e I y segundr:' orrleil son uni-

form.ei¡errte cont:rnuas cn í¿ Ei l-onces , Jl¿lra clua]-quier-

y€il :
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f :^¿*.,ru(v) "-c I f (x) r#ds ;

]an oY* x

dc-¡ncie g es la función díi Crreen d:l ope raclo:: de Laplace

cn lJ (suponiendo quc ex:isi-c y sea dcs veces cliferenci¿l-

l:le en x e ll - I]'i , c es una ccntante c;ue Ccpende

sóLo de n).

lJemos tracl.olt:

Caso 1: Sea n> 2

culo

A

po

i
lr¿

partir d

tencial )

e la segunda iclentidaC de Creen (Ccl cál-

c¡ue dlce:

i

,1

v

, I af^
f,Ar^ - f^At.l dx - l+ 2

L ¿ ¿ L lQ ]-r a,* -L^- 2 ¿\'x,l

parciaie

ccntínu.es

i.o ; (1)
x

sde

en 11

donde

pr.imer

y fZ junLo con sus derivailas

segundo qr aclo son unj formenente

Sea rr > 0 suf ic-ienr,emente

cerrada Be (y) = ix e lRir i lt.r - i,L

fl Como la función de Green cJ

(pues kr., lo es en ese puntc) ,

peoueño ta 1"

' a,' esta

.,- -,h/'ill --

cons i-der ernc s

que Ia }:ola

contenida en

en x=y

}a región

ó _ D /.,\
F € -'

' ,/,'' )-
// ,// //

'/ ,/,1 ,¡
\'/./,/
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I l.-u - u :iu:(

| [o ?r - . - 
-cs I io ^,] - ,., ^i ,r.

Jleemplazando g pcr i r + h en I¿r úl tirnii inlegral, ob-

tenemas

Aplicando la ldenticlad 8,3.1. a 1a regÍón Q. (con

S=f1 , u=fr) tenemos:

comó cn (*) el irtc:gr:rdo cs ilna fr:nci6n contínua en

ix € Ttn] l:< - -vl < r, I , r:irtonces

o = | [s^u - uasldx
ln

I T ou ; - f rr' -
- l, _'ü-'i:Jd=* - __] ,.,1-" fr- ' frio=,

- t [r-, ig - ,, :h'ld=
) I "* ot *-.1 x

I x-y L=e '

(*)

tíL l- .-:l - ., I l-- |
-c ..r-y "r. 

' '* ::

Ahora por demostrar que

ri* | l*^*' -,5ds..- cu(y)
'o ,J "-y -. L 

n o'* o '*-J x
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donde c es una corlstante

En ef ecl-o / como

clependicnte solo rle n.

ESenton C

x

k (x,v) = >: - '!.2t , ¡ 2-

rts = €2-Ll*l !r.L , -

/'lL

os , luaq o
7.

., rr r^ | ua" ., ,=,. - .: '1 - t.z cs, ----;-+'0..x 
i z, .I

)).

kt-,..1--t^ -v l-.

=y + ez

3u
n av,x

sea

t
Jl"-vl=.

(pues u e c2(Q

Por otro

't /* .,\ -J\n\7\r]/

, entonces d=,

larlo, co¡ro,]:

,l-n
,' ,)l

e ntonce s

ek
_n=
¿'/

v

l>:. - r'. lx. - v.'liI -l I -l
| * - vL"l tl" - o ]

n^
' (-_ - \'_,)-

i=L ) )

n
:

i--1

)

i\l
I ax. I1. li

(2 - n)

2-n

- 
, n+ilx - v

1-
= (2 - n) l* - y ' "



De don.de

i lkn 
-LU__dq

,l a-, 

" 
_*

I
= (n - 2) 1 Lr(r, + rz).is, ,

z1

v esi:a úl tir¡a integral c:onverq-.r ¿r (n - 2) Sn u (y) cl1¿rl-I-

dor->0/dondc

..2ISn = -j:- v f es .La f unción gar,ma.
' ,112'

LLlego

, tk

--- l,'- i ' ('x ', r'

il

^ ,. ,1- ------1 I
('))

\
- -g, (n) u (y) . con c, (n) = ln - Zi -?\,

)'
Por úi l-in',o, tenemos que

r -^ r
- (n - 2\.,' " I u cs"lx

l"-il:.
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Entcnces

c cln

r(y) = "+;, l, .' - , --c'lJs'jrLll 
- 

'r\ 
-*,.] 

:(

= -c(n) | , 'q ¡=
]L^

-l^r - ---l-.-c- (n)
I

_Caso 2: E1 caso n - 2 es totalmente análogo¡ )/ se ob _

tien.

.l1.-(vr.-+' u -9..=z'l ,, xI ',x

r ^--^/r\ ] . d9
tq-L15

-l an df* x

#

Po¡: lo tanto, si ccnocemos la fuircj.6n u en la frorltera
¡il , la expreslón

L(,. -. i ¡'¡'-'.,.i: >r -

sr:ría ui-l bue n cancl,iCato pal a ser soluciítn del pro---,1enra

de Drrichlct (1.) - (2) Todo l.r ariteri,oi: si conocercs

9 (x,i,¡ . pat:a dominics v dimcnsiones arbii::ari.as esto
pued-e ser, en gene ra1¿ b¿rstsiri_e clif lcil.
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8.4. Ej enp 1..

Busquemo:r la cxprarsión de una fu¡lción dc C:rcen cua¡r-

J.: 5 : 'oo.-

fi -- {y . ro.t'] lr, l r r} = Br(0)

Sea rL > 2 F:i j l]nc-.s x É it , C ,.: x < r - Sea

kn (x¡),) Ia f unc¡l-ón siiigular def inr'.c,la anteriol:mente y

cieterminenós nfirnerc¡s reales a ir l¡ tal que Ia función
a-

!I(x,y) = kr(x,y) - "i1 - bt - " , c-rr l- >: I y / sea Lina

función de Green.

Tenenos alue

l-n.i-- ) - lx " ) " 0

como .leseancs también gue

<i l,v I ..

9 (x,y) = o

debemos tener:

para lvl = t

kr., (x,y) = alt,* bxl2"n , (para yL = r)

LueEo/ Ce la definj.ción de kn().,y)

1 1_^ .)_^

i l" - yl'" = lv - bxl'"; (pa:a lyl - rlar

Es decir
2

. ; :t 1

lo* - yl- = u 't* - yl- ; (para ryl = r)
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de donde

Luego

2

a2 lnl'- 2b(x.y) * ,2 = -P (lrl2 - z(x.y) + 12)

¡L ;r),: - *" ,t' 1", x'' + l(., -. a-'-))x.\'

¿1

,._ )Eligiendo l¡ -- ¿r" - en la identidad anterior, obl-enemos:

'/)rl - h)r'= btl - hl'y'

Entonces

2ro = J. ñ D - - ---;
l.t'

Llo L.encs clue b = 1 no sat j sf ace la condición b:< I y

ñ-¿ -'Í,
2

.'. -, i-t-anJo t 
, .bL-n-ur' srl"

r r ln-l
L ). I]
lt ,-,

Iin;-ill¡ente , de la e leccaón .le a ],

r- ¡ [ In-:
')\)1 ,.. - ir, - ] " 

^ )

para x I 0 y n ) 2

b tcnemos que

2-n2
1:v - ---------= X

lxl
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claramente la función g (:{,\,) es la función de Grcen pa-

ra e1" Lai:laciano cuando n > 2

Para el caso r.. = ) pu:de dernos Lrarse en f crrna ;;ná--

l .,1 e qu. ;'

n - {y e n21 yl . r}

entonces

2
T

t- .
t-'

si x ;1 0 Y

g(0,y) = in y - ltri: .

Ahor:a, para usar j a representación del- tc'orer'¿l B. 3 .

i;el.r ¡.os (-:;(.rL a: !-S-("lJ ) -.on r L. .--;r e y ./ár iaa-,1"
do en }il pe ro

I 2vl e{^,.r lY -+.r_,trll .r)
-'J

entolcas

nf, nt'.,'¡ = ,!, ü e(x,v¡"j

. .) 2
'-'L I

,nr- x _ 
1_j

Por: Io t.anto

2 ,2
u(x) = ! r^l [ --:§) u"

lr]-, l,. - vl' Y
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dos

con

Ei probl ena de Dirichle+; sob::e ura ::egión ¡-'iana.

de

1a

Ln .i,as tnés secciones siqf uientes. expondLemós in6to-

solución cleI problerLa de Dirichl.e l- ciue se relacionan

te orla dc ecuacrone:; :.nter-:ra1es .

Damos ir,Lportanr--ia espccral a.I problema .1e Dirlchlet

caso biclinl3i-lsional / pues tiene gran ca¡rtidacl de apl j ca-

1, 1os métodos de solución son muy ef e:t i-zr,::.

en e1

ciones

Proposición.

El nrol:, Le¡la c1e Dit:ich1.t (1) * (2) Pa::a trna región

pJ-:na y acotaaia l)ol: un cc:lto.':no i ¡ 5c: reduce a una ec¡-l:ci6n

inteqral de I¿i forna

u (t) I cos(r,r) u(r)do - f (r) ;

]r r (1)

rlor¡ie t y 'i son valores iie '.lt.L I¡arí¿¡r'e'Lro que dei:crninal¡ .L¡

posici.ón c1e un punto sol:rc la cui:va L i r es la Cistl¡:c j;L

entr:e los prntos ccrres¡:ondient.e s a escs val3res, 1 as la

rcrmal extera-r'-oi: a L en el punr-o 't ! dr¡ os el c:l ement'c)

u. es la función incógnita y f

1
n

de

CSI oncril-uC Ce ar:co cie L ,

u¡ia función dada
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1.lota: Nás adelante dcmosil:aremos oue esta ecuación inteciral

tiene sof uc ión finica oara cacr¿.r

C. Solución exacta de un probler¡ia de Dlrichlet (1) - (2)

Resolvamos la ec¡:ación inLecjral (1) en el caso irrác-
tico en que e} contorno es una elipse con serriejes a y

Sus ecuaciones par¿Lmétricas son

y -D

COS T

sen I

2.a ( cos

"24a s-ón

a

cos (y, r) do

t - cos

2

21r

es la

'2t- b-'(sen tr - sc,tl , )

2 2 t- + r.L cos ^ ) i

exc en tr-i c Í dad de la elipse "

= [ cos (y,x) cos (r,x) + cos (y,y)cos (r:,v) ].c1.1

T<

,2r)

(1 -

v

,/b
l"§..-r \\_:r\\ 1

a

don de

I
- --11 a(ccs t - cos r)dy - b(sen L .- sen 'r)ld.:i

u

b

x
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ab.= ]- Icos r(cos t _ cos r) + sen r(sént-senr)ldr

= - &! .^-2 Ir - rl-r "e¡r ¡__;_¡ dr ._t¿)

De donde

cos (y.r) - ,-L
* u(,
' 2 ---6_- drT.

b ¡-= _ ,;;l;*qr_r ,r
i2 J

b ,, 2 ?-(¡ + -\l1- ,'.^-z lr + rl 4 a(r .r -\2^ L" e COS l:----: id --""i-T-) * (cos[-J .
para e}lo desarrollaremos la función L

1 -lf-:-; en

p..:":";o,." 
=

pe ro

luego

,17;;% = 
ofo 

ux"o" zi.e ,

2ke i
cos 2k0 - e-''u- +re-'*O'

2

--_=-{_-=-=r

donde

_ I (2n
'o - z, I

l0

1

d0--------------=-
* E u(r5 I



8B

ak=
2

ak-1 =

1 12
2- l^

JU

z= e

1f
2.tt i I

)

i0

2k0i
.- d0

- I ¿-
-L-ECoSIJ

k> 1

EsLe círculo

k> 1

'1

'2.: -'L

Los res ícl..los cn

'2i<

r:*_-) -r -*..: ¿i?.¡ -- -(.,./1- ")-

t cncmos

)1r -L 1

4 z''- - dz
- 2 2.2. _.2I 42 - €- lz + 1)

el círculo u1i Lar io irl - I

polos de1 integrando, a saber

e

r. --ir rV r_ -

ios polos ,1.

¡iaciendó

donde I' e s

cont i cni-. dos

Lueq c

2e-"
k

De clonde

2»
k=1

['.' 1+

2k
cos 2li I

.21- t COS

1, : l.
\ L - r ir- f v r -

1
" - -T----2.
l- i.-oS il

Ahora

2l+ t
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=fl ['.

r l2n* t 
lo

Co nde

de la

en

u (t)

'-i, [t+-6]'o,"on kt cos k'r - senkt sen r<t)] ;

r-T-_:z6 = / a' - b- es la mitad Ce l.a distancia ioca1

eIi-pse ¡ l/ nuestra ecuación integral se transioi:na

u(t)dr + i.j-]2k "o' -t I;'u('r) 
cos k'rdr

1_i
fl

l'. t c )2h-: l- S()n
i-- 1 \:l I bl u(r) sen k:dr = f (t)

1;
" k=1

, 2'¡
l{ t-

l0

S i iracemcs

1 r 2't

)¡
U

nces I ¿r transfo:!:ma en

ü (t) = f (t) (Ak cos kt - Bk sen kt)

Luec{o

.f2
A,, = :-, 1 ^

.U

,=ri2)'r IjU

112t 
]o

En to

t l2u(r)d = A- , i u('t) cos krd'¡ = At- ,

u (t ) sen ]r'¡d¡ = Bk

ecu.rc -i ón integ ra] se

.¿y

i_c _ I"o ¡11 \a + L,]

u(r)d"t

f (r) - Ao
lA- cos'r - B. sent)'r l
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., tzT 1 12)-Ll=- rrl)dr - +- I A dr
" )o ' ), o-

, ,2i ,2t
- j z, Irjnl 

- 
I A cosjrdr

l=r ' )rJ

rIlcl2j¡2n* Ti 1" -' 
I c seni '':r

l-r . + bl 
]o

=F -A - 1 i l. . ]'j^ ['"o o ¿1 .-- la + hrl 'i I cosjldr
l=r \ ./ -ü--_----__

=0

.l:r-t2l12.+. u la;-oJ u, l senitcJ-r'" i=, l.' "r J9_-.---
=0

De ahí obtenemos

Ao=Fo-Ao,

es decir

o =1uozo

don de

. ¡2tr"=+l- r(t)dr
)o

" ¡2t
oo = ,' I u(") cos kidr

lu



.t-L--enlr)]cos k-r ia ¡2tt= t 
Jo

__1
1T

1+-
T

frr.l - o" - : i . l2j
;=r !a + DJ

(Aj cos j'r - B-r

f (r) cos krdr
2

0

cos krdT

=0

A
_o

1Í
-\l2n- , 

,l,

I:'
_1

T

. I c l-'
la + bil-r

.2i
--lci'

- le-l- oll-r

Aj

Ej

cosi l cos l(-r C'f

sienj r.cos krd.l

.4"
K

.o=2k.dt

{2n
I

l0

-) ¡l-
l

lo

l<

. . 2k
CI

, ,2k,-lcl
k [a + bj

De donde

,.k

análogamente

.4.
K

Bk-

(a + bl
(a + b1k r (a - b)k

Fl.

(a + b)k
l¡ I-(a + b)" -. (a - b,)"

F,-k

DonCe F

F'our ier dr:1a

r¡al- i cos J< -r

o-1-o 2T

, r'k y

unción f
sen kt]

1I

f(t)dr

Fk dcnotan ios

con r'¿: specto al

O sea

k> L

coe f ic i en-te s de

sistema ol:tonor*
o

f

,)
I

I

Jo
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!n e1 caso del clrculo (elipse degenerada, r:s decir
a - b) te nem.rs

,.2-u2-b2-o

por Io t-an Lo :l.a scl¡-rc -.6n ticne Ia f orma

D. Sol.ución de1 pr:oblema cje I)irt cltiet (1) .- (2) sobre una r.-
gión plana s lmlr I el¡et1ic conexa.

Sea D un clomin:io f init-o, lon f loate la L Es1-a

frontera 1a suponC::cmos sua\¡e f/ colt cul:vatura contínua.

Entonces la funci6n armónica l¡uscada plie.le toinarse comc

l.a parte rc.al Ce un.1 c ict ta frLnr:ión ana.1f tica { , qr,,-e r:s

reg,.r 1ar: en D

D. l-, Observación -

L)i-re.]mos que Lrna f unción cle v.rr:iabl e conplc j a es .1na-

lf t.ica en un dominic si es holomorfa en toCc punto del

. r 2it
1,.-- 

" [ ,,) -os .,..i
Irr

" ,2¡
: ,l -! f ' s(,- k,d^ lo

u(r) = f (t) - Ao

, ,2Í
- r(r) - * I t(r)d' t0

domj-nio, con I a poslb l e excepción de ¡:n núnero f inito de



purlrtos o líncasI yr Llue una furción anaiítica es regular

en un Coninlo si es univa luada v no hiene p-Li.ntos singuia-

reÍi en e1 intelricr cir: I c-lo¡nln: o -

Luego nuestro pi:oirlena (]ue,-la ¡esuelta .rl conocer ia

función tf La buscarernos erl l¿i forma de una J-r+-eqrel Ce

( ducLy, -s dn- i:

-lÍtz) - .' I "\'ct 
.L 

- 7'

r--a densidad Ia supoadrernos real. '"'aloraCa.

Polr lo ta]I'Lo, nllestrc pr.oblena se reduce a deLer:r¡.i-.

n¡-ir La f uncrón u / pat:a l(l cua I haremos uso Cle L s: j.guien-

te teorelrla de ia tr:oría de f ¡:nciones Ce var:iablr: comple; e.

D. 2 . Teorer,ia (lqikhl in [ 1] ) .

.. (.onr^r:. !-r-a/.1 y i. l-i. (Li (l . :o (-/,)

si lf (,2) - Í(z') --k z - z' "; c,,n z,zt€ A) con

0<c<1

Si z - | desde el el.tericr (e) o irLteiior (i)

de L , entonces Ie. I ntegral de Cauchy

r i tir rr
': (, \ --l -- -1-!-l d'' 2 i - zt,

tiende al. tímite

6

1 .^ 1 '?1 )1. 11 = i u{--' | -. --l; J I
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1 ¡ 1 I t-P¿, rFe(r) - _ i 5(L) + 7:j l. ;*i o,
)t)

según el caso, donde las (tltimas integrales son singulares.

Supongamos que z/t, t€L (es decir, desde eI
i¡Iterior de D hasta L) .

Si u es reaf, entonces para

fur"t = # t. t'$ ur , con Re,t = u
)L

ten emo s

{rrl = * u(r) . =1 . l, ='(rJ a¿. ¿r, 1 ]L ¿, _ r

De donde

Re tt(t) = ] u{t) * fr r* [f" d++.r1

imp I ica

u(t) r;1 r., [[ ,,j€l uE] = r,
" \]L t- - t ')

Seat-t=r"i0,entonces

,* [=-C .1 = rml d(rog(6 - t))l!E - rl

=d0

=994o,ao

donde do es el efemento de arco del contorno.
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Por. ecua_c.iones Ce Ctallchy-Rietnann (en coordenadas

pc 1a.i-e s ) ¡ tenemos

donde es 1¿r normal exterlor a

: ,-ti .'-ir-Ca cl, e

/-...^ ¡ _ ^ \ \\ lUJ \ L , T I /

Lueqo

a0 1
¡?=;

Si, r - 0 , entonccrj

'.innidad clc Ia curvatr.lra
cc,s (r-, ) .-eS a(lllIJ L- -r

: j g , U : r' ' : -,¡,,

cla espccic

cos (r,y) - g

de 1a f ronte::a

t, enton ces

, y iror la con-

I , el núc I eo

Ar5t=-

..r 
', o 

, I - .- - r---.=u=' 
..1,.._ - Lj t:

I ¿r ccuac:ión j.nte Ei:a I de segrirn-
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r .' _c, I (_i, J ,r(. .l 2u(t (jt,r(t) ._ _ i i :, 
]L

D, 3. Proposjción.

li l- n {Í¡.e l:o = I llo rs lln I'a lor iJl oir'io del núcleo

egE1lr¿.
l:

En ciecto, basta clelnost-l ar que le ecuación honlogénea

de D. 2.1. ciene sóio I a sclución -LriV j.al.. (Por alterna-

tiva de Fr:edhcl r¡ )

Sea u u-ra solución cualrluiera Ce la ecuación ho-
o

nogénea .le D. 2 . -1- " , es der--ir

i-L rL) - l . , , '' s'1' I - 
''o -' f -

J!

Sea

¡ I u-i
,I tzl - .1 . =t- -'.]r'" 2 i .L - u

con z cn el antoLior dc D

Llrego, sri u = 0 sobre L ¡ ne {'fl('.\f - 0 par-a

t.L

ilntonce's , POr rl ll ic j-dad cii: I a soLución Ccl pr-oblera':

cLe Di::ichleL- (te.rema A.4. ) , lenemos

n" {{,(z)i - o

¡:n todo L-l



Por l-as ecuacioiles de Cal]chy-Riemarrn tenemos .lue

rlo (z ) = la , a ccns tante

L',req c)

, t I .')1 i '.)i-,-:
i-

lr.p i i ca

u- I - i-
rU

: .'' e] 0,
l.!

para toclo z en ei intericr de D

llni.)nces pcr: un Leorer a dc Cal-lchy §obre integraies,

u - ia os el r¡alcr líni r-e sobre f, cie una cie rta f un-
o

ción ri que es reg-ular fuera de L e igual a cero en

el Lniir-rtO, 1\C€l1l cl i

Im {(t) : -'d t para t€L

Entonces ,lj cs Llna f r.lnciór', constante i/ como vale cero

cn ei inl-inrto, implica qúe !,- = 0 Como

Re U (t) = uo(t)

sobre L , entonces

u =0
(j

Por lc tanto I a ecuaciót: Ltcnoqénca .r¡ttcrior ';iene sól.o

I a soiución t:" iv,ia1.
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D. 4. Obsei:vac:i í¡n.

Por la i:'rop. D. 3 " , sabemos entonces qu-é i¿i ecu":ción

inteclraf

1 l. c,...t:,.) ,., ,rj.r = F(r)L] iLl - - r
. r.

t-ienc sol.uc-i.ón írnica cr.ialqi]iera sr:a la frnción f en es-

ta i:e9ión. Por 1o tanto, pode;iios resolvcrla por el rLétodo

, ::rcto í' o- -je: p1o) -

E. Solución clel probloma de Dirichlet aediante transfoi:macio-

nes conformes.

E.1. Propcsición.

Resolver el problema de D:i::ichlet (1) - (2) es equi-

vaLente a encontrar una trarsformación conforme de Ia

región simplemente conexa cLaala en una ::egión soi:re la

cual. se conoce la sol.ución o es fácll encontrarla.

Demostraurón;

Si conocemos l-a transformacjón conforLie, enr-cnces

resolvemos el. problena ie Dir:r,chle-" (i) - (2) "transf c::-

mado" i, f inalmente l.l.evarnos I a solución cbtenida a las

coo::clenadas oriqina-l es utii:izando .l-a irrversa de lr,a tran5-

f ormac ií¡n conforme.

-1-n',/ersanente, supolgamos que conccemos la solucrórr

CeL probl erra .,1e Dirichlet (i) - (2) en una .rcg:-ótr ,r-'lan;r

D s i.nlp lemcnte cotcxa -
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Entonces se puede deducir la función que efectúa

transformación conforme de D sobre e1 clrculo (por

En efecto, sea w : D > C una transformaclón con-

forme tal que w(a) =0,con a€D fÍjo y C: Irl .f
Entonces w(z) = (z - a)ü(z\ , para todo z € D. Donde

es regular y distinta de cero en D

Luego {(z\ = lag ,l)(z) también es regular en D

Encontremos las condiciones que determinan la fun-
,0cron 'l :

Entonces

l,l = lt - ul.lu (t) I = i-

De donde

Re 9(r) ]n I r¡ (t) l

lnlt - al

€L,Cigamosz=teL

Por 1o tanto, para determj,nar

b l.ema de Dirichlet:
{ basta resolver e.l- pro-

Donde f (t) =-lnlt-al . t€L Pues , por sección D,
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la soLución CeI pr:oblerna de Dj.::ichlet- (1) - (2) se puede

tomar: en 1a forma

u -- Re9 ,

ccn q l:egul¿rr er D v con la forma

1l

§tz) ;, , -u r--L d
'-)L ''

E. 2. Obs ervación.

Lre lr: hecho en las seccicnes (C), (o) y (¡) se de-

cluce c¡ue es válido el siguiente cliagrana (por lo r',.enc-, s

para reg.iorres pianas simillem.ente conexas ) :

I

t,\̂¿)
,tI

'lrans f ormación conforme

1r\Ecuación Integt:'ai + Problcma Ce Dir:ichlet

Es decil:/ (l ) s j.gn j f lca ctue resolver €l prlobl.ema d€l

Dirichiet es equlr..alente a resol.¿er 1a ecuación r'ntegr.l,L /

(2) sJgnifica oue resolr¡e:: el problerna Ce Dirichlci. es

equivaiente a encontrar ¡-rna trans f ormar:ió¡ conf crl¡e ,

F. El c: j cmplo rle Zar:em]ra-

En esta secc:,ón mostraremos un ejemplo de una región

0 de1 plano, donde ef problerna Ce Dirichlet no tiene so-



:01

I ución .

)Praevia,nente recordemc,s que si I : il i n1, -; lR en-
-)l.once s una funciórL u :.1 . C lit- -IR es Lrna extensión rle

u si

)t ir ,_ rr f

b) ,i = u en lJ

F. 1. Lema.

S . : : .'na r-c ..ó t1t. Rl ) ,ro,yo,

Corlsnr'deremos .¡na j:ur-rciórr ri : i,l - i(xo,y")i 'R armóni-

ca y acor-ada en Í1 - f (x,r,yo)]

Ent-onces e>:iste una exLensión i r l¿ -' n Ce u

tai .lue es arrnírnica en u

No+,a: IlL lena F.1" no se aplicar, por e jernpio, a la función

)u : F.- - {(0,0)l - m.,

(x'Y) --------',g' - --1-- ,. 2 2.'(x + y )

pues u no cs acotada en 1R2 - { (0.0)}

Demostr:ación: (c]e I I nma)

Se¿r l: > 0 sLlf j.cientcmentc peclueio i-¿ri g,,re

1 ,t .:lii.- - i (x,-v) em" (x - r^r r ty - \¡-.r .r",
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e.,tJ ,ro-te1i.lc c:

Noteiiios quc Ia r:estl:icción ce al subcor-i j ut.t i-c

_ ^/-cl r'"l fut cto:t ccn"-l n-],i. A5:I , cJmc I ,. '- '. ¡ r¡ r LL'('-

rena A. 5. , Ceclucimos que eliiste una sol.ución v = r' (x,:')

del prob lema

{^

t

¡",=0

c2 {er) n

!),

30,

c (ilr)

en

en

En p.Lrticu-l er

Def l nanos

y notemos que

es aco l--ada

función w

(por ser contfnt.la) -

cn i - i(x,r')it: () _a)

en f¿

La

r

a)

b) aw=wfw yv = 0 en 0, - { (xo,yo)}
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c) w(x,y) = 0 en 0Q.

1o cual es claro, basado en fas consideraciones anterio-

Sea

M = sup { lw (x,y) l} (x,y) e d, - { (xo,vo)}

Por demostrar gue M= 0, es decir, w(x,y) =0 en

-,A. - 1(xoryo)J ; 'Lr.rego u = v en 0. - { (xo,Vo)} y asf

v será una extensión de u a 0, , además de ser armó-

nica.

Sea 0<e<r y denotemos por

c: = {(x,v) e n2I .../f-r , ":V \'\ - r\o/ - (Y - Yo) < rj

Definamos ahora

para tx,V) e f¿i

Entonces tenemos que

d) h. (x,v) = 0 sl (x - xo)2 + \y - yo)2 = ,2

e) h.(x,y) = M si (x - xo)2 + Q - y)2 = .2

f) h.(x,Y) es armónica en

{(x,y)¡..@.rt

, f(*-x^)2+ú-y^)21h (x,y) rn I o =' 'o' I trlE 2tn? L2 |l-' J
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En efecto, los

finición de h.

i tc¡is (d) 1z (e) son

. Para el item (f)

orr' l(y - yo)2 - {x

i.n.co..rt:.s -Jt .a dc-

tenenos cl ue

)- z )'-loA2

;rn.=
v

rn(!) l(x-x)2 r(u -,,, )212'r O ' -O

r,tr2[(r-to)' - (v - vo)21
" l, ?.ln{;) [ x - ro,'r \/ - voi'''

?
i.l

-./.¿dy

-2 "2
-h + -:- t'r :o

J.-r n..s qLG si (x,1) ' / L.LLncei'I

Por: otro Iado, de teorer'a 4.3., tenemos

w(>r,y) -< h. (x,y) para toaio (x,y) e ilc

Sc.. ,,{,yl '- r ixo,),,) y

Lue go

Ií:l h^ (x,l')
e-0

Luec1o w(x,y) <

Análoqanrente, si

w (x,y) < h, (x,y)

que

0 ta1 gue

(2)

,,,. 1/ tx - :io)- I , - \o'- ; ^nL r,es r ar:r tcdo

tenemo s qi.re

(",v) € ai y w (x,y) < h,- (x,y)

Notemos cue para cada

.-0

C para todo

c'le f in:r'-mos 1a

(por I'.1. )

(x,y) e 0r - { (xo,yo)}

func ión
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Hc (x,y) - - h. (x,r') en i; ,

tcrclrcmo:;

)t)2
S) 11- (;<,y) :0 sj (x - x^)" + (y - )',r)'- - r:-

., 
,2 -h) H.- (x,1.) = -I"1 si lx - x.,) - + (y - r'o,

j) :I ix,\) :.s ".rrtiT-.-a ea

f- : - -
¡x,\) r,/,* -::,,)' ,, - .,, 11

ConLo

w(x,\) ' tt lx,Y)
-t_

para (x,y) e of, , seouimos que w(x,y) > H. (x,y) , para

todo (x,y) e nf o sea,

w(xov) a 
]1ü 

*,.(x,v¡ = e

Lr.le go

rv . 0 .n t r

,¿ 'un:jó:- ,' d. .r-j-r por

r\x,yl e

r.xrY) e

/x(x,y) Par
I

a, (r,rt'I - f
I

l.u':,"t lJ'

es La extensiór, arnónica ]¡Llscacr.a.
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Ccn Ios resultaCcs anter.i.cl:es estalnos crl condtci.c-

ncs de resolver el "e-ienDf o cle Zar em!¡a":

Sea r r- 0 i (xo,yo) € lit2

ConsiCei:emos Ia región

))))x,Y) . L"' lr - xo)- I ry - y. )'- ,''

(o sea, 1a bol:r nenos el centro).

Ilntonces no exrste solución ,le1 prcblem.a

don ie

1u=0 en .l

\
{ 

'.rr,'.'t = f (2,)) ,., l
lt
t"'t-(") ñ c(l)

( si (-..,r-1 , (xo,yo)
i
If tx,1') = i
I\o:'Ix-r,'-ú-,,¡2-.2

Derrostración: La funci,ón f es conl-inua err

. = tx ,l ) u (x,v) (^ - , tl (r -'¡ l2 - ,2LJ,-c

SLlpongamos gué e] problema anter:icr tiene urra sol.u-

ci.ón u. nntonces t-r cs acotada (pcr ser contínua el

Q¡ . t p-o:: Ic tanto, podemos aplic;:r c1 I erra F. f . ir ¿¡n -

cluir: qlle existe u : ll - R ta1 cue /ti.1 ,. ¡ erI
')

'ty, l -¡r' (>: - x )-, r'¡ - r._ ' r' , y !r-.,,, ,- r , j'tE
o
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con u en

{(x,y) .*2 1o < (x - *o)2 -r (v - vo)2 . ,2} -

Cono ! y i ua,r, funciones; coritíluas e¡r ; ,!

cci¡r.-:ic1en cua¡ic-lc ()r,)-) f (-r.,,\o) / et,t,ln.,re s (por conl_i-

rruiclad) e1las ileben ccinc j.C,j r: en

{ (x,y) i (x - xo) 2 ' (./ - to)l 12.

pero esto impLica que u=0 plles u=C en

1x - x^) 2 . ,\' - \'^)2 = ,2 . Contracliccií:n, pues tenclría*o _ -o
nrós que u (;.:,r,yo) = 0 v también

u(xo,yo) = f (x",yo) = 1

G. Irunción cle Green y eJ próblena rro homcgéreo.

Considcremos la ecuación no homo.;í:rea

Au = -h (1)

en el C,ominio i¿ e lRn , :icc-,i atlo por l,r irontera ¡i , y

n e c(il )

Busque¡:los una s rlución u , J -n t.rl s,.re
)u a a'(l ) rr C (i ) v sat-isf ac;a l.r i:onrl:icií,.n {ie f ror-rtera

u=0enaA (,2 
)
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Entonces el problera (1) - (2) tiene sóIo una solu-

ción, pués la diferencia entre dcs soluclcnes de la ecua-

ción (1) con condiciones (2) Cebe satisfacer 1a ecuación

Ce Laplace y la-< conCiciones (2). Afirnanos que La solu-

cj.ór b¡:cadi LienP l- j,orn¡

, aplicanclo

eorema E. 3.

I
u (x) =

l
)

En e fe cto

pleado en el t
v fi.i^ ^^,i !4 ]v Ulr

I+l
Ja

aa

-f ,l
Jnn

u debe

9 (x,y¡h (l¡ ) dy x€0 . (3)

Cemostración em -

tenem,os qr.re para

e.l. métoCo de

a este caso ,

Como

(v) ÍP o" J/ \'

ser ce¡o sobre

9(x,y¡h(y)dy

ón+^ñ^óc

Iu(x) = I .(-*,1.)h(y)Jy
it

II" Valóres propios y funciones propias.

La propiedad fundame¡rtal demostrada en 1a sección

(G) para la función de Green con respectc¡ a -l-a ecuacrón

no hornogénea (1) , nos permite aplicar la función cle Green

para resolver el problem,a de frontera de Ia forn.a

Au + iu = 0 i €R (1r)

con condiciones Ce frcntera

u = 0 sobre aa (2)



Tomando h = lu en la ecuación

e1 problema (1f) - (2) es equivalente

gral
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(c.1.), tenemos que

a la ecuación inte-

u(x) :^lnn(x,y)u(y)dy (3)

H. 1. Obse::vaci6n.

EI núcleo g de 1a ecuación lntegral (3) es de l-a

forma g(x,y) - k({rv) , donde k(x,y) es contfnua. En

Capltulo III demostraremos que este tipo de núc1eos sa -

tisfacen los cuatro teoremas de Fredholm y el teorema de

Hi Ibert-S chmidt.

Sean l r., (n = 1,2, . . .) 1os valores propios de1

probfema de frontera (1¡.) (2), y ,., Ias correspondien-

tes funciones propias, tal que elfas forman un s j.ster.a

ortonormal -

H. 2. Teorema .

Toda función v e C2 (Íl) que satisfaga Ia condición

de frontera (2) se puede desarrollar en serie de Fourier

con respecto al sistema ortonormal {un} en L, ; abso-

]uta y uniformemente convergente en n

Demostración:

Supongamos que

nes de frontera (2)

v € c2(0) y satlsface las condicio-

Entonces, por G.3. tenemos que v
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se puede expresar en t6rminos Cel opcrador G , es Cecir

v=Gh

Como g es un nliclec cle singulariclad débil, cl corola-

rio 8,3. del Capítulo ill afirma que v se puede desa-

rrollar: €n serie de Fourier con respecto a} slstema or:-

conolral r'l en L :rl

,L, - |

n-] l

y como ll V, 1, es acotada, entonces esta serie es absolu-

ta y uniformemente convcrgentc e¡r el clominio u



C¡.P iTULO I I I

GTNERAL I ZAC IONES DE LOS TEORFMAS ]]E FRNDI]OL¡I Y I] ]LBERT_ S CHIV1IDT ,

Introducción.

AI buscar: las condicicnes de solubilidad de ios pro-

blemas Ce Dirichlet ), Neumann, en Capítulo II, nos encontramos

con ecuaciones integrales gue tenían nfrcleos con una singula-

ridad débil. Estos nos planteó la necesiclac] de construir una

potente "art1l1ería" para Cemostrar que ese tipc c1e núcleos

satisfacen los teoremas de FreciholnL v IIilbert-Schnidt.

Lc anterior dró origen a g-.rrntuliraciones de esos

teoremas que preseniarcmos en los párrafos siguientes. Justa-

m.entef ya que se::án menciota,dos contfnu¿rmentef presentamos 1os

cinco teoremas de Iredholm y eI teorema Ce Hi lbert- S chmidr- .

Expiicltemos además que las funcicnes con las que se trabaja

son reales.

Teorema 1: lln cada porción acotada deI l-plano complejo, exis-

te sólo un núrnero finito dc valores caracterísLicos.

Teorema 2: A caCa valor caracterfstico le corresÉonde a 1o me-

nos una función pr.opia v a 1o más un n(rmero finito de éstos,

linealmente independientes.

.111
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Teol:em.a 3: Si I es un valo¡ caracterÍstlco, cntonces i,
LJ.')

1o r:s de la ecuación con j ugada. ¡ coincidienc'1o e _t- número de so-

Iuciones linealmente independientes cle ainbas ecuaciones.

!Leoj"¡n- 3, Fara gue ex:isr:a solucjón de la e cuación no-homogé-

nea/ es ner:esario v suf ic j.erte que ei témino libre sea ortoqo-

nal a cada sclución de la ec¡.ración homogénea conjugada.

'I'corema 5: (Alternatlva ie FreChc1r,...) .

O bien l¿i ecuación no-homogénea tiene sotución hnica para cada

término librc en L" , o fa ecuación honogénea tiene por lo:
menos una solución no nula.

Teorema: (de tJilbert-Schnridt) .

Sean {,\ I los valores característiccs de un núcleo simétri-n

co k - k(x,y) y {r, sus corre spon diente s funciones propÍas.

S-i g e LZ , entonces f = I(g puede desarrollarse en serie
Ce Eourjer con respecto af sistema ortonormal {o } :

J: - If t , f = l-1( <i,ó )n'n n n '"Il

liás afin. si I k- ii ., es acotada, 1a serie convel:ge absolu-La\-
)r uniformemente.

A. Teorenas de acot¿:miento paia lrúcleos con una singularidad

débir.

Recordemos ql.le un núcteo k es Ce singul.ar jiad dé-

biI, sob::e una reg:ión acotacl¿r tl c1e un c:spacio n- il.i¡,ren-

sional, sj tiene la forna
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I i v \/\l'.ix,Y/ / 0 ( n (l)
T

donde h es una función acotada, x e y son puntos

c1e ii y r la Cistancia entre ellos.

A.1. Teorema.
Ar ;'.

se.-1n lk- {x,). 1 - i ''*r\>:,.,)' -'- ,

rr ra"

(^

l^,,, 
si r' 2 I'

lxr(x,y)l (ialr",:l + A4 , si o1 * *2 =.,
I

I A.

i;;=' si ü.1.+ü2>n;

donde A1 ), A2 son constantes y 0. oi < n i i = 1,2

Intonces e1 núcleo de K1 o K2

It, f.. ) _ v ( x , v , ) l: , v , , t ) J '¡ ,,'1 
- -L' Lil

tiene la 
= 
iq,ria rt. propiedad:

r

donde é^ v 1". son cüns1 ' .t, s.1-¿l

Denrostraclon:

Sean xly Entonccs

I
kr(x,v; i l(1{Y,vl) 1,2(yr,¡t o",

)-



1.L 4

,\- n.^.l-Y- ll) ... ¿, (1)
L:-LN

aqul

es el

I

Sin pe

y = (r,0,0,

Efec Lu

,. (1)
I

-. \| ...| ,D

' ..., Y,r)

) _- (r),^2 , .. , ,.r,

ro de la reg i ón

(x, , x..

\) l/) 2

I tt
i*r '

d i ámct

(i)]

fr,

n
t

i=1

rcle::

emo s

I

[.. rrl .. \2
I I rl

Entonces la integra1

Ia generali.Jad, hagamos x - (0,0,

, 0) , donde t = J" - y]

e1 siguiente cambio Ce va::iabIe:

i = 1,2, ..., n

se t-rans f olna en:

, 0) ;

n

tlf-t I-t1
))
r- 1 Dl-

AlA2rnal¿l d¿-n

,n.r-n:,1I : :": ( - l.'-- ) :
.i-.,. ' ' ,-, '".]

0,^ 0-+ü^2rz
2-

titl
T. < D

notemos que si ) 2 , en t once s
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/^rl

./ (t, - t¡t + L ¡.2 ,
1.2 I -

7
,

OM > 2 , luego

la Íntegral I

,ry.
dos partes

115

y usemos

(2)

En efecto, cons iderando

0)

0(0

tenemos gue F-¡t + op > otq

P¡a > ól'{- - l

'l_
= 7 lorl + (oM- - 2)l ,

pero por hipótesis

De s compongamo s

la siguiente figura
F(1,0,0,...0)

M(41' E2' . . . , E.,)

icomobF=r,entonces

PM

en
(2) , entonces :

A"A^ I!2 I- '-*:_- I -\_¡. I u^ I

t'¿-n)
n
»

-L= I

¡A

0.^+ o.^
,'2-n

d6r dEz dF-nt
)

-2LÍt4
fl .2]otl.-", 'il z'(-L-r j p,-r. h r"l 0.

Z F'l ¿

-.-. 'i I 2\-¿ J

Irt...1J)
^¿Á-l)

.!- I T

d)
2 -dEt -.. uEn

rnI r r¿l
lt=, 't1

o," + 0,-!¿-_z-

n
2

f.>1
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La integral Cel primer suma:rdo es cotve.ugcntc y se obtie-

ne una cons tante a1 (iue r']o Cepende de r .

Para calcula:: Ia seguncia integral ¡ pasemos a coor-

denadas poJ.ares. Sea

rlonde ds es eI elenento de superficre Ce la itiperesfe-

ra Ce radio 1cn e1 espacio de cooroenadas (,1 , .... t-n)

De ahl obtenemos

rDn-.tT-r, fl-Ol-'t - n--I-Ot-.,
t C.- - 13^r ' 'o. , í3)'z

si o1 * o2 > n / cntonces dc (3) deduclmos

Ir- /.-. , 1-1. I 2 r.-]- ,-,.
L c1r ) t - .,f tc. r- a'2

.nZ s .Z
I

entonces

d- --^ d' - r'- -d¡d-
- I -n

donde "? es una constante positiva.

que

D- a:L L- 
(i, 

2r

si ol+ at2 = n , entonces de la f órnr.rla (l) se des-

prende que

I "- + .^1n-}
-1 ¿27



ti-7

01 + 02 < n ¿

n-Cl,1-0'2
a1r +

en ton ce s

n- c¿ l- 0,2
tz'
n-ü1- ü 

2

un¿i constante..1 c3 , donde "3 cs

n-cr1-(I2 n-o1

-2

déb:.1, entcnces

orden en ade 1an-

_1

[oI1<

A.2 Corol ario.

Si e1 núc,Leo

todos sus núc leos

te. son acotados.

Demos tl:a c ión :

donde c
m

acotado si

iiene una s i nllu lari dad

it-erados, c1c sCe cl"-e l:to

Si eI nficleo sar-isface, 1a rlesigualdad (1) , entonces

por teorema A.1. e1 núr:}eo iteraCo de ordcn m tiene la

cota sr.rperior

I
k-,(",y) ] . 

j

C
m

mc,. (m-f )n 'r
SL mo - (m - l)n > 0

m

cm'

ur.¿ cierh¿ c! nr LJntE.
n

n-tx

rno - (m - 1)n < 0 ,

k
m

Lueg o
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B, Generalizaciones clcl leor:cna cle tiilbert-Schr,idt,

En este párr:afo pl:esentarerxos dcs genel:alizaciones

del teorema de }lifbcrt-Schnridt, 1as que descubrimos a1

buscar las conCiciones gue debia cumpljr un núcleo de

Sinquial:rdaC débiI para satisfacer dicho teorema.

B, 1. Teorena.

Sea K un operador autoaCjunto. Si K2 satisface

el teorema de Hilbert-Schmiilt, entonces K también lo

satisface.

Demostración:

Sean {'-,i.i : = 1,2, ... taics que
I ',l

-1K = 1 .-: v h .^ . l-r,tonces
l))-1

«2h

Por demostrar que

(1)

(Lr) o :t.,1,,i

l=-L )

n
Sea S = ) a.¡p. . Easta d.rmostrar que lisn * Kh ¡

'i -l r l

lt -' .! (en norma) / pel:o

(K2(h - sn),h * sn)

- (x(h - Sn),i<(h - Sn) ) . f( autoacrjunto

- ll I( (h - sn)ll ' ,r)
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Además

I<^2(tr - sn) ,h - sn) 
|

(D. Cauchy)

< Il x2 (rr - sn)il .ll h - snll

,, -_2. 2= IK-h - K-snl .ll h - Snll

Pero

ll K2h - x2snll -* o , n + @

Por otro l"ado

n a-ó-
: t )')

.2-l=1 
^.-)

Como Ia serle (1) converge en LZ (medÍa cuadrática),
en tonce s

.>.>(Dl
K-Sn=K'lra¿l

l¡=r I 'l I
\J _ )

n.
= L a.Á o.

-i-1 I l
J *¿

ll h - snll < ll hll + ll snll

-n -l
Ir.tl + l:, t^¡l'l'

\J - )

La desigualdad de Bessel implica ll h - Snll < 2ll hll , o sea
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il h - snll es acotado. Pot ,Lo tan to

,*'(n - sn) ,h - sn) -¡ o , n -! ú

entonces oe (2) deCucim s 9r.

lL Kh _ Ksnli * 0 / n -' 6

Es decir

KSn + Kh (en norma)

Como

KSn=K[,]'"'o'

n a ó.s--ll
-l

l=-t

entonces

rL- ) r
th a \ I I

Il=r

B, 2. Teorema.

,mSea K operador autoadjunto. Si K' satisface el

teorema de Hilbert-Schmidt / entonces K también lc sa-

tisface-
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sea {I ,t.l j: r,2, .-. rates q1u,-))
-1nlj 
I I ) h' T.z Lnlorcetr

,L ) l
X- r 4 y I J

j-1 
'rLL' 

"j "")'
)

Por dencstrar que

(r,-) ' a.lZsll|\n+
j-1. j

Demos+-ración:

Sea

pero

p
5p = ¿ a.r .

lll-r

Basta demostrar que

(1)

_.2^ _.2.1\5p-f\n

p*-

,m(K' (h - Sp) ,h - Sp)

.,^- - \m- 
-

= (Y- (h - s¡) ,K- (h - Sp)) , K autoadjunto

,n- l ')
= lK' (1r - sp)l'

. .n- l
- Ll K'(h - Sp) ' , pucs ii autoad junt. (.2)
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Ademá s

,m( K' (h - sp) ,h - spr

(D. Cauchy-schwartz).

1m< ll K¿ (h - spll ll h - spll

pero

^m.mrp)K'sp"x'I: a,Ó.1l¡-r ) ))

p a.ó .

= i r'l
j=r. 

^l*
Como Ia serie (1) converge en L2 , entonces

rm '¡fl
Il K'h - K- spll t o ,

Luego

jm(Kz (h - sp),h - sp) - 0 , pues Il h - spll es acotado'

Entonces, de (2) tenemos

ll «2tr - x2spll - o , p - -

o sea

r2sp - 62¡ (en norma)

p--



Como

^ D als'sp i L: ,.Z-r=t /,.')

entoncas

, (Ltl -¡. ..

)tj=r )';

)o sea/ I{" es "ilalbert-SchnLidt" . Luego ¡ For teorema B.1.

tenem.os gue X satisface c1 ter¡rena de Ililbert-Schmidt.

8. 3, CoroLar:ro,

Los operadores de nú.cleos singr.rlariCad débif satis-

facen el teorema de tlir.bert-Schmidt.

Demostración:

Por Corolario ¡..2. sabemos oue si K es un operador

de núcleo k si.ngularidad clél¡iI, entonces todos sus nú-

cleos iterados, descle cierto or:clen en adelante, son aco-

tadcs.

SLrDongamos que I(Ilt Ls rcotaLlo ¡..ra. torlo m ) mo ,

ciertc n .
o

El j. jamos m,,2n. Entonccs Ifl sa'Lisf ace el teot:e-

ma dc Hilbcrt-Schmidt.
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Luelro, por: teorema 8.2. , K 1-anbión satisf ace Hilber:t-

Schnidt.

C. Gencraliz"lción de lcs teclrcmas de liredhofr¡,.

En el presente párrafo nostrareroos una generaliza-

crón de los teoremas de lred.llofm [1] ; y clestacaremos

una consecuencia (corolario) de esta generalización que

fué util-lzada en Capíiu1o II para dejxostrar el tcorema

Para justrficar d:icha generalización. desarróllare-

trcs previamente la siguient= ".eorf a:

C. 1. Definici6n.

Sean A y B operadores in+-egraies, ),, e 0 En-

tonces diremos que A - B , sl y sóIo si existe Ii ,

operador integral, invertible tal que

I - .trB = Fl (I - LA)

Adoptenos la siguiente convención notacional:

(1)

a) A € E significará .rue eL oper:adr:r A satisface los

cuatr:o teorerf.as dc Fredholm.

b) A € [. sj¡nificará c¡ue A satisface los teoremas

Lc I'r.¿lloln r.úr:c: .. Í f i
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C. 2. Teorema.

Sean A y B operaclores integral-es. Si A-B y

R€F,antoncesAeF

La der¡ostración Ce este teorena la haremos a través

Ce dos lernas:

I. Lema.

Si h / .1 ' , ^r.lo:r-es ,\ Fl ) .

Demostración:

1. Sea l,O un valor propio de I' y ,lo Su Correspon -

diente funcj.ón propj.a. Consideremos eI círculo ).] . n ,

R > 0 cllalqlliel:a en el plano complejo. tai que )o ler-
tenccc a este clrcu l-o.

Entonces ó satisface la ecuación
O

(r - i A)J = ooo

y por: C - 1. 1. , también satisface I a ecuaclón

(1)

(r-¡oB)0o-0 (2)

Coino ts tienc solo un núnero finito cle ¡¡alores !r::o-

pios en eL clrcu.lo i i _1 R . crtonces A tierre la misna

prolriedad.

Luego A satisface el prinor teorema de Fredhc¡lm.

2. Supongamos oue las ecuacic¡res (1) )' (2) t-ienen n y m
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funciones propras llnealmente independientes, respecti-

vamente.

Como caCa solución de (i) es una sr:1ución de (2),

entonces n < m ; pero m r.:s finito, luego n tanbián

lo es. O sea. A satisface e1. segundo teorelna de Fredholm.

t'.r l) Lanio I. l, ,.

Notemos que para demostrar lenra I nó se necesita que

ni sea invertible.

ÍI. l,ema.

Si A - B . B c I., v existe !'f , entonces¡,4

A € I'1 .j .

Denos trac ión :

3. Sea n el número de soluciones }inealmen'Le indepen -
dientes de la ecuación conjugada de (1) , es decir, de

(r - ¡oa*¡,¡ = o ( 3)

L:s ecuaciones (1) y (2) son equivalentes r pucs por- hi -
-lDíLcsis. existe F--I

c)

Por lo tanto/ ecuaciones (1) y (2) tieren el mismo

número de soluciones linealmenl--e independientes, diganos

m Entonces

(r-loe*¡p=6 (4)
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también tiene m soluciones linealmente indeDendient-es

( te::cer teorena ie I'reclholm) . Como

r - I s* rt tl - I a"'o o '
O

entonces las ecuaciones (3) y (,1 ) sr-¡n ecjuivalentcs , si y

sólo si e\'stc 1T* )-l
,.'o

Con est¿I eouivalencia tencmos que n = m ,

Luego A satisface el tercer. teorema cle Fredholr¡.

4. Sca ).^ valor prop-lc, de A Por d€ftostl:ar que 1a() _

ecuación (I - r^A)u = !, , tieLre solución si 1, sólc si
O

0 p:rra coclo c I'c'( - 
- ¡*)

o

S(]a lr É Ker(I - ,r A*) cualliuierr, entonceso

(s,ü) = ( (I - ),oA) ,y)

-*= (,1,. (r - ioA )!r)

:o

Inversa ente, supongamos quc ( g,ül = 0 para todo

r,, e I\et: (I - ; A* )()

I, 
ar', tonces las ecuaclonesComo existe Fi

(r - l-a¡Ú = cj v (l - i B)o = F, 9'oo
o

son equlvalentes .
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Luello, basta CemosEr.ri oue I F.. g,v; ) = 0 para toclo
a

vr r Ke-lI ' F I ;crLo

( F g.\{) = ( 9,r'l rvl ,
^O ,tó

*pues exi ste I'. Además
o

0 = (I - I B* )r^'
o

-ii A )r wa ,. 
o

implica que

- - I* w ,..or {t - I A*,t
o

.'or w ' Ker(l - :^. *l cr¡ul. ui*.ra. LLC oo

(cr.F* w) = 0

o

De donde

(F. g,w ) - 0
o

if a]:a toco r¡ E Ker (I - ), oB* )

Luegc A satisface eI cuarto teorema Ce FredhóIm,

Por lo i:ánto , - t r,4

Observación: Al cumplirse los cuatro teoremas dL. Iredholm,

se demuestra fácllrnente cfue también se curnple la alterna-

tiva de Iredhc lm -
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C. 3 . Corolario.

sea 1( un cperador integral ta1 oue Km e F para

todo m>m Entonces K€F
o

Demos tración :

Usaremos el tecre¡ra C.2. para demostrar quc X e E

Consicie::emos la ecu.rción 2 dc I'rcCl-roltn

(I-)'K)t'=q

aplicar:do el siguiente operador a ecua.j.ón (:l)

(1)

cierto m > m
-o

olltenemos una ecuación 2 de la for¡na

(r - ),mKm) ip - ¡-t9 (2)

Por ic anterior tenemos que existe F), tal que

r - i(hn-1x*) = F'i (r - il<)

Entonces, iema C.2-1. irrplica gue *., 
"1,,

(Pues ' nl-1Km a , r,, , daclo que Km (- F) -

Par:a demostrar gue ,, n ua,, neccsitamr¡s hacer ver
-1que exlste !',. . Sc¿l lo utl '¡alcr: propio de K ]' ,io

su corresponCiente función propia.

'-I
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Consj.deremos el círculo l),] < R , R > 0 cualquie-

ra tai que Io pertenezca a este clrr:ulo. Entonces 0ó

satisface 1as e cuac ione s

(I - ioK)tro - O (3)

v

(r-lmKm)óo=0
o

(4)

!i1i j amos ur nr. tal que ningr.lno Ce los núrneros

. 2.. m-1rl,r, r-).o, ..., t:"' -i,, sea valor propio dc }i L1n tal

m exjsLe/ pues L:n caso contr¿lrio cl operaclcr K podr:ía

tener infinitos valol:es irropios cn el clrculo L ] - j 
"l

lo cual contradice el primel: teorema ie Fredholm.

C - trstJ elF-ción.lc n Lxiste I-1 , cs Ce-'i:-, tas
o

ecuaciones (3 ) y ( 4 ) son equi1,/a Ientes . Por lo t.anto
r.-1 m .n-1 .r - .rX' l' . ComJ K' f-,, nLrLS 1' LF, enton-o o \,4

ccs (-ei. tr C. 2. .l-. ) l. - t . -L

C.4. Corolari-ó.

l,cs cperaCores de núc1eo singulariclad débi1 satisfa-

cen los cuatro teoremas de Fr:edhclm.

If encstración:

Dirccta por A.2. y C.3.



.\ = 1 no es un valor propio alel operador

IK : u - k(x,y)u(y)dS\, , y ]. - -1 es un valor
ls

propio del operador K* , eI adlunto cie K

Demos trac ión :

AP!]NDICE

iln este ap6ndice dcmostraremos l.as afj-rmaciones he-

chas en (2) y (3) de A.9.

'leorema.

CcnsiCeremos la f unc ió¡r V:

1 I c{vlv(x) - 2" I -?t tr. (' '' 7'
ls

S€a .a G S , y, la nornal extel:ior en el punto "o .
o

Tomemos un x É S En t-onces , como solamente eI f ac-

tor I a" f- función V ciel¡encle c1e x, y v es conlínua
T

en >l , podemos derivar bajo e1 sicJno integral

v(xl I r' ,ll.-

--::r 

'-;) ^ -ü,'b,* 2 iS 
- ., lr. )

a'o

L l , . cosú -^= a; I o(Y/ --- ot-
'" )s r' v

13i

(1)



u{},) 9sf 0.,,
]s r' I

la rntegral (1) y Ia inte-

(2)
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S en el punto

'I (r:,1 ) , don-,Y
()

en el punto fi-

á.v xro
I

i
I

I

Notemos que las diferencras e¡ltre

gral

radican en

w (x)

Io s iguiente:

g= < li,rrt

1=2r

aqui r

y / qlle

deY x
o

io x --o

es Ia nc rrna I

es Ia vari ab I e

es la norna I

un:i taria exterior

de integración;

unitaria ext e.Ln ar e

a

,P=

S

Pongamos

I n,ul
ls

la integral (1) en la

o

forma:

cos (r^, r.. ),^O
2

1:
o

v

donde es la Cirección

dS



o

.',-\
^or .o "-- |i-n- l-, f orT1r Ce Ia f lLnr- ión u' , en-olx

c)

tonce s cu¿rndo , * -ro desdc el inter.i-or o extel:ior a1e S ,

a lo largo de fa normal, tenemos:

l;,, r- ,l
dV(x)

i i- 

-i

-/-, '- j r'., 
i""o 'o 1 "o ji

I I cos
= ir (xo) - . ]. ,)-) -74 u., (3)

,o

.v(i{, Ivl'',,1
x.'. l^ I o'*

oo'oe

I 'os
tx ) F -- t1 , --5-l as.. (4), Z ,' Ylr o

F,eco::dernos que el problema intcrior Ce Dirichlet con condl-cj.o-

nes de frontera W/S = -f es equival ente a l_a ecuación inte-

or:l con den:ici¿d u:

cos(r ,'f )

u l) ---j- 
Y cs, L urxol

)-o

c haciendo

-f(xo)-*{,
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I
u (xo) = f (xo) + 

], ",o, k (x.,,y) dso (s)

(6)

k(v,x-)
cos(r , . )() "o
-------

r o

Es declr/ se toma ia di¡ccció" I?b , i ta normal en

(así actúa la función k) .

Por otra parte, el problema de Dirichlet con condi-

cicnes de frontera vl/S = f es equivalente a l.a ecuación in-

|.egraI

rI núcl.( l, (x , )C)-

se:omacnv,\rdcnota'o

u(xo) = f (x,r) -

análr:gamente, eI prob lema

condiciones Ce frontera

€:r simétrico puÉrs I a normal

Ci --cciór, x i Lrr -*nh ioc-

cos(r^,1..)
,., 1"1 -- !, L aS-zv r-

o

interior y exterl or , coil

a l-as ecuaciones j.ntegrales con den-

z

no

1a

tl2, 1.

c]e L\ eulnan n

sobre

s i dad

S

o

l:v("^)l
I ¡, = t
t )L

. es equivalente

v
lav(x lllot-
l-¡ -II dY l^t lc

I
. (*.,) '1*,r) I ,, rk ' ,ro).lS..

ls
(7)

v

o(ro) = f (xo) + 
, 

,r,J</7,x-r)dSO

respec t-ivamente .

(8)
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Escribamos fas ecuaciones (5) , (6), (7) y (8) con

parámetro ). , es decir

u(x ) = f (x^) + / | u(y)k(x^ry)ds,, e)' o' u Js t) r

Io(*o) = f (xo) + 
^ 'J. " 

(v)k1y,*o)d=y (10)

consideremos l"a ecuación homogénea de (10) con tr = 1 :

Io(x-) - I o(Y)k(Y,x^)ds.. (11)- o l" - " o Y

sea o una solución de (11).
o

Por demostrar oo = 0 .

La densidad oo nos dá la función Vo armónica en

el, interior y exterior de la región acotada por S , contÍnua

en Q Además

I av (x ) I
]^ gl 0 sobre s
ldYx I

! o Je

Apliquemos a Vo e1 siguiente teorema de 1a teorfa potencial,

Friednan [ 2] :

Teorema.

Si la región Q es acotada (no importa interj-or o

exteriormente) por una superficie S . V es una función ar-

m6nica en sl y y 1a normal a S, exterior relativa a 0,

entonces:



136

I -- t ^I v if os = I (vv) zcro

Js dr 
Jn

donde V es el- operador gradiente.

En particular se tiene que

r ^.-f v9rds>o
lc' aY

v

f rrrI v*lds=oI^ o'l
,JD

solamente cuando V:C constante.

Por lo tanto Vo es constante en el exterior de

Ia región 0

Sabemos que Vo es cero cuando x está infj-nita_
mente lejos de l-a frontera S En efecto: sea

v

A = Máx { lo (v) l}
Y€s

n = iñr { l- - .,111))
Y€s

r¡ contlnua

Entonces

t
lo(x) I .l- js

A

-D'

lo(y) I u,

(área de S).
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Lucgo, si x sc aleja inf inil-amcnte , t(x) * 0

Por lo tanto to -- 0 en el exterior: y sobre S ;

y por teorema A.2. tar¡.bién vale cero en el r'nt-erior.

lie Conde

l',v^(y)) f ov^iy)l
Iiir

=0

lln ionces ,r : u .
o

LueEo l = 1 no es un vaior propio Cel operador

)¡ tampoco lo es dcl opcrador

X,,rr I

,1t "'''k(x'Y)cs' '

por teorema de Fredholm, [1]

La ccuación honogénea Cc (9), con ¡\' = -1 , es de*

car

(12)

tiene colno solución una constal.rt-e arbitral:ia.

Ell efecto, sca ,a, un punto sobre S cn el cual

lu(x ) toma su máximo valor, u una solucién de (12).
o

I
K* : o I (y)k(x,ytJS,, ,

.l s'

u(x , - | ur,, ).<(-r^,yrds.,o 
.l a - (' \
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Si u(y) no es constante, tenemos

lu(xo)l . llllu(xo)l , u(xo) l o

De donde lf I , f (es decir que u no es constante só1o pa-

ra l < -1 y l > 1) . Sea entonces ü = c , constante.

Luego

Í
C = \ I Ck(x-,y)dS_- , x_ c S

Js o Y o

impfica l = -J- Es decir I = -1 es un valor propio de (9).

Por 1o tanto, tr = -1 es un valor propio de Ia
ecuación (conj ugada )

t
o("o) = - l" o(y)k(y,xo)dso

De donde, las únicas soluclones distintas de cero de esta

ecuación, son las constantes. De aquf deducimos también que

ef problema de Ner.rmann (exterlor) tiene so]ución, si y sólo

Si

I
I cfds = 0 ,

si y sólo si

ÍI idS=0
Js
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