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I].] TRODUCClOI']

La gran mayoría de los fenÓmencs fi:tcos qrl'r airreciamo-s c¡da rl ia

r¡uestra un comporlami-"nto rlisipativo' irreverstbl-'.

La disipación de energÍa es eL res'rltado de i¡ acr:iÓr de fuerzas

cle friccrón enlre el slstema observado _v otrc h¡cia el cLial fluye 1a ener

gía en una forma irreversible. usualmen*re 10s ce'Lalir:s de 1¡ esLrl-tr:lur¿,

deI sistema que necibe 1a energía (a menudo i1¡m¿do reservolr o b''-o) nc

i nteresa.

Cuanrlo en fisica habl¿mos de luerzas de fricciÓn, poi^ clerto no

nos referimos a ninguna 1'uerla dis'LirL¡ de i¡s fuerzas frnd¡merllales co-

nccidas. Recurrimos a est-" ccnaepto cua¡clo lo que nos tnler-"sa de i¿s

fuerzas que rni-eract-Úan ccn nL.lcStro sis'Le['d es e1 efecio disiirallvo re-

sultanle y no el detalie de i¡s mtsmas por ser demasiario con-¡licadc c

ir) elcvante.

A nivel macroscópico ilodenos rlar cucrl-a 11e 1as Irrerzas disipati-

vas usando 1a foi^muleciÓn Ne',!toniand rle i¡ i4ecáric¿¡ C1ásica" Algunc:
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ejemplos son Ia fuerza de roce constante en mÓdulo (fricciÓn de coulomb),

1a fuerza de roce 1ineal proporcional a 1a velocidad (fricciÓn de Stokes)

y la fuerza viscosa proporcional a v'zí.

Desafortunadamente,tratarfuerzasdisipativasdentrodeimarcode

Ia formulación Hami ltoniana de Ia lqecánica c1ásica es mucho más complica-

do. En e1 mundo microscópico gobernado por 1a mecánica cuántica también

aparecen fuerzas disipatÍvas. su manifestacrÓn ha iiegado a ser especial

mente clara en los campos de Ia fisión nuciear, resonancias gigantes y c0

lisiones de Í ones pesados.

Tratar estos fenómenos no es senci1lo. Por supuesto, las leyes

fundamentales de 1a dinámica cuántica son del tipo reversible. Un siste-

ma cerrado, digar¡os e1 universo, 1o suponemos descrilo por la ecuación de

Schrddinger. La dinámica del sistema es gobernada por el Hamiltoniano

que representa su energia totat y que es una constante de movimiento"

Principaimente, como en 1a mecánica clásica, 1a disipación es observada

para sistemas abiertos que son só10 una parte dei universo. La disipa-

ción surge de 1as interacciones de1 subslstema con e1 resto del universo

(reservoir). Limitándose a1 subsistema de interés 1as variables explíci

tas del reservoj.r son eliminadas de Ia descrÍpción' ya que no se iustifi
ca arrastrar una enorme cantidad de informaciÓn que de hecho será elimi-

nada. Como resultado el neservoir puede ser solamente reconocido en la

descripción a través de unos pocos parár¡etros, tales como 1a constante

de fri cc i ón.
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A continuaciÓn damos una breve reseña de algunos de los modelos que

se han usado en mecánica cuántica para tratar fuerzas disÍpativas'

Nos limitamos a dos tiPos

citamente dependiente del tiemPo

no Iineal.

Para una descri pc i Ón más

baj o de Dekker (1981).

completa el lector puede consultar el tra-

Ecuaciones C1ásicas de Mov imiento.

La ecuación de movlmlento de una partícula c1ásica moviéndose en

1a dirección X con momentum p = mi bajo la influencia de una fuerza

AVconservatlv¿ F = - # y a través de un medio l inealmente viscoso es

^I/mX+rrX+I*=0 o P
oÁ

+ rc + S = o . (1)

i.e., 1a suma de ia energfa cináticaLa energía de 1a partÍcula,

y la energía potencial V

de Hamiltonianos: A1 convencional explf-

y a un tipo alternativo de Hamiltoniano

(3)

se puede obtener en forma direc

porque no existe un potencial

P'
2n

c - f ! \,

no es una constante de movimiento sino que decae de acuerdo a

É = - (r/m) P'

(2)

La ecuac i ón de movimiento

ta de un Hamiltoniano c1ásico H =

(1) no

T + W,
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}l(x,p) dependiente del momentum tal que Ia fuerza de roce ¡ = -r,ni sea

obtenidade F=-#-ft[#J
Sin embargo el Lagrangiano explfcitamente dependiente del tÍempo

[ = eYt fl 'i' - v(x) Il¿ )

conduce al monento canónico 
[t = * ]

_.^,+
P = mXeI" = p et"

y a1 Hamiltoniano (H = Pi - i I

, = lI I "-'t * v(X)eYt" L2mJ "

que da ias ecuaciones de movimiento (1).

(4)

(5)

(6)

Hami ltoni ano de Caldirola-Kanai.

Según la regla usual de cuantización para un Hamiltoniano c1ásico,

el momento canónico conjugado F es reemplazado por -tf * , llegándose

a1 H¿m i ltoniano cuántico

,= *.-,t#+v(x)eYt (7)

Este es el Hamiltoniano de Caldirola (1941) - Kanal (1948)



Soluciones al Hamiltoniano de Caldirola-Kanai.

a) Paquetes de ond as..

Un tipo de solución aI Hamiltoniano de Caldirola-Kanai, para los

casos de partfcula 1ibre, partfcula en caÍda libre y de un oscilador ar-

mónlco son paquetes de ondas que pueden ser expresadas en la misma forma:

donde I es e] Lagrangiano clásico (4) y P el monenEo canÓnico ciási

co (5); a(t) es una función compleja y 0(t) una real diferente en ca

ud Ld5u.

Su densidad de probabilidad es

(e)

Es fáclI ver que (8) es un paquete de ondas en el sentido que

(x) = X y (p) = P e1 cual obedece 1a ecuaciÓn de lncerteza

a=a = lf l¿l/ne(a). Sir embargo, ya que o^ = ¡- .-Yt . el producto de

lncerteza de 1a posición y ei momento físico llega a ser menor queft/Z .

Después de reemplazar el ansatz (8) en 1a ecuación de Schrb'dln-

ger, uno obtiene ecuaciones diferenciales para a y e cuya soluciÓn es

1a siguiente:

- = [#S]*.,0[ u#*i rnr*-xr .fi ot - .r] (8)

t I (x-X)'.L Zaa*d,",n=exll-l,W-=:-:-:=
,'/' * L ,rt J d+d^
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- Para partÍcu1a Iibre y partícu1a en caída libre:

- _w+
a(t) =a + (lfiimr)(1 -e'")

U
(10a)

(10b)a-n

- Para osc i l ador armón i co :

a(t)

e(t)

= (fi¡m)(o . .-t -Yl.-!'2 (10d)

(10e)= ll,at

Expandiendo Ia exponencial en 1a ecuación ('10a), a(t) =
ao + (lfit/m) (1 - tt/z), uno observa que los anchos de los paquetes de on-

da para partículas libres y en caÍda libre se comportan inicialmente cor¡o

los anchos de paquetes de ondas sin fricción. A medida que transcurre el

tlempo, sin embargo, 1os anchos llegan a ser constantes en contraste con

e1 caso no amortiguado. Los anchos de Ias distribuciones de1 momento ca-

nónlco permanecen constantes en el tiempo.

Por otra parte, el ancho de1 paquete de ondas dei oscilador armÓni

co tiende a cero, contrayéndose a una función delta mientras que su dis-

tribución de momento canónico llega a ser p]ana. De acuerdo a la incerte

za de momento Ai = i'e*p(-2",t)/(a + a"), sln embargo, 1a distrlbución

de momento físico se contrae a una funciÓn delta también.
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b. Ondas Planas y Estados Pseudoestacionarios.

Aparte de los pa(uetes de onda también existen otras soluciones a

esta ecuación de Schródinger que no dan los resultados clásicos para 1os

valores esperados de x ylo p.

Potenc i al es no Lineales.

do

es

otra clase de Hamiltoniano disipativo

que se satisfaga el valor esperado de la

decir,

. av ^(P) + ^r( P) +( ¡x )= u

Se debe buscar un operador Hermítico "f}{(x,

Ham Í lton i ano

puede ser encontrado exigien

ecuación de movimiento (1),

(11)

) tal que e1

(13)

operador de energ Í a

-1"12 a2H= i=*.2+V+"rll (12)¿n ox'

satisfaga 1a ecuación (11). Se asume 1a regla usual de cuantización pa-

ra el momentum P - p = -,ñ* .

La energÍa promedio viene dada por

(E)=( $ r+«v(x)»

Si deseamos identificar el Hamiltoniano con el

se debe cumpl ir que

( ül) = 0 (14)
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Calculando el valor esperado o. lt = | tn' p: , obtenemos

/d',\ 7aV\+1{\=0. (r5)
\¡¡/*1\ o*, \o^/

Al comparar las ecuaciones (15) y (1'1 ) obtenemos 1a siguiente ecua-

ción para el potencial adicional t^l :

z ól,J ,.

\x/='P''
o, explícitamente,

(16)

l+.ff+o*=-lif f(+*# # +)dx (17)

Hami ltoniano de Kostin.

Una solucÍón a 1a ecuación (16), debida a Kostin (1972), tiene 1a

fo rma

uuo=-1¡¿[au/ox-aú*/ax] 
= -1il-a ¿r* (18)ox--Z'"l. ,1, - ,],' )--2 -"ox'ü*

que, una vez integrada, da

r*= Lih[zn$ (,.F)] , (1e)

donde el último térmÍno fue introducido de tal forma que (t^lk) = 0
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Soluciones al Hamiltoniano de Kostin.

El Hamiltoniano de KostÍn (19) tiene el mismo tlpo de soluciones

que las de Kanal. Ya que el momento canónico coincide con el momento or-

dinario, el paquete de ondas es

" = |,t¡: l'/' o,n [- (r=x)'- - L zna, ' ".r ¡ 2a
tP(x-x) +/r-ot -ell- fzol

Para e1 ancho a(t) y para 0(t) se encuentra Ios siguientes re-

sultados:

Para partlcula libre y partÍcula en caída libre

(21)

.+

dt-a*)a
*á

2

:
d

\de=-1iñ
d

")(
a+a^,J (22)

(23 )

- Para osci l ador armónico:

tll -ra(ll = - ü.)
m

0(t)

Desafortunadamente, la ecuaclón diferencial (21)

a(t) de Ios paquetes de ondas de 1a partícula libre y en

luciones del Hamiltoniano de Kostin, no puede ser resuelta

da,

1+=znaL (24)

para el ancho

caÍda I i bre, so

en forma cerra



Hasse (1975) resolvió numéricamente la

dición inÍcial de un paquete mfnimo, llegando

ecuación (21) con la con-

al siguiente resultado:

a(t) =f
t

ao + (ifit/m)(1-fi/2)

4lrt/tm(2ftt-i )l

para t -
para t -

(2s )

Vemos que para tlempos pequeños, los paquetes de ondas de Kostin,

para partfculas libre y en cafda libre, viajan como los de Kanai. Para

tiempos largos, sin embargo, 11egan a ser más anchos hasta que 1a distrÍ-

bución de probabilidad es totalmente plana. Simultáneamente e1 ancho de

la distribución de momento llega a ser más angosta y finalmente una delta

en forma tal que el principÍo de incerteza l1ega a ser opo* = |t . En

consecuencia,llega a ser un paquete de ondas mÍnÍmo, contrariamente aI pa-

quete de ondas sin fricción cuyo producto de incerteza va a lnfinÍto ya

que e1 ancho de su distrlbución de momento permanece finito.

La solución de paquete de ondas para el oscilador armónico amorti-

guado de Kostin fue dado por Kan y criffin (1974). Los anchos de las dÍs

tribuciones de probabiiidad y momentum permanecen constantes para todos

los tiempos con una incerteza de exactament. ;i . Mencionamos, sÍn em-

bargo, que Ia frecuencia cuántica o en (24\ es 1a frecuencia original.

Después de haber perdido toda 1a energía disponible, el oscilador termina

en su estado fundamental con energla ]i. .
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mún

dos

den

Discusión acerca de los potenciales de Kanai y Kostin.

Los Hamiltonianos de Kanai y de Kostin tienen la característica co

de reproducir los resultados de 1os sistemas cuánticos n0 am0rtigua-

en el tímite "r - 0 Para t I O 1os valores espenados ccrrespon-

a las cantidades clásicas.

En contraposición, los anchos Ce los paquetes para partÍculas li-
bres y en caida Ilbre difieren para ambos potenciales; y 1as soluciones

de1 potencial de Kostin osci ian cuánticamente con 1a frecuencia c1ásica

original en Iugar de la frecuencia clásica reducida como en el caso de

Kana i .

Desafortunadamente no existen pruebas experimentales para los an-

chos y frecuencias cuánticas, que pudieren servir para discrlmÍnar entre

ellos.

General idades sobre el l4odelo presentado en esta Tesis.

En esta tesis desarrollaremos un modelo distinto para slmular fric
ción en mecánica cuántica. La idea es encontrar soluciones estacionarias

aproximadas de una ecuación de Schródinger con muchos grados de libertad.

De estos muchos grados de i ibertad se privilegia uno (la coordenada x)

que representa 1a coordenada de interés. Este grado de libertad se aco-

pla con muchos otros, que corresponden a osciladores armónicos cuyos esta

dos finales no interesan.
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En el CapÍtulo I se analiza el problema de una partÍcula libre

acopiada a un solo oscilador. Esto permitirá introducir 1as ideas básicas

del modelo y la notación que se usará de ahf en adelante.

En eI Capftulo II el grado de libertad x es acoplado con N 0s-

ciladores (nrlmero finito). EI punto principal de este capftulo es 1a

discusión de cómo se puede tratar aproximadamente e1 problema de1 movimien

to a io largo del eje x sln verse obligado a retener la informaciÓn deta

llada de todos los demás grados de libertad.

En e1 CapÍtulo III se analÍza el lfmite en que el número de oscila

dores es un continuo. Bajo ciertas condiciones es posible identificar una

solución que tiene un comportamiento extremadamente clásico.

En los CapÍtulos IV y V se añade la presencia de una barrera (ca-

jón cuadrado).

Como las soluciones son soluciones estacionarias de 1a ecuacÍón de

Schródinger I ineal , ei principio de superposición sigue siendo vál ldo, pu

dÍéndose analizar el compontamiento de un paquete de ondas. Los puntos

en común con los otros métodos mencionados en esta introducción son pocos,

Io que hace difícil relacionarlos.

El objetivo principal de esta tesls es explorar este novedoso méto

do para asl poder ver si se plantea como modelo fitil y razonable y - si

aclara algunos de los puntos débiles de los otros intentos que existen pa

ra introducir fnicción en mecánica cuántica.



CAPITULO

UNA PARTlCULA LIBRE EN PRESENCiA DE UN CORTE.OSCiLADOR ARMONICO

En este capftulo anal izamos 1a soiución de 1a ecuación de SchrÜdin-

ger que corresponde a una partÍcula de masa m^ moviéndose en el poten-

cial

v(x,y) =jctv-yo(x))"

donde

(1)

yo(x) =

s1 x <

sI x >

*1

,1
Jo
lo

(2\

Este potencial corresponde al de un valle a lo largo de 1a dirección x,
que en x = x1 está desplazado transversalmente en una cantidad a. En

la dirección transversal a1 va1le el potencial es el de un oscilador ar-

mónico. AI desplazamiento en * = ,.1 io llamaremos un "corte-oscilador

armónlco" , ver figuna 1. En la reglón I, el movimiento de la partÍcula



a 10 largo de la direcciÓn x

mismo es cierto en Ia regiÓn

l ibertad están acoplados.

corresponde al de

II. Soiamente en

una particu I a I i bre.

* = *1 1os dos grados

übicado en x=x"
I

Lo

de

fuluestra un "corte oscilador armÓnico"

Cesplazamiento entre los val les es A

Corte

RogiónlI

FIGURA 1. E1

Región



La ecuación de Schrüdinger en Ia que estamos i

[ frt#-#] *!{v - vo (x))' - (ro+}

AquÍ separamos explfcitamente Ia energia total de

Iro * Í,,.r del osci lador armónico. La f recuenciato

nteresados es

i,-)l ,1,(x,v) = 0
UJ

energí a del punto

ular está dada po

(4)

la

ang

(3)

ce-

r
6 Vmo

'De aqu Í en

para 1a coordenada

para e1 oscÍlador

Sean t ln) )

Iador armónico en

a n quanta.

adelante, continuaremos escribiendo 1a función de onda

x en 1a representacÍón de coordenadas, mientras que

armónico usaremos 1a notación de Dirac.

y {lñ) i , n = 0, 1, 2, ... autoestados del osci-

las regiones I y II respectivamente, correspondiendo

introduzcamos también los vectores de onda Kn

h^- 

-
Kn=*J#(ro-nñ,o)

Llamaremos a n un canal abierto si

drada es positiva. En caso contrario será

les cerrados, Kn es un número imaginario

el argumento de Ia

un canal cerrado.

puro, y escr i b imos

(si nit >E)'oo

(5)

rafz cua-

Para cana-

K =+in = ircn
toJ



Ahora podemos escribir 1a solución general de Ia ecuación de Schr6-

dinger (3) en 1as regiones I y I1 de 1a forma

T s /-(l)^iKn(*-*l) -12¡^-iKn(*-'l),,,^\l+'(x))= .]. (u;'. +ai-'e " )ln)
n ab i erto s

' s -t"^nn(x-xr )1 ) a;''. ' ln)
n cerraoo s

¡+lI{r)) = ,: (ol').iKn(*-*t) *o{z).-iKn(x-xr)¡¡ñ¡ +
n aDlertos

. s .,,,--rcn(x-x,),-.+ L b;''. " lñ ).n cerraoos

(7)

(8)

Con respecto a los canales cerrados, en las ecuaciones (7) y (8) se

han inciuÍdo sóIo aquellas ondas que decaen exponenc i a lmente a medÍda que

se alejan del corte.

Estamos interesados en 1a solución para la cual en ia región I se

tiene sólo una onda incidente (es decir moviéndose hacia e1 corte) con el

oscilador armónico en su estado fundamental. Las condiciones prevÍas Ím-

plican.para n coffespondiendo a un canal abierto, que

a(1) _ 6-n n0
(e)

u(2) =0.n
(10)

v

v



Las funciones de onda (ecuaciones

escritas en la forma

, i K- ( x-x, )

l+'(*» =t o' ''lo)

(1) V (8)) pueden, por lo tanto, ser

+2
n € Sl*

, "-t*n(*-*,),n,n ./ (11)

(12)

(13)

donde

b
n

Kn para canales cerrados está

En el corte (Í.e. para x

deben ser continuas, esto es

si n es un canal abierto

si n es un canal cerrado

si n es un canal abierto

s i n es un cana l cerado

dado por 1a ecuacÍón

= ,l ) , 1a funciÓn de

(6).

onda y su der i va-

{

{

dn

^(2)
n

^(3)on

.(1)
U

n

.(3)
TJ

n

( 14)

da

(vl+I{r,)) = (rl+II«r,)) (15)

a

ax (vl+It*l¡ lx=xr
a

ax
(vl,r,II{*)) ¡*-*, vy (16)

Usando estas ecuaciones, se encuentran las siguientes relaciones para

coefi c ientes .n y bn:

Vy

I os



v

b
n

yDpor

(17 )

( 18)

(1e)

(20)

(21\

(22)

D=
mn

K.K#(,,t¡)om

Entonces, para los coeficientes bn y .n encontramos que

_1
bn = ono

v

an = : OnrA;1.

K +K
6,0 = E *+ (mlñ) un

nom

K -Kar=: *!-=-u! 1r¡a¡nom

DefÍnamos Ias matrices 0

K-+K^
arn =7 *-¡- (mln)

om

.n = f, ronr"

Aquf 0-1 es 1a inversa de 1a matrlz 0. Una vez que las ampli-

tudes un y bn son conocidas, pueden ser evaluados los flujos transmi-

tidos y reflejados tn y rn para cada canal abierto. Si eI flujo de

partfcuias incidente es igual a 1, entonces

(n ab ierto ) (23)
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La conservac i ón

te rel ac i ón

(n abierto).

del flujo de partÍculas está

(24)

impl fcito en 1a siguien

K
n=R-
o

E (r +t)=1.
n abi erto n n'

En este punto es úti1 describir

ría tener presente. Una onda se mueve
iK x

x es una onda plana del tipo e o

corrásponde a un oscilador armónico en

v i .v+
7r = --:-- {a -

.'l ¿

Después de sentir la fuerza transversal ejercida en el corte, parte

de la onda contÍnuará a lo largo dei valle y parte será reflejada. Aque-

l]a parte que se transmite, junto con el movimiento en la dirección x,

mostrará superpuesto un movimiento oscilatorio en 1a dirección y Espe-

cfficamente será un estado fundamental del oscilador armónico desplazado,

es decir un estado coherente de Glauber.

Sean á* y á los operadores de subida y bajada para eI oscilador

armónico y sea ; el operador

(2s )

1a imagen del modelo que uno debe-

hacia el corte. En la coordenada

mientras que en 1a coordenada y

su estado fundamental.

a) (26 )

7

v



Si lnl es el autoestado del oscilador armónico de Ia onda moviéndose

hacia el corte, entonces el estado para el movimiento en 1a dirección y

de 1a onda transmitida estará dada por e1 estado desplazado

,.v-
- lo/ti \ln) = e ln) (27 )

donde o es el desplazamiento adimensional del corte dado por

Para e1 tra s l ape de

matriz que aparecen en ias

lm> v lñ),
ecuac iones {17 )

(28)

esto es para 1os elementos

- (20), uno encuentra

de

.2
(mlñ) = e-" v nlml

. -. ..,K

- I -ó- I

-\ól
K=l4ax(0,n-m)t ' )

'\m-n
lolI r-; It\ L )

.1
1n--K)l--Kl-TK+m-nif

Para e1 caso particular en que m

-t\- l4(Uln) = e

ecuación se reduce a= 0 esta

1

J n!

t ¿ lntll,'t)

(2e)

(30 )

(31)

I ntroduc imos un segundo parámetro

ttr''¡-o
I

o

adimensional

Kn

n-
o

Para las razones uno encuentra

^- 
/ vv 

^" -v -ñ- ''



K,.........-........-

U_a=Jt-en.

De 1as ecuaciones

queda determinado por los
.1que sl n rE entonces

s0

En 1a fi gura 2a ,1as

para los distintos canaies

umbra I -

K-
)=i/E'¡',.0

Las fÍguras 2a y 2b dan los resultados para

dos y reflejados de partículas como función de t
caracterÍstica importante de esta figura que será

siguientes es que para valores pequeños de E, e1

transmitidas a los canales e1ástico e inelásticos

diente de E, mientras que eI flujo de partlculas

como E2 .

(32 )

(19) - (24) se observa que el proceso fisico

dos parámetros adimensionales 6 yE Note

n corresponderá a un canal cerrado; en ese ca

(33)

los flujos transmit i -

Para 6=1.0 La

usada en las seccÍones

flujo de part f cu 1a s

llega a ser indepen-

reflej adas disminuye

discontinuidades en 1a derivada de Ios flujos

ocurren cuando el parámetro I pasa por un
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0.6

0.1

t,
J
f
s¿
F
ú.
o-

lr¡o
o
F
J
LJ
É.

o.-)
fJ
tL

0.0
0.3

F I GURA 2a. alrrjo relativo
treno s r.r per i or

los cua les se

I
de par-LÍcula versus E = ha lE Eno' o

izquierdc se ind ican lcs vaiores de

abren ios canales u = 2,3.4,

ei

I
ex-

para
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l0'

10"

(,/,)

J
f
s2
t-
É.

0-

t¡Jo
o
=F
J
lJJ
É
o'-)3
J
LL

Se muestra 1a continuación de la figura 2a

lores pequeños de t. Note los cambios de

medida que E decrece el flujo transmitido a

les se mantiene ccnstante. mientras qúe el
do decrece como E" .

0.1

para el caso de va-

esca 1a. Vemos que d

los di ferentes cana

f Iujo totai refleja-

FIGURA 2b.
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Las figuras 3a y 3b muestran la probabilidad de enccntrar a la

partícula en los difereñtes niveles del oscilador desplazadc, en funciÓn

del desplazarnier,to entre ellos. Ambos osciladores tienen 1a misma cons-

tante ,o . SÍ el desplazamiento es 6 = 0, la particula se encuentre

en el estado fundamental. A medida que 6 crece, aumenta Ia probabili-

dad de encontrarla en estados excitados. Vemos que para 6 = 5.5 la dis

tribución es prácticamente una Gaussiana centrado en el nlvel 15.

La cantidad de energÍa que pierda la partfcula al cruzar el corte

es ¿E = {ru¡oEv I 
(v 

I O )12 . Usando ias ecuaciones (l-30) y (I-28) se pu-e

v
de ver que

n ,2t2oo

donde ¿ es el desplazamiento entre los potenciales.

1

L
(34 )
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Nivetos

0.2 0

0.16

0.12

0.0 8

0.01

0

NivoI es

Probabi l idad de encontrar

tes niveles del osc i I ador

val ores de 6

a la particula en 1os diferen

desplazado, para dÍferentes

FIGURAS 3a y 3b:

'1.0

0.8

0.5

0./.



CAPITULO

SII,IULACION DE FRICCION PARA UNA PARTICULA LIBRE

¡4ECANICA CUANTICA

1 " 0ndas tiempo-independientes.

. La idea central de este trabajo es usar muchos cortes -osc i l ador

armónico para describir fricción, es decir, para describir 1a pérdida de

energfa de una onda que viaja en ia dirección x a otros grados de Ii-
bertad.

El requisito de que 1a energía cinética de1 movimiento en Ia direc

ción x sea disipada a muchos grados de libertad será satisfecho introdu

clendo N cortes a Io largo del va11e, cada uno, sin embargo, para una

coordenada yn diferente, n = 1, 2, ..., N. La ecuación de Schródinger

en 1a que estamos interesados ahora es

II

14
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"ü(x,v,, , ... Y¡) = 0

lÍ- \.o

a la posición de los N

cuales la dirección x es

'I a N+l.

(-1,'6' I f-fi" a'-.c
[4ax- * ni, la_oe;v],- 2

I

I

I

I

I

I

I

I

I

N ¡ .l+ - nür ) lx¿ o')

(r)

- u(o)(*l l,l'n 
)

(2)
x <x

X>X
-Jo- 

lo

{, 
n 

i 
n=., ,

Ne 4).

cortes

sl

(Yn

n

n'

donde

u(o)(*)

E1 conj unto

cortes (ver figura

dividlda por los N

N corre s po nde

Las regiones en Ias

están numeradas de

llt
¡tt
ttt
ltt
lrt

I ¡213 ¡

rtt
ttt
ttt
ttt

I

I

I

I

I

I N-1

I

I

I

I

I

I

I

I

l

¡N
I

I

I

I

I
Cortes|<--

N+1R eg i<ín

FIGURA 4. Muestra la posicÍón de

ve a lo largo del eje

X*_,

ios N cortes -

x.

La partfcula se mue-
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Los Kets que corresponden al oscilador armónico del grado de libel

tad n (esto es el grado de libertad que puede ser excitado pasando a

través del corte n) serán caracterÍzados por un subÍndice n. Los Kets

{1")n}, e¡* serán los autoestados a 1a izquierda de xn, mientras que

los Kets {liln}, . ¡* serán los autoestados a la derecha de xn. Aquf

Iirn es igual a lrln desplazado.

Para poder resolver e1 problema de muchos cortes, introduciremos

una aproximación clave: Despreciaremos todas Ias ondas reflejadas en la
dirección -i en cada corte. A primera vista no parece claro que se pue

da hacer esta aproximación. Sin embargo, veremos que bajo ciertas condi-

ciones es justificada.

La clave viene dada por la figura 2a. AIli se puede ver que pa-

ra un (o cada) corte el flujo ineiástico de partículas transmitidas (que

es eI responsable de Ia energía entregada a 1os osciladores) no cambia a

medida que E dismlnuye (si E es ya pequeño). Sin embargo vemos que

e1 flujo de partfculas reflejadas decrece como E, .

Supongamos ahora que existe un cierto nt:¡mero de cortes a lo largo

del valle (i.e. a Io largo de la coordenada x) dentro de una zona fi-
nita de longitud L. Incrementemos el nírmero de cortes en la zona en un

factor M y simultáneamente hagamos decrecer E en eI mismo factor.

Decreciendo E , el flujo de energia a los osciladores armónicos

en cada corte se reduce en un factor M, pero ya que el número de cortes

ha aumentado por el mismo factor, el fiujo total de energÍa cedida a los

osci ladores (esto es 1a energfa pérdida en fricción) permanecerá inalte-

rada.
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Por otra parte, a menos que la suma de las ondas reflejadas en Ia

dirección -i por cada corte se produzca en forma coherente, el flujo to

tal de partlculas reflejadas dismlnuirá en un factor M'

En resumen, incrementando el nrlmero de cortes por M y simultánea

mente decreciendo 6 por el mismo factor, esencialmente se obtendrá 1a

misma pérdida de energía, pero con una reducciÓn de 1a onda refleiada'

Repitiendo este procedimiento es posible lograr que Ia onda total

reflej ada sea despreciable.

Como ya hemos dicho, esta conclusión no es válida si Ias reflexio-

nes en cada corte se producen en forma coherente- Pero, una reflexión

coherente significativa puede ser evitada escogiendo L ) 
^o 

, donde L

es una dÍstancia sobre 1a cual ia partfcula pierde una parte substanciai

de su energÍa y lo es una longitud de onda tfpica de Ia partfcula (por

ejemplo la longitud de onda que la partfcula tenía antes de ingresar a la

zona de fricción). Estas restrÍcciones son las mismas que Ias condicio-

nes bajo Ias cuales es vá1ida 1a aproximaciÓn semiclásica l,lKB.

Si las ondas reflejadas son despreciadas, entonces Ias funciones

de onda para las primeras tres reglones pueden ser escritas de Ia forma

iK (x-x.)
l+l(x)r =e o I

lo)n * a *,1

N

f^lor" xr < x < x2

(51
N

TT
n=1

- /4\ iK. (x-x^)
l+2(r)> =: alt/" v t li)l

v
(4)
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lo3(r)r = ju uil).iK"*u(*-*t)l.,,lur, t\ ¡orn x2 < x < x3 (5)

E1 valor de cada coeficiente Of:) depende de las condiciones de

borde impuestas en x = xZ .

Si se impone la condición de continuidad de la función de onda en

*=*?

I +2 l*r)> = ¡ q3 (x2))

se llega a Ia relación

5(3)= .-iKu+,(xr-xr) .f2) ,<r¡0,, .

Por otra parte, si se impone ia continuidad de Ia derivada en

*=rz

- i Kr*, ( xr-x, )
uf2) ,t u lo>, . (7)

(6)

* I *' (x) l*=x, = * t *' (x) 
x=x2 ,

se llega a 1a relación

K. (5' vD' = i;- evu ñ. v+Ir

Sin embargo, si deseamos que el flujo de partfculas sea conserva-

do en , = *2 , 1a retación entre los coeficientes oli) , ul2) debe

ser
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b(3)vu

La ecuación (8) es algo intermedÍa entre Ias

(7). La diferencia entre 1as tres ecuaciones (6)

EIIas difieren en términos que son proporcionales a

(8)

ecuaciones (6) Y

- (B) es pequeña.

E.

Será úti1, aunque de ninguna manera necesario ni ffsicamente rele-

vante, escoger 1os estados de los osciladores armónicos de ta1 manera que

eI traslaDe ,< ilO l. sea un ntlmero real positivo- Si los estados des-'J',l
plazados están dados por (f-27) entonces

.u =, j(;lo)j

l+3(*)r=i[_

iK (x-x^) N
VJe lu/-

1?\bt"' lr-u l. lu l^v-u,u ' | ' a

(e)vj_1
ñ-T

l

--6, /4e
" tu:aI_lJ2 )

es A )será un número real positivo si o (esto se e1 ige negativo"
u

En este trabajo só10 estaremos interesados en cómo la energÍa en

la dÍrección de movimiento a Io largo del val1e fiuye hacia los otros gra

dos de libertad y no en el detalle de cómo queda distribuida entre ellos.

La información contenida en la ecuaciÓn (5) es excesiva para nuestros

propósitos. Podemos reescribir 1a ecuaciÓn (5) de la forma

(10)
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lir
| - ,12 -

p

Los estados ln)le denotan (de un modo incompleto) que hay v quan-

ta distribuidos entre ios osciladores I y 2. De esta manera podemos

escribir el paréntesis cuadrado de 1a ecuación (10) como

Defi namos

rui')r' =u i ,toll},,t'

e1 estado In)lZ Por

x
:

lh\"i Ir v-u uI--:----rl'i -. lr-¡)1 lu)2vz f lh\"/ l'\
/ -v-6 ól I

\oÍ' /

(11)

(12)

(13)

(14)

:
u<v

donde

u<

K
-zt -\Z) r2 v-P
r ld I ___i:-- .u' v-p' Kvv

La fase de uL') es ffsicamente imelevante. Sin embargo, para
v

algunos casos será posible dar una interpretación sugerente si ésta se es

coge igual a la del coeficiente bl,3] ,, "más grande". Esto es, para unv-u,u

v fijo, buscamos ei valor de u que maximiz. lul,ll ,,t, y asignamos a

/tt /?\
1a fase de a:.'/ el valor que tiene 1a fase de ese b).'.1 .. ._v,-v_U,U

Usando 1a ecuación ('12), obtenemos que la función de onda en la

región 3 está dada por

iK ( x-x^ ) N

Iut (,)r =: ul'r . " t' Ii)rz T^ lo,n
v n=J

Generalizando, si la función de onda en la región s está dada

por
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, . iK (x-x ) N

¡+ 
s {x)r = i ult,l. v' s li)r.....!1 TT l0). , (15)

entonces podemos escribir 1a función de onda en la región s+l en 1a for-

ma

-,,t . -(s+1¡-iKu(,-*r*1),-, N

l,u 
s'' (x)¡ =-o,, c r-,t..-_.. TT.lo,n (16)

v ,... ," n=S+1

donde

r-(s+1),, - .r'-(s)lul"'l'=u L r;laiii l'

/ i-1\
Para 1a fase de u;-''' usamos 1a misma prescripción antes mencio

nadá. Esto da

/c\I 5+ I Irá<a.,a a' ', 
= f¿Se de al", + K..(x^.. - x-) (18)--- -- -J 'v' s+] s'

donde j es el valor que maximiza ¡uIt)rr-, I . con esta prescripción

la fase acumulada por los coeficientes u(.s+t ¡ es esencialemnte iguat av

1a fase semiclásica de una partfcula con vector de onda variable.

[.a situación que corresponde a1 concepto clásico de fricción de

Coulomb, se obtendrá si N > 1, los cortes están distribuidos uniformemen

te sobre una distancia no demasiado corta y la pérdida de energÍa de cada

corte se mantiene pequeña.

Consideremos ahora Ia situación que ocure sÍ lql < 1 y lol < 1

s imu ltáneamente . Despues de pasar a través de varios cortes y que la

Kv-u-k-- (17 )
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pérdida de energÍa no es despreciable, la distribución

culas será una Gaussiana en 1os diferentes canales de

( (- 
=ttvs

'tlwtt s

de partl-

c.5 LU C)

(1e)

(20 )

Escri bamos

1:

dei f lujo

en erg Í a .

t/ Itt
tl))

1

J?W
s

donde

ld

Para l6l < 1 solamente ro Y rr S€rán reievantes.

ecuación (17) manteniendo solamente los térrninos u = 0,

F - Vh¡,,
UU

tr
0

la(s+l)12 lult)l'-.r[? (21)

Usando adicionalmente eI hecho que eI flujo de partículas debe con

servarse en e] corte usu, encontramos que los coefÍcientes de acopla-
),miento r; y rr- tienen que ser

,^(s),2.]¡""-t, 
J

^K^¿v=rOq
K

\-

-¿L

^ -Ll+ó

Sustituyendo esta s

v n2_ -2

,;7 . 
(22)

(21) encontramos queecuacl0nes v (19) en
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r .*o {-f '-tr*, l'}= ,^-t-.*o { l-l'}w.*, ="v i-l -*, ) ) =;- \ ""' l.- I \ I J

c ( ( ".r -r 
'l2l

* u-n 1.*o{-l---'ll. Q3)
z+6¿ *s ' tt ws )J

A1 buscar el valor de e que maximiza el lado derecho de 1a ecua-

ción (23) se encuentra la siguiente relación entre Er*, y Es'

1'
5+t 5 a

I 
'L\

. Multiplicando la ecuación (23) por (, - Er*1)2 e integrando so

bre e encontramos que

*3*r = 13 + (og)2 (25)

Las ecuaciones (24) y (25) dan 1a disipación y dispersión de

energía sufrida por 1a onda monocromática incidente, a medida que cruza

1os diferentes cortes. Vea también figura 5.
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ENERGIA

FIGURA 5: Se llustra la disipación y dispersiÓn

onda monocromática incidente, a medlda

de energía que sufre la

que atrav lesa los cor -
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2. Paquetes de ondas.

Hasta aquí hemos considerado sólo ondas tiempo-independiente. En e:

te caso el flujo de partfculas en cada corte permanece constante mientras

que la probabilidad de encontrar una partícu1a en un intervalo ax dado

aumenta después que 1as ondas han atravesado un corte.

Ahora investigamos brevemente qué sucede si construimos paquetes de

ondas en la dirección de movimiento x . Suponemos que en t = 0 tenemos

un paquete de ondas Gaussiano centrado en * = *o en el espacio de coorde

nadas y en K = Ko en el espacio de momentum. Además suponemos que en

t = 0 el paquete de ondas "completo" está todavÍa en ia región 1 y que

el ancho en el espacio de momento satisface aKo < Ko . En ese caso, la

función exponencial de 1a ecuación (3) es reemplazada por

.'*ol--. e(x,r=o) # .-, 
{ 

+ 
[ # ]' ]

(27)

por

donde

La evolución temporal de p(x,t) en ausencia de cortes está dada

q(x,t) =

i IK(x-x )-o( K) t]
e o'

(28)|-::JaKoJ2n

I . r r-r t2l
ex, 

l+ t*;li
1ñ*

JZ; J -.
Y2u2

ñ,(r¡ = "rfi

Supongamos que

la región 1 Ia

y axor«o = ]

otra vez tenemos la situación

función de onda está dada por

(zs1

Ia f igura

4. En

mostrada en
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r f+-
= tdK

l+1(*,t), = e(*,t) T\
n=1

i¡¡1*_¡-1_i,,(r)lt
^Ug

VAK l2n
o

_iI,-t
In\ ^ L u

k-rto
tAKIo

.-, 
{-+

lo«"(r):u(2)(r).J vv

* ),-t N

' o Tl lo,n e
n=¿

l¿l N

llTl lo>^e
J I n=t

L [*-*.1']

l-lryl J

.N
- lñ ür^ f,

lotn e ¿ \)

-i),ot 
(30)

Entonces

(31)

Definamos a(K) = (2n)-1l2¡zn¡-l /a 
1o«o)-1 

/2"*p

l+1(x,t)> =

i tK (x-xo )-t (K) 1t

l+2(x,t)r =

-i(v+
. l" I e

t.K..(K)f, (r) = --:-v' ' ln
o

Jo**1* ¡.
N

n
n=1

Ya que nuestro método no es válido para K muy pequeños,

gral'tiene que ir sobre un intervalo reducido centrado alrededor

(tfpicamente 4 veces Ia varianza aKo)

En Ia región 2 Ia función de onda estará dada por

i I K, ( K ) ( x-x,, )<u, ( K )tJ

-i(N-1)12-'o"

donde K,(K) y , (K) están definidas por

K,(K) = K

la

de

i nte-

K
o

(32)

(33 )
l« l2

, - "rÉJ

(34)
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Como antes, eI parámetro E está dado por

/f h,K'I
(. = h,of 

i 
_zr: 

l

En la región 3, la funcÍón de onda está dada por

(35)

-i (v+u+l )o-t N -i (N;2).,-t
.1,1., lulre ' Tl-^ lo,n e ' ' (ae)

En analogía con la ecuacÍón (13) tenemos:

> lb(3) f = z y21^Q)¡2 K,-u(Ko)

u.r'"-u,u' -u ir'ulov-ul -KJ-K]I (37)

En (37) hemos usado Kj(Ko) en lugar de Kj(K), para que los

coeficientes de Ia expansión sean independientes de K Corno antes redu

cimos la información después que 1a onda ha atravesado un corte"

En la región s la "funclón de onda" estará dada por

l+s(*,t), = ior.(r) ¡ u{.s).iIK'(K)(x-xs-1)-"(K)tJ
tw-v

-i¡,*{y,-¡ N -iN-:+1,^t'1"1, .te ' s 
TTlo)n e ¿ ' (¡e)' tr...! 5- n=<
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Los coeficientes

currenc i a (17) Y (18)

por ufl) = u,o .

fK
', 

V

o

3" Resu ltados numér i co s

a\''/ son evaluados usando

con 1os valores de d, en

las relaciones de re-

Ia región 1 dadas

p(x,t) , esto es después de inte-

osci ladores, encontramos

itK (K )(x-x^ ,)-úr (K)tl
v 5-t v (3e)

Para la densidad de PartÍculas

grar sobre todas ias coordenadas de los

- /^\5r.. -r s r-\5/p lx,Ll =. lov
v

Para cada v, la

se a la derecha con una

I 

2jor.t r l.

i ntegra I representa un paquete

vel oc i dad de gru po

ra el caso de pa de ondas.

de ondas mov i éndo -

(40)

En 1a figura 6 se muestra la evolución de 1a densidad de probabili

dad en eI eje Y = 0, a medida que la partícula avanza en la dirección x'

Allí se ha elegido un paquete con muy poca dlspersión en energía

(Ko/AKo = 160), con e1 propÓsito de que para un tiempo T igual aI perio

do del osci lador, prácticamente no presente dispersiÓn en 1a poslción y

puede ser ilustrada en forma adecuada la oscilaciÓn del paquete en Ia di-

rección transversal. Aparte de1 paquete original, se ha graficado una

de las réplicas, consecuencia de 1a dÍscretización de 1a integral sobre K"



29

1E-3

10
T:0 T =3O

1E

10

10

182

10

182

182

f = 70
'10

lo
1E2

o2468
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1 !-3

10
T= 90 I A r=r2

I

I

I

I

I

I

r €-3

10

10

182
10

182

Densidad de probabilidao l+(x,0,t)12 para vdrios tlempos. En

T = 0 1a particula estra cruzando e1 corte. I = 11? corresponde

a un periodo del movimiento oscilatorio en Ia dirección y. Se ha

graficado 1a primera réplica hacia Ia derecha.

F I GURA
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o

o

A A
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I

I

o

I-t
.t

I
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t/\ /\

I

'l
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I
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Densidad de Drobabilidad en la direcciÓn x.

0.080

0 100 200 óuu

FIGURA 7: ¡4uestra 1a pérdida de energía cinética

te que cruza un corte- (ver texto).

900 1000

y dispersión de un paque

En la figura 7 se muestra la densidad de probabilidad integrada en

el eje y A 1a izquierda se muestra un paquete Gaussiano normal izado,

iniclalmente centrado en xo = 100, con Ko = 4 y varianza AKo = 0.10

Su energía es t = ln"«'o + j h"{aro)' = 8.005 y su velocidad de grupo

es v = 4
s

A la derecha, el paquete más alto corresponde ai caso en que e1

desplazamiento 6 en el corte es cero, por 1o que el paquete no pierde

energía y evoluciona con la dispersión natural esperada para un paquete

Gaussiano. El paquete más bajo corresponde a un desplazamiento 6 = 4.

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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En este caso se han excitado unos 40 nlveles. Vemos que ei paquete pier-

de energÍa cinética y que su dlspersión es mayor que 1a del anterior. La

pérdida de energfa cinética en la dirección x es igual a Ia entrega de

energía err 1a dirección y:

.-,
^E 

= to X vl( vl0 )l' -o' (41 )

Para este ejemplo, 
^E = 0.9599 de modo que la velocidad de grupo

después de atravesar el corte es Vó = 3.7536 y la posición del centro

del paquete en t = 200 es 857



CAPITULO IIJ

LlMITE CONTINUO PARA UNA PARTICULA LIBRE

1. LÍmite contÍnuo para E Y w.

En 1o que sigue estudiamos el caso en que Ia distancia entre cada

corte tiende a cero, introduciendo una densidad de cortes p(x)" Además

permitimos que los parámetros adimensionales o y E varÍen como una

función de Ia posición a 1o largo dei valie. La ecuación (II.24) toma

1a forma

i(x + dx) = é(x) - | o'(x)u(x)o(x)dx,

de donde se enc uentra

..X
i(x) = I -* I o'(*')6(x')p(v')dx't )o

En forma análoga, para los anchos encontramos

(1)

32

(2)



a)

w'z(x) = fj .",-' )8'z(x')p(x')dx' (3)

mienza

figura

x se

en x

EI

la

Ne

origen para Ia coo rden ad a

región de fricción. A1 I f,

8).

escogió en ei iugar donde co-

=0, é=1) w=0 (ver

6 y p son constantes. En -

encontramos que

(4)

Regidn sin f ricció n

P =o '

En esta sección suponemos que

tonces, de Ias ecuaciones (?) y

é(x) = 1 -lo'eox=: t -

con f ricción R e girín sin I ricción

P.o

R ogton

Plo

OL
FIGURA B: Se indica 1as diferentes regiones atravesadas por 1a partÍcula

a medÍda que avanza en la dirección x

2. Caso de E, ó y p constantes.

E,

(3)

X

,o

w(x) = oe fix'. (5)

v



Recordemos que las ecu¿ciones previas son válidas solamente en e1

rÍmite lól <1 y lEl <1.

En lo que sigue estamos interesados en saber acaso es posible lo-

grar que 1a partfcula pierda una cantidad significativa de su energía, su

jeta a la condlción de que su dispersión en energía no aumente.

Para ello debe satisfacerse que

,t

6(/pL'(Z6'zEpL<1 (6)

34

0 sea,

Escogiendo

6.f;f >l (7)

E=Eoln, 6=oo//-ñ, pL=cn2 (B)

uno encuentra que Ia ecuación (6), la que ahora 1lega a ser

,l

6otoJc/ln <i 6026c < 1 ,

se satisface para n suficÍentemente grande escogiendo un valor apropia-

do para c .

En resumen, vemos qué es posible seleccionar 1as condiciones bajo

las cuales una onda monocromática, prácticamente no sufre una dispersión

en energÍa, a medida que avanza a 1o largo del valle excitando a los os-

ciladores.

(e)
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Esto es, para una posición dada, es posible que Ia onda tenga una

energfa cinética en la dirección x tan bien determinada como 10 estaba

antes de ingresar a la zona de fricción.

Evaluemos ahora la amplitud a(e, x) de la onda. En el lfmÍte

continuo escribimos

Aquf lé)* no representa un autoestado de

que solamente es un modo de representar que se ha

dad de energÍa € a los osciladores localizados

(10)

un Hami ltoniano sino

transferido una canti-

a Ia izquierda de x .

1a siguiente expresión para

(11)

ecuación (I I - 20) . Ahora 1a

(12)

¡l
J+(x)> = | de a(e, x)lér

J0
TT

y>x
t0)',y

En e I

K/K:0vK
o

R-v

En la

ecuación ( I I

1Ímite conti nuo, debemos usar

11
/-l-E .rG

úItÍma igualdad se ha usado la

- 19) llega a ser

lult) | "--__+.la(e, x) l'? =

f-e - é(x).]"
- l wGT_,e'

'/-,1 w(xl

Usando 1as ecu ac i one s

la(", x),'= .-o 
{- [

(+) y (5) encontramos que

e-1 + 62 €,px/Z

govpx )l/* 
J"pex ' (13)
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Restapordeterminarquéfaseacompañaaa(e,X).Comoyalohe.

mos mencionado, Ia fase de a(e, x) no tiene un significado fisico parti

cular y depende de la fase que uno ha asignado u lÉ)* ' Nosotros hemos

seguido el criterio de mantener en a(e' x) solamente la fase debida a1

movimiento a 1o largo de la dirección x; todas las fases arbitrarias in

troducidas por los cortes son incluÍdas en lé)* ' Evaluemos 1a fase de

a(x,, e. ) dentro de este predicamento (ver figura Ns 9) '

FIGURA 9: La región achurada

posibles valores de

x1

ind i ca, pa ra

1a energ Í a .

L

cada valor de la

x

posición, 1os

La Iínea recta i(x) = 1 - -l u'ro* indica 1a energía nrás probable/
de ia partícula cuando ésta ya ha avanzado una distancia x' mientras que

las rectas e(x) =t y "(x)=1-Epx son sus cotas superior e inferior

respect i vamente.

iq¡¡.t-l:f¿ p x

e=l-(pxao-\
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Evaluemos 1a fase de a(e, x) en el punto (e,, x1). El sistema

pudo llegar a ese punto de diferentes maneras. Lo más probable, sin em-

bargo, es que el sistema hubiera evolucionado a Io largo de un camino muy

cercano a f evitando caminos como fr . Por lo tanto evaluaremos la fa-

se de a(e, x) en eI punto ("1, x1), suponiendo que eI sistema evolucio

nó a lo largo de r . Esta curva está definida por la relación

1-.

x.
I

La fase a 1o largo de

x.

r sati sface la relación

+ r / 
"Tx 

)dx
oe.(x + dx) = er(x)

(14)

(15)

(16)

(17)

forma

esto es

de" (x )' -v-lx- - ''o

Integrando la ecuación (16)

x1 ^ '

encontramos que

I 1 -. i/. Iv- | I I''o"r lr -1 j2
J

la

9o1'la(e., , xr)

Por lo tanto, ampl itud a (e, x) puede ser es cri ta en 1a

a(e, x ) =

. (i -al2

.t*o"tá 
ro,. l-? "-1 + ! o"eox

oe J-px

"I
I

[,[.rot-zI (18)
(oc /-i?px¡v"

, -1

-1
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Si las condiciones son tales que Ia dispersión en energÍa se mantÍe

ne pequeña, entonces la distribución de energfa será muy cercana a é(x)

y las componentes a(e, x) para diferentes energfas tendrán esencialmente

la misma fase. Esto nos sugiere introducir una "función de onda" que sea

integrada sobre e y que dependa solamente de x. La fase serfa aquella

de Ia componente a(E, x) y su magnitud vendrÍa dada por Ia suma incohe-

rente sobre a, es decir,

i e^
o(x) = q 'e

lt'"
dela(e,x)l' I

¡

(1e)
r3 *o-[

f'
J0

Ya que

diendo

eo = o'

la( ", x)1" es una Gaussiana,

Ios lfmites de integración a

ES

podemos evaluar 1a integral exten-

(--, +- ). El resultado, con

0(x) = (20 )

x
o u"ro 

]
(21)

xo tiene e1 signÍficado ffsico de ser el lugar don-

continuara perdiendo energía a un ritmo constante, se

1a ecuación (20), encontramos las siguientes expresio

de probabilidad y 1a densidad de corriente de proba-

]-'".*, {'3 
*.-.[[ r - i]*- r

l. x
l-ro t\

)J

donde

La distanc ia

de, si la partfcula

detendrÍa.

Partiendo de

nes para la den s i dad

bi I idad:

l1-' | 2



39

La corriente J es independÍente de x y t . Recordemos que L,

esto es Ia región donde hay fricción, debe ser menor que *o.

La "función de onda" (20) es solución de la siguiente ecuación:

o(x) lo(x)12 I

,(r) = üói'= [T]*
,:=form[*#]=*

[#,-*;- u(x) ]01¡¡ =6

(zz)

(23 )

(24)

(25)

I ineal :

(26)

donde

u(x) =

Para Koxo )1,

u(x) . Ké
X

x
o

-, 
[t .r8lrj;r ,,,Er Iuu l'-LJ )

U(x) esencialmente es un potencial

1.e., para Koxo > l, la función de onda de una partícula libre moviéndc

se bajo 1a influencia de fricción constante es Ia misma que la de una par

tÍcula sin fricción moviéndose en un potencial linealmente creciente. (Lo

mismo es cierto en mecánica c1ásica).

La "función de onda" (20) es idéntica a Ia parte incidente de 1a

forma asintótica de 1a función de Airy, que es Ia solución cuántica corres

pondiente a1 problema de una partfcula moviéndose en un potencial lineal.
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Volviendo a 1a

está dada Por or(x)

Esto implica

do(x)/dx? En x=

Oor(x)
--Zx-

Ne 6, en Ia regiÓn x

. En Ia regiÓn 0 <

0 la función de onda

< L está dada Por

.rr{*t = .[, ,-q)'''-,)-r\. Q7)

En x = 0' si no hay ondas reflejadas ' or(0) = orr(o).

1a derivada

fi gura

= .t 
*o*

= iKo
oor, (x)

dx

(
- iv I I -_ .,.0 

1

^LX=U

_x
x

0

*o-. [[

que c = 1. Qué hay respecto de

0 encontramos

il
4Ko*o 

J

(28 )

x=0

De las expresiones (28) encontramos que Ias derivadas tienden a

coincidir (esto es, no hay onda reflejada) si 1/4Koxo.( 1. En otras pa

Iabras, para poder despreciar las ondas reflejadas' aparte del requisito

( y 6 pequeños, debe satisfacerse que 4Koxo > 1' Note que Ko*o ) 1

imptica que la longitud de onda asociada a Ia partfcula debe ser mucho me

nor que Xo, esto es Ia distancia sobre 1a cual 1a partfcula pierde toda

su energla. como lo hemos menclonado antes' Ia condición Ko*o )1 sig-

nifica que el sistema está dentro del régimen semiclásico'
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? Reflexión oor una oared.

Supongamos que p ara

te una frlcción constante.

una pared i nfi nita. Desde

plana con número de onda

x < 0 no hay fricción y

Supongamos además que en

la i zqu ierda incide hacia

K (ver fioura Ne 10)
o

que para x >

x=L está

el origen una

0 exis

ubicada

onda

sin
friccidn

2L << Xo

con
fricción

OL

Una onda plana penetre una región con fricción y

flejada por una pared infinita.

F I GURA

x
o

luego es re-

Dentro dei lfmite continuo desarrollado en 1a seccÍón anterior,

nemos que ia función de onda moviéndose hacia la derecha está dada por

ecuación (20):

1d

[' :J""J].,,r,
' ( " l-"'.ro {* if roro(') o.i..l'-t, 

t
.'. [' 

-
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Para obtener 1a situaciÓn fÍsica deseada, debemos suponer que 1a

onda reflejada va a través de un conjunto totalmente diferente de "cor-

tes"; de 10 contrario es fAcil arribar a situaciones en las que el siste-

ma gana energfa reingresando a Ia región I a través del canal elástÍco'

lo que de nÍnguna manera corresponderÍa a lo que entendemos por fricciÓn"

La "onda" refiejada hacia 1a izquierda por 1a muralla deberÍa estar

dad a por

oi(x) = f,-no 0<x<Lt
L - (x - L)

*o l

I, expj+1 2
Ko*o l-lx

o

tota l

(30 )

en la región II tiene

que

Por supuesto,

anul arse en X =

"función de onda "

y, por 1o tanto,

1a

L

(31)

Sucede que no hay una ecuaciÓn de Schródinger del tipo (24) para

/\
Ia cual o)-/(¡) sea solucÍón.

o

La conexión con otros formalismos para fricción parece imposÍble'

La ecuación (31) corresponde a una funcÍÓn de onda estacionaria siendo,

por 1o tanto, imposible compararla con funciones de onda obtenidas a par-

tir de un enfoque tiempo dependiente. Por otna parte, uno deberfa ser ca

paz de construir paquetes de ondas con Ia solución (31 ), esto es el

r[-)1*¡ = .iot*l - .iot'l

L-(x-L)
)[, [,
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principio de superposición arin deberÍa ser vá1ido,

comparación con los métodos desarrollados a partir

neales.

que desecharía una

Hami ltonianos no 1Í

( 33)

(34)

(34) hemos definido xo como

se detendria i.e. donde É = 0:

lo

de

4. Fricción dependiente de 1a veiocidad.

En esta sección supondremos que E es proporcÍonaI a J-E . E1

problema es soluble anaiÍticamente si en lugar de e usamos ; Si la

dispersión en energfa se mantiene angosta y 1a pérdida de energfa no es

completa, el uso de i en lugar de e es una buena aproximación. Escri

bamos

s = E.J-E (:.z)

EI desarrollo que sigue es paralelo ai de la sección 2. De 1a

ecuac ión (1) tenemos que

a=

¡x=-
1

2 6- EOp J e .

de 1a ecuac Í ón (33)La integración

_(
e(x) = | 1 -

t

da

Análogamente a

distancia donde una

la ecuaci ón (4), en

partf cu 1a clásÍca

X

*o

la



44

(._l,'o_[

Para ei ancho encontramos que

*2(*)=uze1 ,+ fr--0 r 
t

1

4
c I -1

6'Eo o l
(:s )

(so )

x

frlcción depende de 1a

[' t]'l

0x,L
FIGURA I1: Análoga a la Figuna 9, pero cuando 1a

velocidad.

La curva f está dada por

.{xl = 
[ 

r -

Para la fase a

(1 - rl) , 12
-, 

]

r uno enc uentra

+ fi )x.,

1o l argo de

K,on -T \r

(37 )

o.(e., ,x., ) = oo (-?B )
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Por 1o tanto,

a(e ,¡) =
1/-nE w(x))'/'

dispersión en energía se

de onda" o(x) como en

1a ampl itud a(", x) se puede escribir de la forma

(3e).i*o.i*o*]tr*e¡
1 ¡ e - d(x) 12Z\ wfif/

Si la

una "func i ón

9o = 0, es:

ción

o(x) 'o:--..:__;_ = _p(0) *o-*

ñK^
rUJ =- ,o

La " func i ón de onda"

de Schródinger

x<x
0

o(x) dada por (37) es solución de la

mantiene pequeña

1a sección 2. El

podemos i ntroduc i r

resultado, con

(40 )

Para 1a densidad de probabilidad y 1a coffiente de partÍculas en-

co ntr amo s

(41)

(42)

ecua

[#-ri-u(x) ]',*, =o (43 )

(44 )

con

u(x) = 2Kit [, t]
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Def i namo s

l/l=

Reemp I az ando

l^i(x ) = ñK x
o

esto es, podemos

c0n

^ o(x)
¿n oFGi

(40) en (45 ) encontramos

fL2a2'l

L4* +"rw(x) i tt'l =

(45 )

u(x) , (46 )

de Schródinger" (43) en 1a forma

Eo(x) (47 )

"2-o %p' (48)

_lrro

escri

hxl. x I ot -ql=q
bir la "ecuaclón

r nK^tu
' tmLo

1

4
ñK

o
*o

Ilrlxl0

y l.l(x) dado por Ia ecuación (45). Et paréntesis cuadrado en la ecua-

ción (47) es similar a1 Hamiltoniano no linea1 de Kostin para fricción

proporcional a 1a velocidad. La principal diferencia es que en (a7) 1a

energfa E es la energfa total de1 sistema (incluyendo la energía tras-

pasada a los osci ladores) mientras que en el Hamiltoniano de Kostin E

es sólo ia energÍa de la partfcula. Note que la ecuaclón (47) no tiene

el término ( ln {,/4,* ) , presente en el Hamiltoniano de Kostin.

Es fáci1 ver que r es 1a constante de frÍcción de 1a ecuación

c1ásÍca

m^x+"rx=0
U

(4e)



CAPITULO IV

PENETRACION A TRAVES DE UNA BARRERA CUADRADA EN PRESENCIA

DE UN CORTE.OSCILADOR ARMONiCO

En este capÍtulo estaremos interesados en las soluciones estaciona

rias de la siguiente ecuación de Schródinger:

f -h"f a2 a'I
L% tai'+¡y¡,*!tr-r(o)(*))z*v(-) - [E.-+]] ,r,(x.v) =0, (1)

donde

,rot1*l ={o *l*, xr€ro,Lr (?)
I Yo * ' *1

f o x<0, x>L
v(x) = I

LVo 0<x<L
(3)

47

v
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vo

I

l<-Corte
I

I

I

Iillil
I

I

I

I

EGION I

n:0
1

2
3

1lv
5
6

7
8
9

L

a través de una barrera que tiene un corte enFIGURA 12:

E stüd i emos

quemáticamente 1a

Def i n amos

Penetración

* = x1

V - La
o

ecu ac i ón

regiones

)t
K; = K;(t - Er) n € IN*

donde E está dado por (l-31). Baio

III) lntroducimos

nfr =r2.tv.-1+En)

(4)

la barrera (en Ias regiones II Y

el caso para el cual Eo .

situación descrita por 1a

los vectores de onda en 1as

F igura 12 muestra es

de Schródi nger (1) .

i y IV por

^ € Tl\r* (s)

x1
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donde

(6)ío 0

l+,(x)r =:
n

l+,,(r)> =:
n

1,1,,,,(x)) = :' 11_t
n

l+,u(x)i = :
n

= F- = :-----_ñ-Ln ltK'-o

iK x -iK-x
la-e 'l +a-e rr )ln)'n n '

lnvoo

Para slmplificar 1o que sigue, supondremos que los canales cerra-

dos (esto es aquellos que tienen energÍas negativas en las regiones i y

IV) pueden ser despreciadcs. En ese caso Ias soluciones generaies en 1as

regÍones 1-IV están dadas por

ll )

,,, rn(x-x,)(D e'n
-ru (x-x. ), J n t .,+ D e ltn)n'

-x (x-x.)
+ c e lln)n'

-iK^(x-L)+die " )lñ)

". rv_v \
,l(c e'n

iK-(x-L)
(d- e rl
'n

o
:

,N

bJ

i¡

(8)

(e)

(10)

Para 1os valores x = 0, x =

su derivada deben ser continuas para

l ac Í ones entre los coeficientes:

*1 y x = L Ia función de onda y

todo y. Esto da 1as siguientes re-

(11)

a
o

:

"N

d
o

"N

= T'4
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donde lM es una matriz de 2N ,. 2N

incluído en e1 cálculo) dada por"

KI1-iJl¿
n)

iM=

(cada uno de los ,,cuadrantes,, de nvl

(¡t es el valor más grande de n

I

n^ ', l.nn*' i,, - i 5l .L or] nm

I

I " -K xf r^ n
ta u

l't----
i

| 1 
^-^n" I

12'

(12)

K'l
- i -!l¿EnJ n'

es una matriz diagonal de N, N),

(r3)

(14)

cr

i'
¡l
"N

^t'o

:
¡l"N

"o

bl
0

hJ

=0

x N dada por

i<,1¡,1l.,-5llI 't "tlr---------l
I .- t I rc- I II (mln)+ l1 + --.Ll I I

| ' I nmj 
J

una matriz de N

t¡r1l.r.51, L N,, 
-,J

donde 0 es

t'
'=i; trnl

-::- |

MJ

t(fnr*ll
t
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cl

"N

-l-o

:

.J'N

-- $l

d-

uN

d-
o

:

N

(15)

donde ]N es una matri z de 2N.2N dada por

-r (L-x, )n t'
l' rlt. n L^Li _ I 

- 
tól 'K lnm

I nl
1

2|-, .,!l'.,I n j
'1

2
-x (L-x.)n' t'

e

"(16)
n{=

f,.,F1..,L n./

I

I

I

I

I
I

I

I

I rl
lr - i -Alol' ^ H I nml. nJ

1

2
nn(L-x,)

e

las ecuaciones ( 11 )

1

2
.x 

n 
(L- x.' )

e

, (13) (15) encontramos queA part i n de

:
:

afr

:

oN

0
o

:

d:
N

'o

:

uN

=s

o

o

:

"N

(17 )= rM0tN

v
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donde

5 =: IM0IN =

.¡

Ap1Íquemos ahora Ias condiciones asintóticas

En Ia región IV deseamos solo ondas emergentes, es

(

(

,, 
I-l

o) 
]

(18)

sobre los coeficientes "

decir, requerimos

En la región I imponemos

(adicionalmente aqu í habrá ondas

do del problema de scattering),

(1e)

una onda incidente só10 en el canal n = 0

emergentes en todos los canales, resulta-

es dec ir, imponemos

d-=0
n

Vn

n no

Sea o Ia solución de

(20)

(1 ) que sati sface las condiciones de bor-

de

La solución +, que satisface

(20) es una superposición 1inea1 de

(21)

las condiciones asintótÍcas (19)

1as funciones ov

I ¿- = o

tor= ,"' vu

N

ü=, c0
^ vu (22)
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Se tiene

En part Í cu 1ar

.(1)

s (3)

Los coeficientes

ecuación (25). Una vez

tonces la ecuación (26)

+

de expans ión {or} se

que Ios coeficientes

nos permite calcul

(24)

(25 )

t¿o/

encuentran invirtiendo la

{e } han sido encontrados,env-

ar Ios coeficientes ia I
p

ct
0

:

N

0

1

0

9
:

0

oo

:

uN

,1

0

0

:

0

ci
o

oN

a
0

"N

0

o
o

*N

v
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con el

Vemos que

n+E

esencialmente es

onda incidente,

rn = lánl¿ *
o

conservación de1 flujo de

Y .n para cada canaI,

dados por

(27\

(28)

(2e )

Los fluios transmitidos y refieiados tn

flujo incidente normalizado a uno, están

^Ktl nrn = lenl q

v

La

io,

dos

En el problema de penetración bajo una barrera, aparte de 6, 6 y

aparecen otros 2 parámetros adlmensionales. EIlos pueden ser defini

de Ia siguiente nanera:

NK_ n ,, ,¿

nlo \- 
r' l"n I +

e = Ko(L - x,)

n = Koxl

partfculas

lánl2) = r

(30 )

(3t ¡

_ v I _ 1- I

0

Ia razón entre

mlentras que

(32)

1a l ongÍtud deveI ancho de la barrera
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¡ 
= 

x'l

n+q L

es la posición del corte dentro de la barrera.

(33 )

A continuación damos algunos resultados numéricos para el caso

it o=Yo/ Eo=1-2, n=0.5 y 6=3.5

Por supuesto, para ó = 0 uno tiene solamente ondas transmitidas

y reflejadas en el canal n = 0. Para este caso uno encuentra

ro = 0-93834 Y to = 0-06166

Tabla I da los resultados para 1as ondas transmitidas y refleja-

das en cada canal para 6 ='1 y para los siguientes valores de t:0.'l ,

0.05 y 0

TABLA I

Cana I

n

E = 0.1

rn tn
E = 0.05

rt,n .n

E=0
rt' n -n

0

1

2

t

4

94622 .03748

00278 .0t150

00002 .00180

.000'1 9

. 00001

94380 .03742

00085 .01464

00000 .00288

.00039

.00004

. 93834 .03740

.00000 .01870

ññt 67

.00078

.000 1 0

.00000

Tota I .94902 0.05098 .9446s .05535 .93834 .06166
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De la tabla I uno encuentra, como se espera, que la onda total

transmitida decrezca a medida que E aumenta. Esto es debido a la altura

adicional que 1as partÍculas en 1os canales con n l0 tienen que penetrar

en la barrera cuando E (que está reiacionado a la pérdida de energÍa en el

corte) aumenta.

Las ondas reflejadas en los canales no elástlcos decrece dramática-

mente cuando E - 0. De alguna manera se repite 1a situaciÓn que teniamos

en el Capítulo i. Para E - 0 es claro que los cortes no generarán flujo

ref 1ej ado .

Una gran cantidad de flujo de partÍcu1as es reflejado en el frente

de 1a barrera, pero parece posible, ensamblando bien 1as funciones de on-

da en la parte posterior de 1a barrera, tener reflexión despreciable des-

de x = L Estos resultados nos permiten proceder de una manera similar

al CapÍtu1o II y de esta manera simular frÍcción durante el proceso de

penetración de una baffera.



CAPITULO V

SIMULACION DE FRICCION EN EL PROCESO DE PENETRACION

BAJO UNA BARRERA

En este capftulo seguimos estrechamente 1as ideas ya usadas en el

capftulo I I

Introduzcamos N grados de iibertad. cada uno para un corte oscilador

armónico. La ecuación de Schri5dinger en Ia que estamos interesados es

+ (-t) (Eo + )fr,.) ] +t*,y,, ..., y¡) = o (1)

(A menos que se indique lo contrario, usamos 1a notación y defini-

ciones de Ios capítulos previos ).

57
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f'o si
v(o)(*) = l" [¿ si

x
n

*n

x<

X>
(2)

CS

Todos los cortes estarán ubicados

< x < L Vn (vea figura 1P)-

en la región de 1a barrera, esto

o gion 112l-
lt lrll

oX,x2
FIGURA 13.

Estaremos i nte res a do s

que Vo Por experiencÍa de

ca de 0 ni de Vo

X*

solamente en el caso en que Eo es menor

ios capftulos previos, Eo no debe estar cer

Ya que bajo Ia bamera no hay ondas que viajan, no es inmediatamen

te obvio cuái es 1a aproxÍmación análoga a despreciar ias ondas refleja-

das. Por esta razón, cuando escribamos las funciones de onda en las dife

rentes regiones debemos inciuir. todas las ondas tanto exponenc i a lmente

crecientes como decrecientes.

Una onda monocromática se mueve desde 1a izquierda (región I) ha-

cia la barrera. A la izquierda del primer corte solamente habrá ondas en

el cana] etástico (n = 0). En las regiones 1, 2 y 3 bajo la barrera,

1a función de onda estará dada por

vo

x-
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1+1{*)r 
0 . x=. *,(ul(t)j'o(*-*r' 

* u"') t-no(*-*t" ü lo'n (3)

x 
1 

< x < x2 v

v

l+3(r)r = : 15t(3).n'+u(x-xt) * or13¡.-f,u+u(x-*'' ,
vu

N

' l;), lpl" fT l0l- x, < x < x. .| .t ,.,2 
n_,3 

, .n ¿ J

En * = *? debemos tener

't? ¡x,Y 1,y2,..., v*) = +3(x.v l'Yz' " " v¡r) (6a)

u*2 I -u*'Iá l*=r, = fi- l*=*2 \..,t'tz' "" YN

(5)

(6b )

De 1as ecuaciones (6a) y (6b) encontramos

hr(3) -1o-^',*u(*2-'a) . Iu'rrl [,* n, l* u](r)[, 5ll ,r,'',!, =2' 'ul "" |. ^u*u .J -' t tru*u 
JJ

D.(3) _1"n',*r(*2-':) , ¡u'tzr f , J.l-u,{zl lr -J" l1 (8)'vu -z- ui"v i n"*u .J " [ 
("+r, 

J.1

Si en 1as ecuaciones previas nr/nr*u es reemplazada por 1' en-

tonces 1as ondas exponencialmente crecientes y decrecientes se desacoplan

(esto es equivalente a despreciar las ondas reflejadas para E > Vo) La

razón
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-.>
E-0

De 1a misma forma que en el capítulo

ciendo que Ia onda vaya a través de muchos

dida que el número de cortes aumenta. Para

(8) llegan a ser:

II, slmularemos fricción ha-

cortes y decreciendo E a me-

E < 1 las ecuaciones (7) y

(10)

(11)

exponencÍalmente crecientes

la onda crec ientes (decrecien

(e)
ñ

K
v+U

-¡í ( x^-x^ )

bt(3) _ e''v+u\^2-^3/ r ar(2)-vu - u-v

h¡(3) _ oK',¡u(x2-xr) ¡ ^¡(2)-vr ' u"v

Es muy importante notar que 1as ondas

(decrecientes) están relacionadas solamente a

tes) en la región previa.

Igual que en

onda de tal manera

so obtenemos que Ia

mo

el capÍtulo II nos gustaria reduclr Ia función

de retener scilo 1a información relevante. En ese

función de onda en Ia región 3 puede ser escrita

de

ca-

l+(3)(r) , =
,-r(3)-Ev(x-x3)
I d, e

r131 -tr,(x-x3). 
, - .du e )l" >12 lo)n (2)I N

rt"



t
u<

,
l¡<

.-2tr(trr*,-,r) 1,2 
¡ u, 

(, ), z
u l¡¡ v-l.r I

.28,(xu*1-x,) .:1.,:!:) 12.vu'v-r'

donde a1(3) (at(3))

,-r(3),2
I d.,

encuentra usando la

to,1Í], t'

(fase de ai(i)) - lrase oe al(1))

(fase de ar(i)) - (rase ae al(j)¡

siguiente prescri pc i ón

borde en x=0
de onda del ti po

lo)

deri vada en x =

se

t
<vu

A partir de las

¡.t(s+l)¡2 -l'v | -

,-t(s+'1 )r2,v

ecuaciones (13) y (t0) encontramos

Ahora debemos aplicar las condiciones de

x = L. En 1a región I buscaremos una función

61

(una re 1ac ión análoga vá1ida para 1as ondas exponenc i a l mente decayentes)

Ya que 1os factores que relaclonan las amplitudes en dos regiones

vecinas son reales (debido a la elección hecha previamente para los auto-

estados del osciiador armónico), encontramos que todas las amplitudes tie
nen la misma fase, esto es

(13)

(15a)

(15b)

yen

(1aa)

(14b)

/r\ f irox , ^-(i)^-iKo*l +l+\'/(x )> = le
' n=0

La continuidad de Ia función de onda y su

las s l gu lentes relaciones:

(16)

0da
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l,r,II(*)r = , h,(tt¡.iK'(x-L) * u-(ll).-iKut*-t']10,,,..., N. (20)
V

(r) 
= r=].-n,*, [,-i:],;,,, n]J'o'r[, #;].',, 1re)

(r) =L"-%-, [, fr ].;,,, _ ].no*r [, 
_ftl.:,,, (1e)

i
U

%

ur(N+') =;1,-,-,:l ¡(rr) *i f , - 1i;,,,, (zi)"v -2[ 'n,j " 2l ñ, 
)

ai,(N+1) - 1 [, il ;(rr) *; [, - ] I ;(ir) ez)v t I n",1 , . | ff, 
)

Sean nl y nJ e1 número del canal para el cual lut(llnt ) , ,
1)l 

son máxirnos . Definimos al canal de salida más probable por

ar(l) - ar(l ) -0 vvlo (17)

En la región II la función de onda tiene Ia forma

La continuidad de 1a funcÍón y su derivada en x = L da 1as siguien

tes re 1ac i ones :

, r(N+
ta

no = ,1 {n i + n l)

(Si no es un semi-entero, usar el entero slguiente ).

Con 1a elección (16) para 1a onda reflejada, disponemos solamen

te de un grado de libertad. Sólo una de las amplitudes incidentes ¡(tI)

(23)
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puede ser

una forma

l a. bamera

elegida igual

tai que no h aya

para el cana 1

u-(l I ) - o,'o

a cero. Escogemos las ccndiciones

presente onda incidiendo desde Ia

ñ0, i.e.

(21) encontramos que 1a razón de

de borde de

derech¿ hacia

Usando 1as ecuaciones (ZO) y

.t(N+1) .. -r(N+1)'n- J on
UO

(24)

6*
n^

- - ¡-- l¿) )
no

^r(N+1)-no

;r1T-+rT =

"n
o

donde se ha usado

1 + iK lxnt n00
f - i*no/Kno

1 - iK lx'nr noo

1a notac i ón

f + ix I Kno/ -no

(26)

Todas las amplitudes ar(s) de las ondas exponenc i a l mente decre_

cientes son generadas a partir de una sola amplitud ar(1). de hecho en_

tre ellas existe una proporcionalidad directa. Lo mismo es cierto para

las amplitudes at(s) que comesponden a las ondas exponenc i a I mente cre-
cientes; eilas son directamente proporcional a at(1) . por lo tanto Ia
razón (25) determina también la razón de at(1) y a¡(l).

A continuación enumeramos brevemente los pasos seguidos para en_

contrar las ampl itudes:

u,=,á[,.,t]



64

i) Introduzcamos 1as ampl itudes provisorias

Comenzamos 1os cálculos numéricos en 1a

iniciales

,-t(s),
v-

reg i ón 1 con

1rr(s)1

Ias condiciones

"t 1'l )^-Hox1ooc

ur ( 1 )^Ñox 1

"o

ar(1) _ al(1) _ o

(27 a)

(27b)

(21 c)

para encontrar 1as ampl itudes

En particular elcontranos

(28)

vvl0

ii) Usamos las ecuaciones (14) y (15)

provisorias en todas 1as regÍones.

¿i(N+1) , aj(lt+t1 vv.

iii) Encontramos n^ , el canal de salida más probable y evaluamos Ja re'o

zÓn

-tlN+1)a
n-u .r

-r \+l)
a
n-

{J

1v) Hemos encontrado

"t(1)^-Eoxlde
o

;¡ (1)^(oxt
"o

que

_1 (2e)
Ud

-"(N+1)
no

Jtr+TI
no
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Por lo tanto, si

rl't ) -trox'l
3o' ', a

,nÑ.\,le
o

encontraremos que

v) La ecuac ión (30),

^r(1)^-%x1oo c

¡11) Hoxl

o

comenzamos con

ó*
n-

0-ó
n

0

1

T
-. D (30)

(31)

(32)

se satisface la ecuaciÓn (24).

junto con (18) Y (19) da

D
_t-¡---ñ---i--i-

1

¡+-T= 6oo

vi) A partir de las ecuaciones (27 a)

(33)

y (31) encontramos que

Vv (34 )

(3s )

, u:(**') son conocidas, en-

dan las amplitudes a-(Ii) y

--(1)
0

r(N+1) Rav' =eT+%

6 R+6*oo
¡*-T-T-¡-o0

-t(N+1)a
v

r(\+1) 1 -+(N+1 )
'v -ó*R+ó -v

oo

vii) una vez que las ampl itudes ur(N+1)

tonces ias ecuaciones (21) Y (?2)

_III\
urrt"' en la región II

v'¡

v
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So I amente en el canal

barrerd en I a reg ión I I

crece, la fracción de ondas

Ias ondas que se alejan (en

v : n no habrá ondas moviéndose
0

A medida que la diferencÍa entre v

que se mueven hacia Ia barrera con

la reg i ón II), aumentará.

hacÍa la

v n de"0
res pecto a

De ninguna manera éste es el problema fÍsico que uno tenía en men-

te al comienzo sino que es el precio que uno Liene que pagdr por despre-

ciar las ondas reflejadas en todos los canales no-e1ásticos de 1a reglón

I (vea ecuación (i6)). Un ejemplo numérico mostrará que la situación

no es tan mala y que es fácil construir casos en que el método descrlto

es una buena aproximación.

A continuación

caso: K L = B u Io'0

ri]ostramos resultados numéricos para e1 siguiente

= Ya/E = 2.0

La situación descrita está representada en Ia figura 14

FIGURA I4.



67

Si 1a constante de acoplamiento

dad de penetración de la barrera es P

el valor dado por la fórmula

es 6 = 0, entonces 1a probabÍli-

= 4.50 , 10-7 Esto coincide con

(36 )

que da la probabilidad de penetración para el pnoblema unÍdimensional en

el 1Ímite de penetrabilidad peoueña.

La figura 15 da la probabilidad de que podamos encontrar a las dife

ientes ondas en región II para los diferentes canales n. para el caso

N = 100 (es decÍr Ias 1íneas só1idas) la escala n va desde O a 35 mien

tras que para 1os cálculos con 200 cortes la escala n va desde 0 a 70.

Ya que para estos cálculos NE = 2, se ve que el canal de salida más prq

bable ha sufrido la misma pérdida de energía. para una partÍcula libre,
en presencia de fricción con NE = 2, se hubiera encontrado exactamente

la misma pérdida de energÍa como la observada en la figura 15. Esto no

era esperado ya que en el caso de penetración bajo una barrera parecería

que las ondas que pierden menos energÍa tandrían una mayor posibilidad de

penetrar la barrera.

t^ (. =V I r-oL
, -2K t

le u

)

1

V;

numero

Se

de

esperaba el máximo de 1as probabilidades transmitidas para un

cana I n más pequeño.

II
td

La figura 16 da la onda incidente y transmitida total en Ia región

como una función de N. AIlf NE = 2 está fijo. para N grandes

onda transmitida es independiente de N mientras Ia onda incidente en
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1a región II, que se

de ensamble en x =

c ioando al hecho que

también fi gura 15).

necesitan

L, decrece

e I s pread

para satisfacer las condiciones apropiadas

a medida que N aumenta. Esto está rela

en energÍa decrece cuando N aumenta (ver
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1d6

o
o
J
ñ to"
fDo
É.

1o-r0

FIGURA 15: Probabl l idad para

canales.

n

ias ondas en la región 11 en Ios diferentes

3530252015

R egion II N=100

I='oz
N.200
l='ot

0ndos
t ronsmitidos

It
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it
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tt
tt
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l0 ",

0ndo trqnsmitido en lo re9¡dn Il

\r./

0ndq incidenta on to regiónll

(Nl=2)

100 200 100 500

y Transmitida en 1a Reg ión II versus N

I o-1

r--o
r§|

o
o
J

ñ
coo
É,L

l0' 10-

300

N

FIGURA 16: ondas tota I Incidente

(ver texto).

0



CONCLUSIONES

En esla tesis se estudiaron alquncs aspectos de un novedoso modelo

para simular fricclón en mecánica cuánlica.

Este método liene como punto de partida rlna ecuación de Schródinger

llneal tiempo independiente. Siendo válido e1 principio de superposiciÓn,

a partir de sus soluciones estacionarias se pueden construir paqueles de

ondas y estudiar su evolución temporal. EI método se presla para realizar

en forma sencilla estudios numéricos de problemas de mecánica cuántica en

presen c ia de fricción.

En el así l larnado "1ímÍte continuo" se obtienen soluciones cuyo com

portamÍento es muy análogo a1 de una partÍcula c1ásica. En este IÍmite

fue posible estudiar Ios casos de fricción de Coulomb y Slokes. En el ca-

so de roce de Stokes (es decir roce proporcional a Ia velocidad) se enccn

'Lraron resultados, especÍficamenle una "función de onda", que 9s solución

de una ecuación tipo Kostin-Schródinger.

71



72

Para e1 caso de penetración de una barrera de potenciai se encontra

ron algunos resultados no esperados.

La principal deflciencia del n'étodo radica en que sólo es válido

bajo las mismas condiciones en que 1o es el método l'/KB (es declr, en el

régimen semiclásico). Al estudiar e1 ccmport¿miento de una partÍcula so-

metida a fricción, esta deficiencia Ímpide incluir en el estudio el momen

to en que se "cletiene" y, por Io tanto, restringe en forma importante 1os

prlllleras d los 0rre se puede apl ic¿r.

Hay algunos aspectos de este método qtre aún deberían estudlarse-

Enlre el los cabe mencionar los siquientes:

1. Un estudio numérico (o analitico si esto es poslble) del compor

tamiento de las varianzas en el espacio de cccrdenadas y de momenlo para

un paquele de ondas en presencia de rcce. De esta manera se podria compa

rarlo con los olros existentes.

2. Un estudio de qué ocurre a un paquete de ondas al

nido por algunos pocos "cortes osci Iador armónico", es Cecir

de ün paquete de ondas ya a nruy baia energía. Es claro que

serÍa importante considerar también Ias ondas reflejadas.

3. Ver si es posible utilizar el método para estudiar

miento de un oscilador armónico en presencia Ce roce- Ya que

energías el método l'trKB es aplicable a un oscilador armónico,

que el modelo aquÍ desarrollado también 1o sea.

ser

UN

en

cas i Cete

estud i o

ta 1 estud i o

el comporta-

a muy altas

esperdrnos
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4. Para el caso de penetracÍón de una barrera fue fácil formular

el problema con roce de Coulomb. Aunque no es completamente claro cómo

generalizar esto para el caso de fricción de Stokes, se intuye cuál debe-

ría ser la manera de formular el problema. EI caso de penetración de una

barrera en presencia de roce requiere de un estudio más profundo para com

prender cabalmente sus resultados y conocer con más precisión las condi-

ciones bajo las cuales e1 presente método es vá1ido.
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