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INTRODUCCION

1.1 Introducción

El objetivo dc esta tesis es calcular urra solución exacta para un rrodclo que describe el

llarnarlo fcnómeno cle Resonr,nr:ia Estocó,stica,. El concepto que fué introduci<lo por primera

vez en 1981. en el tr:rbajo de Benzi et al. corlo urra foLnia de explic:rr la recullenci¡i dc las

eras glaciales en el clirna teuestrc, consiste esencialmentc crr tres ingreclientes: un potencial

biesiable. rrna firi:rrto r1c ruirlo ¡, una perturbación perióclica externa. Dado 1o anteriot. la

lespuestiir clcl sistcma exhibe un comportamiento rcsonante en funci,ón, dc La intensidati del

rr¿i,do v rrnrcstra urr r.alor rnáximo, para un valor rlcl rrrido disfinfo de cero. :utta vez que han

sitlo fijarlos los rlemás parámetros que calactcrizan el sistema dinárnico.

Err cstc trabajo se exarnina un sisterl¿r lincal (lirreal se refi.ere sirnplcnicnte a que cuando

se ex¡lnúna cl sistema en término-q de l¿r variable dinárnica la eclación diferencial rest tantc

os lineal v de primer olden en cst:r variable) sometido a un ruido llamado técnicamente pro-

creso de Olnstein-Uhlerrbcck. Las características del ruido niultiplicativo (plornedio. función

clo «rlrclacióri, ploba,bitida.l estacionaria) h:rccn clue la amplitucl plomedio (que es nuestrcr

obselr.able) cle 1a ecuación clue describc el sistema dinámico pucda ser calculada en forma

exacta, usando la técnica de Integr:rl dc C¿rniino de \\¡iener. Básicalncnte se puede h¿rcer on

forma ex:rcta porque 1:r forrrrulación de integral de carlirro reduce el ¡rroblenra a un cálculo

dc integlales gaussianas que sorr conocidas. Además. cornparando nuestr¿r solución con la

d¡: Barzvkirr ct :r,1. logramos reproducirla, haciendo concordar'las furrciones de correlaciórr de

arnbos nrirlos con Io cual ambos problemas son idériticos.

La tesis está estructur¿rda como sigue: en el capítulo 2 sc da una breve introducción ¿r

Ios conceptos básicos de plocesos estoc¿i,sticos y una introdur:ción a Ia integral de Car¡rilo

cle \\riener. constnrÍcla a paltir de] movirniento b¡o'"vnia,no de un:r p:rltÍcula. EI desarlollo

de esta palte es puramcnte formal, enfatizando a1 final que I:r Itrtcglal de \\¡iencr cs una

hellamielta para calcular proneclios de funcionales, sin ahondar en el rlótodo de cálcnlo dc

estos proccdimientos los cüales pucden ser encontrados en las referencias indic¿das al fina1.

En el capítulo 3 se intlocluce 1a resonanr:i¿r estocástica y se rr:srrelr.e analíticamente el llarnado

¡loclelo de dos cstados que permite cuantifica el efecto, En el capítulo 4 se plantea ei pro'blcma

iineal y se lesuelve ¿ln¿lIíticamente usando la Integral de Camino de \\riener. F-inalmentc en

el capÍtukr 5 se rnuestran los resultados y las conclusiorres cle estc trabajo, rnostrando además

corno Ia solución analítica rle esta tesis reproduce Ia solución exacta de Barzykin et al. Se

f, +..,--- ?.1;i ar r/ 
-;::-=4,



iucltrven además dos apéndices. c1 priniero con la solución dc ia ccuación de clifusión v e1

scgundo con el reescalamiento do las variables del sistema dinámico. que permite reclucir el

núrncro dc parámetros del problema.

Una de 1as caracterÍsticas más interesantes de 1a técnica de Iutcgral de Camino es que

pcrmitc una visión unificada para la rcsolución de problemas en areas distintas de la fÍsica

l eririca, tales como la teoría de procesos cstocásticos. mecánica cuántica, teoría cuántica cle

carnpos, teoría r,le supcrr:rrcld:rs v rrccánic¿r, estaclística.

Par¿r ser concretos, veamos cios ejemplos: la forma genérica ciel obieto bisico en la tei¡rÍ:r

rlc Procesos Estocásticos es la Probabilidad dc Transición I,l'(r¡. f¡ r¡, t0) que se esclibe

(1.1 1)

to(¡as I as tr a,Jectotias
desd.er)ar¡

¡rquÍ r0 denota el conjunto de coor'denadas del sistema estocástico bajo estrxlio en ei instantc

f¡ v I,I'-(z¡. i ¡ t¡.t6) es la probabilidarl cie que el sistcrna se encuenirc en las coorclenadas r:¡

cu cl instante t¡. La forma explícita del funcion¿r1 F [r(r)], t¡ 1 r 1rl, como también el valor

1' sigriificailo dc la constante I) clependen de las propiedades ptrrticulares tarrto del sistcma

r:omo del rneclir¡ en r¡.rc eslá inmerso. El signo dc suma es simbólico y sigrrifica una sutna sobrc

to(1¿is las tra-r'ectolias del sistema.

E¡ \'Iecánica Cuántica, el objeto b¿isico de estuclio es Ia llamad¿r Arnplitucl ¡lc Transicirirl

1{(:.¡,1.¡jr¡, i¡). rro una prob:rbilidad, ¡, 1a expresión de integral de camino para ella tienc uu¿.

folrnir que es sirnilal a 1a expresión (1.1.1) i. c.,

K(r¡, f¡ l16, f¡) - (112)
ta dos La.s tr ay ect or i a s

¿asde rc o xJ

aquÍ. S lz(r)] es l¿i acción clel sistema en función dc las l'ariables del espacio dc conliguración.

Aútn clando ahora se tiencn exponentos puramente imaginarios. ell contr¿Iste con el caso de

los procesos estocásticos, formalmente la estructura de 1as expresiones (1.1.1) y (1.1.2) es

totallnente :rrrá1oga. Arin más, se puede rlemostrar que la integral de carnino (1.1.2). trnrr-

bién corrocicla corno Integral cle Feyrrmann puede ser transformada en Ia Intcgral clc Wiericr.

lealizando una transformación a var iable de tiempo puramente irnaginaria, i.e.. r , if.

If (r¡,1.¡]:r¡,16) - *o l--4" t,r'll]

*, li, r,r,lt]
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2 PROCESOS ESTOCASTICOS Y LA
INTEGRAL DE \MIENER

2.1 Procesos Estocásticos

Sea urr sistcma 11] cuyas propiedades son susccptibles de ser desr:ritas en función de trna

r..ariable -Y c¡rc torna lalores continuos ¿ tales que x € -RN. Suporidrernos qlre este sistern¿r es

factibie cle ser descrito probabilÍsticamente y que adernás evoluciona err el tiempo. Llarnarcrlos

a Ll! (21, t1) ta densidad de probabilidad para que la variable X tome el valor z1 en ei tiempr'.,

r-r: l1'.:(¿r.1r: r2,t2) a la densidad dc probabilirlad coniunta para que 1:r variable I tome ei

valor' :r1 cn el tiernpo fr ), c1 valor 12 en el tiempo f2. Generaiiz¿rndo para n instantes dc

tienrpo f r . f :, .... f ,, se escribe Ll', (21 , f 1¡ :r2, t2; ...i :r", t") y significa la densidad de probabilidad

conjurrta pala qlre la variable X tome el valor 11 en el ticmpo f1. el valor J2 en el tiempo ¿2; ..i

cl vaior r,, err e1 tiempo t,.

La evolución temporal r.lc rrn sistema qrlc presenta las características anterioles es 1o quc

.o llarrra ¡rt Pt.tt, »o E.,to,ri."li,.o X - X(l). Par, un lnlclvalo ¡l(' tl,'lripu ,/i.1-' cl 'olrlrrnlo
rle r.¿lores de X(ú) € [f 1.lr] es ll¿rmado rrLa re,ai'ización del proccso estocástico y corrstituye

L¡ra crrva en el espacio X. La-s funciones de probabili<ia(l conjunta ll; cumplen las siguientes

cr¡nclicioncs de consistelrcia:

lt'" 
= 

o

Itr',, es simétrica baio intercambio de pares (r,¡,t.,) y (:t:¡,t¡)
r

.f 
,1f ,.ll "(., t. t t. .t 

.. 1.2....: J +. 1r.: ...: .r, . i . )

l1;. 1(r1, 11i...|:rr¡,1,f¡ 1; ra+1,1k+1; ...; :t:',,t,,)

I
/ dxllr.(x. r) I

,l

(2.1.1)

() 1 
'\

(2.1.3)

(21.4)

En (2.1.a). dx sc refiere a1 clcmento dc volumerr en -R" dx - drlcLr2...dr" y las integrales

son calculada*s sobre todo el dorninio de la r'ariable x.

urr ¡rr.oceso cstocástico x(f) se dice estaciono,río si todas las funciones I'[,", perrrianecen

inr,¿uiantes ba.jo desplazamientos cle todos 1os tiempos f, cn una cantidad constante f.

Se define tarnbiérr la 1lamac1a densidad de ytrobabilidarl cond,ir:i,onal quc se escribe como

P(:r1. i1 r2,12) ],significa la densidacl de probabilidad condicional para que el ploceso ostocás-



tico -{(l) tome el laior J1 €n cI instante /r sabierrdo quc su valor en e1 irlstatltc 12 es 22. Su

dofinición cs:

P(r1.t1 t2,t2) -
W2(:c1.t1; r2, t2) (215)

Wt@z,tz)

Cornbinando la.s ecuaciones (2.1.5) y ((2.1.3) sc obtiene una Ielación entre las dcnsidades dc

probabiliclad a tiempos r'lifercrrtes. i.e.,

(2.1.7)

De nranela ger:ioral, P(:r1, f1: ...; t: n, tn 21.'rt;...: zn. r,.,) es la densidad cle probabiliclad coniunt¿r

clrrdiciorrai de rnodo quc el proceso cstocá.sticr¡ X(f) tome ei r,¿rlor':lr en el installte .r i...: ci

valor r,. en el instante f,,. sabierrrdo clue en 1os irrstaut,es rt,...,T,,. torna 1os vaiores z1 ....';".,

lespectir, arnent e. Esta densidad es definida por 1a expresión

I,I'1(.r1,f,) - [ rlt 2e1., ¡.t1\L 2,t2)W1(:r2.t2)

La clensidacl de probabilidad condicional es no negatira y nornaiizada, i.e..

.f 
tblP(r,1,t1lrz.tt) : I

P(r1,t1;...;r,.f, 21. 11i...: 2,,. r-) -+##

Err Ia clelinición antcrior es usrr¿rl considerar los tiempos orrleuados segliri

(2.1.6)

(2 1.8)

ty )> t2 )> ... > f,, > r1) ... )> 'r,n

Con el orrlcnarniento antcrior se puedc cscril¡ir a paltir de (2.1.E)

(21e)

ll,1.i¡.i :.....r".I,t : PIL t.l1 f 2.t2'....:r',. i,)

P (r,2, t2 t4, fi; ...; r,,, t.)...

P(q, t.t" 11r", 1",)llrr (r", 1,,) (2. i.10)

Lo anterior significa que para determirrar la función ilensidad de probabilidatl coniunta a n.

tiempos. con una conclición inicial dada cn el instante f, se debe conocer la historia cornpleta

ilel proceso desclc 1,. r a f,. La importancia de las densidades de probabilidad corijr.tnta lesirlc

on el hecho que el conjunto cle c1ias, o sea {l,l/rll1, ¿rl, I4'! lr1. tr;12, f2],1'l'/3[r1, f1; :r2, t2:.r3. f3]. ']
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caractcrizan un proccso estocástico dado (Kolmogorov). Tarnbién existen procesos estocásti-

co-s quc muostran corrolaciones entre los valores tomados en instantes diferentes. Eu el caso

¿rnterior se dice que e1 proceso estocástico \iene nrcntoria.

Procesos de Markov

En términos simplcs sc llarna Pro¿eso de. Markot,a aquel proceso estocástico que no guarrla

¡rer¡roria de su pasado en probabilidad. Lo anterior implica una simplifictrción en las exprc

sione,* clc la clensi<lad cle plobabilidad conjunta y densidad de probabilidad conjunta condi-

cion¿ri. Para sel concretos sc dice que e1 proceso estocástico X(f) cs Nfarkoviano si para 1a

selie r:orrrplcta r¿ * m. de instantes sucesivos (L.t2....,t,,.T1..... r,.) que vclifican la rclaciól

(2.1.9) sc cumple

P (r 1, t ¡ ...; t:n, t,. 21, r 1; ...: 2.,, r -) - P (r 7, t1; ...; r n. tnizt, r t') (2.1.1i)

, es clecir', si la dcnsidad de probabilidad r:onjunt a conclicional es entcramente dctcrminada por'

ia condicióri más recientc. Entonces. el proceso cstocástico X(f) "pierde" toda la rnemoria cle

srrs v¿ilorcs pa,la tiernpos anteriores a 11. Usando ahora 1a clefinición de Proceso de \'Iarkov se

puede escribir' (2.1.10) corno

ni

W',,(t t, t t ; ... ; t:., t,,) : il P (r j. t j r ¡ ¡1, t ¡ a)I\ ¡(r,,, t,,) (2.1.t2)
j:r

en <,¡uc l, > tt-t > 1,. Luego, un Proceso dc Nlarkov quecla deterrninado completamentc

espe¡ificanclo dos funciones: La clensiclad dc probabilidad para que ei proceso estor:ístico

rr¡me ol valor xr en cl inslante Í, i.c., l'l!(r,,t,) v 1a densidad de probabilidacl concliciort¿rl

P(r;. ú1. r',1') llamada Denst,dad d'e Probabilttlutl de' Tfans'it:'t'órt, ciesde ¡' a :¿ entre los instantes

l' ¡, l. A1 irrtegrar arnbos rriembros dc (2.1.12) sobrc cl conjur-rto de r.alores 12.li4. .... ilr¡ v

rlsarido las expresioncs (2.1.8) y (2.1.10) se obtiene la relación de chapman-Kolmogorov para

l)r o.resos de \I¿rrkov

h2tz)ts (2 1 13)

Movimiento Browniano y eI Proceso de Wiener

La teoría dei movimiento browniano [2] ha jugado un papel central en la teoría de fenó-

P(¡r.li z:¡. f:) : 
.f 

dtzf Q,:,t1 z2.t2)P(t2,t2 4,fi).



nlcnos cslocásticos tarrto crr fÍsictr corrlo crr matcmáticas. Err cl airo 1E28. el botánico In-
g1ós Robert Bron'n publicó sus obserr,aciones referentes al movirniento crrá.tico cic poqur,ñrs

partículas de polen suspendidas en agua. movimiento que era visible ba,jo el microscopio. La

rlcfinición actual del movimiento brorvniano, quc cs aval¿da por observaciones experimentales.

cs el movimiento rápido, perpetuo e irregular cle pequeñas partículas suspendidas en un fluído.

Las caractei'ísticas escnciales de este movimicnto que se deducen del experimento son

i) Las partícr,L1as miis pequeiras se mueven rnás rápido

ii) A1 disminuir Ia viscosidad cl movimiento también se hace rrrás rá¡.rido

iii) El movimiento se vuelve más activo al aplicar calor al fluÍdo

i1.) E1 movirniento no cesa nunca y srrs trayectorias son tan irregularcs, con detalles tan

finos. quc parecen no tener tangente. i.e., Ia velocidacl clo una partícula Brorl nian¿l no esiá

definida.

llL nrovirnicnto caótico de ias moléculas en suspensión en el flr-rído es clebidr¡ a las r:olisiones

con ias noléculas de1 fluírlo circunda.nto. Debido al movimiento térmico de estas moléculas

cle fltrÍc,lo. urra partícula Brorvniana experimenta cn un interr'alo de tierrrpo muy «rrto 1111

enorme mirlero de colisiones, típicamente 1021 por segundo. Dcbido a que r:ac1a partíurlir cs

¡ruchg r¡rás pcsada que las molóculas de fluído, el efecto de cada colisión es dcspreciable. Sil

e¡rbargo. debido al grari rlirnero de colisiones que ocurren continuamcnte, e1 efecto final es

nn nrovimicrlto efectivo que cs posible observar bajo e1 microscopio. Aún más. debc notarse

qre }:rs r:olisioncs son indeperrrlierrtcs entre sÍ. Tomando en cucnta todo esto. es que es posible

construir una rlescripción matemática de tal movirniento; e1 resultacio es 1o c¡rc se conoce como

Proceso de: llien,t:r'.

2.2 Integrales de Camino de Wiener

L¿r idea de esta sección es espccificar 1o siguiente:

Corrsidcremos 13] el rnovimiento dc un grar número de partÍcultrs Brorvni¿rrras a lo liu-go de

un cicrto e-je (consideraremos por simplicidad un rrovirniento en una clirlerrsión) ¡r las crrales

rlo intcract¡an rnutuamente. Sea p(2, f)dz el núrnero dc partículas en un peclueño intervalo dr:

en el punto r en e1 tiempo f (i.e., Ia densidad de partículas) y sea ademá,s 7(r, f) la corriente do

partícl as (i.c.. el número de parlÍculas Blou.nianas que pasan por el punto r en la dirr:i:ciírri

creciente clc :: por urriclacl cle ticmpo). Sc sabe que ]a corrierrte cle partícrt1a-s cs propolcional

rl gr aJienre,lo.u dcrrsidad. i. "..



0n(t.t'\
¡(t t\ -O; t2.2.tt

La leiación arrterior pellnite definir la llamada cor¡.starúe de difusión, D. Cuaticlo no hay

rri creación ni destrucción de ¡rartÍcu1as, la clcnsidad y la corrierrtc satisfácen la ccuación cle

contimricl¿lcl

dPt¡-t) , ¿i(t t)

0t d:r

v us¿rrido la relación para la corriontc sc obtiene

i))r\

rlrrr: i:s 1:r llamada Ectnctón. dc D'i;fusión.

Cousiclelemos ahora la relación entrc la densidad p y la ciistlibrtción cle pr-obabilidad de

paltír:r a.s ur (.1. t)

w: Kp (2.2.1a)

aquí K es un factor constante que significa el núrnelo K de partículas Brorvlrianas. Esto sc

puerle justi{icar debido a quc a rnayor concentración tle partículas. rriavor prob¿lbilidad de eri-

contrarlas. clr: rnodo que la concerrtración de estas v su probabilidad detren ser proporcional.es.

La ccuación de difusiórr (2.2.3) se escribe cnionces

dp\:r,t) ,-,d2p(r, t)at " a*

0u,(r. t) 
^d2 

ult. r )

t)t 0t¿

(2.2.3)

(2.2.1b)

Sea ahora la corxlición inicial

t,(z.l) --- d(:r) cuando f - 0 (2.2.5)

La ccu¿rción arrterior posee colno solución (ver- apéldice)

¿'(,.1):-!.,.of ¿l Q26)vq;a ^'\ +orJ

Atlerlás se puecle verificar dircctamente cltre

.f 

* 

.,,,u'', 
,, l- _ ri*"-r {-rr;} : , (2.2.7)



cxplcsión quc cs compatiblc con la intcrprctación probabilística d,1 2¿,(rr,l) cono)a, ¡trobo,bi.l,i.d.a.d,

de e¡tco¡'tt¡'a¡' la partícula Brouniana en La posictón r en el t'iern.po f. si esta se encontraba en

el orígen ¡:0 en l:0.
Iritroduzcar¡ros ahora la ytrobubiliriutl rle trans ición

W(r,t I rs,o) (2.2.8)

o para un rnomento arbitrario iriicial

Irl'' (r¿, f z¡. l¡) rt - r(t) ro: r(¿o) (2.2.e)

Tanrbién introchrcirnos ).a e¡LoLuci.ót¡ d,e La, d,enstdad de probu,biLitLad

tu(e:.f) : l* *.arf lrr,f z6.i¡)u(r¡,f¡) (2.2.10)

I)rresto que u,(/o,f¡) es una función arbitraria, que satisface la condición de normalización

(2.2.7). esto signiñca a su \¡cz que la probabrlidad de transición tarnbiérr satisface la er:tra.ción

dc difusión. i. e.,

dV (r, t tu.ia': _ n
0l

con ia condición inicial

O2V: ('rt,t I ro,ta)
ta 1t i2.2.11)

012

I,l'(rz¿. f z¡, f6) -= cI(r¿ ,u) cuarrdo 1. - lo Q 2.12)

qlrc cs consecuencia de la exprcsión (2.2.5). La solución de la ecuación de difusión antelior

corl la coudición inii:ial (2.2.19) es entonces

I f tr, -r,'lt'lll l¡r i ¡ n. 1o) 
,fr;6¡: tr,.*n { - rari r. r }

(2.2.13)

r. aclerrás satisface 1a conrlición de normalizaciórl

.l* ,-arrttr 
(r,r.t | 26, f¡) : 1 (2.2.t4)

La expresión (2.2.13) es la distribución de probabilidad normal (o Ga.ussiana) con laior rnedio



,rioydispersiorrD: J'DG ¡J

La Integral de Wiener

E¡ 1o que siguo. discutirentos la descripción original del mor.imiento br-owniano seguida

por wiener (1921. 1923, 1924). Es en este contexto en qlre se introdujo por primera vez cl

,'ñtrrel,lu ,1, irrlcStal de ( alninO.

Corisideremos por- sim¡rlicidad urr movimiento browniano cn urra rlimcnsión. Podcrno-.

escribir la siguiente exprcssión para la probabilidad de encontrar una partíctrIa broivniala cl
un inst¿rrrte t en cualqrrier parte del intervalo [,4. B] (r'cr figura 2.2.1):

dr. w(r,t) (2.2.15)

F'igttra 2.2.1 Trayectorias dc: una partícula Brou,rtiana qu,e r:ontienzan t:n, eL orí¡1ert,

ll que pasan, a, traués tle crt a,lEt'ier prtrtto del uúcruaLo Al3 t:n el'in,stante t

Lo esenci¿il cle este niovimiento es 1a probabilidad de trn eventr¡ cornpuesto. Esto siglifica 1:r

probabilidad de clue la, partícula, al cornenzar el rnovirniento en r(0) : 0 , pasc sucesivarnente

a tra\cs de los intcrvalos ,41 < r(1r) 'i 81. A2 <l(tz) < 82, . . ...,.4¡, < r(fN) < B¡' eri }os

instautes dc ticrnpo correspondientes t1, f2. ....1,r'. tal r:omo se Ilrllcstla err la figura 2.2 2

P{z(r)e lA,ul}- I^

I



ii lt l1 ¡!l rr

fiou,ra 2.2.2 ()na trayectoria que comienza en eI otfgen y que pasa tt t'rat¡és de

los interua,l,os A,B, en los 'irtstarúes tt (, : 1, " . N)

Lir irxlcpentlericia estaclística cle 1os desplazamieritos posteliores de esta ¡rartícula Brol'ni¿inir

(propicciail N,Iarkoviarra) pernite escribil la probabilidad cortjunta colllo el producto de las

probabilidarlcs para cada uno de los interr,alos. es decir.

P{:r(t1) e 1,,11,811,r(t2) €lA2.B2), ,r(lN) € IAN,B\'l}

lB ''-\Pt -;-;-} /H n*P{-,oj-,-,;, }- I ,,i,'- vfú- .l ,,",r-¡¡n¡'_ 
' 

'

[u'' cxpt #]
J.r., u/lnD(tr 1..,- )

(2.2.16)

Err el límitc etr que cl tiempo es corrtinuo, cs decir, dismimr¡'cndo e1 tamairo de cada intorvalo

v aurrientando al misrno tlempo su núrnelo

(¿,-1,,) =Af¿--o 1<i<N (.2.2.17)

Ia posición de la ¡rartícula. clepende cn forrna continua de la variable ¿ V en ese caso Se

obtrCrre lcr (lue ya Conocemos Cotno procesO estot:ó,stico. Un proceso estocástico CoI'r inclemcntos

irrclcpenclic¡tes, corno en Ia relación (2.2.1ii) sc dice quc no tierre memoria y es llamado como vtl

vinros. rrn ytrocc.so tle Marko,u. En gcneral. la definición de tal proceso no impone restl iccioucs

talto sobre la distribución iniciai u'(2,0) como sobre las probabilidades de transición:

ft/(n¿, f l16, úg)dr¡ = P{r(t) e lr¡,:t:¡ -1- dz¿] | z(f¡) : r¡} t¡ ( t (2.2.18)

excepto por- normaiización, 1a positividacl y que satisfagan 1a rclaciórr dc cliapmarr-Kolgolnolov.

10



Sin embargo en el caso del movimiento Browniano, Ia distribución inicial es de la forma

u,(r, l) --+ d(r) cuando f ---, 0

o en general si c1 punto inicial es arbitrario

u.:(t,t) - á(r - ¡ro) cuando t - 0

y Ias prob:rbilidades de transición están dadas por

(2.2.19a)

(2.2.1eb)

(2.2.20)

/r r rl',

I ( (r,-¡nl2 Ill l.r, i | .,¡. /¡) - ¡f;d¡:A,.-p t 4r¡ .; i
dando como resultado la distribución de probabilidad conjunta

P{:(t,) e lár, Brl,r(lr) e lA2. 82),..., ::(t¡) e [.4x,B.rl]

[, .xp{ "i¡',0 | ["" ex¡,{ ;-:i,f- J ,,'tt --rT--,,Dt, 1 ^,4', ,ov¡,-t,tr
[B\ oxp{-+;# }

'./r' ",/'lrDti¡ -rt ,)

Un proceso estocástir:o con las característica.s ¿rntcriores sc dice vtrt Procr:so de ÍVien,er. Aúes

clc seguir introduzcamos otro importante proccso estocástir:o.

Proceso de Ornstein-IJhlenbeck

Este proccso i4] es uno de 1os moclclos más importantes eri el estudio der 1a relajación de

sistemas clinámicos. Por ejcmplo. supongarnos que deseamos estlrcliar una partícu1a con Ve

lociclacl r., que se enrruentra intrleLsa en un fluÍclo a tenlpcratura T Eritonces la influcncia dc

las fluctuaciones tó¡nicas clebida.s a la temperatura se reflcjará en cl caracter estocástico o

aleatorio de ¡. Ademá.s por otra, parte el fluído ejerce urr frenado (llamado también fern¿¿l-

,izución) sobre la r,elocidad dc la partícula. Luego sc suponc que en cl estado estacionalio el

v¿rlol rncilio cle la velocir:lad dc la paltícula cs nulo y que la funcitin de correlación tempor:rl

cl(] ost¿r velocidad clecae con una ley cxponeticial que solo depclde dt.,l larqo d,eL interttaLo d,e

fu,cmpo considelaclo. Estos dos ingrcdientes clefillen cn forma completa Io quc se llama un

proceso estocástico Gaussiano y Estacionario. La caracterización dc tat proccso es a tra\'ós de

11



los llamados dos primeros momentos, es decir, su valor medio y su correlación. En términos
matemáticos

,tr(t) >:0
u(t)u(t') >: 

fiexp {-1lt - t'l}
(2.2.22a)

(2.2.22b)

Tlansición al límite de un número infinito de "intervalos": la medida

de 'Wiener y la Integral de Carnino de Wiener

Considerando el IÍmite continuo en (2.2.21), se obtiene Ia probabilidad de que la partÍcula

Browniana se mueva a traves de un número infinito de intervalos infinitesimales a 1o Iargo de

la trayectoria z(f ) :

llr*,{ Iffi}ü
J*ft".,{ -.É ('i,-i=)

dr¡
4rD(t¡ - t¿-1)

(2.2.23)

^,)üffi
= *p{-# |Íin,}y-#

o dicho de otra manera, se obtiene la probabilidad para el movimiento de la pa"rtícula Browni-

ana en e1 interior de un tubo delgado que encierra la trayectoria z(f) o simplemente moviéndose

a 1o largo de esta.

Sea ahora C{x1, t1; B,t2} el conjunto de travectorias con orígen en x1 en ei tiempo ú1 y

destino el punto x2 en el instante f2 en algin dominio B de Rd. En particular la notación:

-C{x1,t1;x2,t2} se refiere al conjunto de trayectorias con orígen en x1 y destino el punto

xz : x(Úz)i

. C{xr , ¿r; [A, B], úr] se refiere en el caso de una dimensión aI conjunto de trayectorias con

orígen en xr : x(¿1) y destino el intervalo [,4, B] en el instante úz;

Hagamos sin embargo una simplificación de la notación para e1 caso especial siguiente:

Si una trayectoria tiene un destino final arbitrario en el intervalo (--, -) para to-

das las coordenadas, entonces se omitirá la indicación explícita del espacio completo /id :

t{x1, t; Rd, t2} : C{x1, f1; f2}.

t2



AsÍ, por ejernplo, C{0,0, l} sc refiere a1 conjunto dc tra¡,ectolias que parten en el orígen en

1:0 y ctrue termina,n cn un ptrnto arbitlario en el instantc l.

Ahora, es claro quc pala obtener 1a probal:ilidacl de quc 1a partícula pase por a1gún punto

rlei interr.¿rlo IAB] en el tiempo t. cs nccpsario sumar las probabilidades (2.2.23) sobre el

conjunto C{0. O; ¡A B]. t} de tocl¿r-s las tra¡,e6¡6r1ur que terminan en el intelr'alo iAB;. i.e..

P{t:(t) € [AB]] : ./,,un,,o,,.,, y^#* {--! I' "*" 
nr}

l'^" ,4*'"''{-r;}

-/,.0,0,,o,,,.,,

12.2.24,)

El sÍnrbolo

sc r.efiere for.mal¡rente a urra suma sobre el conjurrto de trayectorias v pucsto que este conjunto

cs co¡ti¡uo. se ha usado el sírnbolo de integral. La suma sobre el cotjunto de tra¡,-ectorias del

tipo antcrior se llarna, Ta Integrai d'c Camino tie: IÚiarLer.

Err ol caso 1ímit e A : B - r:t, cl conjunto C{0,0;zr,t} consistc en aquellas tra,\'ectorras

ptrra las clales los puntos extrcmos están lijos (ver figura 2 2 3).

Jioura 2.2.3 'lt-ayectorias dc la partícuLo Brou¡ni,u,na con puntos

intci,ales y Jinales Jt'jo s

La intcgración sobre este conjunto arroia la densidad de probabilidad de transición (ecuacrórr

13



(2 2 13)):

Il 1,,.r 0 or - / d,, rLt)
'/ [{o'o'" ¡}

en que se llama ¿r la expresión

(trt
d,, "t(r\ = "xp t-1, / u

(2.2 25)

(.2 2.26)

ia m.ctl,i,tla de trY'iener (\Vicner 1921, 1923, 1924. Paley y Wicner 193'1)'

Descie 1:r pcrspectiva de 1a tcoría de probabitidades, la constlucciirrr de ia Integral de

Car¡ino cle Wiener es simplemente una forma de gencralizar'la noción de distlibución c1e

plobabilidad u,(:r1 . 12, .... n,) a ttna d,tstribuci'órt functon,al0[,[ (r)] que describc la probahilirlad

dc encoutral una función pertenecicnte a algún conjunto dado. eri u11a vecilclacl infinitesimal

cle alguna fulción p:uticular /(r) de estc conjunto:

u.(21.m2.. .r") - 0l/(r)]

t
(9(r1.12,...,r,,)) = J 

drtd.t'2...dr,,,1'1t1. 12,....:r,)g(::1.e2,..., r,,)

r
Fllt,ll) -- | ofrrtO[/{rt Fl/trtl

.t

Aquí 1a notación (...) derrota un valor csperado o r.alor medio, D7 (r) denota sinil¡ólir:amentc

una rncclicla f¡ncional y se escribc usualmerrte, para el caso del movimiento Brorvniarro

D f (r)olf (r)l : d,,r(r)

E1 lo quc respecta a,l mátodo de cálculo de cstas integrales. esta tesis usa la definición de la

irrtetgral fu¡¡io¡a1 mecliante discretizacioncs introducida por Langotrche, Roekaerts, Tilapogui

15]. Así si la intogral mú1tiple obtenida a traves de cste método puedc ser calculada cn fornra

erar:ta. esti¡ arro.ja en principio. tomanclo el 1ímite apropiado, una expresióIl exacta para il
Integr':r1 de Carnino.

o";k)\y- dr(r)

'Á;f,k
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3 RESONANCIA ESTOCASTICA

3.1 Historia

B¿isicamente la Resonanc'ia Estocó.stica [6] [7j t8] [9] es un fenómeno en el cuál la respuesta de

un Sistema Dinámico a rna Perturbaci,ón Erterna es optimizada por la presencia de un cierto

niuel d,e Ru'id,o.

Para fijar ideas consideremos el movimiento sobreamortiguado de una partícula de masa

rn y coeficiente de fricción ? en un potencial biestable simétrico V(x) tal como se muestra en

1a siguiente figura

-{s ¡h rs

tb, _*\ t_/' \rV'\\i--t\#W
r¡\\ ll
\- 

\^/ --'

Figura 3.1.1 Parl.ícul,a en un potenci,al btestabb.

La partícula está sometida a fluctuaciones (rüdo) que pueden ser debidas, por ejemplo,

al contacto con una fuente de calor. Estas fuerzas causan transiciones entre los pozos del

potencial con una tasa dada por la famosa tasa de Kramers

uou¿ ----l LV)rk:;: exp l-ftt (3.r.1)
.llILUl
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or] que u; - \,"'(r,,)ln, es la ftecuencia angular dc oscilación en los rrrÍnirnos t¡,, rlel ¡rotenr:ial

"-v 
ol : V "(:r¿)/;,¡¿ 1a frecuencia en el rnáximo ról Ay es Ia altura de 1a barrera de potenciai

que separa los dos mínimos y D es la intcnsidad del ruido quc depende de 1a ternperatura

segÍrrr D : keT . Si se pertulba el sistern¿r con llna firerza periódica rlébil, de frectrencia [2. e]

p¡rte¡cial bicstable es balanceado perióclicamente hacia arriba y abajo, subienclo y ba.jando en

{or.r¡ir per-iócLica la barrera c1e potencial. Aún cuando Ia pertr.rbación es demasiado clábil para

forzar a la partícula a saltar entre los dos ¡rozos, los sa]tos debido al ruido entre los clos pozos

pueclen silcroniza¡:sc con la perturbación pcriódica débi1. Esta, sincronizacióIr, dc caracler'

estadistico' octrrre cuando el tietrLprl prurned'ict cl'e espera TJD) : 1/r¡ entle dos tr¿rnsicione:

entr.e los pozos inducidas por el ruido es comparable con 1a mitad del período Ta :2t¡ /9. Lo

anterior- pro¡rorciorra Ia llamarla condición de co'tnr:iÁe,r¿ct a de r;scaia tie- tiernpo para la llarnada

rcsona.ncia estocástica, i.e.,

r, o!7.' 2""
(3.1.2)

EI concepto de resonanci¿t estocástica fué iritroducido cn el tr-abajo de Benzi ct a,l en ol

rrilo 19E1, e1l el contexto r.lc un modelo para explicar e1 cambio en el clirrra cie la ticlra entrc

eras glaciales 1. períodos dc clirna normal, considerando urr período cle alredccior de 100.0011

años. Err cstc modelo el clirna globa,l es rcpresentado por urr potencial i¡iestablc, en qllc un

mÍnirro rcpresenta 11na baja ternperatura terrestrc correspondiente a una situa,ciórt de era

glacial. La pequeira modul¿rción de 1a excentricidad de la tierra es represcntada corlo un¿l

pcrturbación periódica débil. Las fluctuacioncs climáticas de corto térrrúno, tales como las

flrrctuaciones de mecliano plazo (no estacionales) de la radiación solar son modela<las comc-i

ruido blalco Gaussiano. Si el ruido es rrsirf r¡rriz¿clo" sogún la ecuación (3.1.2), entonces urr

s¡rlto sincronizaclo cntre el clima glacial y normal aumentará significativamente 1a resplresta, del

clir¡a terlr:stre a una perturbación débil causada por ia variación dc la exccntricirlad orbital

de 1a ticrra. según los argumentos de Benzi et al (198i, 1982)

3.2 El modelo de dos estados

El moclelo genelirrr para introchrcir la resonancia estocástica y que perrriite rin cálculo analÍtico

es el clc una partícula en un potencial biest¿rble. La posición de la partícula sc "filtra", con-

sirleranclo solo en que pozo del potencial se encuentra cn un cierto instante de tiernpo. con-

sidercmos ento¡ces un sistema simétrico (potencial biestabte), no sonietido a perturbaciones

extern¿ts que rcaliza transiciones entrc dos estados fr,,, coII una tasa 14/6. Estas tralsiciorres

16



tr)1lecie ser debidas al ruiclo cluc cl sisterna cxpcrirnenta a,l esta¡ crr contacto corr urra fircrrt,c

tórrlic¿r. Sca ri1(t) Ia probabilidad que el sistema ocupe algurro dc los dos eslados * er ei

ticrnJro 1, cs rlecir. r(.t): +r,,. Si el sistcma es perturbado por una señal cxterna periódicii

A(t) - A6 cosff)f], entonces r-ealizará transiciones entrc los puntos +, cn forma ¿rlterrrada I'

7as densidades de ytrobabilidad de trans'ición ll¡1(f) (fasas de transiciórt, para abrcviar). desrlc

.los estados t:r;,,.,, clcpenclerán del tiernpo en forma periódica. Luego sc puecle escribir una

ecuación maestra par:r la.s plobabiliclades na(f )

4+ : II *(l)n1(r) + Ir1(/)n.¡(r)
dt

o haciendo uso de la condición de normaliz¿ción n+ + n- : 1,

4!I : -lrrr(r) + t¡ +(f)ln+(f) + Ill(¿)
dL

A1 irrtcgral forrnalmcnte la ecu¿ción (3.2.1b) se obtiene

,+(¿) : e(¿) 
[r.(r.) 

* l',"a,r"*{in 'Í))

s¡) -- *, [-/,. drlw¡(t¡+tt/ (¿)]]

[ 4^.r.. Ill . t; r - ,i oxn 
l, -¡: 

cos {!lt rl

Supolgamos ahora que la amplitud de modulación es pcqueña. es decir,

$ff..,
lucgo se puedc expandir cn serie con respecto a1 parárnetro pequeño f . ,tti

r,r,=(r) : " l,. *.os(er) + ; (g=)'"*' (or) + 
]

crr qle n.-(f¡) cs una condición inicial arbitraria. Siguiendo a \'Icramara v \\¡iescnfeld (1989).

se escrilrc para las ta-sas de transición las llarnadas tasa; per-t ódica,s de transtcíón notl'uladr.t's

del fipo Alrhcnius

(3.2. ia)

(3.2.1b)

(3.2 2a)

(3.2.2b)

(3 2.3)
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ll-(/,) -tl ri;:r,^ l, ,l ¡'aor-)':"o,',orr- I (r2l:
I 2\ D / )

Irrtcgrerrido entolrces las ecuaciones (3.2.2a.b) )¡ reteniendo tórrrrirros hasta el primer orden en

^,.ol ]ruaur-rr"tr, l#

en que

n,, (flr:¡. r¡) - 1- n (tlz¡, t¡)
1_

- i{c*r, l lr¡(t-l0)l l2¿-,.,,--1 n(to)l +1+rc(t)}

,-)- / ¡o2". \

rrrr - l-2-1 coslQi o)
,/4rl + Q2

_ /f)\i): arftarl l- I- \ ,r, /\- ^,/

(3.2.5a)

(3.2.5b)

(3.2 5c)

(3.2.6a)

L:r exprcsión n- (fl:r¡. l¡) se detre lccr como Ia probabilidad condicional de que r(f) se encrrentlc

e1I cl estarlo * en cl tiempo l. sabiendo quc el estado inicial era r¡ = .r'(to). La delta de

I(ri¡ncckct d.,.u,,, refleja cl estado discrcto del sistema v vaie 1 r:uando el sisterna se enrlentra

inicialrnente en erl cstaclo +.

La solución (3.2.5a,b,c) permite el cálculo de cualquicr cantidad esiadística de interés dcl

ploceso cliscreto r (r) a primer olclcn en e1 parámetro tle exparrsiótr l# U. l)articular.

calcLrlerros Ia respuesta temporal promedio dcl sistema frente a la perturbacióri periódica.

Pol definición cie r.alor medio o esperado

/ (i.)l.ro. /o) f ,,,0,.r./ 16.tor,
.t

en clue Ia probabilidad condicional sc escribe

P(r:,flr¡,1¡) : n-(t)rl(z - r-) * n (.t)dQ: + 4,) (3 2.6b)

chrrrde nuevaurcnte las deltas cle Dirac obligan a la partÍcu1a a estar en uro u otro pozo cici

potencial. R.eernplazando ¡r tomando el límite asintótico f6 -+ cc Io quc nos dcline el llamarlo

pronerlio estacion,o,rio y que dcnotamos por el símbolo (r(/))", podcmos escribir finalmenter:
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(:l.2.7a.)

(3.2.7b)

(3 2 7c')

lJxan'iin:rnrlo la expresión anterior se puede ver el comportarnienlo de z(D) como función de

i¡r intcrrsiclacl del ruido , ta1 como lo muestra la siguierrte figura. A la expresión Z(D) la

ll:rrnarnos tnnpLitud, deL prornetLío estaci,onario.

itDl ¿L\l=1 2 :¡r¿=1,=r,,,=1; A-lO l Frecuencia(Hz)

o{.40
O=0.50

o=0,60

0.5 1 1.5

Fi,q. 3.2. 1 Amplitud r(D) r''ersus D

El gr.áfico muestra el comportamiento dc la amplitud de1 prorrredio estacionario. comir

función de Ia irrtensidad clel nrido, para distirrtos valores de la frecuencia. Notese que cacla

curr.a. cxhibe un máxirno, para un valor clcl tttido d,istin,to d'e cero, estc máxinio es 1o que se

dcnomina lesonancia estoc¿istir:a y e1 r,alor rlcl ruido para el cual ocurre estc rnáximo es 1o clue

se ll¿rma cl r,a1or cle resonancia estocástica. A meilida que la frecuencia aurncnta, e] efecto de

resorranci¿t dismimry'e. Debe notarsc sin embargo que Ia corrdición cle resorrancia fu = lfn e,2"'
solo aploximada, 1o esencial cs que arnbas escalas de tiernpo básicarnente son del mismo orrlcn

de nagnitud. La tabla dc ia pagirra siguiente rnuestLa la anterior afirmaciórr. En esta se ha

calc¡l¿rr.lo. primero el ticmpo de correlaciórr, 7¡ eue es el inverso dcl valol tlel ruido D para

cl cuaL una cur\? con cierta frecucncia presenta un r¡láximo. Luegri para la fiecuencia dc csa

19
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curva se calcula su perfodo 7r¿ :2trlQ y finalmente se calcula el cuociente de ambas escalas

de tiempo 7¿/?¡¡
.t1
.LD lr¿ Tn

7h

4,76 20,9 0,23

4,35 t5,7 0,28

4,00 t2,6 0,32

3,85 10.5 0,37

Tabla 3.1
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4 FORMULACION DEL PROBLEMA

4.1 Motiración: Resonancia en un Sistema Lineal

Ha-st¿r h¿rce un tiempo so pcrrsaba que 1a bicstabilidad de un sistema clinámico era ut'r requistto

esencial del fenón-reno dc lesonanr:ia estocá.stica: sin embargo tarnbién se errcontró que existe en

sisterrras lineales [10] l11l [12]. es decir, sistemas corl u1r poterci»l ct:adrátir:o sornetidos tanto al

Ilamaclo niclo multiplicativo clicotómico (clos valores) como también para ruido multiplicativtr

Ga¡ssiano. Estrir:tamerrte la prescncia del término dc ruido origina cluc el sistema sea no

il¡cal en su rcspuesta. La denominación lineal se refierc simplemente a qlle cuando se mir'¿r el

sistema en térrrrinos rle la valiable dinámica ir 1a ecuación diferencial resultante es lirical y de

primer o¡den en est¿r variable. Sin embargo. las soluciones que existcn son solo aproximada.s.

aunq¡c la refer-cncia (Barzykin et al) proporre una solución exacta para el caso especial de

nriclo rnultiplicativo Gaussiano. El rnodelo considerado es del tipo

i(¿) - (¿, + ar§(¿))r(t) +Asin(f)f) (4.1.1)

en que §(t) es un tórrnino de nddo, que cs caracterizado por su r"alor medio. (E(t)) ¡' por

]a llarnacla colrelación (((fX(/)) Los factores r¿o. rl1 so1l factorcs constantes y el térrniro

'.lsin(af) sc refiele a una perturbación periódica externa de intcrisidad A ¡r frecuenr:ia f)'

La motivación para 1a existerrcia de la ccuación anterior es que surge eri problernas de cnrce

c1e b¿rrrcr ¿ls fluctuarrtcs en quÍrnica. cinemátic¿r rie enzim¡x en biología y reson:rncia ntrclcar

[iagnéticit. Cuanclo el térniino de mido va multiplicado por la variablc dinámica ¡ se hahla

d¡, rttitlo m,rtlti,pl.icatiuo (en contraposición ai c¿rso en que cl término de nrido aparezca sutnailo

caso que sc denomina ruido o,d"itiuo).

4.2 Solución por Integrales de Camino

El problcrna r¡re corisitlerzrlomos es descrito por un rnoclclo line¿rl sometido a urr ruidi¡ colore-

arlo multiplicativo ¡, pertrrbaclo por una seiral externa perióclica de amplitud ,{ y frcctrent:ra

f). Como ta1 puede ser descrito cn la forlna:

it) - - (a, + a1((t)) r(t) + .;l sin(Ot)
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cn donde ao. al son parámetros libres v {(¿) es un ruido coiorcado. Tomarernos {(t) como e1

1»'ocesc., de Olnstein-Uhlcrüeck deflrrido como:

t(¿) - -r €(t) + yG n(t) (a 2.2'a')

(lorr 1 > 0, v c > 0 es Ia intensiclad del ruldo blanco gaussiano 4(t) definirto como (4(t)) :
0. (a(t)ry(t')) - a-(t f'). Adcmás pat'a e1 proceso de Ornstein-I'ihlenbeck

(((¿)) : 0

r{/)((/) : i"*r,--r ,'1

Litcglando formalmentc Ia ecu¿rción (4.2.1) conducc a:

, fqqt2,1:12. ,tl . , ['la- o1¿'r

Pr.,r rr".lir ndu l;¡ solrtciÚn anleriur

(r(t¡¡:,rn" 'o(¿-¿n)p(f , fo) * O 
.l'rdr 

sin(Qr)e ao(t' r) f ft,tt))

r:(r) :z¡e o0(¿-r0)u l€ft)i,h)+A lirsrrr(Qr)e-'o(t 
')r¡16(t);t,11 (1 2.3)

(4.2.2b)

\a.2.2c)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.7)

err que
(1.2.6)

Para calcui¿rt el valor lrredio ¿rrrterior se busca una representa,ción de intogral dc camirro. vale

dr:cir cortcuzamos discretizando (4.2.6):

t - t¡sr:t¡¡ljt; 5¡+r:f j:0'1,'N+1'':Ti

La explcsión discretizada cs entonces

/'i't,..r\ rI-r l:'
,.ri. /¡r-(e / IIr,,r'' ,o-' ''u ' '

\ / " L-o

(4.2 8)
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crr 1a cual

r,ri -r.;r..., /c rN+1;...,e0,r.)i'r(<r,¡¡l€t t,rjr)th((o,ro) e.2.g)r'\,l ."-\_l'(\ , 
, ,

cs 1a densicl¿rd dr: probabilidad coqjurita dcl proceso dc Ornstein-Uhlonbeck v

l1
Il ¡c -\ D tt | 

-, 
tBrr t\(n. r o/ -,5t\\ / - \j'" \l 7T(

(4.2.10)

cs la probabiliclad estacionaria rlcl proceso anterior. la cual tornarnos aquí corno una condi-

ción inici¿rl ilebido a quc estamos irrteresados cn Ias propiedades estacionarias dc1 proceso r(l)
clcfi¡icio Jrol Ia ecuacirirr (4.2.1) (de aquí en aciclante esto signifir:a el cornpoltamicnto pala tiem-

pos largos que setá dependiente clel tiempo y erl consecuencia no estrictamente estacrnrrario)

Prresto que (.1.2.2) es una er:uaciól inclcpendientc cntonces

Rr:ernpl:rzando (4.2.9), (4.2.10) v (a.2.11) en (4.2.8) y despuós cle r-rn:r sirnplificación prLrarrtelte

algelirair:a con cl fin de tornal ventaja de las técnicas de integración de catnino. se ¡rlretlc cscribir

1ir expresión

err que

1((, r, (6,,,) : # I ü#" 
*- B. (¿;*,'{;*i'"(j)

A1 con'iplctar cuadrados en el argumento de 1a exponencial, la e-xpresiórr

cscribir <le manera formal corno

t-,':,, lrr.,;i't 
¡L ,,1' '"i))-1¡rrr ()n,((i0r -(0r

.1

9r(¿, fo) : ,i'r(t to)
| -,_" .,,

I d<nrl€, -r l(o "( r/((. /:{0. i a).1'"

(a.2.11a)

(4.2.11b)

(4.2.t2)

/,1 .]1r\
| +-z- Lo )

previa sc puede

(4..2.11)

et1 qlle las clcltas de Dirac son usadas como un¿r notación solarrrcrrte pzrra irrdicar que los valores

dc ( en f v ¿0 son fijos para pr-opósitos cle Ia presente integración'

^l
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Rea,lizando ahora la tlansforrnación

((t.1

\(/) : ((/) +:,
I

(4.2.15)

que no cambia la medida de integracirln D€ : DX ni tampoco otro faclor en la integración

puesto que e1 J¿rcobiarro es uno. se obticrrc

¡:,i, , ,:-,( ¡., iir'/' ",.;'r ilP,ar
V 271. sr1 1p

[¡.o,\' rai ".l;(t t,t cxnt(r-¡J li io)--(, -,",1

(4.2.16a)

(4 2 16b)

(a.2.16c)

A[o¡a podernos usar las técnica introducidas por Langouche-Roekaerts-Tirapegul par:r cl cál

culo del funciorr¿Ll cuadrático [5], 1o que arroj:r finalmente

(4.2.17.\

en que p(t) :1(t lo).

R.cen.iplazanclo la cxpresión (4.2.1) en (a.2.11) y usantlo la transformation (4.2.15) se puetle

esci'ibir d{o d( - dto dl, y realizando todas las transformaciorrcs apropiadas más urra simple

integr:rr:ión gaussiana flnalrncnte se llega a la relación

(4.2.18)

Examinando la ccuación ('1.2.5) se puede ver que par¿t tener un estado estacionario < :r(t) >,t

cs rrecesalio ¿rrralizar e-''ra(t ta')p(.t,1¡) para el caso 1ímite f6 - -cc. De la ectación (4.2.18) se

deduce que esto implica la condición

(,L.2.1e)(^-#),,
Luego es clilccto ver quc
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(4.2.20)

donde

e(y(t - ")) : (, ¡]a' o''t@)) (4.2.21)

el cual es calculado de ma¡era análoga a g(t,tú v posee la misma estructura matemática con
r recmplazando t6.

Realizando ahora en la fórmula el cambio de variable u : t(t - r), se puede escribir

t

(r(¿)I, : A 
l*dr 

sin(ai"-""a-n eQft - r))

(,(0)",: -* I *o@)e "",e@)
0

en que ia función á(z) está dada por la expresión

.f)
á(z) : s1¡15¿¿ - -r,^l

(a.2.22a)

(4.2.22b)

Finalmente realizando una simple manipulación algebráica se llega a la solución buscada
para el estado estacionario

(4.2.23a)

donde

(4.2.23b)

(a.2.23c)

(4.2.2:td)

(a.2.23e)

(¿)),,

((") : I -(

: -|tF; * a**n'

',:j ou"o"(f ") e r"l
0

',:7 ou"'(*"),r,
0

ó:t^{'(*)

l-G,- #):-#,
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5 RESULTADOS Y CONCLUSIONES

5.1 R.esultados

El primer paso cu el análisis del resultaclo anaiítico (4.2.23) es encontrar las condiciones bajo

las cualcs las integrales de la solución (4.2.23) existen.

Querernos glalicar la explesiórr quc llarrrarn os Arnpli,tud dcl Prorncdio Estuci¡¡ntnio. defirrida

por
A

ls¿=-
^l

cl función dcl p:rrámetro de ruido i.

(5.1.1)

Primero se tiene el siguicrrtc cspacio cle p:rrámetros:

{o6, 41, ,{. f-1. c, 1}

C)ueremos fijar los primeros 5 parámetros de la expresión antcrior y dcscamos construir fan-rilia.s

cler culvas para la expresión I"¿ verslls la variación del pa;rárrrctro dc rrriclo ^,.

Ex¿rnlinando las expresión anterior se ve en forma inrnodiata rluc rlcpende de la relación

(4.2.23o). Err efecto el análisis n-ruestra que la-s integrales son conr''ergentes si

((") : o

lo cuai implica

iim

(5.1.2)

Errtonces ahora se procede como sigue: dado un 1 I 0 tal ql1e ,1' € l:,-u,, i,,,,*] y fijados

los \alores de c¡, a1 se encuentra una lelación funcional para c en que sc dcbe cumplir para

cualcluicr 1

, < 24','
ai

con :r' crn cl interr.alo I:r-,,., f.,"*] Luego. dados los 1 entonr:es los valores de c son tales que

definen el intcrvalo de variación
(51.3)

pr.Lés así c siemprc cumplirá la desiguaklad (5.1.2). El método ahora es constntir kt clue

li¡rrramos superftt:i,es de resonanc'ia, en que fijamos 4 parámetros y graficamos l"¿ versus c y

(*,-#),,

r e [0,2!11,](¡i

B?+83
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^¡. El siguiettc es el resultado de una superficie dc resonancia (vista desdc dos ángulos) para

1os siguieirtes r.alores de Ios par-árnetros

{a6;c1;A:f)} : {1: 1; 1:0.73} (5.1.1)

tal t:or¡ro Io muestran las ligulas 5.1.1 y 5.1.2. Se debe haccr rrota¡ que la elección de los

parámetros {a,6: a,:.4} : {1; 1: 1} no hace perde}' gencralidad, esto sc debe tal como se muestra

en el apéndice 6.2, a quc las variables del sistema. dado por (a Z.t) y (4.2.2a) se puedcn

reescalar. fij ando arbitrariamente 3 de ellas {a6:a1;A} y arrojando como parárnetrr¡s liblcs

pa,ra el estudio. e1 conjunto {-tr: c; 0}

xs¿velsuscyl

lig. 5.1.2 La superficie de rcsonancia: Xs¿ versus c y 1



Este método nos proporciona en realidad infnitas cruvas de resonancia. Basta ahora hacer
un corte en un c particular y grafica.r ia expresión resultante haciendo va.ria,r ahora.y y e. Los
griificos sigüentes muestran dos familias de curvas de resonancia, con los siguientes valores de
parámetros

{a¡; a1; A; c}

{a6; a1; Ai c}

{1;1;1;0,98}

{1;t;t;0,72}

(5.1.5)

(5.1.6)

c=0,98 ; ao=1; a7=1; A=1
1.75

1.5

1.2 5

1

4.75

4.5

0.25

fig. 5.1.3a X", versus el parámetro de ruido 1 para c : 0, gg

c=0'72 ; ao=7; aF7; A=7

?recneDcia \Hz)

- 
a=0,2a

1.75

1.5

1_25

7

0.75

4.5

0.25

t 1.2 1.4

flg. 5.1.3b Xs¿ versus el parámetro de ruido 1, pala c - 0,72

Frecuencia (Hz)

- 
a=0,20

-.-- a=4,25

-- a=0,i5
- - a=0,4a
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Cada familia de curvas es caracterizada por un valor de c v por clistintos valorcs dc Ia

flecuencia Q y dcmuestra la existencia del fenómeno dc rcsonancia estocástica para 1as expre-

siorres cle la solución de la :implitud del prornedio cstacionario.

5.2 El lÍmite de Barzykin et al (1997)

Balzvkin et al iill corrsideran el moclclo lineal

á(r) : (¿, + o1€(l)) r(¿) + Asin(Q¿)

en que ((f) rcpresenta un r-uido Gaussiano. tal que

(5.2.1)

y con

oo:41 :A:1 (5.2.2t)

La sr¡lución dc Barzvkin et al se basa en e1 desarrollo de urra serie. ¿r cliferencia r.le Ia soluciórr

de esta tesis. A partir de la exprcsión (4.2.2c) para Ia correlar:iíin clel proccso de C)rnstcin

Uhlenbeck y de la solución (4.2.23a-e) haciendo Ia corresporrdencia siguicnte:

({(¿)) : 0

((/-)€(/21 - a2exp f-' "llLI.]

(' 
- 

,t2-r
2'v

l

((,):"*p[-(,.,- #):-#o . ")]

((.) : 
",.p [- (t -'") 'ur" - rf;(t " ")]

(5.2.2a)

(5.2.2b)

(5.2.4a)

(5.2.4b)

(5.2.ac)

I'los valores anteriores (5.2.2.c ambos problemas son idénticos y e1 cambio ocurre en la funcirin

(a.2.2:le)

que sc transforrna en

Notese que la corresponclencia (5.2.4a) permite "elimina¡" el parámetro c dc 1a expresión final

(5.2.ac). Usando entonces las formulas encontradas en esta tésis, graficamos la ca¡fidad /?

deflnida corno ,4 : (B? + Aili. il rcsLrltaclo es, con 1os valores c1e parámetros indicaclos en
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e1 gráfico. que sorr 1os usados por 1os autores:

a-2 0.4 0.6 4.6

Figu,ra. 5.2.1 La solu,czón rLe Barzykin et al.

c¡re es el rnisrro gráfico obtenido por ellos.

. a1=0,2 Hz
* a2=4,1 Hz
r a3=!, 5 Hz
. a4=C,7 Hz
. n5=1 Hz
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5.3 Conclusiones

Se ha dernostrado en forma concluyentc quc existe el fenórnerro cle resonancia cstocástica el
un sistcrna lincal sornetido a nrido multiplical;ivo c1e1 tipo Orristcin lihlembeck. Tarnbién se

ha clemostrado rlne el cálcukr basaclo en la técnica de integriil rlc camino. logla reprodutir uua

soLución ana,lítica encontrada por otro método (Barzykin et al). Sirt ernbargo surgen algutrrrs

pleguntas clue deben ser motivo dc ulterior estuclio:

r No se ha merrcionado el tema de la relación entre las escalas de tiempo, asociacias al ruido

(T-, = I li ) v a la perturbacrón periódica (T¡ - 2n lQ). Eri estc caso r.rn sirnple cálculcr

rruestr¿r que la relación esperada TrfTs ;t 0.5 que se cumple cn el caso de sistemas

dinámicos cr,in potencial biestable. aquí no oculrc. El cálculo muestra que itr relación

diliere por 1o mcnos en un orden de rnagnitud, tal como 1o muestran las tablas siguientes,

(5.t) v (5.2) calculadas en base a los gráficos (5.1.3a,b) rospectivarrrcnte. i.e..

T1 Ts li
To

1.35 31,40 0,04

1,32 25.12 0,05

7,29 20,93 0,06

1,25 17.94 0,07

t,20 15,70 0,08

tabla 5.1

T^l
"o

T1
TO

1,61 31,40 0,05

1, 54 25.12 0.0r,

1, 49 20.93 0,07

1,17 77,94, 0,08

l ,43 15,70 0,09

tabla 5.2

Las tiempos se calcl arou de la siguierrte manera. p:rra cacla curva.. primero se calcrrla

7", = lf ^, usando p:rra i el valor para cl que la curr.a prcscnta un máximo. Segundo

Te - 2r lQ con 0 el asociado a la cur\a.

Lo anterior indica quc cl or'Ígen del fenómeno de resonancia estocástica se debc a un

mecanismo distinto de1 caso dc sisternas dinámicos con potencial bicstable. üIecanistno

para e1 cual todavía no cxiste explicacicirr.

Se puede calcular la corrclacióu por e1 mismo mótodo, con cl fin cle r:alcular la razórl

señal a ruido, SNR, (basicamcnte espectro de poterrcia). En este caso el problema

es técnicarnerlte más corupleio pués involucla el cálculo cle integrales doblcs para los

coeficicntes Bt y Bz de la solución (4.2.23b,c). Esto cs de interós puesto que el espectro

cic potencia es una cantidad que es medible cn el laboratorio. y además debido a que

31



los cálculos en la literatula tierrden a basar el análisis de la resonancia estocástica en el

conrpor tarrricnto del SNR.

r No se ha abordado el problema lineal más general, es decir, la ecuación

,(f) : - (a. + a1((f) + a2{ft.\2) z(l) * -,1sin(Oá)

que contiene términos lineal y cuadrático en el nddo que es un problema clue no ha sirlo

airn aborclado en la litcratura. También la técnica de irrtegral de camino perrnite tm

cálcrrlo exacto. En este caso se pueclc calcr ar el caso intercsante de un sistema linc¿rl

con luido puramente cuadrático,

t(¿) : - (a, + arl(t)'z) z(l) + Asin(f)1)

que t:rmbién es un problerna nuevo y distinto de1 anterior y para e1 cuál tampoco existe

sr¡lucirin en la literatura.
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6 Apéndice

6.1 Solución de la ecuación de difusión

Sea la ecrmción de dif,sión 
hu@,t) _ o}rullr_,t) (6.1.1)ü 0r2

Sea ahora la condición inicial

'u,(r, f) , d(r) manrlo f - 0 (6.1.2)

Sea I¿r transformacla de Fourier

t,-
u,(r, t) : / dkr'A'u-,(k. ¿) (6.1.3)

J*,
Usando ahora 1a rcplcscntación dc Foulicr para la función d(r)

ó(r):.4 | arr'i" (6.1.1)
-l\ L

se puede ver que 1a condición inicial. en función de la imágen de Fourier Tu(k, t) se trarrsforrna

c11

I,irl, o) * 16 l 5)

Aplicando cntonccs la transformada de Fourier a la ecuación de difusión, previo cambio de

variables. esta se cor¡,ierte err

q*!: Dk2ñ(k't) (6.1.6)

ecuaciórr con soluciórr

¿i(A ¡) : ii'(,4.01e -'r'r - )t" '""' (6.1.7)
zt

entonces Ia distribución de probabilidad puede ser representada en la forrna

1r- --1,'\.r.t): + J _dkLc 
ox't'e;*'' (6.1.8)

Haciencio el cambio de r,'ariable I -- A - m I QDt) v usando el valor de la integral Gaussiana



(6.1.s)

se obtiene finalmente

1 ( .,2 l
,,./ ,. /\ _ ovñ ./ _. r (ti.l.lO)u\r t - l+ra'^u\ ao, ¡

La expresión ¿rntcrior cs por constnrcción soluciórr de l¿ ecuación cle difusión (6.1.1) rcn

condición inicial (6.1.2).

6.2 Reescalamiento de las variables del problema

Mostra¡emos aquí como escalar 1a ecuación de base para quedarse solo con tres pa,rámetros

independientes.

E1 sistema inicial es

+ - -b,, + at€ft))r(t; + ;l sin(at) (6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2 5a)

(6.2.5b)

en donde 4(f) es un rüdo blanco gaussiano de media nula y delta correlado, o sea

(,i(tr)l(z,r) : á(¡r - r.¿)

H¿rcemos el sctrling

z(l):)1x("), €(ú)-.\r((7). t-oT.

y err tórrlinos de las nuer,as valiables las ectraciones iniciales se cscliben como

/_\(r) t1 .t-f1\\v,-r1\
,lj 

: -(1 (r/ )),\ (/ ) | ¡irrf!.¡f)

: -f((7) + rEo€),

d{(¿)

dt

d<(r)
dT

,,1



corl

, -'l \ -u, -_ I ñ-^ r- I .w-n.J"
^) ^n ----- v(: (ú.2.Jc)

Ao A¡ Aa Ao At) 0ot/0"

sistlrma con solo tres parámetros independientes: {f). f , C}



7 BIBLIOGRAFIA

t1 ] Hcctor Calisto, lntegración Funcional para Proccsos Markovianos y no
Markovianos, Tesis de Doctorado. Facultad de Física. PUC, 1993R.

t2l W. Horsthemke and R. Lefever, Noise-lnduced Transitions. Springer-Verlag, 1984

t3l M. Chaichian, Path Integrals in Physics, Vol. I, IOP Publishing Ltd. 2001

t4l Manuel O. Caceres, Elementos de estadística de no equilíbrio y sus aplicaciones al

transporte en medios dcsordenados, Ed. Revelte, 2003

t5l F. I-angouche, D. Roekaerts, E. Tirapegui, Functional Integration and Scmiclassical

Expansions. Reidel Publishing Cornpany, 1982

[6] R. Benzi, A. Sutera, A. Vulpiani. J. Phys. A 14, L453 (1981)

t7l C. Nicolis, So1. Phys. 14113 (1981)

LSl R. Benzi et al, Tellus 3.1 10 (1982)

l9l L. Gammaitoni, P. Hanggi. P. Jung and F. Marchesoni, Rev. Mod. Phys 70,223
( 1998)

[10] A. Fulinski, Phys. Rev. E 52,4523 (1995)

| 1l A.V.Barzykin and K.Seki, Europhys Lett. .{0, 111 (1991)

f l2l V. Berdichevky and M. Gitterman, Europhys Lett. 36, 161 (1996)

36


