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1 INTRODUCCION

1.1 Introduccién

El objetivo de esta tesis es calcular una solucién exacta para un modelo que describe el
llamado fenédmeno de Resonancia Fstocdstica. El concepto que fué introducido por primera
vez en 1981, en el trabajo de Benzi et al, como una forma de explicar la recurrencia de las
eras glaciales en el clima terrestre, consiste esencialmente en tres ingredientes: un potencial
biestable, una fuente de ruido y una perturbacién periédica externa. Dado lo anterior, la
respuesta del sistema exhibe un comportamiento resonante en funcion de la intensidad del
ruido v muestra un valor mdximo, para un valor del ruido distinto de cero, una vez que han

sido fijados los demds pardmetros que caracterizan el sistema dindmico.

En este trabajo se examina un sistema lineal (lineal se refiere simplemente a que cuando
se examina el sistema en términos de la variable dindmica la ecuacién diferencial resultante
es lineal y de primer orden en esta variable) sometido a un ruido llamado técnicamente pro-
ceso de Ornstein-Uhlenbeck. Las caracteristicas del ruido multiplicativo (promedio, funcién
de correlacién, probabilidad estacionaria) hacen que la amplitud promedio (que es nuestro
observable) de la ecuacién que describe el sistema dindmico pueda ser calculada en forma
exacta, usando la técnica de Integral de Camino de Wiener. Bésicamente se puede hacer en
forma exacta porque la formulacién de integral de camino reduce el problema a un célculo
de integrales gaussianas que son conocidas. Ademds, comparando nuestra solucién con la
de Barzykin et al, logramos reproducirla, haciendo concordar las funciones de correlacién de

ambos ruidos con lo cual ambos problemas son idénticos.

La tesis estd estructurada como sigue: en el capitulo 2 se da una breve introduccién a
los conceptos bésicos de procesos estocdsticos y una introduccién a la integral de Camino
de Wiener, construida a partir del movimiento browniano de una particula. El desarrollo
de esta parte es puramente formal, enfatizando al final que la Integral de Wiener es una
herramienta para calcular promedios de funcionales, sin ahondar en el método de célculo de
estos procedimientos los cuales pueden ser encontrados en las referencias indicadas al final.
En el capitulo 3 se introduce la resonancia estocdstica y se resuelve analiticamente el llamado
modelo de dos estados que permite cuantificar el efecto. En el capitulo 4 se plantea el problema
lineal y se resuelve analfticamente usando la Integral de Camino de Wiener. Finalmente en
el capitulo 5 se muestran los resultados y las conclusiones de este trabajo, mostrando ademds

como la solucién analitica de esta tesis reproduce la solucién exacta de Barzykin et al. Se



incluyen ademés dos apéndices, el primero con la solucién de la ecuacién de difusién y el
segundo con el reescalamiento de las variables del sistema dindmico, que permite reducir el

nimero de pardmetros del problema.

Una de las caracteristicas mds interesantes de la técnica de Integral de Camino es que
permite una visién unificada para la resolucién de problemas en areas distintas de la fisica
tedrica, tales como la teoria de procesos estocdsticos, mecdnica cudntica, teoria cudntica de

campos, teoria de supercuerdas y mecénica estadistica.

Para ser concretos, veamos dos ejemplos: la forma genérica del objeto bdsico en la teorfa

de Procesos Estocésticos es la Probabilidad de Transicién Wz, t¢|zo, to) que se escribe

]/V(Ilf,tﬂl‘o,to) s Z exp [—éF [SC(T)@ (111)

todas las trayectorias
desde zg a =

aqui 2o denota el conjunto de coordenadas del sistema estocéstico bajo estudio en el instante
to v Wizys, ty|zo,to) es la probabilidad de que el sistema se encuentre en las coordenadas z;
en el instante ;. La forma explicita del funcional F [z(7)], to < 7 < tf, como también el valor
vy significado de la constante D dependen de las propiedades particulares tanto del sistema
como del medio en que estd inmerso. El signo de suma es simbdélico y significa una suma sobre

todas las trayectorias del sistema.

En Mecdnica Cudntica, el objeto bdsico de estudio es la llamada Amplitud de Transicién
K({x;,ts|xo, o), no una probabilidad, y la expresién de integral de camino para ella tiene una

forma que es similar a la expresién (1.1.1), i. e.,

Kz, tslxo, to) ~ Z exp [%S [.’E(T)]:} (1:1.2)

todas las trayectorias
desde xo a T

aqui, S [z(7)] es la accién del sistema en funcién de las variables del espacio de configuracion.
Atin cuando ahora se tienen exponentes puramente imaginarios, en contraste con el caso de
los procesos estocésticos, formalmente la estructura de las expresiones (1.1.1) ¥ (1.1.2) es
totalmente angloga. Atin més, se puede demostrar que la integral de camino (1.1.2), tam-
bién conocida como Integral de Feynmann puede ser transformada en la Integral de Wiener,

realizando una transformacién a variable de tiempo puramente imaginaria, i.e., 7 — it.



2 PROCESOS ESTOCASTICOS Y LA
INTEGRAL DE WIENER

2.1 Procesos Estocasticos

Sea un sistema [1] cuyas propiedades son susceptibles de ser descritas en funcién de una
variable X que toma valores continuos z tales que z € R". Supondremos que este sistema es
factible de ser descrito probabilisticamente y que ademds evoluciona en el tiempo. Llamaremos
a Wi(z1,1:) la densidad de probabilidad para que la variable X tome el valor z; en el tiempo
t1; Wal(zy,t1;29,t2) a la densidad de probabilidad conjunta para que la variable X tome el
valor z; en el tiempo ¢; y el valor 2o en el tiempo ty. Generalizando para n instantes de
tiempo t1, s, ..., tn se escribe Wy (z1, 815 22, ta; ... T, ty) y significa la densidad de probabilidad
conjunta para que la variable X tome el valor z; en el tiempo ¢,, el valor zs en el tiempo ta;...;

el valor z, en el tiempo £,.

La evolucién temporal de un sistema que presenta las caracterfsticas anteriores es lo que
se llama un Proceso Estocdstico X = X (t). Para un intervalo de tiempo [t1, 1] el conjunto
de valores de X (t) € [t,t;] es llamado una realizacién del proceso estocdstico y constituye
una curva en el espacio X. Las funciones de probabilidad conjunta W, cumplen las siguientes

condiciones de consistencia:

W, >0 (2.1.1)

W, es simétrica bajo intercambio de pares (z;,t;) y (@, tz) (2.1.2)
/dmkwvn(lﬂ'l,tl;m%t%---;mk;tk§ i Ty b ) =
Vanl(-rl} 15 . Th=1, tr—1; Lh+1; tk—f—l; cooy Ly tn) (213)

/del(x,t) =1 (2.1.4)

En (2.1.4), dx se refiere al elemento de volumen en R™ dx = dz'dz®...dz" y las integrales

son calculadas sobre todo el dominio de la variable x.

Un proceso estocédstico X (t) se dice estacionario si todas las funciones W, permanecen

invariantes bajo desplazamientos de todos los tiempos ¢; en una cantidad constante 7.

Se define también la llamada densidad de probabilidad condicional que se escribe como

P(x1,t1|z9,12) y significa la densidad de probabilidad condicional para que el proceso estocas-
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tico X (t) tome el valor z; en el instante ¢; sabiendo que su valor en el instante ¢ es 3. Su

definicion es:

Wa(z1,t1; 22, to)
Wi (z2,t2)

Combinando las ecuaciones (2.1.5) y ({(2.1.3) se obtiene una relacién entre las densidades de

P(Il7t]|$2,t2) = (215)

probabilidad a tiempos diferentes, i.e.,

Wl(.&’?}_,tl) = fd$2p($1,f1|$2,t2)W1($2,tg) (216)

La densidad de probabilidad condicional es no negativa y normalizada, i.e.,
/dQZlP(Il, I(Z1|.§C2, tg) =1 (217)

De manera general, P(z1,t1;...; Zn, tn|21, 71; .-} Zm, Tm) €5 la densidad de probabilidad conjunta
condicional de modo que el proceso estocdstico X(t) tome el valor x; en el instante ¢ ;...; el
valor z, en el instante t,, sabiendo que en los instantes 74,...,7,, toma los valores zy, ..., zp,

respectivamente. Esta densidad es definida por la expresion

W, (Il.tl'...'zm,’."m)
P21, 81 o Ty b 20, T1G oo 2y Tim) = 22 22 10 D) 218
( 1501 i 'ﬂ,‘ 1,714 m m) Wm(Z]_,Tl;---;Zm,Tm) ( )
En la definicién anterior es usual considerar los tiempos ordenados segin
12t . 26, 2T12 .. 2T (2.1.9)
Con el ordenamiento anterior se puede escribir a partir de (2.1.8)
I/Vn(xly tl vy Ty t'n,} — P(Q:l: f'-1|'CI32) f2: sy Ly tn)
P(xg, t2|333, T3l e B tn)...
P(.’,En;l,tn,ﬂIn,tn)Wl((En,tn) (2110)

Lo anterior significa que para determinar la funcién densidad de probabilidad conjunta a n
tiempos, con una condicién inicial dada en el instante ¢, se debe conocer la historia completa
del proceso desde t,,_; a t,. La importancia de las densidades de probabilidad conjunta reside

en el hecho que el conjunto de ellas, o sea {Wi[z1, 1], Walz1, t1; 22, ta], Walx1, t1; 2o, ta; 73, B3, ..}



caracterizan un proceso estocdstico dado (Kolmogorov). También existen procesos estocdsti-
cos que muestran correlaciones entre los valores tomados en instantes diferentes. En el caso

anterior se dice que el proceso estocastico tiene memoria.
Procesos de Markov

En términos simples se llama Proceso de Markov a aquel proceso estocdstico que no guarda
memoria de su pasado en probabilidad. Lo anterior implica una simplificacién en las expre-
siones de la densidad de probabilidad conjunta y densidad de probabilidad conjunta condi-
cional. Para ser concretos se dice que el proceso estocdstico X (t) es Markoviano si para la
serie completa n + m de instantes sucesivos (t1,ts, ..., tn, 71, ..., Trm) que verifican la relacion

(2.1.9) se cumple
Plitty, 6 8, 81, 00 - 5 8, ) = P, B otiaBia 1.5 °T1) (2.1.11)

. es decir, si la densidad de probabilidad conjunta condicional es enteramente determinada por
la condicién més reciente. Entonces, el proceso estocastico X(¢) "pierde" toda la memoria de
sus valores para tiempos anteriores a 71. Usando ahora la definicién de Proceso de Markov se

puede escribir (2.1.10) como

n—1

Woalmistis o Ts Bn) = H Plos. Ba bty 1 )W (B b (2.1.12)
j=1

en que t; > tjy1 > t,. Luego, un Proceso de Markov queda determinado completamente
especificando dos funciones: La densidad de probabilidad para que el proceso estocdstico
tome el valor z en el instante ¢, i.e., Wi(zn,,t,) ¥ la densidad de probabilidad condicional
P(z,t|,«',t') lamada Densidad de Probabilidad de Transicion, desde z' a = entre los instantes
t' y t. Al integrar ambos miembros de (2.1.12) sobre el conjunto de valores xs, x4, ..., Tn ¥
usando las expresiones (2.1.8) y (2.1.10) se obtiene la relacién de Chapman-Kolmogorov para

procesos de Markov

P(ﬂll,t1|$3,t3) = /dIgP(.’I‘l,f1|$2,tg)P(IQ,t2|I3,f3), 2] z tg 2 t3 (2113)

Movimiento Browniano y el Proceso de Wiener
La teoria del movimiento browniano [2] ha jugado un papel central en la teorfa de fend-
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menos estocdsticos tanto en fisica como en matemdticas. En el ano 1828, el botédnico In-
glés Robert Brown publicé sus observaciones referentes al movimiento erratico de pequenas
particulas de polen suspendidas en agua, movimiento que era visible bajo el microscopio. La
definicién actual del movimiento browniano, que es avalada por observaciones experimentales,
es el movimiento répido, perpetuo e irregular de pequenas particulas suspendidas en un fluido.

Las caracterfsticas esenclales de este movimiento que se deducen del experimento son
1) Las particulas mds pequetias se mueven mds rdpido
ii) Al disminuir la viscosidad el movimiento también se hace mds rdapido
iii) El movimiento se vuelve mds activo al aplicar calor al flufdo

iv) El movimiento no cesa nunca y sus trayectorias son tan irregulares, con detalles tan

finos, que parecen no tener tangente, i.e., la velocidad de una particula Browniana no estd
definida.

El movimiento caético de las moléculas en suspensién en el fluido es debido a las colisiones
con las moléculas del fluido circundante. Debido al movimiento térmico de estas moléculas
de fluido, una particula Browniana experimenta en un intervalo de tiempo muy corto un
enorme nimero de colisiones, tipicamente 10?! por segundo. Debido a que cada particula es
mucho més pesada que las moléculas de fluido, el efecto de cada colisién es despreciable. Sin
embargo, debido al gran mimero de colisiones que ocurren continuamente, el efecto final es
un movimiento efectivo que es posible observar bajo el microscopio. Atin mds, debe notarse
que las colisiones son independientes entre si. Tomando en cuenta todo esto, es que es posible
construir una descripcién matematica de tal movimiento; el resultado es lo que se conoce como

Proceso de Wiener.

2.2 Integrales de Camino de Wiener

La idea de esta seccidn es especificar lo siguiente:

Consideremos [3] el movimiento de un gran mimero de particulas Brownianas a lo largo de
un cierto eje (consideraremos por simplicidad un movimiento en una dimensién) y las cuales
no interactuan mutuamente. Sea p(z,t)dz el mimero de particulas en un pequerio intervalo dx
en el punto z en el tiempo ¢ (i.e., la densidad de particulas) y sea ademds j(z,) la corriente de
particulas (i.e., el niimero de particulas Brownianas que pasan por el punto z en la direccién
creciente de « por unidad de tiempo). Se sabe que la corriente de particulas es proporcional

al gradiente de su densidad, 1. e.,



dp(z, )
dx

La relacién anterior permite definir la llamada constante de difusidn D. Cuando no hay

j(z,t) =-D (2.2.1)

ni creacién ni destruccién de particulas, la densidad y la corriente satisfacen la ecuacién de

continuidad

Op(z,t) _ 9jlx,t)

= 2.2.2
ot dx ( )
v usando la relacién para la corriente se obtiene
dp(,t 2p(z,t

ot Ox2

que es la llamada Fcuacién de Difusion.

Consideremos ahora la relacién entre la densidad p y la distribucién de probabilidad de

particulas w(x, t)

w=Kp (2.2.4a)

aqui K es un factor constante que significa el nimero K de particulas Brownianas. Esto se
puede justificar debido a que a mayor concentracién de particulas, mayor probabilidad de en-
contrarlas, de modo que la concentracién de estas y su probabilidad deben ser proporcionales.

La ecuacién de difusion (2.2.3) se escribe entonces

dw(z,t) Dﬁzw(x, t)
ot Jiz?

(2.2.4b)

Sea ahora la condicién inicial

w(z,t) — é(z) cuando t — 0 (2.2.5)

La ecuacién anterior posee como solucién (ver apéndice)

1 B ,
Wi, £) = Nz exp {E—t} (2.2.6)

Ademds se puede verificar directamente que

de o] o] 1 $2
_ =V =1 2.2.7
/_OC drw(z,t) /_mdxmexp{ 4Dt} ( )




expresién que es compatible con la interpretacién probabilistica de w(x, t) como la probabilidad
de encontrar la particula Browniana en la posicion x en el tiempo t, si esta se encontraba en

el origen x = 0 en £ = 0.

Introduzcamos ahora la probabilidad de transicion
Wiz, t | zo,0) (2.2.8)
o para un momento arbitrario inicial
Wz, t | zg, to) xy = z(t) Ty= E{tn) (2.2.9)
También introducimos la evolucion de la densidad de probabilidad

00

w(z, 1) = j doW (21, 0, to) (20, o) (2.2.10)
—o0

Puesto que w(zg,to) es una funcién arbitraria, que satisface la condicién de normalizacién

(2.2.7), esto significa a su vez que la probabilidad de transicién también satisface la ecuacion

de difusion, 1. e.,

OW (x4, t | w0,%0) DQQW(ZISt,t | zo, to)

at ox?

to <t (2:2.11)
con la condicidén inicial
Wz, t | o, t0) — 0(2e — z0) cuando ¢ — ty (2.2.12)

que es consecuencia de la expresion (2.2.5). La solucién de la ecuacidn de difusién anterior

con la condicién inicial (2.2.19) es entonces

M/(mtzt | $0:t0) =

(@ —20)” ‘
WD) T {‘ D0 — 1) } (2.2.13)

v ademas satisface la condicién de normalizacion

/ d:‘ﬁtW(CEt,t | mg,to) =1 (2214)

—00

La expresion (2.2.13) es la distribucién de probabilidad normal (o Gaussiana) con valor medio



xo v dispersion D = 1/2D(t — to).

La Integral de Wiener

En lo que sigue, discutiremos la descripcién original del movimiento browniano seguida
por Wiener (1921, 1923, 1924). Es en este contexto en que se introdujo por primera vez el

concepto de integral de camino.

Consideremos por simplicidad un movimiento browniano en una dimensién. Podemos
escribir la siguiente expressién para la probabilidad de encontrar una particula browniana en

un instante t en cualquier parte del intervalo [A, B] (ver figura 2.2.1):

B

P{a(t) € [A, B]} = f dz u(e, ) (2.2.15)

L))

Figura 2.2.1 Trayectorias de una particule Browniana que comienzan en el origen

y que pasan a través de cualquier punto del intervalo AB en el instante t

Lo esencial de este movimiento es la probabilidad de un evento compuesto. Esto significa la
probabilidad de que la particula, al comenzar el movimiento en 2(0) = 0, pase sucesivamente
a traves de los intervalos A; < x(t1) < By, As € z(tz) < Ba, oo , Ay < z(ty) < By en los

instantes de tiempo correspondientes #;,ta, ..., ty, tal como se muestra en la figura 2.2.2



By

B

|
l A
|
]

1
|
1
|
I
I
1
i i R 2 3

figura 2.2.2 Una trayectoria que comienza en el origen y que pasa a través de

los intervalos A;B; en los instantes t; (1 =1, ..., N)

La independencia estadistica de los desplazamientos posteriores de esta particula Browniana
(propiedad Markoviana) permite escribir la probabilidad conjunta como el producto de las

probabilidades para cada uno de los intervalos, es decir,

P{z(ty) € [Ai, Bl z(ts) € [AzaBz] L z(ty) € [An, Bnl}

To— $1)2
) o o)
A Véar Dty A ArD(ty — t )

(Tn—Tn— 1)2}
4D (tz—t1)

TN
An 4‘."TD( N — tN—l)

BN exp{__

(2.2.16)

En el lfmite en que el tiempo es continuo, es decir, disminuyendo el tamafio de cada intervalo

y aumentando al mismo tiempo su nimero
(t; —tio1) = At; — 0 1<:<N (2RIT)

la posicién de la particula, depende en forma continua de la variable t y en ese caso se
obtiene lo que ya conocemos como proceso estocdstico. Un proceso estocdstico con incrementos
independientes, como en la relacién (2.2.16) se dice que no tiene memoria y es llamado como ya
vimos, un proceso de Markov. En general, la definicién de tal proceso no impone restricciones

tanto sobre la distribucién inicial w(z, 0) como sobre las probabilidades de transicion:
VV(.’Et,HCL'OJto)dmt = P{I(t) € [$t; Ty + diﬂt] I ilf(tg) = 5’30} tp < t (2218)

excepto por normalizacién, la positividad y que satisfagan la relacién de Chapman-Kolgomorov.
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Sin embargo en el caso del movimiento Browniano, la distribucién inicial es de la forma
w(z,t) — 0(x) cuando t — 0 (2.2.19a)
o en general si el punto inicial es arbitrario
w(z,t) — 6(x — zg) cuando t — 0 (2.2.19b)

v las probabilidades de transicién estdn dadas por

1 (&Ct — 517[))2 } y
Wiz, t| 20, t0) = exp {4 —~—————_ 2.2.20
Lo ) = =) p{ 4D(t — to) e

dando como resultado la distribucién de probabilidad conjunta

P{.’E(tl) = [Al,Bl].I( ) [AQ,BQ] (tN) & [AN BN]} (2221)
_ /Bl. . exp{— (xiDI;i }/ . exp{— 4D2 t;“t])}
A ' 477Dt1 4TTD fg —t
BN cxp{ L";_(f;’ ti% 1

\/ET tn —tnv-1)

Un proceso estocéstico con las caracteristicas anteriores se dice un Proceso de Wiener. Antes

de seguir introduzcamos otro importante proceso estocdstico.

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este proceso [4] es uno de los modelos més importantes en el estudio de la relajacion de
sistemas dindmicos. Por ejemplo, supongamos que deseamos estudiar una particula con ve-
locidad v que se encuentra inmersa en un fluido a temperatura 7. Entonces la influencia de
las fluctuaciones térmicas debidas a la temperatura se reflejard en el caracter estocdstico o
aleatorio de v. Ademds por otra parte el fluido ejerce un frenado (llamado también termal-
izacion) sobre la velocidad de la particula. Luego se supone que en el estado estacionario el
valor medio de la velocidad de la partfcula es nulo y que la funcién de correlacién temporal
de esta velocidad decae con una ley exponencial que solo depende del largo del intervalo de
tiempo considerado. Estos dos ingredientes definen en forma completa lo que se llama un

proceso estocdstico Gaussiano y Estacionario. La caracterizacién de tal proceso es a través de

11



los llamados dos primeros momentos, es decir, su valor medio y su correlacién. En términos

matemadticos

< ) s=1{ (2.2.22a)
< w(th() >=22Nexp{—'y|t-—t’l} (2.2.22b)

Transicién al limite de un niimero infinito de “intervalos”: la medida

de Wiener y la Integral de Camino de Wiener

Considerando el limite continuo en (2.2.21), se obtiene la probabilidad de que la particula
Browniana se mueva a traves de un mimero infinito de intervalos infinitesimales a lo largo de

la trayectoria z(t) :

N
. (z; — zi21)
lim - 2.2.23
A1311—boexp{ ;41’3 grtl) Hf’ert —IL} 1 ( )
1
4D

> (552) s v

= lim exp{ —
At;—0 =Y
=

N—oo

Il

{5 [ o AR

o dicho de otra manera, se obtiene la probabilidad para el movimiento de la particula Browni-
ana en el interior de un tubo delgado que encierra la trayectoria z(t) o simplemente moviéndose

a lo largo de esta.

Sea ahora C{xi,t,; B,t3} el conjunto de trayectorias con origen en x; en el tiempo t; y

destino el punto x; en el instante t, en algiin dominio B de R?. En particular la notacién:

- C{x,,t1; X2, t2} se refiere al conjunto de trayectorias con origen en x; y destino el punto
X3 = X(t2);

- C{x1,t1;[A, B], t2} se refiere en el caso de una dimensién al conjunto de trayectorias con

origen en x; = x(¢1) y destino el intervalo [A, B] en el instante t»;
Hagamos sin embargo una simplificacién de la notacién para el caso especial siguiente:

Si una trayectoria tiene un destino final arbitrario en el intervalo (—oo,c0) para to-

das las coordenadas, entonces se omitird la indicacién explicita del espacio completo R? :
C{x1,t1; R4, to} = C{xy, 815 82}
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Asi, por ejemplo, £{0,0,¢} se refiere al conjunto de trayectorias que parten en el origen en

t = 0 y que terminan en un punto arbitrario en el instante ¢.

Ahora, es claro que para obtener la probabilidad de que la particula pase por algin punto
del intervalo [AB] en el tiempo ¢, es necesario sumar las probabilidades (2.2.23) sobre el

conjunto C{0,0; [A, B],t} de todas las trayectorias que terminan en el intervalo [AB], ie.,

1

Pla(t) < [AB]y= ./E{0,0;[A,B],!.}g%exp {_ﬁ /: dTiQ(T)}

2

# 1 x
I o 2.2.24
]A ’ Vi Ddt e { 4Dt } ( )

/E{0,0;[A,B],i}

se refiere formalmente a una suma sobre el conjunto de trayectorias y puesto que este conjunto

El simbolo

es continuo, se ha usado el simbolo de integral. La suma sobre el conjunto de trayectorias del

tipo anterior se llama la Integral de Camino de Wiener.

En el caso limite A = B = a3, el conjunto C{O, 0; 7,1} consiste en aquellas trayectorias

para las cuales los puntos extremos estdn fijos (ver figura 2.2.3).

figura 2.2.3 Trayectorias de la particula Browniana con puntos

iniciales y finales fijos

La integracién sobre este conjunto arroja la densidad de probabilidad de transicién (ecuacion
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(2.2.13)):

Wz, t | 0,0) =/ dy z(T) (2.2.25)
C{0,0;z¢,1}

en que se llama a la expresién

_ 1
dh x(ﬂ:cxp{ 4D/ i ( }H\/m (2.2.26)

la medida de Wiener (Wiener 1921, 1923, 1924, Paley y Wiener 1934).

Desde la perspectiva de la teorfa de probabilidades, la construccién de la Integral de
Camino de Wiener es simplemente una forma de generalizar la nocién de distribucion de
probabilidad w(zy, g, ..., z,) a una distribucion funcional Q[f (7)] que describe la probabilidad
de encontrar una funcién perteneciente a algin conjunto dado, en una vecindad infinitesimal

de alguna funcién particular f(7) de este conjunto:

?.U(fUl, L2, "':mn) - Q[f(q‘)]
{g(x1, 3, ..y Zn)) = fda:ldmg...d$nw(m1: By sns B VL By s By )

L (FLF) = / D(r)QLf ()| FLF(7)

Aqui la notacién {...) denota un valor esperado o valor medio, D f(7) denota simbdélicamente

una medida funcional y se escribe usualmente, para el caso del movimiento Browniano

Df(r)Q[f (7)] = dwz(7)

En lo que respecta al método de cdlculo de estas integrales, esta tesis usa la definicién de la
integral funcional mediante discretizaciones introducida por Langouche, Roekaerts, Tirapegui
[5]. Ast, si la integral multiple obtenida a traves de este método puede ser calculada en forma
exacta, esto arroja en principio, tomando el limite apropiado, una expresion exacta para la

Integral de Camino.
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3 RESONANCIA ESTOCASTICA
3.1 Historia

Baésicamente la Resonancia Estocdstica (6] [7] [8] [9] es un fenémeno en el cudl la respuesta de
un Sistema Dindmico a una Perturbacion Externa es optimizada por la presencia de un cierto
nwel de Ruido.

Para fijar ideas consideremos el movimiento sobreamortiguado de una particula de masa
m y coeficiente de friccién v en un potencial biestable simétrico V(x) tal como se muestra en

la siguiente figura

()
V(xfx

\ ./

T [ 4 "
1 \ | AV

¥ b X

M\
A\

Figura 3.1.1 Particula en un potencial biestable.

La particula estd sometida a fluctuaciones (ruido) que pueden ser debidas, por ejemplo,
al contacto con una fuente de calor. Estas fuerzas causan transiciones entre los pozos del

potencial con una tasa dada por la famosa tasa de Kramers

Woly
AV 3.1.1
T oy eXp[ D] (311)
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en que w3 = V“(x,,)/m es la frecuencia angular de oscilacién en los minimos £z, del potencial
v w? = V) /m la frecuencia en el mdximo x;; AV es la altura de la barrera de potencial
que separa los dos minimos y D es la intensidad del ruido que depende de la temperatura
segun D = kgT . Si se perturba el sistema con una fuerza periédica débil, de frecuencia {2, el
potencial biestable es balanceado periédicamente hacia arriba y abajo, subiendo y bajando en
forma periédica la barrera de potencial. Aun cuando la perturbacién es demasiado débil para
forzar a la particula a saltar entre los dos pozos, los saltos debido al ruido entre los dos pozos
pueden sincronizarse con la perturbacién periédica débil. Esta sincronizacién, de caracter
estadistico, ocurre cuando el tiempo promedio de espera Tp(D) = 1/r; entre dos transiciones
entre los pozos inducidas por el ruido es comparable con la mitad del perfodo T = 27 /€. Lo
anterior proporciona la llamada condicién de coincidencia de escala de tiempo para la llamada

resonancia estocdstica, 1.e.,

2

El concepto de resonancia estocdstica fué introducido en el trabajo de Benzi et al en el
afio 1981, en el contexto de un modelo para explicar el cambio en el clima de la tierra entre
eras glaciales y periodos de clima normal, considerando un periodo de alrededor de 100.000
afios. En este modelo el clima global es representado por un potencial biestable, en que un
minimo representa una baja temperatura terrestre correspondiente a una situacién de era
glacial. La pequenia modulacién de la excentricidad de la tierra es representada como una
perturbacién periédica débil. Las fluctuaciones climéticas de corto término, tales como las
fluctuaciones de mediano plazo (no estacionales) de la radiacién solar son modeladas como
ruido blanco Gaussiano. Si el ruido es "sintonizado" segin la ecuacién (3.1.2), entonces un
salto sincronizado entre el clima glacial y normal aumentara significativamente la respuesta del
clima terrestre a una perturbacién débil causada por la variacién de la excentricidad orbital

de la tierra, segtin los argumentos de Benzi et al (1981, 1982).

3.2 El modelo de dos estados

El modelo generico para introducir la resonancia estocdstica y que permite un calculo analitico
es el de una particula en un potencial biestable. La posicién de la partfcula se "filtra", con-
siderando solo en que pozo del potencial se encuentra en un cierto instante de tiempo. Con-
sideremos entonces un sistema simétrico (potencial biestable), no sometido a perturbaciones

externas que realiza transiciones entre dos estados +xz,, con una tasa Woy. Estas transiciones
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puede ser debidas al ruido que el sistema experimenta al estar en contacto con una fuente
térmica. Sea n.(t) la probabilidad que el sistema ocupe alguno de los dos estados £ en el
tiempo t, es decir, x(t) = £z,. Si el sistema es perturbado por una sefial externa periddica
Alt) = Agcos[t], entonces realizard transiciones entre los puntos %, en forma alternada y
las densidades de probabilidad de transicion Wi (t) (tasas de transicion para abreviar), desde
los estados +z,,, dependerdn del tiempo en forma periédica. Luego se puede escribir una

ecuacién maestra para las probabilidades n. (¢}

dny(t
ﬂ;,’:t( ) = —LV;(t)ni(t) + Wi(ﬂ)ﬂq:(t) (321&)
o haciendo uso de la condicién de normalizacién ng. +n_ =1,
dny(t ’
—;%Q _ [Walt) + Wa(O)]na(t) + Walt) (3.2.1b)

Al integrar formalmente la ecuacién (3.2.1b) se obtiene

ne(t) = g0t {ni(towr / d»rwi(r)g-lm} (3:2.28)
gl = e {g /';df [W+(t)+W_(t)]} (3.2.2b)

en que ny (t) es una condicién inicial arbitraria. Siguiendo a Mcnamara y Wiesenfeld (1989),
se escribe para las tasas de transicion las llamadas tasas periddicas de transicion moduladas

del tipo Arrhenius

A hal i £
We(T) = rpexp [:F—[g;i cos (Qt)} {3.2.3)
Supongamos ahora que la amplitud de modulacién es pequeria, es decir,

Agiﬁm
£

: : . ok -~ Agz ”
luego se puede expandir en serie con respecto al pardmetro pequeno ==, Asi

<1

A()Im 1 A{}xm
D

2
cos () + . ) cos® (1) F ...

W;(T):Tk I:].:F

LT



W (t) + W_(t) = 2ry

2 D

2
142 (A“$m) cos? (Qt) + } (3.2.4)

Integrando entonces las ecuaciones (3.2.2a,b) y reteniendo términos hasta el primer orden en

# onm
el pardmetro D

ny(t|zo,to) = 1—n_(t|zo,t) (3.2.5a)

] % {exp [=2ri(t — to)] [20000, — 1 — K(t0)] + 1+ 5(2)}
en que

AoTm
alt) = 2re (457) cos (0 — ¢) (3.2.5b)

\4r: + 2
- Q
¢ = arctan (2—> (3.2.5¢)

Tk
La expresion n. (t|zo, to) se debe leer como la probabilidad condicional de que x(t) se encuentre
en el estado + en el tiempo t, sabiendo que el estado inicial era zo = x(tg). La delta de
Kronecker 8, . refleja el estado discreto del sistema y vale 1 cuando el sistema se encuentra

inicialmente en el estado +.

La solucién (3.2.5a,b,c) permite el cdlculo de cualquier cantidad estadistica de interés del

proceso discreto x(t) a primer orden en el pardmetro de expansién En particular,

calculemos la respuesta temporal promedio del sistema frente a la perturbacién periédica.

Por definicién de valor medio o esperado

() o )= / B Plle e (3.2.60)

en que la probabilidad condicional se escribe

P(z,t|zo, to) = ny(£)0(z — Tm) + n_(t)0(z + Tm) (3.2.6b)

donde nuevamente las deltas de Dirac obligan a la particula a estar en uno u otro pozo del
potencial. Reemplazando y tomando el lfmite asintético £g — —oc lo que nos define el llamado

promedio estacionario y que denotamos por el sfmbolo (z(t)): podemos escribir finalmente:
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(x(t) = tgl—i}zloo (x(t)|za, ta)=T(D) cos (2t — $(D)) (3.2.7a)

o
F(D) = 20Fm 2 (3.2.7b)
JArE 4 Q2
0
¢(D) = arctan (—4) (3.2.7¢)
27‘;5

Examinando la expresién anterior se puede ver el comportamiento de Z(D) como funcién de
la intensidad del ruido D tal como lo muestra la siguiente figura. A la expresién Z(D) la

llamamos amplitud del promedio estacionario.

x[D] 1 ey 10 A—102 ""_‘
L =12 s wp=y=x,=1; A=10 Frecuencia (Hz)
0.014 - ’/‘\ Q=030
0.012 \
001t I/

Fig. 3.2.1 Amplitud T(D) versus D

El grafico muestra el comportamiento de la amplitud del promedio estacionario, como
funcion de la intensidad del ruido, para distintos valores de la frecuencia. Notese que cada
curva, exhibe un méximo, para un valor del ruido distinto de cero; este méximo es lo que se
denomina resonancia estocdstica y el valor del ruido para el cual ocurre este maximo es lo que
se llama el valor de resonancia estocdstica. A medida que la frecuencia aumenta, el efecto de
resonancia disminuye. Debe notarse sin embargo que la condicién de resonancia 1} ~ §T o es
solo aproximada, lo esencial es que ambas escalas de tiempo bésicamente son del mismo orden
de magnitud. La tabla de la pagina siguiente muestra la anterior afirmacién. En esta se ha
calculado, primero el tiempo de correlacién, Tp que es el inverso del valor del ruido ) para

el cual una curva con cierta frecuencia presenta un méximo. Luego para la frecuencia de esa
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curva se calcula su perfodo Tn = 27/€) vy finalmente se calcula el cuociente de ambas escalas
de tiempo Tp/Tq

T, | Ta | 22
4,76 | 20,9 | 0,23
4,35 | 15,7 0,28
4,00 [ 12,6 | 0,32
3,85 | 10,5 | 0,37

Tabla 3.1
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4 FORMULACION DEL PROBLEMA

4.1 Motivacién: Resonancia en un Sistema Lineal

Hasta hace un tiempo se pensaba que la biestabilidad de un sistema dindmico era un requisito
esencial del fenémeno de resonancia estocdstica; sin embargo también se encontré que existe en
sistemas lineales [10] [11] [12], es decir, sistemas con un potencial cuadrético sometidos tanto al
llamado ruido multiplicativo dicotémico (dos valores) como también para ruido multiplicativo
Gaussiano. FEstrictamente la presencia del término de ruido origina que el sistema sea no
lineal en su respuesta. La denominacién lineal se refiere simplemente a que cuando se mira el
sistema en términos de la variable dindmica x la ecuacién diferencial resultante es lineal y de
primer orden en esta variable. Sin embargo, las soluciones que existen son solo aproximadas,
aunque la referencia (Barzykin et al) propone una solucién exacta para el caso especial de

ruido multiplicativo Gaussiano. El modelo considerado es del tipo
#(t) = — (@, + a1€(t)) z(t) + Asin(2t) (4.1.1)

en que £(t) es un término de ruido, que es caracterizado por su valor medio, (£(t)) y por
la llamada correlacién (£(t)€(t')). Los factores a,, a1 son factores constantes y el término
Asin(§t) se refiere a una perturbacién periddica externa de intensidad A y frecuencia £2.
La motivacién para la existencia de la ecuacién anterior es que surge en problemas de cruce
de barreras fluctuantes en quimica, cinemética de enzimas en biologia y resonancia nuclear
magnética. Cuando el término de ruido va multiplicado por la variable dindmica = se habla
de ruido multiplicativo (en contraposicién al caso en que el término de ruido aparezca sumado

caso que se denomina ruido aditivo).
4.2 Solucién por Integrales de Camino
El problema que consideraremos es descrito por un modelo lineal sometido a un ruido colore-

ado multiplicativo y perturbado por una sefial externa periédica de amplitud A y frecuencia

(2. Como tal puede ser descrito en la forma:

2(t) = — (a0 + 02€(t)) z(t) + Asin(Q2t) (4.2.1)

21



en donde a,, a; son pardmetros libres y £(t) es un ruido coloreado. Tomaremos £(t) como el

proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido como:

£(t) = —v £(t) + Ve n(t) (4.2.2a)

cony >0,y c> 0 es la intensidad del ruido blanco gaussiano 7(t) definido como (n(t)) =
0. {n(t)yn(t)) =6(t —t'). Ademds para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

(@) =0 (4.2.2b)
E@EE)) = ;yexp[—vit—t’ I (4.2.2¢)

Integrando formalmente la ecuacién (4.2.1) conduce a:

i
z(t) =gge” @00 [€(8); 1, ] + A /d’r sin(Qr)e Ty [£(¢); 8, 7] (4.2.3)
to
donde
P [€(ty); ta, 1] = ™ St (4.2.4)

Promediando la solucidén anterior

t

(z(t))=roe =0 (1, o) + A/ dr sin(Qr)e "y (t, t) (4.2.5)

to
en que

gp(t’to) — <67.ft0 dr (QIE(T))> (426)

Para calcular el valor medio anterior se busca una representacion de integral de camino, vale

decir comenzamos discretizando (4.2.6):

; . t—1o
sj=to+j& snyy1=1 i=0,1,...,N+1, €= N1 (4.2.7)
La expresion discretizada es entonces
N4+1 N+1 N+1
-3, (a1§; —& Z (alE-)
e(t, t0)=<‘3 jZI( )>:/ dejWNHG = (4.2.8)
§=0
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en la cual

N+1

War=War (En, Tt - -1 60 To) [P 75 | €-1s Ti-1) W&o, o) (4.2.9)

J=0

es la densidad de probabilidad conjunta del proceso de Ornstein-Uhlenbeck y

W1(£o, 7o) = Pat(§o) = \/gf’ <6 (4.2.10)

es la probabilidad estacionaria del proceso anterior, la cual tomamos aqui como una condi-
cién inicial debido a que estamos interesados en las propiedades estacionarias del proceso z(t)
definido por la ecuacién (4.2.1) (de aquf en adelante esto significa el comportamiento para tiem-
pos largos que serd dependiente del tiempo y en consecuencia no estrictamente estacionario).

Puesto que (4.2.2) es una ecuacién independiente entonces

1 I - . 2
P(fj’Tj | é-j*l?’rjfl) = \/ﬁe 2C(E’1+’y£3—l) (4211&)
. A,
¢ = T-Tin =0 AG=E-6Ga (4.2.11b)

Reemplazando (4.2.9), (4.2.10) y (4.2.11) en (4.2.8) y después de una simplificacién puramente
algebraica con el fin de tomar ventaja de las técnicas de integracién de camino, se puede escribir

la expresién

o1, 10) = 0 [T ] depd e ) 1(€ 16y, 1) (1212)

en que
dé;, -% bl (& +77€2+2car;)
£ &g, to) 1_eg *imN Y ’ 4.2.13
(£ S0, O QWEC/H\/ZTTGC ( )

Al completar cuadrados en el argumento de la exponencial, la expresién previa se puede

escribir de manera formal como

= —k far(Eer (e42y)” . |
f=en )f Dge "~ % s ”5(&@)—5) 5(£(to) — o) (4.2.14)

en que las deltas de Dirac son usadas como una notacién solamente para indicar que los valores

de € en t y tq son fijos para propositos de la presente integracion.
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x(t) =&(t) + — (4.2.15)

que no cambia la medida de integraciéon D& = Dy ni tampoco otro factor en la integracién

puesto que el Jacobiano es uno, se obtiene

CO—Q . . .
ettt = o [ Drekha(entd)
X)

d(x(t) — x) 6(x(to) — Xo) (4.2.16a)
x(t) = é(t)+% (4.2.16b)
x(to) = ‘5(’50)+% (4.2.16¢)

Ahora podemos usar las técnica introducidas por Langouche-Roekaerts-Tirapegui para el cdl-

culo del funcional cuadrdtico [5], lo que arroja finalmente

ca? h h
e — coshp_ ¢ ¥ r coshp 2
I — 62-7 (t Iu) ____,Y—B(T}:inhpxz"}"csinhpxxoiga Sinhpxo) (4217)
\/ 27rcsinh p

en que p(t) = y(t —to).
Reemplazando la expresién (4.2.1) en (4.2.11) y usando la transformation (4.2.15) se puede
escribir dé, dé = dy,dy, y realizando todas las transformaciones apropiadas mds una simple

integracion gaussiana finalmente se llega a la relacién

2 2
cay cay _
t,tg) = — t—tg) — —=(1—e” (4.2.18
(,D( ) 0) exXp [(272) ( O) 273( )} \ )
Examinando la ecuacién (4.2.5) se puede ver que para tener un estado estacionario < x(t) >g

es necesario analizar e~ %)y (t o) para el caso limite tg — —oo. De la ecuacién (4.2.18) se

deduce que esto implica la condicién

2
(ag - %) >0 (4.2.19)

Luego es directo ver que
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(z(t)) = A f dr sin(Qr)e "y (y(t — 7)) (4.2.20)

donde

p((t—1)) = (el il (4.2.21)

el cual es calculado de manera andloga a ¢(t,ty) y posee la misma estructura matemética con
7 reemplazando tg.

Realizando ahora en la férmula el cambio de variable u = (t — 7), se puede escribir

(z(t))st

—élbz-

/ e () (4.2.22a)
0

en que la funcién #(u) estd dada por la expresién
; Q
O(u) = sin(Q% — —u) (4.2.22b)
v

Finalmente realizando una simple manipulacién algebraica se llega a la solucién buscada

2(t))es = — \JBQ + B2 cos(Qt — (4.2.23a)

para el estado estacionario

donde N
B, = [ du cos (%u) ¢(u) (4.2.23b)
By = [ dusin (%u) ¢ (u) (4.2.23c)
¢ = tan™! (%) (4.2.23d)
ca’\ u ca?
((u) = exp {— (ao — 2—73) > ﬁ(l = e‘”)} (4.2.23¢)
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5 RESULTADOS Y CONCLUSIONES
5.1 Resultados

El primer paso en el andlisis del resultado analitico (4.2.23) es encontrar las condiciones bajo

las cuales las integrales de la solucién (4.2.23) existen.

Queremos graficar la expresién que lamamos Amplitud del Promedio FEstacionario, definida

por
Yy = A\/B% + B? (5.1.1)
Y

en funcién del pardmetro de ruido ~y

Primero se tiene el siguiente espacio de pardmetros:
{ag, a1, A, Q, ¢, v}

Queremos fijar los primeros 5 pardmetros de la expresién anterior y deseamos construir familias

de curvas para la expresién y,, versus la variacién del pardmetro de ruido +.

Examinando las expresién anterior se ve en forma inmediata que depende de la relacién
(4.2.23¢). En efecto el andlisis muestra que las integrales son convergentes si

lim ((u) =

U—CC

lo cual implica

2
(ag . 5-”1) >0 (5.1.2)
22

Entonces ahora se procede como sigue: dado un v # 0 tal que v € [Viin: Vmax] ¥ fljados
los valores de ag, a; se encuentra una relacién funcional para ¢ en que se debe cumplir para
cualquier

c < 2@_(2)72
con v en el intervalo [V, . Vmax)- Luego, dados los v entonces los valores de ¢ son tales que
definen el intervalo de variacién

e o, 2“273;1111 (5.1.3)

aj
pués asi ¢ siempre cumplird la desigualdad (5.1.2). El método ahora es construir lo que

llamamos superficies de resonancia, en que fijamos 4 pardmetros y graficamos x,, versus ¢ y
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~. El siguiente es el resultado de una superficie de resonancia (vista desde dos angulos) para
los siguientes valores de los pardmetros

{ap;a1; A4;Q} = {1;1;1;0,73} (5.1.4)

tal como lo muestran las figuras 5.1.1 y 5.1.2. Se debe hacer notar que la eleccién de los
pardmetros {ao; a1; A} = {1;1; 1} no hace perder generalidad, esto se debe tal como se muestra
en el apéndice 6.2, a que las variables del sistema dado por (4.2.1) y (4.2.2a) se pueden
reescalar, fijando arbitrariamente 3 de ellas {ag; a;; A} y arrojando como pardmetros libres
para el estudio, el conjunto {v; ¢; Q2}.

AT gy A e,
S A g
e B,

0.86 |-t

0.8

)

fig. 5.1.2 La superficie de resonancia: x,, versus ¢y vy
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Este método nos proporciona en realidad infinitas curvas de resonancia. Basta ahora hacer
un corte en un ¢ particular y graficar la expresién resultante haciendo variar ahora vy . Los
graficos siguientes muestran dos familias de curvas de resonancia, con los siguientes valores de
pardmetros

{ag;ar;4;¢} = {1;1;1;0,98} (5.1.5)
{egyai3dse} = {1;1;1:0,72) (5.1.6)

Frecuencia (Hz)

Xse c=0,98 ; ag=1; a;=1; A=1 — 0=0,20
275 - Q=0,25
----0=0,30
Anif, ---9=0,35
« 0,40
1251 4 —
o, ST IE——
- =R e e
1
0.75
0.5¢
0.25
i i g . Y
0.8 1 1.2 1.4

fig. 5.1.3a x,, versus el pardmetro de ruido v para ¢ = 0,98

Frecuencia (Hz)
Xst €=0,72 ; ap=1; a;=1; a=1 —q=0,20

0.5}

0.25

0.6 0.8 1 1.2 1.4

fig. 5.1.3b x, versus el pardmetro de ruido v, para ¢ = 0, 72
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Cada familia de curvas es caracterizada por un valor de ¢ y por distintos valores de la
frecuencia €2 y demuestra la existencia del fenémeno de resonancia estocistica para las expre-

siones de la solucién de la amplitud del promedio estacionario.
5.2 El limite de Barzykin et al (1997)

Barzykin et al [11] consideran el modelo lineal
o(t) = — (ap, + a1&(t)) z(t) + Asin(2t) (5.2.1)

en que £(f) representa un ruido Gaussiano, tal que

€@y =0 (5.2.2a)
E(t)E(t) = Alexp {—f—”} (5.2.2b)

y con
g = a1 = A=1 (522(;)

La solucién de Barzykin et al se basa en el desarrollo de una serie, a diferencia de la solucién
de esta tesis. A partir de la expresién (4.2.2¢) para la correlacién del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck y de la solucién (4.2.23a-e) haciendo la correspondencia siguiente:

c

= = AP =1 (5.2.4a)

= T, (5.2.4b)

2 =2

v los valores anteriores (5.2.2.c) ambos problemas son idénticos y el cambio ocurre en la funcién
(4.2.23¢)

2 2
_ cai\ u  caj i
((u) = exp {" (00—272);—27/3(1*6 )

que se transforma en

((u) =exp [— (1 — 7c) ure — 72(1 —e™)] (5.2.4¢)

Notese que la correspondencia (5.2.4a) permite "eliminar” el pardmetro ¢ de la expresion final

(5.2.4¢). Usando entonces las formulas encontradas en esta tésis, graficamos la cantidad R
1 ¥ .

definida como R = (B? 4+ BZ)%. El resultado es, con los valores de pardmetros indicados en
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el grafico, que son los usados por los autores:

Frecuencia
+ Q1=0,2 Hz
* 02=0,3 Hz
a 03=0,5 Hz
a  04=0,7 Hz
05=1 Hz

Signal -to-noise ratio, ag=1 ; 4&=A=1

1.5 —— | M "

0.5

I i
0.2 0.4 0.6 0.8

[

Figura 5.2.1 La solucidon de Barzykin et al.

que es el mismo grifico obtenido por ellos.
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5.3 Conclusiones

Se ha demostrado en forma concluyente que existe el fenémeno de resonancia estocdstica en
un sistema lineal sometido a ruido multiplicativo del tipo Ornstein-Uhlembeck. También se
ha demostrado que el cdlculo basado en la técnica de integral de camino, logra reproducir una
solucién analitica encontrada por otro método (Barzykin et al). Sin embargo surgen algunas

preguntas que deben ser motivo de ulterior estudio:

e No se ha mencionado el tema de la relacién entre las escalas de tiempo, asociadas al ruido
(T, = 1/7) v a la perturbacién periédica (Tq = 27/§2). En este caso un simple cdlculo
muestra que la relacién esperada 7,/Tg ~ 0.5 que se cumple en el caso de sistemas
dindmicos con potencial biestable, aquf no ocurre. El célculo muestra que la relacién
difiere por lo menos en un orden de magnitud, tal como lo muestran las tablas siguientes,

(5.1) v (5.2) calculadas en base a los graficos (5.1.3a,b) respectivamente, i.e.,

L, | Ta | & T, | Tn =
1,35 | 31,40 | 0,04 1,61 | 31,40 | 0,05
1,32 | 25,12 | 0,05 1,54 | 25,12 | 0,06
1,29 | 20,93 | 0,06 1,49 | 20,93 | 0,07
1,25 | 17,94 | 0,07 1,47 | 17,94 | 0,08
1,20 | 15,70 | 0,08 1,43 | 15,70 | 0,09

tabla 5.1 tabla 5.2

Las tiempos se calcularon de la siguiente manera, para cada curva, primero se calcula
T, = 1/~ usando para ~ el valor para el que la curva presenta un méximo. Segundo

To = 27 /€2 con el asociado a la curva.

Lo anterior indica que el origen del fenémeno de resonancia estocdstica se debe a un
mecanismo distinto del caso de sistemas dindmicos con potencial biestable, mecanismo

para el cual todavfa no existe explicacién.

e Se puede calcular la correlacién por el mismo método, con el fin de calcular la razén
sefial a ruido, SNR, (bdsicamente espectro de potencia). En este caso el problema
es técnicamente mas complejo pués involucra el cdlculo de integrales dobles para los
coeficientes By y Bs de la solucién (4.2.23b,¢). Esto es de interés puesto que el espectro

de potencia es una cantidad que es medible en el laboratorio, y ademés debido a que
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los cdlculos en la literatura tienden a basar el andlisis de la resonancia estocdstica en el

comportamiento del SNR.
No se ha abordado el problema lineal mas general, es decir, la ecuacién
.‘JZ(f) = == (CLO + alf(f) + agf(t)Z) $(Il) + ASID(Q?’)

que contiene términos lineal y cuadrdtico en el ruido que es un problema que no ha sido
atin abordado en la literatura. También la técnica de integral de camino permite un
cdlculo exacto. En este caso se puede calcular el caso interesante de un sistema lineal

con ruido puramente cuadratico,
&(t) = — (a0 + a2 (t)?) z(t) + Asin(Qt)

que también es un problema nuevo y distinto del anterior y para el cudl tampoco existe

solucién en la literatura.
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6 Apéndice

6.1 Solucidn de la ecuacion de difusion

Sea la ecuacitén de difusién

ow(z, t) 8*w(z, t)

=D 6.1.1
ot o2 ( )
Sea ahora la condicién inicial
w(x,t) — 6(z) cuando t — 0 (6.1.2)
Sea la transformada de Fourier
w(z,t) = / dke™ (K, 1) (6.1.3)
—00

Usando ahora la representacién de Fourier para la funcién 6(z)

§(z) = S dke™*® (6.1.4)

2r I s

se puede ver que la condicién inicial, en funcién de la imdgen de Fourier w(k, t) se transforma
en
~ 1
W(k,0) = — (6.1.5)
2m
Aplicando entonces la transformada de Fourier a la ecuacién de difusién, previo cambio de

variables, esta se convierte en

a"g‘;’” = DK*w(k, t) (6.1.6)
ecuacion con solucién
(k1) = @k, 0)e~Dk* — ;E—Dk% (6.1.7)
T

entonces la distribucién de probabilidad puede ser representada en la forma

1 o ]. —Dk}zﬁ ik +
= — b 6.1.8
w(z,t) 271-/ dk%re e ( )

—00

Haciendo el cambio de variable k — k — iz/(2Dt) y usando el valor de la integral Gaussiana
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> T
/ dre™ =, /= (6.1.9)
(8

se obtiene finalmente

1 2
wigd] = mexp{—ﬁ} (6.1.10)

La expresién anterior es por construccién solucién de la ecuacién de difusién (6.1.1) con

condicién inicial (6.1.2).

6.2 Reescalamiento de las variables del problema

Mostraremos aqui como escalar la ecuacién de base para quedarse solo con tres pardmetros

independientes.

El sistema inicial es

dxdit) = —(a, + m&())z(t) + Asin(wt) (6.2.1)
%E:) = —7€(t) + ven(t) (6.2.2)

en donde 7(t) es un ruido blanco gaussiano de media nula y delta correlado, o sea

(n(t1)n(tey) =6t — ta) (6.2.3)

Hacemos el scaling

z(t) = M X(T), £(t) = A (1), t=g T (6.2.4)
y en términos de las nuevas variables las ecuaciones iniciales se escriben como

dX (T)
dT

= —(1+ ¢(T))X(T) + sin(QT) (6.2.5a)

%@ _ —FC(T} + \/EQB(T), (6.2.5b)
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con

sistema con solo tres pardmetros independientes: {(2,T", C'}
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