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RESUMEN

Las tier¡as raras metálicas presentan un comportamiento magnético complejo e

.iaferesante. El Ha¡niltoniano efectivo que describe estos sistemas es el de Heisenberg

con una interacción oscilatoria de largo alca"nce conocida como RKKY. Lo anterior

motiva el estudio del estado fundamental y del espectro de excitaciones del Hamilto-

nia¡ro de Eeisenberg con interacciones competitivas de largo alcance. sin embargo,

Ia complejidad del problema no permite soluciones analíticas para sistemas tridi-

mensionales, haciéndose necesa¡io trabajar con sistemas mrís simples que preserven

Ios aspectos físicos fundamentales del problema.

En este trabajo obtenemos el orden".¡niento magnético semicli{sico del estado

fundamental y el espectro de e:<citaciones d¿l lJa.milfeaiano de Heinsenberg con

interacciones de alca¡rce arbitrario, sobre la topología de una ¡ed de Bethe con coo¡-

dinación a¡bit¡a¡ia. El proble'"a lo resolvemos usando el formalismo de funciones

de Green, a temperatura nula, el cual nos entrega la relación de dispersión de los

magnones y la densidad local de estados.

Pa¡a el estado funda.¡nental consideramos una configuración helicoidal, la cual

incluye como casos particulares la ferromagnética y la antiferromagnética. para esta

configuración evaluamos el ríngulo entre dos espines contiguos, eI cual caracteriza

completamente nuestro estado fundamental. Dete¡minado 6ste, evaluamos la energía

por sitio y la relación de dispersión, como fuación de los diferentes parí¡netros

releva¡tes para cada sistema.
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Investiga,mos varias formas de la interacción, El caso particular de interacción

sólo a primeros vecinos permite ¡eobtener ¡esultados conocidos. Estudiamos un sis-

tema con interacción a primeros y enésimos vecinos, en el caso de coordinación dos,

el cual reproduce la topología de una cadena helicoidal, sistema que ha adquirido

importa,ncia como modelo de macromoléculas. Otros sistemas estudiados son aque-

llos con interacciones ent¡e los tres vecinos más cercanos, los cuales son a¡ralizados

para diferentes coo¡dinaciones, Fiaalmente, investigamos la inte¡acción RKKy, que

por ser una interacción de largo alca¡rce presenta problemas difíciles de superar

con los métodos usuales de cálculo. consideramos, en este último caso, diferentes

coo¡dinaciones con un interés especial en coordinaciones altas, correspondientes a

redes cúbicas. Proponemos una ma¡era de contar los vecinm en redes cúbicas que

nos permita reemplaza.r el núme¡o original de enésimos vecinos de la red de Bethe,

superando de este modo el defecto que tiene esta red de sobreestimar dicho núme¡o.



I. INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de evidencia experime tal de que muchos materiales

presentan o¡denamientos magnéticos bajo una cierta temperatura, en ausencia de

un campo magnético externo. Los principales elementos que dan origen a esta

propiedad son unos pocos metales de transición (Cr, Mn, Fe, Co y Ni) y casi la

totalidad de las tierras raras (elementos de la serie del Lantano). Estos elementos

purm (Cr, Fe, Co, Ni) o formando compuestos (MnO, MnS, NiO, FeO, CrTe, por

nombrar algunos), presentan principalnente ordenamientos convencionales, es decir,

ferromagnetismo o antiferromagnetismo. Por su parte, los compuestos de tierras

raras presentas ordenamientos en general más complejos, incluyendo, por ejemplo,

magnetismo con o¡den helicoidal, adem¡ís de ferromagnetismo (Gd, Dy y EuO).

La importancia cientffica y tecnológica de estos materiales es incuestionable en

la actualidad; sin embargo, Ia comprensión de los meca¡rismos involucrados no ha

resultado una tarea fácil. sólo hacia principios de 1930, con el nacimiento de la

Mecánica cuántica, comenzó a entenderse el mecanismo físico a nivel microscópico

que da origen a las propiedades magnéticas de estos materiales. Desde esos tiem-

pos hasta nuest¡os días ha¡r sido inumerables los trabajos realizados sobre el tema,

logriíndose grandes avances eu Ia comprensión de este fenómeno. Sin embargo, a

pesar de estos ava.nces, nos enfrentamos a un problema extremadamente complejo,

el cual, a modo de ilustración, permite sólo una solución exacta en una dimensión,

Lo a¡terior significa que una o<plicación microscópica completa del magnetismo es,



sin duda, un problema aún abierto en física del sólido.

Usualmente, las descripciones cu¿á¡ticas del magnetismo se dan en términos de

dos clases de modelos: itinerantes y con momentos magnéticos localizados. En los

primeros, usados principalmente para metales y aleaciones, se considera la estruc-

tura de ba¡rdas del material, ya que los electrones responsables del comportamiento

magnético están deslocalizados, es decir, la función de onda asociada a ellos se

extiende a través de todo el sólido. En el caso de modelos localizados, usados prin-

cipal¡nente para aisladores, los momentos magnéticos están asociados a cada átomo

y se acoplan a los momentos magnéticos veci¡¡os a través de la interacción de in-

tercambio. Sin embargo, estos modelos deben se¡ considerados sólo como casos

límites. De hecho, los modelos localizados representan situaciones pa,ra las cuales

las interacciones electrón-electrón intraatómicas (medidas aproximadamente por un

promedio de la interacción oCoulombia.na" intraatómica, ü) son mucho mayores que

las interacciones interatómicas (medirlas por los translapes atómicos o por el ancho

de banda, Í7); los modelos itinerantes corresponden al límite opuesto, es decir,

ulw <1.

Lo a¡rterior deja en claro la necesidad de disponer de una teoría unifrcada del

magnetismo, la cual sea capaa de interpolar ent¡e a¡mbos límites. Sin embargo, a

pesar de que no disponemos de esta teoría unifrcada, el acuerdo, en la gra.n mayoría

de los casos, entre la información e:<perimental y los resultados obtenidos, ya sea

por los modelos itinera¡tes o por los modelos localizados, justifican ampliamente

su uso. Desde un punto de vista prríctico, la determinación del tipo de modelo

relevante, en cada caso, es una dificultad a priorir la cual involucra consideraciones

sobre la importancia de la interacción electrón--electrón y el grado de localización de
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las funcionee de onda de interés. Este tipo de conside¡aciones indica.n, por ejemplo,

que para estudiar magnetismo en metales no siempre es necesario utiliza¡ modelos

itinerantes, Prueba de lo anterior es el caso de las tierras ra,ras, err las cuales se

utiliza un modelo localizado tanto para sus sales paramagréticas (aisladoras), como

para sus compuestos metálicos( I ).(2) , esto debido a la pequeña extensión espacial de

los orbitales 4/.

Nuestro interés se centra en los modelos de momentos magnéticos localizados,

en los cuales se emplea un l[".miltonia¡ro de espines para describir el sistema. Sin

duilq uno de los llamiltonia¡¡os de espines miís utilizado es el de lleisenberg, el cual

es uno de los m¡ís simple, pues sólo considera interacciones isotrópicas bilineales en-

tre pares de espines. El Eamiltonianiano de Heisenberg fue introducido hacia 1g30

en los trabajos de Dirac(s)'(4), Ileisenberg(5 ) 
' 
(6) 

, y particularmente en el libro de Va¡r

Vleck(?) . A pesar de la innumerable cantidad de trabajos que con posterioridad haa

sido publicados sob¡e el tema, en los cuales se ha aplicado este Ea¡miltonia¡ro a los

m¡.ás diversos sistemas, los resultados analíticos exactos so¡. esca.so6. Por ejemplo,

en el caso de Heisenberg ferromagnético, es decir, cuando las interacciones tienden

a alinear pa.ralelameote los espines, se conoce el espectro completo sólo en una di-

mensión; en dos y tres dimensiones los resultados a¡¡alíticos se reducen al estado

fundamental y el espectro de uno y dos magnones(8). (Nos referimos a magnones

como las excitaciones elemetales, cuantizadas, de un sistema magnético ordenado).

En la apro<imación semicl¡ísica estas excitaciones magnéticas se conocen como ondas

de espín y fueron introducidas inicialmente en los trabajos de Bloch(e) y Slater(¡o).

siguiendo con la revisión de los resultados analíticos exactos nos cercioramos que los

progresos en resolver el llamiltoniano de Heisenberg en el caso antiferromagnético,
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es decir, cuando las interacciones tienden a alinear antiparalelamente los espines,

han sido lentos. Pa¡a el caso de una dimensión, Bethe(lr) encontró la.s funciones

de onila en 1931, la energía del estailo fundamental no fue obtenida hasta 1938

por Hulthé¡r(12). Con posterioridad Orbach(ls) generalizó los resultados al caso

a.nisotrópico, y Walker(tt) estudió las propiedades analíticas de las soluciones de Or-

bach. Finalmente, 32 años después del progreso inicial, Des Cloizeaux y Pearson(16)

calcula¡on el espectro de un magnón y Griffiths la suceptibilidad magrrética( 16 ) . No

existen a la fecha resultados exactos en m:ís de una dimensión.

Por otra parte, los resultados tanto aproximaclos como numéricos sob¡e este

Hamiltoniano abunda¡ en la literatura. Estos han sido muy importantes en el pro-

ceso de o<plicar las propiedades magnéticas de gran número de materiales. Incluso

en la actualidad el estudio de este Hamiltoniano ha ¡ecobrado vigencia al ser apli-

cado a los nuev6 superconductores de alta temperatu¡a crítica. De hecho, este

tipo de materiales presentan o¡denamientos magnéticos predominantemente bidi-

mensionales, los cuales podría.n entenderse en base al modelo de Heisenberg. Este

renovado interés está centrado principalmente en dos problemas: el primero, son

las inusuales correlaciones magoéticas del compuesto superconductor La¿CuO¿_,

las cuales presentan algunos aspectos semejantes al comportamiento esperad.o en un

modelo de Heisenberg unidime¡uiona¡(rz) para espírrl LfZ. El segundo, mucho más

conflictivo, es que no existe aún consenso sobre el estado funda,mental del modelo de

Ileisenberg antiferromagnético en dos dimensiones, para diferentes valores del espln.

Es importante menciona¡ que todos los resultados analfticos exactos y la gran

mayorfa de los resultaclos aproximados y numéricos consideran sólo interacciones

entre primeros vecinos. consecuentemente con esto, los resultados para sistemas
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con intera,cciones de la¡go alcance son escasos en la lite¡atura. Esto se debe, por

una parte, a que para muchos de los sistemas estudiados (los aisladores, por ejemplo)

las interarciones entre segundos vecinos soIl, para todo efecto práctico, despreciables;

por lo tanto, considerar sólo interacciones a primeros vecinos da buena cuenta de

los resultados físicos de interés. Por otra parte, las diffcultades que conlleva, tanto

desde un punto de vista analítico como numérico, incluir interacciones de largo

alcance en cualquier cálculo sobre un sistema magnético desalientan la mayor parte

de los intentos. Sin embargo, el Hamiltoniano de Heisenberg con interacciones más

alla de los primeros vecinm no es sólo un problema at¡activo desde el punto de

vista académico, sino que, los sistemas reales que son descritos por él presentan los

ordenamientos magnéticos más interesantes y complejos.

Podemos mencionar entre estos sistema los elementos metálicos de tie¡ras ra¡as

pesadas y sus aleaciones, los cuales están descritos por un Hamiltoniano efectivo

de Heisenberg con una interacción oscilatoria en signo y de largo alcarice, conocida

como Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY). El mecanismo de esta interacción

fue propuesto inicialmente por Ruderma.n y Kittef lE), en el contexto de la física nu-

clea¡, y extendido posteriormente a la física del sólido por Kasuya(le) y Yosida(zo).

Este mecaaismo de interacción es conocido como intercambio indirecto, y se basa en

que la interacción entre momentos magrréticos atómicos es mediada por los electrones

de la ba¡da de conducción. Esto se ocplica debido a que los momentos magnéticos

atómicos polaxizatr magnéticr¡nente Ios electrones de conducción, los cuales a su vez

interactúan con otros momento mag[éticos atómicos dando luga,r a una interarción

efectiva de largo alcaace, la cual varla de signo con la distancia. Este tipo de in-

terarciones de la,rgo alcance que tienen dife¡ente signo ile acuerdo a la distancia, son
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usualmente conocidas como intera.cciones competitir¡¿rn y Bon las responsables de es-

tablecer ordenamientos complejos, distintos de los convencionales ferromagnetismo

y antiferromagnetismo. Los or¿lenemientos a los cuales nog referimos son princi-

palmente de tipo helicoidal, de tal mane¡a que las interacciones entre los distintos

vecinos no se satisfacen del todo, pero tampoco estan completamente frustradas,

Como antecedentes históricos de este problema podemos menciona¡ que en 195g

Yoshimori(2l) propr¡so una conffguración helicoidal como solucióa para un sistema

magnético con interacciones competitivas a primeros y segundos vecinos; y en forma

casi simultanea, este tipo de o¡den helicoidal es observ¿do, en el compuesto MnAu2,

por A. Eerpin, P. Mériel y Villa.in(zz). Como explicación de Ios resultados obtenidos

pa,ra este compuesto Villain(2s) y Kaplaa(zr) también proponetr, ea forma indepen-

diente, una configuración helicoidal. En la actualidad, el problema de interacciones

competitivas de largo alca¡.ce es usualmente tratado usando modelo conocido como

ANNNI(26) - (s2) (Anisotropic-next-nea¡est-neighbor Ising). Este modelo consiste en

un H¡rniltoniano de Ising con interacciones a primeros vecinos, al cual se le incorpo-

ra¡r interaccioues tra¡rsversales competitivas con los próximos vecinos más cercanos

(segundos vecinos). A pesa,r de que se trabaja con un modelo mrás simples que el de

Ireisenberg con interacciones de largo alcance, Ios resultados obtenidos pa.ra los orde-

namientos y sobre todo para la termodinrímica son de gran complejidad(ss), (o{),(36).

Debemos menciona¡ que alguno de estos trabajos se realizan sobre la topología de

una red de Bethe(sr ) '(31)'(s5) .

Nuestra revisión anterior deja en claro que obtener resultadc anallticos para el

espectro de excitaciones magnética.s de un arreglo periódico descrito por el lIamil-

toniano de lleisenberg, con interacciones de alca¿ce a.rbitra.rio, es un asunto de
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indudable inte¡& en el rírea de magnetismo. Sin embargo, dada la complejidad del

problema pa,ra sistemas tridimensionales ee hace necesario trabaja.r con sistemas

más simples, que preserven los aspectos físicos fundamentales del problema, Un

trabajo con esta motivación es publicado por Trias e Yndurain(s6) en 1g83, en el

cual se resuelve el problema meiliante la técnica de funciones de Green sobre la

topología de una red de Bethe de coordinación arbitraria. Este tratarniento provee

una solución a¡alítica para el espectro de excitaciones, en el caso de un estado fun-

d"¡nental ferromagnético. El anterior es un ¡esultado importante, dado que trata en

forma analítica una interacción de alcance arbitrario. Por ser el antecedente di¡ecto

de nuest¡o trabajo se hace necesa¡io una breve ¡evisión de é1.

Podemos menciona¡ que el empleo de funciones de Green es usual para resolver

la pa"rte dinámica de este tipo de problemas. Por otra parte, la topología elegida,

es decir, la red de Bethe, es una de las aproximaciones más populares pa,ra una red

tridimensional con coo¡dinación arbitraria(37), En ella, se respeta Ia coordinación

de la ¡ed aproximada, pero los posibles recorridos en la red son dr¡ísticamente sim-

plificados. Por ejemplo, se eliminan todos los recorridc cerrados no triviales. Esta

característica simplificadora asemeja a la red de Bethe a una red unidimensional,

en cua¡to a la diflcultad de tratamiento, aúnque ma¡rtiene ciertas ca¡acte¡ísticas de

la red tridimensional. El mayor aporte, y sin duda el caracter original que presenta

este trabajo(36), es el ingenioso y elega.nte método utilizado para resolver las ecua-

ciones dinár"icas, sobre la red de Bethe, y luego, imponer las condiciones de borde.

Sin embargo, la restriccióa a un estado fundamental ferromagnético es su mayor

limitación. Dado que si esta.mos interesados en iate¡acciones a¡bitrarias de largo

alcance, ellas en genqral establecen ordenamientos distintos del ferromagnetismo.
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La última coneideración sobre este trabajo es que la red de Bethe tiene el problema

de sobreestima¡ el trúmero de enésimos vecinos; de hecho, este número crece expG

nencialmente. En la práctica, este desventaja se t¡aduce en que cualquier cálculo

con interacciotres de largo alca¡rce es muy inestable numérica¡nente. Por Io tanto,

esperarnos que una generalización de este trabajo debe considerar, por un lado un

estado fundamental menos restrictivo que el ferromagnético, y por otro, proponer

algún mecanismo eficiente pa¡a superar los problemas de cálculo que se derivan del

hecho de la sobreestimación del número de enésimos vecinos en la red de Bethe.

Nuestro objetivo en este trabajo es desa¡rolla¡ un formalismo que permita

obtener el espectro de excitaciones magnéticas de un sistema descrito por el Hernil-

toniano de Heisenberg con interacciones de alca¡rce a¡bitra¡io. Lo anterior, sobre

la topología ile una red de Bethe con coordinación arbitraria, considerando para

el estado fundamental una configuración helicoiclal. Esta configuración nos per-

mite reproducir, en forma semicliísica, ordenamientos con diferentes periodicidailes,

y adem¡ís, como casos pa.rticulares, el ordenamiento ferromagnético y el aatife

rromagnético (estaclo de Néel). EI cálculo lo realiza.mos usando funciones de Green

a temperatura nula. Es decir, nuestro trabajo consiste en lograr una generalización

del formalismo presentado por Ttias e Yndurain, considerando un o¡denamiento

para el estado fundamental miís general que el ferromagnético, lo cual constituye

la mayor lirnitación del trabajo original. Además, esta.mos interesados en presentar

algrin tipo de criterio físico que nos permita enfrenta¡ el problema de la sobreesti.

mación del número de enésimos vecinos que presenta la red de Bethe. Logrado un

criterio, que pruebe ser razonable, estaríamos realmente en condiciones de efectua¡

cálculos en el caso de i¡teracciones de largo alcance. Este formalismo lo aplicamos a
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diferentes sistema.s que permiten visualiza¡ las posibilidades y limitaciones de nues-

tros ¡esultados.

Este trabajo lo estructura.m.o de la siguiente m¿nera: en el capftulo II, mostra-

mos el cálculo realizado por Ilias e Ynduraiu, ilustrando aspectos tales como el

formalismo usado, la topología de la red de Bethe y Ia solución propiamente tal del

problema; a¡ralizamos esta solución, discutimos sus limitaciones y Ia necesidad de

una generalización. En el capltulo III, realizamos la generalización propuesta y com-

paramos con los resultados conocidos. En los tres capítulos siguientes aplicamos el

nuevo formalismo desarrollado a diferentes sistemas. El capítulo rv es una aplicación

a sistemas helicoidales y en el capítulo Y estudiamos sistemas con interracciones de

mediano alcance. Finalmente, en el capltulo VI, estudiamos la inte¡acción RKKy

para sistemas de alta coordinación. Por riltimo, el capítulo vII resume los resul-

tados y conclusiones máq relevantes de este trabajo, sugiriendo ade-ás, posibles

extensiones del mismo.



il. SOLUCION DE TRIAS E YNDURAIN

La obtención del espectro de excitaciones magnéticas de un arreglo periódico

descrito por el Hamiltoniano de Heisenberg con interacciones de alcance arbitrario,

es un problema de indudable interés en magnetismo y para el cual no se conoce

solución analítica. El enfoque propuesto por Tlias e Yndurain(s6), consistente en

¡esolve¡ el problema sobre la topología de una ¡ed de Bethe, provee una solución

a¡ralítica pa.ra el caso ile un estado fundamental ferromagnético. En este capítulo

mostrarnos detalles del cálculo realizado po¡ Trias e Yndurain, a fin de ilustrar

aspectos tales como el formalismo usado, la topología de la red de Bethe y la

solución propia.mente tal del problema. Ta"mbién D.os proponemos analizar esta

primera solución, discutir sus limitaciones y la necesidad de una generalización que

permita extend.er el ca'nFo de aplicación media.trte una solución más completa del

p¡oblema. La generalización propuesta la presentamos en el capítulo siguiente.

1. El Hamiltoniano.

Consideremos un sistema constituido por átomos dispuestos sobre una red de

Bethe, cuya topología precisa será expuesta en detalle miís adelante. A cada átomo

asigtramos un único grado de libertad espinorial y no restringimos el alcance de las

interacciones. El Eamiltoniano de nuestro sistema es el de Eeisenberg,

H:-*f +,s-1.§,, (2-1)
i,i

donile el índice d etiqueta los dife¡entes sitios de la red, § representa el operador

12
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de espín en el sitio d y J¡¡ es la interacción entre espines en el sitio r y el sitio j.

La suma en (2-1) es sob¡e todos los pares de sitios de la red y el factor un medio

compensa el doble conteo de cada par (d,j).

Podemos escribir el Hamiltoniano (Z-f) en función de las componentes de S-1 de

la siguiente forma

H = -;D ,., ("; "; + | ts,. s; + s,t s; ¡) , @-z)

donde .9rt y ,Sr: viene dados en té¡minos de las componentes cartesianas por:

si : s; +;si ,

S; : S; -iS! ,

(s, .S,) - S¡(S¡ * 1) ,

(2-3a)

(2-3b)

(z-sc)

donde (. . .) indica el valor esperado de los operadores en el estado fundamental. Las

reglas de conmutación de estos operadores son:

[.9i+,Srl]-0 pa^ratodod,j,

[s;'s;]:o Paratodor,i,
(2-4)

[s,*'si]:26¡¡si ,

[sí,s,+]- r4¡§,* .

En las relaciones a.nteriores, al igual que en todos los desarrollos posteriores, se

utiliza un sistema de unidades en que ñ : 1.

2. tr'uncionee de Green.

Pa¡a resolver el problema dinámico usarnos la técnica de funciones de Green de

tipo Zubarev(s8). Las definiciones y notación usada la most¡amos en el Apéndice l.
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Para nuestro problema específico definimos las siguientes funciones de G¡een:

G(i,i;t - t') : ztsil*((sr (ú),s,. (r'))),

G(k,i,i it - r) : ñ#((s; s,+ (¿), s, (¿,))),

(2-5)

(2-6)

a temperatura nula, donde ,S¡ y S¡ son definidoa a través de la ecuación (2-3c). La

ecuación para nuestra función (2-S) es

;r§p:6(¿-r,)6,,ñ#$íl
+ »¡*, (G(k,i,jit - t') - c(i,k,i;¿ - ú,)) .

¡

(2-7)

A continuación debería.mos escribir la ecuación para la función (2-6), la cual

depende de funciones que involucran cuatro operadores, es decir, de cuatro índices.

La ecuación para estas funciones depende de funciones de cinco operadores y así

sucesivamente. Esta cadena de ecuaciones para funciones de orden cada vez mayor

se suele cortar con una aproximación, factorizando una función de G¡een en el

promedio de un operador por uoa función de orden menor, de manera tal que el

sistema de ecuaciones se cierre. Usamos una aproximacióa en el esplritu de campo

medio,

((s;sr+ (r),s; (t'))) 
^, 

(s;)((s¡ (r), st (¿'))) , (2-8)

ya que (S') es esencialmente un operador de nrimero, como veremos en el capítulo

siguiente. Expresamos la aproximación (Z-a) en términos de las funciones de Green

definidas en (2-5) y (2-6) tenemos que

G(k,i,i;t - t') x (Silc(i, j;t - t') . (2-e)

Limitandonos a un estado fundamental ferromagnético, (Sí) : ^g¡, bajo el

supuesto de elegir el eje de cuantización en la di¡ección de Ia magnetización. si
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imponemos adem:{s que el espín total sea el mismo en cada sitio tenemos que

(S;) - S* - S , para todo Ic . (2-10)

Utilizando las relaciones (Z-e) y (Z-fO) en la ecuarión (2-7) obtenemos

,qUP - 60 -t')4, + s !.r* ; (G(i, j;t - t') - G(k, jit- ,')) . (2-11)
tc

Como vemos, después de incluir Ia aproximación (2-8) obtenemos una ecuación para

G(i, j;t-t') que sólo contiene funciones del mismo orden cerrando el sistema, como

era nuestra intención, Pa¡a resolve¡ (2-11) usamos la transformada de Fourier,

que convierte la ecuación diferencial en una ecuación algebraica. Definimos una

transforrnada temporal d.e Fourier, de la función de Green, de la siguiente forma:

c,;(,) : 
ll*c{;,irr¡",,, ¿, donde r :t -t, (2-rz)

Tomando la transformada de la ecuarión (2-11) obtenemos

donde usa.mos las siguientes deflniciones:

t: sIJ'¡ , inilePendiente de i,
i (%t4)

T¡¡ : SJ¡* '

Resolviendo (2-13) obtenemos la función de Green del sistema y con ellos podemos

evalua,r magnitudes ffsicas de inte¡és como, por ejemplo,

Dlu) - -!t*¡c,,1r+ ro*)l , (2-1s)

donde D; (cu) es la densidad local de estados en el sitio í.

(w - e)G;¡(w):4¡ - I4* G*¡(u) ,
k

(2-13)
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3. R,ed de Bethe.

En física la red de Bethe, o árbol de Cayley, se usa como una aproximación que

sirnFliffca la topología de una red períodica de Bravais de la misma coordinación,

Cada punto del ¿í¡bol representa un sitio de la red, en él se sitúa un átomo de interés,

y para la longitud de los segmentos que ligan los distintos sitios se usa el parámetro

de la red que se quiere aproximar. En la ffgura 1 vemos una porción de una red de

Bravais de coordinación cuatro y la red de Bethe equivalente.

A continuación explicamos la topología de la red de Bethe. Consideremos un

conjunto de puntos conectados por segmentos rectilineos, de ma.nera tal que desde

cualquiera de sus puntos pueda siempre encontrarse un camino que lleve hasta

cualquier otro. Cuando el grafo anterior ca¡ece de circuitos, es decir, de caminos que

partiendo de un vértice describen una trayectoria cerrada que retorna a é1, se dice

que el grafo es un "á¡bol ". Los árboles de la naturaleza o los ríos y sus afluentes

son e:<celentes ejemplos riaturales de diagr"ma-. de rírbol. La ca¡tidad de puntos

vecinos cotr que se conecta un punto etr particular Be conoce como Ia conectividad o

coordinación de ese punto. Un diagrama con un número infinito de puntos tal que

la conectividad sea la misma para todos y todos los segmentos que r¡nen los puntos

sean de igual loagitud, se conoce como Arbol de Cayley o Red de Bethe. Desde el

punto de vista topológico la longitud de los segmentos de conexión no es relevante

y es la coordinacióo o el Dúmero de primeros vecinc lo que caracteriza una red de

Bethe. Al s¡erniq¿¡ la coo¡dinación vemos que el mínimo valor posible es dos, y

en este caso se tiene una cadena unidimensional infi¡ita de puntos. Para coordina-

ciones mayores la red de Bethe no se realiza en el espacio tridimensional y debemos

entonces entetrderla sólo como una construcción abstracta. Estas estructuras no
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traslacional, pero todos sus puntos son equivalentesren contraposición a una red

jerrírquica.

Para construir una ¡ed de Bethe de coordinación c elegimos un punto y lo
conectamos con c puntos distintos. Genera¡nos así la capa de los primeros vecinos

del punto inicial. a continuación conectamos cada uno de los primeros vecinos con

c-1 puntos, y con la conexión al punto inicial completamos la conectividad exigiila.

Finalizada la capa de segundos vecinos hacemos nueva.mente c - 1 conexiones para

cada uno de estos puntos, generando así la capa siguiente. Este proceso deberíamos

continua¡lo hasta generar las infinitas capas que constituyen una red de Bethe. La

construcción de las primeras capas para coordinación tres se ilustra en la figura 2.

El uso de la red de Bethe nos permite tener una contabilidad correcta de la

coordinación en cada sitio, manteniendo la simplicidad matemática del caso unidi-

mensional, especialmente en el caso de interacción a primeros vecinos. Aumentar

el número de interacciones enriquece la topología del sistema, permitiendo simular

multidimensionalidad; un ejemplo de lo anterior se mostrará en el capftulo rv. Las

indudables ventajas de una matemática esencialmente unidimensional traen consigo

problemas en lo que se refiere, por ejemplo, ¿ la estructura del espacio recíproco

o a las singularidades de van-Hove en los bo¡des de banda que aparecen en las

densidades de estados.

Existen otras grandes desventajas que debemos estar dispuestos a asumir al

utiliza¡ esta aproximación. La más importante es que eliminrmos todos los circuitos

cerrados. Ello tiene como consecuencia, en primer luga.r, la pérdida de ca.minos

alternativos pa.ra la transmisión de información a través de la red ¡ en segundo

luga.r, la eliminación de algunas interacciones. una desventaja adicional de la red
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de Bethe es que el nrime¡o de ¿ésimos vecinos crece en forma exponencial con z, lo

cual adquiere lelevancia cuando se trabaja con interacciones de muy largo alcance,

Un intento de corregir este problema será presentado etr el capftulo VL

A continuación escribimos Ia ecuación (2-15), haciendo uso explícitamente de

la topología de una red de Bethe de coo¡dinación c. Elegimos la interacción entte

espines de manera tal que ésta sea nula a partir del l-ésimo vecino en adelante.

Identifica¡rros el sitio de interés con el índice 0, y usa,mos 1,2,...,n para las capas

de primeros, segundos, ... , z-ésimos vecinos del átomo central, respectivamente.

No es releva¡rte identifica¡ los átomos dentro de una capa. Adopta'nos adem¡ís la

notación:
G"(',) : G",o (r) ,

J" = ,5J.,0 ,

la ecuación (f ta) para ; - /Y y j : 0 toma la forma

(2-16)

I

(o - e)G¡ (r) : 6'o - D J*Gr*o ,,,,,(r) ,
É= 1

(2-t7)

donile se ha utilizado el hecho de que la interacción J6,¡ entre dos espines sólo

depende de la distancia medida en ptrsos sobre la red que los separa, la cual está

indicada con el índice &. El fnilice N + k pasos en la función de Green se ¡efiere a

Ias funciones que corresponden al sitio iY m¡ís /c pasos sobre la red. Pa¡a explicar

lo anterior, supongamos que nos situamos en el sitio JV, es decir en alguno de los

átomos de la .iV-ésima capa de vecinc del átomo central etiquetado por O. Para Ic : 1

damos un poso sobre la red, dista¡rciandonos del átomo en el cual nos encontrabamos

inicialmente. Podemos entonces quedar ubicados ea cualquiera de los c - 1 sitios de

la capa -iV f 1 o bien eu el sitio de la capa JY - 1, que completa la coordinación del

átomo del cual partimm. Las posibles ubicaciones corresponden a distintos índices
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en la función de Green, a saber, G¡,+r y G¡-1. Cada una de estas funciones lleva

un peso diferente, c-1 y 1 respectiva,mente, y la suma de estas dos funciones con sus

pesos correspondientes nos da Ia función de Green Gn *, ,o,o. Al imponer que los

pa,sos tto puedan volve¡ 6obre si mismos, el da¡ /c przsos nos lleva al lcésimo vecino,

y como el alcance de la interacción es I vecinos, el número m¡íximo de pasos es I,

que corresponde al límite supe¡ior de la suma.

En el párrafo anterior quedó de manifiesto que existen varias posibilidades al

dar un paso. Para da¡ cuenta de esto es necesario definir Ia coo¡dinación al dar

un paso como el número de sitios distintos que podemos alcanzar al darlo, La

coo¡dinación al da¡ un p@so hacia el sitio central es 1, al hace¡lo en la di¡ección

contraria es c - 1 y al caorbiar de dirección es c- 2l todo esto en el caso de que no

pasemos por el sitio central. La figura 3 ilustra lo anterio¡ pa¡a una coo¡dinación

de la red igual a cuatro.

Hecha estas consideraciones, para JV ) I, la e><presión

G* *r ,o,o" - (r)¡G¡-* * (c - 1)*G¡*"
¡-1

+ I'(r)"' (c-2)(c- 1)o---'c,o- Í,+,c-,,í ,
m=l

(2-18)

la entendemos como la suma sobre todas los posibles formas de dar /c pasos sob¡e la

red. Los factores que acompañan a las funciones de Green son la coordinación al dar

k pasos hacia el sitio central, para G¡ - ¡; k pasos en la dirección contra.ria, es decir,

alejandose del sitio central, para G¡a¡; y dat m pasos hacia el centro, cambia¡ de

di¡ección y dar /c - m - L p@§o6 en la dirección contraria, para G¡--*o--. El

símbolo !' indica que para /c : 1 la suma se anula.

Remplazando la fo¡ma para G ¡¡ a ¡ o."",, dada en (Z-f A), en ia ecuación para la
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función de G¡een (2-tZ) obtenemos, para .lI ) l,
¡

(c^; - e)G¡ (r) : - D ,- (t,-- (tu) + (c - l)*G,"** (r)
l= I

l-r (z-19)
* 

_ __»: 

U - z)(. - 1)*- - -. G,, * *_,_ (r)) .

Para e, definid o er (z_tl), se obtiene

I

.:»c(c-1)¡-1J*, 
(2_2o)

al imponer la toporogía y er alcance de la interacción que estamos usando. Er factor
c(c - 1)t- r, que apa¡ece et (z-zo), es er número de /c-ésimos vecinos d.e un átomo
cualquiera.

4 La Solución de Ttias e yndurain.

Pa¡a resolve¡ el sistema infinito de ecuaciones (2_1g) usamos el ansatz

cn, (,.,) _ A{ (w) ,

en el espíritu de matriz de transfe¡encia. Las defrniciones:

y - r(c - r)rt, ,

W" = -J"(c - t)"t" ,

Gt=w-e,
nos serán útiles para esc¡ibi¡ la ecuación (Z_fO) en forma compacta,

en la cual y e y-r aparecen en forma simétrica,es decir, si y satisface W (y) = ú,
también lo hace y- r 

.

(2-2t)

(2-22)
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Podemos definir

P(i : s' (w (!) - ú) ,, (2-24)

el cual ¡esulta ser un polinomio de grado 2l en la variable g. Las raíces de este

polinomio son las posibles soluciones para la función de G¡een planteada ert (»Zt).

Supondremm que P(y) tiene I raíces simples, lttaz,...,U¡r eue satisfacen lV,l < f,

para i: 1,2,,.,,1. Conside¡ando la simetría de las ¡aíces señalada en el párrafo

anterior, las J raíces ¡estantes deben ser lll,!i1,...,U,-'. Estas últimas t ¡aíces

satisfacen que lgd 
t l ) 1, para i : 1,2, .. . ,1, lo cual las elimina como posibles

soluciones físicas, ya que en este "".6 l¿ amFlitud de las ondas de espín diverge.

Concluimos que la solución con sentido físico es la superposición de la.s I raíces cuyo

módulo es menor que uno, es decir, la forma más general pafa G¡ es

tt
G¡ (c.r) - DÁ,"I : @ - 1)-1 tz D ¿,yi

i=l j=1
(2-25)

Las I constantes,{ se frjan imponiendo las condiciones de borde, que corresponden

a hace¡ equilalente el sitio central, etiquetado con el índice 0, con cualquier otro

sitio de la ¡ed. Lo anterior se consigue escribiendo ecuaciones análogas a la ecuación

(z-ro), para N : 0, 1,. . . ,l - 1, e imponiendo que tengan exactamente la misma

forma que (2-19). El cálculo explícito se incluye en el Apéndice 2.

Una vez determinadas las constantes .{,

(2-26)

donde tV'(y¡) es la de¡ivada de W(y), definido en (Z-ZS), con respecto a gr evaluada

en la raíz correspondiente, y;, podemos esc¡ibir la función de G¡een usando (2-26).

G:l,1-
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En particular, la función de Green del sitio central G6 , adopta la forma simple

Gn(w) :G",0(,) _ y*u: =t '- li (-vrw'(v,))'u:i=r I 
- -:l-- ("-r)

sen'(d) | ,^
. 4("-r) cos'(/) ú-w(ó)**'
,- 

a,

(2-27)

(2-31)

Usando el Teorema del Residuo, podemos obtener una expresión integral de

Go,

cs(r.r): * I :'#-@+6+, (%28)

¡r¡=r ,- 1._1)
debido a que las únicas singularidades del integrando son polos simples en las raíces

!t¡!t¡,..¡Ut.El contorno de integración es elegido de manera tal que sólo encierre

las raíces con sentido físico.

Para.metricemos el contorno de integración usando

Y:e , (2-2e)

donde entendemos { como el cambio de fase al ir de una capa a otra. La dis-

tancia enire dos capas adyacentes es Ia distancia entre primeros vecinos, es decir,

el parámetro de red que denotaremos con ¿. Podemos definir un vector de onda

asociado a / media"ute

ó:ka. (2-30)

Usando esta anterior parametrización en la forma integr al (2-28),podemos reescribir

Go como

Gq(.,,) - 'z*! 1""

donde si extendemos ei alcance de la interacción a infinito, W({) viene dado por

w (ó) -f * (r.."1"c) . 
=xrg#lo)

(2-32)



23

Podemos evaluar la densidad local de estados en el sitio central a partir de la

relación (2-15), obteniendo

D"(r):ry sen'(/(ru))
ó'(r), (2-33)

. a(" - 1) cos'?({(o))
1- ;c'

donde {'(r,.') es la derivada de / con respecto a r,,r y { viene dada, en forma implícita,

por

(2-34)

La ecuación (Z-Sl) nos da la relación de dispersión u,,(fr) para magnones sobre una

red de Bethe de coordinación c y con interacciones de alcance a¡bitrario.

5. Discusión.

Los resultados del modelo de Trias e Yndurain son aplicables a a.rreglos ferro-

magnéticos de espines, es decir, se requiere un estado fundamental ferromagnético,

condición impuesta en estos cálculos en la ecuación (2-f0). Esto limita al modelo

a interacciones esencialmente de tipo ferromagnético con, a 1o mrís, débiles in-

teracciones competitivas de tipo antiferromagnético. Si consideramos interacciones

que satisfaga.n los requerimientos del modelo y ewalua.nos la relación de dispersión,

los resultados pueden ser de dos tipos: un estado fund"tnental ferromagnético es-

table y su respectivo espectro de e:<citaciones, o bien, un estado ferromagnético

inestable, con un magnón "congelado" como estado fundamental. En este rlltimo

caso, la aparición del nuevo orden magnético invalida el espectro de excitaciones,

reflejiíndose en la relarión de dispersión como u¡l mínimo negativo en ur. Ya que ur

no puede adoptar valores negativos, 1o anterior só1o tiene sentido desde un punto de
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vista cualitativo. Si el estado ferromagnético ¡esulta inestable y aparece un o¡den

helicoidal como estado fundamental, es decir, se "congela" un magnón, no tenemos

un arreglo ferromagnético y no es posible entonces volver a usar el formalismo para

determina¡ el espectro de excitaciones correspondiente.

Ilustremos 1o anterior con un sistema en el cual son nulas todas las interacciones,

excepto entre primeros vecinos, de tipo ferromagnético, y a n-ésimos vecinos, de

tipo antiferromagnético, tal que esta última es sólo una fracción de la primera. Este

particular sistema será estudiado en detalle en el capítulo fV. Las figuras 4 y 5

muestran la relación de dispersión en función del vector de onda ft para diferentes

razones entre las interaciones y para distintos vecinos a los que afecta la interacción

antiferromagnética. En estas figuras vemos ilustradas las dos posibilidades discuti-

das; ferromagnetismo con el espectro de excitaciones, y orden helicoidal como estado

funda.mental.

Queda de manifiesto que un modelo mejorado debe considera¡ no sólo arreglos

ferromagnéticos, sino también órdenes magnéticos más generales como son: el a¡ti-

ferromagnético (estado de Néel) y el helicoidal (magnones "congelados" ). Debemos

ta¡nbién determiuar en todos los casos el estado funilamental y su respectivo espec-

tro de excitaciones. En el capítulo siguiente desarrolla¡emos un modelo que satisface

estos requisitos.
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(")

FIGURA 1(a)' Mostra.mos una sección de unared de Bravais de coordinación cuatro,

(b) corresponile a una sección de la red de Bethe equivalente. Eacemos notar que

en el ¡ed de Bethe no e¡<isten caminos cerrados.
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(o) (")

(b)

FIGURA 2, Ilustrarnos la construcción de las primeras capas de uaa red ile Bethe

de coordinación tres. En (a) tenemos el sitio cmtral y Eu capa de primeros vecinos,

en (b) agregamoc la capa de segundos vecinc y en (c) vemos el sitio central con Eus

primeras tres capas de vecinos.
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("- 1)
(1)

(c-z)

FIGURA 3. Ilustr"¡nos las diferentes maneras de dar un paso sobre una ¡ed de

Bethe de coo¡dinación cuatro (c : 4). Si nos situamos en el sitio a y da.mos un

paso alejandonos del centro o tenemos tres posibilidades (c - 1). Si desde c damos

Ít paso hacia el centro tenemos sólo una posibilidad (f). Si desde p nos dirigimos

ha¿ia el centro, pero en .y cambiamos de dirección tenemos dos posibilidades (c - 2).
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FIGURA 4. Relación de dispersión evaluada usa¡rdo el formalismo de Tlias e Yn-

dura"in, para un sistema con sólo dos interacciones, a primeros y a quintos vecinos

(J, y J" respectiva.rnente). Para todas las curvas d : 1, en cambio .,16 : -0.01

para la curv-a en negro, Js : -0.05 para la curva en na.ranja, J¡ : -0.1 pa¡a la

curva en verile y Js : -0.5 para la curva en azul.
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FIGURA 5. Relación de dispersión evaluada usando el formalismo de Trias e Yn-

durain, para un sistema con sólo dos interacciones, a primeros y a decimos vecinos

(J, V Jr" respectivamente). Para todas las curvas d : 1, en cambio {¡ : -0.01

para la curva en negro, Jro = -0.05 para la curva en naranja, 4o = -0.1 pa¡a la

curva en verde y Jro = -0.5 para la curva en azul.



III. SOLUCION CON ORDEN MAGNETICO HELICOIDAL

1. Orden Magnético Helicoidal.

P¡esentamos ahora la extensión de la solución de Tlias e Yndurain a sistemas

cuyo estado fundamental no es ferromagnético. Para ello, tomemos como estado

fundamental un arreglo helicoidal, tal que el ángulo entre dos espines consecutivos

es constante; esto nos permite considera¡ distintas confi.guraciones del estado fun-

damental. Si el ángulo entre espines consecutivos es zt, obtenemos como solución

el estado antiferromagnético de Néel; si este ángulo es cero, Ia solución es f€rro-

magnética; y para cualquier otro valor del ángulo, el estado fundamental lo inter-

preta.mos como un magnón "congelado". Lo anterior constituye un avance respecto

de la solución del capítulo II, que permite como estado fundamental únicamente el

ferromagnético y predice un magnón "congelado' sólo en forma cualitativa.

Nuestro sistema es el presentado en el capítulo II, es decir, consideramos un

conjunto infrnito de átomos dispuestos sobre una Red de Bethe, a cada átomo asig-

namos un único grado de libe¡tad espinorial . El Hamiltoniano del sistema es el de

Ileisenberg y el alcance de las interacciones es a I vecinos. Sin embargo, escribimos

el Hamiltoniano de la ecuación (2-1) de una forma diferente,

(3-1)
a A=l

donde el índice ¡'indica los diferentes sitios de la red, A es un índice de posos sobre

la red, concepto que introdujimos en el capítulo anterior; .9] representa el operador

at
n : -;» » ro.s-l ' 5-1*o ,

30
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de espín en el 6itio d y J6 es Ia interacción entre espines en el sitio r'y los sitios

i + A p¿sos sobre la red. La primera suma en (3-1) es sobre todos los sitios de la

red y el factor un medio compensa el doble conteo de cada pa.r (d, d + A).

Nuestra solución requiere que deflna"mos ejes coordenados, ángulos y las posi-

ciones de los distintos átomos; es decir, necesitamos poder describir geométricamente

nuestro sistema. Sin embargo, en una red de Bethe de coordinaci6n arbitra,ria, no

podemos dar siquiera las posiciones de todos los átomos, debido a la imposibilidad

de realizar en el espacio tridimensional cualquier red de coordinación mayor que

dos. Si conside¡amos el caso en que la coordinación es dos tenemos una cadena

unidimensional, la cual puede ser descrita trivialmente en t¡es dimensiones, dando

la posibilidad así de deffni¡ sistemas de coordenadas y hacer cualquier descripción

geométrica. Lo a¡rterior implica que es necesario trabajar la geometría del problema

como si se tratara de una cadena unidimensional, y luego extende¡ los resultados

variando la coordinación.

Consideremos que en cada sitio de la red tenemos un sistema de coordenadas

local, de manera tal que el eje x de cada uno de ellos coincide con el eje de la

cadena, y los ejes z de cualquier par de sistemas locales consecutivos fo¡man un

ángulo d. El conjunto de ejes locales describe una hélice de paso d a lo largo de la

cadena. Cada espín apunta esencialmente en la dirección de su eje z local, el cual

es el eje de cuantización. La suma sobre el índice de sitio rl del Haniltoniano (3-1)

la evaluamos término a término en los diferentes sistemas de coo¡denailas; es decir,

pa¡a u¡. i fijo escribimos el .9-1* ¿ en el sistema local del sitio d. Dada la inva¡iancia

del producto escalar respecto del sistema de coordenadas, lo anterior es totalmente

lícito. Realizamos los cambios de coordenadas usando matrices de rotació¿ con
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¡especto al eje de la cadena en un iíngulo L,0 pa.ra los aésimos vecinos, por a-
ésimos vecinm entendemos los sitios alcanzados al da¡ a pasos sobre la red.

Escriba.mos el Hamiltoniano (s-r), en función de ras componentes de §, 
"o*o

E = -*Ip,.r^ (s,'s;*o + !{s,*s;o +s[^s;¡) . (3-2)

En las relaciones

s,**o : §[o "o"' (#) . §;osen' (#) - rsj*osen(ad) ,

s,*o - §,f o""n' (#) . §,*o 
"o,' (#) . tsj*osen(aá) ,

s: :\trs (r-*)' . ,

s,:tñaL(r-*)' ,
(3-4)

(3-3)

ix* ;-Sío : -iS,+*osen(Aá) + ¡§;osen(Ad) + §.:*o cos(At) ,

los operadores sin tilde son la expresión de las componentes del operador s-1.,. ¡ en el

sistema asociado al sitio d, y los operado¡es con tilde corresponden a las componentes

en el sistema local soliilaúo al sitio ¿ * A. La expresión (S-S) nos da la posibiliclail

de escribir el Hamiltoniano en función sólo de operadores en los sistemas locales, en

Ios cuales ,9' es esencialmente ,9.

Utilizando la transformación de Holstein-primakoñse) podemos cambiar nues_

tros operadores ,s+ , s- y §", por operadores con reglas de conmutación bosónicas,

Ilamados de Holstein-Prima.koff

sj:s-al,a,,
donde ,9 está ilefinido en la ecuación.(z-ec). Las reglas de conmutación que satisfacen

estos operadores son

la",au):s,

la, , atul : 6" u

para tod-o v y ¡t ,

(s-5)
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Utilizando la aproximación de ondas de espín, es decir, si nos limitamos a

pequeñas desviaciones de 
^9n respecto de S y no consideramos interacciones entre

ondas de espín, podemos escribi¡ (a-n) en forma aproximada como:

sj : Jzs"" ,

s; : t/2sa! ,

S'":s-ot,o,.

(3-6)

Podemos reemplazar las componentes de los operadores de espín en los sistemas

locales, por operadores de Holstein-P¡imakoff en la aproximación (3-6), si tenemos

en cuenta que en dichos sistemas se satisface que S' es esencialmente ,S. Hecho ésto,

el Hamiltoniano adopta la forma

H:-E(o)+I{o+Et, (3-7)

donde

E@ :rr» » J6 52 cos(ad) . (3-8)
i a=l

Como E(0) no contiene operadores y depende sólo del iingulo entre los espines,

podemos prescindir de él para calcula¡ las excitaciones. El siguiente término del

Hamiltoniano, .E[¡, viene dado por:

H":-.rf 
*»,^(r"[{¡*r"r) (,]*^ -@¡+¿ **-,1)

- S cos(Aá) ("1", n ol* o o,*o )
+ ^esen2 (#) (,,,,." +al*^af )

+scos2 (#) (,,,,.^ +,,*^ol)) ,

(3-e)

eliminamos los tildes sobre los nuevos operadores, para simplificar la notación. El

Hamiltoniano denotado por -E¡ contiene los términos que involucran miás de dos
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operadores, Ios que corresponden a la inte¡acción entre ondas de espín. Limitarnos a

la aproximación de ondas de espín significa t¡¡nbién despreciar este tipo de términos

de interacción.

Evaluamos a continuación el espectro de excitaciones utilizando sólo el Ha¡nil-

toniano -Elo y recuperamos E(0) al final del cálculo, al escribir la energía por sitio

del sistema.

2. tr\rncionee de Green.

Defininos dos funciones de Green del tipo Zuba¡ev a temperatura nula (ver

Apéndice 1) para nuestro problema, a saber:

Las ecuaciones algebraicas que satisfacen las transformadas temporales de Fou¡ier

de nuestras funciones (a-tO) son:

t / / ao\
(o - e(a))c¡,¡(u):6,,¡ - I yo (""U (?,) c.+o.¡(u,)

.*" (#)r,*^,,(,)) ,

(a, + e(a))r¡,¡ (,) = á r,^ (** (#) *.",- t,t
*"*, (#)¡r,*o,*(,)) ,

donde hemos hecho uso de las siguientes definicioues:

G,,¡(t -t') - ((a¡ (r), a](t'))),

K,,*(t - /) : ((41(r), ol (ú,))) .

Vo:SJa,
I

.(a) : » I/¿ cos(Aá) .

(3-10)

(3-11)

(3-12)

(3-13)
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Podemos ver que, como consecuencia de haber eliminado los términos de in-

teracción en el Eamiltoniano, las ecuaciones (f f f) no contienen funciones de Green

de orden mayor.

3. Solución.

El sistema de ecuariones (a-11) acopla dos funciones de Green y para resolverlo

es necesa¡io desacoplarlas. Para ello usemos dos funciones auxiliares

f¡,¡(or) - C,,¡(r¿) + Kr,¡(r) ,

&,¡(r) : Gr,¡(r) - Kr,¡(r), 
(3-14)

las cuales s¿tifacen las siguientes ecuaciones:

I
tuf¡,¡(o) :6¡.,¡ * e(0)r,.,¡(w) - I ,r" cos(Ad),áq*6,¡(r,r) ,

A=1
. (&15)

uü,¡(w): á¡,¡ * e(d)r¡,;(o) - ! ror,*o,r1rr¡ .

A=1

A continuación hacemos uso e:<plícito de la topología de una red de Bethe de

coordinación c. Identificamos el sitio de interés con el índice 0 , y usamos 1r2,. . . ,n
para las capas de primeros, seguados, . . . , z-ésimos vecinos del átomo central res-

pectiva^mente. Adopta.mos ademiís la notación:

r. (u) : I.,o (,¿) ,
(3_16)

r'"(r): 
^","(u¡) 

.

Evaluamos (a-ts) parai:IVyf -O
I

arf¡ («,r) : ó¡¡,0 -l e (d).t¡ (ur) - I n" cos(Aá).ó,¡¡ * 6 (o) ,
A=1

' 
(3-17)

wL¡¡ (w) : á¡¡,o * e(á)r¡ (or) - ! t o trr*o 1r¡ .
A=1



36

Usando la expresión (2-18), para lV ) I, que da cuenta de los posos sobre la red,

obtenemos las siguientes ecuaciones:

¡

a.,I¡ (ar) : e(r)A¡r t"l - Éy- cos(tg) (4," - * (u) + (c - l)t A¡y *¡ (a.,)*=i \
k- 1

* p:C - z)(" -1)*---'t,"**-,- (,)),
I

c,r.l'¡ (o) : e(r)r¡ (r) - iv, (/r,--(,) * (c - 1)tr¡*¡(o)
*= i 

)_,
* 

P:(" - 
2)(" -r)o---,r,**-,- (r)),

(a-18)

(3-1e)

(3-20)

(3-21)

(3-22)

donde el símbolo !' in<lica que la suma se anula para /c : 1. La expresión que

adopta e(á), definido en (3-La), es

En el espíritu de la solución de Trias e Yndurain, plante".mos como funciones

de prueba,

I

€(d) - »c(c - 1)o-'Yo cos(/cú) .

I¡ (u) : AaN (w) ,

Ar (ar) - By" (r) .

Imponemos adem¡ís que, independiente de N, a e g,

AxNo:

Defina"mc:

p - r(c - 1)'t' ,

q=y(c-l)'t',

Byn

Y- =V.(c - t)"t' ,

Z 
^ 

(0) -- V" cos(ní) (c - t)' t 2

e(0\

o (3-23)

=w-e(0\o.

ú1

, ísz
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Estas definiciones, junto con las funciones de prueba (e-ZO) y (S-Zt) y la imposición

hecha en (S-ZZ), nos permiten escribi¡ las ecuaciones (S-fS) en forma análoga a

(2-23), es decir

":-:Lz-la({"*'"*f](
ú,:-"L"("" +p" +*(

)) =,,,r,

=ñ,b),
O- 

(t- t)

P-' + p

sen' (/)
, a(" - 1) cos'({)

c2

sen'(d)

. a(" - 1)cos'({)
c2

q-ln-r) * g('-t)
q-t +q

* p('- t)
(3-24)

(3-25)

))

con lo cual obtenemos dos ecuaciones independientes, una para cada función auxiliar

de Green, cada una con I condiciones de borde, que corresponden a hacer equivalente

el sitio central con cualquier otro sitio de la red. Ambas podemos tratarlas utilizando

el formalis¡¡o desarrollado en el capítulo a.nterior, dada la total equivalencia formal

entre las ecuaciones (2-23) y (3-24).

Una vez aplicado el formalismo, obtenemos como resultado formas integrales

para nuestras funciones ar¡xiliares en el sitio central

rs (0(,) - 
2(c - t) ["cr Jo

1__dó.
íu, - Wr(ó)

^"(,): 'z+! 1""

Podemos combinar estas funciones a'xilia.res, usanclo (e-14), y ilespejar o para

obtener la funcióu de Green que nos interesa (ver Apénilice 3),

c"(r): z(c-t) [-clf Jo
dó, (3-26)

sen'z ({)

c2

donde, si extendemos el alcance de la interacción a infinito, Wr(ór|) y Wr(ó,O)

wt(ó,0)w2(ó,0)
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estan dado8 por

w,(4,0): É 
" 

cos(nd) (c(c - 1)'-1
n=l \

- (c - r)* (2"o.(,ó) . 
==ffiP)),w,(ó,0): \v" (cos(zú)c(c - 1)"-t

¿= I \

- (c - r)? (r"""1,0¡ . 
==g#4))Podemos evaluar la densidad local de estados en el sitio central a partir de la

relación (2-25), obteniendo

Do (u) : z(c - t)
c'|f

ó'(r) , (3-28)
sen'(/(o))

c2

donde {'(c,.r) es la de¡ivada de / con respecto a tr y { viene dada, en forma implícita,

por

wu(ó) : donde{-ft¿. (3-2e)

La ecuación (S-ZO) nos da la ¡elación de dispersión a,l6 (&) para magnones sobre una

red de Bethe de coordinación c cuando el estado fundamental es helicoidal, el ángulo

entre espines consecutivm es d y el alcance de la interacción es a¡bitra¡io.

Falta arín determinar el ríngulo entre espines, para lo cual, considera.ndo el

término E (0) y la energía de la onda de espín con vector /c, escribimos la energía

por sitio,

(3-30)

. y luego minimizamos C(d, Ic) respecto a ú en ausencia de excitaciones, pa.ra Ic fijo,

/c - 0. Sin emba.rgo, dado que el número total de sitios ile la red, }/, tiende a infinito

en nuestro caso, el segundo término del miembro de¡echo de la ecuación (S-SO) se

(3-27)

€(0,k) : -tZt,nt"t"- 1)'-r cos(zá) + *P ,

w!(ó,0)w,(ó,0)
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anula. Una vez conocido el ángulo que minimiza ¿(0,k), éste se reemplaza en la

¡elación de dispersión (3-29), queilando ésta totalmente determinada.

4. Caeos Conocidoe.

El primer caso conocido lo obtenemos imponiendo á : 0 en (Z-27) y (a-ZO) con

lo cual recobramos la solución de T¡ias e Yndurain, como era de esperar. pero,

nuestros resultados podemos aplicarlos ta.mbién a una cadena lineal arbitraria; es

decir, consideramos una red de Bethe de coordinación dos, y restringimos las in-

teracciones sólo a primeros vecinos, sin especificar el signo de ellas, vale decir; si son

ferromagnéticas o antiferromagneticas, La fo¡ma que adopta Ia energía por sitio, en

este caso, es

€(0,k *o) - -]rscos(á) , (3-31)

(3-32)

(3-33)

donde v es la interacción a primeros vecinos. al mini'niza¡ obtenemos dos posibles

soluciones:

á-,' : f 0'

[ ?r,

siY>0
siY<0.

Las ¡elaciones de dispersión, una vez reemplazado á-io, Borri

.kl : { 2lz(1 - cos(&o)), si V ) 0, caso ferromagnético,

I Zlf llsen(Ica) I, si I/ < 0, caso a¡tiferromagnético.

Notemos que a.mbas relaciones las obtenemos dentro del mismo formalismo, permi-

tiendonos éste pasar de una relación a otra, de manera contínua, al variar el ángulo

que minimiza (&31). Las implicaciones de estos resultados serán discutidas en la

última sección de este capítulo.
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Finalmente obtenemos las densidades de estados:

a[1o¡: I
7f

11
1t \/(2V)2 -@2 

'

si Y > 0, caso ferromagnético,

si Ir < 0, caso antife¡¡omagnético.
(3-34)

¿á(,)-

Los resultados (3-33) y (3-34) son ampliamente conocidos y en la literatura(.0),(4 r )

es posible encontrar va¡ias deducciones alte¡nativas de ellos.

5. Discusión.

En este capítulo hemos desarrollado un fo¡malismo que nos permite estudiar

sistemas cuyas interacciones pueden ser ferromagnéticas, a.ntiferromagnéticas o una

combinación de ellas, sin ninguna restrición sobre el alca¡rce de las mismas. pocle-

mos ca¡acterizar el estado fundamental como ferromagnético, antiferromagnético

(estado de Néel) o como un magnón congelad.o, caso para el cual determina¡oos el

ríngulo entre espines consecutivos. En todos los casos podemos evaluar la relación

de dispersión y su respectiva densidad de estados.

una ventaja importante de nuestro formalismo es que nos permite trata¡ to-

dos los casos en fo¡ma equivalente, sin necesidad del tratamiento usual de subredes

para el antiferromagnetismo. Más ar1n, este método es el único que permite pasar

contínua.mente (por ejemplo, en la relación de dispersión) del caso ferromagnético al

a.ntiferromagnético. Esto último quedó ilustrado en el caso de la cadena unidimen-

sional con interacción a primeros vecinos. En este ejemplo tenemos que pa¡a ft ---+ 0

la relación de dispersión, en el caso ferromagnético depende cuad¡ática"mente de ic ,

y en el caso antiferromagoético depende linealmente; por lo tanto, el paso continuo

de una a otra, wariando el ángulo que mini,niza (S-St), no es un hecho trivial. Dado

que el formalismo da un tratamiento equivalente a todos los órdenes magnéticos que
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puedan adopta$e, podemos concluir que poseemos una heúamienta poderosa que

nos permite estudiar una grarl variedad de sistemas, sin un análisis previo del tipo

de estado fundarnsntr¿l que posee cada uno en pa.rticular.

Los capítulos siguientes los dedicamos a estudiar dife¡entes sistema con in-

teracciones competitivas, que si¡ven para ilustrar como trabaja el método. En fo¡ma

especial estudiaremos en el capítulo VI la interacción RKKY que, debido a su la¡go

alcarice, presenta problerna,< difíciles de superar mediante los trata¡nientos conven-

cionales.



fV. APLICACION A SISTEMAS HELICOIDALES

1. Sistemae Helicoidales.

El estudio de cadenas unidimensionales helicoidales ha cobrado inte¡és debido

a que proporcionan un modelo simple que permite describi¡ grandes cadenas de

moléculas o polímeros que presentan ca¡acterísticas helicoidales, como por ejem-

plo, el acido desoxi¡ribonucleico( t 2 ) . Los trabajos previos({2)'('3)'({{) que aplican

el modelo de cadenas unidimensionales helicoidales al estudio del comportamiento

magnético de estos sistemas, utilizan un llamiltoniano tipo Ising. Es por esto que re-

sultados con un Ilamiltoniano de Heisenberg, además ile ser originales, representan

una ampliación del campo de aplicación del modelo. Con esta frnalidad, presenta-

mos a continuación una aplicación del formalismo general desarrollado en el capítulo

a¡terior a sistemas unidimensionales helicoidales.

Los sistemas helicoidales en que estamos interesatlos está¡ formados por cadenas

uniümensionales de átomos enrolladas sobre el manto de un cilindro, de mane¡a

tal que la distancia entre dos vueltas consecutiva, llamada el paso de la hélice, es

constante. Defrnimos las posiciones de todos los sitios sobre la hélice en coordenadas

cilíndricas, tal que r es constante para todos los sitios y / puede tomar.l[ valores

diferentes, que son Ó^ : 2rnlN, con t¿ : 0, 1,.. , ,lY-1, y N corresponde al núme¡o

de sitios por vuelta. Finalmente, los valores posibles de z estrín determinados por

unafunción multivaluada de / de la forma z,t : hq + h$"lZr, donde g e Z y h.

es el paso de la hélice. Los índices (2, q) determinan unívocamente cualquier sitio

42
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sobre la hélice, En la ffgura 1 vemos el tipo de sistema helicoidal eo el cual estamos

interesados,

Cada espín interactúa sólo con los espines más cercanos, los que corresponden

a sus primeros vecinos a 1o largo de la cadena y a los espines ubicados en las vueltas

siguiente y anterior de Ia hélice. I¡cluir inte¡acciones con espines ubicados en otras

vueltas de la hélice no signiffca necesariamente que las interacciones sea¡t de la.rgo

alcance espacial. Esto se entiende debido a que, si bien la distancia que separa a dos

vecinos en vueltas consecutivas puede ser grande comparada con la distancia entre

primeros vecinos, si la medimos a lo largo de la cadena, espacialmente,esta distancia,

resulta ser el paso de la hélice, el cual puede ser comparable a la distancia ent¡e

primeros vecinos. De esta manera, interacciones de co¡to alcance espacial pueilen ser

las responsables de la interaccióa entre espines en vueltas consecuti¡¡as en la helice.

Elegimos inte¡acciones competitivas, vale decir, una interacción ferromagnética y

la otra antiferromagnética, ya que éstas inducen los ordenamientos magnéticos mí-q

interesantes.

Para estudiar el sister.a propuesto debemos ponerlo en el contexto de nuestro

formalismo general, para lo cual considera.mos el caso especial de una red de Bethe

de coordinación dos y con interacciones definidas de la siguiente maoera:

(4-1)

Lo a¡terior significa que cada espín interactúa con sus primeros vecinos y además

con sus JY-ésimos vecinos a lo largo de la cadena, solamente. Los lV-ésimos vecinos

corresponden a los espines ubicados en la vuelta siguieote y en la anterior de la

hélice.

(Jr, siz:I
In:7r"' si¿:lV
[ 0, en los demás casos.



2. Reeulüados.

Nos interesa¡r especialmente interacciones de tipo competitivas, sin emba¡go,

por completitud, en nuestro estudio consideramos todas las posibles combinaciones

ile signo para las inte¡acciones. Obtenemos a continuación el ángulo entre espines

consecutivos en el estado funda,mental como función de las interacciones; para esto

minimiza.mos la energía por sitio, dada por la relación (B-30). La forma que adopta

Ia energía por sitio en este caso es:

f
€(0,k:o) : -;lJ,ls (sgn(d)cos(0) + xñ cos(/vú)) , (4-2)

donde ld I es el módulo de la primera interacción, el cual resulta ser sólo un facto¡ de

escala de la energía; sgn es la función signo de Jr , la cual determina si la interacción

es ferromagnética (+) o antiferromagnética (-); f X¡ es el cuociente entre las

interacciones, vale deci¡

JN^':ul' (4-s)

El sgn(d) ]r X¡ son los pa.rámetros físicos determinantes.

En las figuras 2 y 3 vemos e1 comportamiento del ángulo entre espines conse-

cutivos (d-¡"), el cual caracteriza el estado fundamental del sistema, en función de

X¡ . En cada figura consideramos un valor del signo ile la interacción a primeros ve.

ciaos; incluimos además varias curvas por figura, las cuales corresponden a distintos

valores del número de espiaes por vuelta (1V). Vemos en estas figuras que existen

v-¿lores críticos del pa.rí'netro x¡ para los cuales los o¡denamientos ferromagnéticos

o antiferromagnético se vuelven inestables, adoptando el sistema un orden helicoidal

como estado fundamental. Los r¿lores críticos, antes mencionados, los mostramos

en las figuras 4, 5 y 6. En el caso de que el sgn(fi) -- -1 los X¡ críticos tienen
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dife¡ente signo, dependiendo de la paridad de N, lo cual sugiere mostrar por se-

parado los ¡esultados obtenidos para N par e impar, En estas figuras grafrcamos

ademiís la función

(4-4)

la cual es la dependencia analítica de Xj;'r,i"" como función de Jv, cuya demostración

incluimos en el Apéndice 4, El signo de Xcirtico es importante, y¿ que, en el caso

Xirrti"' < 0, el sistema adopta un o¡den helicoidal como estado fundamental para

todo X¡ ( X;'ttt"". en cambio, si Xfifrtt"" ) O, el orden helicoidal aparece para

todo X¡ > X;i*t".

Si nos alejamos del valor crítico de X¡¡ , manteniendonos en la región en que el

estado fundamental es helicoidal, los valores para el ángulo entre espines, d-1o, tien-

den a un límite dependiente de iV (el número de espines por vuelta en la hélice) y del

sgn(Jr); las figuras 7 y 8 ilustran este comportamiento, En el caso que sSn(4 ) : +1,

es decir, cuando la interacció¡ a primeros vecinos es ferromagnética, el signo de

X¡:Itt"" 
"r 

negativo, por lo tanto los X¡ que nos inte¡esan son aún menores, lo que

significa que la interacción a lv-ésimos vecinos es a¡tiferromagnética. para este caso

el comportamiento del ríngulo en la región "asintótica" es:

A para Xr ( Xurttco (4-5)

Este comportamiento se debe a que la interacción dominante es la antiferromagná

tica a lY-ésimos vecinos y por lo tanto, el sistema optimiza esta interacción haciendo

antipa.ralelos los espines en vueltas consecutivas, cuyo iíngulo es ,lVd¡¡¡ al ser con-

side¡ados como pa.rejas de ,lV-ésimos vecinos.

.r,,crrtrco_f -#, rt sgn(d)-a1
''rrY - 

I(-r,'*,fi, ,i ssn(J,)- -r,

-N'
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En el caso que sgn(d) : -1, es decir, interacción a primeros vecinos antiferro-

magnética, debemos distinguir doe ca,¡sos de acuerdo a la paridad de iv. si iv es par

xi.'rtt'o es negativo, lo que significa que los x,v de la región "asintótica" aon menores,

implica.ndo que la interacción a lY-ésimos vecinos es ta.mbién antiferromagrrética. si

JV es impar X;lrti"" es positivo, por tanto los X¡ "asintóticos, son mayores, lo que

significa que la interacción a JV-ésimos vecinos es ferromagnética. En ambos casos

el comportamiento límite del ríngulo es el mismo, a saber:

a . (iV - 1)zr I cuando X¡¡ ( X*rt¡co si JV es parumi¡ 
- iV I cuarato X¡¡ ) X*rtr"" si JV es impar.

(4-6)

sin embargo, el comporta,miento del sistema es totalmente distinto en uno y en otro

caso. si N es par la interacción domina¡rte es la antifer¡omagnética a N-ésimos

vecinos, por lo tanto el sistema optimiza esta interacción haciendo eI iíngulo entre

espines en vueltas consecutivas, JVd-¡o, tender a (N - 1)zr. Como N es par, el

iángulo resulta equivalente a z', es decir, los espines en vueltas consecutivas tienden

a ser antipa.ralelos. si JV es impa.r, la interacción dominante es Ia ferromagnética a

JV-ésimos vecinos, por lo tanrto, al hacer el á.ngulo Jvá_¡" tender a (N - 1)n, con

JV impar, el ángulo resulta equivalente a 2r. Esto hace que los espines en vueltas

consecutivas tiendan a ser pa.ralelos, Iogrando el sistema optimizar Ia interacción

ferromagnética dominaate, de esta manera.

Las figuras 9 a la 18 muestran la relación de dispersión en función del vecto¡

de onda &. Considera.mos diferentes razones entre las interaciones (X¡s), distintos

número de espines por vuelta (ff) y las dos posibilidades de signo de la primera in-

teracción (Jr). Podemos comparar estos resultados con los obtenidos en eI capítulo

II, para el mismo sistema, usando el formalismo de Trias e yndu¡ain, Las rela-

ciones de dispersión obtenida¡ con nuestro formalismo est¡ín bien definidas en todo
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el espacio lcres decir, la frecuencia no toma valores negativo, lo que caracteriza la

inestabilidad del estado ferromagnético en el formalismo del capítulo II. Sin em-

bargo, aparece un efecto nuevo: en las relaciones de dispersión o tiene un mínimo,

con valo¡ de r.,¡ : O, para ko : 0^¡o. Este es ua resultailo general para todos

los sistemas con coordinación dos dentro de nuest¡o formalismo, incluímos su de-

mostración en el Apéndice 5. Podemos entender este efecto en base a que superponer

una excitación con la periodicidad del estado funda"mental con orden helicodal, no

pueile tener costo energético.

3. Discusión y Conclusiones.

El análisis anterior nos ha permitido ejemplifrcar las posibiliilades que abre el

fo¡malismo desarrollado en el capítulo m. El sgn(d) y JV caracterizan el sistema,

sin embargo, el parárnetro X¡ ¡ eue es la razón entre las iuteracciones, puede ser

va¡iado externamente, por ejemplo, por presión sobre el eje de la hélice, ya que al

varía¡ la distancia entre vueltas consecutivas cambia la magnitud de Ia interacción

J¡, y por lo tanto X¡. El hecho que X¡ pueda ser variado hace interesante coflocer

el comportamiento del sistema como función de este parámetro, lo cual motivó el

estudio de las diferentes magnitudes en función de éste.

Uno de los resultados miís relevaates es la existencia de ralores críticos de

la nzót X¡ , para los cuales los ordenamientos magnéticos convencionales, (ferre

magnetismo o antiferromagnetismo), se hacen inestables. Los resultados a¡alíticos

obtenidos para la depenclencia en JY de los valores crlticos concuerdan con los en-

contrados en la literatura(.6) ' 
(16)'(47) , para la cadena lineal con interacciones a

primeros y segunde vecinos (JV : 2). Sin emba.rgo, un trabajo .u"¡urrtrs(rs), en
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el que se estudian estos sistemas helicoidales usando un Hamiltoniano elect¡ónico

y considerando explícitamente la integral de intercambio como el mecanismo de las

interacciones, mantiene el acuerdo en el caso pa!, pero corrige nuestro resultado en

el caso N impar.

Los límites encontrados para 0,o¡,, en la región de orden helicoidal, muest¡an

una tendencia del sistema a estabilizar estructu¡a.s conmensuradas con la periodici-

dad de la hélice. Este ¡esultado Io encontramos en ausencia de anisotropía y como

se sabe que incorporarla estabiliza aún m¡ís las estructuras conmensuradas, pode.

mos concluir que este tipo de estructuras son las más estables en el caso en que los

o¡denamientos ferromagnéticos o antiferromagnético son inestables.

Las relaciones de dispersión obtenidas con nuestro formalismo estiín siempre

bien definidas, es decir, c..r es siempre mayo¡ o igual a cero, en cont¡aste con lo que

sucedía con los resultados de T¡ias e Yndurain. Los valores nulos en la ¡elación

de dispersión encontrados parz ko: d-io, donde d-¡" es el ángulo entre espines

consecutivos que adopta el sistema para minimizar la energía por sitio, no deben

ser entendidos como degeneración del estado fundamental, sino como que la super-

posición de una excitación de la misma periodicidad de la estructura inicial produce

una rotación rfgida de la configuración, y por lo tanto el estado ¡esultante es el

mismo que el inicial. Los mlnimos locales en la ¡elación de dispersión son estado

metaestables del sistema que se presenta[ piüa excitaciones con /i@ = zd-¡o, con

n -- 2,3,4, - - ., es decir para excitaciones con longitud de onda conmensurada con

la periodicidad del arreglo helicoidal fundamental, ratificando nuevamente la mayor

estabilidad de las estructuras conmensu¡adas.
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FIGURA L. Mostramos una sección de un cadena helicoidal con iv : 10 espines

por vuelta. El espín en el sitio etiquetado por cero interactúa con los espines en los

sitios *1 y *.U.
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tr'IGURA 2. Graficamos el ángulo que minirniza la energía por sitio (á_¡"/zr) como

_ 
función de x¡ para cuat¡o diferentes valores del número de espines por vuelta (JV).

La interacción a primeros vecinos es ferromagnética, es decir, sgn(d) : a1.

¿1I-10



51

F
\o.azo

Éo

0,805

0,7CI

-1,00 0.00

Xn:J¡/lJ1l

FIGIIRA 3. Graficamos el ángulo que minimiza la energía por sitio (á-¡"/n) como

función de X¡ pa.ra cuat¡o diferentes valores del número de espines por vuelta (lv),

La interacción a primeros vecinos es antiferromagnética, es decir, sgn(d) _ -1.
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FIGURA 4. Valo¡es c¡íticos de X¡ como función del número de espines por vuelta

(nf). La interacción a primeros vecinc es ferromagnética, es decir, sgn(d) - 11.

Los aste¡iscos corresponden a los valo¡es dete¡minados del cálculo de á-¡o como

función de X¡, y la línea segmentada corresponde al resultado analítico,
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FIGURA 5. Valores c¡íticos de X¡ como función del número de espines por vuelta

(N), para.f[ par. La interacción a primeros vecinos es antiferromagnética, es decir,

scn(4) : -1. Los asteriscos corresponden a los valo¡es determinados del cálculo de

á-¡o como función de X¡, y la línea segmentada corresponde al ¡esultado analítico.
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FIGURA 6. valores críticos de x¡g como función del número de espines por vuelta

(-l[), para JV impar. La interacción a primeros vecinos es antiferromagnética, es

ilecir, sgn(d) : -1. Los aste¡iscos corresponden a los valo¡es determinados del

cálculo de d-¡o como función de x¡, y la línea segmentada corresponde al resultado

analítico.
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FIGURA 7. Comportamiento de rf 0^¡. como función de X¡ en el caso que

scn(4) : *1. La región de X¡ que nos interesa es X¡ << X;:Ítt"o. Incluímos cu-

atro curúas que corresponden a dife¡entes valores del número de espines por vuelta

(I[). Podemos ver que para todas ellas á-¡" ------ rf N en la región de interés.
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FIGURA 8. Comportamiento de rf 0^7. como función de X¡ en el caso que

sgn(Jr) - -1, Las regiones de X¡ que nos interesan son: X¡ < Xffr,i"", cuando

N es pa.r; y X¡ ) )f;'rti"o, cuando.ll es impar. Incluímos cuat¡o curras que co¡-

responden a diferentes v¿lores del número de eipines por vuelta (JV). Podemos ver

que pa¡a todas ellas d-¡o + (N -t)rlN en la región de interés.
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F IGURA 9. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 4 espines por

vuelta y sgn(d) : *1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de la

razón Xa, teniendose que Xn - -0.01 para la cu¡va en negro, & : -0.05 para la

curva en rojo, Xa -- -0.1 para la curva en azul, X¿ : -O.25 para la curva en verde,

X¿ : -0.5 para la curra en violeta y X¿ = -0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 10. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 4 espines

por vuelta y sgn(4) : -1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

de la razón X¿, teniendose que Xn - f0,01 para la curva en negro, & = +0.05

pa,ra la curva en rojo, & : +0.1 para la curva en azul, Xt : 1O.25 p,ara la curwa

en vetde, & = +0.5 para la curva en violeta y )(¿ : +0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 11. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 5 espines

por vuelta y sgn(d) : *1, Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de

la ruzón X5, teniendose que X" : -0.01 para la curva en negro, Xo : -0.05 pa¡a

la curva en rojo, )ls : -0.1 para la curva en azul, Xs : -0.25 para la curva en

verde, X5 : -0,5 pa¡a la curva en violeta v Xs : -0.9 para la curva en ama¡illo.
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FIGURA 12. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 5 espines

por vuelta y sgn(4) : -1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

de la razón Xs, teniendose que Xu : *0.01- para la curya en negro, Xs : +0.05

pa,ra la curva en rojo, Xs : +0.1 para la curva en azul, Xs -- +O.25 para la curva

en verde, & : +0.5 pa,ra la curva en violeta y Xs : *0.9 para la curv-¿ en amarillo.
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FIGURA 13. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 9 espines

por vuelta y.g"(J.) : *1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valo¡es de

la razór. Xe, teniendose que Xe : -0.01 para la curva en negro, Xs : -0.05 para

la curva en rojo, Xs : -0.1 para la curva en azul, Xs -- -O.25 para la curva en

verde, Xe : -0.5 para la curva en violeta y Xs : -0.9 para Ia curva en ama¡illo.
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FIGURA 14. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con 9 espines

por vuelta y sgn(4) : -1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

de la razón Xn, teniendose que Xe : *0.01 pa¡a la cu¡va en negro, Xs : +0.05

para la curva en rojo, Xs : +0.1 para la curva en azul, Xs -- +O.25 para la curva

en verde, Xs : +0.5 para la curva en violeta y Xn = *0,9 para la curva en ".r"arillo.
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FIGURA 15. Relaciones de dispersión de magnones para una hélice con N : 10

y tg"(J, ) : 11. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de la razón

X16, teniendose que X16 : -0.01 para la curva en negro, Xro : -0.05 para la

curva en rojo, X16 : -0,1 para la curva en azul, Xrc : -O.25 para la curva en

verde, Xro : -0.5 para la curv-¿ en violeta y Xto : -0,9 para 1a curva en a¡na¡illo,
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FIGURA 16. Relaciones de dispersión de para una hélice con tr[ - 10 y

a distintos valores de la razónsgn(d) - -1. Las diferentes cu¡vas

Xro, teniendose que X16 : +0.01 para la curva en negro, Xro : *0.05 para la

curva en rojo, X1q : f0.1 para la curva en Xro = *0.25 para la curva en

verde, X1s : +0.5 para la curla en violeta y Xrc : f0.9 para la cu¡va en amarillo.



\¡. APLICACION A SISTEMAS CON INTER,ACCIONES

DD MEDIANO ALCANCE

1. Sistemas con interacción a primeros, segundos y terceroe vecinos.

El estudio de un sistema descrito por el Hamiltoniano de Heisenberg con in-

teracciones de largo alcance presenta complicaciones, tanto analíticas como numá

ricas, difíciles de superar con los tratamientos usuales. Nuestro formalismo nos da

la posibilidad de tratar el problema, en la aproximación de la red de Bethe, sin

grandes diflcultades. Sin embargo, antes de pasar al estudio a las interacciones de

largo alcance, las cuales trataremos en el capítulo VI, trataremos el caso de in-

te¡acciones de mediano alcance. En particular nos limitamos a interacciones hasta

te¡ceros vecinos. Nuest¡a limitación, de conside¡ar a lo más las tres primeras in-

teracciones no nulas, se debe a dos razones. La primera es que existen ¡esultados del

año 1986, Mesías y Vogel(ae), pa.ra sistemas unidimensionales finitos incluyendo tres

interacciones, con los cuales podemos compa¡af nuestros resultados. La segunda

razón es que el espacio de parámetros de las tres inte¡acciones puede reducirse a un

espacio bidimensional más 
"gn(Jr), 

que sólo toma dos l'alores, permitiéndonos es-

tudiar en forma global la dependencia de las diferentes magnitudes usando gráficos

t¡idimensionales. Si incluímos cuat¡o a más interacciones el espacio de parámetros

aumenta de dimensión, impidiendo poder analizarlo globalmente; tenemos entonces

que fijar algunos parámetros y variar otros en forma separada.

Los sistemas que nos inte¡esan son redes de Branais, las cuales aproximamos por

65



66

¡edes de Bethe. En cada sitio se ubican espines y el E"miltonia¡ro del sistema es el de

Ileisenberg. cada espín interactúa sólo con sus primeros, segundos y terceros espines

vecinos m¡ís cercanos. La magnitud y el signo de las tres dife¡entes interacciones no

están correlacionadas, es decir, estudia.rnos todas las posibles combinaciones de tres

interacciones. Inclui¡ interacciones con espines ubicados a lo más a tres vecinos de

distancia es lo que defrnimos como interacciones de mediano alca¡rce espacial.

Para estudia¡ el sistema antes propuesto en el conterto de nuestro formalismo

general, consideramos redes d.e Bethe de coo¡dinación c a¡bitraria. En la práctica nos

concent¡amos exclusivamente en las coo¡dinaciones con seatido físico, y definimos

las interacciones de la siguiente ma¡lera:

I 
J1, si n - L ,

t, J J2, si n:2 ,
'"-1J", siz=3,

[0, sin]4.
(5-1)

2. Resultados.

obtenemos a continuación el iíngulo entre espines consecutivos en el estado

fundamental como función de las inte¡acciones; para ello minimizamos la energía

por sitio, dada por la relación (3-30). La forma que adopta la energía por sitio en

este caso es:

€ (0,k : of : -|f A lsc (sgn(d) cos(á) + o(c - r) cos(zá) + p(" -r), cos(s0)) ,

(5-2)

donde lJr I es el módulo de la primera interacción, el cual resulta ser, nueva.raente,

sólo un factor de escala de la energía; sgn es la función signo de { , Ia cual determina

si la interacción a primeros vecinos es ferromagnética (+) o antiferromagnética (-);
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c es la coordinación; o es el couciente entre la intera¡ción a segundos vecinos y el

m6dulo de Jr ; y p es el cuociente entre las i¡teracción a terceros vecinos y el módulo

de J¡, Estas últimas definiciones la¡ resumimos en las siguientes ecua,ciones:

a:

p:
(5-3)

El sen(4), a y B, son los parámetros físicos determinantes.

En las figuras 1 a 18 vemos el comportamiento del ángulo entre espines consecu-

tivos (d-¡"), el cual caracteriza el estado fundamental del sistema, en función de los

pa.rámetros a y B. Bn cada figura considera:¡m un valor del signo de la interacción

a primeros vecinos y un valor para la coordinación. Incluímos aderná-. varias figuras

que corresponden a a.mpliaciones o diferentes vistas en el espacio de pa.rá.metros, con

el objeto de mostrar mejor la qstructura presente en cada caso.

Vemos, en las figuras anteriores, que existen conjuntos de pares (a,p) que for-

man fronteras e[tre las regiones, en el espacio de parámetros, en las cuales ámin

muestra que el ordenarniento del estado funda.mental es ferromagnéticos, antiferrc.

magnético o helicoidal. Estos conjuntos de pares (o,p) son el análogo, para estos

sistemas, de los valores críticos del pariínetro X¡ del capítulo anterior. Podemos

notar que algunas fronteras, entre las regiones antes mencionadas, aparecen como

"saltos' abruptos en el valor de d-r". Pa¡a estudiar la forma de estos nsaltoso,

grafrcamos cortes de la superficie para B :6onsf¿fte en función de a, y hasta donde

la precisióa numérica nos permite discernir, existen discontinuidades en ,!¡ir como

función de c en las fronteras de las regiones. La figura 19 muestra estas disconti-

nuidades para coordinacióa dos.

Nos interesa mostra¡ ahora la forma de las regiones, para lo cual utilizamos una

J2

lr'l
J3

lJ,l
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proyección bidimensional de nuestros gráfrcos anteriores, en las cuales dibujamos sólo

Ias curvas, en el plano ap, qrue forman las f¡onteras entre dichas regiones, Estas

curvas corresponden a los conjuntos de pares (a,B) mencionados en el piírrafo an-

terior. Este tipo de figura.s son conocidas como diagrame de fase magnética y en los

nuestros apa¡ece, en general, tres regiones: la ferromagnética, la a¡¡tiferromagnética

y la helicoidal. Las figuras 20 a 25 corresponden a estos diagrerna¡ para diferentes

valo¡es del sCn(4) y diferentes coordinaciones. Hemos incluído también para el caso

de coordinación dos, los resultados de Mesías y Vogel con el objeto de compara"r con

los nuestros. sin embargo, debemos tener en cuenta que los resultados obtenidos por

estos autores son para sistemas frnitos, 1o que introduce una dependencia del núme¡o

de espines considerados, en los diagramas de fase magnética. Nuestros resultados

son para una cadena genuina,mente infinita, es decir, no imponemos condiciones de

borde periódicas en nuestra solución. Por Io tanto, nuestros resultados son equi-

¡ralentes al límite en que el núme¡o de espines tiende a infinito, de los resultados de

estos autores.

Estas figuras nos muestra.n un resultado importante: en un sistema en que sólo

las tres primeras interacciones son ao nulas, si o < -0.5, es decir, si el cuociente ent¡e

la interacción a segundos vecinos y el módulo de la inte¡acción a primeros vecinos es

menor que cierta cantidad negativa, el estado funda,mental no es ni ferromagnético

ni antiferromagnético. Queda entonces s6lo la posibilidad de ordea helicoidal pa.ra

é1. Este resultado es independiente del signo de la primera iateracción y depende

débilmente de los valo¡es de p y de la coordinación. Sin embargo, el valor a < -0.5
impone u¡ límite unive¡sal.

Para estuiliar el límite del ángulo entre espines, 0-1o, debemos limitarnos a la
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región en que a < -0,5, es decir, doade el estado funda'nental es helicoidal. Las

figuras 26 y 27 ilustrao el comportamiento de 0-,o en esta región del espacio de

parámetros, cada una corresponile a un valor del sgn(d). Incruímos además, varias

curv:¿rs por ffgura, las cualee corresponden a diferentes valores de la coordinacióu.

Lo aaterior, con el objetivo de ve¡ como influye este pará.¡netro en el valor límite

de 0-¡o. Eemos elegido para nuestras flguras cortes en a : -1,0, ya que valores

menores para este par'á¡netro sólo disminuyen la rapidez de la convergencia a los

rralo¡es límites. Existen dos valores a los cuales tiende d-1" dependiendo del signo

de p, a saber:

(5-6)

Estos valores resultan ser independientes del sgn(Jr) y de la coordinación.

Podemos entender el comportamiento del sistema en el sentido que él opti-

miza la interarción dominante. si É << -1, la inte¡acción dominate es la antifer¡o-

magnética a terceros vecinos, por tanto los espines que son terceros vecinos tienden

a estar antiparalelos, y si por el contrario, § > +t, la inte¡acción dominate es

la ferromagnética a terceros vecinos, por tanto los espines que son terceros vecinos

tienden a esta¡ pa.ralelos. Lo auterior, teniendo en cuenta que el iíngulo entre espines

que son terceros vecinos en 3d-r,,

Con el propósito de probar las posibilidades del formalismo, reproducimos los

resr¡ltados de un cálculo hecho por Meoías y vogel de la energía del estado funda-

mental a¡tifer¡omagnético como función de las interarciones a segundos y terceros

vecinos, es decir, a y p. Para esto imponemos que el sgn(d) : -1r nos restringimos

a coordinación dos y graficamos la energía por sitio en función de o para dife¡en-

tes valores del parárnetro p. La figwa 28 muestra este cálculo para cinco valores

(: cuando p<-1o*^-iio
[; cuando p>+t
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diferentes de p, incluyendo A = O. Podemos obserr¿r que la forma de las curv-¿s es

esencialmente Ia misma para todos los valores de p, mostrando sólo una tendencia a

un máximo miís agudo a medida que p crece. Los máximos de las currras se mueven

hacia ¡r¿lores mayores de o a medida que increment arllol P. Los valores para la

energfa por sitio en estos máximos primero aumentan, después tienen un miíximo

y ffnalmente disminuyen al crecer p. El máximo valor de la energía por sitio en

función de p es en 9: -O.2, y esto ocur¡e para el valor de a - -0.6.

Al comparar nuest¡os resultados con los de Mesías y Vogel(ro) encontramos

un acuerdo cualitativo, pero importantes diferencias cua¡titativas. Lo primero que

debemos tener en cuenta es que nuestro fo¡malisnro supone el estado de Néel como

el estado fundamental antiferromagnético, Io cual no es correcto desde el punto de

vista cuántico. Po¡ ot¡o lado, estos autores resuelven numéricamente el problema

cuántico para un sistema ñnito y extrapolaado obtienen el límite para el sistema

infinito. Esto les da muy buenos resultados, especialmente en el caso de que la

interacción a terceros vecinos es nula, en el cual son capaces de reproducir resultados

analíticos. Por todo lo anterior, entendemos el desacuerdo ¡especto a las energla que

nosotros obtenemos, ya que ellos trabajan con S : Llz muy lejos del límite de ondas

de espín, es decir, .9 --+ oo.

Respecto al máximo de Ia energía del estado antiferromagnético, estos autores

determinan que ocurre para los valores de los parírnetros 0 : O,O y a: -0.5. Al

busca¡ este punto en su diagr^rna de fases magnéticas encontramos que corresponde

a un estado fundamental antiferromagnético. Sin emba.rgo, en nuestro diagrama

corresponde a un estado fundamental con orden helicoidal, Nosotros dete¡minamos

que el máximo ocurre pa¡a los valores de los parámetros p : -O.2 y a - -0.6. En
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nuestroa diagramas este punto corresponde a la región a.ntiferromagnética. Tenienilo

e¡r cuenta que nos inte¡esa la posición y no el valor del máximo, este desacuerdo

resulta difícil de dirimir, ya que, el método de entrapolarión usado para evaluar el

límite cuando el nírmero de espines tiende a infinito es muy inestable para las currras

co¡ § * 0 segrln los propios autores(tn) .

Las figuras 29 a la 35 muestran la relación de dispersión en función del vector

de onda Ic. En las diferentes figuras ilustramos los resultados con distintas elecciones

para las interacciones a segunilos y terceros vecinos, (a,B), el signo de la primera

interacción y la coordinación. Esto nos permite una visión global del cambio de

la relación de dispersión como función de los diferentes parámetros del sistema.

Nueva.mente, las relaciones de dispersión obtenidas están bien definidas en todo el

espacio &, apareciendo un efecto nuevo para coordinación alta.

En el caso de coordinación dos, r,.r (d- 1" : *a) : O, donde á-,. es el ángulo

entre espines que sor¡ primeros vecinos que mioimiza la energía por sitio, el cual ya

discutimos en el capítulo ante¡ior. En el caso de coordinaciones altas, vale decir seis o

doce, y con interacciones en la región de o¡den helicoidal para el estailo fundamental,

nos encontramos que para /co - á-¡o las curvas prsentan un mínimo menor que para

ko - O. Esto nos dice que el estado fundamental con orden helicoidal es inestable

frente al congelamiento de un magnón con una periodicidad igual a la del orden

helicoi<Ial inicial. Debemos aclarar que en el caso de coordinaciones mayories que

dos, no podemos dar una interpretación de simples rotaciones a esta excitaciones

de igual periodicidad que el orden helicoidal que se establece. Ello se debe a que

las redes de Bethe con coordinaciones mayores que dos no son cadenas lineales,

sino estructures complejas con cierto grado de multidimeosionalidad que no tienen



realizarión en el espacio tridimensional.

3. Discueión y Couclueionee.

Pa¡a los sistemas estudiados en este capítulo, es decir, §istemas con sólo las

tres primeras interacciones no nulas, no existen muchos ¡esultados ni numéricos

ni a¡ralíticos debido a las difrcultades, formales en el primer caso, y de tiempo de

computador en el segundo, para obtenerlos. Por esta ¡azón nuestros resultados, a

pesar de no ser cuánticamente exactos, son un primer pa,so para entender este tipo

de sistemas coa interacciones competitivas de mediano alcance.

Al estudiar á-¡o,6 decir, el ángulo entre espines primeros vecine que mini-

miza la energía por sitio, como función de sgn(d), o y p, podemos ve¡ la compleja

estructura que presenta esta va.riable, sobresaliendo dos aspectos; L) Pa,ra algu-

nas fronteras entre regiones con distinto estado fundamental, el paso entre diferen-

tes estados no es continuo, sino que presenta transiciones abruptas para pequeñas

variaciones en los pariímetros, Esta situación se ma,nifresta principalmente entre

antiferromagnetismo y orden helicoidal en la región en que d¡ü iü --+ T f 3, entre an-

tiferromagnetismo y ferromagnetismo, y t"mbién, entre ferromagnetismo y orden

helicoidal en la región en que ú-io --+ 2trf3. Podemos concluir entonces, que los

ordena¡nientos ferromagnético y antiferromagnético eon los más estables. De no ser

éste el caso, el sistema pasa,ría continua.mente de estos estados a otros con orden

helicoidal, sin gran ca.mbio en el ordenamiento mag:rético. Esta situación se mani-

fiesta en la frontera entre ferromagnetismo y orden helicoidal en la región en que

0^7, --+ rf3, en el caso sSn(J, ) : *1, en la cual el ferromagnetismo ao le presenta

al sistema ninguna ventaja energética respecto de un estado fundamental con o¡-

den heliciodal; también en la f¡ontera ent¡e antiferromagnetismo y orden helicoidal
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en la región en que d-¡o -+ 2tr f 3, en el caso sgn(Jr) = -1, Debemos consignar

que los pasos continuos entre los ordenamientos magnéticos convencionales, (ferro

magnetismo o antiferromagnetismo), y los estados helicoid¿les ocurren sólo ent¡e

regiones con ordemamientos similares. Sin embargo, este tipo de fronteras continua

se hace cada vez más estrecha a medida que la cooralinación aumenta.

2) A partir de nuestros resultados podemos concluir que en la región del espacio

de pariímetros en que el estado fundamental adopta un orden helicoidal, el sistema

optimiza la interacción a terceros vecinm. Vale decir, a me¿lida que esta interacción

se hace más ferromagnética á-,o - 2tr f 3, de manera tal que los espines que son

te¡ce¡os vecinos tienden a estar paralelos, en cambio, cuando la inte¡acción a terceros

vecinos es antiferromagnética y a medida que ésta crece en magnitu¿l 0-t. ---+ n f 3,

de forma que los espines que son terceros vecinos tienden a estar antiparalelos.

Uno de nuest¡os ¡esultadc relevantes son los diagramas de fase magnética que

presenta.mos. Estos determinan no sólo las regiones del espacio de parámetros en que

se establece un o¡denamiento ferromagnético o antiferromagnético, sino ta.mbién,

podemos distinguir regiones con o¡den helicoidal, pudiendo así determinar, dadas

las interacciones, que tipo de ordenamiento presenta el estado fundamental. El

resultado de que una interacción a segundos vecinos antiferromagnética, (a a -0.5),

induce siempre un orden helicoidal, no es difícil de entender teniendo en cuenta que,

una interacción antiferromagnética a segundc vecinos siempre produce frustración,

independiente de las ot¡as interacciones presentes. Pa¡a evitar estas frust¡aciones

el sistema a¿lopta un o¡den helicoidal que no satisface completamente a ninguna

interacción, pero ta.rnpoco frustra completamente a ninguna.

Otro a.specto estudiado en este capítulo fue el máximo de la energía por sitio, en
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el caso que la coo¡dinación es dos, Los resultados obtenidos con nuestro formalisr¡o

no concuerdan coo los obtenidos por Mesías y vogel, siendo diIícil de decidir cual

de ellos es el correcto. Por una parte, la solución de estos autores es exacta desde

el punto de vista cuántico para un sistema flnito, pero su método de extrapolación,

para obtener el resultado en el límite de una cadena infinita, es muy inestable en la

región de interés. Por la otra, nuestro resultado es para una cadena genuinamente

infinita, pero no es cuántica,mente exacto. Todo lo anterior, no nos permite una

conclusión definitiv-¿ sobre ninguno de los dos resultados.

Las relaciones de dispersión obtenida.s para coordinaciones dos mantienen la

est¡uctura de las encontradas en el capítulo a¡terior. Sin emba.rgo, en el .caso de

coordinaciones altas, nos encontramos que las curvas tienen un mínimo absoluto

para rul magnón con igual periodicidad que el orden helicoidal postulado. Esta

inestabilidad del estado fundamental implica que nuestra ma¡¡era de caracterizar el

estado fundamental es incor¡ecta para estos sistemas de coordinación alta. Es cla¡o

que la estructura óptima difiere muy poco de la estructura helicoidal propuesta,

ya que es suñciente congelar un magnón con la misma periodicidad que el orden

helicoidal, pa,ra obtenerla. Debemos adjudica,r a las restricciones impuestas, vale

decir, que los espines ae mantengan esencialmente en el plano perpendicula.r al eje

de la red, que no podamos reproducir la estructura óptima y es necesa¡io reformular

el problema para obtener el nuevo estado fund"mental.



f5

tr

'H

CD

FIGURA 1. Valo¡ del rángulo entre espines consecutivos no¡malüado a zr, es decir,

(0^^1"), como función de a y B, definidos en la ecuación (5-3). El signo de la

interacción a primeros vecinos scn(Jr) : *1, y el valor de la coordinació¡ c:2.
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FIGURA 2. El mismo caso anterior, sCn(¿) : +1 y c:2, ¡eflejailo respecto a un

plano, perpendicular al plano (a,p), que pasa po¡ a = 0. En esta vista se aprecia

mejor las fronteras entre las regiones ferromagnética, antiferromagnética y de orden

helicoidal.
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FIGURA 3. Ampliación de la zona central de la figura anterior, los valores de los

pará.metros sonsgn(Jr): *ly c -2.
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FIGURA 4. En esta frgura vemos una ampliación de la f¡onte¡a entre la región con

orden helicoidal y la región ferromagnética, con sgn(¿ ) - +t y c : 2.



79

t-t-
E
s(D

FIGURA 5. Valor del ángulo entre espines consecutivos normalizado a r, es decir,

(0^r"1"), como función de a y B. EI signo de la inte¡acción a primeros vecinos

scn(Jr) : -1, y el valo¡ de la coordinación c = 2.
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FIGURA 6. El mismo caso anterior, sCn(4) - -1 y c:2, reflejado respecto a un

plano, perpendicular al plano (a, p), que pasa por a:0. En esta vista se aprecia

mejor las fronte¡as ent¡e las regiones ferromagnética, antiferromagnética y de orden

helicoidal.
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FIGURA 7. Ampliación de la zona central de la figura anterior, los valores de los

pa.rá,metros son sgn(¿) : -! y c:2.
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FIGURA 8. Ampliación de la frontera entre la región con orden helicoidal y la

región antiferromagnética, con sgn(d) : -! y c - 2.
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FIGURA 9. Valor del ángulo entre espines consecutivos no¡malizado a n, es decir,

(0^r"lo), como función de a y p. El signo de la interacción a primeros vecinos

sgn(¿) -- *1, y el valor de la coo¡dinación c - 6.

I

I

I

I

I

I

I

I

¡

I

I
l

i
i

¡

:

I

I

1i't
r¡
ii
tl
lr



84

1.00

tr\ 0.50

Éa 
o.z5

0.75

0.00
-2,00

É 
0.00

L00

2.00 -2.00

FIGURA 10. Valor del ángulo entre espines consecutivos normalizado a zr, es decir,

(0^r^ ln), como función de a y B. El signo de la interacción a primeros vecinos

sgn(/r) : *1, y el valor de la coo¡dinació¡ c - L2.

ttf,iil
iiiiil:il
l,i';,;li
ri!i,llii
,i,i¡ril
iilir:ill

i

i

:

I
,

I

l



85

t.00

0.75

F\ 0.s0
É
É

o
0.25

0.00
-2.00

2.00 -2.00

FIGURA 11. Valo¡ del ángulo entre espines consecutivos normalizado a n, es decir,

(0^^1"), como función de a y B. El signo de la interacción a primeros vecinos

sgn("rr) : -1, y el valo¡ de la coordinación c:6.
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FIGURA 12. Graficr.r,os el valo¡ del ríngulo entre espines consecutivos no¡malizado

a zr, es decir, (0^r"1"), como función de ay p. El signo de la inte¡acción a primeros

vecinos sgn(d) : -1, y el valor de la.coo¡dina¿iín c:12.
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FIGURA L3. Amplición de la región con orden helicoidal, para el caso sgn(d) = a1
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FIGURA 14. Amplición de la región con orden helicoidal, para el caso sg:r(d ) : a1

yc:6.
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FIGURA 15. Amplición de la región con orden helicoidal, para el caso sgn(d ) - 41

y c: L2.
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FIGURA 16. Amplición de la región con orden helicoidal, para el caso sgn(d) - -1
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FIGURA 17. Amplición de la región con orden helicoidal, para el caso sgn(d) - -1
.y c:6.
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FIGURA 19. trrnplición de la región con o¡den helicoidal, para el caso sgn(d) : -1
y c -t2.
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FIGURA 19. angulo entre espines consecutivos normalizado a r como función de

a para dos valores de p frjos. Los valo¡es de los pariímetros son sgn(Jr) _ *1 y

c : 2. se muestra¡1. las discontinuidades que existen en las fronteras ent¡e diferentes

regiones, la precisión numé¡ica permite decir que la t¡ansición entre regiones ocurre

en un i¡tervalo en a 5 0.0001.
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EIGURA 20. Diagrama de fase magnética correspondiente a sgn(d) : *l y c - Z.

La región etiquetada con 'F' es la ferromagnética, la región etiquetada con "AF"

es la antiferromagnética y la región sin etiqueta es la con orden helicoidal. La línea

segmentada son los resultados de Mesías y Vogel para un cadena frnita de 10 espines.
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FIGURA 21. Ampliación de la zona central de la figura anterior, los valores de los

parírnetros son: sgn(d) : *ly c -2.
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FIGURA 22. Diagrama de fase magnética correspondiente a sgn(d) : -l y c - 2.

La región etiquetada con 'F' es la ferromagnética, la región etiquetada coa 'AF'
es la antife-r¡omagnética y la región sin etiqueta es Ia con orden helicoidal. La línea

segmentada son los resultados de Mesías y Vogel para un cadena finita de 10 espines.
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FIGURA 23, Ampliación de la zona central de la figura anterior, los r¿lores de los

parií.metros son: sgn(d) : -!y c -2.
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FIGURA 24. Diagr¡'nas de fase magnética correspondiente a sSn(J, ) : +1 para

4 diferentes v¿lores de la coordinación c. Las regiones etiquetadas con -F' corres-

ponden a las ferromagnéticas, las regiones etiquetadas con "AF" corresponden a las

antiferromagnéticas y las regiones sin etiqueta a las coí o¡den helicoiilal.
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tr'IGURA 25. Diagr"rnas de fa-se magnética correspondiente a 6Sn(J, ) : -1 pa¡a

4 diferentes v-¿lores de la coordinación c. Las regiones etiquetadas con oF' corres-

ponden a las ferromagnéticas, las regiones etiquetadas con "AF' corresponden a las

antiferromagnéticas y las regiones sin etiqueta a Ias con orden helicoidal,
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FIGURA 26. Angulo entre espines consecutivos normalizado a 7r como función de

B para un valor de a fijo pala sgn(d) - fI. Los valores de la coordinación son:

c:2 pa¡a la curva en negro, c:4 para la curva en rojo y c: 12 para la curva

en verde. Las líneas segmentarlas corresponden a los valores límites a que tienden

todas las curvas.
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I'IGURA 27. Angulo entre espines consecutivos normalizado a 7r como función de

B para un valor de o fijo pa.ra sgn(Jr ) : -1. Los valores de la coo¡dinación son:

c:2 pa¡a la curva en negro, c: 4 para la curva en rojo y c : 12 para la curva

en ve¡de. Las líneas segmentadas corresponden a los valores límites a que tienden

todas las curvas,
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FIGURA 28. Energía por sitio e como función de a para 5 valores diferentes de B.

-J. y la coordinación es dos, Las curvas segmentadas corresponden aEl sgn(J,) :

los ¡esultados de Mesías y Vogel. Las curvas en negro 0 : O.O, las curvas en rojo

§ : O.l,las curvas en verde F : -O.L,las curvas en violeta 0 - -O.Z y la curva ea

antl B - -¡.3.
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FIGURA 29. Relaciones de dispersión de magnones para sgn(d) : *L y c:2.

Las diferentes cur s corresponden a distintos valores del par (a,B), teniendose que

(",0): (0.5,0.5) para la curva en neg¡o, (", §) : (-1.0,0.5) para la curva en rojo,

{", §) : (-1.0, -0.5) para la curva en verde, (",0) : (1.5, -1.0) para la curva en

violeta.
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FIGURA 30. Relaciones de dispersión de magnones para sgn(J, ) : -l y c : 2.

Las dife¡entes curvas corresponden a distintos valores del par (a,B), teniendose que

(",§) - (0.5,0.5) para la curva en negro, (",0) : (-1.0,0.5) para la curva en rojo,

(",9) : (-1.0, -0.5) para la curva en verde, (o,0) : (1.5, -1.0) para la curva en

violeta.
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FIGURA 31. Relaciones de dispersión de magnones para sgn([) : *1 y ¿ : 6. Las

diferentes curvas corresponden a distintos valores del pa"r (c,B), incluímos ta,mbién

el valor de d-1,/zr pa.ra cada curva. Tenemos que (o,p) : (0.5,0.5) y 0^¡lr - 0.000

para la curva en negro, (o, F) - (-1.0,0.5) y 0^:,-lr : O.642 para 1a curva en rojo,

{",0) : (-1.0, -0.5) y 0^¡ lr - 0.353 pa"ra la curva en verde.
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FIGURA 32. Relaciones de dispersión de magnones pa.ra sgn({) : -ly c: 6. Las

diferentes curvas corresponden a distintos valores del par (a,B), incluímos también

el valor de d-¡"/zr para cada curva. Tenemos que (", §) : (0.5,0.5) y 0*i,lr:0.000

para la curva en negro, (",9) : (-1.0,0.5) y 0^r./tt : O.647 pa,ra la curva en rojo,

(",9) - (- 1.0, -0.5) y 0^¡" lr : 0.358 para la curva en verde.
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FIGURA 33. Relaciones de dispersión de magnones pa"ra sgn(4) : *l y c - 12.

Las iliferentes curvas corresponden a distintos valores del par (a,B), incluímos

ta.r¡rbién el valor de 0^7^f n pa"ra cada curva. Tenemos que (o,B) - (0.5'0.5) y

0^7.f r :0.000 para la curva en negro, (",0) : (-1.0,0.5) y 0^r"lr: 0.656 pa¡a

la curva en rojo, (",il: (-1.0,-0.5) y 0^r^lr : o.344 para la curva en verde-
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FIGURA 34. Relaciones de dispersión de magnones para sgn(d) : -! y c - 12.

Las diferentes curvas corresponden a distintos valores del par (a, B), incluímos

ta,mbién el valo¡ de 0^1"f n para cada curva. Tenemos que (a,B) - (0.5,0.5) y

0^¡f r :0.000 para la curva en negro, (", §) : (-1.0,0.5) y 0^¡^lr: 0.657 pa,ra

la curva en rojo, (o, 0) : (-1.0, -0.5) y 0-¡ lr : 0.346 para la curva en ve¡de.

0.00
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FIGURA 35. Relaciones de dispersión de magnones evaluadas todas para el par

(",9): (1.5,-1.0) con 0^i-f n: 1.0 para todas las curvas. Ellas corresponden a

distintos valores del sgn("fl) y c. Tenemos que sgn(d) : *1 y c:6 pa¡a la curr¿

en negro, sgn(¿) : -1 y c :6 para la cur en rojo. En la curva azul coinciden los

resultados para los dos signos de la interacción a primeros vecinos, cuando c : 12.



VI. APLICACION A SISTEMAS CON INTER-ACCIONES

DE LARGO ALCANCE

1. Magnetismo de lag Tierrae Rarag Metálicas

Las tie¡ras ra.ras son quince elementos desde el Lantano, con número atómico

z : 57, hasta el Lutecio, con número atómico z : 71; conocidas usualmente también

como la serie de los Lanta¡ridos. se ca¡acterizan por tener elect¡ones en orbitales

4/ muy localizados (r - O.3A). Debido a su momento a"ngular, cuando no hay

apareamiento entre los espines de los electrones, determinan que los átomos posean

momentos magnéticos. El car¡ícter metálico de este tipo de elementos se debe a

que los electrones de valencia 5d y 6s forman bandas, las cuales se llenan en forma

incompleta. La banda ile conducción es entonces esencialmente de tipo s - d, aún

cua¡rdo existe una pequeña hib¡idización de estas bandas con los orbitales 4J.

El Hamiltoniano que describe el comporta"miento magnético de las tie¡ras ra¡as

metálicas es el de Heisenberg; sin embargo, el meca¡rismo de interacción no es el

habitual. Usualmente los orbitales magnéticos de dos iones primeros vecinos in-

teractúaa vía intercambio, el cual depende del traslape entre los orbitales, razón por

Ia cual la inte¡acción magnética es generalmente de corto alcance. En las tierras rar.§

metálicas la integral de inte¡ca.mbio entre los orbitales maga.éticos (a/), de los iones

primeros vecinos, cuya sepaxación en promedio es de 34, resulta practicamente nula,

debiéndose postula¡ un mecanismo diferente. El mecanismo, propuesto inicialmente

por Ruderman y Kittel(lE) en ¡elación con resonancia magnética nuclear, consiste

110
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en que los espines nuclea¡es, inú.ersos en un ¡rmar' de electrones lib¡es se acoplan,

debido a la interacción hiperfina, con este umar" de electrones, dando lugar a una

inte¡acción magnética efectiva de largo alcance. Este mecanismo es conocido como

inte¡cambio indirecto. El estudio de Ruderman y Kittel se limitó a interacciones

entre espines nucleares y electrones libres; trabajos posteriores cle Kasuya(1e) ,
Yosida('.) extendieron este arálisis a la interacción entre momentos magnéticos

atómicos mediado por la banda de conducción, ?odos estos autores usa¡r teoría de

perturbaciones a segundo orden para obtener un Elamiltoniano efectivo entre los

momentos magnéticos locales, retluciendo el rol de los electrones de conducción a

la t¡ansmisión de la inte¡acción; es decir, surge una simple suceptibilidad no local,

El H'miltoniano efectivo que obtienen es el de Heisenberg, donde la interacción

que reemplaza la integral de intercambio es oscilatoria y de largo alcance. Ella

es usualmente conocida como interacción RKKY, debido a sus autoreg Ruderman,

Kittel, Kasuya y Yosida.

Nuestro formalismo nos da la posibilidad de trata¡ sistemas descritos por el

Hamiltoniano de Heisenberg con interacciones de largo alcance, en la aproximación

de la red de Bethe, sin graades dificultades. Considerando entonces que las tierras

¡aras metálicas son sistemas reales que presentan estas características, nos concen-

tramos exclusivamente en ellas. una ra¿ón adicional que motiva nuestro interés es

que ex¡rerimentos de difracción de neutrones, combinados con medidas de magneti-

zación en cristales simples, han logrado determinar la estructura magnética de la§

tierras ra¡as pesadas, es decir, desde el Gd al Yb (Koehle¡(6t) y Rhyne(62)), obte-

niendose que los ordenarnientos magnéticos presentes son principalmente del tipo

ferromagnético y helicoidal. Sin embargo, existen ordenamientos más complejos que
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son mezclas entre estos.

Funda.mentalmente, estamos interesados en Bistemas que Bon redes de Bralzis

coordinación alta, (c :6, 8 y 12), ya que las tie¡¡as ra¡as metálicas plesentan una

estructura c¡istalina hexagonal compacta o bien cúbica de cara centrada, ambas

con coordinación doce; incluímos las coordinaciones seis y ocho solamente para

completar las estructuras cúbicas. Aproximamos la topología por la red de Bethe

equivalente, es decir, con la misma coordinación, de manera tal que en cada sitio se

ubican espines y el Hamiltoniano efectivo que gobierna el sistema es el de Heisenberg.

Cada espín interactúa, vía los elect¡ones de conducción, con una gran cantidad de

vecinos, La forma exarta de la interacción, basada en el modelo RKKY, es la

siguiente:

(&1)

donde J es una constante positiva que escala la interacción, g es la razón entre

el módulo del vector de onda de Fe¡mi y la mitad del módulo del vector de onda

máximo de la zona de Brillouin, c es la coordinación y la función J" está defrnida

de la siguiente manera:

, ll, sin1M,
'" - l"*p(-(n- M)z fo2), si n) M,

(G2)

donde M es el número de vecinos a partir del cual empieza a apantallarse la in-

teracción y o es un parámetro de amortiguamiento, que da cuenta de como decrece

la interacción debido al apantallamiento. Este último término no aparece en la

interacción original, sin embargo, su justificación es dada m¡ís adelante,

En la interacción original se incluye un facto¡ exponencial decreciente, et cual

tiene como argume[to el cuociente entre la distancia a la cual se evalúa la interacción

y el camino lib¡e medio de los electrones en el metal. En nuestro caso, este término

v-:-rq' (4@r""$@)r'
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es uno, debido a que para una red pura a temperatura nula el ca"mino libre medio

de los elect¡ones es infinito, hecho que anula el argumento y por lo tanto hace uno

el facto¡ exponencial.

En nuest¡o esquema J aparece sólo como un factor de escala y podemos fijarlo

a¡bit¡a¡iamentei por simplicidad, elegimos J:1 al efectuar los cálculos siguientes.

El pariá.metro g, que como ya dijimos, corresponde a la razón entre módulo del vector

de onda de Fermi y la mitad del módulo del vector de onda máximo de la zona de

Brillouin, al tener en cuenta que el espacio recíproco asociado a la una ¡ed de Bethe

es isotrópico, adopta la siguiente forma:

2k, 2lt¡ as:w: n ,

q-tlz,sp(%)=- - ++ - -++- - + + -
q:elÍ,scn(%) - - + - - + - + - + - + + -

q-1' sgn(Y.): - + - + - +- + - + - + -

(&3)

sienilo ¿ el pa"rámetro de red. Podemos ver de (OL), que la interacción es oscilante

dec¡eciente y la conmensurabilidad ile las oscilaciones de la inte¡acción con respecto

a los sitios la red está determinada por el parámetro g. Los walores enteros y

semiente¡os de g corresponclen a interacciones conmesuradas, vale decir, después de

un número entero de veces la constante de la red la interacción cambia de signo, o

bien, mantiene el mismo signo para todos los sitios, por ejemplo:

n=L2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16...

-+
+-
+-

q-zlz,sen(%) :+ - - ++ - - ++ - - + + -
q --, Z, sgn(y.) :**t+++++++++++++...

TABLA 6-1

Hemos incluído en la Tabla GL el caso g : elT,6 decir un irracional, con el objetivo
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de most¡ar que en este caso el signo de la interacción varía en forma no periódica

con el núme¡o de sitio. Nos inte¡esa rrariar el parámetro g en forma continua,

incluyendo así casos conmesurados y no conmensr¡¡ados, y de esta manera poder

estudiar el comporta.miento del sistema en las diferentes situaciones. sin embargo,

el pariírnetro g está limitado ¿ un inte¡valo (0,2), el cual no incluye los extremos,

ya que el valor g:0 implica ft¡ :0, es decir, el vector de onda de Fermi nulo, lo

cual carece de sentido físico; y el valo¡ ( : 2 implica kr : k3"', es decir, el vector

de onda de Fermi es igual al vector m¡íximo de la zona de Brilluoin, lo cual indica

que la ba"nda esta llena ¡ por lo tanto, no se trata de un metal.

Los factores /. que aparecen en la inte¡acción, los incluímos pues esperamos que

la interacción se apantalle, ilando un alca¡rce efectivo menor que el dado por su razón

de decaimiento (n-a). Lz forma exponencial con la cual se modula el decaimiento,

relación (A.Z) en el caso z ) M, es escogida exclusilramente por simplicidad. La

dista¡cia para la cual conecta.mos el apantallamiento, M veces el pariímetro de red

y el pa.rí'netro o, el cual gobierna la razó¡t de decaimiento, son parámetros libres,

los cuales variamos para estudiar su influencia sobre las magnitudes evaluadas.

2. Resultados.

A continuación determina¡nos el ríngulo entre espines consecutivos en el estado

fundamental, como función del parámetro g, obtenido de minimiza¡ la energía por

sitio dada por la relación (3-30). La forma que adopta la energía por sitio en este

caso es:

¿ (0, k : o1 - f;t sq'É (=*t+*) *r"1*ycos(zá), (6-4)
n=t

donde J,S pasa a ser sólo un facto¡ de escala para la energía, c es la coordinación y
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q es el par¡í.met¡o que dete¡mina la conmensurabilidad de la interacción tespecto de

la red.

Notemos que el fartor (c(c - f)"-1), correspondiente al número de z-ésimos

vecinos de una red de Bethe de coordinación c, lo hemos reemplazado por Z"(n).

Hemos hecho este reemplazo con el o§eto de corregir el problema de sobreesti-

mación del número de n-ésimos vecinm que presenta la red de Bethe, relativa a una

red de Bravais de la misma coordinación. De no hacerlo, las magnitudes de inte¡és

no pueden ser evaluadas, ya que el número de z-ésimos vecinos crece en forma ex-

ponencial con ¿ y la interacción decrece asintóticamente como ¿-3 y por 1o tanto,

el producto de estos factores crece con z, haciendo diverger la suma sobre tu que se

necesita evalua¡ para obtener todas las contribuciones de las diferentes capas. Otra

manera de visualizar este problema es tene¡ en cuenta que el número de átomos de

"la superffcie" de una red de Bethe es del mismo orden que el número de átomos

del uvolumeu", a dife¡encia de un sólido normal, en que el número de átomos en la

superficie es JVzlg cuanilo el número de átomos en el volumen es.ll. Hemos calcu-

lado el nuevo factor correspondiente a los ¿-ésimos vecinos de la siguiente ma¡era:

definimos los z-ésimos vecinos de un sitio dado, llamemoslo central, como todos

aquellos sitios pa,ra los cuales, partiendo de cada uno de ellos, podemos alcanza¡ el

sitio central con un ca¡nino mínimo de n pasos sobre la red. Evaluamos el número

de estos vecinos, pa.ra las dife¡errrtes redes cúbicas, obteniendo Z.(n), el crtal se puede

expresar en forma analítica como:

Z"(") :2 * n2 (c - 2) (e5)

Este resultado lo reemplazamos como el número de z-ésimos vecinos de una ¡ed

de Bethe de coo¡dinación c, cuando ella aproxima la topología de una red cúbica
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de la misma coordinación, naturalmente. Lo anterior, soluciona el problema de

sobreestimación de los ¿-ésimos vecinos que presenta la red de Bethe, y hace el

cálculo un poco más realista.

En las figuras 1 a 3 evalua.rnm la interacción como función del núme¡o de

vecinos. Incluímos en cada figura los valores correspondientes a multiplicar la in-

teracción por los pesos dados por el nuevo núme¡o de vecinos en cada capa, y los

valo¡es cuando evaluamos sólo la interacción, relación (6-1). Las diferentes figuras

corresponden a distintas elecciones de los parár"etros g, c, M y o, con el objeto de

mostrar explicitamente como influyen estos parámetros en Ia interacción efectiva.

Estudiamos a continuación el comportamiento del :íngulo entre espines conse.

cutivos (d-¡.), el cual ca¡acteriza el estado funda.mental del sistema. Nos interesa

estudia¡ esta variable como función de los pariímetros físicos, g y c; sin embargo,

ta.mbién es necesario determinar como afectan a (0-,"), los pa"rámetros que deter-

minan el apantalla¡niento, es decir, M y o.

Pa¡a estudiar como influye el parámetro o en la determinación de d-¡,, fi-
ja.mos la coordinación y la distancia a la cual empieza a actuar el apantall"miento,

v-¿le deci¡ t}l, y va.riamos o, restringiéndonos sólo a utr interyalo pequeño [2,6].

En la figura 4 podemos ver que las v¿riaciones del pa"rá.'netro o prácticamente no

a.fectan los ¡esultados del rángulo 0-¡" y, por lo tanto, dejamos fijo este pa"rárnetro

en todos los cálculos posteriores. Esta"mos ciertos que va¡iaciones mayores de este

pará.metro afectan los resultados, sin embargo, v¿lores de o mayo¡es son equivalen-

tes a aumentar M y mantener d etr el interr¿lo antes mencionado, y los casos e

valores del parámetro o mucho menores, son simila¡es a disminuir M y elegir o en

el mismo intervalo. En la figura 5 grafrcamos los resultados para ut1 valor fijo de la
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coordinarión y tres diferentes valores del pará etro M.

La figura 6 corresponde a los resultados para diferentes coordinaciones. In-

cluímos coo¡dinaciones bajas (c : 2 y c: 4) con el objeto de mostrar los efectos

de varia¡ este parámetro sob¡e todo el intervalo físico. El caso de coordinación

dos es claramente dife¡ente a los demás. Sin embargo, a medida que aumenta la

coordinación, la forma de la cun'a d,o¡o como función de g se hace independiente

del pará'netro c, siendo practica.mente la misma pa¡a la6 t¡es coordinaciones en que

estamos interesados,

Todas las curvas presentan pequeños intervalos en g, centrados en torno a los

valores ente¡os de este parárnetro, para los cuales el sistema adopta ordenamien-

tos convencionales, vale decir, ferromagnetismo (d-," : 0) y antiferromagnetismo

(á-t" : 1), Los valores enteros de g corresponde a interacciones conmensu¡adas con

la red de período uno (ver Tabla (Cf)) y los ordenamientos convencionales son clara-

mente conmensurados. Sin embargo, las fases ferromagnética y antiferromagnética

apa¡ecen para valores menores que el entero correspondiente, y se mantienen hasta

lores mayores que el entero, Podemos notar además, que en estas regiones la curva

se desvía de su comporta¡niento lineal, que extrapolado da sólo el valor entero de g

pa¡a áE¡in : 0 o 1. El fenómeno antes descrito es conocido como "traba.miento de

fase" (phase locking)(so) , y se presenta cuando ea un sistema hay dos periodicidades

competitivas, que al estar conmesuradas bajan la energía del sistema. Sin embargo

el sistema adopta este estado de menor energía rur poco antes de que se presente

el valo¡ conmensurado y lo mantiene hasta un poco después, y al hacerlo se desvía

del comport^rniento que tiene en los casos no conmensurados. En nuestro caso te.

nemos que compiten la periodicidad de la interacción y la periodicidad de la red. La
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estructura magnética que adopta el sistema como estado fundamental es el ¡esultado

de esta competencia. En los casos en que el valor de g es entero la interacción y Ia

red poseen la misma periodicidad, a esto se debe que se presente este «trabamiento

de fase", en el cual hay una clara desvia¿ión del comportamiento lineal que presenta

el sistema pa,ra los valores no ente¡os. Podemos ver que a medida que el pa"rámetro

M crece, el intervalo en g en que se produce el "t¡aba"miento de fase" se reduce,

manteniendose siempre cent¡ado respecto al valor entero. Debemos aclarar que en

un sistema fisic o M no adopta valores superiores a diez o veinte veces el parámetro

de rerl. Sin emba.rgo, como u¡l límite pura.mente matemático vemos que si M muy

grande o cua¡rdo no hay apautallamiento, es decir todos los espines interactuando

con todos, el intervalo en g se reduce sólo al valo¡ entero de g, desapareciendo el

efecto de "trabamiento de fase".

Finalmente, con el objeto de ilustrar lo sensible que es el cálculo a la elección del

número de vecinos, presentamos resultados (figuras 7 y 8) en los cuales se muestra

el comportamiento de d¡¡o en función de q, pero usando el número de ¿-ésimos

vecinos de una reil de Bethe de coordinación c, vale decir:

z.(") : c(c - 1)'- 1 (e6)

Podemos ver en estas figuras que, a medida que M crece, las curvas pa.ra á-¡o

poseen cada vez más estructura, lo mismo ocurre si incrementa.mos el pariímetro o.

En ambos casos lo que sucede es que al incluir mrís capas de vecinos, como cada

capa está multiplicada por eI número de espines que en ella ha5 que en este cálculo

corresponden a c(c - 1)"- I para la capa z-ésima, sobreestimamos la inte¡acción

entre ¿-ésimos veciaos al multiplicarla por un peso "artiffcialmente, grande. La

estructura que aparece corresponile a pequeños intervalos en q en torno a fracciones
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"simples" cercarras a los valo¡es enteros de g. Entendemos por fracciones "simples",

expresiones racionales pfr, donde p y r 6otr primos relativos, pequeños, A medida

que aumentamos el número de capas incluídas, las regiones antes mencionadas se

hacen más estrechas, sin emba.rgo, aparecen nuevos valores de g para los cuales se

establecen o¡denamiento convencionales, Una evidencia clara de que se trata de

valores muy precisos de g, es la forma aguda en que se desvía la cunra para alcanzar

los valores á-r, : 0 y d-r, : 1.

con el proposito de estudiar la estabilidail de los diferentes ordenamientos

magnéticos que encontramos al evalua¡ d-,o como función de g, incluímos en las fi-

guras I a 13, los resultados del cálculo de la energía por sitio en función del parámetro

q. Nos interesan los resultados desde un punto de vista esencialmente cualitativo,

ya que las curvas de energía obtenidas nos permiten dete¡mina¡ los ordenamientos

m¿ís estable y la estabilidad relativa entre distintas elecciones de g. podemos ver,

de estas figuras, que a medida que el parárnetro g aumenta la energía disminuye.

sin embargo, las curvas presentan mínimos locales en torno a los valores enteros de

q y presentan m¡íximos para los valores semiente¡os de éste. Lo anterior nos indica

que los ordenamientos convencionales, que son los que se establecen para los valores

enteros de g, son más estables que los órdenes helicoidales que se presentan para

valo¡es de g no enteros. Desta¿a.mos que el valor q - ll2 se presenta como el m¡ís

inestable, ya que es el mayor mráximo local, hecho que es de especial importancia en

el análisis de las relaciones de dispersión.

En la figura g se aprecia el efecto de va¡ia¡ a en la energía, Nueva.mente

las va¡iaciones de este pa.rrímetro practica.mente no influyen en los resultados lo

que confirma nuestra decisión de fjar este parámetro pa.ra los cálculos siguientes.



120

Las figuras 10 a 12 corresponden a los ¡esultados con dife¡entes elecciones de la

coo¡dinación y en cada una incluímos los ¡esultados para tres distintos rralores de

M.

El efecto de elegir el apantallamiento a diferentes distancias es de disminuir

globalmente la energía. Otro efecto ailicional es va¡iar el ancho del mínimo local

en torno a los valores enteros de g, vale decir, para valores crecientes de ]11 los

mÍnimos se estrechan. Sin embargo, a medida que se estrechan se ha¿en m¡ís prc.

fundos, manteniendo la mayor estabilidad de los ordenamientos ferromagnético y

antiferromagnético. La forma de los máximos se ma¡rtiene inalterada al variar M,

mostrando sólo diferencias etr las zonas periféricas al mínimo, vale decir, en la zonas

donde comienza o termina el efecto de "t¡ab"rniento de fase".

La i¡fluencia de la coordinación la aprecia.uros en la flgura 13, en ella vemos que

a medida que c aumenta los ordena;¡.ientos magnéticos, cualesquiera que ellos sean,

son más estables. La forma de las cu¡vas no cambia, sólo los valores de la energía

por sitio disminuyen a medida que crece la coorilina¡ión. En Ia figura 14 incltrímos

los resultados usa¡do el núme¡o original de z-ésimos vecinos de una red de Bethe de

coordinación c y podemos ver que el sistema se vuelve totalmente inestable frente

a pequeñas variaciones del parrímetro g, evidenciando la necesidad de cambiar el

número original de ¿-ésimos vecinos para evita¡ ¡esultados sin sentido físico.

Las figuras 15 a 26 muestrar la ¡elación de dispersión u : @(k). En ellas

ilustramos los ¡esultados con distintos valores del par'ámetro de conmensurabilidad

(q), la distancia a la cual comienza el apa¡tallamient o (M) V la coordinación, 1o que

nos permite una visióo global de como cambia la relación de dispersión como función

de los diferentes parámetros del modelo. Nuevamente, las relaciones de dispersión
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obtenidas están bien definida-s en todo el espacio Ic. Sin embargo, para logra¡ esto,

hemos debido introducir un cambio en los facto¡es Wt y Wz de la ecuación (3-27).

Las ecuaciones originales son:

w,(ó,0) = )jv"cos(ná) (c(c - 1)"- t

- (c - r)r (r.""1,c¡. 

==ffiP)),w,(ó, o): i * (.os(no)c(c- 1)'- r

*_=, \

(G7)

pero, a.hora las escribimos de la siguiente mane¡a:

:-f
w,(ó, 0) : »v" cos(nfl) | z.(n)

ñ=1 \

w,(ó, 0) : 
I % (cos(nl) z 

" 
(n)

- (c - r)+ (2.",1,0). 

=*góUO)),

(e8)

,l@(z "o.(,,d) 
. 

= 
*g#o) 

)
Si reemplazamos Z"(n) por el número de ¿-ésimos vecinos correspondiente a una

¡ed de Bethe de coordinación c, es decit, por la expresión de Z.(n) dada en (G6),

¡ecob¡amos las expresiones (C7). Sin embargo, para evaluar 0-¡o, hemos usado una

expresión del número de ¿-ésimos vecinos distinta, dada en la ecuación (e5) y, por

lo tanto, para ser consistentes, debemos usa¡ el mismo Z.(n) err todos los cálculos.

Lo anterior implica que la.s relaciones (e8) difie¡en de (G7) en este caso, lo cual

influye directamente sobre la relación de dispersión, ecuación (3-29), la cual tiene la

fo¡ma

,,(ó): \/w,(óWM,o) , donde$-l¡6. (Ge)
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En las figuras 15 a 17 estudiamos la influencia del parámetro M sobre la ¡elaÉión

de dispersión y podemos ver que, a pesar de las diversas formas que adoptan las

curras de dispersión obtenidas al elegir dife¡entes valo¡es de la coordinación o del

parámetro g, el efecto de va¡ia¡ M es siempre el mismo. Si fijamos c y g, como

el valor de o quedo fijado de antemano, nos encontramos que al aumentar el valor

de M, es decir, aumentar la distancia para la cual el apantallamiento empieza a

actua.r, la fo¡ma de las cunas sufre muy poca variación. Sin embargo, las curvas

son trasladas a valores de a: mayores, es decir, a energías más altas, implicando que

la influencia de un mayor número de capas de vecinos, que es el efecto de aumentar

M, aumenta el costo en energía para excitar el sistema con un valor fijo cte &o.

Dentro de nuestra elecciones de q incluímos un caso conmesurado y algunos casos

no conmesu¡ados, con la intención de cubrir diferentes situaciones en el análisis del

efecto producido al variar el parámetro M.

El efecto de variar la coo¡dinación lo podemos apreciar en las figuras 1g a

20. En ellas vemos que a medida que la coordinación aumenta, la forma de las

curvas cambia muy suavemente, haciéndose más profundos los mínimos y miís altos

los miíximos. Nueva.mente, para valores de c c¡ecientes, las curv.as son trasladas

a valores de u; mayores, es decir, a energías a más altas. Esto se e:<plica pues al

aumentar la coorclinación el número de vecinos por capa aumenta; por lo tanto,

aumenta el costo en energía de o<citar el sistema para rm valor fijo de ka, debido

a que pa¡a establecer la misma excitación es necesa;io alterar la orientación de un

núme¡o mayor de espines.

También interesa estudia¡ como va¡ía la fo¡ma de la relación de dkpersión

como función de q. Las frguras 18 a 24 muestran las relaciones de dispersión para
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dife¡entes valores del pa^rií.metro g, para un valor frjo de la coordinación. En la

frgwa 2l podemos ve¡ la,s curvas correspondiente a ralores de q < l/Z; todas ellas

p¡esentan una forma anómala, ya que para lores gra.ndes de /c¿ las curvas presentan

un mínimo meno¡ que en el caso en que no hay excitaciones, es decir, para /c@ :0.

Podemos ver que pa:"a ka: d-i, las curvas ya no presentan un mínimo, si no

un punto de inflexión. El hecho de que /ca : 0 no sea el mínimo absoluto de la

curva, y que tampoco 1o sea &¿ :0^1o, nos dice que pala estos valo¡es de g nuestro

formalismo no es capaz de entregarnos el estado fundamental, como tarnpoco de

predecir su periodicidad, tal como sucedía en el capítulo anterior. Podemos ver que

para valores mayores de g la situación cambia. En la figura 22 se incluyen las curv-as

de dispersión para valores cle q : 9.75,9.9, 1. Para q : O.75 tenemos que /ca = 0

es el mínimo absoluto de la curla y ka - d-io pasa a ser un mínimo local. Pa¡a

g: 0.9 vemos como la relación de dispersión tiende a hacerse simétrica respecto a

r f2, cararteústicá usual de las ¡elaciones de dispersión antiferromagnéticas. El caso

q : 1, corresponde clara.urente a una relación antiferromagnética en total acue¡do

con los resultadm previos de d-¡". También podemos entender que paxa valores de

g cercanos a uno, las curvas tiendan a parecerse al caso antifer¡omagnético debido

a que esos valores de g corresponden a la zona de "trabarniento de fase" del caso

antiferromagnético. Las cun¡as de dispersión para valores del parírnetro g en el

intervalo [1, 1.5] presentan su mínimo absoluto para /ca : O y un mínimo local en

ka : 0^i.. Para valores de g > 1.5 las relaciones de dispersión se asemejan a

una cur de dispersión ferromagnética; a medida que g se acerca al valor dos el

mínimo local en ka : 0.,i^ ---+ 0. Las figuras 23 y 24 corresponden a las relaciones

de dispersión con valores de [1 < q < 2].
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mínimo local en ka = 0^¡, --+ 0. Las figuras 23 y 24 corresponden a las relaciones

de dispersión con valores de [f < q < 21.

Incluímos a continuación, en la figura 25, para las diferentes coordinaciones,

el cálculo de la posición del mínimo absoluto de la relación de dispersión como

función de g. Si para un dete¡minado valo¡ de g, la posición del mínimo absoluto es

ko: O, podemos concluir que nuestro formalismo nos da la est¡uctu¡a del estado

fundamental, y si por el contrario, la posición del mínimo absoluto es lea f O,

concluímos que para ese valor de g el formalismo falla. Podemos ver en la flgura que

va¡iar la coordinación influye muy poco sobre los resultados, y que para q ) 0.66, en

todos los caso, la localización del mínimo absoiuto es ko = 0. Es decir, para todos los

ralores de g > O.66 el fo¡malismo es capaz de determinar el ordenamiento magnético

del estado fundamental. Sin embargo, para valores de q < 0.62 el formalismo falla

siempre. Una posible explicación de este hecho es que esta región de g es la miís

inestable, debido a que en ella se p¡esentan los valores máximos de la energía por

sitio como función de g.

Finalmente, las siguientes tres frguras (de la 26 a la 28) presentan gráficos

tridimensionales,uno para cada valor de la coordinación, en los cuales tratamos

de mostra¡ en forma global como varía la relación de dispersión como función ilel

parámetro g. Podemos ver en ellas que la variación de la coo¡dinación influye sólo

en los valo¡es de o, manteniendose la misr¡¿ forma de la superficie para todos los

casos. La forma que presenta la superficie es creciente como función de g, tiene un

m¡íximo local en el plano g : 1 y luego decrece hasta un mínimo local en el plano

c - 312 para volver a crecer a medida que q --t 2. Los dos m¡íximos presentes

en g : 1 ! e : 2, son consecuencia de que los ordenamientos antife¡romagnético,
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3. Diecusión y Conclusionee.

Pa¡a los sistemas estudiados en este capítulo, es decir, sistemas con coordinación

alta (6,8,12), cuyo Harniltoniano efectivo es el de Ileisenberg y con interacciones de

largo alcance, dadas por el modelo RKKY, nuevamente, no existen muche resulta-

dos ni numé¡icos ni analíticos. Por esta razón nuest¡os resultados, a pesar de ser

sólo un primer intento de estuilia¡ este tipo de sistema, constituyen un a¡rtecedente

para futuro cálculos y nos permiten ademrís sacar algunas conclusiones,

Una conclusión importante, conside¡ando los resultados obtenidos, es que uti-

lizar el número de vecinos original de la red de Bethe introduce facto¡es de peso no

físicos, los cuales desestabilizan el sistema, en el caso de coo¡dinaciones altas y una

interacción de largo alcance. El núme¡o de ¿-ésimos vecinm, que hemos defrnido

para redes cúbicas, ecuación (Gs), resuelve el problema de la sob¡eestimación. Esta

manera de conta¡ los vecinos puede ser extendida a otro tipo de redes, lo cual per-

mite usa¡ la aproximación de ¡ed de Bethe, dando una alternativa para resolver el

problema de la sobreestimación del núme¡o de vecinos lejanos, el cual es uno de los

mayores obstáculos para el uso de esta apro:<imación en sistemas en los cuales las

interaciones son de largo alca¡rce,

Podemos concluir del estudio de d-¡,,, es decir, el ángulo entre espines primeros

vecinos que minimiza la energía por sitio, como función de M, c y o, lo siguiente:

1) Si nos restingimos a un intervalo pequeño ea el parámetro o, las ya¡iaciones de

éste no tienen un efecto relev¿nte en los resultados; variaciones mayo¡es en este

pa.rámetro son equivalentes a variaciones en M. 2) El efecto de va¡ia¡ la coor-

dinación, cuando nos restringimos a estructuras cúbicas, no es importante en los

resultados; sin embargo, las coo¡dinaciones bajas afectan la forma de las cu¡vas de
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d-¡o como función de 9. 3) En todos los casos estudiados se presenta el fenómeno de

't¡abamiento de fase", discutido en la sección a.nterior, teniendose que para valores

crecientes del parámetro M el ancho de los inte¡valos en g, para los cuales se presenta

el "traba,miento", disminuye. 4) Exceptuando las regiones para las cuales se presenta

el "trabamiento' , el comporta.miento de las curvas es rineal en g, y las regiones en

que el sistema adopta el o¡den helicoidal, son mucho mayores que las regiones en que

se establecen ordenamientos convencionales, vale decir, fe*omagnetismo y antife-

rromagnetismo. Lo anterior, es un buen argumento para explicar los ordenamientos

presentes en las tierras raras; sin embargo, el ordenamiento antiferromagnético no

está presente, lo cual puede se¡ consecuencia de que el Hamiltonia¡ro que describe el

comportamiento magnético de las tie¡ras raras es el de Eeisenberg, miís un primer

té¡mino cor¡ectivo asociado a una anisot¡opía hexagonal. Esta última debe ser la

responsable de eliminar e1 o¡denarniento antiferr¡omagnético, además de ayudar a

estabilizar algunos de los ó¡denes helicoidales.

otro aspecto estudiado en este capítulo es la energía por sitio como función del

pará.metro g. Este estudio nos permite most¡ar explícitamente que los ordenamien-

tos convencionales son m¡ís estables que los órdenes helicoidales; esto lo concluímos

a partir de los mínimos locales que presentan las curva de energía por sitio como

función de g, para los valo¡es ente¡os de este pariá.metro. otro aspecto relevante de

las curvas de energía es que pa,ra valores semienteros del parámetro g ellas presentan

máximos locales, indicando que estos valores de g son los m¡ís inestables, lo cual se

refleja en las ¡elaciones de dispersión. El efecto de aumenta¡ M o la coordinación es

incluir un mayor número de espines interactuando, haciendo m¡ás estable la configu-

ración, lo que queda en evidencia ya que las cu¡vas de energía ma¡tienen su forma,
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pero sufren un corrimento a valo¡es menores de energía.

Las ¡elaciones de dispersión que obtemos estiín bien definidas; hemos logrado

esto incorporando en los factores Wt ! Wz de Ia ecuación (A-27), la expresión del

número de ¿-ésimos vecinos dada en la ecuarión (G.5), que es la misma que us¿mos

para evalua.r d-¡". Lo ante¡io¡ pone nuevamente de manifiesto la importancia de

cambiar el número original de n-ésimos vecinos de la red de Bethe, para evitar

resultados sin sentido, producto de la sobreestimación que da la red de Bethe para

el número de sitios de las capas muy Iejanas del sitio de inte¡és,

Podemos concluir, a partir de los resultados obtenidos al va¡iar los pa.rá.metros

cy M, qte el incluir más espines interactuando, ya sea aumentando la coo¡dinación

o aumentando la distancia a la cual empieza a actua¡ el apantallarniento, se traduce

en aumento del costo en energía que tiene excita¡ un modo particular. Esto se

explica debido a que se debe alterar la orientación de un número mayor de espines

para establecer el mismo modo.

El comportamiento de las curvas de dispersión como función del parámetro g es

muy variado, presentándose dos intervalos cla¡amente distintos. El primer intervalo

es aquel en que las relaciones de dispersión nos indican que el formalismo tro es

capaz de dar cuenta de 1a periodicidad ilel estado fundamental. El ot¡o interv¿lo

presente, es donde el fo¡malismo funciona sin problema, encontramos distintos tipos

de ¡elaciones de dispersión, a saber, del ferromagnética, antiferromagnética y una

gran cantidad de situaciones intermedias. El intervalo (0, 0.66), donde el límite

superior tiene una débil dependencia de la coordinación, es el que presenta problemas

para el formalismo, ya que, el mínimo absoluto de la cur¡a de dispersión no es

lco : O, es decir, la ausencia de excitaciones, sino un ko I O, que se interpreta
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como el congelamiento de un magnón como estado fund"mental, cuya periodicidad

no somos capa.es de predecir por nuestro formalismo. Para valores mayores de

g ilesaparece el problema, dando cuenta nuestro formalismo de la periodicidad del

estado fundamental y de su espectro de excitaciones. Una explicación posible de este

f¡acaso del fo¡malismo, es que la región de q donde se presenta el problema, es la más

inestable de acuerdo a los resultados de la energía por sitio, Sin embargo, que exista

una región para la cual suponer un estado fundamental con orden helicoidal no es

la solución del problema, deja abierta la posibilidad de ordenamientos magnéticos

mrís complejos que el feromagnético, antiferromagnético o un magnón helicoidal,

los cuales cla¡amente están presentes en las tierras raras, Koehler(5l) y Rhyne(62).

Finalmente podemos resalta¡, que Ia mayor estabilidad de los ordenamien-

tos convencionales, los cuales son conmesu¡ados y presentan el fenómeno de utr¿-

ba.miento" de fase, se ve como las curvas de miíximo valor en los gráficos de la

relación de dispersión en función de g, 1o que significa que excitar un modo, cuando

el estado funda.¡nqn¿¿l es muy estable, tiene un alto costo en energía.
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FIGURA 1. Interacción normalizada ent¡e dos espines n-ésimos vecinos, V" llvrl

(barras negras), y la interacción ante¡ior multiplicada por el número de n-ésimos

vecinos defrnido en ec. (&5), Z"(n)V" llz"(l)Yrl (barras blancas), como función de

¿. Cada frgura corresponde a un valo¡ de la coo¡dinación c, y en ambos casos

scn(%) = -1. Los ralo¡es de los parámetros son g = 0.765, M: l0 y a - 5.
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FIGUBA 2. Inte¡acción normalizada entre dos espines z-ésimos vecinos, v^ llvrl
(barras negras), y la interacción a¡rte¡ior multiplicada por el nrimero de ¿-ési.os

vecinos deñnido en ec. (G5), z"{n)v.llz.(t)rrl(barras blancas), como función de ¿.

Cada figura corresponde a un valor del parámet¡o .r, y en ambos casos sgn(% ) : _1.

Los rralores de los parrímetros son g:1.000, c = 6y M =j;O.
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FIGURA 3. Inte¡acción no¡malizada entre dos espines n-ésimos vecinos, V-/lürl

(barra.s negra.s), y la interacción anterior multiplicada por el número de n-ésimos

vecinos deflnido en ec. (ü5\, Z"(n)V"llZ.(l)VJ (barras blancas), como función

de z. Cada figura corresponde a un valor del parámetro M, y et ambos casos

sgn(yr) = -1. Los rr¿lo¡es de los pará¡netros Eon g : 1.345, c:6 y o = 5.
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FIGURA 4. G¡aficamos O^i.f r como función de g para tres valores del parámetro

o, en todos los casos M - LO y c: 6. La curva correspondiente a o :2 es negra, a

o:4 es roja y a o:6 es verde; sin €mbargo, las tres curvas prácticamente no se

diferencian.
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FIGURA 5. Graficamos O^iof r corto función de q pa.ra tres valores del parámetro

M, en todos los casos o :2 y c: t2. La curva correspondiente a M : 5 es negra,

a M :10 es roja y a M -2O es verde.
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FIGURA 6. Grafica.rros d-1"/zr como función de g para cinco valo¡es de la coor-

dinación c, en todos los caso M : LO y o : 2. La cu¡va correspondendiente a

c - 2 es negra, a c : 4 es roja, a c : 6 es verde, a c : 8 es violeta y a c : 12 es

na^ranja. Sin embargo, las t¡es curvas correspondientes a c : 61 8, 12 prácticamente

no se diferencian, fundiéndose en la curva negra con forma similar a la roja.



135

0.75

F.-

; 0.50

q)

0,25

0.00

0,00 1.00

q

FIGURA 7. Grafrcamos 0^i.f r como función de g para dos valores del parrfinetro

M usando el número original de ¿-ésimos vecinos de la red de Bethe. En todos los

casos r:2y c:6. La curva correspondiente a M:5 es negra y aM:10 es

roja.
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FIGURA 8. Graficamos 0^i.f r corno función de g para dos valores del parámetro

o usando el número original de r¿-ésimos vecinos de la red de Bethe. En todos los

casos M:10y c:6. La curva correspondiente ao:5 es negra y a o:10es

roja.
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FIGURA 9. Energía por sitio como función de g para tres valores del parrímetro o.

En todos los casos M -L0 y c:6, La curva correspondiente a o:2 es negra, a

o - 4 es roja y a o:6 es verde; sin embargo, las tres curvas práctica.mente no se

diferencian.

2.001.500.50



138

L00

qt

FIGURA 10. Energía por sitio como función de g para tres valores del parámetro

M. En todos los casos o=2y ¿:6. La cur correspondiente a M:5 es negra,

a M : LO es roja y a M :2O es verde.
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FIGURA 11. Energía por sitio como función de q para tres valores del parámetro

M. En todos los casos o:2y c:8. La cur correspondiente a M:5 es negra,

a M : lO es roja y a M :2o es verde.
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FIGURA 12. Energía por sitio como función de g para tres valores del parrí,rretro

M. En todos los casos o:2y c:12. La curva correspondiente a M:5 es negra¡

a M : lO es roja y a M :2O es verde.
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FIGURA 13. Energía por sitio como función de q para tres valores de la coordinación

c. En todos 1os caso M:1.0y o:2, La curva correspondendiente a c:6 es

negra, a c : 8 es rojay a c : 12 es verde.
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FIGURA 14. Energía por sitio como función de g usando el número original de

¿-ésimos vecinos de la ¡ed de Bethe. El valor de los parámet¡os es M : i:O¡ o :2
y la coordinación es c :6.
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I'IGURA 15. Relaciones de dispersión de magnones paxa g - 0.5000, o : 2 y

la coordinación c : 6. Las dife¡entes curvas cor¡esponden a distintos yalores del

parámetro M, se tiene que para M - 5 el ralor de 0*7^ln - 0.543, para M - LO el

v¿lo¡ de 0^¡"f r - 0.515 y para M - 20 el valor de 0^7,f r: 0.505.
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I'IGURA 16. Relaciones de dispersión de magnones para ( : 1.8276, o : 2 y

la coordinarión c -= 8. Las diferentes curyas corresponden a disti¡tos valores del

parámetro M, se tiene que paxa M :5 el l"alo¡ de 0^¡f r :0.665, para M : lO el

valor de 0^1"1r - 0.670 y para M - 20 el valo¡ de 0^7,f r = 0.678.
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FIGURA 17. Relaciones de dispersión de magnones para g - 1.0000, o - 2 y

la coordinación c : 6. Las diferentes curvas corresponilen a distintos valores del

parámetro M, se tiene que para M -5 el valor de 0^¡f r:1.000, para lI1 - 10 el

valor de 0^7^ fr - 1.000 y para M - 20 el valor de 0^7. fr - L.000.
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FIGURA 18. Relaciones de dispersión de magnones para g - 0.5000, M _ 10 y

o : 2. Las diferentes curva,s corresponden a distintos valores de la coo¡dinación

c, se tiene que para ¿ : 6 el valor de O^i.fr = 0.518, para c : g el valor de

0^7"1r :0.515 y para c - 12 el valor de d-¡"/zr - 0.51b.
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FIGURA 19. Relaciones de dispersión de magnones para g - L.8276,, M _ lO y

o :2. Las diferentes curvas corresponclen a distintos valores de la coo¡dinación

c, se tiene que para c:6 el valo¡ de 0^1.f n - 0.670, para c:8 el valo¡ de

0^7"f r - 0.670 y para c: 12 el valor de 0^i.f r : O.67O.
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FIGURA 20. Relaciones de dispersión de magnones para g: 1.0000, M - 10 y

o :2, Las diferentes curyas corresponden a distintos valores de la coo¡dinación

c, se tiene que para c : 6 el valor de 0^7"fn - 1.000, para ¿ : 8 el valor de

0^7.f r :1.000 y para c :12 el valor de d-¡"/zr - 1.000.
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I'IGURA 21. Relaciones de dispersión de magnones para coordinación c : 8,

con M : 10 y o : 2. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

del parámetto g; se tiene que g : 0.2390 y 0^1"f n :0.260 para la curva negra,

q:0.3333 y 0^,"1r - 0.350 para la curva roja, y g - 0.5000 y 0^¡f r:0.500para

la curva ve¡de,
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FIGURA 22. Relaciones de dispersión ile magnones para coordinación c = E,

con M : 10 y o : 2. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

del parámetro g, se tiene que g = 0.7500 y O^r"ln :0.763 para la curva negra,

q : 0.9000 y 0^¡ I r : 0.908 para ]a curva roja, y q : 1.0000 y 0*i^ I r = 1'000 pa¡a

la cu¡va ve¡de,
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FIGURA 23. Relaciones de dispersión de magnones para coordinación ¿ : 8,

co;r M -- 10 y o : 2. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

del parámetro g, se tiene que q : 1.2390 y 0-¡^f r :0.763 para la curv-a negra,

C: L.3276 y 0^¡"lr:0.670 para la curva roja, y g: 1.5000 y 0^¡fr:0.495para

la curva verde.
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FIGURA 24. Relaciones de dispersión de magnones para coordinación c : g,

cott M : 10 y o = 2. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores

del pa.rárnetro g, se tiene que q - 1.7890 y 0^¡f r :0.255 para la curva negra,

C: 1.8500 y 0^rolo:0.138 para la curva rojaty e:1.9000 y 0^¡f r - 0,095 para

1a curva verde.
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FIGURA 25. Valor de kaf r para el cual la relación de dispersión es mínima como

función de g, para tres valores diferentes de la coo¡dinación. Las curvan correspon-

dientes a c - 6 (negra) y a c = 8 (roja) se funden en una sola, la curv¿ en verde

corresponde ac:12.
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EIGURA 26. G¡áficos tridimensionales que ilustran la relación de dispersión de

magnones para coordinación c : 6 como función de ka f n y C. El valo¡ de los

parámetros es M : lO y o = 2.
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FIGURA 27. G¡áficos t¡idimer¡sionales que ilustran la relación de dispersión de

magno¡res para coordinación c : 8 como función de lcaf r y g. El valor de los

pa^r:ímetros es M:LOy o *2,
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FIGURA 28. Gráficos tridimensionales que ilustran la relación de dispersión de

magnones para coordinación c: 12 como función de kaf r y c. El valo¡ de los

parámetros es M:lOy o -2.
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VII. CONCLUSIONES

1. Aspectos Generales.

En este capítulo resumimos los resultados y las conclusiones más importantes

de este trabajo. Incluímos ademiís algunos comenta¡ios sobre las diferentes posibi-

lidades para extenderlo, o de usarlo como punto de partida para nuevc cálculos.

El interesante comportamiento magnético que presentan las tierras raras metá-

licas pesadas(6s), incluye o¡denamientos magnéticos complejos, los cuales difie¡en

de los convencionales: ferromagnetismo y antiferromagnetismo. Muchos de estos

o¡denamientos poseen caracte¡ísticas helicoidrl""(z ) , con periorlicidades que pueder

o no se¡ conmensuradas con la est¡uctura cristalina del elemento. Este tipo de

sistemas son descritos por un Hamiltoniano efectivo de Heisenberg con interacción

de largo alcance y oscilatoria, dada por el moilelo RKKY(r8). Lo anterio¡ motivó

nuestro interés en el estudio del ordenamiento magnético del estado fundamental

y del espectro de excitaciones del Hamiltoniano de Heisenberg con inte¡acciones

competitivas de alcance a¡bitrario. Conside¡ando además, que un planteamiento

tan general del problema incluye como casos particulares a muchos otros sistemas

magnéticos, adem¡ís de las tie:rras laras, su solución general es entonces un obje-'

tivo muy deseable. Sin embargo, trabajar en forma a¡alítica o numérica una in-

teracción de alcance arbitrario, pa¡a un sistema real, mediante los métodos usuales

es prácticamente imposible. Por lo tanto, se hace necesa¡io trabajar con sistemas

miís simples que preserven los aspectos físicos fundamentales del problerna, Un

157
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enfoque relacionado, propuesto por Trias e Yndu¡ain(36), consiste en resolver el

problema mediante la técnica de funciones de G¡een sobre la topología de una red

de Bethe. En el capltulo II analizamos el formalismo desarrollado por estos autores,

evaluando de esta manera las ventajas y desventajas de este particular enfoque del

problema. Concluímos de este análisis, que este tipo de solución tiene la interesante

ventaja que nos permite obtener, en fo¡ma analítica, el espectro de excitaciones

del Hamiltoniano de Heisenberg, con interacciones de alcance arbitrario, y para

cualquier coordinación. Sin embargo, la ¡estricción de estos autores solamente a

un estado fundamental ferromagnético es la mayor limitación del formalismo, so-

b¡e toilo cuando estamos interesados en interacciones de ca¡ácter competitivo, las

cuales, en general, tienden a establecer ordenamientos distintos del ferromagnético.

Lo ante¡ior nos motivó para buscar una extensión del fo¡malismo, conside¡ando un

estado fundamental m¡ís general, que permita incluir interacciones competitivas.

Así desarrollamos un formalismo que nos permite estudia¡ sistemas desc¡itos

por el Hamiltoniano de Heisenberg, con interaccio¡es ferromagnéticas, antiferro-

magnéticas o una combinación de ellas, sin ninguna restrición sob¡e el alcance de las

mismas. Considerando las ventajas del formalismo de Trias e Yndurain, estudiamos

estos sistemas con la técnica de funciones de G¡een en la aproximación de la ¡ed de

Bethe. Sin embargo, desarrollamos un formalismo en el cual se pa,rte de un estado

fundamental semiclásico, un arreglo helicoidal de espines. Con esta elección pode-

mos caracterizar el estado fundamental como ferromagnético, antiferromagnético

(estado de Néel) o como un magnón congelado. En todos los casos determinamos

la periodicidad que adopta el estado funda"'entalr evaluando el iíngulo ent¡e es-

pines consecutivos que minimiza la energía por sitio del sistema, ya que este ángulo
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caracte¡iza completamente al estado propuesto. Finalmente, evaluamos la ¡elación

de dispersión, y eventualmente, la densidad local de estados de magnones.

Nuestro formalismo permite reobtene¡ ¡esultados analíticos ya conocidos. si im-

ponemos un ángulo cero entre espines consecutivos, es decir, un estado fund¿mental

ferromagnético, recobramos los resultados de T¡ias e Yndurain(su), Ademiís, en el

caso de la cadena unidimensional con interacción a primeros vecinos, obtenemos las

relaciones de dispersión y las densidades locales de estados correspondientes a am-

bos casos, ferromagnético( r o ) y antiferromagnético( { I ) , dependiendo de la elección

del signo de la interacción.

Uno de los ¡esultados m¡ís importante de este trabajo es que el formalismo

desa¡rollado permite tratar todos los casos en forma equivalente, sin necesidad del

tratamiento usual de sub¡edes para el antiferromagnetismo(54 ) ' 
(55 ) ' 

( 66 ) . Miís aún,

este método es el único que permite pasar contínuamente (por ejemplo, en la reiación

de dispersión) del caso ferromagnético al antiferromagnético. Esto último quedó

ilustrado en el caso de la cadena unidimensional con inte¡acciór a primeros vecinos,

en el capítulo III.

Dado que el formalismo da un tratamiento equivalente a todos los ordenamien-

tos magnéticos que puedan adoptarse, podemos conclui¡ que desarrollamos una he-

r¡amienta poderosa que nos permite estudiar una gran va¡iedad de sistemas, sin un

análisis previo del tipo de estado fundamental que posee cada uno en particular.

Ailemrís de mostrar explícitamente que el modelo de dos sub¡edes no es un requisito

esencial en el t¡atamiento del antifer¡omagnetismo.

Los ilistintos tipos de sistema.s a los cuales aplicamos nuest¡o fo¡malismo nos

permiten tene¡ una visión global de sus posibilidades y limitaciones. A continuación
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propo¡cionamos algunos de los ¡esultados y conclusiones generales asf obtenidos.

El ángulo entre espines consecutivos carzcteriza completamente el estado fun-

clamental semicl¡ísico propuesto, lo que nos motir¡¿ a estudia¡ la dependencia de esta

magnitud como función de los parámetros que caracterizan los diferentes sistemas,

El ángulo se determina exigiendo que su configu¡ación ¡esultante minimice la energía

por sitio. Este ángulo tiende a adoptar valores taies que el ortlenamiento obtenido

sea conmesurado con la periodicidad presente. En el caso de los sistemas helicoidales

y en aquellos con inte¡acciones de mediano alcance, el ángulo tiende asintóticamente

a valores que producen configuraciones conmesuradas con la periodicidad de la hélice

en el primero caso, o de la red, en el segundo, Estos límites asintóticos se obtienen

para valores grandes de la interacción competitiva, compa,rados con el valo¡ de la

inte¡acción a primeros vecinos. En el caso de sistemas con inte¡acciones RKKY, la

tendencia del ríngulo a adoptar valores que implica"n o¡denamientos conmensurados

con la periodicidad se manifiesta mediante el fenómeno de "trabamiento de fase"(uo),

en el cual los ordenrtnientos conmensurados se adoptan y mantienen en un intervalo

en torno al valor exacto del parámetro que hace conmensurable la interacción con la

perioilicidad ile la red. Ta.mbién podemos encontrar grandes regiones en el espacio

de parámetros en que el ángulo adopta valores que corresponden a ordenamientos no

co[mensurados, o de periodicidad muy larga. Lo ante¡ior permite comprender, en

base al formalismo planteado, la existencia de estos o¡denamientos no conmesu¡a-

dos, los cuales se presentan en diferentes materiales magnéticos con interacciones

competitivas.

Otra magnitud estudiada en este trabajo es la energía por sitio; sin embargo,

este cálculo se realiza para un estado semicl¡ísico, lo que signiffca que los valores
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obtenidos son mayores que los obtenidos de un cálculo cuántico. Este hecho Ie resta

importancia a los valores obtenidos; sin embargo, teniendo en cuenta er buen acuerdo

cualitativo logrado al comparar de nuest¡os resultados con resultados numéricos

cuánticos(tn), obtenidos para sistemas frnitos en el caso unidimensional, podemos

pO§tulal qae la dependencia de la energÍa por sitio como fitnción de los diferentes

parámetros del sistema refleja el comportamiento de la solución exacta. Es decir,

que nuestro cálculo mantiene esencialmente la estructura de máximos y mínimos

del cálculo cuántico de esta magnitud. En base a la a¡rte¡ior suposición podemos

explicar la tendencia del sistema a adopta"r ordenamientos conmensu¡ados dado que

para estos valo¡es la energía por sitio tiene un míni:no local.

2. La Relación de Dispersión.

En todos los casos evaluamos las ¡elaciones de dispersión, pudiendo concluir lo

siguiente:

i) Nuestro formalismo permite obtene¡ relaciones de dispersión bien definidas,

es decir, or (/c) > 0 en todo el intervalo de interés en el espacio /c.

ii) En los casos en que el ordenamiento del estado fundamental resulta ferro-

magnético, la relación de dispersión se ca¡acteriza por tener un mínimo absoluto

en Ic = 0, La curva de dispersión para k I0 resulta ser monótonamente c¡eciente

como función de /c.

iii) En los ca¡ios en que el ordenamiento del estado funda.mental resulta antife-

rromagnético, la relación de dispersión se caracte¡iza po¡ tener un mínimo absoluto

en /c : 0, y ser simétrica en torno a k - rl2a. Esta simetría se debe a que para

el caso antiferromagnético se establece una nueva periodicidad igtnl a 2o, donde ¿
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es el parámetro de red. Lo anterio¡ implica que el vector máximo de la primera

zona de Brillouin, que inicialment e e rf o, se reduce a la mitad, es decir, a nf 2a,

produciendo esto la simet¡ía en torno a k - ¡ l2a.

iv) Los resultados obtenidos para las relaciones de dispersión en los casos de

coordinación dos presentan dos aspectos relevantes. El primero es que en ausencia

de excitaciones & : 0 siempre resulta se¡ la posición del mínimo absoluto de la

curv'¿ de dispersión, lo cual confirma que el ordenamiento predicho como el estado

fundamental es el de mfnima energía. El segundo aspecto es que en los casos que el

estado fundamental presenta orden helicoidal encont¡amos que el costo en energía de

una excitación con la misma periodicidad del estado fundamental es ce!o. Es decir,

las curvas de dispersión en el caso de un estado fundamental helicoidal tienen dos

mínimos absolutos, uno en Ic : 0 y el ot¡o en /c¿ -- d-r" y en arrbos casos cu(&) : O.

Este resultado es probado analíticamente en el Apéndice 5, y nuestra interpretación

es que se trata de una rotación rígida de la cadena unidimensial, teniendo en cuenta

que sólo se presenta para coordinación dos.

v) Las relaciones de dispersión obtenidas para los casos de coordinación mayores

que dos diffe¡en bastante de las obtenidas para el ca.so c:2. Uta de las diferencias

miís importa.ntes, que se presenta con interacciones de mediano alcance, es que si el

estado fundamental tiene orden helicoidal ko : 0^¡. pasa a ser el mínimo absoluto

de la curva, Lo a¡¡terior implica que el estado con /c : 0 no es el de meno¡ ene¡-

gía; sin embargo, el ordenamiento que se establece como el de menor energía tiene

la misma periodicidad que el estado fundamental propuesto. Este hecho induce

a conclui¡ que el ordenamiento helicoidal propuesto como el estado fundamental

es aún restrictivo para el sistema, y si bien el fo¡malismo es capaz de predecir la
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periodicidad del estado fundamental, obtener la estructura precisa de éste requiere

postular como punto de partida un ordenamiento miás general. Debemos también

tener en cuenta que redes de Bethe con coordinaciones mayores que dos no tienen

realización en el espacio tridime¡uional, lo cual restringe la interpretación de los re-

sultados obtenidos. En el caso de la interacción RKKy no encontramos el problema

antes enunciado; sin embargo existe un intervalo a¡rómalo en el parámetro de con-

mensurabilidad, en el cual el fo¡malismo no predice correctamente el ordena¡niento

del estado fundamental y ni siquiera su periodicidad. En este caso el mínimo abso-

luto de las relaciones de dispersión no esta ni en Ic : 0, ni en ko: 0^¡, sino que se

p¡esenta para lca : zr, sin que del formalismo resulte un estado funda,mental anti-

ferromagnético, y sin presentar la usual simetría en torno a ka : r /2, ca¡acterística

del antiferromagnetismo. La única explicación que podemos da.r para este hecho es

que la región en que se presenta, la cual hemos dado en llama¡ anómala, es la región

m¿ís i¡restable desde el punto de vista energético.

3. Los Sistemas Dstudiados.

a continuación resumiremos las conclusiones para cada uno de los sistemas que

hemos estudiado:

i) En los sistemas helicoidales, estudiados en capítulo IV, el resultado máq ¡sle-

va¡te es la e:<istencia de valores críticos del cuociente ent¡e la inte¡acción al .lv-ésimo

vecinos y el módulo de la interacción a primeros vecinc, ecuación (4-3). para estos

valores cíticos los ordenamientos magnéticos convencionales, (ferromagnetismo o

antiferromagnetismo), se hacen inestables. Los resultados analíticos obtenidos para

la dependencia en lY de los valo¡es críticos concuerdan con los encontrados en la



164

literatura(l')'(ro)'(47), para la cadena lineal con interacciones a primeros y segundos

vecinos (,lV : 2), y razonablemente con un trabajo reciente(.") , en el que se estudian

estos sistemaa helicoidales desde un punto de vista electrónico. El anterior ¡esultado

nos permite concluir que a medida que la interacción competitiva se establece con

un vecino mrís distante, la magnitud de ella requerida pa"ra inestabilizar los orde.

na.mientos convencionales es menor. otro resultado relevante para estos sistemas es

que las relaciones de dispersión obtenidas tienen mínimos locales. Estos son inter-

pretados como estados metaestables del sistema, que se presenta.n para excitaciones

corn ka : nd-¡o, con n : 2,3,4r. .., es decir son excitaciones con longitud de onda

conmensurada con la periodicidad del arreglo helicoidal fundamental. Lo a¡rtertior

ratifica nuest¡a conclusión de la mayor estabilidad de las estructuras conmensurad.as;

en este caso son conmensuradas la periodicidad de las excitaciones y la periorlicidad

del estado fundamental.

ii) Para los sistemas con sólo las tres primeras interacciones no nulas obtene.

mos los diagra.mas de fase magnética que presentarnos en el capítulo v, Estos nos

permiten determinar, dadas las interacciones, que tipo de ordenarniento presenta

el estado funda¡nental. sin embargo, las relaciones de dispersión obtenidas para

estos sistemas nos muestrar, en el caso de coordinaciones altas, un mlnimo abso-

luto pa.ra un magnón con igual periotlicidad que el orden helicoidal postulado. Esta

inestabilidad del estado fundamental implica que nuestro ansatz original no es del

todo correcto; sin embargo, la estructura óptima diñere muy poco del o¡denamiento

propuesto, ya que es suficiente congelar un magnón con la misma perioilicidad que

el o¡den helicoidal, para obteuerla. Concluímos de lo anterior que si bien pode.

mos determina¡ el ordenamiento del estado funda.rnental, dadas las interacciones, la
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restricción impuesta, vale decir, que los espines 8e mantengan esencialmente en el

plano perpendicular al eje de la red, es todavía excesiva para reproducir la est¡uctura

óptima, haciendose necesa¡io refo¡mular el problema para obtener el nuevo estado

fundamental. Sin embargo, teniendo en cuenta que estamos trabajando en la aproxi-

mación de la ¡ed de Bethe, lo que significa una topología distinta a la del espa-

cio t¡idimensional, y que nuestro estado fundamental es semicliísico, los resultados

obtenidos son aceptables bajo estas ¡estricciones.

iii) Los últimos sistemas que estudiamos son aquellos cuyo Harniltoniano efec-

tivo es el de Heisenberg con interacciones de largo alcance, dadas por la interacción

de RKKY. Una conclusión importante, considerando los ¡esultados obtenidos, es

que utilizar el número de vecinos original de la red de Bethe introduce factores de

peso no físicos, los cuales desestabilizan el sistema, en el caso de coo¡dinaciones

altas y una interacción de largo alcance. El núme¡o de n-ésimos vecinos, que hemos

definiilo para redes cúbicas, ecuación (G4), resuelve el problema de la sob¡eesti-

mación. Esta manera de contar los vecinos puede ser extendida a otro tipo de redes,

lo cual permiti¡ía usar la aproximación de red de Bethe, dando una alternativa para

resolver el problema de la sobreestimación del número de vecinos lejanos, el cual es

uno de los mayores obstáculos para el uso de esta aproximación en sistemas en los

cuales las interaciones son de largo alcance.

4. Ordenamientos con interacción RKKY.

Del estudio del ángulo entre espines primeros vecinos que minimiza la energía

por sitio, como función de los parámetros ¡elerra¡tes del sistema, podemos conclui¡

lo siguiente:
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i) El efecto de variar la coo¡dinación en la dete¡minación del ordenamiento

que presenta el estado fundamental, cuando nos restringimos a est¡ucturas cúbicas,

es prácticamente inapreciable. El ordenamiento sólo depende de la forma de la

interacción, la cual es determinada po¡ el parámet¡o de conmensu¡abilidad.

ii) En todos los casos estudiados se presenta el fenómeno de "trabamiento de

fase'(Eo), el cual refleja la mayor conveniencia para el sistema de establecer un

ordenamiento magnético conmensurado con la red.

iii) Exceptuando las regiones para las cuales se presenta el "trabamiento", el

comportamiento de las culvas es lineal como función del parámetro de conmen-

surabilidad g, presentando grandes regiones en que el sistema adopta el orden

helicoidal, De este modo, nuestros ¡esultados dan cuenta de los o¡denamientos

p¡esentes en las tier¡as raras; sin embargo, el antifer¡omagnetismo predicho por

nuestros cálculos no está presente en ellas(2). Adjudicarnos este desacue¡do a que

el Hamiltoniano que describe el comportamiento magnético de las tier¡as raras es

el de lleisenberg, más un primer té¡mino cor¡ectivo asociado a una anisotropía

hexagonal(zs)'(57)'(68). Esta última debe ser la responsable de elimina¡ el orde-

namiento antiferrromagnético, ademiís de ayudar a estabilizar algunos de los ó¡denes

helicoiilales. Debemos también tener presente que la interacción indirecta en las

Tie¡ras Raras reales es mucho más compleja que RKKY debido a que las superfrcies

de Fermi en estos elementos ilistan mucho de se¡ esféricas como supo[e el modelo.

5. Euergfa y Relación de Dispersión con i¡rteracción RI(KY.

Otro aspecto estudiado para estos sistemas es la energía por sitio como función

del parámetro g. Este estudio nos pe¡mite reafi¡mar nuestra conclusión de que los
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ordenamientos conmensurados, en este caso los convencionales, son más estables

que los órdenes helicoidales, debido a que para los primeros se p¡esentan mínimos

locales de la energía, Por otra parte, al c¡ece¡ Ia coo¡dinación se hace más estable

la configuración, lo que queda en evidencia ya que las curvas de energía mantienen

su forma, pero sufren un cor¡imento a valores meno¡es de energía.

Las conclusiones obtenidas al analizar las ¡elaciones de dispersión para estos

sistemas son:

i) Al incorporar la expresión del número de ¿-ésimos vecinc dada en la ecuación

(C4), las relaciones de dispersión resultan bien deflnidas. Lo anterior pone nue.

vamente de manifiesto la importancia de cambiar el número original de ¿-ésimos

vecinos de la red de Bethe, para evitar resultados sin sentiilo, producto de la se

b¡eestimación que da esta red para el número de sitios de las capas muy lejanas del

sitio de interés.

ii) Aumentar la coordinación, es decir, inclui¡ más espines interactuando, se

trarluce en aumento del costo en energía que tiene excita¡ un modo particular, Esto

se explica debido a que se debe alte¡ar la orientación de un número mayor de espines

para establecer el mismo modo.

iii) Las curvas de dispersión como función del parámetro g, donde q es el

parámetro de conmensu¡abilidad, presentan dos intervalos claramente distintos. El

primero, en el que las relaciones de dispersión nos indican que el formalismo no

da cuenta de la periodicidad del estado fundamental. En el ot¡o intervalo el for-

malismo funciona sin problema. En el intervalo que presenta problemas, el mínimo

absoluto de la curv-¿ de dispersión no es Ia ausencia de excitaciones, sino que el

congelamiento de un magnón, cuya periodicidad no somos capaces de predecir con
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nuestro fo¡malismo. Sin embargo, que exista una región para la cual suponer un

estado fundamental con orden helicoidal no es la solución del problema, deja abierta

la posibilidad de o¡denamientos magnéticos miís complejos que el ferromagnético,

antiferromagnético o un magnón helicoidal, los cuales claramente esta¡ presentes en

las tierras raras. (Koehler(61) y Rhyne(52)).

6. Extensiones y Proyecciones.

Finalmente nos interesa mencionar algunos cálculos que completan el análisis

de los sistemas estudiados, extensiones del formalismo desarrollado y posibles pro-

blemas que pueden ser abordados con un formalismo similar,

Uno de los aspectos más interesantes que presentan los sistemas magnéticos

con inte¡acciones competitivas es su comportafiriento como función de la tempera-

tura. En la lite¡atura(26)- (sz) podemos encontrar resultaalos para sistemas cuyo

Ilamiltoniano es el de Ising con interacciones competitivas, los cuales muestran un

comportamiento no lineal de ciertas variables como función de la temperatura, como

por ejemplo, estructura.s fractales o "escaleras del diablo". Lo anterior es un im-

portante estímulo para estudiar Ia termodinámica de los sistemas en que hemos

estado interesados. Este estudio requiere la evaluación de integrales que incluyen la

estadística de las excitaciones, vale decir, la función de Bose-Einstein, y la densidad

de estado de los magnones. Este tipo de integrales ha sido estudiada en detalle y se

demuestra que resultan d.ivergentes para dimensionalidad baja(8). La red de Bethe

presenta ciertas características unidimensionales que se traducen en la imposibilidad

de evaluar las integrales necesarias, lo cual ha sido la dificultad insalvable en nuestro

intento de estudiar la te¡modinámicas para estos sistemas, a partir de los resultados
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obtenidos con nuestro formalismo.

Una de la.s posibles extensiones de este trabajo es desa¡¡ollar un formalismo

similar a partir de un ordenamiento para el estado fundamental miís general que un

o¡den helicoidal, que tenga en cuenta componentes de los espines fuera del plano

perpendicular al eje de la red. Desar¡ollar un formalismo a partir de un orde-

namiento de este tipo debe¡ía solucionar, a lo menos en parte, los problemas de

predecir el ordenamiento del estado fundamental en el caso de interacciones de al-

cance intermedio para coordinaciones altas, estudiado en el capítulo V, y la región

anómala encontrada en el estudio de la interacción de largo alcance RKKY, realizado

en el capítulo VI.

En resumen, se ha presentado un fo¡malismo simple que considera los aspectos

físicos ¡elevantes del problema, dentro de la aproximación de ¡ed Bethe, y que nos

permite estudiar una g¡an variedad de sistemas magnéticos, descritos por el Eamil-

toniano de Heisenberg y cararterizados po¡ las diferentes fo¡mas que pueilen adoptar

las inte¡acciones. Un formalismo similar puede aplicarse a otros sistemas magnéticos

con Hamiltonianos de Heisenberg que incluya"n términos, ya sea de campo externo o

bicuadrático. Otra interesante posibilidad es estudiar el H"rniltoniano de fleisenberg

anisotrópico, el cual tiene la ventaja de establecer una conexión continua con el caso

de Ising pu¡o, para el cual existen resultados(26)- ("r) con interacciones competitivas

de mediano y largo alcance.



APENDICE 1

tr'unciones de Greeu.

Introducimos a continuación el formalismo de funciones de G¡een de dos tiem-

pos, también llamadas del tipo Zubarev, el cual nos permitirán ¡esolver el problema

dinámico.

En un sistema con Hamiltoniano ¡, independiente del tiempo, definimos el

nuevo operador )/

x--H-p,N, (41-1)

como nuevo Hamiltoniano, donde p es el potencial químico y N es el operador del

núme¡o total de partículas. Utilizando (A1-1) escribimos los operadores en el cuadro

de Heisenberg como

A(t) : ¿ixt ¡"-;xt

Definimos la función de Green de dos tiempos G(ú, ü') por

G(t,t',) - c(t - t') - ((á(¿), B(¿',))) - -r(T,{(¿)B(¿'))

El promedio en (Af-a) es sob¡e el ensemble gran canónico, es decir:

(41-2)

(A1-3)

(..'): Q-'Tr ("-'u ...) , (41-4)

1

KT,

siendo

Q -Tr(r-xP)
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con p: (A1-5)
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de

v

la función de partición gran canónica y T corresponde al operador simbólico

ordenamiento temporal

TA(t)B(t') : e$ - t')A(t)B(t') + q/(t' - t)B(t')A{t,) , (A1-6)

donde

(A1-7)

(A1-8)

(A1-10)

d(,):{l: :l?1,

[ +1, pa.ra operadores bo6onicos,

' 
: 

t -t, para operadores fe¡miónicos.

Notamos que a temperatura nula los promedios térmicos se ¡educen al valor esperado

en el estado fundamental.

La ecuación pa.ra la funcióo de Green viene dada por

,E#9: á(¿ - /)([/(¿),8(r')]) + 1pff,ap,1¡¡ , (A1-e)

donde la evolución temporal de los operadores está dada por la ecuación de Heisen-

berg,

try):vg),El



APENDICD 2

Condiciones de Borde.

A continuación escribimos las I ecuaciones análogas a (Z-fO) para el caso .lI : )
con0(,\al,

(A2-1)

donde hemos separado las sumas en dos pa.rtes, la primera de 1 a ) donde no

alcanzamos a pasa¡ por el origen, y la segunda de .\ * 1 a I, en la cual si se pasa por

el origen.

Esc¡ibimos ahora, las I ecuaciones usuales, es decir, iguales a (2-1g) para el caso

,/
(o - r)G¡(.) : óro - Dr* ( G,_n(") * (c - l)kG¡*¡(o.r)

k- | \

*-1

* p:," - z)(" -1)*-- .G^**-,* ("))

I

- D ,, (a-ry rcr-^(u)*(c-1),G¡*r(u.,)
J-¡+l \

)-1

.r- p:," - z)(" - r)i-^-, G^* ¡_,- (")),

L72
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(o - e)G¡ (,) = - f ,r("^-rqr) + (" - l)eG,*o(cr)\r=1 
*8," -z){"-L)o---'G^**-,-trl)

t/

- L J, ( cr_^ (,) + (¿ - r)ic¡, r(u)
j=I+¡ \

, p;,. - z)(" *1),---,G,*¡-,- t,)),

N:)>J

(^2-2)

también hemos separado las sumas en dos partes, para fac itar ra comparación.

A continuación pasaflros a analiza¡ las diferencias entre las ecuaciones (A2-1)

y (L2-2). La primera, es el término 6¡¿, el cual se incluye en la ecuación formal

dada en la relación (z-17), pero no aparece cua¡rdo lv ) I, apareciendo sólo cuando

,/V puede ser nulo, es d.ecir, cuando N : .l con O < I < l. Otra diferencia es la

coordinación que aparece acompañando al término G¡-¡¡ eue usualmente era L,

esto se explica por que al pasa^r por el origen la coordinación de los posos hacia

éI, que inicialmente era 1, pasa a ser (c - 1), ya que sobrepasa.mos el origen y los

ptzsos se alejan de él por otra rama de la red. La última dife¡encia entre estas dos

ecuaciones es el límite superior de la última suma, la cual corresponde a i¡ hacia el

centro rn posos cambiar de di¡ección y alejarse de él j - m-t posos. Fijar el límite

superior como ) - 1, signifrca que imponemos que no se pase por el centro, debido

a que si pa:ramos por él ya no tiene sentido esta posibilidad.

Las condiciones de borile consisten en imponer que el sitio central de la red de

Bethe sea equivalente a cualquier otro, rale decir, que las ecuaciones (!ú-t) y (lxz-z)

sean igales' Para esto restamos las dos ecuaciones e iguala.mos a cero el resultado,



Haciendo Ios ca.mbios de índices m : n l) y & : j - l, V reesc¡ibiendo la ecuación

(42-3) de la siguiente forma

¡- ¡

- I J**^Mr :6^o ,

donde hemos deñnido

k- 1

Mx : G-x(w)- (c - 1)ÉG¡(o) + »(" - z)(" - 1)h-"-L G1,-2-(u) - (A2-5)
t!=O

Evaluamos (A2-3) para .\ : I - 1,1 - 2,...,o, y obtenemos la forma explícita

M,-^ : -T para,\: o,,r,2,...,t_ 7.

obteniendo:

t/

I ¿ (c.,-¡(r) (" r), 'G¡-^(,)
i= ¡ + I \

i-L

* L-'t, - z)("-1)'---'G^*¡-,-(r)) : ¿^" .

ñ- r /

!Á(vi-'-vl-^) :H,,

/r - , 'i , \Á,:A,l-*¿¡
\/

Combinando (AZ-S) y (A2-6) obtenemos las condiciones de bo¡de buscadas:

¿- 1

Gr-, (r) - (c - t)r-r Go (r) + D @ - 2)(c- 1)r--- r t*-,*(w) : -) . Wr-rl

Las anteriores son J ecuaciones, ya que debemos reemplazar todos los posible valores

de .\,es decir, \ : O,L,Z,. . . ,I - 1. Usando la función de prueba de Trias e Yndurain,

relación (Z-Zt), y las definiciones dadas en (2-22), podemos expresax las I ecuaciones

anteriores como
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(A2-3)

(^2-4)

(A2-6)

(A2-8)

donile

(A2-s)
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Las J constantes á¡ quedan dete¡minadas por el sistema de I ecuaciones dado

en (AZe). Este sistema es soluble, y el método utilizado para resolverlo está am-

pliamente explicado en el trabajo original de Tria"s e Yndurain(38). Las soluciones

obtenidas para las .{ son:

(2-26)

donde l7'(y;) es la derivada dew(y), defrnido en (Z-ZS), con respecto a y evaluada

e¡ la raiz correspondiente, y¡ .



APENDICE 3

1. Determinación de G6 (cu).

Nos interesa dete¡minar G6 (cu) eliminando la dependencia en o, defrnido en

(a-ZZ). Para esto combina.mos las soluciones para las funciones auxiliares Io (r) y

As(c.r), ecuaciones (3-ZS), de acuerdo a las relaciones dadas en (3-14), obteniendo:

G6(o)- *:! f" 
- 

sen2(/) t ( t .+ --l-) r4. 1or-r1crr Jo , 4G=) "*,(d)- Z \¿, - A ú2 -w2 )r- -
c2

Sin embargo, debemos eliminar la dependencia eD. o que presenta Go (or) a

través de úr, y Ñr,r. Para esto reescribimos las ecuaciones (3-24) utilizando las

deflniciones dadas en (3-23):

donde

I

tt,(ó, 0) : lv"cos(zá) (c - r)i
¿=1

(A3-2)

(43-3)

(A3-2) y comparan-

ú, :, - * :*,rr,t) - -!n,(ó,e) ,

ú, : a - e(0)o :fr,(ó,q : -oll2(g,0),

(2"o,(oo)l.==g#)g)) ,

(A3-4)
e(0) - {11($,0)

e(0) - n,@,0)
o:

t76
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Pa¡a evaluar G6 (a,l) debemos calcular

- I 1 ú,-ú,-ffr-Ñ,
--!

ú, -w, ú, -w, útú2 - útw2 - úrw, lwrwz

Usando las ¡elaciones (43-2) tenemos

(A3-5)

lo cual puede ser reagrupado de la siguiente forma:

Utilizando (A3-3) tenemos que

[(u(a) - o,)o-' + (e(0) - n,)ol : 2

zw - l(e(O) - o, )o-' + (e(d) - o,
(a,-e(á)o-t¡1ru-e(O)o)*(wo- e(á))o, + (wo-, - e(d))o, +o,n, '

(A3-6)

(A3-7)

/G(á)- r¡,)(.(d)- n, , (A3-8)

reemplazando en la ecuación (43-7), obtenemos

--2w-zt/G@=oJGa]-ni_--@
donile

2

w - yñ,([flwf6¡) '
(A3-e)

w,(ó,0) - e(0) - nr(ó,O) . (A3-10)

Usando el resultado (A3-9) en (43-1) obtenemos la función de Green deseada:

co(o): '*! 1""

2u -l(@) - o,)o-' + (e(0) - o,)
t,tz - ul(e(o) - o1)o-r + (e (d) - n,)dl + (e (0) - n,

donde al utilizar (A3-10), (A3-3) y (:-rS) podemos esc¡ibirW,(ó,0) yWr($,0) de
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la siguiente forma:

I

w,(ó,0): f v" cos(nd)("(c - 1)'-r
¡=t \

- (c - t)i (2"o"(,,ól + 9 2scn((z - 1)ó)\\
\ ,-l *.r(@ ))'

t/
w,(ó,0): I v" ( cos(zá)c(c - r)^- t

\

- (c - r)+ (r.*i,O¡. : _?_:l$fr)o)))
(A 3-12)



APENDICE 4

1. Determinación de X;ttt"".

Nos interesa dete¡minar la dependencia de )(;.ttt"" como función de .rY. El

valor de X¡ definido en la ecuación (4-3), para el cual el ferromagnetismo o el

antiferromagnetismo, según sea el caso, d.eja de ser el ordenamiento del estado fun-

damental, es aquel que hemos definido como X;irti"". Analizamos a continuación y

por separado, los casos en que el estado fundamental deja de ser ferromagnético o

antiferromagnético.

2. Caso Ferromagnético.

Considera¡nos el caso en que el sgn({) - +1 y tomemos un valor de X¡ nega-

tivo, pero pequeño; es decir, inclulmos una iuteracción antiferromagnética con los

JV-ésimos vecinos mucho menor que la interacción ferromagnética con los primeros

vecinos. Mientras el sistema adopte el ordenamiento ferromagnético el ángulo entre

espines consecutivos (d), es cero. Sin embargo, al aumenta¡ la interacción competi-

tiva con los JV-ésimos vecinos, el ordenamiento ferromagnético deja de ser el estado

funrla,mental del sistema y éste adopta un ordec helicoidal, para el cual d I 0. Nos

interesa determinar el X¡¡ para el cual esto sucede, es decir, aquel valor crítico de

X¡ pa.ra el que el ángulo que minimiza la energía por sitio es distinto de ce¡o.

Espera.mos, por lo ilustrado en las figuras 2 y 3, que 0 como función de X¡ sea

continua; por lo tanto, buscamos el X;'rri"" que tiene ur 0 f O, pero muy pequeño.

179
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Para evaluar el d mínimo de¡ivamos la energía por sitio, dada en la ¡elación

(4-2), considerando sgn(d ) : 1, e igualamos a cero, ¡esultando

a€{0,k -o) _ -|tA t" (-sen(d) - /vx¡sen(ffá)) , (A4-1)a0

y simplificando tenemos

sen(0) * NX¡sen(Nd) -0. (A4-2)

Teniendo en cuenta que JV0 ( 1, usamos en la relación (A4-Z) que sen(a) - a

cuandoa(1,obteniendo

0+N2x*0:o, (44-g)

pe¡o como d f 0, podemos simplificar para determinar el X;irti"", lo que da:

x;i,.,"" : -# , si sgn(d):11.

3. Caso Antiferromagnético.

(A4-4)

El razona.rniento pa,ra obtener el Xi'rti"" como función de lV es análogo al caso

anterior, sólo que en éste, el sgn(Jr) - -1 y el ángulo entre espines consecutivos

pa.ra el ordena.miento antiferromagnético es zr. Por lo tanto, buscamos el X;ttt"o

que tiene rn 0 t' r, pero con d - zr.

Al igualar a cero la derivada de la eaergía por sitio, considerando sgn(d) - -1,
tenemos:

WP: -|t, t, (sea(d) - jvx¡ sen(jYú)) , (A4-5)

y simplifrcando,

sen(d) -.NX¡¡sen(lYá) - 0 . (A4-6)



Podemos definir

0=zr- o ¡

0-¡r+a.-O¡

a*N2xN(_t)ra_¡,
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(A4-7)

(A4-8)

(A4-e)

(A4-10)

con lo cual

(44-11)

(L4-12)

y como

Reemplazamos la definición dada en (Aa-7) en la ecuación (A4-6), obteniendo

sen(zr _ a) _ ffX¡sen(¡¡(o _ o)) = o,
desarrollando,

sen(c) _ i[X¡ sen (-AIo) cos(.a[zr) _ O .

Usamos la condición dada en Ia ¡ela¿ión (Aa_S), es decir, -trIa << 1,
(A4-10) adopta la forma:

peroaf 0,yaque 0lr,porlo tanto, podemos simplificar para obtener el X;frti"",
éste nos queda:

x;rti"o -(-l)"#, sisgn(J,): -1.
El signo de xc¡rtico dependiente de.trÍ se entiende de la siguiente manera: si

'try' es par' una interacción antiferromagnética con los .ry'ésimos vecinos es competi_
tiva con Ia interacción antiferromagnética a primeros vecinos, por lo tanto, ,.;,rri""
es negativo' sin embargo' si 'M es impar, una inte¡acción ferromagnética con los
'lÍésimos vecinos e's la competitiva con la inte¡acción antifer¡omagnética a primeros
vecinos, esta vez, por Io tanto, x;rti"" debe ser positivo. Aclaramos que se establece
un orden helicoidal después que la interacción competitiwa sobrepasa el valor tímitel.c ¡lt ic o



APDNDICE 5

Valor nulo en la relación de dispersión'

Minimizamos la energía por sitio, obteniendo 0' para el ángulo que minimiza

á(á). Escribimos a continuación la relación de dispersión, a partir de la ecuación

(3-29), de la siguiente manera:

,,¡,.(ó): \/frG,lffire:q , con $: l¡a , (A5-1)

dordeWl($,0") y Wr(ó,|') estan daclos por

w,(ó,0') : f v" cos(20') (c(c - t)"-'
tt=¡

(c - r)+ (2"""(,0). 

="=*#4)) 
, 

(A5_z)

w,(ó,0-): 
I % (co"(aa')c(" - 1)¿- 1

(c - 1) i (2"o"(,,0) . 

==g#r)) 
)

Si nos restringimos al caso en que la coordinación es ilos, [f¡({,Ú') y Wr(Ó,|-)

adopta.n la forma:

W,(ó,0') :i,rr-cos(zd') (1 - cos(z{)) ,

ñ=1

W,@,e') : DrV- (cos(no') - cos(z{)) .

Claramente wr(Ó,l') se anula cuando { : á" y dado la fo¡ma que tiene la relación

de dispersión, dada en (A,5-1), tenemos

,oe.(ó:d')-0.

t82
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Es importante hace¡ nota¡ que este resultado es independiente del tipo de in-

teracciones consideradas y válido para cualquier sistema con coordinación dos.



REFERENCIAS

1. K. W. If. Stevens, et Magnetism, Vol. I. Ed. G. Rado y H. Suhl (Academic,

New York, 1963).

2. J. Pierre, et Magnetic of MetaJs and Alloys, Ed. M. Cyrot, (North-Ilolland,

1e82).

3. P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A112, 661 (f926).

4. P. A. M. Dirac, Proc. Roy. §oc. A123, 714 (1929).

5. W. Eeisenbetg, Z. Phys.38, 411 (1926).

6. W. Heisenberg, Z. Phys.49,619 (1928).

7. J. H. Yan Vleckn The Theory of Electric and Magnetic Suscepfibfiúies, (Oxforcl,

1e32).

8. D. C. Mattis, The theory of Magnetism II, (Springer-Verlag, 1985).

9. F. Bloch, Zeit. Phys.61,206 (1930).

10" J. C. Slater, P.hys. Bev. 35,509 (1930).

11. H. Bethe, Z. Phys.7I.,205 (1931).

12. L. Eulthéq Ark. Met. Astton. Fysit 426, Na. 11 (1938).

13. R. Orbach, Phys. Rev. f28,309 (1958).

14. L. R. \ alker, Phys. Rev. 11O, 1289 (1959).

15. J. Des Cloizeaux y J. J. Pearson, Plrys. Rev. f28,2131 (1962).

M. Fowler y M. Puga, Phys, Rev. Bf8, 421 (1978).

A. Ovchinnikov, §ov. Phys. JETP 29,727 (1969).

184



185

16. R. B. Griffiths, Phys. Eev. 133, A768 (1964).

17. G. Shi¡ane, Y. Endoh, R. J. Birgeneau, M. A. Kastner, Y. Ilidaka, M. Oda, M.

Suzuki, T. Murakami, Phys. Rev. Lett, 59,1613 (1987).

Y. Endoh, K. Yamada, R. J. Birgeneau, D. R. Gabbe, H, P. Jenssen, M. A.

Kastner, J. Tranquada,, G, Shirane, Y. Hidaka, M. Oda, Y, Enomoto, M. Suzuki,

T. Muraka.mi, Prcprint.

18. M. A. Ruclerman y C. Kittel, Phys. Rev.96, 99 (1954).

19. T. Kasuya, Progr. Theor. L8,45 (1956).

20. K. Yosida, Phys. Rev. 106, 893 (1957).

21. A. Yoshimoi, J. Phys. Soc, Japan f7, 807 (1959).

22. A. Herpin, P. Mériel, y J. Villain, Compt. Rend. 249,1334 (1959).

23. J. Villain, Chem. Phys. Solids 11, 303 (1959).

24. T. A. Kaplan, Phys. Rev. 116, 888 (1959).

25. R. J. Elliot, P.hys. Rev. 124,346 (1961).

26. R. M. Ilornreich, M. Luban, y S. Shtrikman, Phys. .Rev. Lett.35,1678 (1975).

27. S. Redner y H. E. Stanley, Phys. Rev.816,4901 (1977).

28. W. Selke, Z. Phys.829, 133 (1978); W. Selke y M. E. Fisher, Phys. Rev. 820,

257 (Le7e).

29. P. Ba.k y J. von Boehm, Phys. Rev.821,5297 (1980).

30. M. E. Fisher y W. Selke, Phys. Rev. Lett. 11,1502 (1980).

31. J. Vannimettts, Z, Phys. 843, 141 (1981).

32. M. E. Fisher, PJrysica 106A, 28 (1981).

33. P. BaI y R. Bruinsma, P.hys. Ber. Lett. 49,249 (1982); Phys. Rev. BZ7 , 5824

(1e83).



186

34. C. S. O. Yokoi, M. J. de Oliveira y S. R. Salinas, phys. Rev. Lett. 63., t63

(1e85).

35. S. I¡rawashiro y C. J. Thompson, Phys. Lett.9ZA, 245 (1993).

36. A. Tlias y F. Yndurain, Phys. Rev.828, 28gg (1988).

37. EjernFlos del uso de la red de Bethe en diferentes cortextos de la física del sóliilo

se encuentran, por ejemplo en: M. F. Thorpe, D. Weaire, y R. Alben, phys. Rev.

87, 37 77 (1973) ; D. Joannopoulos y F. Yndurain, Phys. Rev,Blo, 5164 (1974) ;

D. Joa"nnopoulos y M. L. Cohen, en Solid State pJrysics, Ed. por H. Ehrenreich,

F. Seitz, y D. Turnbull (Academic, N. Y., 1976), Vol. 31; F. yndurain y p. N.

Sen, Pñys. Rev. Ba4, sB1 (1976); B. Salzberg, C. E. T. Gongalves de Silva,

y L. M. tr'alicov, Phys. Rev.814, 1g14 (1970); D. Joannopoulos, phys. Rev.

BLO, 2764 (1976); V. T. Rajan y F. Yndurain, Solid State Commun.20, 809

(ro7o); P. Kleinnert, P.hys. Súafus Solidi (b) LL4,45g (19s2); M. F. Thorpe,

et Excitations in Disorder Sysle",.", NATO Advanced Studies I¡stitute Se¡ies

(Plenum, N. Y., 1982); P. Kleinnert,Páys. Staúus Solidi (b) 119, KgZ (198a);

J. J. Si¡ai y S. Y. Wu, Phys. Rev.829, 6991 (1984).

D. N. Zuba¡ev, Sov. Phys.-Asp.3,320 (1960).

T. Holstein y H. Primakoff, Phys. Rev.58, 1098 (1940).

C. Kittel, Introduction to Soliil State Physics, a" ed. (Wile¡ 1971).

M. Kiwi, Tsung-han Lin, y L. Falicov, Phys. Rev.BZ6,432 (LSBZ).

M. Ka.rdar, Phys, Bev.827,6869 (1983).

H. Cheng y T.T. Wu, Phys. Rev. L84,719 (1967).

G. F. Newell, Phys. Rev.78, 444 (1950).

I. Ono, Plrys. .Leúú. 38A, 327 (1972).

38.

39.

4t.

43.

44.

45.



187

46. G. Ananthakrishna, L. F. Weiss D. C. Foyt, y D. J. Klein, Physica 8tB,27S

(1e76).

47. H. P, Bader y R. Schilling, Phys. Rev. Bfg, 3556 (1979).

48. F. Melo y D. Gottlieb. Aceptado para publicación en Nuoyo Cinento.

49. J. M. Mesías y E, E, Vogel, Phys. Rev.894,8015 (1986).

50. P. Bak, Physics ?oda¡ Diciembre 1986, y referecias citadas en é1.

51. W. C. Koehler, en Magnetic properties of the rate earth metals, Ed. R. J.

Elliott, (Plenum Press, 1972).

52. J. J. Rhyne, en Magnetic properties of the rarc eaúh metals,, Ed. R. J. Elliott,

(Plenum Press, 1972).

53. R. J. Elliot, ea Magnetic propetties of the rar.e earth metals, (Plenirm press,

Le72).

54. C. Kittel, Quantum Theory of Soliils, 3" Ed. (Wile¡ 1966).

55. P. W. Anderson, Phys. Rev.86,694 (1952).

56. R. Kubo, Phys. Rev.87,568 (19s2).

57. T. A. Kaplan, Phys. Rev. 124, 929 (1961)

58. A. R. Mackintosh y E. Bjerrum Mpller, en Magnef ic properti* of the rate earth

metals, Ed. R. J. Elliott, (Plenum Press, 1972).


