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RESUMEN

Las tierras raras metélicas presentan un comportamiento magnético complejo e
interesante. El Hamiltoniano efectivo que describe estos sistemas es el de Heisenberg
con una interaccién oscilatoria de largo alcance conocida como RKKY. Lo anterior
motiva el estudio del estado fundamental y del espectro de excitaciones del Hamilto-
niano de Heisenberg con interacciones competitivas de largo alcance. Sin embargo,
la complejidad del problema no permite soluciones analiticas para sistemas tridi-
mensionales, haciéndose necesario trabajar con sistemas més simples que preserven

los aspectos fisicos fundamentales del problema.

En este trabajo obtenemos el ordenamiento magnético semicldsico del estado
fundamental y el espectro de excitaciones del Hamiltoniano de Heinsenberg con
interacciones de alcance arbitrario, sobre la topologfa de una red de Bethe con coor-
dinacién arbitraria. El problema lo resolvemos usando el formalismo de funciones
de Green, a temperatura nula, el cual nos entrega la relacién de dispersién de los

magnones y la densidad local de estados.

Para el estado fundamental consideramos una configuracién helicoidal, la cual
incluye como casos particulares la ferromagnética y la antiferromagnética. Para esta
configuracién evaluamos el dngulo entre dos espines contiguos, el cual caracteriza
completamente nuestro estado fundamental. Determinado éste, evaluamos la energia
por sitio y la relacién de dispersién, como funcién de los diferentes pardmetros

relevantes para cada sistema.



Investigamos varias formas de la interaccién. El caso particular de interaccién
sGlo a primeros vecinos permite reobtener resultados conocidos. Estudiamos un sis-
tema con interaccién a primeros y enésimos vecinos, en el caso de coordinacién dos,
el cual reproduce la topologia de una cadena helicoidal, sistema que ha adquirido
importancia como modelo de macromoléculas. Otros sistemas estudiados son aque-
llos con interacciones entre los tres vecinos mas cercanos, los cuales son analizados
para diferentes coordinaciones. Finalmente, investigamos la interaccién RKKY, que
por ser una interaccién de largo alcance presenta problemas dificiles de superar
con los métodos usuales de calculo. Consideramos, en este tltimo caso, diferentes
coordinaciones con un interés especial en coordinaciones altas, correspondientes a
redes cibicas. Proponemos una manera de contar los vecinos en redes ciibicas que
nos permita reemplazar el niimero original de enésimos vecinos de la red de Bethe,

superando de este modo el defecto que tiene esta red de sobreestimar dicho nfimero.



I. INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de evidencia experimental de que muchos materiales
presentan ordenamientos magnéticos bajo una cierta temperatura, en ausencia de
un campo mdgnético externo. Los principales elementos que dan origen a esta
propiedad son unos pocos metales de transicién (Cr, Mn, Fe, Co y Ni) y casi la
totalidad de las tierras raras (elementos de la serie del Lantano). Estos elementos
puros (Cr, Fe, Co, Ni) o formando compuestos (MnO, MnS, NiO, FeO, CrTe, por
nombrar algunos), presentan principalmente ordenamientos convencionales, es decir,
ferromagnetismo o antiferromagnetismo. Por su parte, los compuestos de tierras
raras presentas ordenamientos en general mis complejos, incluyendo, por ejemplo,

magnetismo con orden helicoidal, ademds de ferromagnetismo (Gd, Dy y EuO).

La importancia cientifica y tecnolégica de estos materiales es incuestionable en
la actualidad; sin embargo, la comprensién de los mecanismos involucrados no ha
resultado una tarea ficil. Sélo hacia principios de 1930, con el nacimiento de la
Mecénica Cuéntica, comenzé a entenderse el mecanismo fisico a nivel microscépico
que da origen a las propiedades magnéticas de estos materiales. Desde esos tiem-
pos hasta nuestros dfas han sido inumerables los trabajos realizados sobre el tema,
lograndose grandes avances en la comprensién de este fenémeno. Sin embargo, a
pesar de estos avances, nos enfrentamos a un problema extremadamente complejo,
el cual, a modo de ilustracién, permite sélo una solucién exacta en una dimensién.

Lo anterior significa que una explicacién microscépica completa del magnetismo es,



sin duda, un problema aiin abierto en fisica del sélido.

Usualmente, las descripciones cudnticas del magnetismo se dan en términos de
dos clases de modelos: itinerantes y con momentos magnéticos localizados. En los
primeros, usados principalmente para metales y aleaciones, se considera la estruc-
tura de bandas del material, ya que los electrones responsables del comportamiento
magnético estdn deslocalizados, es decir, la funcién de onda asociada a ellos se
extiende a través de todo el sélido. En el caso de modelos localizados, usados prin-
cipalmente para aisladores, los momentos magnéticos estidn asociados a cada 4tomo
y se acoplan a los momentos magnéticos vecinos a través de la interaccién de in-
tercambio. Sin embargo, estos modelos deben ser considerados sélo como casos
liimites. De hecho, los modelos localizados representan situaciones para las cuales
las interacciones electrén—electrén intraatémicas (medidas aproximadamente por un
promedio de la interaccién “Coulombiana” intraatémica, U) son mucho mayores que
las interacciones interatémicas (medidas por los translapes atémicos o por el ancho

de banda, W); los modelos itinerantes corresponden al limite opuesto, es decir,

U/W < 1.

Lo anterior deja en claro la necesidad de disponer de una teoria unificada del
magnetismo, la cual sea capaz de interpolar entre ambos limites. Sin embargo, a
pesar de que no disponemos de esta teoria unificada, el acuerdo, en la gran mayorfa
de los casos, entre la informacién experimental y los resultados obtenidos, ya sea
por los modelos itinerantes o por los modelos localizados, justifican ampliamente
su uso. Desde un punto de vista préctico, la determinacién del tipo de modelo
relevante, en cada caso, es una dificultad a priort, la cual involucra consideraciones

sobre la importancia de la interaccién electrén—electrén y el grado de localizacién de



las funciones de onda de interés. Este tipo de consideraciones indican, por ejemplo,
que para estudiar magnetismo en metales no siempre es necesario utilizar modelos
itinerantes. Prueba de lo anterior es el caso de las tierras raras, en las cuales se
utiliza un modelo localizado tanto para sus sales paramagnéticas (aisladoras), como
para sus compuestos met4licos(!)(2) | esto debido a la pequefia extensién espacial de

los orbitales 4f.

Nuestro interés se centra en los modelos de momentos magnéticos localizados,
en los cuales se emplea un Hamiltoniano de espines para describir el sistema. Sin
duda, uno de los Hamiltonianos de espines més utilizado es el de Heisenberg, el cual
es uno de los més simple, pues sélo considera interacciones isotrépicas bilineales en-
tre pares de espines. El Hamiltonianiano de Heisenberg fue introducido hacia 1930
en los trabajos de Dirac(®):(4) | Heisenberg(5)+(8) | y particularmente en el libro de Van
Vleck!"). A pesar de la innumerable cantidad de trabajos que con posterioridad han
sido publicados sobre el tema, en los cuales se ha aplicado este Hamiltoniano a los
mds diversos sistemas, los resultados analfticos exactos son escasos. Por ejemplo,
en el caso de Heisenberg ferromagnético, es decir, cuando las interacciones tienden
a alinear paralelamente los espines, se conoce el espectro completo sélo en una di-
mensién; en dos y tres dimensiones los resultados analiticos se reducen al estado
fundamental y el espectro de uno y dos magnones(®). (Nos referimos a magnones
como las excitaciones elemetales, cuantizadas, de un sistema magnético ordenado).
En la aproximacién semicldsica estas excitaciones magnéticas se conocen como ondas
de espin y fueron introducidas inicialmente en los trabajos de Bloch(®) y Slater(*9).
Siguiendo con la revisién de los resultados analiticos exactos nos cercioramos que los

progresos en resolver el Hamiltoniano de Heisenberg en el caso antiferromagnético,



es decir, cuando las interacciones tienden a alinear antiparalelamente los espines,
han sido lentos. Para el caso de una dimensién, Bethe(*!) encontré las funciones
de onda en 1931, la energia del estado fundamental no fue obtenida hasta 1938
por Hulthén(*?), Con posterioridad Orbach(!®) generalizé los resultados al caso
anisotrépico, y Walker(!*) estudié las propiedades analiticas de las soluciones de Or-
bach. Finalmente, 32 afios después del progreso inicial, Des Cloizeaux y Pearson(!®)

calcularon el espectro de un magnén y Griffiths la suceptibilidad magnética(*®). No

existen a la fecha resultados exactos en méds de una dimensién.

Por otra parte, los resultados tanto aproximados como numéricos sobre este
Hamiltoniano abundan en la literatura. Estos han sido muy importantes en el pro-
ceso de explicar las propiedades magnéticas de gran niimero de materiales. Incluso
en la actualidad el estudio de este Hamiltoniano ha recobrado vigencia al ser apli-
cado a los nuevos superconductores de alta temperatura critica. De hecho, este
tipo de materiales presentan ordenamientos magnéticos predominantemente bidi-
mensionales, los cuales podrian entenderse en base al modelo de Heisenberg. Este
renovado interés estd centrado principalmente en dos problemas: el primero, son
las inusuales correlaciones magnéticas del compuesto superconductor La,CuO,_,
las cuales presentan algunos aspectos semejantes al comportamiento esperado en un
modelo de Heisenberg unidimensional(*”) para espin 1/2. El segundo, mucho mds
conflictivo, es que no existe afin consenso sobre el estado fundamental del modelo de

Heisenberg antiferromagnético en dos dimensiones, para diferentes valores del espin.

Es importante mencionar que todos los resultados analiticos exactos y la gran
mayoria de los resultados aproximados y numéricos consideran sélo interacciones

entre primeros vecinos. Consecuentemente con esto, los resultados para sistemas



con interacciones de largo alcance son escasos en la literatura. Esto se debe, por
una parte, a que para muchos de los sistemas estudiados (los aisladores, por ejemplo)
las interacciones entre segundos vecinos son, para todo efecto practico, despreciables;
por lo tanto, considerar sélo interacciones a primeros vecinos da buena cuenta de
los resultados fisicos de interés. Por otra parte, las dificultades que conlleva, tanto
desde un punto de vista analitico como numérico, incluir interacciones de largo
alcance en cualquier cdlculo sobre un sistema magnético desalientan la mayor parte
de los intentos. Sin embargo, el Hamiltoniano de Heisenberg con interacciones mds
alla de los primeros vecinos no es sélo un problema atractivo desde el punto de
vista académico, sino que, los sistemas reales que son descritos por él presentan los

ordenamientos magnéticos mds interesantes y complejos.

Podemos mencionar entre estos sistema los elementos metélicos de tierras raras
pesadas y sus aleaciones, los cuales estdn descritos por un Hamiltoniano efectivo
de Heisenberg con una interaccién oscilatoria en signo y de largo alcance, conocida
como Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY). El mecanismo de esta interaccién
fue propuesto inicialmente por Ruderman y Kittel*®), en el contexto de la fisica nu-
clear, y extendido posteriormente a la fisica del sélido por Kasuya(**) y Yosida(2?).
Este mecanismo de interaccién es conocido como intercambio indirecto, y se basa en
que la interaccién entre momentos magnéticos atémicos es mediada por los electrones
de la banda de conduccién. Esto se explica debido a que los-momentos magnéticos
atémicos polarizan magnéticamente los electrones de conduccién, los cuales a su vez
interactian con otros momento magnéticos atémicos dando lugar a una interaccién
efectiva de largo alcance, la cual varfa de signo con la distancia. Este tipo de in-

teracciones de largo alcance que tienen diferente signo de acuerdo a la distancia, son



usualmente conocidas como interacciones competitivas y son las responsables de es-
tablecer ordenamientos complejos, distintos de los convencionales ferromagnetismo
y antiferromagnetismo. Los ordenamientos a los cuales nos referimos son princi-
palmente de tipo helicoidal, de tal manera que las interacciones entre los distintos
vecinos no se satisfacen del todo, pero tampoco estan completamente frustradas.
Como antecedentes histéricos de este problema podemos mencionar que en 1959
Yoshimori(?!) propuso una configuracién helicoidal como solucién para un sistema
magnético con interacciones competitivas a primeros y segundos vecinos; y en forma
casi simultanea, este tipo de orden helicoidal es observado, en el compuesto MnAu,,
por A. Herpin, P. Mériel y Villain(??). Como explicacién de los resultados obtenidos
para este compuesto Villain(?®) y Kaplan(®**) también proponen, en forma indepen-
diente, una configuracién helicoidal. En la actualidad, el problema de interacciones
competitivas de largo alcance es usualmente tratado usando modelo conocido como
ANNNI(#8)~(32) (Anisotropic-next-nearest-neighbor Ising). Este modelo consiste en
un Hamiltoniano de Ising con interacciones a primeros vecinos, al cual se le incorpo-
ran interacciones transversales competitivas con los préximos vecinos més cercanos
(segundos vecinos). A pesar de que se trabaja con un modelo més simples que el de
Heisenberg con interacciones de largo alcance, los resultados obtenidos para los orde-
namientos y sobre todo para la termodindmica son de gran complejidad(33):(34).(358)

Debemos mencionar que alguno de estos trabajos se realizan sobre la topologia de

una red de Bethe(31):(34).(35)

Nuestra revisién anterior deja en claro que obtener resultados analiticos para el
espectro de excitaciones magnéticas de un arreglo periédico descrito por el Hamil-

toniano de Heisenberg, con interacciones de alcance arbitrario, es un asunto de



indudable interés en el drea de magnetismo. Sin embargo, dada la complejidad del
problema para sistemas tridimensionales se hace necesario trabajar con sistemas
mds simples, que preserven los aspectos fisicos fundamentales del problema. Un
trabajo con esta motivacién es publicado por Trias e Yndurain®®) en 1983, en el
cual se resuelve el problema mediante la técnica de funciones de Green sobre la
topologia de una red de Bethe de coordinacién arbitraria. Este tratamiento provee
una solucién analitica para el espectro de excitaciones, en el caso de un estado fun-
damental ferromagnético. El anterior es un resultado importante, dado que trata en
forma analitica una interaccién de alcance arbitrario. Por ser el antecedente directo

de nuestro trabajo se hace necesario una breve revisién de él.

Podemos mencionar que el empleo de funciones de Green es usual para resolver
la parte dindmica de este tipo de problemas. Por otra parte, la topologia elegida,
es decir, la red de Bethe, es una de las aproximaciones mds populares para una red
tridimensional con coordinacién arbitraria'®”). En ella, se respeta la coordinacién
de la red aproximada, pero los posibles recorridos en la red son drésticamente sim-
plificados. Por ejemplo, se eliminan todos los recorridos cerrados no triviales. Esta
caracteristica simplificadora asemeja a la red de Bethe a una red unidimensional,
en cuanto a la dificultad de tratamiento, atinque mantiene ciertas caracteristicas de
la red tridimensional. El mayor aporte, y sin duda el caracter original que presenta
este trabajo(®*®), es el ingenioso y elegante método utilizado para resolver las ecua-
ciones dindmicas, sobre la red de Bethe, y luego, imponer las condiciones de borde.
Sin embargo, la restriccién a un estado fundamental ferromagnético es su mayor
limitacién. Dado que si estamos interesados en interacciones arbitrarias de largo

alcance, ellas en general establecen ordenamientos distintos del ferromagnetismo.
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La 1ltima consideracién sobre este trabajo es que la red de Bethe tiene el problema
de sobreestimar el nimero de enésimos vecinos; de hecho, este niimero crece expo-
nencialmente. En la prictica, este desventaja se traduce en que cualquier cilculo
con interacciones de largo alcance es muy inestable numéricamente. Por lo tanto,
esperamos que una generalizacién de este trabajo debe considerar, por un lado un
estado fundamental menos restrictivo que el ferromagnético, y por otro, proponer
algiin mecanismo eficiente para superar los problemas de calculo que se derivan del

hecho de la sobreestimacién del ntimero de enésimos vecinos en la red de Bethe.

Nuestro objetivo en este trabajo es desarrollar un formalismo que permita
obtener el espectro de excitaciones magnéticas de un sistema descrito por el Hamil-
toniano de Heisenberg con interacciones de alcance arbitrario. Lo anterior, sobre
la topologia de una red de Bethe con coordinacién arbitraria, considerando para
el estado fundamental una configuracién helicoidal. Esta configuracién nos per-
mite reprdducir, en forma semicldsica, ordenamientos con diferentes periodicidades,
y ademds, como casos particulares, el ordenamiento ferromagnético y el antife-
rromagnético (estado de Néel). El célculo lo realizamos usando funciones de Green
a temperatura nula. Es decir, nuestro trabajo consiste en lograr una generalizacién
del formalismo presentado por Trias e Yndurain, considerando un ordenamiento
para el estado fundamental més general que el ferromagnético, lo cual constituye
la mayor limitacién del trabajo original. Ademds, estamos interesados en presentar
alglin tipo de criterio fisico que nos permita enfrentar el problema de la sobreesti-
macién del niimero de enésimos vecinos que presenta la red de Bethe. Logrado un
criterio, que pruebe ser razonable, estariamos realmente en condiciones de efectuar

cdlculos en el caso de interacciones de largo alcance. Este formalismo lo aplicamos a
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diferentes sistemas que permiten visualizar las posibilidades y limitaciones de nues-
tros resultados.

Este trabajo lo estructuramos de la siguiente manera: en el capftulo II, mostra-
mos el célculo realizado por Trias e Yndurain, ilustrando aspectos tales como el
formalismo usado, la topologia de la red de Bethe y la solucién propiamente tal del
problema; analizamos esta solucién, discutimos sus limitaciones y la necesidad de
una generalizacién. En el capitulo III, realizamos la generalizacién propuesta y com-
paramos con los resultados conocidos. En los tres capitulos siguientes aplicamos el
nuevo formalismo desarrollado a diferentes sistemas. El capftulo IV es una aplicacién
a sistemas helicoidales y en el capitulo V estudiamos sistemas con interracciones de
mediano alcance. Finalmente, en el capitulo VI, estudiamos la interaccién RKKY
para sistemas de alta coordinacién. Por iltimo, el capitulo VII resume los resul-
tados y conclusiones mds relevantes de este trabajo, sugiriendo adem4s, posibles

extensiones del mismo.



II. SOLUCION DE TRIAS E YNDURAIN

La obtencién del espectro de excitaciones magnéticas de un arreglo periédico
descrito por el Hamiltoniano de Heisenberg con interacciones de alcance arbitrario,
es un problema de indudable interés en magnetismo y para el cual no se conoce
solucién analitica. El enfoque propuesto por Trias e Yndurain(®®), consistente en
resolver el problema sobre la topologia de una red de Bethe, provee una solucién
analitica para el caso de un estado fundamental ferromagnético. En este capitulo
mostramos detalles del cdlculo realizado por Trias e Yndurain, a fin de ilustrar
aspectos tales como el formalismo usado, la topologfa de la red de Bethe y la
solucién propiamente tal del problema. También nos proponemos analizar esta
primera solucién, discutir sus limitaciones y la necesidad de una generalizacién que
permita extender el campo de aplicacién mediante una solucién mis completa del

problema. La generalizacién propuesta la presentamos en el capitulo siguiente.

1. El Hamiltoniano.

Consideremos un sistema constituido por 4tomos dispuestos sobre una red de
Bethe, cuya topologia precisa serd expuesta en detalle méds adelante. A cada dtomo
asignamos un tnico grado de libertad espinorial y no restringimos el alcance de las

interacciones. El Hamiltoniano de nuestro sistema es el de Heisenberg,
1 — —
H=— Y 788, (2-1)
1,3

donde el indice t etiqueta los diferentes sitios de la red, 5_': representa el operador

12
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de espin en el sitio ¢ y J;; es la interaccién entre espines en el sitio 1 y el sitio j.
La suma en (2-1) es sobre todos los pares de sitios de la red y el factor un medio
compensa el doble conteo de cada par (1, ).

Podemos escribir el Hamiltoniano (2-1) en funcién de las componentes de S; de

la siguiente forma

1 z Qzx 1 = =
H = —5 ZJ-':' (Ss SJ' £ E(S:— S.f + S;. S" )) 2 (2-2)
i3

donde S} y S; viene dados en términos de las componentes cartesianas por:

S} = 8f +i8] , (2-3a)
Sy =8z —is?, (2-3b)
(S; - 5y = 5;(8; +1) , (2-3c)

donde (...) indica el valor esperado de los operadores en el estado fundamental. Las
reglas de conmutacién de estos operadores son:
[SF,5F]=0 para todo, s ,
[S7,87]=0 para todo 1, ,
(2-4
[S‘-+ !Sj_] == 26,:5: 3
[S‘-’, S;b] - :l:&,,s;t .

En las relaciones anteriores, al igual que en todos los desarrollos posteriores, se

utiliza un sistema de unidades en que f = 1.

2. Funciones de Green.

Para resolver el problema dindmico usamos la técnica de funciones de Green de

tipo Zubarev(®®). Las definiciones y notacién usada la mostramos en el Apéndice 1.
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Para nuestro problema especifico definimos las siguientes funciones de Green:

Gl it =) = gy (ST (0,57 (D) (29
Gk, .5t = ¥) = graaarz (S ST (0,57 € (26

a temperatura nula, donde S; y S; son definidos a través de la ecuacién (2-3c). La

ecuacién para nuestra funcién (2-5) es

dG(i,5;t —t') 1
o= —t")6;; —————(SF
1 di 6(t ) 3 2(5;85)1/2 ( i )

+ ) i (Glkyd, 55t — ') — G(i, k, 558 — 1)) .
k

(2-7)

A continuacién deberiamos escribir la ecuacién para la funcién (2-6), la cual
depende de funciones que involucran cuatro operadores, es decir, de cuatro indices.
La ecuacién para estas funciones depende de funciones de cinco operadores y asi
sucesivamente. Esta cadena de ecuaciones para funciones de orden cada vez mayor
se suele cortar con una aproximacién, factorizando una funcién de Green en el
promedio de un operador por una funcién de orden menor, de manera tal que el
sistema de ecuaciones se cierre. Usamos una aproximacién en el espiritu de campo

medio,
(S¢S (@), 57 (t) = (Se)((SF (8), S7 () (2-8)

ya que (S*) es esencialmente un operador de niimero, como veremos en el capitulo
siguiente. Expresamos la aproximacién (2-8) en términos de las funciones de Green

definidas en (2-5) y (2-6) tenemos que
G(k,i,5;t —t') = (S{)G(3,5;t — t') . (2-9)

Limitandonos a un estado fundamental ferromagnético, (8f) = Sk, bajo el

supuesto de elegir el eje de cuantizacién en la direccién de la magnetizacién. Si
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imponemos ademas que el espin total sea el mismo en cada sitio tenemos que
(Bl}=58; =8 , para todo k . (2-10)

Utilizando las relaciones (2-9) y (2-10) en la ecuacién (2-7) obtenemos

1.d(}'(i,j;t —')
dt

=68(t—t')6; + 8 Jui (G, 55t — ') — G(k, 53t — ') . (2-11)

Como vemos, después de incluir la aproximacién (2-8) obtenemos una ecuacién para
G(7,7;t —t') que sélo contiene funciones del mismo orden cerrando el sistema, como
era nuestra intencién. Para resolver (2-11) usamos la transformada de Fourier,
que convierte la ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica. Definimos una

transformada temporal de Fourier, de la funcién de Green, de la siguiente forma:
Gij;(w) = / G(t,5;7)e™ dr donde 7 =t —1t' . (2-12)
Tomando la transformada de la ecuacién (2-11) obtenemos

(w - E)G-’j (w) = 6:'.1' - ZT‘E Gk:’ (w) ’ (2'13)

donde usamos las siguientes definiciones:

e=S Z Jii s independiente de 1 ,
5 (2-14)
T = ST -

Resolviendo (2-13) obtenemos la funcién de Green del sistema y con ellos podemos

evaluar magnitudes fisicas de interés como, por ejemplo,
-
D;(w) = —=Im|G;; (w +10%)] , (2-15)
T

donde D;(w) es la densidad local de estados en el sitio 1.
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3. Red de Bethe.

En fisica la red de Bethe, o 4rbol de Cayley, se usa como una aproximacién que
simplifica la topologia de una red periodica de Bravais de la misma coordinacién.
Cada punto del 4rbol representa un sitio de la red, en él se sitia un 4tomo de interés,
y para la longitud de los segmentos que ligan los distintos sitios se usa el pardmetro

de la red que se quiere aproximar. En la figura 1 vemos una porcién de una red de

Bravais de coordinacién cuatro y la red de Bethe equivalente.

A continuacién explicamos la topologia de la red de Bethe. Consideremos un
conjunto de puntos conectados por segmentos rectilineos, de manera tal que desde
cualquiera de sus puntos pueda siempre encontrarse un camino que lleve hasta
cualquier otro. Cuando el grafo anterior carece de circuitos, es decir, de caminos que
partiendo de un vértice describen una trayectoria cerrada que retorna a él, se dice
que el grafo es un “drbol ”. Los drboles de la naturaleza o los rios y sus afluentes
son excelentes ejemplos naturales de diagramas de 4rbol. La cantidad de puntos
vecinos con que se conecta un punto en pafticular se conoce como la conectividad o
coordinacion de ese punto. Un diagrama con un nimero inﬁnito de puntos tal que
la conectividad sea la misma para todos y todos los segmentos que unen los puntos
sean de igual longitud, se conoce como Arbol de Cayley o0 Red de Bethe. Desde el
punto de vista topoldgico la longitud de los segmentos de conexién no es relevante
y es la coordinacién o el nimero de primeros vecinos lo que caracteriza una red de
Bethe. Al examinar la coordinacién vemos que el minimo valor posible es dos, y
en este caso se tiene una cadena unidimensional infinita de puntos. Para coordina-
ciones mayores la red de Bethe no se realiza en el espacio tridimensional y debemos

entonces entenderla sdlo como una construccién abstracta. Estas estructuras no
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traslacional, pero todos sus puntos son equivalentes,en contraposicién a una red

jerdrquica.

Para construir una red de Bethe de coordinacién ¢ elegimos un punto y lo
conectamos con ¢ puntos distintos. Generamos asi la capa de los primeros vecinos
del punto inicial. A continuacién conectamos cada uno de los primeros vecinos con
¢—1 puntos, y con la conexién al punto inicial completamos la conectividad exigida.
Finalizada la capa de segundos vecinos hacemos nuevamente ¢ — 1 conexiones para
cada uno de estos puntos, generando asf la capa siguiente. Este proceso deberiamos
continuarlo hasta generar las infinitas capas que constituyen una red de Bethe. La

construccién de las primeras capas para coordinacién tres se ilustra en la figura 2.

El uso de la red de Bethe nos permite tener una contabilidad correcta de la
coordinacién en cada sitio, manteniendo la simplicidad matematica del caso unidi-
mensional, especialmente‘ en el caso de interaccién a primeros vecinos. Aumentar
el nimero de interacciones enriquece la topologfa del sistema, permitiendo simular
multidimensionalidad; un ejemplo de lo anterior se mostrard en el capitulo IV. Las
indudables ventajas de una matemadtica esencialmente unidimensional traen consigo
problemas en lo que se refiere, por ejemplo, a la estructura del espacio reciproco
o a las singularidades de van-Hove en los bordes de banda que aparecen en las

densidades de estados.

Existen otras grandes desventajas que debemos estar dispuestos a asumir al
utilizar esta aproximacién. La mds importante es que eliminamos todos los circuitos
cerrados. Ello tiene como consecuencia, en primer lugar, la pérdida de caminos
alternativos para la transmisién de informacién a través de la red y, en segundo

lugar, la eliminacién de algunas interacciones. Una desventaja adicional de la red
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de Bethe es que el nimero de n-ésimos vecinos crece en forma exponencial con n, lo
cual adquiere relevancia cuando se trabaja con interacciones de muy largo alcance.
Un intento de corregir este problema serd presentado en el capitulo VI.

A continuacién escribimos la ecuacién (2-15), haciendo uso explicitamente de
la topologia de una red de Bethe de coordinacién ¢. Elegimos la interaccién entre
espines de manera tal que ésta sea nula a partir del /-ésimo vecino en adelante.
Identificamos el sitio de interés con el indice 0, y usamos 1,2,...,n para las capas
de primeros, segundos, ..., n-ésimos vecinos del dtomo central, respectivamente.

No es relevante identificar los 4tomos dentro de una capa. Adoptamos ademsis la

notacion:
G, (w)=Gnow),
(2-16)
Jo =8pp 5
la ecuacién (2-13) parat = N y j = O toma la forma
]
(W= €Gx (@) =8xo— Y _ JeGnik pases (@) (2-17)

k=1
donde se ha utilizado el hecho de que la interaccién J, , entre dos espines sélo
depende de la distancia medida en pasos sobre la red que los separa, la cual estd
indicada con el indice k. El indice N + k pasos en la funcién de Green se refiere a
las funciones que corresponden al sitio N mds k pasos sobre la red. Para explicar
lo anterior, supongamos que nos situamos en el sitio N, es decir en alguno de los
adtomos de la N-ésima capa de vecinos del 4tomo central etiquetado por 0. Parak =1
damos un paso sobre la red, distanciandonos del 4tomo en el cual nos encontrabamos
inicialmente. Podemos entonces quedar ubicados en cualquiera de los ¢ — 1 sitios de
la capa N + 1 o bien en el sitio de la capa N — 1, que completa la coordinacién del

dtomo del cual partimos. Las posibles ubicaciones corresponden a distintos indices
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en la funcién de Green, a saber, Gy ., y Gy_,. Cada una de estas funciones lleva
un peso diferente, c—1 y 1 respectivamente, y la suma de estas dos funciones con sus
pesos correspondientes nos da la funcién de Green Gy ;; ,4,,- Al imponer que los
pasos no puedan volver sobre si mismos, el dar k pasos nos lleva al k-ésimo vecino,
y como el alcance de la interaccidén es ! vecinos, el nimero médximo de pasos es [,

que corresponde al limite superior de la suma.

En el parrafo anterior qued6 de manifiesto que existen varias posibilidades al
dar un paso. Para dar cuenta de esto es necesario definir la coordinacién al dar
un paso como el niimero de sitios distintos que podemos alcanzar al darlo. La
coordinacién al dar un pase hacia el sitio central es 1, al hacerlo en la direccién
contraria es ¢ — 1 y al cambiar de direccién es ¢ — 2; todo esto en el caso de que no
pasemos por el sitio central. La figura 3 ilustra lo anterior para una coordinacién

de la red igual a cuatro.

Hecha estas consideraciones, para N > I, la expresién

GN+k pasos — (l)k GN-k -+ (C = l)kGN+k

k-1

+ 3T W™ =2 =1 " Gtk

m=1

(2-18)

la entendemos como la suma sobre todas los posibles formas de dar k pasos sobre la
red. Los factores que acompainan a las funciones de Green son la coordinacién al dar
k pasos hacia el sitio central, para Gy _;; k pasos en la direccién contraria, es decir,
alejandose del sitio central, para Gy ,; ¥ dar m pasos hacia el centro, cambiar de
direccién y dar kK — m — 1 pasos en la direccién contraria, para Gy _,4x—m. El

sfmbolo }_' indica que para k = 1 la suma se anula.

Remplazando la forma para Gy 4% pas.., dada en (2-18), en la ecuacién para la
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funcién de Green (2-17) obtenemos, para N > [,

(w—€¢)Gy(w) = - Z Ji (GN_,,(w) +(c—1)* Gy (w)

k=1
- (2-19)
A D G w)
m=1
Para ¢, definido en (2-14), se obtiene
!
€= ) cle—1)*-1J, , (2-20)
k=1

al imponer la topologia y el alcance de la interaccién que estamos usando, El factor

c¢(c —1)*=*, que aparece en (2-20), es el ntimero de k-ésimos vecinos de un 4tomo

cualquiera.

4 La Solucién de Trias e Yndurain.

Para resolver el sistema infinito de ecuaciones (2-19) usamos el ansatz

Gy (w) = Az" () ,

(2-21)
en el espiritu de matriz de transferencia. Las definiciones:
y=z(c—-1)/2,
Wo=-J,(c—1)*/% (2-22)
W=w-—e¢,
nos serdn ttiles para escribir la ecuacién (2-19) en forma compacta,
]
. _ (c_2) (y-(n—l) +y(“"1)))
W= W, "4yt + =W 5 2-23
en la cual y e y=! aparecen en forma simétrica,es decir, si y satisface W(y) =,

también lo hace y~1.
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Podemos definir
Ply) =y (W(y) - @), (2-24)

el cual resulta ser un polinomio de grado 2!/ en la variable y. Las raices de este
polinomio son las posibles soluciones para la funcién de Green planteada en (2-21).
Supondremos que P(y) tiene ! raices simples, y;,¥2,...,¥, que satisfacen |y;| < 1,
parat = 1,2,...,l. Considerando la simetria de las raices senalada en el parrafo
anterior, las ! raices restantes deben ser y;*,y;,...,y;7'. Estas dltimas [ raices
satisfacen que |y7'| > 1, para ¢ = 1,2,...,l, lo cual las elimina como posibles
soluciones fisicas, ya que en este caso la amplitud de las ondas de espin diverge.
Concluimos que la solucién con sentido fisico es la superposicién de las I raices cuyo

mdédulo es menor que uno, es decir, la forma més general para Gy es

I ]
Gy (W)=Y Azl =(c—1)"2 ) Al . (2-25)
i=1 i=1

Las | constantes A; se fijan imponiendo las condiciones de borde, que corresponden
a hacer equivalente el sitio central, etiquetado con el indice 0, con cualquier otro
sitio de la red. Lo anterior se consigue escribiendo ecuaciones andlogas a la ecuacién
(2-19), para N = 0,1,...,l — 1, e imponiendo que tengan exactamente la misma
forma que (2-19). El cdlculo explicito se incluye en el Apéndice 2.

Una vez determinadas las constantes A;,

. 1-% 1 ’
AT Cuw)) 20)

1—

(c-1)
donde W'(y;) es la derivada de W (y), definido en (2-23), con respecto a y evaluada

en la raiz correspondiente, y;, podemos escribir la funcién de Green usando (2-26).



22

En particular, la funcién de Green del sitio central G,, adopta la forma simple

4

Go(w) = Gopo(w) = EAiy? == E_: : - ::: (__yi“]},(y‘_)) : (2-27)

(-1

Usando el Teorema del Residuo, podemos obtener una expresién integral de

Go,
A 1 dy

Go(w) = — f 1—y2 = (2-28)

y
(c—1)

debido a que las tinicas singularidades del integrando son polos simples en las raices

lyj=1 1—

Y1,Y2,...,4%. El contorno de integracién es elegido de manera tal que sélo encierre
las raices con sentido fisico.

Parametricemos el contorno de integracién usando
j=e* , (2-29)

donde entendemos ¢ como el cambio de fase al ir de una capa a otra. La dis-
tancia entre dos capas adyacentes es la distancia entre primeros vecinos, es decir,
el parametro de red que denotaremos con a. Podemos definir un vector de onda

asociado a ¢ mediante

¢ =ka. (2-30)

Usando esta anterior parametrizacién en la forma integral (2-28), podemos reescribir

G, como
_2fe—1) [T sen? (@) i _
Golu) = cm ,/0 - 4(c — 1) cos?(¢) @ — W (¢) 4 2]

donde si extendemos el alcance de la interaccién a infinito, W(¢) viene dado por

W(¢) = i W, (2 cos(ng) + c—2sen((n— l)é)) . (2-32)

c—1 sen(¢)

n=1
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Podemos evaluar la densidad local de estados en el sitio central a partir de la

relacién (2-15), obteniendo

C2em1) sel(p) _
D)= em L 4(c — 1) cos?(d{w)) #'w) (2-33)

2
donde ¢'(w) es la derivada de ¢ con respecto a w y ¢ viene dada, en forma implicita,

por

T efe—1)""1t — c—1)"/? { 2cos(n £ 2 gen((n —1)¢)
> o= 17 = Y dufe— 1177 (2cos(ng) + S5 =R

n=1 n=1

(2-34)
La ecuacién (2-34) nos da la relacién de dispersién w(k) para magnones sobre una

red de Bethe de coordinacién ¢ y con interacciones de alcance arbitrario.

5. Discusion.

Los resultados del modelo de Trias e Yndurain son aplicables a arreglos ferro-
magnéticos de espines, es decir, se requiere un estado fundamental ferromagnético,
condicién impuesta en estos cdlculos en la ecuacién (2-10). Esto limita al modelo
a interacciones esencialmente de tipo ferromagnético con, a lo mds, débiles in-
teracciones competitivas de tipo antiferromagnético. Si consideramos interacciones
que satisfagan los requerimientos del modelo y evaluamos la relacién de dispersién,
los resultados pueden ser de dos tipos: un estado fundamental ferromagnético es-
table y su respectivo espectro de excitaciones, o bien, un estado ferromagnético
inestable, con un magnén “congelado” como estado fundamental. En este iltimo
caso, la aparicién del nuevo orden magnético invalida el espectro de excitaciones,
reflejandose en la relacién de dispersién como un minimo negativo en w. Ya que w

no puede adoptar valores negativos, lo anterior sélo tiene sentido desde un punto de
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vista cualitativo. Si el estado ferromagnético resulta inestable y aparece un orden
helicoidal como estado fundamental, es decir, se “congela” un magnén, no tenemos
un arreglo ferromagnético y no es posible entonces volver a usar el formalismo para
determinar el espectro de excitaciones correspondiente.

Ilustremos lo anterior con un sistema en el cual son nulas todas las interacciones,
excepto entre primeros vecinos, de tipo ferromagnético, y a n-ésimos vecinos, de
tipo antiferromagnético, tal que esta tltima es sélo una fraccién de la primera. Este
particular sistema serd estudiado en detalle en el capitulo IV. Las figuras 4 y 5
muestran la relacién de dispersién en funcién del vector de onda k para diferentes
razones entre las interaciones y para distintos vecinos a los que afecta la interaccién
antiferromagnética. En estas figuras vemos ilustradas las dos posibilidades discuti-
das; ferromagnetismo con el espectro de excitaciones, y orden helicoidal como estado
fundamental.

Queda de manifiesto que un modelo mejorado debe considerar no sélo arreglos
ferromagnéticos, sino también érdenes magnéticos més generales como son: el anti-
ferromagnético (estado de Néel) y el helicoidal (magnones “congelados”). Debemos
también determinar en todos los casos el estado fundamental y su respectivo espec-
tro de excitaciones. En el capitulo siguiente desarrollaremos un modelo que satisface

estos requisitos.
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(a) (b)

FIGURA 1(a). Mostramos una seccién de unared de Bravais de coordinacién cuatro,

(b) corresponde a una seccién de la red de Bethe equivalente. Hacemos notar que

en el red de Bethe no existen caminos cerrados.
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(a) (c)

(b)

FIGURA 2. Tlustramos la construccién de las primeras capas de una red de Bethe
de coordinacién tres. En (a) tenemos el sitio central y su capa de primeros vecinos,

en (b) agregamos la capa de segundos vecinos y en (c) vemos el sitio central con sus

primeras tres capas de vecinos.
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o (c—1)

(c—2)

FIGURA 3. Ilustramos las diferentes maneras de dar un paso sobre una red de
Bethe de coordinacién cuatro (¢ = 4). Si nos situamos en el sitio a y damos un
paso alejandonos del centro o tenemos tres posibilidades (¢ — 1). Si desde o damos
un paso hacia el centro tenemos sélo una posibilidad (1). Si desde § nos dirigimos

hacia el centro, pero en y cambiamos de direccién tenemos dos posibilidades (¢ — 2).
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FIGURA 4. Relacién de dispersién evaluada usando el formalismo de Trias e Yn-
durain, para un sistema con sélo dos interacciones, a primeros y a quintos vecinos
(J, v Js respectivamente). Para todas las curvas J; = 1, en cambio J; = —0.01
para la curva en negro, J; = —0.05 para la curva en naranja, J; = —0.1 para la

curva en verde y J; = —0.5 para la curva en azul.
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FIGURA 5. Relacién de dispersién evaluada usando el formalismo de Trias e Yn-
durain, para un sistema con sélo dos interacciones, a primeros y a decimos vecinos
(J1 y Jio respectivamente). Para todas las curvas J; = 1, en cambio J;, = —0.01
para la curva en negro, J,, = —0.05 para la curva en naranja, J,;, = —0.1 para la

curva en verde y J;, = —0.5 para la curva en azul.



III. SOLUCION CON ORDEN MAGNETICO HELICOIDAL

1. Orden Magnético Helicoidal.

Presentamos ahora la extensién de la solucién de Trias e Yndurain a sistemas
cuyo estado fundamental no es ferromagnético. Para ello, tomemos como estado
fundamental un arreglo helicoidal, tal que el dngulo entre dos espines consecutivos
es constante; esto nos permite considerar distintas configuraciones del estado fun-
damental. Si el Angulo entre espines consecutivos es m, obtenemos como solucién
el estado antiferromagnético de Néel; si este d4ngulo es cero, la solucién es ferro-
magnética; y para cualquier otro valor del d4ngulo, el estado fundamental lo inter-
pretamos como un magnén “congelado”. Lo anterior constituye un avance respecto
de la solucién del capitulo II, que permite como estado fundamental {inicamente el
ferromagnético y predice un magnén “congelado” sélo en forma cualitativa.

Nuestro sistema es el presentado en el capitulo II, es decir, consideramos un
conjunto infinito de 4tomos dispuestos sobre una Red de Bethe, a cada dtomo asig-
namos un unico grado de libertad espinorial . El Hamiltoniano del sistema es el de
Heisenberg y el alcance de las interacciones es a [ vecinos. Sin embargo, escribimos

el Hamiltoniano de la ecuacién (2-1) de una forma diferente,

]
H=—23 3 15 -5ua (3-1)
i A=1

donde el indice ¢ indica los diferentes sitios de la red, A es un indice de pasos sobre

la red, concepto que introdujimos en el capitulo anterior; S. representa el operador

30
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de espin en el sitio t y J, es la interaccién entre espines en el sitio 1 y los sitios
t + A pasos sobre la red. La primera suma en (3-1) es sobre todos los sitios de la

red y el factor un medio compensa el doble conteo de cada par (1,7 + A).

Nuestra solucién requiere que definamos ejes coordenados, dngulos y las posi-
ciones de los distintos 4tomos; es decir, necesitamos poder describir geométricamente
nuestro sistema. Sin embargo, en una red de Bethe de coordinacién arbitraria, no
podemos dar siquiera las posiciones de todos los 4tomos, debido a la imposibilidad
de realizar en el espacio tridimensional cualquier red de coordinacién mayor que
dos. Si consideramos el caso en que la coordinacién es dos tenemos una cadena
unidimensional, la cual puede ser descrita trivialmente en tres dimensiones, dando
la posibilidad asi de definir sistemas de coordenadas y hacer cualquier descripcién
geométrica. Lo anterior implica que es necesario trabajar la geometria del problema
como si se tratara de una cadena unidimensional, y luego extender los resultados

variando la coordinacién.

Consideremos que en cada sitio de la red tenemos un sistema de coordenadas
local, de manera tal que el eje x de cada uno de ellos coincide con el eje de la
cadena, y los ejes z de cualquier par de sistemas locales consecutivos forman un
dngulo 6. El conjunto de ejes locales describe una hélice de paso @ a lo largo de la
cadena. Cada espin apunta esencialmente en la direccién de su eje z local, el cual
es el eje de cuantizacién. La suma sobre el indice de sitio ¢ del Hamiltoniano (3-1)
la evaluamos término a término en los diferentes sistemas de coordenadas; es decir,
para un 1 fijo escribimos el .S-':-+ a en el sistema local del sitio ¢. Dada la invariancia
del producto escalar respecto del sistema de coordenadas, lo anterior es totalmente

licito. Realizamos los cambios de coordenadas usando matrices de rotacién con



32

respecto al eje de la cadena en un 4ngulo A# para los A-ésimos vecinos. Por A-
ésimos vecinos entendemos los sitios alcanzados al dar A pasos sobre la red.

Escribamos el Hamiltoniano (3-1), en funcién de las componentes de S; como

:-——ZZJA ( +A+ S+S+A+Ss+AS=‘_)) : (3-2)
En las relaciones
- Af
) + S, , sen® (?) tS+Asen(A9) ;
Al
) + S A cos? ( 7 ) + tS+Asen(A0) (3-3)

SF

i+A T _5 i+

I
n
+
=3
0
(1]
2.
>
N
+
tn
[
n
1]
js

(AG) + §,’+A cos(Af) ,
los operadores sin tilde son la expresién de las componentes del operador STH a enel
sistema asociado al sitio 1, y los operadores con tilde corresponden a las componentes
en el sistema local solidario al sitio ¢ + A. La expresién (3-3) nos da la posibilidad
de escribir el Hamiltoniano en funcién sélo de operadores en los sistemas locales, en
los cuales S* es esencialmente S.

Utilizando la transformacién de Holstein-Primakoff(*®) podemos cambiar nues-

tros operadores S*,S~ y S, por operadores con reglas de conmutacién bosénicas,

llamados de Holstein-Primakoff

t %+
S+ = /28 (1— a"a”) a,

25
t 3 3-4
S; =+/28a! (1 - ——“;;") , (3-4)

S:=S8~ala,,

1 24

donde S esta definido en la ecuacién (2-3c). Las reglas de conmutacién que satisfacen

estos operadores son

la,,a,] =0, paratodovy u,

(3-5)
[a,,,a.L] = By s
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Utilizando la aproximacién de ondas de espin, es decir, si nos limitamos a
pequenas desviaciones de S* respecto de S y no consideramos interacciones entre

ondas de espin, podemos escribir (3-4) en forma aproximada como:

St =+V28a, ,
S, = \/ﬁal ) (3-6)
S*=S5—-ala, .
Podemos reemplazar las componentes de los operadores de espin en los sistemnas
locales, por operadores de Holstein-Primakoff en la aproximacién (3-6), si tenemos

en cuenta que en dichos sistemas se satisface que S* es esencialmente S. Hecho ésto,

el Hamiltoniano adopta la forma
H - '—E(B) + H{} + Hl 3 (3-7)

donde

E(0) = % YV Ja 5% cos(Ad) . (3-8)

i A=1

Como E(6) no contiene operadores y depende sélo del 4ngulo entre los espines,
podemos prescindir de él para calcular las excitaciones. El siguiente término del
Hamiltoniano, H,, viene dado por:

1y —_
H, = _EE Z‘IA (15‘ Esen(Aﬂ) (a.:.'_,_A —Giya T —a:‘)
A=1

— Scos(Af) (a‘?a.- +al, , a,-+A)

Ad
+ Ssen? (-2—) (a,—a.-+,_~. +aZ+AaI)

Al
+ S cos® (?) (a’iaL.A +a=‘+Aa‘:)) )

eliminamos los tildes sobre los nuevos operadores, para simplificar la notacién. El

Hamiltoniano denotado por H; contiene los términos que involucran méas de dos
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operadores, los que corresponden a la interaccién entre ondas de espin. Limitarnos a
la aproximacién de ondas de espin significa también despreciar este tipo de términos
de interaccién.

Evaluamos a continuacién el espectro de excitaciones utilizando sélo el Hamil-
toniano H, y recuperamos E(f) al final del cdlculo, al escribir la energia por sitio

del sistema.

2. Funciones de Green.

Definimos dos funciones de Green del tipo Zubarev a temperatura nula (ver

Apéndice 1) para nuestro problema, a saber:
Gi;(t —t') = {{a:(t), a} ("))
K (t —t') = (] (), af (¢')))

Las ecuaciones algebraicas que satisfacen las transformadas temporales de Fourier

(3-10)

de nuestras funciones (3-10) son:
Ad
(w — E(ﬂ))G,-,J-(w == 6 Z VA ( (7) Gl—'i‘A,j(w)

+ sen? (%8) K¢+A..f(w)) ’

(3-11)
AB
(w+ €(0) Kk (w) = Z Valsen’ | — ) Giiam (w)
Al
+ cos? (7) Kiiax (w]) ,
donde hemos hecho uso de las siguientes definiciones:

= ZI: Va cos(A6) . (3-13)

A=1
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Podemos ver que, como consecuencia de haber eliminado los términos de in-
teracci6én en el Hamiltoniano, las ecuaciones (3-11) no contienen funciones de Green

de orden mayor.

3. Solucién.

El sistema de ecuaciones (3-11) acopla dos funciones de Green y para resolverlo

es necesario desacoplarlas. Para ello usemos dos funciones auxiliares

Lii(w) =Gi;(w) + K; ;(w) ,

(3-14)
A (W) =G ;(w) - K ;(w),
las cuales satifacen las siguientes ecuaciones:
I
wl; ; (W) =6 ; + €(0)A; ; (w) — Z Va cos(AB)A; 4o ; (W),
a=t (3-15)
wA; ;(w) = 6 ; + €(6)T Z Valiza ;(w) .

A continuacién hacemos uso explicito de la topologfa de una red de Bethe de
coordinacién ¢. Identificamos el sitio de interés con el indice 0 , Y usamos 1,2,...,n
para las capas de primeros, segundos, ..., n-ésimos vecinos del 4tomo central res-

pectivamente. Adoptamos ademds la notacién:

Fa(w)=Tao(w),

(3-16)
Av(w) = A, 0(w) .
Evaluamos (3-15) parai =Ny j =0
wly (W) = 8y.0 + €(6) Ay (w) — Z Va cos(A8)Ay .4 (w) ,
a=t (3-17)

WAy (W) = bx0 + €(6)Ty (W) — Y Valyia(w).
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Usando la expresién (2-18), para N > I, que da cuenta de los pasos sobre la red,

obtenemos las siguientes ecuaciones:

wly (w) = €(8) Ay (w ZV" cos k())(AN k(W) + (e —1)F Ay 1k (w)

k=1
k—1

+ Z'(c —2)(e = 1" g ramm (w)) )

m=1

| Y k (C_l) FN+k(w)

N

why (w) = €(6)Ty (w ZV,,

k-1
'

+ (C'-z)(c—l)k_m—lI‘N-{-k—Zm(w)) ’

m=1

(3-18)

donde el simbolo )’ indica que la suma se anula para k = 1. La expresién que

adopta €(0), definido en (3-13), es

i

€(6) = > e(c— 1)*~ 1V, cos(kf) .

k=1

(3-19)

En el espiritu de la solucién de Trias e Yndurain, planteamos como funciones

de prueba,

I'y (w) = Az" (w)

Ay (w) = By" (w) .

Imponemos ademds que, independiente de N, z e y,

_ Az¥
By -
Definamos:
p=z(c—1)"2, Y, =V, (c—-1)"/?, W =w—

q= y(c - 1)1/2 ’ Zn (0) = Vn cos(nﬂ) (C - 1)n/2 ’ \'.:Jz =w— 6(0)0' .

ﬂ ’

o

(3-20)

(3-21)

(3-22)

(3-23)
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Estas definiciones, junto con las funciones de prueba (3-20) y (3-21) y la imposicién

hecha en (3-22), nos permiten escribir las ecuaciones (3-18) en forma anéloga a

(2-23), es decir

. 1 c—2) [g-(r—1) 4 g(n=1) —
5=—2 > 20 (o +e + L () s,

c—1 qa*+yq (5-24)
4
. . . c—2) (p(»=1) 4 pn-1) ~
wzz_UZYn(p +p +(c—1)( = =Wa(p) ,
n=1

con lo cual obtenemos dos ecuaciones independientes, una para cada funcién auxiliar
de Green, cada una con / condiciones de borde, que corresponden a hacer equivalente
el sitio central con cualquier otro sitio de la red. Ambas podemos tratarlas utilizando
el formalismo desarrollado en el capitulo anterior, dada la total equivalencia formal

entre las ecuaciones (2-23) y (3-24).

Una vez aplicado el formalismo, obtenemos como resultado formas integrales

para nuestras funciones auxiliares en el sitio central

Ty (w) = 2(c—1) ‘/;" 4(sen2 (¢) 1 dé .

e  _ He— 1) cos?(¢) &, — W, (¢)
e? (3-25)
_ 2e—1) [T sen”(¢) 1
Ao(w) = —— /0 | He—1)cos* () @, — W, (¢) @

Podemos combinar estas funciones auxiliares, usando (3-14), y despejar o para

obtener la funcién de Green que nos interesa (ver Apéndice 3),

Gol(w) = 2(c—1) /: . sen® (@) 1

cT (¢ — 1) cos?(¢) w— \/P‘V1 (¢,6)W2 (8, 6) @,

c2

(3-26)
1-—

donde, si extendemos el alcance de la interaccién a infinito, W, (¢,0) y Wa(4,6)
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estan dados por

= ,.i::l V, cos(n) (C(C -1
e—1)F (2cos(n¢) + 2:2 = 1)¢)>) ’

1 sen(¢)
i (cos nf)c(c - 1)" 1

B —(e—1)% (2 scaindf + = _fseng(_‘ﬁ;)‘ﬁ))) .

Podemos evaluar la densidad local de estados en el sitio central a partir de la

(3-27)

relacién (2-25), obteniendo

Do(w) = 2(c —1) sen? (¢(w)) ()

e 4(c — 1) cos®(g(w))

(3-28)

c2
donde ¢'(w) es la derivada de ¢ con respecto a w y ¢ viene dada, en forma implicita,

por

¢) = /W, (6,0)W,(4,6)  donde ¢ = ka . (3-29)

La ecuacién (3-29) nos da la relacién de dispersién w, (k) para magnones sobre una
red de Bethe de coordinacién ¢ cuando el estado fundamental es helicoidal, el &ngulo
entre espines consecutivos es 8 y el alcance de la interaccién es arbitrario.

Falta atin determinar el dngulo entre espines, para lo cual, considerando el
término F(f) y la energia de la onda de espin con vector k, escribimos la energia

por sitio,

£(0,k) = —% i V,Sec(c —1)"* cos(nb) + “"’}(J’“) , (3-30)

n=1
-y luego minimizamos € (8, k) respecto a 8 en ausencia de excitaciones, para k fijo,

k = 0. Sin embargo, dado que el niimero total de sitios de la red, N, tiende a infinito

en nuestro caso, el segundo término del miembro derecho de la ecuacién (3-30) se
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anula. Una vez conocido el d4ngulo que minimiza £(8,k), éste se reemplaza en la

relacién de dispersién (3-29), quedando ésta totalmente determinada.

4. Casos Conocidos.

El primer caso conocido lo obtenemos imponiendo § = 0 en (3-27) y (3-29) con
lo cual recobramos la solucién de Trias e Yndurain, como era de esperar. Pero,
nuestros resultados podemos aplicarlos también a una cadena lineal arbitraria; es
decir, consideramos una red de Bethe de coordinacién dos, y restringimos las in-
teracciones sélo a primeros vecinos, sin especificar el signo de ellas, vale decir; si son
ferromagnéticas o antiferromagneticas. La forma que adopta la energfa por sitio, en

este caso, es

&8, k=0) = —%VS cos(d) , (3-31)

donde V es la interaccién a primeros vecinos. Al minimizar obtenemos dos posibles

soluciones:

0, siV>0
ﬂm;u = . (3-32)
T, siV <0.

Las relaciones de dispersién, una vez reemplazado f;,, son:

2V (1 — cos(k siV >0, ferro nético,
( ):{ (1 — cos(ka)), caso ferromag (3-33)

2|V ||sen(ka)]|, si V < 0, caso antiferromagnético.

Notemos que ambas relaciones las obtenemos dentro del mismo formalismo, permi-
tiendonos éste pasar de una relacién a otra, de manera continua, al variar el 4ngulo
que minimiza (3-31). Las implicaciones de estos resultados seridn discutidas en la

altima seccién de este capitulo.
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Finalmente obtenemos las densidades de estados:

1 1
D (w) == 4
o) = T v —ep
1 - . R
Dy (w) = - ! si V <0, caso antiferromagnético.

’ VRV Wt

Los resultados (3-33) y (3-34) son ampliamente conocidos y en la literatura(4®)-(41)

si V > 0, caso ferromagnético,

(3-34)

es posible encontrar varias deducciones alternativas de ellos.

5. Discusién.

En este capitulo hemos desarrollado un formalismo que nos permite estudiar
sistemas cuyas interacciones pueden ser ferromagnéticas, antiferromagnéticas o una
combinacién de ellas, sin ninguna restricién sobre el alcance de las mismas. Pode-
mos caracterizar el estado fundamental como ferromagnético, antiferromagnético
(estado de Néel) o como un magnén congelado, caso para el cual determinamos el
dngulo entre espines consecutivos. En todos los casos podemos evaluar la relacién
de dispersién y su respectiva densidad de estados.

Una ventaja importante de nuestro formalismo es que nos permite tratar to-
dos los casos en forma equivalente, sin necesidad del tratamiento usual de subredes
para el a.ntiferromagﬂetismo. M34s ain, este método es el dinico que permite pasar
continuamente (por ejemplo, en la relacién de dispersién) del caso ferromagnético al
antiferromagnético. Esto tltimo quedé ilustrado en el caso de la cadena unidimen-
sional con interaccién a primeros vecinos. En este ejemplo tenemos que parak — 0
la relacién de dispersién, en el caso ferromagnético depende cuadriticamente de k ,
y en el caso antiferromagnético depende linealmente; por lo tanto, el paso continuo
de una a otra, variando el 4ngulo que minimiza (3-31), no es un hecho trivial. Dado

que el formalismo da un tratamiento equivalente a todos los érdenes magnéticos que
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puedan adoptarse, podemos concluir que poseemos una herramienta poderosa que
nos permite estudiar una gran variedad de sistemas, sin un andlisis previo del tipo
de estado fundamental que posee cada uno en particular.

Los capitulos siguientes los dedicamos a estudiar diferentes sistema con in-
teracciones competitivas, que sirven para ilustrar como trabaja el método. En forma
especial estudiaremos en el capitulo VI la interaccién RKKY que, debido a su largo

alcance, presenta problemas dificiles de superar mediante los tratamientos conven-

cionales.



IV. APLICACION A SISTEMAS HELICOIDALES

1. Sistemas Helicoidales.

El estudio de cadenas unidimensionales helicoidales ha cobrado interés debido
a que proporcionan un modelo simple que permite describir grandes cadenas de
moléculas o polimeros que presentan caracteristicas helicoidales, como por ejem-
plo, el acido desoxirribonucleico(#?). Los trabajos previos(42):(42).(44) gye aplican
el modelo de cadenas unidimensionales helicoidales al estudio del comportamiento
magnético de estos sistemas, utilizan un Hamiltoniano tipo Ising. Es por esto que re-
sultados con un Hamiltoniano de Heisenberg, ademads de ser originales, representan
una ampliacién del campo de aplicacién del modelo. Con esta finalidad, presenta-
mos a continuacién una aplicacién del formalismo general desarrollado en el capitulo
anterior a sistemas unidimensionales helicoidales.

Los sistemas helicoidales en que estamos interesados estan formados por cadenas
unidimensionales de dtomos enrolladas sobre el manto de un cilindro, de manera
tal que la distancia entre dos vueltas consecutiva, llamada el paso de la hélice, es
constante. Definimos las posiciones de todos los sitios sobre la hélice en coordenadas
cilindricas, tal que r es constante para todos los sitios y ¢ puede tomar N valores
diferentes, que son ¢, = 2an/N,conn =0,1,...,N—1,y N corresponde al niimero
de sitios por vuelta. Finalmente, los valores posibles de z estin determinados por
una funcién multivaluada de ¢ de la forma 2, = hq + h¢, /27, donde g € Z y h

es el paso de la hélice. Los indices (n,q) determinan univocamente cualquier sitio

42
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sobre la hélice. En la figura 1 vemos el tipo de sistema helicoidal en el cual estamos
interesados.

Cada espin interactila sélo con los espines més cercanos, los que corresponden
a sus primeros vecinos a lo largo de la cadena y a los espines ubicados en las vueltas
siguiente y anterior de la hélice. Incluir interacciones con espines ubicados en otras
vueltas de la hélice no significa necesariamente que las interacciones sean de largo
alcance espacial. Esto se entiende debido a que, si bien la distancia que separa a dos
vecinos en vueltas consecutivas puede ser grande comparada con la distancia entre
primeros vecinos, si la medimos a lo largo de la cadena, espacialmente,esta distancia,
resulta ser el paso de la hélice, el cual puede ser comparable a la distancia entre
primeros vecinos. De esta manera, interacciones de corto alcance espacial pueden ser
las responsables de la interaccién entre espines en vueltas consecutivas en la helice.
Elegimos interacciones competitivas, vale decir, una interaccién ferromagnética y
la otra antiferromagnética, ya que éstas inducen los ordenamientos magnéticos mds
interesantes.

Para estudiar el sistema propuesto debemos ponerlo en el contexto de nuestro
formalismo general, para lo cual consideramos el caso especial de una red de Bethe

de coordinacién dos y con interacciones definidas de la siguiente manera:

Ji, sin=1
Vo =4 Jy, sin=N (4-1)

0, en los demds casos.

Lo anterior significa que cada espin interactiia con sus primeros vecinos y ademds
con sus N-ésimos vecinos a lo largo de la cadena, solamente. Los N-ésimos vecinos

corresponden a los espines ubicados en la vuelta siguiente y en la anterior de la

hélice.
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2. Resultados.

Nos interesan especialmente interacciones de tipo competitivas, sin embargo,
por completitud, en nuestro estudio consideramos todas las posibles combinaciones
de signo para las interacciones. Obtenemos a continuacién el 4ngulo entre espines
consecutivos en el estado fundamental como funcién de las interacciones; para esto
minimizamos la energfa por sitio, dada por la relacién (3-30). La forma que adopta

la energia por sitio en este caso es:
1
&[0, k= 0) = —§|J1 |S (sgn(Jy) cos(8) + X cos(NO)) , (4-2)

donde |J, | es el médulo de la primera interaccién, el cual resulta ser sélo un factor de
escala de la energia; sgn es la funcién signo de J,, la cual determina si la interaccién

es ferromagnética (+) o antiferromagnética (—); y Xy es el cuociente entre las

interacciones, vale decir

o= ]-”3”—| . (4-3)

El sgn(J,) y Xy son los pardmetros fisicos determinantes.

En las figuras 2 y 3 vemos el comportamiento del 4ngulo entre espines conse-
cutivos (0nin ), €l cuél caracteriza el estado fundamental del sistema, en funcién de
Xx . En cada figura consideramos un valor del signo de la interaccién a primeros ve-
cinos; incluimos ademads varias curvas por figura, las cuales corresponden a distintos
valores del niimero de espines por vuelta (N). Vemos en estas figuras que existen
valores criticos del pardmetro Xy para los cuales los ordenamientos ferromagnéticos
o antiferromagnético se vuelven inestables, adoptando el sistema un orden helicoidal
como estado fundamental. Los valores criticos, antes mencionados, los mostramos

en las figuras 4, 5 y 6. En el caso de que el sgn(Jy) = —1 los X criticos tienen
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diferente signo, dependiendo de la paridad de N, lo cual sugiere mostrar por se-
parado los resultados obtenidos para N par e impar. En estas figuras graficamos

ademads la funcién

1 ;
it ﬂ-ﬁ ) 51 sgn(Jl) =+1 ( )
X;I’ Ico —_ 4_4
1 .
(—1)N+1 F, S1 sgn(Jl) = —1 3

la cual es la dependencia analitica de X< i¢° como funcién de N, cuya demostracién
incluimos en el Apéndice 4. El signo de X" es importante, ya que, en el caso
Xyt < 0, el sistema adopta un orden helicoidal como estado fundamental para
todo Xy < XF™¢°; en cambio, si Xi™c® > 0, el orden helicoidal aparece para
todo Xy > Xjyfftico,

Si nos alejamos del valor critico de Xy , manteniendonos en la regién en que el
estado fundamental es helicoidal, los valores para el 4ngulo entre espines, 8., , tien-
den a un limite dependiente de N (el ntimero de espines por vuelta en la hélice) y del
sgn(J;); las figuras 7 y 8 ilustran este comportamiento. En el caso que sgn(J;) = +1,
es decir, cuando la interaccién a primeros vecinos es ferromagnética, el signo de
Xy es negativo, por lo tanto los Xy que nos interesan son afin menores, lo que
significa que la interaccién a N-ésimos vecinos es antiferromagnética. Para este caso

el comportamiento del d4ngulo en la regién “asintética” es:
T Xcritico
Onin — N Ppara Xy < X5 : (4-5)

Este comportamiento se debe a que la interaccién dominante es la antiferromagné-
tica a N-ésimos vecinos y por lo tanto, el sistema optimiza esta interaccién haciendo
antiparalelos los espines en vueltas consecutivas, cuyo d4ngulo es N, al ser con-

siderados como parejas de N-ésimos vecinos.
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En el caso que sgn(J,) = —1, es decir, interaccién a primeros vecinos antiferro-
magnética, debemos distinguir dos casos de acuerdo a la paridad de N. Si N es par
X5ree es negativo, lo que significa que los X dela regién “asintética” son menores,
implicando que la interaccién a N-ésimos vecinos es también antiferromagnética. Si
N es impar X[F*i° es positivo, por tanto los Xy “asintéticos” son mayores, lo que
significa que la interaccién a N-ésimos vecinos es ferromagnética. En ambos casos

el comportamiento limite del d4ngulo es el mismo, a saber:

gm in 2

(N —-1)x { cuando Xy < X57™'°° si N es par (4-6)

N cuando Xy > X§ftice  gi N eg impar.
Sin embargo, el comportamiento del sistema es totalmente distinto en uno ¥y en otro
caso. Si N es par la interaccién dominante es la antiferromagnética a N-ésimos
vecinos, por lo tanto el sistema optimiza esta interaccién haciendo el ingulo entre
espines en vueltas consecutivas, N0,,;,, tender a (N — 1)x. Como N es par, el
angulo resulta equivalente a 7, es decir, lés espines en vueltas consecutivas tienden
a ser antiparalelos. Si N es impar, la interaccién dominante es la ferromagnética a
N-ésimos vecinos, por lo tanto, al hacer el 4ngulo N6, tender a (N — 1)7, con
N impar, el 4ngulo resulta equivalente a 27. Esto hace que los espines en vueltas
consecutivas tiendan a ser paralelos, logrando el sistema optimizar la interaccién
ferromagnética dominante, de esta manera.

Las figuras 9 a la 18 muestran la relacién de dispersién en funcién del vector
de onda k. Consideramos diferentes razones entre las interaciones (Xy ), distintos
nimero de espines por vuelta (N) y las dos posibilidades de signo de la primera in-
teraccién (J;). Podemos comparar estos resultados con los obtenidos en el capitulo
I1, para el mismo sistema, usando el formalismo de Trias e Yndurain. Las rela-

ciones de dispersién obtenidas con nuestro formalismo estdn bien definidas en todo
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el espacio k,es decir, la frecuencia no toma valores negativo, lo que caracteriza la
inestabilidad del estado ferromagnético en el formalismo del capitulo II. Sin em-
bargo, aparece un efecto nuevo: en las relaciones de dispersién w tiene un minimo,
con valor de w = 0, para ka = 0,;,. Este es un resultado general para todos
los sistemas con coordinacién dos dentro de nuestro formalismo, incluimos su de-
mostracion en el Apéndice 5. Podemos entender este efecto en base a que superponer
una excitacién con la periodicidad del estado fundamental con orden helicodal, no

puede tener costo energético.

3. Discusién y Conclusiones.

El andlisis anterior nos ha permitido ejemplificar las posibilidades que abre el
formalismo desarrollado en el capitulo III. El sgn(J;) y N caracterizan el sistema,
sin embargo, el pardmetro Xy, que es la razén entre las interacciones, puede ser
variado externamente, por ejemplo, por presién sobre el eje de la hélice, ya que al
varfar la distancia entre vueltas consecutivas cambia la magnitud de la interaccién
Jy, ¥y por lo tanto X . El hecho que X pueda ser variado hace interesante conocer

el comportamiento del sistema como funcién de este pardmetro, lo cual motivé el

estudio de las diferentes magnitudes en funcién de éste.

Uno de los resultados mds relevantes es la existencia de valores criticos de
la razén Xy, para los cuales los ordenamientos magnéticos convencionales, (ferro-
magnetismo o antiferromagnetismo), se hacen inestables. Los resultados analiticos
obtenidos para la dependencia en N de los valores criticos concuerdan con los en-
contrados en la literatura(4®):(46).(47)  para la cadena lineal con interacciones a

primeros y segundos vecinos (N = 2). Sin embargo, un trabajo reciente(*3) en
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el que se estudian estos sistemas helicoidales usando un Hamiltoniano electrénico
y considerando explicitamente la integral de intercambio como el mecanismo de las
interacciones, mantiene el acuerdo en el caso par, pero corrige nuestro resultado en
el caso N impar.

Los limites encontrados para f_;,, en la regién de orden helicoidal, muestran
una tendencia del sistema a estabilizar estructuras conmensuradas con la periodici-
dad de la hélice. Este resultado lo encontramos en ausencia de anisotropia y como
se sabe que incorporarla estabiliza atin mds las estructuras conmensuradas, pode-
mos concluir que este tipo de estructuras son las més estables en el caso en que los
ordenamientos ferromagnéticos o antiferromagnético son inestables.

Las relaciones de dispersién obtenidas con nuestro formalismo estin siempre
bien definidas, es decir, w es siempre mayor o igual a cero, en contraste con lo que
sucedia con los resultados de Trias e Yndurain. Los valores nulos en la relacién
de dispersién encontrados para ka = 6,;,, donde 8 ;, es el dngulo entre espines
consecutivos que adopta el sistema para minimizar la energfa por sitio, no deben
ser entendidos como degeneracién del estado fundamental, sino como que la super-
posicién de una excitacién de la misma periodicidad de la estructura inicial produce
una rotacién rigida de la configuracién, y por lo tanto el ‘estado resultante es el
mismo que el inicial. Los minimos locales en la relacién de dispersién son estado
metaestables del sistema que se presentan para excitaciones con ka = nf,;,, con
n = 2,3,4,..., es decir para excitaciones con longitud de onda conmensurada con
la periodicidad del arreglo helicoidal fundamental, ratificando nuevamente la mayor

estabilidad de las estructuras conmensuradas.
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FIGURA 1. Mostramos una seccién de un cadena helicoidal con N = 10 espines

por vuelta. El espin en el sitio etiquetado por cero interactiia con los espines en los

sitios &1 y £N.
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FIGURA 2. Graficamos el 4ngulo que minimiza la energfa por sitio (fmin /) como
funcién de Xy para cuatro diferentes valores del ntimero de espines por vuelta (N).

La interaccién a primeros vecinos es ferromagnética, es decir, sgn(J;) = +1.
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FIGURA 3. Graficamos el 4ngulo que minimiza la energfa por sitio (6in /7) como
funcién de Xy para cuatro diferentes valores del ntimero de espines por vuelta (V).

La interaccién a primeros vecinos es antiferromagnética, es decir, sgn(J,) = —1.
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FIGURA 4. Valores criticos de Xy como funcién del niimero de espines por vuelta
(N). La interaccién a primeros vecinos es ferromagnética, es decir, sgn(J,) = +1.
Los asteriscos corresponden a los valores determinados del cdlculo de 6,;, como

funcién de Xy, y la linea segmentada corresponde al resultado analitico.
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FIGURA 5. Valores criticos de Xy como funcién del niimero de espines por vuelta
(N), para N par. La interaccién a primeros vecinos es antiferromagnética, es decir,
sgn(J;) = —1. Los asteriscos corresponden a los valores determinados del calculo de

0. in como funcién de Xy , y la linea segmentada corresponde al resultado analitico.
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FIGURA 6. Valores criticos de X como funcién del ntimero de espines por vuelta
(N), para N impar. La interaccién a primeros vecinos es antiferromagnética, es
decir, sgn(J,) = —1. Los asteriscos corresponden a los valores determinados del

cdlculo de 0,,;, como funcién de Xy , y la linea segmentada corresponde al resultado

analitico.
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FIGURA 7. Comportamiento de 7/f,;, como funcién de X, en el caso que
sgn(J;) = +1. La regién de Xy que nos interesa es Xy < Xgrtiee, Incluimos cu-
atro curvas que corresponden a diferentes valores del nimero de espines por vuelta

(V). Podemos ver que para todas ellas 0,,;, — 7/N en la regién de interés.
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FIGURA 8. Comportamiento de 7/f,;, como funcién de Xy en el caso que
sgn(J;) = —1. Las regiones de Xy que nos interesan son: Xy < X <° cuando
N es par; y Xy > X§/'*°°, cuando N es impar. Incluimos cuatro curvas que cor-
responden a diferentes valores del niimero de espines por vuelta (N). Podemos ver

que para todas ellas 0,,;, — (N — 1)7/N en la regién de interés.
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FIGURA 9. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 4 espines por
vuelta y sgn(J;) = +1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de la
razén X,, teniendose que X, = —0.01 para la curva en negro, X, = —0.05 para la
curva en rojo, X, = —0.1 para la curva en azul, X, = —0.25 para la curva en verde,

X, = —0.5 para la curva en violeta y X, = —0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 10. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 4 espines
por vuelta y sgn(J;) = —1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores
de la razén X,, teniendose que X, = +0.01 para la curva en negro, X, = +0.05
para la curva en rojo, X, = +0.1 para la curva en azul, X, = +0.25 para la curva

en verde, X, = +0.5 para la curva en violeta y X, = 4+0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 11. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 5 espines
por vuelta y sgn(J,) = +1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de
la razén X, teniendose que Xz = —0.01 para la curva en negro, X; = —0.05 para
la curva en rojo, Xz = —0.1 para la curva en azul, X; = —0.25 para la curva en

verde, X; = —0.5 para la curva en violeta y X; = —0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 12. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 5 espines
por vuelta y sgn(J;) = —1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores
de la razéon X;, teniendose que X; = +0.01 para la curva en negro, X; = +0.05
para la curva en rojo, X; = +0.1 para la curva en azul, X; = +0.25 para la curva

en verde, X; = +0.5 para la curva en violeta y X; = +0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 13. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 9 espines
por vuelta y sgn(J;) = +1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de
la razén X,, teniendose que X, = —0.01 para la curva en negro, X, = —0.05 para
la curva en rojo, X, = —0.1 para la curva en azul, X, = —0.25 para la curva en

verde, X, = —0.5 para la curva en violeta y X, = —0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 14. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con 9 espines
por vuelta y sgn(J;) = —1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores
de la razén X,, teniendose que X, = +0.01 para la curva en negro, Xy, = +0.05
para la curva en rojo, X, = +0.1 para la curva en azul, X, = +0.25 para la curva

en verde, X, = +0.5 para la curva en violeta y X, = +0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 15. Relaciones de dispersién de magnones para una hélice con N = 10
y sgn(J,) = +1. Las diferentes curvas correspondes a distintos valores de la razén
X1, teniendose que X;, = —0.01 para la curva en negro, X;, = —0.05 para la
curva en rojo, X;, = —0.1 para la curva en azul, X;, = —0.25 para la curva en

verde, X;, = —0.5 para la curva en violeta y X,, = —0.9 para la curva en amarillo.
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FIGURA 16. Relaciones de dispersién de magnones para una hélicecon N = 10y
|

sgn(J;) = —1. Las diferentes curvas corresponden a distintos valores de la razén
Xio, teniendose que X;, = +0.01 para la curva,!en negro, X,, = +0.05 para la

|
curva en rojo, X,, = +0.1 para la curva en azuli, X,0 = +0.25 para la curva en

verde, X, = +0.5 para la curva en violeta y X,, = +0.9 para la curva en amarillo.



V. APLICACION A SISTEMAS CON INTERACCIONES

DE MEDIANO ALCANCE

1. Sistemas con interaccién a primeros, segundos y terceros vecinos.

El estudio de un sistema descrito por el Hamiltoniano de Heisenberg con in-
teracciones de largo alcance presenta complicaciones, tanto analiticas como numé-
ricas, dificiles de superar con los tratamientos usuales. Nuestro formalismo nos da
la posibilidad de tratar el problema, en la aproximacién de la red de Bethe, sin
grandes dificultades. Sin embargo, antes de pasar al estudio a las interacciones de
largo alcance, las cuales trataremos en el capitulo VI, trataremos el caso de in-
teracciones de mediano alcance. En particular nos limitamos a interacciones hasta
terceros vecinos. Nuestra limitacién, de considerar a lo mais las tres primeras in-
teracciones no nulas, se debe a dos razones. La primera es que existen resultados del
ano 1986, Mesfas y Vogel(#?), para sistemas unidimensionales finitos incluyendo tres
interacciones, con los cuales podemos comparar nuestros resultados. La segunda
razén es que el espacio de pardmetros de las tres interacciones puede reducirse a un
espacio bidimensional mds sgn(J, ), que sélo toma dos valores, permitiéndonos es-
tudiar en forma global la dependencia de las diferentes magnitudes usando gréficos
tridimensionales. Si incluimos cuatro a mds interacciones el espacio de pardmetros
aumenta de dimensién, impidiendo poder analizarlo globalmente; tenemos entonces

que fijar algunos parametros y variar otros en forma separada.

Los sistemas que nos interesan son redes de Bravais, las cuales aproximamos por
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redes de Bethe. En cada sitio se ubican espines y el Hamiltoniano del sistema es el de
Heisenberg. Cada espin interactia sélo con sus primeros, segundos y terceros espines
vecinos més cercanos. La magnitud y el signo de las tres diferentes interacciones no
estin correlacionadas, es decir, estudiamos todas las posibles combinaciones de tres
interacciones. Incluir interacciones con espines ubicados a lo més a tres vecinos de
distancia es lo que definimos como interacciones de mediano alcance espacial.

Para estudiar el sistema antes propuesto en el contexto de nuestro formalismo
general, consideramos redes de Bethe de coordinacién ¢ arbitraria. En la practica nos
concentramos exclusivamente en las coordinaciones con sentido fisico, y definimos

las interacciones de la siguiente maneras:

Ji, sin=1,

Joy, sin=2

Vo osd % ’ (5-1)
Js, sin=3,
0, sin>4.

2. Resultados.

Obtenemos a continuacién el dngulo entre espines consecutivos en el estado
fundamental como funcién de las interacciones; para ello minimizamos la energia
por sitio, dada por la relacién (3-30). La forma que adopta la energia por sitio en

este caso es:

E(0 k=10 = —%[Jl |Se (sgn(J;) cos(8) + (e — 1) cos(26) + B(c — 1) cos(36)) ,
(5-2)
donde |J;| es el médulo de la primera interaccién, el cual resulta ser, nuevamente,
s6lo un factor de escala de la energia; sgn es la funcién signo de J,, la cual determina

si la interaccién a primeros vecinos es ferromagnética (+) o antiferromagnética (—);
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¢ es la coordinacién; a es el couciente entre la interaccién a segundos vecinos y el
médulo de J;; y § es el cuociente entre las interaccién a terceros vecinos y el médulo

de J,. Estas tltimas definiciones las resumimos en las siguientes ecuaciones:

o= B2

J H

IJll (5__3)
B=r".

|;

El sgn(J,), @ y B3, son los pardmetros fisicos determinantes.

En las figuras 1 a 18 vemos el comportamiento del éngulo entre espines consecu-
tivos (fmin), €l cual caracteriza el estado fundamental del sistema, en funcién de los
parametros « y 8. En cada figura consideramos un valor del signo de la interaccién
a primeros vecinos y un valor para la coordinacién. Incluimos ademds varias figuras
que corresponden a ampliaciones o diferentes vistas en el espacio de pardmetros, con
el objeto de mostrar mejor la estructura presente en cada caso.

Vemos, en las figuras anteriores, que existen conjuntos de pares (a, ) que for-
man fronteras entre las regiones, en el espacio de pardmetros, en las cuales 6,,,,
muestra que el ordenamiento del estado fundamental es ferromagnéticos, antiferro-
magnético o helicoidal. Estos conjuntos de pares (e, ) son el anilogo, para estos
sistemas, de los valores criticos del pardmetro Xy del capitulo anterior. Podemos
notar que algunas fronteras, entre las regiones antes mencionadas, aparecen como
“saltos” abruptos en el valor de 0,;,. Para estudiar la forma de estos “saltos”,
graficamos cortes de la superficie para f =constante en funcién de o, y hasta donde
la precisién numérica nos permite discernir, existen discontinuidades en 6,;, como
funcién de a en las fronteras de las regiones. La figura 19 muestra estas disconti-

nuidades para coordinacién dos.

Nos interesa mostrar ahora la forma de las regiones, para lo cual utilizamos una
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proyeccién bidimensional de nuestros grificos anteriores, en las cuales dibujamos sélo
las curvas, en el plano af, que forman las fronteras entre dichas regiones. Estas
curvas corresponden a los conjuntos de pares (e, 8) mencionados en el parrafo an-
terior. Este tipo de figuras son conocidas como diagrama de fase magnética y en los
nuestros aparece, en general, tres regiones: la ferromagnética, la antiferromagnética
y la helicoidal. Las figuras 20 a 25 corresponden a estos diagramas para diferentes
valores del sgn(J; ) y diferentes coordinaciones. Hemos incluido también para el caso
de coordinacién dos, los resultados de Mesias y Vogel con el objeto de comparar con
los nuestros. Sin embargo, debemos tener en cuenta que los resultados obtenidos por
estos autores son para sistemas finitos, lo que introduce una dependencia del niimero
de espines considerados, en los diagramas de fase magnética. Nuestros resultados
son para una cadena genuinamente infinita, es decir, no imponemos condiciones de
borde periédicas en nuestra solucién. Por lo tanto, nuestros resultados son equi-
valentes al limite en que el nimero de espines tiende a infinito, de los resultados de

estos autores.

Estas figuras nos muestran un resultado importante: en un sistema en que sélo
las tres primeras interacciones son no nulas, si & < —0.5, es decir, si el cuociente entre
la interaccién a segundos vecinos y el médulo de la interaccién a primeros vecinos es
menor que cierta cantidad negativa, el estado fundamental no es ni ferromagnético
ni antiferromagnético. Queda entonces sélo la posibilidad de orden helicoidal para
él. Este resultado es independiente del signo de la primera interaccién y depende
débilmente de los valores de § y de la coordinacién. Sin embargp, el valor & < —0.5

impone un limite universal.

Para estudiar el limite del dngulo entre espines, 8,,;,, debemos limitarnos a la
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regién en que a < —0.5, es decir, donde el estado fundamental es helicoidal. Las
figuras 26 y 27 ilustran el comportamiento de f,,;, en esta regién del espacio de
pardmetros, cada una corresponde a un valor del sgn(J; ). Inclufmos ademds, varias
curvas por figura, las cuales corresponden a diferentes valores de la coordinacidn.
Lo anterior, con el objetivo de ver como influye este pardmetro en el valor limite
de 0,.,;,. Hemos elegido para nuestras figuras cortes en a = —1.0, ya que valores
menores para este pardmetro sélo disminuyen la rapidez de la convergencia a los

valores limites. Existen dos valores a los cuales tiende 0..in dependiendo del signo
de 3, a saber:
] cuando 8 <« -1
bt — gﬂ_ (5-6)
5T cuando £ > +1
Estos valores resultan ser independientes del sgn(J,) y de la coordinacién.

Podemos entender el comportamiento del sistema en el sentido que él opti-
miza la interaccién dominante. Si 8 < —1, la interaccién dominate es la antiferro-
magnética a terceros vecinos, por tanto los espines que son terceros vecinos tienden
a estar antiparalelos, y si por el contrario, § > +1, la interaccién dominate es
la ferromagnética a terceros vecinos, por tanto los espines que son terceros vecinos
tienden a estar paralelos. Lo anterior, tenieﬁdo en cuenta que el Angulo entre espines
que son terceros vecinos en 36,_,;, .

Con el propésito de probar las posibilidades del formalismo, reproducimos los
resultados de un célculo hecho por Mesfas y Vogel de la energia del estado funda-
mental antiferromagnético como funcién de las interacciones a segundos y terceros
vecinos, es decir, a y 8. Para esto imponemos que el sgn(J;) = —1, nos restringimos

a coordinacién dos y graficamos la energia por sitio en funcién de « para diferen-

tes valores del pardmetro 8. La figura 28 muestra este célculo para cinco valores



70

diferentes de 3, incluyendo § = 0. Podemos observar que la forma de las curvas es
esencialmente la misma para todos los valores de #, mostrando sélo una tendencia a
un méaximo mds agudo a medida que 3 crece. Los médximos de las curvas se mueven
hacia valores mayores de a a medida que incrementamos 3. Los valores para la
energia por sitio en estos maximos primero aumentan, después tienen un méaximo
y finalmente disminuyen al crecer 8. El méximo valor de la energfa por sitio en

funcién de B es en 8 = —0.2, y esto ocurre para el valor de a ~ —0.6.

Al comparar nuestros resultados con los de Mesias y Vogel(*?) encontramos
un acuerdo cualitativo, pero importantes diferencias cuantitativas. Lo primero que
debemos tener en cuenta es que nuestro formalismo supone el estado de Néel como
el estado fundamental antiferromagnético, lo cual no es correcto desde el punto de
vista cudntico. Por otro lado, estos autores resuelven numéricamente el problema
cudntico para un sistema finito y extrapolando obtienen el limite para el sistema
infinito. Esto les da muy buenos resultados, especialmente en el caso de que la
interaccién a terceros vecinos es nula, en el cual son capaces de reproducir resultados
analiticos. Por todo lo anterior, entendemos el desacuerdo respecto a las energia que
nosotros obtenemos, ya que ellos trabajan con S = 1/2 muy lejos del limite de ondas

de espin, es decir, S — oo.

Respecto al mdximo de la energia del estado antiferromagnético, estos autores
determinan que ocurre para los valores de los pardmetros # = 0.0 y a = —0.5. Al
buscar este punto en su diagrama de fases magnéticas encontramos que corresponde
a un estado fundamental antiferromagnético. Sin embargo, en nuestro diagrama
corresponde a un estado fundamental con orden helicoidal. Nosotros determinamos

que el maximo ocurre para los valores de los pardmetros § = —0.2 y a = —0.6. En
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nuestros diagramas este punto corresponde a la regién antiferromagnética. Teniendo
en cuenta que nos interesa la posicién y no el valor del méximo, este desacuerdo
resulta dificil de dirimir, ya que, el método de extrapolacién usado para evaluar el
limite cuando el nimero de espines tiende a infinito es muy inestable para las curvas

con B # 0 segtin los propios autores(*®).

Las figuras 29 a la 35 muestran la relacién de dispersién en funcién del vector
de onda k. En las diferentes figuras ilustramos los resultados con distintas elecciones
para las interacciones a segundos y terceros vecinos, (e, ), el signo de la primera
interaccién y la coordinacién. Esto nos permite una visién global del cambio de
la relacién de dispersién como funcién de los diferentes parimetros del sistema.
Nuevamente, las relaciones de dispersién obtenidas estdn bien definidas en todo el

espacio k, apareciendo un efecto nuevo para coordinacién alta.

En el caso de coordinacién dos, w(f#,,;n» = ka) = 0, donde 8., es el dngulo
entre espines que son primeros vecinos que minimiza la energia por sitio, el cual ya
discutimos en el capitulo anterior. En el caso de coordinaciones altas, vale decir seis o
doce, y con interacciones en la regién de orden helicoidal para el estado fundamental,
nos encontramos que para ka = 8,,;, las curvas presentan un minimo menor que para
ke = 0. Esto nos dice que el estado fundamental con orden helicoidal es inestable
frente al congelamiento de un magnén con una periodicidad igual a la del orden
helicoidal inicial. Debemos aclarar que en el caso de coordinaciones mayores que
dos, no podemos dar una interpretacién de simples rotaciones a esta excitaciones
de igual periodicidad que el orden helicoidal que se establece. Ello se debe a que
las redes de Bethe con coordinaciones mayores que dos no son cadenas lineales,

sino estructures complejas con cierto grado de multidimensionalidad que no tienen
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realizacién en el espacio tridimensional.

3. Discusién y Conclusiones.

Para los sistemas estudiados en este capitulo, es decir, sistemas con sélo las
tres primeras interacciones no nulas, no existen muchos resultados ni numéricos
ni analiticos debido a las dificultades, formales en el primer caso, y de tiempo de
computador en el segundo, para obtenerlos. Por esta razén nuestros resultados, a
pesar de no ser cudnticamente exactos, son un primer paso para entender este tipo

de sistemas con interacciones competitivas de mediano alcance.

Al estudiar #,,;,, es decir, el dngulo entre espines primeros vecinos que mini-
miza la energfa por sitio, como funcién de sgn(J;), a y 3, podemos ver la compleja
estructura q