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INTP.ODUCCTeIi

En todos los textos de E le.troi i rián:.ca está ainEiiamente trataio eI

p:-ot'l erré Ce la raoiación oe co:cas pu:.::áies a:eleraoas. En est,e .Lra!a..to

se ccisid=::a ei caso de dcE pa::tícr:1as carga-as aceleradas c,'J e i¡t-9¡:a:tiat

!' se estuiia ia rnterferencia en !a rai:aciór, p::odi:cica pat anba s pat:ticu_

ias. tar¿ eiic se supone ccrrociia ex¡iíc:r-arelte la fínee ie universo

z*(-) de cada partícula, y a partir: del- campc e t ectromagné'.i. co se co¡rstru

:"e el tensc:- enerc ía-:¡cme¡lt-l]¡ Cel- sts--elqa de las dos par+-ículas ir,teractua¡

tes.

Se ol:tier¡e así una ex;tresiór: exácta pa::a ei o.o,.,er:tlEr, l-_ü.-a] l:adl-acc

por ef sis'"er,a- Srn elllbargo, las Lni.eqraies q-Lie resuitan ,rc se pueaerj cal-

cuial e¡ fc..r.¿ exac..a, oe mcdc que s9 in+*roiiice u¡ta a¡::cxii..aci ó;, gii= pe xij]

Le liegar aL resultado óes9aic. Gt:acias e esta apro>:1::nac ió;. se !-le¿e. eva-

luat 1as cantiiades di¡á¡,icas asociaCas a ambas pa¡:iíc-ul-as en urr r.iismo

ti eEtpo reta¡dado T y Se integra sobre e1 pasado de una sola de 1as partí

culas- La validez de esta aproximaciór: depende Ce la di-stancia y welocid,ad

relativa oe 1as partículas consideraias.



En seguida, con eI objeto de examinar }a plausibilidad de la aproxi-

maci6n usada, se desarrollan algunos ejemplos de interés.



CAPi?ULC

FADIACION DE iIIA CARGA PUr'ñT'iA! REI?.TI ST.A

Dade 1a línea de universo z!(:) dÉ una car-ca puntual- q, e1 ca:npc

electromagnéti"o Flv debid.o a esa car.ga, en un purito arbitrar.io del espa

cio-tisnpo ¡ se puede construir a partj-r de los potenciales de Lienard-wie-

"r,"r.t(*). It].

FUV =

ta'b) = &,

^[u ov] = "u¡, 
_ .rb!

x! = .-1[*] - ,](.r)l

r< = vr(t)[*] - ,Iit]l ,

[--[ u ' v]l¡- vl-.=-.tL^
g

t-;-=.
-l'" vl l

v(1 - K(v.K)) ----1 ,¿tKi
(1.1)

(1.4)

dande

Hacemos uso de 1as coordenadas retardadas de Ne-'':¡,an. -Perrrose, defini

das ec el- ¡péndice A.

(*)



siendc i el tiempc propj.o reta¡dado de:. eve:.i!c

de (x-zi =O.

Usa$os 1as defi]]iciones

v (r)
p

Ll

dv.u uu. uv uv = f) v-. = n --::-
v ct.t

,U , .= decir, so)-ución

(r,'6)

(r.7)

(1.10)

(r.11)

(1.e)

La velocidad de }a luz se elige igu;il a uno.

E1 tensor energía-momentum TUV asociado a r¡n calpo electromagnéti-
ulJ

nlv = luv = diag(1'-1 ,-1 ,-1 )

L. -^: 1 Ir\ ^cT-- = F-- aa * Z '"' r*' F:;

q-!te, ccm. se sabe, tiene diverqencia nuLa

uv
T'

para cualquier caInpo que satisfaga las ecuacj-ones de Maxwell.

Se defi,¡e e1 moqrentum radiado por la partíc-ula q como

P!=- I

^ Jx
ruva)

donde X es una superficie tipo-ti-eRpo que eventuaLnente se hará tender

al infinito espaciai. §e puede den,cstrar ({ 1], [2] ) que ]a forra exacta de

Ci c;¡a superf lcie no es irrportan--e ya q-.re ."'\ ,\ O por cor.ver.:encia, pa

ra integrar eleaiBos un tubo de Bha.bha, defj.nido por la ecuaci6n K = c!e.

v
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doncle '.oCas

ret ariadc a

en ei rr,arcc

Usando

viendo la i¡t

Su e l emento

cue es 1¿

| , oeDe

estr: ictame¡ite

ción perdida

acelera:iór, -

sión relaiiv

-a 1::I_rea de

que obter¡dr

mos Ia radiac

Ieración

u¡ia ó::bita cular, y fa raciación dipcfar.

voi.irnen esrá dadc por l-i] , [4] :

= tt I - K (K.;) I x. - ,r. )r2atao ,!ll
(I.',r2)

cantidades de1 ladc .le:rechc deben evalua::se eI] e]. pi¡¡to

- ¡'-aic e x' , y- di. representa un elerento de árrgulc sóLido

r:e;roso de 1a fuenie.

,9) y (I.12) en (I.11), tomando e1 1ímite K -+ co l, resoi -

anguial se obti.ene [5] :

(r.13)

ics. fó!-mula de I-a ¡:¡,o: :rara la la:racrón cie una parcícula.

lE supone que, ;iare ce:e¡r.-,r¡a: e- cuaá::irrcmen_.ur radlado

se 1a +-rayec-.o¡:ia zL l':) de la partícula. Sin embarqo,

t z' \i) nc pr.red. ser daia a pri c::i ¡]or que ia r:adia

Ia partícula deLre produci:: un canütr1o en su veiocidaC y

nLestro iesa¡rciic pos-!erlo:: sc.s f(r€.rare$c s tier"_-c= oe er.i

t€ peq-üeños, ic que nos penrir-e pt:escl:ibir: a;:::o>:inadar,errte

ver:so de las pa::tículas invciucracas.

.¡i riianer: de intr:oducció¡:, l, cor ei obie!.c ce c.)r,pa:ar r.s res-r1-laCos

más aoeiar,te corr ios conccioo= e¡ ta iiteratura, oer.l!a:e-

ón producida por una parr-ícula car:gaqa q'rre se ¡.rueve con ace-

te, 1a radiación er"i¡iaa pora una partícula q'üe se mueve en

3



i)

Por

donde

con

v

y si suponemos la partícu1a se ¡lueve col¡

u

se mueve con a = cte .

, sabemos que Ia 4-velccidad de una partÍcula está dada

Y(1,v) ,

at -+2 -1 /2-:-=('l-v)
d1

obtiene

dv! .4-- 4..+ -+. --) 2.+
d1 = (1 v.a , "y (v.a)v + y a)

(r.14)

(1.1s)

(r.16)

De aguí

.2 A.+2 2--2-
-y la + y (v.a) I . (r.17)

(1.18)

eI momentu[! radiado l)of' una partícula en un tj-empo t está

(i.19)

te no relativista (y = 1) , se obtj-ene

( r .20)

a = cte. y de Dodo que

Entonces

dado por

En el

2 2f 4.)2 z--z-
5s .Jo, la + 1(v'a) l(1,v)dt

1 ,' I'oi'r,ira. ,

dv
;;-

Du'n

DT.R

vy

4



, se encuentra que la energfa y eL momentr.rm ::ad j.ado por

en un tiempo t son

2 2'+2
ls a t

IT - rzu)\-1/2

radlado por ta partícula en un perÍodo

u_v'd-r .

Es f ác.iL Erostrar que

Do
x

(a .22)

(r.23)

(a -24)

(r.2s)

de una en movimiento circular u¡iforme.

una carga puntual q que descri-be una órbita circular

se ¡¡ueve con una frecuencia anqmlar uJ constante. Si eI

es eI plano xy , Ia línea de un.iverso,  -velocidad y

4-aceleraci6n Ia partícula están dados por

uz (t. R cos {¡t, R sen üJt, 0)

Y(1, -R O sen ot, R (¡) cos ult¡ O)

y2 (0, -n o2 cos r.¡¡t. -R t¡2 s"n ort, o) ,

-oP
R

ii)

de radio R

plano de la

u

u

AS}, E.L
211 se
ÚJ

reduce a

u
P^

2r¡.¡¡:-
2 2 4 2 4 l' 0l

=qYRur It )o
(r .26)

Í'l
.lo

a¡ = !!- LP lt .27 \

con



donde

Se fiace a

dipolar

ia media radiada por: urridad de ángulo sólido por ei momento

Por Io

(1,O.C,0)

to, 1a partícula i¡:¡adia ener-qía err un Pe::iodo

(1.28)

cantidad igual

:.aai ¡¿clacton di

Ei tr:

que representa

2341t 2 F-(!
3 - Ir - rur'l -

c
P

P

(r.30)

e1 f i,r jo ce ev.¿rcía i.l :artc e lec -.::or..agn ér- i co .

En Ia li tura se encuentra que, si se tiene un sis:er,a i.,cel-zaot

enles, e1 vector de Po)¡nting en la llamada zona lejana o

dado por

1

41r

ento usua-L Ce 1a rai:¿:iór, cie un dipolo eléctr:-co IO] , [ ;]

del cá-cu:c 5r - re-Lo: ót Faynting

(ExB),

x nJ'n , (r.31)

de cargas y

<iorráe ! es

reslecic a1

que p debe

1 ,,1.,
¡; lt Pr

mone:lrc éipc-iar ds-i sf s.-e;ria, ei F-lrntc indi,:a ie:l1.a:iól

retar:dadc ti= t - r, y ei pa:Éntesis cua¿radc señaia

luarse en e1 tiempo tr .

p

6

¿ir



2(S'¡r)r

u'-

e=

r;l

t pl ¿,

en que e1

es decir.

B se ¡ride respecto de la dir:ección de

.loial radi.ade es

P

(r.32)

(i,36)

J

:.
d0-- [pl 'r )^ ^_- d.- = '---l ]1- ser, lrc:c:d:, 4Í )

-i,.+l= p(t') = p e
o

41t

- I Dl (1.33)

gue el m]Í:lenic dip:ia:: var:ía a=ró¡icare¡te en ei trer,po,

sc, la po.-encia meáia raCiace es

de neCc gue obiie¡e finaimente

J, rir, ,



cAPiTrl-o I]

Oli DE LrN SlSTe!1A DE DOS CAIGAS F.E1.ATI\¡iSTAS

1. Radiaci6n un si sl.ena Ce oos relativistas.

Ahor:a dos cargas puntuales q. y q^ que in"eractúaa.t-'2
El canliro 1e ctr:o:r,aEné: i co creadc po¡: cala r.lna de ellas es:

_!v
I

(1 - K. (v. .K. ) )].af

* [u .., vJ']
1.1 ,

-l

,lrl Ia'

(i = 1,2)

(r1.1)

y el c al,p3 ei

E1

se puede

toLal proóu:icc -DC: e: s:s:e;.¿ er

EPV .UV * "!V'1 '2

enero ía-momen Lum para el.

en la forma

iía.2)

campo creado por: las dos cargas

donde

Tu1' = TYt' t rl\' + ru!tzmlx

B



Sigr¡1

Puede esrrib

donde

es ei Eane¡

Pu
R

Pu
R

= {o "ro'* rlo r.,ov * } nr'"?B "*s (rr.s)

1a misma idea, e1 monentua totaL radiad.o por é1 sistema

eomo

= 4" "rr' * i nu' rlB r,ou , tL = 1,2)

{,, * "i, * ,H *,-, .

f ....
= - I rY" d:

JII!
:

radiado po:: cada partícuta,

^ ^ 16
= _!^¿ I :_¿ -_v ^_3=iJ "i'i"'i

(11.4)

(rr.6)

(Ir .7)

es decir, de acuerdo coR (I.13),

(1r.8)Pu
R

v

(rl . 9)

:¡-r¿.'Íe::n:i:-. A;-:: La:.á ¿n)s 33=- :-::: -'::::e -. _:,.-e;ra-

Ei.¡abli¿ er. tornc a la 1ínea de ur.i\'Érs3 ée una de 1as par-tí-

1), y haremos tender K. y K^ a infinitc. Esta elecci6n

el- marco de las aproximaciones que iuegc se lrarán para ca1

eI té¡:ninc de interferencia.

I -.-.
=- ¡ rpY d:Jmrxv

es et t6¡minc

ción un tubo

culas

tiene sentido

CU -Lar e)..pI f C I

c alcu 1ar: entcnces

v



= -[ ,.*
J ¡q.*-
E¡t2**

(r[]* a z,r) ,

comportañiento asintóticc de

{I1.1O) , ceiinimos un vector

*r'1,'

(ir.10)

Ias cantioades que

(r1.11)

ccn eL el de volümen dadc por {a.12) -

apa:: ecen er; la integraL

",{ -6lr

donde ias daáes asoaiaeas a q1

!j^*-^'-^-...Lr cri l,J t- r u!f r iaria d.c sobre ia iínea

purrto de ación "L D. acuerdo

en ,f ti., t y extremo en lG ,l

-*,= |14 \ t1 ),

,:.I Y 5 ú.j,i i v!Er¡áJ::

de uliverso Llj de

-"ua su defrnrcr-on, o

{Ve: F:-g . 1) ,

-

o lc )'1 '2',

tiene su

,i^l ,

origen

LÚ,

o!.R

.._ \



ó" es vector que nc es aíect-adc clando t:;--, de f orn,a c¡ue

é-.f erna S r
- -_uIa definición de K- (1.4) se comprueba

1 1= K2.vZ= 1 ,

Erultiplicamos (1I.14) por oz| se tiene

j-nido 1a variable p como

*1

t2

se tiene

i

uso de estas relaciones en

iargro cálcuJ.c se encuentra

(rr.12)

{1r.16)

la expresión explícita de (iI.10),

er-
*2

p xf - xl -----) ot t *r*oo

*2*-

d!-1nde se ha

asa es que ¿

K l

Hac

1

p

después de u:':

11pKi



lin I

" 1t*

*z**

1u., {rtt ,or'',, ''2 "','

- (v., 'vr) (a2'Kl ) (a,'K, ) 1 +

) ,,- {a.,'ar)} i x! at, ao,

q. q^

Z'It

p2[ {u'., ..r) (a1.K1) -

dcnde

donde

Entcnce

}]
a_

i,

(11.r7)

(11.18;

(11.2C)

sóio si

Aú¡ er:

ver emos

integral

"!R

vE
I

.dQ
= 2q- q^ l.=]al- *Y, .'1 -2)41t 1',l "

p'[ {t,r'a.,) (a2.Kl ) - (v.,.vr) (ar.Kr) (a1'K] ))

* p2 krl.ar) {a.,.K,,) - (a.,.ar)}

ales qr-¡g a¡rar:ece;r en (If .19) !'¡eáe:. set' caiculadas

expresiones expiÍci*-as d= am!a: 1í;¡eas Ce un;ve::so.

tal casc, los cáfcuios resuLtan engor::rosos. En ),a próxima secciór,

e. haciendo una aproxir,aci6rr razonalle, calcular Iacómo es

deseada.



dcñce

, . 50 -LLC IOir

Cua¡¡¡lo

entre arüfas

I tre$po tf gue tar¿a una seña1 ],.¡minosa er¿ ii y volver

icr¡ias es pequeñc ca¡¡,::arado con aigún tiempc cal:acte:Íst.i-

,.1 (rr"21)

ccn la vefociCad de 1= l-u¿,

co de ia in ión, es posible hacer una aproxJ,nación que peinLite caic,.:-

Ies angmlares para lineas de universo cualesguiera. ?a} con

face cuando 1as partículas están cerca u.na de la otra y suctrc.Ion se sa

velocid.ad re tiva r definid,a, como es usua1, por

es pea_úena

EL ef

c-rie , si co:tsi

de las partí

1a vel-ocidad

, T es 1a velocidad relativa entre anbas partículas ya

rar¡os un sistema inercial acompañante (S,I-e.) ligado a una

as, su velocidad está dada por .,! = tr,6) , *ierrtr"s qu"

la segunda partícuia vista desde ese mismc sistena es

t/'tr,ii . De aguí se obtiere 1a relación (r1 .21).

condiciones indicadas, puede verse que 4 y "I', varían

intervalo t, y pueden considerarse coRstantes para efec-

: í;, des-r: --e se ; i,?i€ es,-: ri; ¡

^ l- u
=2coldiw'-¡r.ix "t '2 ) 1

,\= o -,2t

Ba _'l c

]evemente en

to de las in

Pi

En Ia



y se ha usado

= - {a, 'ar}.r! + (v1.á2)aiv

uvo-(v1'v2)alv azo J;

la notaci6n

-uvrv2.al, a2v Ji --!"!Jz +

zs
li

s (1I.24) r,uedeit eval uat:se en esa ap¡:oxriracl otl {\:eI

(r1.24)

Ap6ndice B) se ercue¡tra que

= kv.,.ar) (vr.ar) f ,, (r) + (al .ar)S., (r)lvf +

+ [ {v.,.ar) (vr.a., )fr(r) + ("1 ."r)g, (r)].,1 +

+ (vr.ar)h, tr)a! + (vr.ar)hr(r)a! ,

h, (i = r .2) son funciones de Ia velocidad relativa r

e >{.i r-c-L¿ ---r:e i:i¿ é-:. .=,4'-

:4

i

1

:

aho2 . . .0
Ji

rll

¡



C A P I T U L O IlI

EJEMFiOS

neutra.

Iugar, ilusiraremos Ia plausibilidad de 1a aproxirnación usa

una partícula neutra, que se puede supcner formada por 1a

dos cargas +q y -q que wiajan ju¡tas sobre 1a misma

se tiene

ca co¡srcel:

superli,osrc ion

j. lnea oe ilni

K"

K)

tlv2

u
2

"l
u
1

(rrr.1)

(1rr-2)

(r1r.3)

calcular: en forma exacta 1a radiación de interferencia dada

(I1.19) . En efecto, y se reduce apcr 1a

22
-a - {K. a)

15

(rfr.4i



y usando Ia i6n de (iI.23) ¡

= - r'rl - ", "^ ;fvtr . {rir.5)

puede¡l enccn'Lrat se a pari-.í: de las ecuaciones (E.10) y

(E.i2),

!¡

De (É-'l

de mcdo gue

!Ílr

y final¡ente

2 2t= - -a v- ,

= - "Z",ti^ - u2r: - u "- ruv) -, a- v'r'''NlcV/o

¡ 19, 2A, 37¡ 38) se tiene

(r1r.6)

I
o

rir
o

=-lr,!'
.,I

o'i*=+n' ju'""u,

=o

{rrf.?)

(irr.B)

(rrr.9)

1a radiación producida pot: ar¿bas pa_.:tículas consi_

Du
R

que ca¡3eia

deradas

rc, conc era esPera:.,

Por lo tanto, e] moñe¡tin¡, tc-.a: !:adiado eS Ce_



-I
l

Por otro lado. si usamos la aproximaci6n propuesta, de acuerdo a

(II.25) wP se reduce a

wU = [ 9l (0) + s, (0) ] az\,.U ,

ya que la vel,ocidad relativa r es en este caso igma1 a cero.

tt

De {E.40) se puede e\rafuar

(r1I.10)

( 1r1 .12)

1in [e., kl + sr(r)] = - 3 , (rrr.11)
r',O I

encontrándose

| 2 2 r.tw.=_5av,

con Io gue se obtiene Duevanente eI resultado esperado.

Por .1o tanto, el- resultado exacto (III.8) y el gue se obtiene en

(II1.12) usando Ia aproximacidn coinciáen exactamente para la situación
-u udescrita lz\ = zi , r = O) . Cabe hacer nota! que 1a aproximaclón es

tanto mejor cuarto menores sean r y la distancia relatlva (1"\ - "ll)
entre ambas partículas.

2. Ei positroniun.

vamos a considerar ahora u¡ sistema Que consiste en dos partículas,

+S y -g r gue rotan una en torno a Ia otra. CaLcularenos el Epmentr¡¡n ra-
t'diado P: durante un período T , suponiendo que eI movirj.ento esR'

circuiar en ese período, siendo R eI radio de la circunferencia descrita

y ur 1a frecuencia angn:lar.



,é

Las lineas de unl,versc para cad.a pa::tícuia son

zf = {t, R cos ot, R sen üJt, O)

.l = <r, -R cos üJt, -R sen ot, O)

De aquÍ resulta que

vf = o { f , -R¡ sen ú-\t . R11¡ cos rJ+-, O)

v! = a{i, R{¡r sen ¿¡t, -R¡ cos o¡t, O)

.! = *zfo, -R¿¡2 .o= ot, -Rirr2 sen últ¡o)

.l = otto, Fr¡2 
"o= urt, &¡2 sen ot, o)

ocnce

"=gL=+=[', - rzur2j-'/2oT1 da2

La aproxi$¿ción usada l)erltlite eval-uar las cantidades

en eI mismo tiempo t en que evaluamos las asociadas a -q

entonces que

u1.u2 = v2.41 = c

24R!]a-.a- = e =
[, - t"rrl 2j2

(rrr.13)

(11r . 14)

(rr1.r5)

t.!-!j.. rb)

(1rr.17)

(rrr-18)

(rrr.19)

asociadas a +q

, Se deduce

(irr.20i

(rrr.21)

)
v .v = ", = ll--!¡t¡]--'1 2 ' 2i - (Rül)

(iri.22)

v



Tanto a corno J s'on ccnsiantes y de (II.21) se ve oue r también

]o es Entcnces, de 1as ecuasiones (II .22) y (I:,25) se encuen-,ra gue e]
mome.rtun. ¡adiario por irterferertcia en un perÍodo T es

TT
FL = -2a2 l"r o., rr) j- "fu.., * e, {r) | ,y..r1 1 (rr:.231¡.nry l.". - )cr - ,.

Un simFle cá1cu1o conduce a

donde

¡TI ll-I vOTi11,o

li
P-R nit - -nq2 + s, {r) } {u

(r 1r . 24)

( rrr .25)

(1r:.26)

rf: r!

iz¿L;.1

t: = \t,\,,t,U)

Por 10 -Lanlo

21Rur_-___ I ^ /_. . I Y¡ \¿r
f . t- .¿1 ¿ t
I ' - \¡!lJ I

En e1 capítulo f se calcul6 eI momentu¡n radiado por una pertícu1a en

órb.ita circurar. De acuerdo con (r.29), cada partícuia irradia independien

temente un moflentir¡ dado por

23
RÚJ¡t-

_D _D..'1 "2 Il - tni¡;-]'
el

de moda q-.re el- momentufr total raoiaCo pcr e1 s:-stema en un períoCc T es

23
F. i1 i! l.

i; - 9" ir) - g^ (r) l¿
l) I É l

t2F: = 47qt(_ .- .2.2Lr-tír)1
(111.2e)



Si llamamog

usando las

puede ver

-2valor 5

M(r)=3-e.,(r) -sz.:.),

expresiones explícitas de 91 (r) y 92(r) dadas en (8.40) se

que ¡4(r) disminuye desde un l,ufot f (para r = 0) ha§ia un

(para r = 1) , conc m'.restre la F.igura 2.

RO

T

I I \r J

D] ^ 1

se sabe. sirl embargo, que la aproximación es válida solamente Para

<< 1. E¡ este casc, el mome¡trrn radiado Por el positronium en un período

tiende aI valor

-u 167t 2
}{3' _ 2-2

t1- (Ri) j



3. DiDolo cscila¡te.

consideramos un modelo ée dipolo oscilante, es decir, dos partícu1as

deCarga+qy-9,9oeoscilan}ongituéj-nalmenteentornoaunaPosici6n

de equitibrio con l-a ¡ni sma amplitud b !' frecuencia anqmfar i¡ La dis -

¿Ltancia ent.re 1as policiones de equilibrio de Ias partícuias es

Se encuentra que, si 1as partículas oscilan en faser el momentum to-

tal radiadc durante url período ? es cero-

En efecto, 1as líneas de u¡j-verso para un período T están dadas

lr,1

p
,2

Por 1o tanto

ut,l

{t, t- + b sen ojt, 0. 0)

?-, -L + b sen üJt, 0, 0)

(r1r.31)

(rr1.32)

f r i'r 1¿\

"l = B(1, fxD cos ot, 0, O)

c gIle e

"1 = "I = -B4urz sen 0)t (tr¡ cos ot, 1, o, o) .

^ dt t^ -22 2 ,-1/2
B = -::-= l't - ba cos oJt.l

ctt
1

Evalua¡do 1as cantiaades dinámicas correspondientes a +q

en el mi smo tiempo t ' se encuentra que

vr.v, i Y = 1 ( ril " 36)

por

!-



Entonces

ferencla e¡ un

donde ,

tl
P'

R

usando

u
t¡

modc ,

Pero 1a

usa¡do (

cargas en f

las 1íneas de

oe aquí

22

"1 
'

= v^'a- = Clt

2 -624 Z
=a=-Ebosenult-

(rrr.37)

(r:r.38)

(r1r.40)

(irr.41)

en la aproximació¡ descrita. eI raomenlun radiado por inter

ríoOo T es

^?

ecuacl()n

l7
I dr,
¿o

4 2 l' 2=:q I dT. a
¡o

llw,

(1I.25) . se tiene

I s, (r) + s, (r)1 
"2vu

locidad relativa r de ]as Partículas es ceroi cle este

I.11) se llega a

Pl,
ii

ci6n de interferencia ca:rrcel"a Ia radiaci6n emitida por 1as

independ.iente .

culas esiá¡r desiasadas. el- ¡esul-iaao es d.islinto " Aho:ra

en un período, sonverso de cada partícu1a.

U
z_

I

u
'z

= tt, )L + b sen oJi, 0, Oi

= lL, -Í - b sen üJt, O, 0) (rrr.43)

ut,1 = B{f , h]j cos t¡t. 0, 0)



con E

donde la

23

u,2 B(1, -tr¡ cos lr)t, 0,0)

-B4lrr2 ".r, oJt (lxD cos ot, 1,o,0)

-B4Irr2 =.r, u¡t (H¡ cos rjt ¡ -'r , o, o) ,

análoga a Io hecho

por 1a ecuaci6n

(ar.ar)s,, (r) l +

.+ 
(ar.ar)Sr(r)l

a!(vr.ar)h, (r)

(II-25), es

{rrr.45)

{ rrr .46)

(rrr.47)

(rrr.48)

(rrr .49)

( rrf . s0i

(rrr.5'r)

(rr1.52)

lJ

"1

ut2

dadc

En for-¡r1a

1

1

tr'

lip'
R

2bu-, co s ütt

ción por interferencia en i:n perÍodo T es, coIno siempre

u 
2. " 1 -- -zg5a2*

1=gz¡t*a2*2

^6 2 a 2
2 = b Y.b tr' sen ult

^¡T
= .r"-t I dr . w!

)o

pa,a # , a"a.

u,2= vil (vi.a2) f1 (r) +

l' ,
+ v^[ (v-.a^) f^(r)¿t¿¿

anteriormente, calculamos

3 sen ot co6 ut

+ af (vt. a2) h1 (r) +

(rr1 . s3)
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Usan,áo ( 40) y (III.48) a (IIl.51), después de un largo cálculo se

Llega a Ia

[t u, ,'
)1

¿';j

d.onde se han

do la vel,oc

Ia ve lociCaC

cular las

1as expre

[r r 1l l¡ rl - ,*Jll z- 2i- ¡-* -.-ll h-i *

f], - 
,- 2,') [¿* c*') r - ,

dx (rrr.54)

s cos (1)-! (r1r.55)

(rr1.56)

dj.chc anteriormente, ia aproxinación \rsada es válida cua¡

relativa r entre las partículas es pequeña compar:ada con

l-a luz. En tal caso, x <'1 y s < i,Ic que permite cal

en forEE aproximada haciendo desarrol]o e¡ serie de

s que aPareceR.

asi

=q rl!

iado, eI rtonenturr, radiado duran'-e u:r período por cada par -

entemente es

[1 ='*],a*oru.rlzl

2 2l' 2u=-lq I dr-a-v- 'J)r¡r
o

_ -l.l
F'-2

(1r1 .58)

s=btd.

donde



2':

^6.2 4 2
= -b b u-j sen oL

La integral por resolver es, en este caso

2
a

'I
(r 11 .59)

( l rr .60)
t'l ^ f-s
I ar-uÍ"f = zu'rP Illlrl

r-z--2-
\/s -x

--_---=-=qn(1 - x )

cuya solución exacta es

ra
I ar u2ru = z,
J 111

o

3s4 - 4s2
2 3/24(1 - s )

2 (:
= q fi¡ l:- s- tJ

lr (rrr.61 )

Haclendo iesarrollo en serie e¡i s se ob*-iene por últirno

-it _ *u
^1 n2

Por 1o tanto,

raodo t es

el rncmentir¡ tctai raCiadc po= ies partícu1as en un pe-

(rrr.64)

urJr'

[1 
. ; o',,';,'1' 2i¡r 2 2 4P!-;o,bu (1r1.63)

Según nuestro resultado y de acuerdo a1 modelo, 1a potencia media ra

diada por eI dipoto eléctrico cuando las part.ículas oscila:: óesfasadas es

^ 4 224(rR=Jsb'J"

a1 prj$er orden de aproximaci6n. si consideramos la ampLitud de oscilación

b j.gua1 a { -¡nitad de }a distancia entre 1as posiciones de equilibrio de a¡¡

bas partículas- su momento dipolar l- iiene ux rnóoulo igual e Zlq , de' 'o

Inodo que, en primera aproximación, nuestr:o resultado coincide con el resul

tado conocjdo. (ver ec. (I.36)).
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4 . Dos cargas con a = cls___que ls_-Psre¡9!9n.

consideremos ahora dos cargas iguales (+q) r¡oviéndose a 10 largo

de una 1ínea con una aceleración consta¡te a ' Una de ellas Parte desde

el reposo en eI insta¡te t = O , y la segunda inicia su movjJ¡iento, detrás

de 1a anterior, en el insiante t = T Podría Pensarse que esas cargas se

mueven entre 1as placas de un condensador.

La 4-velocidad de la pri¡era Partícu1a es

En e} slsiema de referencia propio de dicha pa:.tícula se tiene

'Y = -+- (1,v.,0.0)
v1-r;

d v1

/^ 'l

Integrando y haciendo v=0

(1.r1.bb)

(11--L.E¡/)

(1rr.68)

(r11 .69 )

t=0 se obtiene

y volviendo a integra:: con la condición inj-cia1 x = O

gaa

*1

t=0 se lle-

_1(-t
a

D€ esta forma. para 1a primera partícula se obtiene

_ ")+ azi-z



(/1 . ;z-tT - ,,1 , o, oJ (iI1.70)

t-^ .-l:3 , a, a] (111. / r)

A¡áIogamente ¡ considerando que la segunda partícula Parte en un tiem-

,., ll
', = i.t' ,

U

( " ---- -- -,--- l
_u = l, _.". I1.,.r - ar(t _ r)t - rJ, o, ol.. - |- ., : \ \ .¿l)

(rI:t.72)

"! = V-r ..2 (t - r)'

De aquí es fáci1 obtener

2_{
.1 = "./r + a'?t2 | ). - 2-2' ", O, O] ( irr .74)

_v
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í*==g---=¿- , .. o, ol (rrr.7s)
[1/r + a:(t - r) ' )

de

t

Como nuestra aproximación vale cuando las partícu1as están cerca una

Ia otra y su velocidad relativa es Bucho menor que 1, consideramos que

y T son pequeños.

Esto Dos permite hace:- las aproximaciones

donde, comc se ve, todas estas cantj-qades son constantes en

usada.

Asi. usando la ecuaci.6:: (]1 .25), h'U está dado en forma aproximada

*'="! a-
- .'[1

vl.a2 = -v2. a 
1

v .v = Y - I

12

2,
a_.a^ = -a l'l

2*-aT

1 )'>+-aT

+=aTl

(r:i.76)

l7a1 .17 )

(r1r.78)

(frr.79)

Ia aproximación

)I ¿¿\ I+ ; a T Jg. trl | +
.)

t 1 22, l(1 + ; a r .f e"(r) l -)

I az
L-a 

? fl(r)

.,! l-.n"'r^ tt2l ¿

u2r [{r,, tr)

+

- alnrt'll ,

y ia radiación por interíerencia es, por (II .22),

(rrr.80)

": = u-r*-;;tG=P

por



)a

-u ^ 2 (t L]P; 
^r" 

= 2s- 
,J d'1w' ' (lrr'8,)
T

Calcul-ando 1as integrales, con f,g y h dadas por (8.40), se ob -

tiene, tonando términos hasta de] orden t4

-o 22(4 ze 22pi.*i,=s','l; (r - r) -*^'r'(t -r) - l^2rtr2 -rzti

..1 z g ( a ? ) 2 31 2 zp_ =o-a- l_;T(t_rl *i (t- _ T-) +fra-r-(t _T) _lt ntx t :

- 68 
"2r2 ft' - r') * f, r2rt.3 - 13) - |.,r., - ,nll1O5 -' " 6 - '- )

23n*.i*=Pn^i"=o , (rrr.g2)

para 1as 4 componentes de1 vecror * *i,

Considerando cada partícu1a j-ndependientemente , tenemos además

^^rt
-i..1 ¿ t I ¿ü11^ =-=q I dT-a-v_

^1 
J J I I I

o

_ - tL-..u 2 2l - 2 i.tp_ =-:-q I d?_a2v2 (1l].g4)Á, J J ¿
'r

222CoEo al = a2 = -" , se 11ega a

.. 2 22P; =;qat

-1 23 ',t 2 1 24]lt*,=nu [rt -irur]¡ (rrr.85)

(rrr.s3)



P1 =Pl =o
^1 ^l

para Ia primera Partícula, Y

23

o
'n rot

1
D-R Toi

p3 = ? ,2 
".2 

¡t - r)*2J

"f, = n'u' [+,. 
-,,' - #.',. -',J

para 1a segunda partícula, conservando la mi sma aproximaci6n a¡terior'

Finalmente se obt i ene

(111.86)

z z (2. .,- zg -z^2/+ - r¡\ - 2 .2- z -z')= n'.' 
l, 

L I zlt - t) - :s a'r (t -'1 / - E d r'(t -, ,)

= n'"t 
lrr.2 

*] r" - r)2 - frt. - r¡ *! t.2 - 12) -

- *. "'rn - l, u't, - r)4 * $ u2r3tt - tl

66 22 2 ) 1 ? 1 ?

- -Y+ a-r- (r- - r-) + ¿; a-r(t- - r-)

o2 = p3 = o ..R TOt R TOf

1 2 ¿ ¿)
- - 

, l+ - r¡ \ I

)

Por 10 tanto, eI sistema irradia energÍa y tarnbi én momentrno en Ia

dirección de] movjgriento -

Una foi-ma de [ostrar que es razonable ¡uestro resultado es hacer



:i

T = O ¡ q'Je corresPonde a la sítuaci6n en que arnbas partículas salen jun-

tas. Esio es equivalente a suponer que una partícuLa de carga 2q . gue

se mueve con aceleraci6n constante a , irradia dul:ante un iiemPo t

siderado pequeño.

En este caso,

cc::-

(rr 1 . 88)
'iro.-fn""

1 4 232P-- -;qatR 1'OE é

que es e1 resultado que esperaría-'nos obtener en ei limite no-relativisia-

(ver ec. (I-21) ) .
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CONCLUS]ONES

Es un fenómeno conocido el que las cargas aceleradas emiten radiaci6n

e t ectronragnéiica, Dicha radiación depende de ia linea de universo de 1as

partícu1as. Sin embargo. estriciamente hablando, 1a IÍnea de universo no

puede ser dada a priori debido a que ]a radiación perdida por 1a partícula

debe producir un cambio en su aceleración. E1 problema se complica si tene-

nos dos car_qas aceleradas interactuantes donde, adeniás de ]a radiaci6n emi-

tida por cada una de i-as partículas, deilemos consj.derar Ia radiación debj-da

a Ia interacci6n entre ellas. Esa radiaciór. por: interferencia depende de la

forma detallada de anbas Líneas de universo. liemos aostrado que, para un

sistema de dos partícu1as cercanas. esto es, en eI caso en que e] tiempo

que tarda una señal luminosa en ir y volver entre as¡bas es pequeño compara-

do col a1g3n tiempo característico de1 sj-stema, y suponiendo que Ia veloci- ,

dad relat.iva entre las partícuIas es mucho menor que Ia welocidad de 1a 1uz,

La radiaci6n por interferencia puede ser calculada cónsiderando eI pasado

de una sola de 1as partículas. En tal caso podel¡os prescribir aproxinadamen

te la línea de universo de cada partícuJ-a y obtener 1a radiaci-ón emitid.a

por e1 sistema eonsidera¡¡do só]o los términos de orden cero en e1 desarrollo
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he Taylor de fas varÍables dinámicas asociadas a una de 1as partlculas. E}

f,átcu1o puede refinarse considerando Potencias suPerioreB de1 desarrollo

tsn serie,

Probamos la Plausibilidad de1 ¡esultado obtenido aplicándoto a dis -

tlntas situaciones físicas de interés, tales como 1a partícuIa neutra, eI

positroni"unr. eI dipolo eléctrico y dos car-oas aceleradas gue se persj-guen.

Luego comparanos el resultado de estos cálculos con Ios que se encuentran

para casos análogos en ]a literatura.

Para eI caso tr.ivial de 1a partícuia neutra, considerada como Ia su-

perposición ae dos partículas de cargas oFuesias, e1 resultado exacto y eI

que se obtiene a partir de 1a aproximación coinciden y se reproduce 1o que

era de espera¡, es decir,

d:acjó¡. por inierierencia

en f orma indePendiente.

que la radiación total es nula. Esto es, Ia ra -

cancela 1a radiación emitida por ambas partículas

De especial inlerés es e} ejerrplo que se réfiere aI modelo de dipolo

eléctrico. Aguí 1a radiación enitj-d.a por el dipolo se calcula usando una

formulación covariante de Ia teoría de rad.iación, tratamiento que no se en-

cuentra normal¡ente en Ia literatura. Se muesira así gue un sistena forma-

do por doE partículas oscilando en fase ¡o ir¡:ad.ia, es decir, se encuentra

un sistema gue, aún cuando cada una de sus partes está acelerada, no irra -

d.ia como un todo. Basá¡dose en este resuLtado se Puede Pensar que sería po-

sible encontrar, teóricamente y deniro de 1a aProximación introducida,

otros sistemas que no irradier,., ajustando adecuaCamente los parámetros que

descrii)en 1as ]ineas de unj"verso de cada una de las partículas'
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En e1 caso de1 diPolo eléctrico, suponiendo gue Ias Partícu1as osci-

lan desfasadas, y en e1 caso de las partícufas uniformemente aceleraAa§

gue se persiguen, se recupera en primera aproximaci6n eL resultado están -

dar .



APENDICE

COOF¡E\AIAS RETAF¡A¡AS DE NEi{IJ!¡.}i -FEIi?.CSE [4] , [8]

consideremos una 1ínea de universo *L =.L(i) en eI espacio de

¡{irüowski. Es posible definir cuatr.o coordenadas (T, K, 0, 0) asociadas

a cualguier punto de este espacio de la siguiente forma. El tienpo retar -

dado '¡ es 1a soluci6n de la ecuaci6n

Ixu - zu{t)}f xu

donde, como es habitual,

z h\ = n ,'(.)u ur,

- zr('r)1 = o (A.1)

(A.2)

(A. 3)nuv = d!a9(1' -1 . -1, -1)

La variable K está definida por

r = vr(r) ["! - ,u(.)] ,

35

1a ¿)

con
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vr(t) = lu u
dT

(A.5)

Geométri cafiente, K representa 1a distancia esPacial entre 
"! 

y

.U(r) en un majr co en que 1a carga está en reposo en el tiemPo retardado

T . En efecto, en este .u=o .,! = (1,6) . de modo que, en ese marco¿

K = xo - z.(r) = ¡i - Trrl 
I

(A.6)

de acuerdo con las ecuaciones (A'4) y (4.1). ta situación puede visualizar-

sen en Ia fj-g. A.1

x'

z tEJ 1<

Fig. A.1

donde

lL = c ue

¡

i
I

tK

I

i

I

_l
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Final¡eñte, si definimos

[ *! - 
"], 

(.r) l_, = (¡uv - .ut')[x, - z"(r)] ,

J.os ángulcs g y ó son 1e=

referido a un sistema inercial
ción de un vector u¡itario tU

ángulos polares

arbitrarj.o cuyo

ucL J-vector

eje te[rpora j.

(A.7)

, ,t' - .u tr) )_L ,

tiene la d.irec



EPEND]CE

oro.^. . .oc
CA],CUI.O DE J -

n tel

[ .-*" (x- ^,J '
¿tt¿

introducir eL cuadrivector

'(B-2)

x!, , rue es la proyección d.e

n=4,1 ,2 -.. (8.1)

> - tr¿t ...

o2
x

1

o
S... K-

¡

y donde

Kl sobre e1 ortogonal . r"f ,

U
K'

1
. =xE-t!r1l

3E



Este vector satisface las refaciones

Ktl

Kt 1

(8.4)

(8.5)

(B.6)

(8.7j

(8.8)

(r1. v,

(B.10)

(8.11)

"1

Kl1 'Kl -L = -1

Deflnieodo además

I dl'' nr = I-=:o-n | 411

)

ct1tt'2...0
In

es fáciI Probar que

la'., ,, Gr G2 o.

| * , xrr xrl "' Kl-I
)

4 = tX *,'! r,,

,X' = rH * ,r(' ,r.,u) * "! 'l r"

,l'^ = ,X'^ * r,tt ,r,'^' * .,1! .,.,' ,,.,tr)

L v I-* t'r t1 tr 'r,

u(1, ¡r) = "Fov 
* .vbu t.tj. rJl

do;rde
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Se Puede demostrar que Para evaluar

conocer In ' En efecto, considererBos I:

De su deflnición,

lrtz 
-L

uu
2 '1

-uv

nl'=n"-"l"]

Y = (v.,'vr) '

.arrálogamente Podemos óecir que

e1o2, . .qs

n
e: só l-c ne:?aal:lc

li
Entonces lt' es una conbinación 1inea1 de vectol:es ortogonales a

-_uPor oiro laéo. t., "o'oién puede escribirse en funci6n de un vector

rp
n

NLI-UKtr = ^r,"2r

1-r

'r, 
t,, (8.14)

(8. 15)

(B . 16)

{B .17 )

(8.18)

41Í '

,:u= Ilo"*ir*f,
= ""'3r.,.!-, 

* c'i,fB (E. 19)

_-r-

donde

cai.
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f,o
-oB]= ll'1 ^'rr-l+n'

I

l,tultiplicando

nüBvKlt Krt xit = ,r,r| "1, 4, * enh.,(oE 'r1 ') (B.20)

(B. '15) por r2p1 , "" obtiene

22\I - I . = Y r An fi_ I n

ya que

(8.21)

(E.22)

(B.23)

(8.24\

(tz1 'tz1) 22

(xr I ''21- )

Ahora, multiplica¡do (8. 19) por v¡^t v.,o I , se obtiene

nn

1

p'

y contrayendo q y B en (B.19) se 1lega a

2 22 22y I - 2]I_ . + I ^ = 't r (l r B' n n-l n-¿

22=YrB - 3Cn'nn (B'25)

v- | v-^, v- ¡ se obtie-¿dL ¿t! 2'Y !Análoganente, nultiplica¡do (B.20) por

ne

1 ? 4 4 22y-In - 3)-In_1 * 3y Ir,_2 - Ir,-3 = 'y'r-(y-r-pn - 3En) (8.26)

Ahora, contrayend.o l-os índices B y \ en (8.20) y multipticando

por v^ , se tiene aoenás' ¿dL

22 22YI -I -=Yr(YrD -5E)' n n-i n n
(B -2'1)

.\,
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La direcci6n z puede elegirse coInc aquella que coi-ncide con e1 eje

espacial de rr! ror 10 tanto,

t ' t--1--v: = (1 , 0, 0, V1- - 1)
2

(8.29)

I y (,ycomoAdemás, de 1a definj-ciórt de K! y de ).os ángu1os

K.v=i,setieneque

x! = t r , sen 0., cos 01 , sen €., sen <1,, , cos 0., )

Las expresiones (B.21), (8.241 , (8.25) , (8.25)

terminar A , É-, c I D y E en térmj-nos de I ,n n n n - n n'

Debemos calcufar entonces ,n

sistema que se elija para evaluarlo.

con q- , entonces
I

y (B .27i perrniten de-

Tfaf

Su valor debe ser independiente de]

Si se elige eL sistema que se mueve

(8.28)

(8.30)

(8.31)

\8.5¿ )

"f = t,, o, o, o)

Tomardo el tímite K. - - y considerardo (8.2),
I

Y(1 - rx1)

x,, = cos 0,

\q

donde

Pef,:o

dfi =-dó d.x111 (B.33)
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de modo que, después de hacer la integral a¡gul3r ' Para

(B.?) se l}ega a

'i
d'x__---_'-:

y" (1 - rx)

_ tt
II

n ¿)

def i-nido er

(8.34)

(B.35)

(B - 36)

De aquí se obiiene

1 " 1+r
2\! 1 - r

?¡-nr (1 - n)

En nuestros cálculos necesitamos

ra varios valores de n

[ 1i + r)t-' - ('' - r)1-t] , nll

la expresión exPlícita de ,o Pa-

(B.37)

,-r=\G\2-t)

I

.L- - I

Usando estos resultados y resolwíendo 1as esuaciones Para ¿

.DvEseobiienen' n _ n

n

-L*
I}
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't * r1
1 - ,j

A =0o

't -12 lt " 1+rA. = --l-- 12, E l-;,t\

t2
,. = 1 l, - 1 - t ¿r,-2 21 2r]r\

A3 = 1

\
-1,}

- =,-r'lr'r' r-,., *t-,)
"t 4 1 2t 1 - r 

)' 2\r \

B2

B.
3

- t - 12 lzr - r'l l, - 1¿., l-:-rl .* 1l= -7- t--.r-- i' - 2' "' t - ,) ')

', l:tl - 12\ [, - r' ,- 1 + r - "l . .,'l

,r'i 2r2 [2t 1-r ) )

1

-o3

1

l¿

(8.38)

.2 .,1

'1 
_

-3¿¿

.:-1.
io¿

E2 = -B,
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5

,l

= - zBz

, --2= ___:: (¡ + 5E )¿nnr

Esto nos permite evaluar ias funcj-ones .:! , .:!v , ;!! , ,:"

definidas er¡ (8.9)-(8.12). Reemplazándolas en (II.23) y comparando con Ia

expresión (11.25) se encuentra que las funciones f' , 9i , h, (i = 1,2J

están dadas por

21ft(r) = -'tB2 * AZ + 3.y'e, - ca - 3yA3 + 1, - y'D" + yE,

fr(rl = 82 - 2YB3 * 
^, 

* 1,2o,

2
9., (r) = 'tAZ - 7Z + y E3 - yca

9r(r)=-42-YE3

2
h1 (r) = C2 + y E3 - Yca

hr(r)=ca-yE3

La forma explícita de ellas en funci6n de r se obtiene directamen-

te al reeEplazar (¡.37) y (B-38) en (B.39):

1 ( 13 1s {z e 1sl- r + rl
i tr¡ = '!'__'_'-'§r 

-r

-1'-' 
trr3 | 21 2r3 [4 2r2 4r4'-' 1, - r)

(8. 39)

--'l



4A

f 
2 

(r)

q^ (r)

2 I 15

l1r

- t [-!*t-,2 11 .,( ") '--il
,., [ 2 2r i. ' l' - =,)u 7= ,1¡

t;J.*ll
e.ir¡ =#i,,-*-t+*=,]

, (t lr ¡.l, '' *,1
h2(r) = 33l,'* iA--l*.,_rl-Y-¡-i--"4rt)
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