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RESUMEN

Se desarrollé el estudio de tres teorfas inspiradas en la gravedad de Eddington. La
teorfa Eddington-Born-Infeld (EBI) presenta singularidades en su curvatura cuando
se modelan objetos compactos de simetria esférica y compuestos por materia descrita
por un fuido ideal. Esto es debido a que sus ecuaciones de movimiento relacionan
algebraicamente la métrica con los campos de materia.

Este resultado es compartido con las teorias de gravitacion con campos anxilia-
res (TGCA) de las cudles EBI es un caso particular. Se estudié el caso donde los
campos auxiliares no pueden ser fijados completamente a partir de sus ecuaciones
de movimiento, obteniendo que las soluciones son equivalentes a relatividad general
mas un término de constante cosmoldgica.

La formulacion afin de K-Inflation es presentada. No presenta las mismas pato-
logias de EBL La cosmologia de la teoria es equivalente a relatividad general con
materia descrita por un fluido ideal. Casos particulares de su cosmologia son exhibi-

dos.
ABSTRACT

Three gravitational theories inspired in Eddington’s gravitation were studied.
Eddington-Born-Infeld theory (EBI) shows curvature singularities when it tries to
develop compact objects with spherical simmetry that are composed by an ideal fluid
approximation. This is because EBI's field equations relate the metric fields with the
matter fields in an algebraic way.

This result is shared with gravity with auxiliary field theories (in fact EBI is

a particular case of the former). It have been studied the case when the auxiliary
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fields can’t be totally fixed using their own field equation. The result was that this

is completely equivalent to general relativity with a cosmological constant term.
Affine formulation of K-Inflation (AFK) is presented. It is extent of EBI's pato-

logies. AFK’s cosmology is equivalent to general relativity with matter compased hy

an ideal fluid. Particular cases of the theory's cosmology are presented.



Capitulo 1

Introduccion

Relatividad general es la teorfa que durante un siglo ha modelado las interacciones
gravitacionales. Su vigencia se debe principalmente a sus éxitos experimentales [1].
Sin embargo, cada vez toma mas protagonismo la idea que se requiere una modi-
ficaciéon de la misma. La presencia de energia oscura [2-4] y materia oscura [3, 6],
singularidades en la curvatura [7] ¥ su inconsistencia con el actual paradigma de la
mecanica cudntica [8] alimentan esta idea.

Cualquier teorfa que propongamos como alternativa a la relatividad general debe
contar con la condicién minima de que para curvaturas moderadas debe ser equiva-
lente a la relatividad general. La violacién de esta condicion enfrentaria nuestra teoria
a numerosas mediciones experimentales, frente a las cudles tendria bajisimas posibi-
lidades de salir victoriesa. Por otro lado, es en los regimenes de fuertes curvaturas
donde esperamos que nuestra teoria exhiba dinamica novedosa.

Cuando hablamos de regimenes de fuertes curvaturas, los escenarios mas comunes
v estudiados son el comienzo del universo y los agujeros negros. Su trascendencia
histérica y sencillez matemaética los hacen unos excelentes candidatos de estudio.

Hay muchas maneras de modificar gravedad [9]. Este trabajo se concentrard en las

modificaciones que tienen su origen en la gravedad de Eddington [10]. En el Capitulo



2 se desarrollardn las motivaciones.

Cada capitulo cuenta con una breve introduccién y conclusién. El Capitulo 3
desarrolla las principales ideas de la teorfa Eddington-Born-Infeld (EBI) v estudio
de objetos compactos de simetria esférica dentro de sumarco. El Capitulo 4 desarrolla
un caso uo reportado en la literatura de teorias de gravedad con campos auxiliares
(TGCA), de las cuales EBI es un caso particular.

El Capitulo 5 desarrolla la version afin de la teoria K-Inflation [11]. Se estudia su
cosmologia v se encuentran soluciones exactas para ciertos casos particulares que
tienen su analogia con relatividad general. Se hacen proyecciones e intereses futuros.

Finalmente, en el Capitulo 6 se hace una conclusidn global de toda la tesis.



Capitulo 2

Gravedad de Eddington

Serfa poco razonable comenzar una tesis de teorias alternativas a la relatividad
general (RG) sin hacer mencidn a ella. El principio de accién de RG actual es esencial-
mente la accidén de Einstein-Hilbert (EH) mas un término de constante cosmoldgica

A y una accidn relacionada con los campos de materia,

S[g;w} - / di® V [gl(R—2A) + Sm[gmu: ¥, (2.1)

donde | . | es el valor absoluto del determinante, 9w €8 la métrica, R = g R, donde
R, el tensor de Ricci y Si[gu, ¥ es la accidn de la materia representada por el
campo ¥, que por ahora nos es indiferente su naturaleza. Note que hemos asignado
87 =1y c=1,donde G es la constante de gravitacion universal y ¢ es la velocidad
de la luz en el vacio. Al variar (2.1) respecto a g,,, obtenemos las ecuaciones de

Finstein,
1 A A s
G;J.I/ S A‘(;“u — :-met

donde G,,,, es el tensor de Einstein y 7}, es el tensor de energia-momentum construido
de la forma usual [12].

La accidn (2.1) asume Implicitamente que la conexion 'Y es la conexidn de Levi-
i v



con [,y = R, (I) v £ la constante de acoplamiento de la teorfa. Si variamos (2.6)

respecto a la conexidn obtenemos la ecuacién

(sV/IRES) o, (2.7)

i€

donde R ¢g el inverso de By La solucidn a esta ecuacién es
k| RIR™) = \/|g]g™, (2.8)

donde hemos establecido que I'§, = 29°*(g,8,y + guy.8 — gp). La ecuacion (2.8) se

puede llevar a

1
R + 9 = 0, (2.9)

que esencialmente es RG con constante cosmoldgica en el vacio. Aqui vale la pena
llamar la atencién en dos puntos: (1) Las ecuaciones de movimiento de la accién
de Eddington tienen un término de constante cosmoldgica que en RG solo aparece
mtroducido “a mano”. Esto da pie a conjeturar que (2.6) es un principio variacional
‘mds fundamental que EH, tomando en cuenta también que no necesita una métrica
para su formulacién. (2) Ambas formulaciones sostienen una dualidad [13]. El hecho
de que x ~ A~ implica que los regimenes de interaccién fuerte en una descripcidn
serén los de interaccién débil en la otra. Estas son las principales ideas por las cuales
se guiara este trabajo de tesis.

Un principio variacional afin requiere que la materia se acople solo a la cone-
xion si se quiere mantener en la calidad de afin. Por ejemplo, la accién afin para el

electromagnetismo se construye como [14]

1
STy 4l = =7 [ AoV IR R FoF, (2.10)
donde £}, = F,,(A,) es el tensor electromagnético. Notablemente, la dindmica des-

crita por (2.10) es equivalente a su formulacién métrica tradicional. Sin embargo, la



suma de los principios de accidn afines (2.6) y (2.10) no son equivalentes a la suma
de sus correspondientes descripciones métricas [15]. Este hecho indica que la traduc-
cién de principios afines a métricos afines y métricos no es obvia. Los desarrollos de
teorias que contemplen estos conceptos deben ser muy cuidadosos v en consecuencia,
incorporar mecanismos novedosos.

En el préximo capitulo, veremos una teoria con intercsantes propiedades cos-
moldgicas que tiene su génesis en la ingeniosa mezela de Gravedad de Eddington v

la Teorfa de Born-Infeld [16].



Capitulo 3

Gravedad de
Eddington-Born-Infeld

El “Principio de Finitud” [17] estipula que una teoria fisica satisfactoria no de-
biera permitir que los observables tomaran valores infinitos. Tal vez es algo que aran
parte de los fisicos tiene incorporado en su modus operandi. Las divergencias en una
teoria usualmente son comportamientos incémodos.

En el electromagnetismo clasico, la energia propia de una carga puntual es in-
finita [18]. Frente a esta situacién, Born e Infeld proponen una modificacién 16]
del electromagnetismo cldsico que logra regularizar la divergencia. Notablemente, la
construccion de esta modificacidn esta inspirada en los estudios de Eddington [10].

De hecho, las acciones de ambas teorias comparten estéticas evidentemente similares.

3.1. Teoria de Born-Infeld

Una accion tipo Born-Infeld [16] es usualmente de la forma

) , (3.1)

T ,
8= ’/‘dl-L_t (\/ !g;w + f.uu| - \/%hg#“’



descrita en unidades naturales. Estd construida de tal manera que al limite de
fw <1 (para cada componente) se obtenga S ~ —(1/4) [ dz*y/1glf* f.. Si iden-
tificamos el campo f,, con el tensor electromagnético, la teorfa en este limite es
el electromagnetismo cldsico. En cambio, en los regimenes de campos fuertes (por
ejemplo cerca de una carga puntual) es donde se empiezan a percibir nuevos efectos,
entre ellos una energia propia del electrén bien definida.

Las teorias tipo Born-Infeld han mantenido su vigencia v siguen siendo prota-
gonistas en varios aspectos de la fisica tedrica [19]. La gravitacién no ha quedado
excluida de ello [20-22]. Un especial énfasis en como acoplar materia a teorfas de

gravedad inspiradas en Born-Infeld se puede encontrar en [23].

3.2. Eddington-Born-Infeld

La accién de Eddington-Born-Infeld (EBI) ha estudiar es 24
r p B L L P e

SE.BI‘\QHV, FS",,: lIJ, = ,Tu / dx (\/ G + A Rp_}/(r)! = A-\/I?) - 5‘.14[9‘“,, l]_1| (3.2)
Es un principio variacional métrico-afin, con la materia acoplada solamente a la
metrica. Nuevamente se hacen necesarios ciertos comentarios. (1) La evidente simi-
litud con la accidén de Born-Infeld (3.1) permite intuir sobre una posible capacidad
reguladora en los regimenes de fuerte curvatura. De hecho, la cosmologia de EBEI
no presenta la singularidad desnuda que en relatividad general aparece, describiendo
una evolucién regular del universo [24]. (2) Los regimenes estaran condicionados por

el objeto K R,,. Si kR, — cc (en cada una de sus componentes),

Se51l9: T3, U] = 2% / d'z+/ TR, (3.3)



~que es la accién de Eddington. En cambio, si kR, = 0 (en cada una de sus compo-

nentes),
Seilg TS, 1] - ] d'2+/gI(R(T) - 2A), (3.4)

con R(T) = ¢"™R,.(I'), A = (A-1)/k. Asi, k7, funciona como un interpolador entre
el régimen de curvaturas leves, descrito por RG, v el régimen de curvaturas fuertes,
descrito por la gravedad de Eddington. EBI hace explicita la dualidad descrita en cl
Capitulo 1.

Por el momento estudiaremos la teoria sin constante cosmoldgica (A = 1). Las

ecuaciones de campo para g,, y I' son

m(g =t H,R)"”’ — \/_Eg”"' - _H\/ETW,
[ lg + kR|(g + h:R)*“’} = 0.

o

B
Definiendo ¢, = g, + xR, la solucion de la ecuacion para la conexién implica que

I' = T'(q). Asi, las ecuaciones de movimiento de pueden describir como

Vg = Ve = —r/gT+, (3.5)
G = Gu+ '“‘ZR,ur}: (36)
donde ¢"” es el inverso de g, y la conexién I'j, esta descrita por

o

1 G
By = §q“‘5(q‘55;y +er.8 — Gpve)- 341

a conexién y curvatura estaran construi a partir de g,,. Es i 8

L 3 t st construidas a partir de g,,. Es importante aclarar
; o . s Ry = k2] L o

que el elemento g,, es un campo auxiliar. La magnitudes “fisicas” seguirdn estando

vinculadas a g, y a sus objetos derivados.
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3.2.1. Estudio de objetos compactos

Teniendo ya interesantes resultados cosmolégicos en EBI [24], se hace necesario el
estudio de otros fenémenos. En esta tesis desarrollamos el estudio de objetos compac-
tos con simetria esférica. Describiremos la materia usando un fluido ideal. Esperamos
el buen comportamiento de estos objetos, va que buena parte de las estructuras del
universo pueden modelarse siguiendo estos criterios (planetas y estrellas). La version
para relatividad general de este céleulo puede encontrarse en [25], concluyendo en
las famosas ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).

Supondremos la siguicnte forma de nuestros clementos de linea,

gudrtdr” = —o(r)dt® + 8(r)dr? + ((r)dQ?, (3.8)
17

qudatdz” = —a(r)dt® + h(r)dtdr + b(r)dr® + r*dQ>. (3.9)

Note que elegimos expresar el objeto g, en coordenadas de Schwarzschild [26]. Esta
“eleccién simplificard ostensiblemente los célculos. El tensor encrgifa momentum serd el

de un fluido ideal,
Ty = [plr) + p(r)|uyty =+ p{r)gum, (3.10)

y definiremos que T = g"*g"* T 5.
Reemplazando (3.8), (3.9) v (3.10) en (3.3), se puede solucionar explicitamente
para a(r), b(r), ((r) v h(r):
o(r)(1 = sp(r)?
VL + rp(r) (1~ kp(r))
b(r) = Blr)vV L+ rp(r)(1 = rp(r)),

a(r) =
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restringiendonos a soluciones del tipo (1 + kp(r))(1 — xp(r)) > 0 para asegurar la
realidad de las expresiones anteriores.
Conociendo ya g, explicitamente, podemos construir B,,.(I') y obtener de (3.6)

! 2o 5T 1743/2 2/ 2 ‘

+ reWV 4 r23V(V + W) - 26W V],

of 2."3 B ForEN s B 4
D) = m [2(1“ V)g' ;3(?“2 — HZ)—

— reW V' + 5-&3{*41/ W+ V2 - W2 + 28V W,

1
o o= = 9(/IRVE VIR A — k) —
7= G 2 VIWEVEBIr® — )

— (V=W) (rsW V' + P28V (V + W) = 26W V)],

donde A’ = dh/dr con h una funcién arbitraria y V=14 xkp, W =1 — sp.

Atin falta una ecuacion para poder resolver el sistema: la ecuacién de estado. Una
vez especificada el sistema ya puede ser resuelto, quedando un sistema de ecuaciones
de TOV modificado. En el limite x — 0 recuperamos las ecuaciones de TOV, como

era de esperar.
3.2.2. Divergencia en la curvatura

Una conocida modificacién a relatividad general son las teorias f(R), donde sen-
cillamente reemplazamos R por f(R) en (2.1), siendo f una funcién arbitraria. Mas
detalles en [27]. En estas teorias existe el siguiente resultado: Para objetos compactos
de simetria esférica modelados por un fluido ideal de ecuacidn de estado politrépica

p ~ p*, donde T es constante, los escalares de curvatura en la superficie del objeto
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divergen si I' > 3/2 [28]. La importancia en el andlisis de los escalares de curvatura,
es que al ser invariantes bajo transformaciones de coordenadas, son un buen referente
si queremos saber si las divergencias son reales o sencillamente una mala eleccion de
coordenadas. Aunque EBI no es una teoria f({R), comparte ciertas similitudes con las
ecuaciones de movimiente, por lo que es importante estudiar si este comportamiento
patologico se da en la teoria.

Por motives de simplicidad, caleulamos el escalar de curvatura més sencillo
R= g*' R, (g) , asumiendo que p — 0 en la superficie del objeto compacto, vy
en consecuencia, p — 0. Usando las expresiones para o', 8’ v p’ anteriores, cerca de

la superficie del objeto compacto obtenemaos

R s B8 ~ 1+ 20 e Pl 5L (31)

En relatividad general este limite es nulo. La proporcionalidad a x de los nuevos
términos implica que son modificaciones propias de EBI. La presencia de las prime-
fas v segundas derivadas de la densidad de energfa indican que una discontinuidad en
la distribucién de materia, cambios demasiado bruscos o distribuciones muy pronun-
ciadas generardn divergencias de la misma naturaleza que las existentes en f(R) [28].

Conceptualmente, el origen de estos términos puede ser explicado a partir de las
ecuaciones de campo. La ecuacién (3.5) relaciona algebraicamente la métrica con la
materia. Esquemadticamente (omitire indices y formalidades), su relacién serd g ~ p.
Por construccion, la relacién entre curvatura y métrica es i ~ g”. Entonces, la re-
lacién entre curvatura y materia serd de R ~ p”; que es lo observado explicitamente
en (3.11) y es el origen de las divergencias. En ¢l caso de relatividad general, la
ecuacién de movimiento para g, relaciona g” ~ p. Por lo tanto, curvatura y materia

se relacionaran como /2 ~ p. Asi, los comportamientos bruscos, discontinuos o pro-
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nunciados de la distribucién de materia no conllevardan divergencias cn la curvatura
en relatividad general.

Vale la pena ver unos ejemplos con ecuaciones de estado explicitas. Para una

ecuacién de estado politrépica p(r) = op(r)f, los términos dominantes en (3.11)
serdn
. 5k 1 - '
B 807) — LY p(r 2 (=1 + B(r)), 3.12
om0 — 3 ) P14 300 @.12)

por lo que tenemos un buen comportamiento de la curvatura siempre y cuando
I < 3/2 (durante el desarrollo de esta tesis otro grupo de investigacién publicé un
trabajo que confirmé este resultado [29]).

Podemos modelar una esfera dura (densidad constante) con la distribucién p(r) =
po (7 /2 — arctan[(r — r,)/e]) donde py es la densidad de energia en el centro del
objeto, s es el radio del ohjeto y € es un parametro de longitud que mientras mas
- pequeiio se hace la aproximacion de p(r) a la distribucién de una esfera dura es

mejor. En este caso los términos dominantes en (3.11) serdn

Mientras mejor es la aproximacién, la curvatura tomard valores mds grandes cerca

de la superficie.

3.3. Conclusiones

Como se dijo al principio de esta seccién, el Principio de Finitud es un buen
criterio en los desarrollos de la fisica tedrica. EBI atn teniendo las interesantes pro-
piedades cosmoldgicas con las que cuenta, no logra describir de forma satisfactoria

objetos que relatividad general modela sin mayores complicaciones. Podriamos hacer
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una discusion sobre la validez de asumir que la materia cercana a la superficie del ob-
Jeto compacto se comporta como un fluido ideal (una discusion de esas caracteristicas
para las teorfas f(R) se da en [30] ), pero la importancia de esta discusion quizds se
vea disminuida frente a la robustez de relatividad general donde estas discusiones son
innecesarias. Bajo este punto de vista, EBI es por lo menos una teoria incompleta.
La relacidn algebraica entre métrica y materia es la causante de la singularidad
en la superficie. El problema se verfa solucionado si le agregisemos mas dindmica a
la teoria. EBI nos permite agregar invariantes mas novedosos en la accion del tipo
T(q) — T'(g)]%, donde T'(f) es la conexién construida a partir de f. Estos términos
han sido estudiados en [31]. Sin embargo, la complejidad de las ecuaciones de movi-
miento aumenta ostensiblemente, y el problema se hace dificil de abordar sin fuertes

motivaciones para hacerlo.



Capitulo 4

Gravedad con campos auxiliares

El tratamiento dado a EBI en la seccidn anterior mostrd resultades que hacen
dudar sobre su viabilidad como teoria. Tal vez, buscando v estudiando la misma teoria
pero re-cxpresada de otra forma nos de pistas de como solucionar o sobrellevar estos
resultados indeseados.

Vale la pena introducir las teorias de gravedad con campos auxiliares (TGCA).

Un ejemplo de TGCA (y el caso que estudiaremos) es
SEQ: Q: 11"} = / \/@TR(QJ - U(g,u-u: Q\’ + -‘SM(QM/: “P)a (41)

donde hemos agregado el campo auxiliar @ (que su forma v naturaleza por ahora
greg s g 3 P
nos tiene sin cuidado), v la densidad tensorial de peso adecuado U(g,,Q) que no

tiene términos cinéticos derivados de (. Las ecuaciones de movimiento son

i _ N
G500 Q) = 0, (42)

C; "?(!]p,u» Q) = ‘:F;uz- (473)

1 s,
i =il
V lg] 99*

De la primera ecuacién podermos en principio resolver para @ y luego reemplazar en
(4.1).
Un caso interesante es suponer que () es un tensor de rango dos, @ = g,,,. Este

tipo de formulacién se puede entender como una teoria compuesta por dos métricas,

15
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un concepto ampliamente estudiado. Massive Gravity [32-37] es una teoria de dos

métricas, una dindmica y otra fija, rompiendo asf la covariancia que se esperaria de
una teorfa de gravitacién. Si agregamos un término cinético de Einstein Hilbert para
la métrica que antes era fija, este problema se soluciona, pero hemos dotado de més
grados de libertad a la teorfa. Este tipo de teorias se les denomina Bigravity [38—41].

Las TGCA con @ = ¢, es exactamente el paso intermedio: La segunda métrica
no cuenta con término cinético pero se asume dindmica. De esta forma no rompemos
covariancia y no agregamos mas grados de libertad. Notablemente, EBI corresponde
a una de estas teorfas [42]. Es razonable asi investigar en este rumbo si estamos
tratando de identificar soluciones o alternativas a EBI.

En [43], las TGCA son estudiadas de forma general. Los autores concluyen
(1) que si @ no se describe en funcién de los campos de materia el sistema es
idénticamente igual a relatividad general més un término de constante cosmoldgica
y (2) la presencia de materia en la descripcién de @ hace aparecer términos en la
ecuacién de movimiento para g,, que son derivadas de los campos de materia (y que
en el capitulo anterior vimos que generan divergencias para ciertas distribuciones de
materia).

Los autores asumen que de la ecuacién de movimiento (4.2) @ puede ser resuelto
en su totalidad en funcion de las otras variables del sistema. Sin embargo, esto no es

necesariamente asi: se puede dar el caso que de la ecuacién para @,

a

)Q (Jm/ Q) =0 (-’i.fl‘)

solo obtengamos
U=U(g,Q),

donde @ representa un objeto que no podemos fijar a partir de (4.4).



Para aclarar un poco la discusién , supongamos un potencial dado por

U(g.u-l/? gw/) = \//H (alguﬁ’qgﬁ - a?-gaﬁgnﬁ) . (45)

Antes de continuar, es necesario aclarar las motivaciones de la forma de este potencial.
(1) El campo auxiliar @ ha tomado la forma de un tensor de rango 2, q,,. Es el caso
que nos interesa, pues EBI se puede formular como una TGCA bimétrica. (2) La

forma més general de U(guw, g ) estard dada por [44]

U(.g,uw (LW) - V' Hj(@p‘w g;w}f(le ey ){n): (46}

donde /W (g,, . ) es una densidad tensorial de peso apropiado y f(X..X,,) es una
funcién arbitraria de los m invariantes X,, = (¢"“g,.)", donde 0 < m < D, siendo
D el niimero de dimensiones en que estamos trabajando (cualquier invariante con
m > D puede ser descrito como combinacion lineal de los invariantes con m < D
este es un resultado del teorema de Caley-Hamilton). En mi caso ocuparé también
los invariantes Y, = (¢*¥¢..)™, ya que su uso facilita algunos casos particulares.

Volvamos a nuestro ejemplo (4.5). La ecuacion (4.2} es equivalente a
1 af —
1 Guy T a0 " 45 = 0. (47)
Para hacer méas grafico nuestro ejemplo, supondremos

gudrrdr’ = f(da} + dz3), (4.8)

Qudztds” = wdzi + 2ydzide, it (4.9)

Reemplazando esto en (4.7), obtenemos cl siguiente sistema de ecuaciones

o]
Il
o
—
=
e
=)
o

(w® + y oo + an f
(1 +2ag +arf? = 0, (4.11)

ay(w+2) = 0. (4.12)
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Dirigamos nuestra atencion a (4.12). Existen 2 soluciones a ella: Si y = 0, el sistema
se reduce a ¢, X g, obteniendo asi que U o 4/|g|. Esto en (4.1) es un término de
constante cosmoldgica. En cambio, si en (4.12) usamos w = —z, (4.10) y (4.11) se

reducen a una sola ccuacion,
(1 + 2Don + onf? = 0, (4.13)

donde solo podremos despejar una de las incégnitas (y 6 2).

4.1. Potencial arbitrario

En esta seccidn resolveremos para un caso mas general, mostrando en particular
que la ecuacién de campo para g, no permite otra modificacién que no sea un
término de constante cosmoldgica.

La accidn a investigar es

Slg,q) = n/\mfﬂ/'\/EU(Xl,..,an,...,m (4.14)

donde nuevamente X,, = (g,,9"")", Yo = (¢"Vguw)". Clertamente se podria pensar en
. 3 . A .
elementos de volumen mas novedosos o generales que 1/ g, pero es posible demostrar

que al menos para dos tradicionales modificaciones (Apéndice I),

VIET QU (X1, .. Ya) = VIglT(X1, ... Ya), (4.15)
|9|1/2_m|‘§"mU(X1, “w}/n) -/ ‘g‘g(}{l- 1Yn) (416)

Las ecuaciones (4.2) y (4.3) serdn, respectivamente,

7]
i it i
5,V Y) = 0, (4.17)
1 i d .
RGHV— EU()U,...,Y,I)QW-I— WU(Xhm’Yn) = [ (418)
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No es dificil demostrar que (Apéndice IT)

ou U (4.19)
i a8 T
9 Oy "~ g
que junto a (4.17) implica U/8g* = 0, lo que deja (4.18) como
T .
KGI“, — 5[}’ (/Xl: --w}/n)g_uu = U, (—120)
y las identidades de Bianchi en la dltima relacién implican que
[U(Xy, ..., Vo), ¢* = 0. (4.21)
Como U(X....,Y,) es un escalar, la ltima condicién solo se satisface cuando U(X1,....Y,)
es una constante. Asi, (4.20) toma la forma de
G+, =0, (4.22)

que son las ecuaciones de Einstein més un término de constante cosmoldgica.,

4.2. Conclusiones

Las divergencias en la curvatura de EBI nos llevaron a un estudio mds profundo
en su estructura. El hecho de que EBI es una teorfa con una representacién de TGCA,
hizo que se procediera al estudio de este tipo de teorfas. Los resultados expuestos en
[43] abarcaban con cierta generalidad casi todos los casos, salvo el expuesto en este
trabajo.

Se pudo comprobar que en el caso desarrollado la teorfa no demuestra varliantes
respecto a Relatividad General, al menos para un término de interaccién bastante

general.



Capitulo 5

K-Inflation Afin

Uno de los mayores desafios que tiene la cosmologia es inflacién [45]. No son
pocas las alternativas propuestas para modelar y cuadrar este hipotético periodo del
universo con las mediciones experimentales actuales. Un buen numero de ellas se
pueden encontrar en [46].

“K-inflation” [11] es una teoria que modela el perfodo de inflacién con un campo

escalar o. El modelo general es

Slgw] = /dﬁ\/\?ﬁ + (¢, X)), (5.1)

donde X = %gﬂ”a#@@y@. Se le llama K-Inflation porgue trabaja principalimente la
idea de las consccuencias que pueden tener en inflacién los términos cinéticos X.
Notablemente, para un amplio rango de formas de p(¢, X} e independiente de las
condiciones iniciales, la teoria tiene un proceso inflacionario del cudl se puede salir
de forma natural.

Los regimenes donde K-Inflation se concentra son de fuertes curvaturas. Por su-
puesto que la naturaleza dual entre la gravedad de Eddington y relatividad general

motiva la investigacién de la descripcién afin de K-Inflation, la que se le llamard como

“K-Inflation Affn” (KIA).

20
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En el capitulo 1 concluimos que EBI en su forma actual queda practicamente
descartada. La estructura de sus ecuaciones de movimiento son causantes de com-
portamientos andmalos y divergentes en su curvatura. Veremos que KIA no sufrira de

esta patologia al nivel de sus ecuaciones de movimiento.

5.1. Principio de accion
La accién para KIA es
Si3,061 = [ atoyIRIC0) 52)

donde X = R*0,00,¢. Por simplicidad, se investigard suponiendo que f solo depen-
de de los términos cinéticos de ¢@. Esta accidn es la construccidn afin de K-Inflation.

La ecuacion de movimiento para la conexidén es

< /| R | B* f — /IR| /808" & ) -0, (5.3)

£

donde f' = df/0X. Haciendo la definicion

JIg” = 7 \/\?Rw’f VR[04 63" (5.4)

la ecuacién (5.3) se satisface siempre y cuando I'g, = g $(Geay + Gevis — 98vc)-

Nos serdn utiles las siguientes propiedades:
det(0F + uug) = 1 + vy,
donde u* es un vector arbitrario y

(M = (A v

= M, = AL+HEV,
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donde M, y A,, son tensores arbitrarios, V* es un vector arbitrario y H un escalar
cuya forma estard fijada por (M ~1)*¢ M, = 64
Usando estas propiedades en (5.4) y variando (5.2) respecto a ¢ podemos escribir

las ecuaciones de campo respectivamente para I' v ¢ como

| 2 B,00,¢ )
g\/@ (RHVJr—j.:J?—O) = G (5.5)
(\/Tﬂf’ff‘”@a@) = U (5.6)

donde f'=0f/0X,e=1-(2f/NHX.
Es interesante saber que si f = 2/A+/1 4+ X/X,, KIA es completamente equiva-

lente a nivel de ecuaciones de movimiento con la teoria (Apéndice IV)

; = 1 .
Sy] = / Vv 9] (R(g) —2A 4 X—_g""’@{,@f‘),,@) . (5.7)
Ap

gue es un término de Einstein-Hilbert mds constante cosmolégica acoplado mini-
malmente a un campo escalar sin masa v sin potencial. Xy es una ccnstante de
dimensionalidad. Més tarde volveremos a este hecho.

La expresién (5.5) puede re-expresarse cémo

2f'8,00,0 2

f g + \/E f Guw

Ry, = —
v llevarse a la forma
G =T(X)u, (5.9)
donde G, es el tensor de Einstein y

2f' 8,06,¢ V2 2
T(X), = _21 0,409 . (f. ¢ f_ﬂ) G (5.10)

con Vi = g"8,00,0.



23

Podemos identificar T(X),, con un fluido ideal, definiendo
2f' 8,00,0
foog

[V 2 )
p o= |Lat. . 5.12
p (j c 7 ’_5) (5.12)

Finalmente, usando que g*u,u, = —1y que V3¢ = 2X£/(f+/]€]), obtenemos

(p+p)usu,, =

2

2 Fi2 ) _
) = —— — + 11, 5:13
' Nlé( f Bl

e f___\;E (in _ 1) . (5.14)

- Para el caso [/ =0, p = —py (5.9) se reduce a G, + (2/f)g,n = 0, que es lo que

esperariamos para la ecuacion de estado de constante cosmologica.
Representar la materia como fluido ideal facilitara el andlisis cosmoldgico de la

teoria.
5.2. Cosmologia

Asumiremos
gudrtdz’ = —df’ + a(t)’(dz® + dy* + dz?), (5.15)
6 = 4(t) (5.16)

En este caso, podemos depurar las ecuaciones (5.5) en

go = H-— R, (5:17)

9i; = SVIE|Ry, (5.18)
dondei,j =1,2,3. Dcﬁna..F' = dF/dt para F funcién arbitraria. Como Ry = —3d/a
v Ry = 2a® + ad, no es dificil llegar a la ecuacién de Friedmann,

2 [Q+(/Nx]
3f VL= @F/HX]

H2

(5.19)



Depuramos la ecnacién del campao ¢ (5.6):
TR 7 p00 G .
VIR R = ¢y, (5.20)

donde '} es una constante de integracién. La ecuacién anterior puede re-expresarse

como (Apéndice 111)

_ (3)3 [P o _ cz. (5.21)
I7 &ViEl |

En este punto hay dos soluciones muy sencillas que es interesante exhibir.

5.2.1. Casos Particulares

Caso f(X)=2/A:
La expresién (5.19) se reduce a
H? = A/3, (5.22)

que es lo que esperabamos, ya que para este caso (5.2) es de la forma

&= Eijr d*z+/|R| (5:28)
que es la accién de la gravedad de Eddington.
Caso f(X) = (2/A)X™
Las ecuaciones serdn
g2 o= i 1En xen (5.24)
3 |1 — 2n|

- 9 nf(1+n)
Xn = (%'j_}_ n ) aﬁn/(l—ln)' (525)

Cf (=1 +2n)/]1 — 2n|



A partir de aqui obtenemos
1

—n/(1+n)

A 1 L A 2
s A 1+n 1A 7 = On/(1n) (5.26)

~ 3 /[T-2n] | CF (=1 +2n)/]T - 2n]

Claramente, el caso n = 1/2 ha de ser tratado de forma independiente. Por el mo-

mento no nos interesara en particular.

Si expandimos en torno n = 0 la dltima expresién obtenemos

A s
H? = 7 +9(n), (5.27)
asi, como esperabamos. para n = 0 recuperamos (35.22). Resolviendo la ecuacién
diferencial se obtiene
alt) regttniiGn) (5.28)

IEn particular, para n = 2 se obtiene el comportamiento asociado para a(t) en la
época dominada por radiacién. Para n = 1 se obtiene el comportamiento en la época
dominada por materia.

El hecho de que f = 2/A sea equivalente a un universo vacio con constante
cosmolégica v que f = (2/A)(X/Xp)" sea una familia de soluciones que segun n son
capaces de representar distintas etapas del universo, podria llevarnos a pensar que
la siguiente accidn

2
Sl = [ stV 5+ ) X" (s29)

n=mny
(con e, coeficientes arbitrarios y de la dimension adecuada) interpola entre inflacién
y diferentes etapas del universo, segiin la eleccion que hagamos de las potencias de X.
Sin embargo, cabe recalcar que esta proposicion, aunqgue plausible, es ingenua. Por

su definicién, el comportamiento de X = R*Y8,00,6 es en principio desconocido.



El vinculo entre el inverso de la curvatura y la tasa de cambio del campo no nos
permite decir a priori cudl serd la magnitud de X para clerto régimen, por lo tanto no
podemos fijar un ordenamiento entre los diferentes regimenes tomando como criterio
la magnitud de X. Esto se puede decir sélo después de resolver las ecuaciones.

Sin perjuicio de lo anterior, otra de las acciones interesantes a estudiar seria

= [ VI (2, 2, [ViT R -1] ) o)

donde A; y A tienen dimensiones de constante cosmoldgica y Xg es una constante de
dimensionalidad. En este caso la intencién de estudio es ver si esta accidn puede in-
terpolar entre un espacio De Sitter (X/X, < 1) y Relatividad General con constante
cosmolégica v un campo escalar sin masa ni potencial (X/Xjp > 1). Sin embargo,

esta pendiente ain el significado de estos regimenes en la evolucién cosmoldgica, y

por ende, el real sentido fisico que pudiese tener.

5.3. Conclusiones

K-Inflation afin (KIA) se presenta como una propuesta razonable de modela-
miento cosmalogico para el universo temprano. La dualidad entre la gravedad de Ed-
dington y relatividad general hace pensar que, para curvaturas fuertes, KIA podria
mostrar efectos mas novedosos que su precedente versién métrica, K-Inflation.

KIA, a diferencia de EBI, relaciona (por medio de sus ecuaciones de movimiento)
¢" ~ p, donde g representa los campos métricos y p los campos de materia. Asi,
no tiene problemas de singularidades en la curvatura para distribuciones de materia
discontinuas, con cambios bruscos 6 muy pronunciadas. La patologia presente en EBI
en KIA es inexistente.

Cosmolégicamente, KIA presenta para elecciones particulares de f(X) analogias




evidentes con cosmologia en relatividad general. Sin embargo, resultados mds robus-

tos de KIA (para f(X) arbitrarias) estdn en actual investigacidn.



Capitulo 6

Conclusion

Gravedad de Eddington es una teoria dual a relatividad general. Las teorias
estudiadas en este trabajo posiblemente heredan esta propiedad. Se puede presumir
que en regimenes de fuertes curvaturas, estas teorias exhibirdn dinamicas novedosas
e inferesantes que son inexistentes en relatividad general.

Aunque la teoria de Eddington-Born-Infeld (EBI) contempla interesante propie-
dades cosmoldgicas, la relacion algebraica entre la métrica v la materia la hace fallar
en el modelamiento de materia discontinua o de distribucién muy pronunciada.

En el estudio de las teorfas de gravedad con campos auxiliares (TGCA), donde
EBI es un caso particular, se confirmé que estas patologias estén preseutes salvo en
el caso trivial, donde la TGCA es relatividad gereral mds un término de constante
cosmoldgica. Esto reafirma que la forma actual de EBI es inviable como alternativa
a relatividad general.

A diferencia de EBI, en K-Inflation Afin (KIA) la métrica se relaciona con la
materia mediante una ecuacién de segundo orden en la métrica. As{, KIA estarfa
libre de las patologias de EBL

KIA es equivalente a un sistema de ecuaciones de Einstein con materia descrita

por un fluido ideal. Esto resulta muy conveniente para estudiar su cosmologia.

28



29

Para ciertos casos partim,ﬂarés, la cosmologia de KTA muestra analogias con la
cosmologia en relatividad general.

Las motivaciones de KIA como una teoria plausible para modelar inflacién de-
bido a las fuertes curvaturas presentes en este hipotético periodo del universo, la
estructura de sus ecuaciones de movimiento y su relacidén con la cosmologia descrita
en relatividad general la muestran como una novedosa y prometedora alternativa a

relatividad general.



Capitulo 7

Apéndice

7.1. Apéndice I
Defina A = A% A partir de la relaciéon
det(A) = exp (Tr log A}, (7.1)

se puede derivar

det(1 4 A) = exp (i Hfznﬂi"r [A”]) : (7.2)

n=1

que en particular podemos expresar como

O"; (71)n+l

det(1+ g™ 'q) = exp (L - —Yn) . (7.3)
n=1

donde se ha definido ¥, = T7[(g71q)"]. Por el teorema de Caley-Hamilton, la anterior

expresion puede llevarse a

D
det(1+ g™ 'q) = exp (Z a.n‘.r’n) , (7.4)

n=1

donde D es la dimensién del espacio de matrices v @, son coeficientes arbitrarios. La

ultima expresion nos permite decir que

det(1 +g7tq) = F(Y1,...Yp), (7.5)
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donde F' es una funcion arbitraria. De esta forma, podemos reducir el elemento de

volumen

I

Viglv[1+g7q| (7.6)
= VIgh/F%, .. Yn). (7.7)

g +q

Si definimos g71q = 1 + M = ¢™ = det(1 + M)™g™, podemos encontrar la siguien-

te relacién,

gl/) g f|qd€1‘l+M (

=J
oo
s

Usando (7.2) y que M™ ~ 5" (g7'q)" de lo cudl se puede derivar ficilmente su

traza, podemos reducir este elemento de volumen también a

g™ = \/|g|F(Yi, ..., YD). (7.9)



7.2. Apéndice IT

Defina A = AH, Consideremog que

8X,

= ng-lg)n-1,-1 1
Fq n(glq)"1g-1, (7.10)
8}’,1 -1 _\n_ -1
F — . o n | .11
ELYH —1yn-1
Sl o g i 12
Bt n(qg=!)n-1q, (7.12)
Yy, i ;
dg-1 = —nlgql)yg, (7.13)
(7.14)
COH CSto I'Gv&‘XpI'ESElIHUS
BU — . n (9(‘;( ﬁl)?l-*l - 6U( —l)rlﬂ (Tlfa)
(’)glhgcﬁ’:qg q Cr,”—},.;gq gl. -
s D Por
()(J / - -1 _—1 dU —1 n__—1
— = o f St 2 & ouill . 7.16
> ;n[a){n(g Q)" g a7 (a'g)"q (7.16)
Manipulando (7.16).
2o = Y[ (7'q)1g-1q - 9V (a7'g)" (7.17)
gagd = ;n o8& ') g1 sv-sla'e) |, i
D -
v, 1 o,
- Y nelg o 9Y e | 7.18
3o |2 eyt 5-(a g (7.5
aU
” T (7.19)
Por 1o tanto,
arr 510

. 7.20
g@qq g (7.20)




7.3. Apéndice III
Variando la accién

SI0,.61 = [ da*VIRIFCY)

respecto a el campo I'Y,, obtenemos

[é VIR| (R"‘” - %R““@,Jél?”ﬂauoﬂ =0,

£
th-]

cuya solucion es

Qif -
LRI (R - 2 R0,0000,0) = Viglo

v I, serd la conexion de Levi-Civita.

Contrayendo (7.23) con 8,9,

2 !
g (1 TfX> VIR 00 = V/glg"*0a,
(r)ij: - X) VIRI['R* 8,0 = +/|glg" 0.0,

obtenemaos
"y

(melR}maa(P),v = (%}[} |g!g‘“"(’3{t@j>

s

7.4. Apéndice IV

Para f = _‘—,2\:\/1 + X/ Xy notamos que
/ 1
2 Vgl = 5

27]” 1
f€ Xo'

33

(7.21)



Con esta informacidn, no es dificil ver que la ecuacién ( 5.3) pasa a ser

~J
(V)
=1
T

1 1 _
G + Agu, — §v?cp‘gw + F{)(%gﬁ)&,@ = (7.

Para esta eleccién particular de f’, la ecuacién (7.26) pasa a ser

(VIRIS 'R .), = (Ng‘%) - (7.28)

El lado izquicrdo de la ecuacién anterior es idénticamente 0. De esta forma, obtene-

mMos ﬁna.lmente
( \9\9‘“’¢,V) = 1. (7.29)
W

No es dificil comprobar que estas dos ecuaciones son las mismas para la teoria

1
. g#"au@ew) (7.30)

.

Sial = [ VT (R-204
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