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RESU\,1Eli

Se desarrolló el estudio de tres teorías inspiradas en la gravedad de Edrlilgtol. La

teoría Eddington-Born-Infeld (EBI) presenta singularidades en su curvatura cuanclo

se modelan objetos compactos de sirretría esférica ¡- compuestos por materia descrita

pol un fluido ide¿l. Esto es debido ¿ qre slrs ecuacioncs dc movimicrrto rel¿rcionan

aigebraicamente Ia métrica con los campos de materia.

Este rcsultado cs comparticlo con Ias tcorías dc gravitación con campos auxilia-

res (TGCA) de 1as cuáles EBI es un caso particLrlar. Se estudió ci caso dorrcle los

carnpos auxilialcs no pueclen ser fijados completamente a partir de sus ccuacioncs

cle movimiento, obteniendo que Ias soluciones son ecluivalentes a relatividad general

nás un lór'rlino de colstantc cosmológic;r,.

La formulación afín de K-Inflation es presentada. No plesenta las misrnas pato-

logías de EBl. La cosmología de Ia teorÍa es i:quivaleú.c a, relatividad gcneral con

rnateria descrita por un fluido ideal. Casos particrrlares de su cosmología son cxhibi-

cllos.

ABSTRACT

Three gravitational theories inspired in Ecldington's gravitatiot.r were stuclied.

trcldington-Born-Infeld theory (EBI) shou's curv&ture singula.rities when it l,ries to

dcvclop compact obiects with spherical simmctry that arc cornposed by an irleal fluid

approximation. This is because EBT's field equations relate the metric fields with the

matter fields in an algebra.ic way.

'l'his result is sharerl rvith gravit-v with auxiliar¡. fleld theories (in fact EBI is

a. particular case of the former). It have been studied the case when the auxiliary
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fir:lcis can't be tot¿rlly fixcd usiirg theil orvn field equation. The result w:r-s that this

is completely equivalcnt to gcneral rclativity r,vith a cosmological constant term.

Affinc formulation of K-Inflation (AFK) is plescnted. It is cxtcnt of EBI's pato-

logies. AFK's cosmolog¡; is equivaleni to general relativitv with matter composed bv

¿r,rr icleal fluid. Particular c¿scs of the theo»,'s cosrnr¡loB). are preserrtcd.



Capítulo 1

Introducción

Rela.tividad general es 1a teoría qrre durante un siglo ha nodelado las intcracciones

gravitacionales. Srr vigencia se debc principalmentc a sus óxitos cxpcrimentales 11].

Sin emhargo, cada r.ez toma más protagonismo Ia idea que sc requiere una rnodi-

fic¿rción c.lc l¿ misma. L:r ¡rresenr:ia de errelgía oscura l2-rl] y rrateria oscura 15,6],

singrilaridades en la curvatura 17] v su inconsistencia con el actual paracligma de 1a

mecánica cuántica 18] allmentan esta idea.

Cualcluier teoría que propongarnos como alternativa a Ia relatividad general debe

contar con 1¿ concliciórr rlírrirna de que para curvaturas moderadas debe ser equiva-

lente a la rei¿tividad general. La violaciórr de esta condición enfrentai'Ía nuestra teoría

¿r. nurrrerosas medicioncs experirneltales, ficnte a Ias cuáles terrdrí¿L bajísimas posibi-

lidades de salir victoriosa. Por otro Iado, es cn los regímenes de fuertes curYatur¿s

donde esperamos que nuestra teoría exhiba dinámica novedosa.

Cuando hablamos de regímcnes r1e fuertes curvaturas, los escenarios más comunes

y esiudiados son cl comienzc, del universo y los agujeros negros. Su trascendencia

histórica y sencillez rrratemática los hacen unos excelentes candidatos dc cstudio.

Ha;. muchas maneras de modificar graveclad 19]. Este trabajo se concentrar'á en las

modificaciones qrre tienerr su origen en la gravedad de Eddington 110]. En el Capítulo



2 se desaltollar:írt I¡¡,s tllotivacionr:s.

Cada ca.pítulo cuenta con una breve introducción y conclusión. El Capítulo 3

desarrolla las principalcs ideas cie l¡r teoría Ecldington-Born-Infelcl (EBI) y estudio

de objelos conpactos de simetría csférica dentro de su r].rarco. El Capítrr1o 4 desarlnlla

Lln c¿1so ro rcpoltaclo en la litel'atua de teorías dc gravcdacl corr carlpos auxili¡Lrcs

(TGCA), de 1as cuáles EBI es un caso particular.

El Capítuio 5 desarrolla 1¿ versión ¿rfín de Ia teoría K-Infl¿rtiol 111]. Se cstu.lia su

cosmología J¡ se cncuentran soluciones ex¿rct¿s para ciertos casos particr ares que

tienel su a,rralogía con rclativid¡r,d gcnclal. Se hacerL pro¡.ecciones c inlcrcscs futuros.

Firialmentc, cn el Capítulo 6 se hace una conciusión global de toda la tesis.



Capítulo 2

Gravedad de trddington

Sería poco razonable colllenzar una tesis de teorías altertativa*s a la. relatividad

general (RG) sin hace¡ mención a ella. El principio de acción de RG actual es csenci¿rl-

merrte la acción de trinstein-Hilbert (EH) más un térnrino de constante cosmológica

A y una acción lclacionar.la con los campos clc materi¿r,

sls,,) - J 
d,"./lsl(R. 2A) + s-1e,,, rrl, (2 1)

doncle es el valor absoluto del dcterminante, 9a, es la métrica, -4 = gp,'R,,, donde

-R* el tensor de Ricci y S-lgr,,r!) es la acción de l¿r rnateria leprcsentacltr por el

carnpo r!, que por ahora nos es ildiferente su naturaleza. Note que henros asignado

SrG - 1 y c: 1, donde G es la constante de gravitación universal y c es la, vclociclad

de la luz en el vacÍo. A1 variar (2.1) respecto a. 9r,. obtenemos las ecuaciones de

Einsiein.

(; ],,, ,\9,,,, : 7,,,,

clondc G,,, es el Lelsol cle Einstein 1.7u,, es cl terrsol de cner'¡1ía-r'nornct Lturl coustruido

de la lorrna Lrsual 112.

La acción (2,1) asume in.rplícitamentc que 1a conexión lff^, es 1a concxión de Levi-



cat n( t1,) 
: Rtr"¡(I') t E la constantc de acoplamiento de la teoría. Si variarnos (2.6)

respecto a la conexión obtenemos la ecuación

('u.'taau'a) 
, 
: o. (,2 7)

¿6¡¿s ¡(p") cs el inverso de R¡,-¡. La solución a esta ecuación es

xf 
",R)¡1tu') 

- 
"[-igls* 

, (2 8)

(2 e)

clonde hemos estal¡leciclo que l$_, : lg^,,(,5u8,., * 9pt,D - 9pt,).La ecuación (2.8) se

puede lleva.r a

Rt.r,¡ -f !sr, - o,

rlue esenci.,lmerrte es RG con constante cosrnoiógica cn el r.acío. Aquí r,.ale Ia, pena.

llarnar la atención en dos puntos: (1) Las ecuaciones de movimiento de Ia acción

de Eddington tienen un tórmino dc constante cosmológica que en RG solo aparece

introducido "a mano". Esto da pie a conjcrurar que (2.6) es un principio va¡iacional

rnás fu.damental que EH, tomando en cuenta también que .o necesita, una métrica

para su formulación. (2) Ambas formulaciones sostienen nna clualid¿rcl f131. EI hecho

de que rc - A-1 implica que los rcgírnenes cle interacción frrerte en una descripción

serán los dr: interacción débiI cn 1a otra. Estas son las principales icleas por l¿us cuáles

se guiará este trabajo de tesis.

Un principio variacional afín requierc que la materia se acople solo a la cone-

xió, si se quiere m¿riener en la calidad de afÍn. por ejemplo, Ia acción afín para el

electromagnctismo se constru¡rc como 114]

slril, Apl - -', I o,'^Rpo R B F,aFp,, (2.10)

donde {," = F""(A,,.) es el tensor electrornagnético. Notablemente, la dinámica des-

crita por (2.10) es equivalentc a su forrmrlacióri métrica tradicional. Sin embargo, la
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suma de 1os priltcipios cle acción :rfines (2.6) y (2.10) no son cqrrivalentes a I¿ suma

de sus correspondientes descripci.res métricas 11J]. Este hecho indica cpe la traduc-

ción dc principios afí,es ¿ métricos afínes y mótricos no es ohr.ia. Los desarrollos clc

teorías que contentplen estos conceptos deben ser mu)¡ cuidadosos r. en colsccuencia.

incorporar mecanismos novedosos.

En e} pró:rirno capítulci. veremos ulta teoría con irlteresantes propiedacles cos_

nológicas que ticnc srr góncsis cn lu. ilgcniostr rnczcl¿r de Grar.cdad de Eciclingtol r..

la Teor'ía de Born,Infeld i161.



Capítulo 3

Gravedad de
tr d d in gt o n- B or n- Infeld

EI "Principio de Finitud" f17l estipula que una tcoría física satisfactr¡ria no rie-

biertr perrlritir que los observzrblcs tornarall valoles infiniNos. l'al vcz es algo que gran

partc de Ios físicos tiene incorporado en s,¿ mod,us ope"randi. Las divergencias cn una

teor'í¿ usuahnclte son compoltarnientos incórlodos.

En el electromagnetismo clásico, la energía propia de una carga puntual es irr-

finita [18]. Frente a esta. situaciórr, Born e Infeld proponen una nioclificación [16]

de1 electroma.gnetismo clásico quc logra reguLarizar 1a dir.erger.Lcia. Notablemer.rte, la

construcción cle esta rnodificación esta inspirada en los estudios de Eddington il0].

De hecho, las acciones de aml¡as teo¡ías comparten cstéticas evidenterrrerrte similares.

3.1. Teoría de Born-Infeld

I--rr¡r acción lipo Born-lnlc1d 16 es usu¿rlmenle de la fornrti

s : I a,^ (rfr* t; - ,ñÁ) (31)
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clescrita. en unid¿des naturales. Está construída clc ta1 ma.nc¡a que a.l lí,rite c,le

"f,* << 1 (para cada cornponenre) se obtenga S = -(Ill) J clr4 rtf p" f t,,. Si id,rll-

tiflcamos ei carnpo .f* corr el tcnsor elcctromagnético, la teoría cn este límite es

el electromagrretismo clásico. En cambin, err ios regímenes de campos fucrtes (por

ejemplo cerca de una carga p.ntual) es dorrcle se enpiezan a percibi, nuevos efectos.

entre ellos una encrgía propia de1 clectrón bien defirida.

Las teorías tipo Born-Iufeld h¿rn ma.,tenido su vigc.cia y siguen sienclo prota-

gonistas en varios aspectos de la fisica teórica [1g1. La grar,,itación no ha quedado

excluída de cllo [20 22]. Lln especial énfasis e, cómri 
^coplar 

mate.i¿ ¿ ter¡rías cle

gravedad inspiradas en Born Infeld sc puecle enconi,rar en i231.

3.2. Eddington-Born-Infeld

La acción de Eddington-Born-Infeld (EBI) ha estudiar es i24]

Es un prircipi. vari¿rcional r,étrico-afi., co. Ia mater ia :r,copladtr solaure,te a la

rnétrica. Nuevamerrte se hacen necesarios cie*os cor¡rentarios. (1) La evidentc simi-

litud con Ia acción de Born-hLfelcl (3.1) perrnite intuir sobre una posibre capacidacr

reguladora en los regímenes de fuerte curvatura. De hecho, Ia cosmología cle EBI

no presenta 1a singulariclad desnuda quc en relatividacl general aparece, describiendo

u.a evolución regular del universo [24]. (2) Los regímenes estarán corrdicio.arlos por

el objeio rc,?,,,,. Si nR,,u + c:a (en cada una rie sns componentes),

Sas su,,rt,,v1 -+ zn I ah¡@, (3 3)

S pp¡[s,,,,Tft.,,ú), :i / *^(



I

qlre es la ac(ión cle Eddington. En cambio, si rcRr, -+ 0 (en cada rrna de sus compo-

nentes).

Santls,*,rZ^,,rY) -+ I dor{d(n(r) - 2,\), (31)

con fi(f ) = gt'" RF,,$), A : ()- 1)/n. Así, xll* funciona como uri interpolaclor entre

el rógirnen de curva.tura-s lcves. descrito por RG, ¡, el régirnen de curvaturas fucrtes,

ciescrito por Ia gravcd:r.d clc Eddington. EBI irace c-rplícrta Ia du¿rliclacl dcscrit¿r eu cl

CapÍtulo 1.

Por cl rnomcrrto cstudiarcmos l¿ teoría sir colstantc cosmológica () : 1). Las

ecu¿ciones cle campo para g* y I son

t/E + ^ñ,A + R,R\P" - rtsu" : -tr,/ET'p",

l"n;+;att+rcR)4"]- : e'

Defirriendo Qu, - §p,l nR-u,, Ia soluciór dc la ecu¿ción para la conexión irnplica qrre

l': l(s). Así, Ias ecu¿ciones de nrovimiento de pucden describir como

t/4r1"" ,,ts s"" KfiTPv,

Qv"

(3.5)

(3.6)

(3.7)

donde q/'" cs el inverso de ep", y la colexión fff, esta descrita por

r¡, - )o"E 
(oa. + q<...¡ - q0.., :).

La conexiórr y curvatur-a estarán construídas a paltir de qr,- Es inporLante aclarax

que el elemento qa¡, es un campo auxiliar. La magnitudes "físicas" seguirfui estando

vinculada^s a 9p, y a sus objetos derivados.
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3,2.1, Estudio de objetos compactos

Teniendo ya interesantes resultados cosmológicos en EBI 1241, se hace necesario eI

estudio de otros fcnómenos. En esta tesis desarrollamos el estudio de obietos compac-

tos con simctría esfé¡ica. Describiremos la materia usanclo un fluido ideal. Espcramos

el buen comportamiento de estos obietos, ya que bucna parte de las estructnras del

univetso pueden modelarse siguiendo estos criterios (planetas v cstrellas). La vcrsión

para relativicitld gcncrzll dc cstc cálculo i:rucde encorrtrarse en 1251, concluyr:lclo en

]as fanosas ecuaciones cle Tolman-Oppenheimer-\'olkoff (TOV).

Supondremos la siguicrfe forma dc nucsl,ros clcmcntos cle Línea,

g p,d'rq d:t''

c1u,dr]' dr"

- a(r)dt2 4. B(r')d,r2 + ((r)d0'?,

-a(r'¡d1:2 + tL(r)dtdr -. b(r')dr2 + 7-2 dQ2 .

(3 8)

(3 e)

Note que elegimos expresar el objeto q, en coordenadas de Schwarzschild 126]. Esta

eiección simplificará ostensiblemente los cálculos. El tcnsor cnergía momentunt se¡á el

de un fluido ideal,

:l* : lp(r) i p(r))uuu" i p(.r')s,,, (3 10)

y definiremos c¡te TP' = gr" gPPT,a

Reemplaza.ndo (3.8), (3.9) y (3.10) en (3.5), se puede solucionar explícitamerrte

para a(r), ü(r), ((r) y h(r):

alr)ir ,tp(r) ):

vÍiffi
0(r)^/ (t +..,p(r))(1 - "p(r)),
0.

r-,-:.
1, (1 -,rp(r))(1 Kp(t) )

a(.r) :

ü(r) :

h(.r) :

C(,) :
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restriDgiendonos a solnciones del tipo (1 + rcp(r))(l np(,r) ) > 0 para asegurar Ia

r"¡liJ¿d de la. expro"irnn. ¡nr.riorps.

Conociendo ya q* cxplícitamentc, podemos construir Rr"(l) y obtener de (3.6)

@; - rL* l- 
z ¡w v 13 

/ 2 

I 1r' - r'1 +

inwv' ! 12 ¡v 1v +-w) 2xla' Ir] ,

l2(w v)3/2 i(r2 - K)
(.3V +W)rKW

r nw \r' I l^r' s( ,lv w + v2 - wr2)

e : @i¡#F¿¡lzt"Fw' 
* t'Ft'-*']se rc)

- (v W) (r r,w v' + 12 9V (v + w\ - 2nw v)l ,

2tJ

+ 2¡,;f I4',] ,

donde h' - dl'¡' / dr con h una función ¿rbitralia -v V = | 1- np, W = I - np.

Aírn falta una ecuación para poder resolver cl sistcma: la ecuación de estado. Una

vcz especificada el sistema ya prrede ser resuelto, queclando un sistema de ecuaciones

de TOV modificado. En cl 1ímite ,r -+ 0 recuperamos las ecuaciones dc TOV, como

era de esperar.

3.2.2. Divergencia en la curvatura

LTna corrocid¡¡, rnodilicaciór a relatividad general son Ias teorías /(11), donde sen-

cillamente reemplazamos,? por /(Á) en (2.1). siendo / una firncióu arbitraria. NIás

detalies err [271. En estas teorías existe e1 siguierrte resultado: Para objetos cornpactos

cle simetría esférica modelados por un fluido ideal de ecuación de estado politrópica

p - pr. donde f es constante, los cscalares de curvatura cn la superflcie del objeto
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divcrgen si I > 3/2 128]. La importanci¿ en el análisis de Ios escalares dc curvatura,

es que al ser invariantes bajo transformaciones de coordenadas, son un buen referente

si queremos saber si las divcrgencias son rcalcs o scncill¿unente una rrala elección de

coordenaclas. Aunquc EBI no es una teoría /(-R), compari:e ciertas similitucles con i¿s

ectaciorres de movimiento, por 1o que es importante cstuciiar si este comportamiento

patológico se d¿ cn la teoría.

Po¡ rrLotir.os dc sirnplicidad. calcula¡nos el escaiar dc curvatura más sencillo

A - gp'Ru,b), asumiencio que p -+ 0 en Ia superficie del objeto compacto, rr

en consecuencia, p + 0. Usando ltrs expreslones para a', p' v p/ anteriores. cerca de

la superficie del objeto colnpaclo obtener¡ros

R - : lp'.t rrt t' .2rp' . -1"" a'.'lr,") p\r) ,3 rr;lr rt 3l'(r)'

En rel¿tivid¿rcl general este ]ímite es nulo. La proporcionaiidad a x de ios nuevos

términos implica que son modificaciones propias de EBL La presencia de 1as prime-

ras y segundas derivadas de Ia densidad de energía indican que una. discontinuidad en

1a distribución cle mirtelia, c¿mbios clemasiaclo bruscos o distribrLciones mu)¡ pronun-

ciadas gencrarán divergerrcias cie la r¡risma naturaleza que ias existentcs cn /(n) lZ8].

. Conceptualmente, c1 origen de estos térrlinos pueclc scr explicado a ptlrtir c1e las

ecuaciones de canpo. La ecuaclón (3.5) relaciola algebraicamente la métrica con la

materia. Esquemáticamente (omitire Índices y fbrmalidades), su relación scrá q - p.

Por corrstrucción. la rclación ertre curvatura y métrica es R - g".Entonces, Ia re-

laciórr entre curvatula )¡ matcria scrá dc -R - p" . que es lo observado explícitamente

en (3.11) y es e1 origen de las divergenci¡rs. En ei caso de relativiclad general, la

ecuación de rnovimiento para.g, relaciona g" - p. Por 1o tanto, curvatura y materia

se relacionaran como -R - p. Así, los comportamientos bruscos, discontinuos o pro-
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nunciados de 1a distribución dc matct'ia no conllevar-án dir.ergencins cn ia curvatura

eu rclativicliLcl general.

\ralc lil pcni, \1rr rlros cjcrlplos

tcu¿rción de est,¡-do politrópii:a ¡(r'i

scr'¿irr

con ecrracioncs dc cstado cxplícitas. Para una

: op(.r)r,los términos domin¿.ntes en (3.11)

u= *o,.1',,...(.,. j)0.,'-",-, B,r') (3.12)

por 1o que tenemos un buen coilportamiento de 1¿ ctu\.atura siempre y cuanclo

f < 3/2 (durarrte el desarrollo cie esta tesis otro grupo de investiga,ción publicó un

trabajo quc confirnó este resultado i29]).

Podernos modelar una esfera dura (densidad constanle) con la distribución p(r) :

po("12 arctanf(r -r,)le)) clondc p¡ es I¿ densidad de energía en el centro de1

ob;cto, r', es e1 radio del objeto y s es un parámetro de Iougitucl que mieniras más

pequeño se hace ia aploximación de p(r) a la distribución de una esfera dura es

rnejor. En este caso los términos dominantcs en (3.11) serán

F = itt1o
1¡¡n

\lir:nlr'¡Ls rncjor- i's 1l aproxini.r'ión. lrr t'Lrl Iattlr-i'L totrliliti r'¡rloics rl¿is gt rrtr¡lcs ccrce

(ie Ii1 supcrfici{r.

3.3. Conclusiones

Como se dijo al principio cle esta sección, el Principio de }-initud es un buen

criterio en los desarrollos de Ia física teórica. EBI aún teniendo las interesantes pro-

piedades cosmológicas con las que cuenta, no logra describir rle forma satisfactoria

objetos que relatividad general modela sin mayores complicaciones. Podríamos hacer

4"6
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irna discusión sobre la validez de asumir que Ia matcria ccrcatr¿) a 1a supcl'ñcie del ob-

jeto compacto se comporta como un fluido ideal (una discusióri de esas ca1'acterísticas

para las teorías l(,4) se da er J30] ), peró l:r irnportancia de esta discusión quiz¿is sc

r.ea disminuída frente a 1a robustez de rel¿Ltivid¿d general donde cstas discusiones son

irurecesari¿ls. Bajo cste punto dc vista. EBI es por 1o rrenos una teoría incorlpleta.

La rclación algebraic¿ elitre métrica ]. materia es Ia causante cle la singulariclad

cn la superficie. El problema se ver'ía solucionado si 1e agregásernos más din¿intic¿f, a

la tcoría. EBI nos permite agregar invariantes rnás novcdosos en la acción del tipo

lf(q) I(g)1'?, donde f(/) es Ia conexión conslruída a partir dc f. Estos tórrninos

han sido esludiados en [31]. Sin embargo, ltr complejidad de 1¿s ecuacioncs de movi-

miento aumenta ostensiblemente, y el proLlenta se ]ra.ce difíci1 de ¿rbordar sin fuetles

motivacioncs para haccrlo.



Capítulo 4

Gravedad con campos auxiliares

E} trat¿rmiento dado a trBI en I¿ secclón antcrior lnostró resultados que hacen

dudar sobre sr viabilidad corno teoría. Tal vcz, buscando y estudi¿ndo la misma teoría

pero re-cxpresacla cle otra forma nos rle pistas de como solucionar o sobrellevar estos

resuliados indese¿rdos.

Vale la pena introducir las teorías de gra-,.ec1ad con ca[rpós arrxiliares (TGCA).

Un ejemplo de TGCA (¡, el caso que estudiaremos) es

slg,Q,,!l - | "u*al 
t tJ(¡1,,,Q)+ 5.\1(e,,, v), (41)

donde hcmos agregado e1 campo auxiliar Q (que su forma y naturaleza por ahora

nos tiene sin cuidado). y l:i densidad tensorial cle peso adecuado I/(9r,,e) que no

tiene télminos cinéticos derivados de Q. Las ecuaciones de rnor.imierto son

hur""" - o' (4 2)

(4 3)n-14r,,.,r,\-G," 
,q on,,u(t,, c)' T,' '

De la primera ecuación podemos en principio resoh,er para Q y luego reeniplazar en

(1,1).

Un caso interesante es suponer que Q es un tcnsor de rango dos, Q:4p,. Este

tipo dc formulación se puede entender como u.na teoría compuesta por dos métricas,

15
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un conccpto antpliamente cstu.liado. Nlassive Gravitv i32 37] es rrna. tcoría rie dos

métricas, una dilámica y otra fija, rompiendo a,sí ia covariancia que sc esperaría rle

una tcorí¿r de gravitación. Si agrega.mos un término cinético de trinstein Flilbert para

la métrica que antes era fiia, este problema se soluciona, pero hemos dotado de más

grados dc libertad a ia teorÍ¿r. Este tipo de teorías sc les denornirra Bigr::viiy f38 411.

Las TGCA con Q = q/,, es exactamerrte el paso intermedio: La seguncia mérr-ica

no cLrenl,¿r con término cinético pero se asume dinárnica. De esta forma no ronpetnos

co\¡ariancia y no agregalros más grados cle libertad. Notablemente, EBI corrcsponde

a, una de cstas teorías 142]. Es razcinable así inr.estigar en este rumbc¡ si estamos

tlatando de idertific¿¡,r soluciones o alternatir,'a"s a EBL

En la3l, ias TGCA son estucliacias dc lorma general. Los autores concluycn

(1) que si Q no se describe en funciótr de los campos de materia e1 sistemir es

idénticamente igual a relatividad general rnás un término de constanl,e cosmológica

y (2) la presencia de materia en Ia descripción de Q hace aparecer tórminos en 1a

ecuación de movimiento p¿ra gr,,, que son derivaclas de 1os campos de materia (y que

en el capítulo anterior vimc» quc generan cLiver.gencias para ciertas distribuciones de

maieria) .

Los ¿urtorcs ¿sumen que de la. ecu¿r.ción de movimiento (4.2) Q puedc ser resuelto

en su totalidad en función de las otras variables del sistcma. Sin embargo, esto no es

nccesariamente así: sc puede dar el caso que de Ia ccuación para Q,

hu""' n'-o (4.1)

sólo obtcngi,imos

t.; - t.:i,r¡,,,,Q')

doncle l) reprcscrltr1 un objero que uo porlcmos fij;rl a pmtir r1c (4..1).
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P¡lt¿r ar l¡rr,rr rur poco 1a ciisrusi,'rn . srrllonBirrlos urr polcnrirl dirrLr pot

Lt(gr,,qr,) - t/)s (.*rg",.q"P - azq,,Bl"P) . (4 5)

Antes de continuar. es necesario acl¿rrar las motivaciones de la forma de este potencial.

(1) E} campo auxiliar Q ha tomado la forma de un tensor de rango 2, qu,. Es el caso

que nos interesa, pues EBI se puede formul¿r como un¿ TGCA bimétrica. (2) La

forma más gcrrcral cle tJ (sr", alr") estará clada por 144'

u(gu,,,ti) : rtrA,A¡(x,,,&), (+ 6)

douclo ,/IIt(r7,,,,. qr,) es urrtL dcrsid¡-rcl tensoli¿il rLc ¡rcso a.plo¡riarlo r-/(I1..-Y,,) cs rura

función arbitraria de los m invarianics X", = (qp" g p,)" . doncle 0 ! rn ! D, siendo

D el núnero de dinensiones en clue est¿unos trabaiarLdo (cualquiel im¡¿ri¿ntc con

m > D puede ser descrito como combinación Iíneal de los invaria,ntes co:n m, ! D:

este es un result¿do del teorema de Ci:iley-Hamilton). En mi caso ocupalé tarnbién

1os invariantes Y", - (gu" qr")^ , ya que su uso facillta algunos casos particulares.

Volvamos a mrestro ejemplo (4.5). La ecuación (4.2) es equir,zlente a

a1gu, * c,2q,,,,g'E a¡, : Q. (4 7)

Para haccr más gráfico nuestro ejeurpio. supondremos

g,,rhPdr' = ¡@rl+drl),

4p,d.rp d,r' - ud,rl] i 2"ldttfuz + zdr3.

Reemplazando esto en (4.7). obtenemos cl siguiente sisiema de ecuaciones

(ru' + u2)a, -t a, f2

(y2 + z')az + at f2

a2y(w i z)

0,

0,

0.

(1 8)

(4 e)

(.1 10)

(4.11)

(4.12)
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Dirigamos mtestra ¿tcnción a (4.12). Existen 2 soluciones a ella: Si y : 0, el sisLenra

se reduce a qw « gtlv, obtcniendo asi que U o ffi. E to en (4.1) es un término de

constante cosmológica. En cambio, si en (4.12) usamos u: -2, (a.10) y (4.11) se

reducen a una sola ccuación,

k)2 + "2)t,l a1f2 :

r.loldc solo podrcrr.r-rs despcjnr rLna cle las irrcóguiltrs

4.7. Potencial arbitrario

0,

(v ó,).

(1 13)

En esta sección resolverernos para un caso mís gencral, mostrando err particular

qrrc la ecuación de campo pal,l g]tu no perrnite otr¿ modificación que no sea un

térr rro de colstantc cosrnológica.

La acción a investigal es

(1.14)

donde rruevamente X" : (tlr"gt'"),f - (qp" g,")". Cicrtancnte sc podría. pens¿u erl

clementos de volumen más novedosos o generaies que yffi, pero es posiblc demostrar

clue al rnerros para dr.rs tr¿dicionales moclificacioncs (Apóndice I),

./l[+ qlu1x,,..,v") -+ Jlstü6',n), (4.15)

(4.16)lo 
r/z--, 

"' u (xr,..,y,) -+ ulstü ¡xr,..,u"7.

Las ecu¿ciones (,t.2) y (,1.3) scrán, rcspeciivarrente,

!-urr,,..,u,r
0Qp"

1a
xü," - rU 

(X:.....Y,\S-, - *,Ur X t.....V,'t

0,

0.

(J. 17)

(,1.18)
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No es clifícil dcmostral quc (Apóndice II)

eu^*tta":*,

que jrrnto a (4.17) implica 0U l)qu, : 0, Io que deja (4.18) como

",c,,, -f,u¡x,.. .,y,)s,* : o,

y 1ns irlertidar|les de Bi¿nchi en l¿ írltima relación irnplicir.rL que

ariAU
(4.1e)

(4.2 0)

fu(x,, ,Y")),,u," -o. (11.21)

Como U(X1. ..., Y,) es un escalar, Ia. última conrlición solo se satlsfacc cuando U(Xi, ...,1j,)

: es una colrstante. Así, (a.20) toma Ia lbrna de

G,,,, + C1¡¡u, - g, (4.22)

cluc son las ecuaciones cie Einstein más un tér.mino de constante cosmológica.

4.2. Conclusiones

Liis clilergenci:rs en la r:uLr.¿rtru ¡r cle EBI u¡¡s llcvarorr ¡r uu t,,sturlio riLás pr.oiruido

ell slr ostllr('1.1r1'¿r. ]fl ]ri:r'llo clc qui: lilJI cr rrrra t¡:or'ía i.orr ulir rclrreslrr aciirrr cic l Llc.\.

hizo c¡tc sc proccdicla ¿l estttrlio cli: este tipo de tcr¡rías. Los lesul¡¿rclos expLrcst¡s cll

f-1ll ¿]r¿r'calr¿rr con cicrt¿ genelaLiclacl casi toclos los ca,sos. siih.o cl cxJrnc,sto cl r.ste

trabirjo.

se prrrlo comproLar qrre en c} c¿iso cles¿rlloll¿'do la 1er¡iía no demrrcsrr¿r rar.i;rrnes

resPecto a li:l¿rtivid¿rd f]crrcral. al rncnos Irarii urr tór'mino de ilt¡r'¿¡ ciól l¡,rst¿¡te

gcneral.



Capítulo 5

K-Inflation Afín

Uno c1c los mayores desa.fíos que tiene Ia cosmología es inflación [45]. No son

pocas las altcrnativas propucstas para modela,r y cuadral este hipotótlco per'íodo clel

unilerso con las mediciones experimentales actualcs. Un buen nírmero de ellas se

pueclcn encontrar en 146].

'K-inflation" [11] es una teoría que modcl¿. el pcríodo de inflación con un canpo

escalar /. El modelo general es

t
sLs, l- / ¿ ,t/lg la - o¡o. X I (51)

donde X = f,gP')re\",l Se ]e llan'ra K-Inflatiorr porqr:c trabaja prircipalmerrte la

idea de ias consccuencias que pueden tener en inflación los tórurinos ciuéticos X.

I\io|ablemente, para un amplio rango de form¿r.s dc p(ó,X) e independienle de 1as

condiciones iniclales, Ia teoría tiene un proceso inflacionalio del cuál se puede salir

rle forma natural.

Los regímenes donde K-Inflation se concentra son de fuertes curvaturas. Por sLt-

puesto que 1a naturaleza duai enl,re 1a gravedad de Eddington y relatividad general

motiva la investigación de Ia descripción afín de K-Inflation, la que se Ie liatrará como

"K-Inflation Afín" (KIA).

2U
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En c1 capítulo l concluímos que EBI en su for-ma actual qucdar prácticamente

descart¿da. La estructura de sus ecuacic¡ncs de movimiento son caus¿ntes de com-

portamientos anómalos y divergentes en su curvatura. lbremos que KIA no sufrirá cLc

esta patología al nivel de sus ccuacioles de movimiento.

5.1. Principio de acción

La accióri para KIA es

stt',á^,, ¿¿ - | a; 
" r[+Sr tx:, (5 2)

dorrde X : Rp"Ap.iA"4 Por sirnplicidtr.cl, se investigará suponiendo qtte / solo dcpen-

cle de }¡¡s téurlinos cinéticos de {. Esta acción es la construcción afín de K-lnfl¿tion.

L¿r ccuaciórr de rrrovirniento para 1i:r, concxióu es

(;{u r'¡-u@ta-";*), o (5 3)

clonrlc .l' - Al iaX. FI¿cicnr'lo 1a clcfirriciórL

1_

"/go' - ,v/,RtR'' .t v/ Ri.l'd"ao'.) (51)

Ia ecuaciórL (5.3) se satisfzr,ce siempre 5. cuando ffi., - f,s'"t(sas.-, l9c^,,s -- 9a^,,t).

Nos serári útiles las siguientes propiedades:

det(6f, + u"u1) : 7 ¡ 
"tuu",

rlr,,nde ¿" és LIll \aclor lrhitruri.r y

(tut t1,' : (A-t)u' ¡YuY'

=+ XtI,,, : At"+ HVpW,



donde A,Í r, y ,4p, son tensores arbitrarios, I/a es un \.ector arbitrario y iI un escaiar

cuva forma estará fijada por (M-))t'' Ma, - 6t'.

Usando estas propiedades en (5.4) y variando (5.2) respecio a E podemos escribir

las ecu¿ciones de c,rmpo respectivamentc pa,ra 11. p como

f ,¡¡ ( ,, 2f'at,aa,ó\
,u.\", 7 { )- (5 5)

(5 6)(rIal n*a,a) ,, :
clonde l' : Af /AX, { = t - (zJ' I f)x.

Es interes¿Lnte sabcr que si J : Zl 1,1/t + f I Xn KIA es complctamente equiva

lcnte a nivel de ecuacioncs de n.iovimiento con la teoría (Apénciice IV)

t/T
c a - J J o \n'a 2\ yo:)-'ú,o,,u) (5 7)

que es ur término de Einstern-Hilbert ulás constante cosmcilógica acoplado mini-

m¿lmente a un campo escalar sin masa y sin potencial. )(0 es nna conslanbe de

dimension¿lidad. NIás tarde volveremos a estc hecho.

La expresión (5.5) puede re-expresarse cómo

- 2f'),ad,O 2
npt - - | , 

- 
, ,9,.,J \ V cIJ

(5 8)

l ilevarse ¿r la lormiL

I p,,

(-1,

Gt,": T(X)p,,,

elonde G* es el iensor de Einstein y

con Vzp : gP Drl\,r!

r(X),. =,+,ty. (Í? _ h),_,

(5 e)

(5.10)
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Poclcrnos irl¡:niific¡rr 7 (-\),,,, r'orr rLir flrrírkr irle¿l. rlcfirriendo

(ptp)11,,t..,, - +'ry
, I t r-)

\t t rrr/
Firralmente. usando que g!"tturL., - -1 v quc V'?¿p - 2X€l(f J ( ). obtenemos

2 /f'x \I :-! t I' f/ia\/ -)'
2 t['x .\p:ffí\ f t)

(5 11)

(5 12)

(5.13)

(5.11)

Para el caso //: A, p: p y (5.9) se reduce a G,,"+(2/;f)g,,, - 0, quces Io que

esperaríarnos para la ecullción de est¿l,cIo dc constante cosmológica.

Representar ia materia cor¡ro fluido ideal f¿cilitará ei a.ná1isis cosmoltigico de la

teoría.

c.z. Cosmología

Asumiremos

9 p,drp d.r" - d,t2 + a(t)2 (dr2 + dy2 +dz2),

ó : ,t(t)

En este caso, podemos depurar Ias ecuaciones (5.5) en

f ',[d -9oo:,(flon
f-s,,: ;'/€R,"

donde í,i :1,2,3. Defina .F : dF/d't pare F función a'rbitraria. Como fi¡¡ -

r &¡ - 2a2 l aá, no es difícil llegar a Ia ecuación de Friedmann,

.., 2 it + (/,/ t)_\ln --: 3f ,/t-\)f' f ):

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

-,10 I O

(5.1e)



Depurirrros la ecuaciól dcl campo p (5.6):

21

dorrde

colno

(5 20)

C1 es una const¿,nte cle integración. La ecuacióu ar]terior- puede re-expresarse

(Apéndice III)

En este punto hav

5.2.7. Casos Particulares
Caso l'i-\)- 2,'-\:

T. ¿¡ erl¡ esii¡rr li.lflise rcrllLc¡.1

H'z - 1\13,

clue es 1o que esperabamosr ya que para este caso (5.2) es de la forma.

)rS=¡ld"r/lF

que es Ia acción de Ia ¡;ravcdad de Eddington.

Caso /(X) - (2lL)x"l

Las ecuacioncs serárr

,o\3 r/2^6

-(:) r-+y:ci. g.2L)\J/ {/§
dos soluciones muy sencillas qrre es inlcresante exhibir.

(5.22)

'n-

,r|r

\Itt)

4i\
a|: -. - ,r,

3

(

(5.23)

(5.24)

(5.2 5)

^/)HlÍ'Ron,i,: cr,

, r, (1+n)

) uu"''-'''



A partir de aquí obtcnemos

I r,n l+r n, 1n/' t^ C,- / (1- n''' r vTl¿n Lc:, , r z,trt-lt -u )

Clalamente. cl caso n - 112 ha c1e ser tratado de forma independiente.

mento no nos interesará en particular.

Si expandimos en torno n : 0 la última expresión obtenemos

^I{'z:f+dtn).

(5 26)

Por el mo-

(5.2i)

así. comr¡ esperaltaruos. par'.1 l r 0 r'i:rLrperarlos ii.221. Resolr.iencLo Ia ecu¿ción

rlifererrial sc oirtienc:

a(t)1 - ¡tt+"¡112"¡ (5.2 8 )

En particular, para 7¿:2 se obtiene el comportamiento asociado para a(f) cn la

época dominada por radiación. Para n: 1 se obtiene el comportamiento en la época

dominada por materia.

E1 hccho de que l : 2/.{ sea equivalentc a un univelso vacío con coDstante

cosnrológica y quc .l : e/üJilXof sea urra f¿r¡rLilia de solucioncs que scgún n son

capaces de representar distintas etapas de1 urriverso, podría lievarnos a pcnsar quc

la siguiente acción

(5.2s)

(con ci, coeficientes alJ¡itta ios ¡'clc ia dirneusiol ¿rcleruad¿r) int..r'pc.rla cltle infl¡rciórr

1'rlifererrtes ctapas clrl uliverso, según }a elecciól c¡re hagarnos dc las potencias de X.

Sil embirlgo. i ¿be lcc¿rlc,rr que esta, ¡rrc4rr-rsicirin. trrLnque plausibli:. es ingtuu:r. Por

srr clefiniciót. el comportamiclrto de I - R!'0,,ct),r¡ es en principio clesconocido.

' /' i",r,\sr.?l-7a,'rlin(,r ,_ )
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El vilculo entre el invcrso cle l¿ curvatura y la ta^sa de cambio del r:ampo no nos

permite decir a priorl ouíl será Ia magnitud de X para cierto régimen, por 1o tanto no

podemos fijar un ordenamiento entre los diferentes regímenes tornando como critericr

la magnitud cle X. Esto se puede decir sólo después de resoiver ]as ecuaciorics.

Sin perjuicio dc 1o anterior, otra de las accic¡ncs interesarltes a cstudiar serÍa

sb) : I * (i,. f, ¡",i;Za-,1) (5 30)

donile A1 ), A: tiencn rlimensiones de constante cosmológica y X¡ es una constante de

dimcnsion¿lidad. En este caso la irrtelción de estudio es ver si esta acción puede in-

tcrpolar entre un cspacio De Sitter (X/& << 1) y Relatividacl General con consl¿nte

cosmológica v url campo escalar sin masa, nl potencial (X/)(o >> 1). Sin embargo.

csta pendiente aÍu ei significado de cstos regÍrlenes en la evolución cosmológica, y

por ende, e1 rcal sentido fÍsico que pudiese lener.

5.3. Conclusiones

K-Inflatiou afín (KIA) se presenta corno ulla propuesta r¿rzonable de modela-

mierrto cosmólogico para el Lrnivelso temprarro. La riualidad entre la gravedad de Ed-

dingtorr y rel¿:ltivldad general hace pe sar que, pata curvaturas fuertes. KIA podría

mostrar efectos más novedosos que su prccedente versión rnétrica. K-Inflation

KIA, a cliÍerencia c1e EBI, relaciona (por meilio de sus ecuaciones de movimiento)

g" - p, donde g rcpresenta 1os campos métricos ¡' p los campos de materia. Así,

no tiene problemas de singularidades en 1a curvatura para distribuciones de ma,teria

discontinuas, con c¿rnbios bruscos ó muv pronunciaclas. La patología presente ert EBI

en KIA es lnexistente.

Cosmológicanente, I{IA prescnta para elecciones particu}ares de /(X) analogías

á.'ur.rq .1v 1
i t(Í';\'
«,Í, .,S u.o9
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cvidentes con cosmología en relatividad gencr¿1. Sin embalgo, resultados rnás robus-

tos dc KIA (para /(X) arbitrarras) están en actual inrestigacior.



Capítulo 6

Conclusión

Grar,-edad de trddington es una teor-í¿ dual a relatividad general. Las teorías

esludiadas en este trabajo posiblemente hereda.n esta propiedad. Se puede presuurir

que cn regímenes de fuertes curvaturas, estas tcorías exhibirán dinámicas novedosas

e irrteresantes que son inexistentcs en rcla.tividacl gerreral.

Aunque 1a teoría de Eddington-Born-Infeld (EBI) contempla interesante propie-

clades cosmológicas, la rclación algebraica entre la métrica y la materia la hace fallar

en e1 modelamiento de rnateria discontinua o de distribución muy pronunciada.

En c1 csluclio de las tcorí¿s cle grtivediicl cou caurpos auxiliares (TGCr\), doncle

EBI es un caso particular, se confirrnó que estás paioiogías cstán preserrtes salvo en

el caso trivial, donde la TGCA es relatividad general rrrás un tórmino clc constantc

cosmológica. Esto reafirma quc ia forma actual de EBI es inviable como alternativa

a relatir.idad general.

A diferencia de EBI, en K-Inflation Afín (KIA) la métrica se relaciona con ia

materia mediarte una ecuación de segundo orden en la métrica. Así, KIA cstaría

libre de las patologías de EBI.

KIA es equivaiente a un sistema de ecuaciones de Einstein con materia descrila

por un fluido ideal. Esto resulta rruy corrveniente para estudiar su cosmologÍa.

2E



Par¿ ciertos casos p¿rlticrll.l i"s, la cosrunlogía rlc KI{ mrrestra a,lalogÍas con Ia

cosmología en relativid¿d general.

Las motivaciones de I(IA como una teor'ía plausible para rnocilelal inflación de-

bido a las fuertes curvaturas presentes en cstc hipotético período deL universo, Ia

cstructura de sus ecu¿ciones de luovirlielrto y srL relacióu con 1:r costnología clcscriia

en relaiividad general la muestran como una novedosa y pronetedora alterllativa a

relatir.iclacl general.



Capítulo 7

Apéndice

7.1. Apéndice I

sc ¡rLtcdc dcrir.ar

rJ.1(1+ A) -.rr, (i -l)"-tr, I\ f ) (i 2)
\i="/

que elr pitrticulilr poclcrrros c\l)resiu corno

dPtlt s ,q,-.-o li' -',,'' 
".) 

17 31\l"/
cl¡rncicsehariefiuid,-¡1,,=f..(g'q)"1.1'orr:ltcolem¿ldeCalclH¿miltor.L¿r¿rntcrior

expresión puede llevarse a

Dcíirr¡r :\ = :1f. A partir clc 1¡r. rr:l¿Lción

det(A) : e rp (7r llog Al) . (7.1)

(7 4)

rlonrlc Il es l¿r alinolsiólr clcl cslracio cLc nratliccs v o,, sorr coclicicnt r.s ¿rr1¡ilr¡Lrios. I-a

iLltima explesión uos permite dr:cir c1ul:

det(1. + s-t q) - F (Y. .., Yp),

30

d,, I g-'q, "rt li , ).
\-/

(7 5)



rlorcl-- I cs rrlir frrnci¡in ¡Llhitr'¡rlia.

volnmen

I)e esta forrna. podemos reducir el elemento tle

- v'T4\,O¡vr-..vn1.

(7 6)

(.7.7)

vG +.1 : ,Id

Si defininos g tq: 1 + M +-q- : dct(,7-t M)-9"'. podemos encontrár la sigulen-

tc rela-ción,

(7 8)

L sarrcLo (i.2) .r'i¡re NI" - ILo(s 1q)' dc 1o cuá1 se prLede clerir¿r' f¿iclhrell c stt

tr;rzir. poclcnios lcdrtiir cstc clcrrterrtr,¡ dt' r'ohrttrcrr t¿ltrtl¡iótt ¿r

sr/2-mqrn - t/ gle(U,...,Vr). (7.s)

1 - g-1q



7.2. Apéndice II
Defina A = /f. Consideremos que

ax"
an = n(g-rq;n-t*-r,
aY"

7[ = -n1q-'*;"o '.
ax"
G= = n(qg-t;"-to,

# = -¿(sq-r)"e.

Con csto re-expr.esanos

AI¡ D

0s-' - *,1¡¿foe',r.-,q_ ffer,r*1.a! .1 lau

)Janiprrranrro,r; 

: 
*"[ií'*'iq)4-rs-r -ff'' 'sr"o 

J

3?

(7:,0)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

t,7.15)

(7.16)

atl D . ^-.cDqq = f,f¿fr*,*,q,/¡-,--r- oü r

D-

, ts q 
;7" s(r_,sr,J .

I dtI= 
oL,, lfr rw'r)'¿-rq - ff,rr,,,,r1._au
ñc-1

(7.17)

(7.18)

(7.1e)
Por lo ianto.

ALt Att8l:-o : -Yaúq ' ág-r'

átt'?\',-t .arkl» 'o
{ 5$¡R+Éz, "€f»

(7.20)

'._..---.
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7.3. Apéndice III

Variardo la acción

slri .¿l : I o*rT\t,*) (7.21)

respecto a el campo l?., obtenemos

I.t -,/,,,_rI_,,,.a,.a,.o,"1J:0. t722)lrv"\, , ,_.c

cur.a solución es

I / 2t' \
*t/ R I R"" -:', R'.'o,aR "a",\ : t/ u u"" t7 t3r\r/

v |ff, será Ia co¡rexión de Levi-Civita.

( ont rr¡ o¡ls (1.2J).on C,o.

t / 2t' \' I t - - ' x I ',/ R 8"" a,,¿ t/ 
' 
g'"a,,'. ,7.2112\ t //r \tr _y),/,Rt,R,'a.o = Jqop.A.o. J.2J1\ 9 f ,\ -J /

obtenemos

({Rt1RP"a^,r),,- (!,Ar^r""\ (7.26)
\S J

7.4. Apéndice I\r

Para / : i\,fT-Xfñ notamos que

f t^ 1

,!< : 
A,

2f'1
J€ xo'



Con esta información. no es clifícrl vel qrre Ia ecuación (5.5) pasa a ser

Gr,*Lsu,-lo'pgu, +!a¡?a,1-o (7.27)
Z ,\O

Pa.ra. esta clección pa.rticular de /', 1a ecua.ción (7.26) pasa a ser

'yfR1¡'p*o,, - (r, ";) (7.28)

El iado izquicrdo clc la ecu¿rción ¿nterior cs idóntic¿lricntc 0. Dc est¿r folna, obterrc-

mos finalmente

(Jd,"0,"),,:a (7.2e )

No es difÍcil comprobar que estas dos ecuaciones son las mismas para la teoría

i/r\
c s - J '/, (n zt roo'a,.,,,".) (7.30)
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