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RESLN4EiI .

En eI present.e trabajo se estudia la facti-

bilidad de usar métodos semiclásicos para describir la in-

teracción de átomos térmicos con superficies cristalinas.

Las expresiones semiclásicas usadas se de-

sarrollan en todo detalle y se aplican al caso de átomos

de He (con energías incidentes entr e 2 y 20 meV) incidien-

do sobre Ia superficie corrugada en s61o una dirección. Se

encueotra un muy buen acuerdo en algunos casos y resuLtados

insatisfactorios en otros, El rango de validez de los mé-

todos semiclásicos se delimita.

Como conclusión general se encuentra que

los métodos semiclásicos no son de utilidad práctica para

la descripción del scaEtering elástico de átomos sobre su-

perficies cristalinas.



I. INTRODUCCION.

E1 principa.I objetivo de este trabajo es es-

tudiar la factibilidad de usar métodos semiclásicos para

describir el scattering eIástico de átomos (de energlas

térmicas) sobre superficies cristalinas, Este tipo de expe-

rimentos se ha transformado en 1os últimos años en una he-

rramienta experinental nuy inportante de 1a flsica de su-

perficies. La soluci6n de1 scattering e1ástico átomo-super-

ficie es un paso previo para e1 esEudio de colisiones no

elásticas, Métodos semiclásicos, o_ue son una generalización

deI método I^IKB a problemas de más de una dimensi6n, han si-
do desarrollados en La rlltima década egpecialmente por I^I.H.

l4iller [r] y n.e. uarcus [2].
Una excelente recopilación de 1os avances

logrados en los primeros años se presenta en la referencia

t3l .

Estos métodos semiclásicos, que fueron desa-

rrollados para el estudio de problemas flsico-qufmicos,

fueron usacios con gran éxito en ciertos problemas de la fí-
sica nuclear de iones pesados [4] . En numerosas d.e estas

aplicaciones, la asf llamada aproximación semiclásica uni-

forme (USCA) mostró tener ventajas sustanciales sobre cá1cu-

Ios cuánticos exactos usando eI formalismo de canales aco-

plados: con un esfuerzo numérico con s iderablement e menor y



2

a1 misÍlo tiempo permitiendo una comprensión más profunda

de1 fenómeno estudiado, se obtenfan esencialmente 1os mis-

mos resultados cuánticos exactos.

El scattering de átomos térmicos sobre una

superficie cristalina puede ser formulado de una manera que

es formalmente idéntica a los problemas nucleares aiaLi-za-

dos en 1as referencias [+] . Esto sugiere inmediaEamenEe

intentar aplicar Ia aproximación semiclásica uniforme a es-

te problema, J. Doll [5] y otros investigadores [6] , fran

aplicado métodos semiclásicos para estudiar el scaLtering

e1ástico átomo - superficie , sin embargo las ventajas y des-

ventajas de 1os métodos semiclásicos con respecto a Los

cuánticos no han sido señalados con precisión. Es esto el
principal objetivo deI presente trabajo.

Aquf sóLo consideraremos e1 caso en que e1

átomo incidente es difractado por una superficie corrugada

en una dirección. Esta hipótesis (que sin duda no es rea-

lista) simplifica cons iderab lemente la aplicación de 1os

form.alismos serniclásicos al problema. A1 final del trabajo

se harán algunos comentarios sobre cómo uno espera que 1o

aquÍ presentado varfe si se asume una superficie corrugada

en dos dimensiones.

En eI eapitulo II se desarrollan formalmen-

te las distintas aproximaciones semiclásicas. Los resulta-
dos de los estudios numéricos se presentan en el capltulo
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III donde estos son comparados con l-cs resultados obtenidos

po'r: un programa de canales acopLados (cuántico) . El progra-

ma numérico cuántico desarrollado para este trabajo ha sido

descrito en otras oportunidad ." ,ll ) razón por La cual no se

dan detalles en esta tesis. Finalmente, en eI capítu1o IV

se re suinen l-a s co¡rc lus iones .



II , LA APROXIIIL^ICION SEI',IICLASICA,

1. - La ecuación de SchrUdinger.

Como ya hemos mencionado en la
introducción, consideramos un cristal corrugado sólo en una

dirección. Con esta hipótesis el problema se reduce a un

problema bidimens ional .

Sea (l ,á) un sistema de coor-

denadas fijo en el cristal , con e1 eje á normal a Ia super-

ficie (ver figura l). Denotamos por V(x ,z) aL potencial de

interacción entre eI átomo incidente (situado en f = G,z)
y 1a superficie cristalina, Si M y E son la masa y la ener-

gla del átomo incidenEe respectivamente, entonces 1a ecua-

ción de Schr8dinger para e1 problema aqui considerado viene

dada por

,2
n (r)

) 1.1

\7 2
2z

7

I

211,| +V(*,r)- r lVQ,z):o
I

(2)+
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Fig. 1, Diagrama que define Ias magnitucles geométricas usadas

en el presente trabaj o.
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2 . - La apro><imación i,lKB ,

demos escribir la función de

ma

7.-

de generalidad po-

sistema de la for-

Sin pérdida

onda para eI

Reemplazando

Ia ecuación

(3) en (1) se obtiene

¿h v?n *ti¿l'*v-E -o2Y

Planteemos para Ia funci6n Ór*,r, un desarrollo

ma

ó(n,=) : ñ(x,z) + (-Lh)é,Qr) * (-,h)"é"(x,z)+. (5)

Sustituyendo esta expansión en (4) se obtiene

f ¡ ,u.rz ) 'Ll - 
r

l*Vá)-v Ef #,p{".zv,¿ vó,1.o(h')--6 (6)

Introducimos ahora la aproximación semiclásica que consiste

en despreciar en (6) todos los términos de orden en á supe-

rior o igual a12.

Igualando a cero los términos

en la ec. (6) con 1a misma potencia de á, se obtiene que 1as

que ór*,,,

(3)

satisface

(4)

de la for-



/
[unciones p @,2) V

tes ecuaciones:
?,

o

(x, z) deben satisfacer las s igu i en-

(7)

(8)

J_
) t'4

(i,1")'. (t¡Q,z) .-E):ó

La ecuación (7) es 1a así 11a-

mada ecuación de Llamilton -Jacob i [8] .

De (7) se observa que si

V(x,z) es un potencial real , Ia función d r*,", Eambién

lo será. i4ás ar1n, de 1a ec. (8) se desprende que, si
/^"rfi Q,z) es rea1, también Io será Q G,z). Por Io Lan-

l-o ' t4
to la función de onda 'YG,a aproximadamente se puede es-

cribir de Ia forma

Y-P" , V,l" 'V#, =- o

ra estados estacionarios se

L J.t .'
((x,r) - A (*.2) e; t) \\ L l

con

La ecuación de

reduce a V J=

(e)

(r0)

continuidad pa-

0, pues como

'V .o depende del tiempo , 03/.t :?\'V'V'*) /;t: O
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Eva Luemo s t' ' ¡

(10):

+r / 'Í L rlv'¿: - -,*,
-<- l I

para la función de onda dada por la ec '

( r1)

De (f1) se desprende que la ecuación (B) no es otra cosa

que la ecuación de continuidad'

3, - La función de onda emergence '

?ara obtener Ia función c1e on-

].,__ _.,
da, se debe encontrar A(x'z) y \J,\x'1') '/

La f ase fi fx '") se encuent-ra

integrando Ia ecuación de Hamilton-Jacobi (7) por el método

de las caracterlsEicas De la ecuación (7) se obtiene que

,,.n, *f i. Ii'1 lr/ -¿vA vp,- t-r l'Y

donde la integral se evalúa a

clásica que Pasa Por eI Punto

el vector de onda 1oca1 cuYa

1o largo

(x, z) '

magn i tud

(12)

de ia traYec tor :.a

¡n (12), k(x"z') es

viene dada Por



ñ(,1,'ri : /;r ¡t--,l;,,l''\'' - i I \i r;,

t0. -

(r4)

través del "tubo" de sección

obtiene entonces

(r3)

y cuyá dirección es tangente a 1a trayectoria.

Es claro que hay numerosas

trayecEorias clásicas que pasan por eI punto (x,z). En es-

te tr:abajo nosotros sóIo estamos interesados en e1 scatter-

lng elástico y pór 10 tanto es suficienEe conocer la fun-

ción de onda emergente lejos de la superficie cristalina

(es decir pal:a z taLes que V(x,z) ': Q). Si sóIo estamos

interesados en 1a función de onda emergente, basta conside-

rar las trayectorias clásicas que pasan por el punto (x,z)

y han sido reflej adas por la superficie. Aún asi hay nune-

rosas trayectorias cIásicas que cumplen con estos requisi-

tos. Consideremos una de estas trayectorias y evaluemos

su ampl'itud A(x,z). Para esto igrialemos eL flujo inciden-

te y emergente entre dos caracteristi.cas. Supongamos que

la onda plana incidente viene dada por

nt ^ Lii'i
l)/' 

- 
/'-.'I¡" - U

Para el f luj o incidente É .,., a

(dx^) '(cos 9.. ) (ver tig I) se' o' a'

é,": il-1.-.g, dx. : Jx" co"p, /ol I :-]a 6lv" ,(L5)
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ó"," : (ar)

donde hemos denotado

t.. u" decir ü.=rx,.I. L ' l-',

perficie,oseaalo
letras may3sculas) ,

se tiene que

por una k cursiva 1a componence z de

-Í,,) , (ta componente paralela a la su-L'

largo del eje i, las denotaremos con

Note que r€ -. es nesativo,

Para eI flujo emergente é^-"em

( 16)

de onda

(r7)

2

ltl(-,,11 l

cos Y)
-̂l ll.-l ,

Asi se obtiene

ó ,lx cos9n* er.' - |

(rB)

Aquf nuevam ente 4¡ es la componente normal de1 vector de
-|

onda emergente k, de 1a trayectoria considerada, Igualan-

do ambos flujos se obtiene que la amplitud L(x,z) viene da-

da por

ñrl

,2

I A (*,=)i d* &,1

A(*,=) : ( re)

v(

-Á,&
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El factor dx/dxo puede ser positivo o negativo. En eI caso

que sea negativo se debe reemplazar dx/dxo por su valor ab-
/soluto y agregar una fase (1f /2) a Q$,2). Este punro

1o detallaremos más adelante.

En 1a integral que aparece en

Ia ecuación (12) para 1a evaluación de la fase 1r",., ,

el punto inicial de 1a integración (xo,zo) debe ser elegido

de manera ta1 que la trayectoria clásica que parte de este

punto con momento ái., A."u efectivamente por eI punto (x,z)

después de ser reflejada por 1a superficie cristalina. Para

todas las trayectorias podemos tomar eI mismo valor zo =

constante (por supuesto que fuera de1 alcance de1 potencial

V(x,z)). A pesar de está limitaci6n, pueden existir numero-

sas trayectorias c1ásicas distintas, o sea trayectorias que

comienzan en lugares xo distintos, todos con el *ismo ir,
que llegan finalmente al mismo pu.rto (x,z). Por supuesto

que todas estas distintas trayectorias tendrán diferentes
,-'

momentos lrnales nK-.
L

Para obtener Ia funci6n de onda

sumar sobre todas estas trayectoriasemergente, deberemos

distintas.
Aún falta especificar La cons-

tante de integración C que aparece en la ecuación (12), NIo-

te que al variat xo para un zo fijo, no se recorre un fren-

te de onda ya que los puntos de fase constante de la onda

incidente se encuentran en eI !'plano" .ro.*r1 . tr, De la
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figura I se desprende inmediatamente que C debe elegirse

como sigue,

C- K,x" n A,z"lr -f

donde se usó la notación r, = (xo,zo), Resumiendo: La

función de onda emergente se puede escribir de Ia forma

(20)

(2t)

donde

{átr,=): Jt(i').d;' 
+ 4.n

(22)

La amplitud A(x,z) viene dada por 1a ec, (19). En (21),

para un punto (x,z) dado, 1a suma debe realizarse sobre to-

das Las trayectorias cLásicas que:

i) Tienen momento inicial tÉ, .

ii) Parten a una distancia zo del cristal .

iii) Pasan finalmente, después de chocar con 1a superficie

cristalina, por el punto (x,z).

NoEe que 1-a integral en (22) evalúa el número de ondas de

De Broglie a 1o largo de la trayectoria clásica.

r

r
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4.- La amplitud de scattering.

Para z fuera de1 alcance

V(x,z), 1a onda emergente debe ser una

das planas. Por este motivo escribimos

del po tencial

superposicidn de on-

(para z -, *):

.rLK,

trc.7ectoric.s

donde L es e1 largo de1 cristal y

L [.
ñ)r" Jo

(2?)

con

iK*

(24)

^zl'= lñ',1 . (2s)

Esta rSltima relación (que se debe a 1a 1ey

de conservación de Ia energfa) , junto con la definición
(24) permite para ,r.r ti V d dado, evaluar 6o. En (23) fo
es 1a amplitud de Ia onda plana. El factor -F,L,7-k:

es de origen puramente geométrico; en efecto, es Ia razón

entre el ancho del frente de onda incidente y del emergente
-+

en 1a dirección k,, (ver fig. 2).

La densidad de probabilidad que una partíeu-

la incidente emerja en la dirección i^ viene dada por (ver
().

por ejemplo ref. [Z] ) ,

D
l4

-a
.1.,

, ñ ,2
= lt I

(26)
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cristoI

Gráfico que muestra elr

geoméEri.ca que existe

ondas incidente y las

A
lo;

forna esquemática La relac ión

entre el ancho del frente de

diversas ondas emergenLcs.

A
A

hoz incidonte

,
emergente

A
/K¡-

N,.

F),g. 2
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te /l ¿\'q /'/

"-.1\-- ltf c'\ t '/

c.o (23) por -.(P(-, : 
- 

)

se obt iene

16. -

,(< p)x

(27 )

integrando y usando

( 28)

(2e)

'L )e, r'
-4")z Lr ldx e

)

Evaluemo s

+ d\,

( 
' 

i'. n.-'-.

ldra
.- tx)

pLican

, (2t)

,4-,
tl
I r t\

Mulri

la ec

\-

-;

L>J

^ (' LlKd-kp
l' | | rt.lo&e

14 l, .-l
;liQa,z) - *p'' 

.l

);

A(x:,) e

s habiamos encontrado para

se obtiene

+" | )r
I ó.,

I

t""7.'_.-

ón que ante

(ec. (19))

L(
:_l¿tt J

r-:1
1t-k;
ttl 

nl,oP

)TÑ
Y*,
relaci

A(x, z)

o sea

1

't_
¡

Usando la

amp I i tud

d",

la
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4» t t i, r -.--\, ( .- ; ,l;Q.(x z)- op , ){ =at l"t* llh,p L:*J,, yA'r¿r e (30)
' lrc.e '-/- r/ ,¿

Ahora convertimos 1-a integral sobre x en una integral sobre

xo. Usando eI hecho que

L/. c),

(t [^t. lJ*\Z_)dx.. -Jr*.\¿f") , (31)
l*y '- '7, "-'/,

(30) queda de la forma

4. lL.lt', '

l,: {i'.1: \8, \8""'(rfi(x"'z)-i'/) ,,,,

Def inamo s

t lt \ r

An(x.,2"\ = +8(x",2")-nt''" (33)
lm

Usando ecs, (22) y (24), se obtiene que

x,z
(

^ t \ I -z ..,
A"(x,,2,) : I n("-'.1 '¿:lt * K¡'r¿ - xf't 

¡i1á¡\
- 13 ) \¿-4¡/

x. ,2.

r *'z
I: I f (;').,1"'* f3r* K,(^"-*\*1..2" -.!¿^z (34b)

jt'15
Y7



Por supuesto que R(i')
Ia a la superficie, es

X'+.1,z') = |<lx',

donde a

la ec,

es eI parámetro de Ia red,

(34b) se desprende que

en 1a dirección parale-

(35)

De esta observación Y

K(

es periódico

decir

7')

I
t,,

con

Por

4

L

L = Na.

otra parte

\--
/
m=O

fU s erá

?tL oo
CL/

J"a,-UT

Nn
L r. /J cr\r

) 1:>

ra- ó

Z
Si

l"
1,

o sea I

A-

A {2.+.r z\: A,i. z)-Pc.
^Ét"" 

" ' / r--rp ro' a/ 
I

Los demás t érmino s

dicos si xo -) xo +

dis tinto de cero sólo si

C
-/L

de1 integrado de la ec. (32)

a, Iuego

(36)

son perió -

(38)

\W o;(Ar{x",,.t-,-p*)
v J'^ - (37)

si pc"{ 2rn
r) €.

lLc^ - 2t r,

con 
7e 

Z (3e)
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Note que Gr* es un vector de la red reclproca superfi-
cial. De todo 1o anterior se desprende que sóLo hay ondas

planas energentes en cierto número finito de direcciones

discretas. Los ángulos emergentes 0r deben satisfacer
la siguiente Ley de difracción:

r\ - I' ' )i¿nt)D - :-c-¡,.-) + »2 (40)

(38) y (3e)

CL

{1.t,
()- )()

1..

Us ando

Podemo s

gral en la ec. (4I) en

(x,z), en lugar de Ias

esta manera se obtiene

, (37) queda

(*-,2 ")
(4r)

ahora nuevar-rente escribir La inte-
térninos de Las coordenadas finales
coordenadas iniciales (xo, zo) . De

,k,
.fr. 

¡

,+-

_ 1_ I^r:X)
o

cr_

clx dx"
-tcrlX

L A,"(x,z)I
f#

con

(42)

Y7
t
It¡ / -\- I ¡t¡,\ I --

A. \^,.'/- Jrg t''l' I rf - -<.4'*l' 
I

(43 )
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5. - Aproximación de fase estacionaria.

T-1-

Cons ideramo s

1k2l',/ q(xle

Ia integral

l( *) tdx

y supongamos que

Además supongamo s

estacicnaria, es

,,),i lx.)-O (45)

Suponganos, sin pérdida de generalidad que f,'(xr)>0, EI in-
tegrando en (44) sólo contribuye a Ia integral en la vecin-
dad del punto de fase estacionaria, pues lejos de é1, la
fase varia rápidamente dando origen a rápidas oscilaciones
de1 integrando que se promedian a cero, En la vecindad de

xr se tiene que

f (") ,=. {(x,)+
' ,2t\
\x- I r I f .. (46)

(44)

f (x) varla rápidamente y g(x) suavemente.

que el integrando tiene un punto de fase

decir, que existe L1n punto x. tal que

varla Lenta -

obt iene

! {'" t ^,,)

Reemplazando (46) en (44) y asumiendo que g(x)

mente ahl donde la ecuación (46) es válida, se

r(o ) ¡'^ -lrí',t''*'',)*- : ! ..... (- J_:',t e
;i(o,\ t z1r \'/'

--- t ( ^, ) e 
\1 1-,',, ,1 /

(4t¡
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Este método aproximado para evaluar la integral (44) se co-

noce bajo el nombre de "méEodo de Ia fase estacionaria".

Usemos el método de la fase estacionaria pa-

ra evaluar la expresión integral Para f,, dada por 1a ecua-

cl-on (4r) .

Los puntos de fase estacionaria se encuen-

tran o'e la siguiente ecuación

2-L/.!,=) :1Rg,z) -r)i :c (48)

o sea, se debe cumplir que

t, L, - \ 
- 

!,l\ \ \,1 / - '\,¿

La interpretación física de la ec. (49) es inmediata. Para

un u dado, es decir, para un pico de difracción determinado,

los puntos de fase estacionaria en ia ec. (42) corresponden

justamence a 1as trayectorias clásicas que para t + * - se

mueven en dirección de tu.

Como veremos más adelante, en cada intervalo

de tamaño a, o sea, entre *o Y *o * a, hay 2 trayecl-orias

cIásicas que cumplen con (49) Denotemos estas 2 trayecto-

rias (para cada u) con un lndice adicional J = l'2'

Supongamos además oue los puntos de fase es-

tacionaria en la ec. (42) pueden ser considerados en forma

separada (o sea están bien aislados) , entonces

(4e)



t_.1-

./*

r-L-
:_, -t

J- "'

) f---r--l.h"I -ll ,-, a-t<11¿)1 (;, I -|/ '* Dx ltr,

, 
ryil'

(50)

(s1)

)*,: 
=i

Entonce s

de donde

4,2

-: .)l-tts:-)({- ')x,. 1,,,

. (C:' -' +)
e / (5'2)

D
lr_

I
t_

^,,\
ur*'A.,,

a clc,s

:P +)
|,/v

\-__-1_
¡=4 2

¿

donde Il(x,z) es la comDonente paralela a Ia superficie dei

vector de or-rda f inaL i(x, z) .

Como veremos en las aplicaciones numéricas

más adelante, 1a derivada ?rli (x ,z) I :sx que aparece en (50) ,

para un j es positiva y Dara el otro j es negativa; sin pér-

Cida de generalidad los denotamos por S=l y i=2 respectiva-

nente. Definamo s

2.2.-

:9n I
(53)

, o)'

t
l

. r )l<G,")
-CL ^ ---



.,)

con

.ldt
P ( 54)

-cLasv en crerto sentido, como veremos en el capítulo III,
1r

es Ia probabilidad clásica de que la nartlcula incidente

emerja por el pico de difracción u.
D*.'..

P',*"' es Ia asf lla-

mada !'probabilidad semiclásica primitiva. r:tit difiere
u

, *clasoe y en et cermino de interferencia, o sea, para obte-
u

ner (53) no se sumaron las probabilidades clásicas de cada

una <ie las trayectoriás j=1 ,2, sino que se sumaron las am-

plitudes de probabilidad y recién entonces se tomó el valor

absoluto al cuadrado. En otras palabras, en e1 m6todo se-

miclásÍco primitivo no se desprecia eI principio de super-

posición, siendo posible por 1o tanto la observación de fe-

r-rómeno s de interf erencia.

6.- Aproximación uniforme de Airy.

Frecuentemente ocurre que 1a hipótesis, de

que los 2 puntos de fase estacionaria están bien aislados,

no es buena. En ese caso se debe recurrir a rnétodos más

sofisticados para evaluar Ia integral (42) .

Consideremos nuevanente 1a integraL (44) .

Supondremos ahora que hay 2 puntos de fase estacionária tal
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que

{'(*,) :l'(*.) :o

La figura 3 muestra en forma esquemática

(si es que xl y x2 son reales) .

(55)

1a forma de f (x)

u impl ici -

(s6)

Introduzcamos una nueva variable

t ar¡ent e definida por

tt\ 4 lrnn:L(")
f (x/ - a u - t" ' (

<ionde ias constantes 6 y n se eligen de manera que 1os ex-

trenlos de f (x) y h(u) coincidan.

Los extremos de f (x) y h(u) ocurren para

xr , )t2, y Un , : t',l-.T respectivamente. Por 1o tanto

se tiene que

3

f :l(,,):L,(,,) :-Z\= * -/ (57a)

^ .3/,
| ,= f (^.) : A(,.) : i\ 

- t '/ (57b)
t2 I ''

Sumando y resEando estas dos últimas ecuaciones obtenemos

4 lo n \ (sB)'z = z\11+1,)

v



(x)

Fig. 3 Represenlación

mostrando los

esquemática de

2 punl-o s de fas

Ia funcióo f (x)

e estacionaria.



L - I e tr -, )l'l'5=L4tr_z-F¿,) (5e)

Reemplazando (56) en (44) y realizando eL cambio de varia-

b1e de x a u se obtiene para I Ia expresión

. r** ..\ ¿(-§rrt"')
I== e'? j ,, (#) 3(,)€ ' 

)" 
(60)

- oa)

Igual que en la sección anteriorr supongamos que

(J*¡ar).161 varia lentamente. Más aún, supongamos que en

1a vecindad de u = o,(ár/ar),g(x) riene ta siguiente expan-

si6n:

f+) lu\ - 4"+ d,u (61)\du I 't

26.-

(62a)

(62b)

Evaluemos esta úItima expresi6n para xr y xzl

/cfx\ o & t rz-
\i"),3' =' "a' + q' 

Y!

Aqul se ha usado la definíción

7:1("¡) l=tztJ3 J r
(63)



De (62) se puecien despejar oo Y or obteniéndose

¡[lJ*\ , t'l*\ I
^/ :+r \Tt J, o\fr),3.)
{o - 2l\out4'

I I/"lx\,, -ld'L\" Id . =_ ----:,. I l ¡- ),,X, 
- \ár 1,", )' 2\! Lt"

Derivando la ec, (56) dos veces se obtiene que

t2 t2
(1»t \- -,,.14Y\ "/,,'-?.') 

4-u
i (^):¿r\;Fl '\v )t¿rz

Evaluando esta rlliima expresión en xI, z Y notando

,,t -t:O se obtiene queu4,2 ) - )

nr) nr¡/.. \ - l-r¿- I dY\'
1,"=+(x,) :/l§ [;ñ/1

,1, \2

fr",= {lr(x.)= -2ü \#).
de donde

/./"\ {r{{'t/'\;;],:\ 1,")

/-dÁ\ : ( ,'E-\'/'
\d"1, \-{," I

Reemplacemos Ia expansión (61) en 1a integral (60) :

a-7

(64a)

( 64b)

(65)

(66a)

(66b)

(67 a)

(67b)



1a

clu

(63)

(6e)

(70)

( 71)

\u*!uz)

Por otra parte la expresión integral para la función de

eir¡, il] e s

2u ,)

¿, ('* / \ ¿(-

I == €) t I d, 14"+ <"u) e]---\- )̂
 a<2

+,4,(t't i ¿\, IO
21r )"

3.\
WI

)/ ::\fi

4+= u

)l

Derivando (69) respecto a ). se

)ü- -. t

. ) i ( ,.¡',*i
A¿ (,): *)'e

IJ- 
*a

{.lsando (69) y (70), (68) queda

L,/ 
\l:= )1rca 'l.,"A¿(-j-L--i

obtiene

u-)
c lU

A¡0) =

¡ r-, ;(f.-l-)I : )z ¡r e

sea, usando (58), (59) , (64) Y (67) , se obtiene finalmen-

)

)-,(',A¿l-§

..1¿ ,

,-1I J-:

rl

te

)f
{(É,.

( §)]
4 

^.
c r/r ht
\

(7 2)
+ ct



Esta expresión aproximada para la integral I se denomina

"aproximación uniforme de Airy".

Usemos la aproximación uniforme de Airy pa-

ra evaluar la expresión integral de f, dada por la ec. (4'¿)

Para g, se t iene

con

1/,

J_

dx"
dx

pues, por (49),

ria. Luego

alx, i

cix )
1

- o .,t-* 
\D=- lP,, ' )

donde se ha usado 1a def j.r-rición (51).

tiene que

.!ru
-- 7-]rl
k-r

t- \lí (i.- il ) )t' /\/

a/z

(1 3)

(7 4)

4

ku para los puntos de fase estaciona-

29.-

(75a)

Análogamente se ob-

3,:/

a
J¿

4
p,¡
¡n

{'tl
t,

CL:.T;; 
VF ,

(75b)

)x-1,
ñ1,
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Usando (75) se obtiene para f, en 1a aproximación uniforme

de Airy

+/At"r-at'') ( , ,-."--- -,---\ r'/4 ., / , \

L:t; e"7-7-'1(f;-W)t A,( t)*

-/.;\/ilI- -r[-Jt-" ¡,¿'(-t)] (76)i\-,t\vr.,, vv,,/) /\L' )iJ

con

c ol, l= I ^t' 
'Als: lt(»'- o;')) Q7)

Para Ia probabilidad de que una part{cula incidente emerja

por e1 canal- p se obtiene finalmente

p"'f - 'p''o'.r +r 1[-; I ,ro
? ,r .4 ",v,,7,, t2

con

t' \tt./(\ \¡rt, \-§,, ) izs)
Iil'o II n,,

,t/ .)

ll'' n. l-r\+sl /\c \ sl-:-(

(f ,")
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7.- Representacjón inLegral de f,

En Lugar de obtener f, evaluando aproximada-

mente la integral que aparece en la ec . (42) , se podrla

pensar en computar ia integral directamente en forma numé-

rica. Sin embargo esto trae consigo una seria dificultad.

Al evaluar la integral (42) numéricanente, se encuentra que

el resultado de 1a integración depende de la distancia zt

del cristal hasta donde se computaron Las trayectorias

clásicas. E1 origen de este problema radica en que a La

integral (42) contr:lbuyen todas las trayectorias c1ásicas.

Estas trayectorias emergen en un continuo de direccíones

diferentes, haciendo que el Jacobiano dxo/dx como también

la diferencia de fase de las distintas trayectorías depen-

dan de zr. Este problema desaparece al evaluar la integral

(42) r-rsando Ios métodos descritos en las dos secciones an-

teriores, pues como vimos, Ias trayectorias que contri.buyen

para un canal p dado, son só1o las trayectorias clásicas

qr-re asintóticaoente emergen en la dirección ir, , es decir,

1as trayectorias que contribuyen se mueven en la misma di-

rección (no divergen), haciendo que las magnitudes que apa-

recen en las expresiones finales no dependan de zr.

Por otra parte, si V(zr) . O, es cLaro que

no se puede obtener infornación adicional sobre el proceso

de scattering, a1 inteEirar las trayectorias clásicas más



aLLá de zr.

Mediante una transformación canónica a otro

conjunto de variables, es posible encontrar una expresión

integral para ftt que no tenga 1os problemas de la ec . \42) .,/''
Estos procedimientos se conocen bajo el nombre de "unifor-
mización de las trayectorias" y han sido estudiados espe-

cialmente por R.A. l,tarcus [2] , [tOJ

Sean xr, z, las coordenadas finales de las

trayectorias clásicas , O*r, Or, los valores de las coor-

denadas canónicamente conjugadas respectivas. Introducire-
mos las nuevas variables i, .Ú definidas por

32.-

(80)

(8r)

;_ D.\, - a- =l
' Ízt

7,:l_
f)
lt^-f

v

c == l"l

Note que i no varía si z, se aunenfa y que

T varla asintóticamente igual que eI tiempo. Denotemos

por p_, y E las nuevas variables canónicamente conjugadas
r_

u i y f, Asintóticamente, E coincide con La energÍa E,.

Consideremos la función generatriz del tipo
- r^]E.. (ver ref. l8l) que tiene como argumento las viejas coor-

a.rr¿r" y 1o" 
-al:"lro 

s momentos



F"(o,,=s ; P,,p t- 
1,^{ _ /

D l:- r)
12. \lx ' /
'(

E,.KLN =

-et
' P¿r
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(rJ2)

(83)

(B4a)

(84b)

(Bac)

(B4d)

(8s)

I | 7^

con

Se tiene oue:

P-'I
)E-

t; - 2tD1l¡¡ I--- f l2n/l=

P2

ñ

Z

tr,

de

X

)zn

.) f-
<_/ ) :

) X,'
I

83 y U4 a-b

to'I

.;
"t

vemos que E =

:-
l): )r.* Z":','Lrl

t"1

1Í)
lj¡

En Ia ec.

)tt xl

''-) Í:-<./t2

<,L

p
I Z¡

t,1t-l
- 

-a>

+Pt zl'I

(17) hemos denotado por

'tl
' Q \^ 2 )1, 'o!'(r,:): A(x=)e:



a la función de ondas, esc::ita en función de 1as viejas va-

riables. Denotemos por

I x,"r )
(86)

a Ia función de onda que describe el mismo estado pero en

términos de las nuevas variables J< -¡ 'ü . En las referen-
- t^1 (- ^ t- - tcias l3l, Ll0l y [11J se muestra que 1a relación cntre
/t

C1 y ry'. vicne dada porlo ' to

¿)TU)

4
'r,

\-cD(x r -,\.t)-=.,,t l.l t)t^-.,1 :-:

2) y (8a)(8

4**4Í),tr,E:dL dL/ üó\tr) -=

{ d"t,'

(22) , (

j'(.
Para 1a

(87)

l,/ -+ r\. " (88)
i

189)

(90)

o sea, usando

L
)-
l.t

amplitud Á se tiene que

_2
D A l-
ÍL, 

^ 
c! <

t

luego

¡ t- \/-t ix > , .-!'/

1-=-::==-
t¿rrL

Una onda plana emergente en 1a clirección Ii. en las vicjas
'!r -

:(-*,) ei¿.. =# ol*. ,

_!.
.L,

i
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coordenadas viene dada por 1a expresión

V2rL

Para Ia mi s¡':a función de onda, pero en 1as nuevas coordena-

das se ob t iene

tY-(x,z):
t<_

f,

t.k't
/a) f(- ( er)

(e3)

(e2)

A partir de (86) y (92), y usando (Bu) y (90), se obtiene

\/.-,-'\ - ,/ O ln» \¿(b-r ) : \ Yr, I 7' /
/'

'12'n t- I '1 x .(w)),- Á)

con



CIK
CIL

,t'lt_
-ll-¿1

-*-
^

dl, -
¡tL \.tt

Ia expres ión
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(e4)

para-

cuya

(e5)

( e6)

En las ecuaciones anteriores It',,
IeIa a Ia superficie de k' , que

magnitud está reLacionada con E'

denota Ia componente

es el vector de onda

por la ecuac ión

buscada

] A \

+')r'r' 
,==

2n

^ttt':-L),lx-
'/ t'),

con A dado por (94) . Esta expresión a pesar de su gran pa-

recido con la ec, (42), no t j-ene los problemas de ella. Co-

mo i ni I varian una vez que se ha llegado a la región asin-
tótica, e1 integrando no depende del punto donde se de-

Eiene la evaluación numérica de las trayectorias.
A partir de (96) se obtiene finalmente la

probabiLida¿ p.1"t de que una partícuIa incidente emerja por,u
el canal u.

T)
I

E

De (93) se obt iene
C<

integral

O K,_ K,,
f/

L
L

tri

i-t-tc r't trt (e7 )



8.- Las ecuaciones c1ásicas de movimiento.

De todo 1o presentado en las secciones ante-

riores, se ciesprende que la evaluación de las trayectorias

cIásicas cs esencial para estas aproximaciones semiclásicas.

il hamiltoniano para el problema viene dado

por

( eB)

donde para el potencial átomo-superficie elegiremos u.n po-

tencial canónico usacio por numerosos autores IfZl, ef asi

llamado potencial de Lennard -Jone s - Devonshir e :

L1(*, z ;

v"k):De

',u/(x,;,'') = \t',(=) *Y(.) *tt (,!#)

con

-z)I o(.-
le
L

-', I
-)

(ee)

(r00)

v

t¡/-\ o D ¡-¡ r,\/ t¿t'=- ' 1. tJ )-/ c-'4' I

z< (=-- z)
(ro1)



'ta

El potencial Vo(z) es el pronedio sobre un

plano paralelo situado a una discanci-a z sobre Ia superfi-

cie. Los parámetros D y znr corresponden a la profundidad

y posición del mfnimo deL potencial. El parámetro B mide

ia rugosidad <ie Ia superficie, a es eI espaciado de la red

mientras que ü. t es una medida del alcance del potencial .

Los valores de estos parámetros que se usa-

rán en eL presente trabajo se dan en 1a tabLa I. Estos pa-

rámetros corresponden al scattering de átomos de He sobre

la superficie Lil- (00f) a una energla incidente de 20 meV.

I-a figura 4 muestra el potencial en función de z para este

caso.

A parrir del hamiltoniano se encuentran las

siguíentes ecuaciones de movimient<¡:

J^
:TT
L4 t-

d*
t"¡

Itt-! :
lL lr4

ctL I I

( 102 a)

(r02b)

(102c)

dt

v

tla
.lt

2x

')z^
( 102 d)

eV(x,")
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Sog

N-t

-4

-6

-B

-10

Gráfico del potencial usado en

Vo(z) es un potencial de Morse.

tadas indican las energías E,

dos ligados del potencial Vo(z)

este trabaj o .

Las 1íneas cor -

de los tres esta-

2
oZ (A)

Fig

---- €;-- ------
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Tabla I

Parámetros del Potencial

usados pera el scrEte:-ins

sobre una superficie de

V(x,z)

de He

I,iF.

ar áme t ro

,
m

Valor

2.84 A

-7 .63 meV

1.0 A

S ignif icado

Parámetro de la red crista-

lina.

Valor deL mínimo del poten-

c ial .

Posición deI nínir,:o dc L no-

t enc ia1 .

ry-r es el "alcance" de

ciaL.

l,ledida de La rugosidad de la

superficie.

poten-.d.

p

l.l A-t

0.1
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Estas

simultánea con Ia

ecuaciones deben ser

ecuación diferenc ial
resueltas en for -

para la tase -1 :

(r03)

Note que conociendo I se pueden obtener las

fases que aparecen en las expresiones para las probabilida-
des seniclásic¡s pPrim , ounil' ------- -u ' '1.,

Las ecuaciones de movimiento deben ser inte-
gradas con las siguientes condiciones iniciales en t=O:

CI L,a, z ¿tz * x Jl.
dt dt

zb
l_\tu ) -c

) - Zo

( r 04a)

(104b)

( 104c )

(r04d)

( l04e)

'n(") : .k-n; :e-u,9¿

P¿ (o)

doncle E y 9. son la
dencia (raed ido de sde

)

energía cinética y el ángulo de inci-
la normal) del átomo incidente.

a:;9¿
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I]I RESI.ILTADO DE LOS ESTUD]OS I{UIIERICOS.

l.- Las trayectorias clásicas.

Para familiarizarnos con el método, analiza-

renos primero en forma completa e1 caso particular en qúe

el- átomo de He incide con un ángulo 9- = :O' y energla de

20 meV sobre una red (unidimen s ional ) de rugosidad B = 0.1.

La figura 5 muestra 1as trayectorias cLási-
cas obEenidas integrando numéricamente las ecuaciones clási-
cas de movimiento para I0 puntos de paitida distintos (Ias

trayectorias denotadas por los números 0 y 0' son idénti-
cas excepto por una trasLacidn en eL parámetro de red a) .

Los punEos de retroceso de las trayectorias clásicas mues-

tran claramente Ia rugosidad de la superficie. También se

observa en Ia figura 5 que los ángulos de emergencia varían

para este caso, en forma continua entre dos extremo" !Ti"-t
/\maxv trr':*-' a medida oue se desplaza el punto de part.i da de las

trayectorias paralelamente a 1a superficie. Las trayecto-

^ñri n ¡ ffláxrr as quu emergen en los angu-Los r-f y I f es Lsn cn l a

vecindad de las denotadas por 1os números 2 y 6 respectiva-

mente. La existenc ía de 2 envolventes (clusticas) de tra-
yectorias c1ásicas también se aprecian en la figura 5.

En la figura 6 se muestra r, (o eeuivalen*

temente. a través de la ec. (40) , 9r) .r-t función de xu ,
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fi = 0.1
O¿= 30'16" * lin (20 meY)

Fig Trayectorias clásicas Íncidiendo sobre e1 cristal

con Ei = 20 meV , 9, = :O: Las unidades a 1o Lar-

go del eje z esEán expandidas con respecto a las

del ej" i po, un factor 2. Las trayectorias O y

O' son idénEicas excepto por una traslacidn en un

veclor de red a.
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cerrodo
§o'
:o'
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-20'

Gráfico de La asÍ
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correspondiente a

da.

"función número cuánt ic o "

se indicó el ángulo 9f

dc L¡ escala de Ia izquíer-
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clerecho
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1

1 I
l
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Para este caso, 9?"" - 66'y pfrt - - 22". Como sabemos,

los picos de difracción ocurren sólo en los ángulos para

los cuales ,f es un entero. para e1 caso aquí considera-
do, estas direccíones se muestran en la figura 7, Es claro
a partir de la ec, (40) , que 9., será rc..al sólo para un nú-

mero restringido de enteros L). Estos se denominan los ,'ca-

nales abíertos", Para nuestro ejemplo los valores de

r).2 y v s - 5no dan origen a ángulos emergentes reales
y estos canales se dice que son "cerrados,'. Es interesan-
te hacer notar que no todos los canales abiertos son nece-

saria¡tente c1ásicamente accesibles, En particuLar, no

existen trayectorias cIásicas que emerjan en las direccio-
nes dadas por la ec, (40) para, = -3 y -4. Esros canaLes

se dice que son c1ásicamente inaccesibles.

De la figura 6 se encuentran fácilmente las

2 trayectorias que para un lr entero dado cumplen con Ia re-

Laci6n (49) : basta resolver la ecuación

»r(x"):/, ( r0s)

Si ¡ corresponde a un canal clásicamente accesible (-2 S u .: I)

hay 2 soluciones reales Xo que cumplen con (L05). llsto

se muestra en forma esquemática en 1a figura $.

Estamos ahora en condiciones de interpretar
flsicamente los térrnino" pt, ,j , i = 1,2. De la definición
(5f) y Ia ecuación (40) se obtiene que
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Haz
incidente

0:, 3o"
f¡2O mev

»r=o

Cr¡stal

Flg. 7 Angr-rlos de difracci.ón para eL ejemplo standard consi-

derado en este trabajo.
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I

xz.t

Gr:áfico que muestra

cado del intervalo

2,1
xz,, xz,t

k-- I^ . ---+it L] |

e s quemát i-camen t e el

"í ,1, l ll

)t(Xo) 
\

s ignifi-

xz,t
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I rltt/ ),1

2r
2

CL ( q tn-ar)
lt

a-)

(j)

,a- Kr
I

2¡r

l-- c,
[ 

>-j ¡., r/r +
2

2x"
-, 0'la )1,,

4
q

)xna
+

2)t'¡ 
|.-.,.t 
I

cl  ) I ( 
),)

:2»_L
¿x, (r06)

u)

La expresió. (, D, , 2¡-\ rl) es la pen.lien-

te de vr(xo) en e1 punto de fase estacionario j, de donde

se deduce que (ver figura B) que pr.j .* La razón entre eI

intervalo 
"u] j - "rÍj y a. En otras palabras , (p.r.,,+-pr. _, )

es la orobabilidad de que una partícula que inclde sobre eI

cristal emerja con un ángulo OI' -{.t '' 
.. t, , , '. .,

o cquivalentenente con un Dt , | ,, -. ) ' - -l _J , E" ro

justifica llanar pu,1 + pr,2 la probabilidad clásica.

Note sin embargo que esta interpretación es

errónea si la curvatura de v¡(xo) es importante. En parti-
cular cerca de los extrenos de esta fui-rción :r,",r/ Dxo . 0r 1o

que hace crecer de sme suradament e a los pu,. invalidando esta
j-nterpretación. Por esta razón siempre se tiene que 1a suma

de las probabilldades clásicas es siempre mucho maycr que L.



OEra alternativa

dad clásica es tomar la función

exacta cuales son los inEervalos

para definir una probabili -
ut(xo) y obEener en forma

(107)I -, I-1".) 
L

para los cuales se tiene que

xl
F,J )

ll

( r-08)

\
+,)

l''' '' I

formas de

P "1ts r2)
ll

"ln" (1) .

(r0e)

probabilidades c.l. ás ic a s

mientras que la dada por

x"€I^,i -+ »¡(x-)"Lf !,f -!l/U :

y luego definir

,rot_
/'1

Para distinguir estas 2

denotemos 1a fil I ima por

la ecuación 154) por P,,

2 . - Las fases .

Un ingrediente esencial de los métodos semi-

clásicos es la fase de la onda a lo largo de la trayectoria
c1ásica.

La figura 9 rnueslra 1a fase I 1.r". ec. (94))

en función de x^/a. I{ote que esta fase no es periódica. Ao'

49.-
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Fig. 9 Gráfico de la fase A en función de x"/a

- L\\x. /



partir de Á se puede obtener La fase A

la aproximación semiclásica pr imi t iva

51. -

(x ) oue aDarece en!' o'
y uniforme (ec. (43) ) :

Ar(*.) :-^(^.) o (4-7) ;t ( 110)

La magnitud reLevante en 1as aproximaciones semiclásicas

primitiva y uniforme son Las diferencias de fase

A(')*A("-- A (x,,,) *a,(x,,,)
A, L)Y - L') )/

( 111)

Para el mismo caso anteriormente considerado, esta diferen-

cia de fase se muestra en la figura I0. Es claro que sóLo

nos interesa esta diferencia de fase si v es entero.

De la ecuación (53) se observa que la inter-

ferencia de las trayectorias será constructiva o destructi-

va dependiendo de1 valor de 1a diferencia de fase t.(2)-o {t).

Por supuesto qr.1e esta diferencia de fase sólo puede ser eva-

luada para los '; c1ásicamente accesibles, Las regiones don-

de la interferencia es constructiva y destructiva están in-

dicadas en 1a figura 10.
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3. - Las probabilidades p.,,.

Una vez evaluadas las trayectorias clásicas
y conocidas las fases 4,, se pueden evaluar las distintas ex-

presiones para 1a probabilidad P, de que una particula inci-
dente enerja oor el canal p.

En Ia tabla TI y figura ll se muestran los
resultados para el ejemplo considerado en 1as secciones an-

teriores.

Los resultados pclas (1) (cuadrados u...jdos

Dor: una 1ínea punteada) tienen la propiedad de divergir
cuando estos se acercan a los lfmites donde los canales se

tornan clásicamente inaccesibles. Esto se debe a que allí
}vr/3xo = 0 y por lo tanto cada uno de los pr,¡ lj=f,Z¡
(ver ec . (f06) ) diverge.

-.c las .^.Los resurcados P, (l) por

no tienen este problema, en efecto, la suma

canales, por construcción, siempre dará l.
Ninguno de los resultados clásicos está en

buen acuerdo con los resultados cuánticos obtenidos por me-

dio de un Drograma de canales acoplados " Los resuLtados

cuánticos se vienen graficados por puntos só1idos. La 1í-
nea sólida que une a estós puntos no tiene ningún significa-
do, sólo se dibuja para guiar el ojo.

supuesto que

sobre todos 1os

La aproximación semiclásica prir¡ítiva da un
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Tabla II l,fagnitudes relevantes para el caso ilustrati-vo usado en el presente tra-

bajo (es decir para B = 0.1, 9, = fO" y E = 20 meV).

v
I

' ---- 
-carral 

p

I{agnicr:d --".-.--.--
-3 -2 -l 0 I 7-ru!

raíz L 0.220 + i 0.136 0. 051 0.386 0.u0 0.544

ralz 2 0.220 - i 0.136 0. 307 0.903 n 70n 0. 660

,(
27.290 + i 0.337 19. 00 9.7L O. BI -t.))

rlYz 27.290 - i 0.337 IB. 65 17 f o 4.47 1 1)

^ó 
=A L2.26 8.08 3.66 ^ '))

D o.L92 0.0& 0.067 0.L7 9

P,' z
0. rr4 O. IOB 0. 205

ptru" {'t ) 0.0 0. 3r 0. l9 0. t8 0. 39 1.06
-J--

'¿,, \¿ ) 0.0 0. 30 0.17 0.20 0.25 1. 00

-prun 0.06 0.2L 0.36 0. 09 0.47 1.20

P 0.05 0.26 0.36 0. 10 0.25 1.0r

T) ¿uc. ¡¡c o
I-tt 0. 05 0.25 0. 35 0. l0 0.25 I .00
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|¡¿s¡ ¿6¡erdo con los resultados cuánticos mientras no se

esté cerca del borde donde las trayectorías clásicas se

vuelven clásicamente inaccesibles (lineas rectas punteadas) .

En este borde, igual que los resultados Pclas (L), ra cproxi-

mación semíclásica primitiva diverge.

Comparando 1os resultado" Pcla" (l) con

-orim rnediatamente el efecto dcl fen6meno dePP¡ rr , se observa ínrnedi átamente el eEec

interferencia. En efecro, de la figura I0 se desprende

que para.-,= - I la diferencia de fase es tal que Ia inter-

ferencia de las dos trayectorias clásicas es fuertemente

constructiva. Esto se r.ranif iesta en la figura 11 en eL he-

cho que para ! = -l er ,.s,:Itado PPÍi* es mucho mayor que

oclas ,',) Para ., = - 1', = n 1." rli ferencia Ce Fase ad-\r./ - I "

Ol-rr"t" valores que hacen que Ia interferencia sea levemente

destructiva, hecho que es corroborado en La fig. lL en que

los resuLtados de Ia aproximación semiclásica primitiva son

levemente inferiores al resultado clásico.

Cuando ! se acerca al borde donde las tra-

yectorias clásicas se wuelven cla'sicamenLe inaccesibles,lo

que ocllrre es que también los 2 puntos de fase estacionaria

se acercan uno aI otro (ver por ej . la f i¡1ura 6) , de modo

que se hace necesario usar la aproximación se¡:iciásica uni-

forme de Airy. Esta ú1tima aproximación está en muy buen

acue¡do con 1os resultados cuánticos usando el método de

canales acoplados (7 canales) .



4.- Transiciones a canales clásicamente inaccesibles.

a) Soluciones compLej as .

Si p corresponde a un canal clasicamente

inaccesible, entonces Ia ecuación (105) no tiene soluciones

reales. Sin embargo, si perrnitimos valores complejos para

xo, 1a ecuación (105) si tiene solución.

Es claro que si xo es solución de la ecua-

ción vr(xo) = u, entonces también 1o será su complejo con-

jugado xi. Estudiemos a continuación, para las aproxima-

ciones semiclásicas primitiva y uniforme --l a forma cámo,

usando estas soluciones complejas, se pueden obtener las

transiciones a los canales clásicamente inaccesibles.

b) Aproximación semiclásica primitiva.

Recordemos que para obtener la aproximación

semiclásica primitiva se evaluó la integral que aparece en

la ec. (42) usando el método de fase estacionaria.

Si p corresponde a un canal c1a-sicamente

accesible la ecuación vt(xo) = lr tiene dos soluciones r:ea-

les x ,x.. ^ en el intervafo [O,a] . La figura I2a mues-
u' r l ,2

tra para este caso las lineas de nivel de Re(i1i,, (xo,zn))= C

en el plano complejo xo. Re(iA,, (xn,zo) ) es la parte real
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Im (x" )

(""'"

Re (x")

Re (x")

votle

Gráfico de Re(i a, (xo)) = C en el plano com-

plejo para a) eL caso cIásicamente accesibLe

y b) e1 caso clásicamente inaccesible.

votle

Im (x. )

Fi c 1)
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c1el exponente que aparece en el integrand-o de La ec. (42) .

l,os puntos de fase esEacj-onaria son puntos de enslLladura..

Usar el método de la fase estaciona';-ia en este caso signi-

fica modificar el camino de integración de manera taL que

este atravj-ese los puntos de ensilladura de valle a valle
por el camino de máxima pendiente. De esta forma a la in-

Eegral só1<¡ contribuye Ia vecindad del punto de ensilladu-

Ta.

Si p corresponde a un canal clásicamente

inaccesible la situación es completamente distinta. En es-

Ee caso va(xo) = u tiene dos soluciones complejas, una de

el-1as complej a conjugada de Ia otra. La topologla de

Re(iAu(xo,zo)) en el plano complejo se muestra en la figura

12b. Ahora no es posible deformar el camino de integración

de manera de cruzar ambos puntos de ensilladura; só1o se

puede cruzar el de abajo. Esto si-gnifica que para los es-

tados clásicamente inaccesibles sólo uno de los puntos de

fase estacionaria contribuye a Ia integral . Como

x * x :ambién se E iene que -\* "' - ., '- ' Dc esros
-,1 :., ' U lr

2 térmir-ros eL j que contribuye es el que tiene R.(ir,,(j)) O

o sea Tn(a, (jtl . 0. CuriosamenLe esto significa que de 1,.-rs

2 términos ql-le aparecen en 1a ec. (52), ef que contribuye es

el menor. Físicamente esto es 1o que se esperaba: que la

arnplitud f, decrezca exponenc ia lment e a medida que uno eli-

ge canales cada vez más clásicamente inaccesibles (o sea:t
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medida que se penetra cada vez más en Ia t'sombra!').

Para Ia probabilida,l PPti' se obtiene
u

l- n (r)r

P."''" :=: I ,^, ,l e-'l 
In' L:''

r/ (1r2)

En la figura 11 se observa que esta receta para obtener Ia

probabilidad semicLásica primitiva para el pico de difrac-
ci6n v = - 3 funciona bastante bien.

c) Aproximación semiclásica uniforme (Airy)

En este caso, el desarroLlo realizado en la

sección II.6, no se altera si se incluyen pun,;os de fase es-

tacionaria complejas. En particular Ia ec. (78) sigue síer

do válida. Sin embargo e1 hecho que los 2 puntos de fase

estacionaria son uno el complejo conjugado del otrc, intro-

duce una simplificación. En efecto, Para los canales clási-

cámente inaccesible" Pu., = Pu.r, luego

1,, n; t
í1"'7 ^ t 1 " \

f :2P \rr'r ¡.1'r r,4

' t¡(l' t''(-t) (rr¡'f p ?rl\i /\( \ -./.' lt,,t

En este "r"o I viene dado por)



j= l+tA')'-+')l''"

: [ (; ,- *')'f'''

6L.-

(r14)

. (l-rs)

el- resultado (f f 2) "

tambi én para Ios ca-

(1r6)

Al extraer La raiz cúbica en Ia ec. (1f4) se debe elegir la

solución real (que será negativa) .

Es interesante mostt:ar como a partír de1 re-
sultado dadc por: la ec. (Il3) se puede obtener Ia aproxima-

ción prinitiva (ec. (112)). Para esto usamos Ia relación
l,^]asantócaca [9j :

? ti/r
c/

^ t t'/z
-=\-t,l

,r./ !\ .:::.f\t \-.§ /
(-t )>> 4 2'w

Sustituyendo (lI5) en (113) se obtiene

En forma análoga se puede demostrar que

nal es clásicamente accesibles

T)
I

,L,

un;l
=+
jil>>l

Dt,-

esto indica que la aproxii':ración uniforme es en general supe-

rior o aI menos equivalente a la aproximación semiclásica

primiLiva.



d) La necesidad de evaluar trayecEorias comple.jas

Para evitar tener que evaluar trayectorias

cLásicas complejas es usual [3,+J aproximat la función

v¡(xo) por una parábola cerca de los extremos y encontrar

1os puntos de fase estacionaria resolviendo una simple

ecuación cuadrática. Una vez encontrados estos puntos de

fase estacionaria se eval¡3a las demás magnitudes de interés

en estos punEos por medio de un esquema de extrapolación.

Esta forma de evitar 1a evaluacidn de trayec-

torias clásicas ha resultado ser muy exitoso en otras apli-
caciones de estos métodos semiclásicos.

Sin embargo, Para los casos analizados en

este trabajo, e1 esquema de extra¡olación recién pLanteado

no sirve por ser demasiado imprecí-so. Se intentaron nume-

rosas formas para reaLizar esta extrapolación, pero lamen-

tablemente síempre el error introducido en magnitudes como

la fase 4.., fue demasiado grande como para que Los resulta-
U'

dos tuviesen a1gún significado.

Por este motivo se tuvo que oPtar por escri-

bir: un programa computacional que efectivamente encuentra

Ias trayectorias cIásicas también para condiciones inicia-
les complejas y resolver numéricamente 1a ecuación

vg(xo) = u.
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5. - Resonancias .

En las siguientes secciones dejaremos de Ia-

do el caso particular hasta aqul considerado y realízare-

mos un barrido en ángulo y energfa incidente como también

variaremos 1a rugosidad de la superficie.
Comenzamos con un estudio de la intensidad

del pico especular a medída que se varfa el ángulo de inci-
¿l_dencia 1. . La figura 13 muestra 1a intensidad especular

,oen función de tl . (la energfa incidente y la rugosidad se

mantuvieron en E-. = 20 MeV y 0 = 0.1 respectivamente) . En
L

la figura l3 se observa que ios resultados cuánticos (Iinea

só1ida) tienen para ciertos ángulos un comportamiento reso-

nante. Como es bien sabido, estas resonancias se obtienen

cuando la energía de un canal cerrado coincide con Ia ener-

gfa de algún estado ligado del potencial Vo(z), El poten*

cial que estamos usando en este trabajo tiene 3 estados 1i-
gados (ver fí9,. 4) para eo = 40'el canal I se cierrá y es-

te umbral (o "threshold") se observa claramente en Ia inten-

sidad del canal especular. Para 0o = 41'. 44.5'y 50.5" 1a

energia cinética en 1a direccíón z para el canal I es igual
a 1a energíu €r., €, y L. de los estados ligados deL

potencial V0. Para estos ángulos se observan en Ia inten-

sidad de 1os picos de difracción fínas resonancias. Para

designar estos fenómenos se usó la notación (i) introdu-



(i)(])
cldsico {conoles cccploCos)

semicldsico cproximocidn unif orme Airy)

-ú!
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:i,
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p =0.1
E= 20 meV

Fig. 13 ProbabiLidad de que ia partlcula incidente emerja por el pico especu-

lar en función del ángulo de incidencia 9r. La notación usada para

denotar las resonancías se explica en e1 texto.

o.r§
I
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/.\cida por l^leare l.l3J , donde n denoEa el canal que entra en

resonancia con el estado Ligado de energla ¿i (i = 0,f .2...)
del potenciaL Yr(z). El umbral del canal n se denota por

\-r,1.
Para mostrar explícitarnente 1a relación en-

tre 1os estados ligados deL potenciaL Yu(z) y Las resonan-

cias se grafica en Ia figura 14 1a relación de dispersión

€(«^, ,. (117)

reducida a la primera zola de Brillouin. En 1a figura 15

se muestra un pequeño segmento (alrededor de E = 20 meV) de

la figura llJ- junto con La correspondencia k* + 9- para

E = 20 meV. De esta figura se desprende que el canal I tie-
ne su umbraL en 40" y enLra en resonancia con los niveles

L, , t, y €., para 0. = 4L", 44.5" y 5l' respectivamente;

el canal 2 tiene su umbral para 0-' 16.5" )¡ entra en reso-

nancia con Los niveles t, , €, y €. para g¡= Ll .5", 20"

y 24.5" respectivamente, etc. Esto explica totalmente las

resonancias observadas en la fig. 13.

El acuerdo entre los resultados cuánticos y

1os semiclásicos (con la aproximación uniforme de Airy) es

bueno mientras no se esté en Ia vecindad de una resonancia

y mientras Ios ángulos de incidencia no sean demasiado

grandes.

z+L
. l-l

-+ 

- 

l-1_| - ¡\',1¿t I )
;\ _
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kx (Á )

Fig. L4 Gráfico de la relación de dispersión dada por (LL7)

reducida a la primera zorla de Brillouin. Para

9-, = 30" fijo, la llnea ondulada indica el vector
a

de onda reclproco k" Para cada energÍa incidente 6.

./',,u

./.

------:--_:::> -_-------'--

(Á-')
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El hecho que no haya acuerdo entre los re-

sulrados cuánticos y los semiclásicos en la vecindad de las

resonancias significa que o el fenómeno de resonancias es

implícitamente un fenómeno de orden más alto en h que el
primero y por Io tanto rlo descriptible con un formalismo

que es una generalízacíón de la aproximación trüKB o en 1a

expresión semiclásica no se incluyeron la contribución de

tc,das 1as trayectorias clásicas posibles. Esta última afir-
mación se basa en e1 hecho que permitiendo j,ncrementos com-

plejos en eI tiempo, es posibLe obtener trayectorias clási-
cas distintas. Esto en algunos trabajos anteríores ha sido

usado para obtener lrayecEorias clásicas que penetran a tra-
vés de barreras de potencial [14] .

En el presente trabajo, intentos preLimina-

res mostraron que la estructura analítica de v¡(xo) era de-

masiado complica<ia como para tener esperanza de poder con-

tinuar mejcrando los resultados ya obtenidos mediante la

incl'usión de trayectorias clásicas adicionales.

Para ángulos de incidencia grandes, apare-

cen dificultades adicionales. El origen de estas se debe

a que 1as trayecEorj-as cIásicas pueden quedar aErapadas

(ver f ig . 16) . Cuando esto ocurre, la función ,.,¡ (xo) toca ,

para ciertos valores de xo, la región cerrada (ver fig. 17).

En parcicular para el canal lr = l, no se pueden encontrar

las aproximaciones semiclásicas antes mencionadas. Para el



Fig. 16

Elqb=2om¡v
P=o.l
O=?0'

Trayectorias c1ásicas, nótese que la Erayectoria

queda atrapada mornentán eament e rebotando algunas

Eal antes de emerger.
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veces sobre eI cris-
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Vt
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70" O1
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Fig. 17 . Función número cuánlico para 9, = ZO'. nr-t

este caso vt(xo) toca a 1a región cerrada y

por 1o tanto hay un intervalo cie x., para eI

cual las trayectorias cLásicas son "atrapa-

das" por el cristai.

cerrodo

0.6 0.8

o¡ = zo"
E

B
= 20 meV
= 0.1
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canal especular (p = 0) todavla se pueden encontrar puntos

de fase estacionaria ta1 que vt(xo) = 0, sin embargo, al

usar estos en la expresión para La aproximación semiclási-

ca uniforme de Airy, el resultado comienza a desviarse cada

vez más del cuántico a medida que aumenta el ángulo de in-
Acidencia a, (ve'r fig . f3).

6-- Resultados en función de Er.

La figura IB muestra el resultado para la

intensidad del pico especular (con 9. = 30' y B = O.l), en

función de la energía j-ncidente usando la aproximación semi-

cLásica uniforme de Airy y eL método cuántico (canales aco-

plados) . Los cálculos cuánticos fueron realizados con los

canales v = -3, -2, -1 , A, L, 2. Los resultados cuánticos

muestran pequeñas oscilaciones entre 11 y 20 meV. Para es-

tas energlas el acuerdo de los resultados semiclásicos con

los cuánticos es razonablemente bueno.

Para energías menores se está en una región

de energía en que hay resonancias y umbrales. En la figura

14 se ha indicado con una lÍnea ondulada el vector de onda

recíproco k* gue corresponde a cada energia i para 9. - l0'.

Se deduce que para energlas entre 18 y 14 neV el estado

v = -4 pasa por un umbral y entra en resonancia ccn

1os esEados ligados t* e: / S Sin embargo, el es-
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Fig. 18 ProbabiLidades de difracción cuánticas (líneas

Llenas) y semiclásicas (líneas punteadas) en

función rle la energia inciclente para il . : 30"

v B = 0.1.
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tado v = -4 está muy alejado de los canales con probabili-

dad grande y por Lo tanto ni siquiera fue incluldo en eL

cálculo cuántico. Por esta razón no se observan estas re-

sonancias en 1a figura 18. Para energías menores que ll

meV los canales v = I y v = -3 pasan por un umbral y entran

posteriormente, en resonancia con los estados Ligados del

potencial Vo(z) (ver fig. 14). Una pequeña sección de esta

región se muestra en la figura 19. Aqui el resultado cuán-

tico ciene €iran estrucEura mientras que los resultados se-

miclásicos siguen variando suavemente en función de la ener-

gia, estando en total desacuerdo con 1os resultados exactos.

La identificación de las resonancias que se ven en la figu-
ra 19 es 1a que tentativamente se desprende de la figura

14. La figura 20 muestra que hay una región entre - 1.5 y
2.9 meV en que la intensidad especular varfa suavemente taL

como se esperaba de la figura i4. En esta región de ener-

gía el nétodo semiclásico tiene ser:ios problemas. La figu-
ra 2l muestra las trayectorias clásicas y la f ig:ut: a 22 la
función vr(xo). La aproxi¡nación semiclásica uniforme da

para el canal especular P. = 0.086 y para eL canal .", : I
(que es el único otro canal abierto para esta energía y án-

gulo de incidencia) | = O.SOSS. El resultado disra mucho

de ser sttisfacEorio.
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Fig. 19 Intensidad de pico especular para el lnismo caso

de 1a figura L8 pero para energias algo menores '
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Figura 20. Igual que

entre 1.0

2.o

E (meV)

figura 19 pero

y 3.0 meV.

para energía incidente

0.8

(3)
cudntico

- 

(conoles ocopl odos )
semicl císicoo unilorme (Airy)

(-í )
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Elob = 2.5 (mev )

P'o l
o" . 30'

Figura 21.

-10 -2.o -lo 0.0 l.o '/! J.u (.u 5J

Trayectorias clásicas incidiendo sobre e1 cristal con Ea = 2.5 meV y

0": ¡0", se obserya como algunas trayectorias son recorridas en la

di.rección de 1as X negativas y otras quedan atrapadas por e1 poten-

eiaL volviendo a rebolar en el cristaL. !
o\
I
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Eunción J, (x
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e1 caso mo sEra doo) Para

2l .

Frgura 22.



7 . - Resr"rltados en función de la rugosi<1ad.

La figura 23 muestra los resultados que se

obtienen si la energla y e1 ángulo de incidencia se mantie-

nen fijos (E = 20 meV, 9, = :0") y se varía la rugosidad

B. Para rugosidades pequeñas la anroximación semiclásica

uniforme de Airy deja de ser vá1ida para e1 canal especular.

Para p = 0la fase Au es periódica; si además g es pequeño,

A, función es muy plana en función de xo y tiene más bien

1a forma de una función trigonométrica tipo coseno. En ese

caso, aproximar esta función por una cúbica, taL como se

hizo en la sección (II-6), no es lo más adecuado. En esos

casos 1o que conviene hacer es mapear A.'(x,z) sobre una

funci6n trigonométrica de1 tipo coseno y repetir Ios desa-

rrollos de la sección (II-6). Lo que se obtiene se conoce

bajo el nombre de aproximación semiclásica uniforme de Bes-

seI por aparecer en las expresiones finales las funciones

de Bessel en lugar de las de airy (fSJ . El uso de La apro-

ximación uniforme de BesseL es aLgo más complicada que la
de Airy y no se intenEó en el presente trabajo.
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representación integral,

En 1a figura 23 también se muesEran los re-
sultados que se obtienen a1 usar la represenEación integral
para las probabilidades P, (ver ec. (96)). para rugosída-

des pequeñas no hay problemas pues X f c olito función de xo

es una función monótona (ver fig. 24) y por Io tanto la
T ALZ en el integrando no causa problemas.

Para obtener la íntegral con precisión se computaron l0O

trayectorias clásicas en el intervalo [0,a].
Si.n embargo con B mayores hay problemas.

Con g - 0.6, para las condiciones iniciales consideradas en

la figura 2[ (es decir E = 20 meV y g; = :0.>, Xr(,.o) ya

no es una función monótona (ver fig . 2\) y se tiene el serio
problema de inrerpretar correcramenre eI término l[+/d%
Ninguno de los intentos que se realizaron dieron un resulta-
do satisfactorio. Entre estos vale la pena mencionar el si-
guiente; En principio la integral en la ecuación (96) no

Eiene por que evaluarse a Io largo del eje xo real. O sea

uno podría agregarle a xo una parte imaginaria constante

sin que el resultado varie. Efectivamente, a1 proceder de

esta forma para P pequeño, el resultado final no cambia. Lo

atractivo de esta modificación es que en este caso ',C+""'

es siempre un número complejo que ahora no pasa por el ori-
gen para valo¡es de p rnayores y por lo tanto uno solo debe

.)x, /.lx "
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Fí9. 23 de 1a rugosi-
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Fig. 24 i. en l'unción dc Ia posición xr ¡- ----.- -'o
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preocuparse de que la raíz no cambie de hoja. Sin embargo

esta ídea no prosperó. A1 aumen tar B, incluso una ya muy

pequeña parte imaginaria agregada a xo hacia variar fuerte-

mente el resultado final. El origen de esta dificuLtad no

se siguió investigando.

9.- Tiempos de computación.

Los programas numéricos usados en este tra-

bajo no han sido optimizados pero aún así es posible sacar

algunas conclusiones sobre Los tiempos de computación. Pa-

ra obtener Las probabílidades de difracción a todos los ca-

nales abiertos, para una energía y ángulo de incidencia fi-
jo, e1 método cuántico con 6 canales acoplados requiere de

aproximadamente I seg. cpr. El tiempo de computación con

eL programa de canales acoplados aumenta aproximadamente

con el cuadrado del número de canales.

Los programas usando Los métodos semiclási-

cos típicamente requieren para el mísmo caso de alrededor

de 100 seg. ci)u. El aumento de este tiernpo con el número

de transiciones a calcular es aproximadamenEe Ii-neal .

Otra desventaja de los programas semicLási-

cos para este problema es que son difíciles de automaxizar

y requieren de una constante ínteracción con el usuario. El

programa cuántico por otra parte./es de fáciL manejo y fun-

ciona sin inEervención del usuario.
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IV CONCLUSIONES.

Con respecto a la aplicación de métodos se-

miclásicos para ei scaLtering de ácomos térmicos sc¡bre su-

perficies cristalinas corrugadas en sólo una dirección se

puede concluir lo siguiente:

a) Los métodos semiclásicos son atractivos por la descrip-

ción intriitiva que dan de1 fenómeno.

b) La aproxímacíón semiclásica uniforme de Airy funciona

bien (con un error < l%) en muchos casos.

c) Los métodos semiclásicos no son capaces de describir los

fenómenos de resonancias y umbrales. Esto es un serio

defecto de estos métodos y los hace poco interesantes

para este tipo de aplicaciones.

d) E1 método semiclásico uniforme de Airy deja de dar re-
sultados satisfactor¡-os cuando la energía incidente es

muy pequeña o los ánguLos de incidencia son muy grandes.

En ambos casos comieizan. a existir trayectorias clásicas

que son atrapadas por el potencial atractivo.
e) Para rugosi<iacies pequeñas, el método semicLásico unifc¡r-

me de Airy debe reemplazarse por el de Bessel .

f) El métodc¡ semiclásico usando Ia representación integral
funciona bien para rugosidades pequeñas . Para fJ grandes

o sea cuando la función de onda semicLásica adquiere sin-
gularidades (1as asf llamadas cáusticas) hay probLemas.
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g) El esfuerzo numérico usando el mécodo de canales acopla-

dos es significativamente menor que para cualquiera de

los métodos semiclásicos.

Al generalizat Lo presentado en este traba-
jo a una superficie cristalina corrugada en 2 dimensiones

aparece al menos 1 problema adicionaL. Las aproximaciones

uniformes para este caso no han sido desarroLlaCas. Lo

que usualmente se hace en este caso es usar la aproximación

semiclásica primitiva (que funciona bastante bien mientras

dos trayectorias clásicas de interés no estén demasiado

juntas) y sí 2 trayectorias clásicas se ac ercan, uniformi -

zarLas con la aproximación de Airy. En el caso de una su-

perfici.e con corrugación bidimensionaL contribulrán a lo
menos 4 trayecEorias clásicas, Qué hacer cuando éstas

4 se acercan mutuamente no está claro. Los cálcuLos hechos

por J.D. Doll [S] para el caso bidimensional muestran que

el desacuercio con los resultados cuánficos es de aproxima-

damente un 3 0%.

Como conclusión general se puede decir que

debido a todas 1as dificultades anteriormente mencionadas,

estos mélodos semiclásicos no son de utilidad práctica pa-

ra la descripción del scattering e1ástlco de átomos térmi-

cos sc¡bre superfi"cies cristalinas.
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Apéndice A. Descripción del programa compulacional usa-

do, ¡qra calcular las distintas aproximaciones semiclásicas.

El programa calcula:

a) Las trayecEorias clásicas para coLisiones de átomos de

Ile sobre superficies cristal inas de LiF.

b) Las probabilidades de transición en Los siguientes casos:

(I) Probabilidades clásicas.
(II) Probabilidades en Ia aproximación semiclásica pri-

mitiva.
(III) Probabilidades usando la aproximación semiclásica

uniforme de Airy.
(IV) Probabilidades usando Ia representación integ::al.

El programa está escr j"to en forma interac-
tiva, es decir de una forma que requiere constantemente Ia

toma de decisiones de parte del usuario,

Las subrutinas que f orman parte de este

programa son¡ LEER, SGLTR, TRAJ, T¡JTO, INT, QNEUN, ROOTS,

ROOT, INTRE, TRA}I, AIRY.

La función que cumple cada subrutina se de_

LaIla a conLinuación r



Subrut ina

LEER

SGLTR

TRAJ
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Func ión

Esta subrutina prcporciona Ios pa-

rámetros <leL potencial V(x ,z) , es-

tos valores están indicados en Ia

tabla l.

Da también las coordenadas y momsl-

t',. iniciales.

Esta subrutina permite controlar la
conpútación de ur-ra trayectoriá clá-

sica en particular. A través de

Ia pantaLla se debe ingresar Ia

coordenada inicial xo (real o com-

pleja) cuando esta es solicitada.

El parámetro II^l permite controlar

la impresión de la trayectoria en

función de t (IW = 0 no se imprime,

II{ = 1 se imprime).

Esta subrutina es 1a que efectiva-

mente calcula las trayectorias

clásicas. Para evaluarlas llana

a las subrutinas de integración

1NT0 e INT, hacíendo luego uns" in-

terpolación para indicar 1os valo-

res de las coordenadas, momentr,s y

fase finales en el punto -:j pedido.



INTO - INT

QNFUN

DERlV

ROOTS

Bt.-

Subrutinas de integración que in-
tegran las ecuaciones de movimien-

to y Ia [ase scgún las ecuaciones

dadas en (2.8) .

La subrutina INT llama a su vez a

la subrutina DERIV para proceder

a integrar con las condiciones ini-
ciales adecuadas dadas en (I02).

IivaLúa v¡ para 20 valores reáles ,
complejos de 1a coordenada xo, pa-

ra lo cual ,¿tilíza la subrutina

TRAJ. La f orma cualitativa de r,
en función de x ti.ene imoortanciao

para evaluar los puntos de fase es-

tacionaria.

En ella se dan las ecuaciones dife-
renciales y el potencial V(x,z)

con 1os parámetros adecuados. EsLa

subrutina es usada por IllT para in-
tegrar 1as ecuaciones de movimiento.

Esta subrutina mane-ja la búsqueda

de Los puntos de fase estacionaria.

Escos cálculos los hace llamando a

Ia subrutina ROOT.



ROOT

INTR-E

AUA

AIRY

Esta subrutina es Ia

mente, para un canal

lúa un punto de fase

a partir de un valor

inicial .

oo

que efectiva-

u dado, eva-

estacionaria)

estimativo

TRA¡{

Esta subrutina evalúa Las probabi-

lidades que eI haz emerja por los

distintos canales usando Ia repre-

sentación integral .

Esta subrutina maneja 1a evalua-

ción de las probabilidades de tran-

sición ,c1as. nPrtm o ,unif.trL
Evalúa efectivamente las probabili-
dades pclas. pPrirn ,, prnif.

t-

Evalúa la función de Airy y su de-

rivada en el punto espccificado

por TRA)4.
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Diagrama en bloques del

distintas aproximaciones

programa usado para calcular las

semiclásicas.
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jJ= I ¡ 12¡ tt¡ | X IB=r,2X,2F 1J.i,/
C I tX' iDELTI=' t2FL').+)

xR If i ( 5, t 0I3 )
i:C{ lAf ( tX' r,\NlúIriLR ¡J lI ? YE5:L' ¡l:-l=0
RE"1,){l' Ii)0*) I
É0R't1I{tl)
IF(I.EO.I) ;U IÚ 5OJ
RtTiJR\
E :¡ ')

5U BtO JT T \F ACCI{CXIJ,IiJ,'XIRTDI.{IJX,JTLTAI
: 0 .1.4n \/ -J ! l/ 6ÁXi4rO,):LIAJ,iIEIA.ZCJ
: n'¡ ',4¡ \/ r-¡ s/ P¡.x,P(2, \1),t ct,A,PK0'P t,iJx
c ilr.li,L.x tt') L tL f ,l t rzllS),c|iu0'ci\rJI,c¡¡U2,DELTA,DNUX
cc\1PLEv X ¡¡,X¡Bt,X Il¿,CXI
C rl'.{¡ L Ex C x l.j' C( Í,?, C í, Z L t I ?, L 1, I 4 t I ) | I t,, 21, L8
,ll lX =l.l
DELT n=l .O
CIIR=1.¡
xtR=CxlC,
CC}lIINIJS
DEt.=J.31
caLL fF^J (X ltsrl,c)
CNUJ=\Ux+lZ(2)-PKX)
i"lir'l f E (5' 25 ) XI¡i' Cl'JJ
f:ürlr4,1I I IX ' 

I X I0: I 
' 2a L ¿.4')Xt ¡ NU: I 

' 
2E 12.41

JRTTE(5,s1)
E O R ¡1 A f ( T X , ¡ C J Ii I I N U E T IIh fi[lL]T SEARCH ?I /1X,I(iIDI S TART

C= t; C ALL [xfI=2; i1f]I cK=3)rl
RErlrl(Iru2) L0
FORYAI(II)
I f:(L0.F0.0) REIrliif\
f F { t 1.F0.2} CALL FXIT
IF(LO.EO. I} G¡ TO 3JO)
CALL IPAJ (XtB+J.005, l¿! 0l
CNUI=A.JX+ I IZl z l -Pl,X )
caLL ro aJ (r t 3-J.0ri5, ¿ z z, I )

C¡lU2=i\UX+ I LLll2 t -P<X)
DflrJX={ a¡rU I-Ci\lJ2 }/ 0. JI
CXIc.=XIE
lEt. Il=Z (5 )
R ETURN
lx I=CfiPLx I )EL' DEL J

{II]L-XIB+DXI
CALL TFAJ{XIi]I,¿2,)}
:ri1.J l= nJX+ ( ¿z ( 2 ) -Pr.lx )( tB2=X I'.r+CtNJG t f, X I )
cALL rFAJ tXlí\¿t Z Lt t) I
:NiJ2=^Ux+ { ¿¿l ( 2 )-P(X)

50J
IOOJ

IO,li

l3 0l

IO:)J

1)0i

6-) 0.)

2)

8t

a¿

BOOJ

LINEAR I¡JIERPiJLAI IIJ\ IN COfPLTX XI I] PLANE

iiNJ,l { C \ U0- : !,J I ) + I Cf'i U )-FL LiA I ( l'.1 U } ) ).r¡]J 3 ( -\U2-C\iJ0 )+ ( C\UJ-C ,l1.i I ) l
litJC (;¡1u2-c\JC )* iL¡rUl-FLCAT( ¡ril J ) )

PLx(l+itrP-l)+xI3

0t-,\l'l^G(C
52=;1 I !^i (C
l-l=AI'l/\C(C

x l ;l= r) Et +c14
5C ril 6C)1)
E ¡I ')
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,E12.4l)

x, ' S=' rE I l.4,1X,Et I.4,5x, r P-r 'ElI.4/)

893

lz. ' )/ ? x, ( {2(

!.2.)+Y l)

BJ

II

1'

E 3Ek M r, f r iY )[]/ iAx14A0, JcLT^0 ' 
BETA, Z0

Y ( I0 ) , UY { l0 )

| ¡ Lt Sl ¡ ¡1t,1 l¡¡,?¡ fr4' ii5 
' 

',io ' n /' hB
x(Y(I),Y(21)x{Ytl),Y{4})XIY('J.Y{Ú}}x(Y{7),Y(úr)x(Y{9),Y{tJ)l
92\5)
!LTAJ*t¿C-¿(l) l)
*z (l )
2)

+ 3.I A+h 3+hÍ I *,.J I *GA¡l HA0
Lf ,\0+¡t+(I.J-( l. O-2.0*3E IA +,,i4)
L(/_{:)¡aG(z(2),
5'¡aiALf'5)
5*AI\rAGlh5)tt7(4))
AG(l (4) )
5'rRiAL{h6'
5+1lqAG{d6,
tI)er5-c.5+¿(3'+],ié
ALf,il/)
lr4ac{!7 )

X00=RFAt { xJ {l ) )

Av- CI BS (Y4 )

PHA={ IvAG (\ +l
Ptlll=RFAL(Y4)
Pil=allN2(P 1,1' P:1ts)
PH=rH¡Lf).C/1.t4[ial,
I R I f E (5 

' I tr I X Jr i Y I ' 
Y Z

/iP.ttL(5r¡rh) ^3lrY 
Ir l2

FrruYlt I Ix'F{,. 3, 4(2x, i
F( I )=Y4
CO\f I NI.J E

c o¡,lf I \l r
Y5=0.0
00 I5 \\. I'5C
N2:2*Á.ttl
Y 5=Y5 ff (\2 )All:il2-l
Y6:Y6+F(\I)
a-,lr.f I xt t
S=-F ( t) +F ( t ll )r4.3i1,
S=S+J.:10/3.0
P:CAliS (§) +1-l
..iRi TE{!, Ill( ¡ \.J,S'P
,lelTr(¿,.IOJ4) \JrSr >

E c, 4rT (/ I v, "{rJ=r r I) ',¡l 'tY =I rlN l I
IF(l,lr1l4.r,l'4) ;l Ia 5J
r)o l,J li=t'lCI
ls1=qÉAt (Jlt ( I I ) )

IFI151.1;T.].J) GN TJ
F { t I }=t I *r ( I I }
c0\rrt\ut30 tn 333

311

lc.Ji

893

+H I ) +GA llt,!a 0

S UD rtü i,l I1\
couY0N/Jl.l
DIXENSI{'IN
C0',lPLEX C
I(I)=CUPL
¿ ( A ):Cf4pL
Z ( 3, =ClúP L
Z(4,=C¡{PL
Z(5)=Cl'1PLPI=3.14I5
tll=CExP (D
t|2=2.1+? L

h3=CSI¡r(H
k 4= CC0S (;l
,i5-4.1)+pI
,,¡6=2.C+DE
DY(Il=REA
Dy(Zt=AI14
DY(1,=-0.
DY({l=-0.
JY{51=REA
DY{6).Atl.l
DY(7)=-0.
DY(31=-0.
li7=-J.5t¿
JY f 9 )=-RE
DY{t0):-A
RETURN
E NI)
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S U i]ROI, T I\E ,\UA

IlllS SJBf'OUI tN¡ LVAI-U1TFS TRA\SlTt0f,l Pt0BAAlLIf ¡€S UStf,tc IHE
AYRY JNTFO¡]1H APPC.OXI¡tAI IIil\I

c il,,t rL Ex xt:)(21,u!Jx{2},)EttA(21
:oYPLFX Z t,22, ¿ )t Xt;,,¡?trF{5,I0)))
FDR\tAI ( lX, ' \.J I r 1+X,'REAL ( x ICI I ¡ I Xr I t'{Aü( xfG, t }
REA:)( L lldl) \J, ) I;
FUP{AT ( Ix r l2r +( ¡ 2t t ).,1)
cALL RCOT (XtG,'.1J,¿t, ¿2, ¿3t
¡ F { Clrls { z2). LT. J.00r J I I GC f0 t0xlB(t,=zt
DN'JX ( l. l=22
)ELIA( I r=ll
tF(ai]5(AfMAGf¿2t'.1f.0.0000t) Go Tl 3l
x I B ( 2 )= C0 r,i.lc ( ¿ I )
0Nr.,x(2)=CoxJG{¿2,
DELfA(21=C¡NJG(z3l
GC TD 5C
dRtfE(5,10J3t
F ORMAI ( IX,I Q¡-aa ( x IGI |,1X,I f llAG( XIúl rr 5Xr ' 2\D RCOf I I
REA0( tr 1004t xtG
cAt-L RCnT (x tG, \U, ZL, t2, 23 I
FCR.'1AT(7Xr2rIl.0'
I F(CA8S lZ2l .LI.0. OC00I I G0 TC 3t
XIU(21=Zl
DNUx ( 2l =22JELfA(21=zl
/{R¡TE(5,I0]5'
iRIrE(6,10J5¡

,t Q! tAI (// I!, 'NU 
r, 6f r ' X¡ tR |, 8X, I X.t 8I I, ¿X, r DNUXRT,7X, r0NUX I r ,7X, ¡ DEL

cr a{ | r 7x, I DELI AI | / )
!iR l rE (6' 1r )¿,¡ ¡¡U, xI j( t), )Nux( 1,,DELfl( r l' XlBt 2l,oNUx(2),DELTA(2 ),iRttE(5,t3J6t NUr Xlsl t I,0\UX( l t,DLL rA( L,XtB(2),DNUX(2r;DELIAf2¡
F OR r1A T { lx ,l2' 2(, r,Et ¿ . ¡/5Xt Lt 12.41
c ar-L It A¡.!{ rru,xI rJ, 0\Jx, úFL IA )
¡.lRIIE(5,1007)
FOR\Af( 1X ' 

I ANLTIIFR NU ? YES=1, Nl=0r I
READ I T. ICC3 I I I I
FOR4AT(II¡
tF(III.EO.I) G] TtJ 30
REIiJR\
E r.¡.)

c

c
c

3)
tlr))
100.

3L
I)OJ

l0 Or

5J

lcc,

l l0¡

tcJ/
tcúJ



C LASS I CAL LY FORBIO)€N TRANS¡II3NS

CLASS I C ALLY ALL]}iE' fRANSIfIOÑS
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5XTiDIFA=!rEI2.4

¡ PPR I ¡l=, ¡EL2.4t4X¡ TpUNIF=r,

JiJEqOUf fNE f R AH ( I,JU' X I d 
' 

DNUX, DEL IA'
coHpLE( x IB(2t,D\Jx{ 2},DELTT(2¡
: orl pLt x ct,DrLl,DEL¿,a'4LAH2r¿¿¿
5l=Cü21-x(0.)' I.C)
P I =1. 141592 65+
AII =1.0/SORII CAüS f l\JX( I ) l,
A¡12=1..0/5QRI(CAtls (D\Jx ( 2l I ¡Pl=cA35(AHt)sr2
P2=CABS (Aft2 t+i2
0EL i= oFLT A( L,
0EL2=DELTA( 2)
FFF=ABS ( A IYA; t )ELIA( r ) I I
IF(FFF.Lf .J.0J)0L 61 f0 50

S=ABS(AInAi(cELll,
PPRI f.1-Pl *ÉXP (-¿.0*Sl
PCL=o.0
D I FA=Ag S f A t'1AG( DE L2-lEL l I
x I=- 10.75+D I F A ¡ +t0.656o667
CALL AIRY(AI,SI,OAI,]3¡,.XI ¡
X l2=SQo,T( -XLRt=xl2+at++2
PUNIF=4.0*PJ+Rl*P t
30 TO 60

c

PCL=Pl+p2
D lÉ A=RE AL {')EL2-Dtt I IIFI )lf A.;T.).J) Jil IJ 60)lFA=-oTF^
Zll=xlalll
{ I B ( t I =X I B ( 2,
x. ltl2l=ZZl
¿Zl-Dr'¡JX( l)
Df,¡lX(t)=DlilX(2)
J\!]X(2)=ZZ¿
¿¿¿=:)[Lrl(t)
]EL f A{ l,=D{:LIA(2t)tLrAlz)=LlZ
crJNIf'r,f
P PR I !i="CL 12:l + 5 Q¡.T ( p I *p 2 ) *S llt (.) IFA )
X I= ( 0.7 5sDl FA ) s +J. ó5r,ú661 - -'-' -'
:1!L-.llir (\l, t.l r t^t, Jnr, -xt )Xt2=SOlrfxl)
Rt:xf7+-11*+2
R2:.l1lx*2,/xl¿
f =Pl+(fr t+k1)E:) I§ (P I-R¿ )flj\i I F=PCL*il+2.lqs0t,t l, ilo2 lsE
'.1 

R I r , ( ' , t L, ' ) ) o¡,pl,DlfA -
,rPl Ii(f.,11) )) ¡ L¡P2,¿tt A

-F::."1.1I(/IIIr!r'I=.,!I2.i, Iy t 1p2=. ttt 2-4 ¡c.)
,r8 !j: !5, r 0 ) I | ,, J, P: L, r,P o r q, PU\ I F
t!!r!ll'.t,r,l) \,,P:-, r,,,a lv;pU't iF

.:?;l;) { /r x,, \,J=,, t¿. q x, ¡ ocr. : i, E l¿.{, ¿rx,

RFfi.li{\
END

5l

6¡

t 1..))

l)0r



'1PE16.8,I201

L))

SrrllR(lJf lli! I\I (x,D[{ I 'Yrtr],SHPii)
: 01¡ 

'.l 
r.r',{ ,/ i NT C,/ IP!iX,{,1.rF,tvAX,S5SR,HFAL,SHAr.t,SlFX

a ot.1rl\ ./ I r,,t f r,/ tr)t,,(^,l,i,Lurr,tLB,tP,tf,NRK5,skIN
DI {E1'rS InN Y( l),ti l), f(8, t 

'LnilCr\l- S,r1\r,SnLX' 5.r I'lL!itClt. S¡iD t
I Nf Frjalr rlf 1C

1l'l'., ¿'r F P:tiClSl.lli T'¡lrlrXX
JUJ'ILi PC!C tS I i:j j, H

EXIER\TI ]ER I
F0q^.r1r (Jrt.rc cA\f,ilr lECRtasI il 0EcAusE oF Ht1l,\].

C IINT I¡]UE
Sii¡R=.F1LSE.
TESI =J.0
H=flPR./{).jLE(FL-lAT ( tpr24, )IF ( (\PKS .Lf. 3) .i1. (.\úf. 5¡A,l )' GO TO 200

A']AYS-qT]ULI]\ ST EP.
c c:'lT i\uI
0{l t0s I= t'N
0=D3L E f {: ( I ) )T(4'l)=)Y(fl=S\cL(t(5,I)+rlt(
55.0 )cr )-te. JJ04T ( I' I I +37. oDO+f (2, tl- 9.000+f ( l,
CO T¡T I i.JL] T
X=S¡lGL f XX+24.I D0fH ¡

caLL D:al (x,Y,Fl
00 llq I-l,N
0=cuLÉ { F f I ) I
D={ T {5,11+itÉ(
9.0 ) 0 + ) + L 9 . 0 J 0 + I ( 4 , f l- 5.0004T(3rllr Il2rTlá'l)=')

E=ABs ( §NGL Í i )-Y ( I ), / t 4.0
f E S r = I r¡,lX I ( t / AM,\x I ( AP E F' AA 5 f SN CL ( D, ¡ l, IE SI )
cuiJ I I il.J !
Gal To 3J0

ZO',INEVTL tJ
col.tI ILr-J E

0o 20') l=t
D=DBLEIF(lf('+'l)=l)
I
Y(t)-SticLl

x 12.C 00 f0coNfll;lrI
X=S\GL{xX+

CALL DÍPI (

ofi 2te I=I
D=)gLt(r(lT{6'l)=D
2y( I ) =5f.t0L (

x 12.00)$D
coN f l\¡r,E

CALL DiqI (

Do 229 I=t
D= DrlL E f F( I
I I ¡ ' I ) =D
1
Y ( f l=Sf¡61(x 24.CD0rD
cf )tI f f",rE

c

6l0J
c

r

c
c

tcc

109

t! ,l

lI9

l)

S T EP .

))

Tl5,t)+He(

l2.LrD3+H¡
x,Y,Fl
))

I(5,t1+Ht(

x,YrF)
'N))

T(5,tl+H¡(

lt

209

2t9

,l
229
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219

x=sr.i!l (xx l2
:ALL DEqI (X
0[) 2li) I=I'
D=DB[F(l-(l)
I (a r I ) =D

Y(tl=SNGL(T
X 3.75D1+I (*r

c.j'tT I I'ru E
X: S ¡lí;t (Xx+l

0ALL L)Enl (X
C:l 24e f =1,
D=D'lLE(f ( I I
E=ABS ( S'l üL (

x -t6-clo+r {íx -I2'J.-'\nJ+i)
5
D= { T ( 5,

X 4.C0,ltr(4,1X 
')T l6 ' I ) =J
TESI=aYAXI(
C¡NIINUE

BfITH AD]\I,1S-
COÑT I N,JE

X=S¡lGL( xX+24
TF f TFSI .L
trT ( IPf I.lFAC

RFPEAT SIEP
¡ICKS=0
IP=IP*HFAC
lT=lT*tlF¡\C
C0 315 I=i'
Y(ll=5\GL(I
F(l)=S¡lalL(I
c3itf t\uI
CO T! I
C A NI.Ii] T DIC?
C O,'.rT I r.l I E

If: {.Nr;T. 5'l
Pt( f NT 5C00,

S,lll'{..fALSt.

1r.0Df+lll
iY,r)
N

(5,I)+Hs(
I ¡+).2rJ)*T( 6,I )+9.75) l+T( 7' f ) - 0.7500+ n ))
E.JDO+H)
,Y,F¡
ñ
I
H+ {
,I ) +§8.I lJf T ( 6 ' ¡ ) 

+ 48.Jf 0rl( 7, f ) +1r8.0D0+T{ 8 ' I )
)))

I ) +H* (

,¡.J.J)Jnl(6,1)r P.00J+I{ I,I)+ 4. O00+T ( 8, 1 )

!/aqaxi f AREF, AgS ( 5'.151( J l ) ¡, fEST)

HOJLTON A\D ¿TTITNEVELD "IEfIODS CCNTII']UE FRO14 IlERE.

.0cc+H,
t. EJ8) Gn T1 310
.GT. IP¡IX ) GO TO 3C9

hITH SqALL[R II.

N(5, t t,(4,11)

EASE iI ]ECAUSE OF I{¡II^.¡.

tr't) GC I0 310
Xr t P¡lX

C
c

2+9

l0 \)

3fJ5

30,

JI O CONI INUE

319

C H AN GT'D SIÑCE ÉNIRY.5, 
'.

lP ) I

E E :.¡

at (

)

c

C

c

c

ACCE PT CU RRINf SIE

xx sff LL H1s \0T d
YY{XX) IS SIILL I\F(YYI IS IT I(4, )

Il=lflt
Xx =x{+rlPF/DIJI- E ( É L l
\cK§=Y I t,lJ { rlirr.! + l, +
DÍJ lt9 l=I'N
O=T(6'll
f ( 5, I )=DYll )=S\uLt0)
c0NT J r..r ,t
X = S'{ L;L {XX )

C ALL DFPI (X,Y,F)
IF (If .LT. IP} GJ

X IS A YULTIPt.E I)F
SIJ l)it=. Tll Ll¡.
lf=lI-l{'

T0 320
rlP{I¡lT.
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cn\r l¡rJF
lc {f!:tr .GE. ELe ) Gc Il 330
tF ( v!ú{ tp,I]FAL ) +!Jl I 11, HF AC ) .NE

PRr)CEtD If lltXT SIt) !,itTll TARGER
NiKS=3
IP=iPlr{FACfI=ITlllirAL
frET.l(,.1

PP.rlC F F 0 f!
C C flI i friJ tl
0o 33e I=I 'T ( 1 ' I ) =f ( ¿,r(2rl)=I(i,
T(lrI)=I(4r
c01,1f I r.iL i!
REfJR¡]
EITD

!riE tñ/tNtc/
/lllfir/
0)t YtL

SHAV,
IIFAIp8l,,t5

L llf:It I

24
r)
0E-4
J.0
!¡lE.

]20
. 0) G0 T0 33C

H, LIS I N6 ZCNNTVTLD MEfHOO.

c
NtXT SfEa ¡./lIt{ SA\!i tl.

T) (lr!, 
^,,EF 

LY,F, T,l]']F J)
I P{\' i{t r r f "A,r'SS jP 

',J \-'5,.,iM'S,lf X
;']1..'XX,UrE.it'ELfl' IP' t I' Ni,KS 

'Sl.llNI,r(l,rfí),I)
s/Ex,sr.¡I\

i)0

\19

200J
I:)CJ

tl¡l I'iiPiC,HPÍ1.'XX

S I.J B RfliJT
g 0r{r¡ú N
a 0t1¡4 0 \
D IIlENS I
LOG I CAL
I \T EGER
OOU3LE
EXTERNA

I o{X= l¡
ErIAX=1.
SSSR=lC
HÉiC=2
Sbl^'l=.7
SriEX=.7

De I03-. J=Ir8
D0 2,JC1 I = t, NLj
I{l'J)=C.01)C
:0NT I r,ru f
cíil¿IIl],E
HPq=1teP0
xX= )ilLf lX )
N = ¡l')
E L,B=EH^x
ELII=Er'lAX/SSSI
t P=l
I f -¡
^tRKS=r)Sfí1",1=SIEX
C AL L DER I IX,Y,F)
Do 9 I=t,rl
r{5'f}=DILE{Y(l),
:!NTI\iJF
RETÚR\
ENÍ)
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^. xv. ^Jñoc\cÉ>x \rX Llr-!FFÉ
x<)-tt\,:1 9)-l_-
r!r)\ _o- NcrJC
r-frñt n f ll
!( vx c)LroJ
-! +>< C)f llN

a)

HÉr?rxx -(,TJ;EtoPio / F z;, r/lc--t<-t avt
\-tr-D i jaHÉF-.¡É!nÉ -¿\JrÉ -0^JFc c
^-(/^-> lr F.JJÉfeF- ú\!\!_E ¡r f ,!
xxfvzxuÉFN ll ¡\Jrv rr r¡ rl ll oii,D,.
.. f l¡ n. 

^Ji\J 
ll <)¡l liFFe:i' ' C.,

r--Ft oÉ |Lo. !)(J.... 'JuC:-<-<. o\. +-FF!i. . o..)E ¡\¡.,r--ri
. . .r1. .!ñr. . f!,J¡?<)a'.a¡.:Din--
xx I \r¡ \¡OCr r.(.,É'r r- | (, ao!JiZ
==- ú U e, )o()(¡ L! ¡ r: a FF Ñrir.a
!.- {. r.\)o..]|F joJFF') ¡1.¿lít
><¿ .| I +Fcú ulc'a.J.\\:)':_;.

\r'.]]Naou c \roú c--H

cio Q(, o. v at
c; i- x<J -F r.-r

x lfr -it
-u -tF..r-tt))
F()F..JOO
cr.e
v<\
\U<
-xx§o

C,A>x (-,Crc)flJpar.Ec] 9c Dr(firF--E(r., Qr.Jcc; \rr r, q) cr§Jag-9 "r-r-<a(i@> e0(:rcrc oF¿
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