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RESUMEN

En esta tesis se estudian las propiedades fundamentales de modos no-lineales de
superficie en redes unidimensionales en presencia de acoplamiento de largo alcance
y cuasi-periddicidad.

Nosotros mostramos que las propiedades de dichos modos dependen fuertemente
del tipo de no-linealidad, ya sea enfocante o desenfocante, induciéndose en ambos
tipos de sistemas una fuerte asimetria entre amhos regimenes no-lineales. Dichos
resultados han sido calculados para sistemas realistas permitiendo as{ su verificacidn

experimental en el futuro.
ABSTRACT

In this thesis, we study the fundamental properties of surface nonlineal modes in
one-dimensional lattices in presence of long-range coupling and quasi-periodicity.

We show that the properties of surface nonlinear modes depend strongly of the
kind of nonlinearity, namely focusing or defocusing, inducing in both type of sys-
tems a strong asymmetry between both nonlinear regimens. These resulis have been

calculated for realistic systems allowing their experimental verification in the future.




Capitulo 1

Introduccién

En la observacién de un fenémeno existen distintas formas de describirlo desde
un punto de vista fisico. En muchos casos utilizar las ecuaciones més fimdamentales
puede no ser lo més éptimo dependiendo del pro;_aésito de la descripcién. Para ilustrar
esto podemos pensar en las ecuaciones de Maxwell que describen de manera completa
los fenémenos electromagnéticos clésicos, pero donde sélo somos capaces de resolver
de manera exacta un mimero limitado de ellos. Asi cuando estamos frente a on-
das electromagnéticas propagindose en medios complejos, las ecuaciones de Maxwell
se vuelven intratables analiticamente y, en muchos casos, muy costosas computa-
cionalmente, por lo que es necesario recurrir a-aproximaciones apropiadas para cada
caso cuando ello sea posible. Por otra parte, un evento interesante que ocurre re-
currentemente en fisica es que las ecuaciones parecieran no estar constreiidas a un
escenario fisico particular, un ejemplo de esto es la ecuacién de Schrédinger que
describe la propagacién de una particula cudntica y que surge con otros nombres
en diferentes contextos. Por ejemplo, en condensados de. Bose-Einstein en la aprox-
imacién de campo medio (a temperatura cero) la ecuacién no-lineal de Schrédinger
(variante de la ecuacién de Schrédinger) recibe el nombre de ecuacién de Gross-

Pitaevskii. Mientras que en dptica, en la aproximacién paraxial de un campo escalar,
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se conoce como ecuacidn de Hemholtz paraxial. También, la fisica de sistemas dis-
cretos ha sido un tépico de interés por muchos afios debido, entre otras cosas, a que
da origen a fenomenologia completamente diferente a la presente en sistemas contin-
uos homogéneos. Sistemas discretos periddicos pueden ser encontrados en contextos
diferentes incluyendo fisica de la materia condensada 1], dptica [2,3], condensados
de Bose-Einstein [4], y metamateriales magnéticos [5], entre otros. En particular,
arreglos de guias de onda acopladas y redes foténicas constituyen un 4rea de intensa
actividad en investigacién dado por la riqueza de fénomenos fisicos que se manifies-
tan como combinacién de efectos de discretitud, periodicidad, no-linealidad y efectos
de superficie [2], entre otros. Adicionalmente, poseen un atractivo especial debido 3,
sus potenciales aplicaciones tecnolégicas relacionadas con la creacién y control de la
propagacién de pulsos Spticos, paso previo para el disefio de mecanismos de switeh-
ing multipyerto y enrutamiento de sefiales en dispositivos completamente épticos [6].
Finalmente, la 6ptic.a discreta se ha convertido en un verdadero banco de pruebas
para la observacién directa de varios fenémentos asociados a la discretitud y los
medios periodicos, como son, oscilaciones de Bloch [7], localizacién de Anderson [8],
y solitones discretos [9], por nombrar algunos.

Un concepto recurrente a lo largo de esta tesis es el de localizacidn, y se refiere
a un proceso en que el sistema tiende a quebrar el principio de equiparticién de la
energia, permitiendo que algunos elementos del sistema contengan la mayor parte
de ésta. Experimentos mateméticos pioneros relacionados con este concepto son los
de Fermi, Pasta y Ulam [10], en los que observan, por primera vez, localizacién en
una cadena de osciladores acoplados anharménicamente; es decir, que unos pocos os-
ciladores vibraban con gran amplitud, mientras que la mayorfa presenta oscilaciones

de baja amplitud. Posterior a esto se vuelve inmensamente intensa la busqueda de
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oscilaciones acotadas espacialmente (tipo solitén) en sistemas discretos; en partic-
ular, son numerosos los trabajos tanto matematicos [11], como en diversas Areas
en fisica, tales como, junturas superconductoras de Josephson [12], metamateriales
magnéticos [5], cristales fot6nicos [13], condensados de Bose-Einstein [14], entre otros.
Muchos de estos trabajos se han centrado en estudiar estructuras localizadas en sis-
temas muy grandes (formalmente en redes infinitas), mientras que por otro lado un
aspecto actual vinculado a las posibles aplicaciones tecnolégicas de este tipo de solu-
ciones ha motivado el estudio de dichas estructuras localizadas en sistemas finitos o
semi-infinitos, en ambos casos surge el concepto de.“lS;)rde” o “superficie”, que cor-
responde a la frontera o interfase entre el arreglo y el “ambiente” exterior. Fn este
caso se rompe con la periodicidad del sistema (al menos cerca de la superficie) dando
origen a numerosos efectos nuevos, el mas notable en el contexto de esta tesis es que
en un sistema perfectamente periédico, semi-infinito, la superficie actua de forma
“repulsiva” ante la formacién de solitones de superficie [15,16], dando origen a un
umbral, o energia minima requerida para excitarlos. Dicho umbral es independiente
del tipo de no-linealidad (enfocante o desenfocante).

En esta tesis estudiamos las propiedades de solitones discretos de superficie,
asi como las regiones de existencia, estabilidad, umbrales estacionarios y dindmicos
necesarios para excitarlos, centrandonos en dos clases de sistemas: primero estudi-
aremos en detalle 1a :fprmacién de solitones de superficie en sistemas con acoplamien-
to de largo alcance, para luego estudiar el caso de sistemas con acoplamiento sélo
a primeros vecinos pero que presentan una modulacién cuasi-periédica de la en-
ergia en cada sitio de la red. En el capitulo 2, introduciremos la ecuacién no-lineal
de Schrédinger discreta presentado estimaciones para. el acoplamiento entre guias,

mostrando que, en principio, es posible tener intercambio de energia entre gufas
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lejanas. Ademds, introducimos algunas propiedades fundamentales de arreglos per-
fectamente peri6dicos con acoplamiento 9:610 a primeros vecinos tanto en el régimen
lineal como no-lineal. Luego, en el capitulo 3, abordaremos el problema de difusién
de un pulso inicialmente localizado en wna red con acoplamiento de largo alcance,
encontrando expresiones generales para el desplazamiento cuadratico medio en redes
“infinitas y semi-infinitas. En el capftulo 4, estudiaremos las propiedades de solitones
discretos en redes con acoplamiento exponencialmente decreciente ¥ con acoplamien-
to a segundos vecinos, mostrando que el acoplamiento mas alli de primeros vecinos
induce una fuerte asimetria entre las propiedades de ondas no-lineales en cada uno
de los régimenes no-lineales. En el capitulo 5, estudiaremos las propiedades de soli-
Atones discretos en una clase de redes aperiédicas, denominadas redes cuasi-periodi-
cas, donde la pérdida de periodicidad se introduce de forma determinista, distinto al
modelo de Anderson donde el desorden se introduce mediante una distribucién tipo
ruido blanco. En este caso trataremos con dos modelos: las redes de Fibonacci y el
modelo de Aubry-André, el primero se construye mediante reglas de sustitucién y
el segundo con wna modulacién externa. Probamos que, en esta clase de sistemas,
—también se origina una asimetria entre los modos no-lineales de superficie en cada
régimen no-lineal. Ademas, observamos que surgen numerosas familias de modos no-
lineales de superficie entre la estructura compleja de bandas y brechas para ambas
e}ecciones de la cuasi-periédicidad. Estas familias dan origen a un escenario complejo
de localizacién dindmica, presentando distintos tipos de soluciones: (i) regiones de
alta localizacién, (ii) regiones de oscilaciones persistentes con multiples constantes
de propagacién y (iii) regiones de oscilaciones cadticas. Finalmente, en el capitulo 6

concluimos la tesis y discutimos los resultados obtenidos.




Capitulo 2

Sistemas discretos no-lineales

2.1. Ecuacién no-lineal de Schrodinger discreta

En f{isica, la ecuacién de Schrodinger resulta de particular interés dado que con-
tiene una fenomenologia inherente a una variada gama de escenarios, que van desde
materia condensada hasta fisica de plasmas. En el presente capitulo mostraremos,
brevemente, una via para discretizar ecuaciones del tipo no-lineal de Schrédinger en
presencia de potenciales periddicos. Extendiendo los calculos presentes en la referen-
cia [4], obtenemos una ecuacién del tipo no-lineal de Schrodinger discreta, que sers la
que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Adem4s discutiremos algunas propiedades
fundamentales lineales y no-lineales de sistemas discretos con acoplamiento solo a
primeros vecinos. ‘

La ecuacién no-lineal de Schridinger en una dimensién, escrita en cantidades
adimensionales, viene dada por [3,4]:

.0 o* 2
13250, = (~Dugys + V1) + 1205, OF ) 2(6,0), (2.1)
donde £ corresponde a la variable “dindmica” que depende del contexto fisico en
que aparezca esta ecuacion. Por ejemplo en condensados de Bose-Einstein (BECs);

esta ecuacién es conocida como ecuacién de Gross-Pitaevskii, y £ corresponde al

5




Figura 2.1: Esquema de la propagacién de luz en un arreglo de guias de onda semi-
infinito. Las flechas horizontales representan que s6lo estamos viendo un corte cercano
a la superficie.
tiempo que transcurre a lo largo del proceso que estamos describiendo. Por otro
lado, en el contexto de dptica esta ecuacién recibe el nombre de ecuacién no-lineal de
Helmholtz paraxial, y € es la coordenada a lo largo de la direccién de propagacion del
campo electromagnético. Dy contiene las variables fisicas asociadas a la difraccién
del campo ®(z,£), V(z) es el potencial externo al cual estd sometido el campo y X
es el coeficiente no-lineal efectivo para el sistema continuo.

La figura 2.1 muestra, esquemdticamente, la propagaccién de un pulso 6ptico en
un arreglo de guias de onda semi-infinito.

Luego, si consideramos V' (z) una funcién periédica con multiples minimos (equies-
paciados, y A el vector de red) en las posiciones {z,,}, de modo que V(z) = Vi(zxA),

resulta posible la expansién del campo ¥ como

‘i’(:l:, E) = Z wm(f)wm(x) s (2.2)

donde W, (z) = W(z — z,,) € R (para todo m) es la funcién de Wannier asociada
a los pozos (minimos) del potencial y 1, es la amplitud compleja de la funcién de

Wannier en el m-ésimo pozo. La figura 2.2 muestra, esquematicamente, la expasién
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Figura 2.2: En rojo se muestra la forma caracteristica del campo dentro de un sistema
de gufas de onda. En azul se muestra la funcién de Wannier ¥, esquematicamente, se
muestra el significado de la amplitud compleja 1,,. En amarillo se muestra la variacién
espacial del indice de refraccién. Notamos que el indice de refraccién se relaciona
con el potencial V(z) de manera que los minimos del potencial corresponden a los
maximos del indice de refraccién y a la inversa.

del campo ®(z,€) dada por la ecuacién (2.2) en un arreglo de guias de onda. Las
funciones de Wannier tipicamente surgen en sistemas periédicos perfectos (cristales)
y corresponden a funciones localizadas espacialmente vy centradas en cada uno de los
sitios de la red. Permiten expandir las funciones de Bloch (autofunciones periédicas

de la ecuacion (2.1) de igual periodo de la red) asociadas a la primera banda de la

forma:
1 ;
Wg(z) = —=) e ¥ (z), (2.3)
77
donde R es cualquier “vector” de red, N es el niimero de celdas primitivas en la

estructura cristalina y k recorre la primera zona de Brillouin.

Las funciones de Wannier satisfacen las relaciones de ortogonalidad [4]:

/ de W Wieo =~ 0, (2.4)
/ deW?2 = 1, (2.5)

para todo o # 0 (entero) y m. De esta forma, reemplazando (2.2) en (2.1), proyectan-




do sobre W,, y utilizando las relaciones de ortogonalidad, obtenemos:

Oy,
{ (.;bg +enth, + Z'Cn,n-i-o-qpbn'«}-a + 'Yl"!’nlz'l!)n =0, (2-6)

a0

donde las constantes estan definidas como:

w = ~ fm s (Dg (ag;“)2+t/(:c)wg) 2.7)

. e oW, Woto
Cn’n_*..g— = “L dx (Dﬂ ( O ) ( A ) + V(x)Wan+g) (28)
7 o= —x f i Wi : (2.9)

donde €, corresponde a la energfa en el sitio n-ésimo ¥, Posee una componente cinética
y otra potencial, C', 5. €s la tasa de intercambio de energia (acoplamiento) entre los
sitios 7 y n+ o, destacamos que también posee un término cinético y otro de origen

potencial y, finalmente, - es el coeficiente no-lineal efectivo en el sitio n.

2.1.1. Estimacién del acoplamiento en funcién de la distan-
cia

En éptica es posible generar gufas de onda con dependencia espacial muy similar
a pozos rectangulares, o al menos guias de ondas donde el {ndice de refraceién varfa
de forma discontinua en la interfase entre la gufa y el medio externo. En particular,
Snyder [17] desarrolla la teorfa de modos acoplados para gufas cilindricas donde el
indice de refraccién varia discontinuamente entre dos valores, uno dentro de la sec-
cién cilindrica y otro fuera. Allf calcula para dos guias cilindricas el acoplamiento
entre modos, estimando que presenta un decaimiento en funcién de la distancia como
(1/v/d)e="4, donde x es una constante y d es la distancia entre las dos guias. De esta
forma, para distancias lo suficientemente largas el acoplamiento decae exponencial-

mente. Por otra parte, en nuestro caso es posible estimar el acoplamiento mediante
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evaluacién directa de la ecuacién (2.8) utilizando funciones de Wannier que capturen
Ia fisica del decaimiento de la funcién de onda fuera de la. guia, asi, para guias donde
el cambio del indice de refraccién es abrupto en la interfase podemos considerar que
el decaimiento de las funciones de Wannier resulta ser escencialmente el de una onda
evanescente (exponencial). De esta manera, una buena funcién de prueba para el

decaimiento de la funcién de Wannier y su derivada fuera de cada guia es:

Wie=z) = Ae~ob=l, (2.10)
BW(:B___— 1:"') = —ai Sgﬂ(m — xn)e—cz]:l:—:r.‘nl ) (211)

oz
con A una constante de normalizacién y « la tasa de decaimiento de la funcién. Ahora
bien, estamos interesados en evaluar cémo decae el acoplamiento con la distancia
entre gufas, en primera aproximacién esto viene de la evaluacién directa de (2.8),
obteniendo

Cl(z,) = —A? / —md:z;e_"(]""[“’l””_:“’[) [Docsgn(z)sgn(z — z,) -+ Viz)], (212

oo
donde hemos definido C(x,,) = Cante Paran =0 (sin pérdida de generalidad). De-
bido a que las funciones son exponencialmente decrecientes vale pensar (en primera
aproximacién} que la integral tiene sentido en el rango 0 < x < z,, siendo esencial-
mente cero en el resto de los casos. De esta forma, podemos escribir el acoplamiento
como:

Cl(z,) = —A2F(z,)e % (2.13)
con

F(z,) = /0 - dz €72 (V(z) — Dya?) . (2.14)

En particular, en numerosos trabajos (por ejemplo referencia [18] y sus referencias)

el potencial externo ha sido modelado como V{z) = Vosin®(kz), utilizando este
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Figura 2.3: En linea continua se muestra F' como funcién de x,,, mientras que en la
linea entrecortada el valor limite F,,. Los pardmetros usados son: Dy = lL,a=1,
Vo=2yk=1.

potencial tenemos que

—20T, 27 20T, 2 __ _ . .
F(z,) = %g_g e 2% _1) e Vo [K4(e 1} + e*(cos(2kx,) — 1) — kasin(2kz, )]

da(kZ T a?)
(2.15)

con F(z,) una funcién acotada que tiende, formalmente en el limite z, —» 0o, a

Dg(x ¥ %kz
2 do(k?+a?)’

Fp=— (2.16)

Notamos que, la convergencia de (2.15) a (2.16) ocurre répidamente (ver figura 2.3).
De esta forma se tiene que F(z,) = Fy, puede ser considerada una constante en la

regién de interés; asf el acoplamiento puede ser escrito como:
Clz,) m —AXFppe=% | (2.17)

obteniéndose un decaimiento exponencial con la distancia entre guifas.

Una aproximacién un tanto més refinada del decaimiento de las funciones de

7
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Wannier fuera de cada gufa para el limite en que las gufas tienden a ser mas “con-
tinuas” (similar al potencial que hemos utilizado para evaluar el acoplamiento) viene
de considerar las funciones de Wannier tipo Gaussianas centradas en-cada sitio, esta
aproximacién se deduce de expandir el potencial en cada guia (potencial simétrico
entorno al centro de la gufa) a orden z2, de manera tal que esencialmente tenemos

guias tipo oscilador arménico y los modos fimdamentales corresponden a Gaussianas

de la forma;:
W(x—z,) = Be #E—=) (2.18)
PHE2) _ _3pB(s g, )t (2.19)

donde B es una constante de normalizacién ¥ B describe el decaimiento de la funcién

fuera de la guia. En este caso también es posible evaluar directamente la. ecuacién

(2.7), obteniendo

CH(z,) = —B? f " dn V() + 48Dy (z — ,)] e Pll—s)*+s7] (2.20)

(2]

Ahora bien, en este caso resulta més simple la evaluacién de la funcién entre —oo

e oo en lugar de restringirla al intervalo (0,2,), de esta forma podemos reescribir

(2.20) como:
CM(z,) = —B2G(z,)e 7 (2.21)
con
G(z,) = f " ds [Viz) + 4BDoz(z — x,)] e 2P 230) (2.22)

Nuevamente, si consideramos V(z) = V; sin®(kz) se obtiene

G(z,) = —\/-2-“; [Dg (Bz? —1) — % (cos(kx,)e—% — 1)] 5 . (2.23)

por lo que el acoplamiento en este caso resulta

p=3

C'(z,) = —B%g(z,)e" 7", (2.24)
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_Am2 ’ . . sy
con g(z,) = G(x,)e ?*5/2 una funcion que diverge sélo cuadraticamente cuando
Te — 00. De modo que obtenemos que €'/ (7,) tiende a cero rdpidamente cuando

T, tiende a oo (ver figura 2.4).

2 - - - T T
Cl(x)

l_
=
g
c% 0- X X3
EL. Funciones de Wannier
< -1

CI](x)
2l
0 2 4

Figura 2.4: Acoplamiento en funcién de la posicién z, para ambas aproximaciones.
Los puntos sobre las curvas representan los valores del acoplamiento. Los pardmetros
usados son: Dy = 1, @ = 1,8 = 0.5, V, = 2 y k = 1. En negro se muestra !
(amplificada por un factor 5), en azul ™, en rojo el potencial V(z). Los niimeros
bajo el potencial indican la posicién de las guias o relativas a la guia de referencia en
n = 0. Ademéds se muestran las funciones de Wanuier de prueba usadas en cada uno
de los cdlculos (los colores estdn en correspondencia con los descritos anteriormente).
Notar que los acoplamientos C' y C!! s6lo tienen sentido desde la primera guia
(n = 1) en adelante, puesto que en n = 0 se encuentra el modo de referencia.

2.2. Propiedades fundamentales de sistemas periodi-

cos con acoplamiento a primeros vecinos

Un limite usual de la ecuacién (2.6) es considerar interaccién de corto alcance,

es decir, s6lo a primeros vecinos. De esta forma, si el potencial es perfectamente
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periddico obtenemos la llamada ecuacién no-lineal de Schrédinger discreta (DNLS)

5 + Ol +0t) Wl =0, (2.95)

con C' una constante. La ecuacién DNLS posee varias propiedades interesantes. Fn
particular, varias de ellas se desprenden de propiedades lineales (v = 0). Nos de-
tendremos brevemente a mencionar algunas de ellas.

En el régimen lineal (y = 0) las autofunciones de la ecnacién (2.25) tienen la
forma de ondas 4, = Ae"*") axtendidas a lo largo de todo el arreglo. Dichas ondas

planas poseen relacién de dispersién, velocidad de grupo y coeficiente de difraccién

dados por {2]:

AE) = 2C cos(k), (2.26)
vy(k) = % = ~2C'sin(k), (2.27)
3%\
D) = 5 = —2C cos(k), (2.28)

de aqui se desprenden varias propiedades que enumeramos a continuacidn:

1. Los autovalores forman una banda acotada superiormente por 20 para k=0

¢ inferiormente por —2C para k = 4.

2. La velocidad de grupo permanece acotada presentando su méximo en k =

+/2, siendo éste 2C.
3. Ondas con vector de onda k = £7/2 se propagan con cero difraccién.

Por el momento sélo nos enfocaremos en la topologia de lag soluciones asociadas
al borde de banda a modo .de introducir los conceptos de ondas escalonadas y no

escalonadas que utilizaremos recurrentemente en los capitulos posteriores.
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En k£ = 0 (borde de banda superior) la funcién de onda viene dada por 9,,(£) =
Ae?Vé que correSpo;lde a una onda coherente con todos los sitios en fase, esto es lo
que llamamos una onda no escalonada (ver figura 2.5b). Por otra parte, en k = 7
(borde de banda inferior) la funcién de onda viene dada por 1, (£) = (—1)"Ae~2V¢,
esto es lo que llamamos una onda escalonada (ver figura 2.5a). En el limite A — 0,

el término i,

en la ecuacién (2.25) tiende a cero, por lo que para un sistema con
respuesta no-lineal fija (tipicamente éste es el escenario en ptica [2]), el régimen lin-
eal es alcanzado por ondas de amplitud despreciable (o a lo menos A < 1). Mientras
que el régimen no-lineal se logra para ondas de amplitud finita. Asi, si consideramos
un modo lineal y aumentamos su potencia la respuesta no-lineal del medio aumenta
¥ podemos obtener distintos fénomenos, por un lado inestabilizacién de la onda ex-
tendida (inestabilidad modulacional, discutida en detalle en el capitulo 4), también
es posible producir un corrimiento en la constante de propagacion, en este caso si
el modo lineal posee su constante de propagacién A en el interior de la banda lineal
ocurren fendmenos de resonancia entre modos y las soluciones tienden s inestabi-
lizarse y desaparecer rdpidamente. Por el contrario, si la constante de propagacién se
encuentra en el borde de banda es posible producir un corrimiento causando que ésta
escape de la banda lineal y se origine un fenémeno de auto-atrapamiento inducido

por Ia no-linealidad.

2.3. Solitones discretos

En esta seccién discutiremos brevemente algunas propiedades de modos no-lineales
localizados en un sitio (ver figura 2.5). Este tipo de soluciones corresponden a ondas
estacionarias de la ecuacién DNLS, por lo que tienen el aspecto 4,(z) = ¢,e™*, con

¢ € R para todo n. Asf obtenemos la versién “tiempo” independiente (estacionaria)
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Figura 2.5: Banda lineal y regién de existencia de solitones discretos centrados en
un sitio (linea negra). En la figura se indican las regiones de no-linealidad positiva
¥ negativa, asf como la fase de los modos en cada régimen. Ademds se muestran
ejenplos de perfiles de modos lineales en k& = 0 (b) y & = # (a) para una cadena
finita y los correspondientes modos no-lineales asociados en el régimen de amplitud
finita, (d) y (c), respectivamente.

de la ecuacién DNLS
/\¢n = C(¢n+1 + ¢’n—1) + (Y¢g, (2'29)

La figura 2.5 muestra un panorama completo de eémo surgen los solitones discre-
tos (modos no-lineales centrados en un sitio) desde la banda lineal y de su estructura
de fase. Es destacable que la fase de los solitones discretos corresponde justamente
a la fase de los modos lineales en el respectivo borde de banda. Asi, cuando 151' con-
stante de propagacién A del modo no-lineal se aproxima al borde de banda lineal el
modo tiende a deslocalizarse hasta converger a la distribucién de amplitudes del mo-
do lineal, Por el contrario, cuando la constante de propagacién se aleja de la banda,

el modo no-lineal localizado (solitén discreto) tiende a localizarse cada vez més y su
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potencia crece, en particular, en el limite de alta localizacién se tiene que la constante
de propagacién y la intensidad del campo tienden a ser equivalentes.‘Esto ditimo se
entiende desde la ecuacién (2.29) dado que cuando el modo tiende a localizarse fuerte-
mente, la situacién es equivalente a hacer tender a cero el acoplamiento C' (lfmite
anticontinuo), por lo que se tiene A == 'yqbfk, donde n.. es el sitio donde est4 centrado

el modo no-lineal localizado.

2.4. Resumen de este capitulo

En resumen, hemos presentado una deduceidn general de la ecuacién no-lineal de
Schrédinger discretai Vimos que, es posible considerar formalmente, en cierto limite,
acoplamiento més all4 de primeros vecinos. Ademsds, hemos encontrado expresiones
que estiman el acoplamiento en funcién de la distancia haciendo uso de funciones de
funciones de prueba tipo funciones de Wannier. Por otra parte, discutimos el limite de
acoplamiento sélo a primeros vecinos (limite DNLS), con énfasis en sus propiedades
lineales. Adicionalmente, describimos una clase de modos no-lineales centrados en

un sitio, que seran los que estudiaremos a lo largo de esta tesis.




Capitulo 3

Difusién en sistemas lineales con
acoplamiento de largo alcance

Uno de los problemas clasicos en el 4mbito de los sistemas discretos es el de la
difusién de una excitacién inicialmente localizada a través de una red discreta en
D-dimensiones, y en presencia de uno o varios efectos como: impurezas, defectos
extendidos, no-linealidad, superficies, por nombrar algunos. La obvia importancia en
muchas aplicaciones tecnolégicas, que dependen de la propagacion de una sefial a
través de un medio, explica la amplia cobertura que este t6pico ha recibido en la
literatura especializada.

Bajo la aproximacién apropiada, muchos sistemas periodicos discretos con ori-
gen en distintos 4mbitos, pueden ser descritos por algunas variantes de la ecuacién de
Schrédinger discreta (DS) [2]. De esta manera, todos ellos comparten una fenomenologia
comnin que emana de su caricter periédico: estructura de bandas, difraccién discreta,
oscilaciones de Bloch, localizacién dinimica, tunelaje Zener, entre otros [2].

Usualmente, la ecuacién DS es usada en el limite de acoplamiento débil, donde la
interaccién enire las unidades constituyentes del sistema se asume distinta de cero
solamente entre aquellas unidades que son primeras vecinas entre ellas. Esta es una

buena aproximacién en el caso donde el acoplamiento entre sitios decae rdpidamente

17
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con la distancia, como es el caso de los arreglos épticos de gufas de ondas donde el
acoplamiento decae exponencialmente con la distancia entre guias. De todas formas,
existen casos donde es posible ir mas alld de esta aproximacién. Un ejemplo de
eso son los resonadores de anillos truncados (SRRs), unidades constituyentes de los
metamateriales magnéticos [5], donde la interaccién basica entre los anillos es dipolar
por naturaleza y, por lo tanto, el acoplamiento decrece como el inverso del cubo de
la distancia mutua.

Cuando se consideran acoplamientos mas alld de primeros vecinos, el nimero
de posibles rutas para el intercambio de energia aumenta. La evolucién dindmica de
excitaciones en redes finitas en una y dos dimensiones con acoplamiento anisotrépico,
e incluyendo acoplamiento a segundos vecinos, ha sido ya explorada en f19] por
medio del formalismo de funcuiones de Green. En el 4mbito éptico, se han hecho
observaciones experimentales recientes de la influencia del acoplamiento a segundos
vecinos en arreglos de guias de onda lineales y no-lineales [20,21]. En un contexto
diferente, trabajos recientes [22], muestran que acoplamientos de largo alcance en
sistermas de baja dimensién pueden inducir una transicién de fase desde estados
localizados a deslocalizados. Qtro escenario interesante, modelado como un sistema
discreto con acoplamiento de largo alcance, son las redes complejas [23], donde la
distancia entre nodos no es necesariamente una, cantidad fisica. Por ejemplo, en una
red de computadores, los pardietros que pueden determinar la interaccién entre
nodos son el ancho de banda de los canales de comunicacién, y la congestién de
dichos canales.

En este capitulo implementamos un estudio analitico y numérico de la difusién de
un pulso inicialmente localizado propagdndose en una red discreta en una dimensién

en presencia de acoplamiento’de largo alcance arbitrario. Nos enfocamos en dos
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casos de interés: (i) un pulso delta en el centro de un arreglo infinito, y (ii) un
pulso delta localizado en la superficie de un arreglo semi-infinito. El trabajo analitico
estd cenirado en la evaluacién del desplazamiento cuadrético medio de la excitacién
a lo largo de la direccién de propagacién, que es obtenido en forma ezacia para el

caso infinito, y en una forma aproximada para el caso semi-infinito.

3.1. Modelo

Consideremos la ecuacién de Schrodinger discreta, que describe la propagacin
de ondas a lo largo de una red periédica en una dimensién (1D):

.d
i—tn+ Y Vomthm =0, (3.1)

- mF#n
donde #, es la amplitud del campo complejo de la excitacién en el sitio n-esimo, z es
la coordenada de propagacién (“tiempo” en el modelo tight-binding para electrones,
o “distancia longitudinal” para luz propagéndose en arreglos de gufas acopladas). il
elemento de matriz V,, ,, denota el acoplamiento entre los sitios n-ésimo y m-ésimo.
Este operador es periédico en el espacio y obedece Vo = Vipp = Vin—m|- El modelq
(3.1) corresponde al punto de partida de muchos estudios concernientes con difusién
de excitaciones en sistemas periédicos discretos, y se puede deducir desde varios
escenarios distintos en fisica.
La ecuacién (3.1) representa a un sistema Hamiltoniano, con
H=3" Vombaths + ¥ithmn] ,
nfgm m
¥ que ademds conserva la norma (potencia en 6ptica} de la funcién de onda

P= Z I’l,bnlz,

n——oo
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que sin pérdida de generalidad podemos fijar a la unidad, P = 1. La relacién de
dispersién para ondz;s lineales es obtenida utilizando el ansatz de onda plana: #,, =
Aeilkn32) v reemplazindolo en la ecuscién (3.1), se obtiene
A(k) = Z Vame® ) = 9 i Vn cos(mk) . (3.2)
men m=1
La convergencia de esta serie para todo valor de & exige restringir que V,, decrezca
més rapido que 1/n. A partir de (3.2) podemos obtener iflmgdiatamente algunas

propiedades bésicas para A(k):
= A(k) = A(—k) (simetrfa de la banda en torno a k = 0)

» A(k) = Ak + 2mq), g € Z (periodicidad de la banda)

aME) ak)

Ik =

[ §
k=0 %k Ik::!:-:r

= 0 (velocidad de grupo nula en los bordes de banda)

Por otra parte, la evolucién dindmica de un pulso inicialmente localizado en el sitio
ng-€simo la red; v, (0) = Agby, ny, puede ser caracterizado mediante su desplazamiento

cuadrético medio- (MSD):

2y _ 2n(? = 10)%[¢a(2)?
)= 2o [a]? '

ue da cuenia del “ancho” de la excitacién.
q

(3.3)

3.2. Difusién de un pulso delta

A continuacién estudiamos la difusién de un pulso tipo delta inicialmente local-

izado al interior de una red infinita y en el borde (superficie) de una red semi-infinita.
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3.2.1. Difusién en un sistema infinito

En este caso —00 < 1 < 0o Y %a(0) = Agdnn,. Sin pérdida de generalidad
tomamos ng = 0. El limite de sistema infinito fisicamente corresponde al caso cuan-
do la excitacién estd inicialmente lo suficientemente lejos de los bordes de modo
que el campo no se ve afectado por ellos. Usando la transformada de Fourier y la

transformada de Laplace sobre la ecuacién (3.1), obtenemios

Ao
Vor’

en el espacio k-w, con F el campo transformado. Luego, aplicando las transformadas

F(k,w)w +iA(k)]) = (3.4)

inversas para volver al espacio n-z, es posible obtener una expresién formal para
Pa(2):
Ag [T ilkn—A(k)z]
’wn(z) = 2_7; € dk: (3'5)

-7

donde A(k) es la relacién de dispersién (3.2). Luego, reemplazando la ecuacién (3.5)

en (3.3}, y utilizando las propiedades generales de A(k), obtenemos después de un

(n?) = [51; f_ : (%ii))zdk} 22, (3.6)

Esta tltima expresién implica que la propagacién de una excitacién es siempre

poco de dlgebra:

balistica para todo tiempo. Por otra parte, definimos la “velocidad transversal” como
el término encerrado entre paré?ntesis ([--]) en la ecuacién (3.6), y notamos que
depende sélo de la variacién de I‘la relacién de dispersién (velocidad de grupo). Este
resultado es también vélido para una red en dimensién D, donde el mismo desarrollo

puede ser implementado, siendo facil probar que

(n®) = [—11; fF . [ViA(&)])? de] 22, (3.7)
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Figura 3.1: Configuracién espacial de sitios en una red con acoplamiento a segundos
vecinos (ver referencia [24]).

donde la integral es tomada sobre la primera zona de Brillouin (FBZ), con volumen
v. Una expresion equivalente a la ecuacién (3.7), en el “espacio real”, puede ser

obtenida reemplazando (3.2) en (3.7), de este modo tenemos que

(n*) = [Z m2lVo,ml2] 22, (3.8)

donde m es la posicién relativa al sitio inicialmente excitado 0 ¥ Vo,m €s el acoplamien-
to entre ambos sitios. Adem4s se cumple con que: Vom = V. _m.

A continuacién calculamos, explicitamente, el MSD para, algunos casos de interés.
Acoplamiento a segundos vecinos

Este es el caso més simple de un sistema con acoplamiento més alld de primeros
vecinos, donde Vi =V, Vo =V y Vs = 0, con S € R, el peso de la interaccién a
segundos vecinos. La figura 3.1 muestra la distribucién espacial necesaria de gufas de
onda para obtener el efecto de interaccién a segundo vecinos. Estas configuraciones
se conocen por el nombre de redes “zig-zag” [24]. Aquf Ia relacién de dispersién (3.2)

toma la forma

A(k) = 2V [cos(k) + B cos(2k)], (3.9)

esto implica, acorde a la ecuacién (3:6), que el MSD viene dado por:

(n?) =2(1 + 48%)(V2)2. (3.10)
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Figura 3.2: Acoplamiento exponencialmente decreciente: Patrén de difraccién disc-
reta en Vz = 20 para una condicién inicial tipo delta en una red infinita, para
diferentes valores del pardmetro de largo-alcance .. Grandes (pequefios) valores de
a corresponden a corto (largo) rango de interaccién.

Notamos de esta forma que la inclusién de acoplamiento a segundos vecinos in-

crementa mon6tonamente la velocidad de propagacién transversal. El minimo de la

velocidad de propagacién transversal se alcanza cuando B = 0 (limite DNLS).
Acoplamiento exponencialmente decreciente

En este caso, el acoplamiento lo escogemos de la forma V, ,,, = Ve elr—m-1) pgie
acoplamiento es tipico de sistemas de fibras opticas, ya que depende del traslape
evanescente entre los modos de fibras vecinas, el cual a su vez decrece exponen-
cialmente con la distancia intergufa. La constante V' corresponde al acoplamiento a

primeros vecinos, mientras que a es el pardmetro de largo alcance. La, relacién de
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dispersion lineal viene dada por:

AlR) =V (cozzfii(lj)c;szk)) ’ (3.11)

La figura 3.2 muestra algunos perfiles transversales de la funcién de onda tras
una cierta distancia de propagacién, para distintos valores del pardmetro a. Notamos
que, para pequenos valores de a, cierta “porcién” del pulso permanece atrapada en

i torno a la posicién inicial {25-27), en un tipo de cuasi-autoatrapamiento, mientras
que la parie “no—atr:dpada” escapa. desde el sitio inicial con velociciad INayor que en
el caso de acoplamiento solo a primeros vecinos. Esto dltimo puede ser formalizado
rigurosamente mediante el cdlculo del MSD via la ecuacidn (3.6) y utilizando (3.11),
obteniendo

(n?) = %coth(a) {coth(a) +1)* (V2)2. (3.12)

Esto implica que la velocidad transversal es mayor que 2, para todo valor de o

finito. El efecto es mds notorio en el rango o < 2. {ver Fig. 3.3).
Acoplamiento tipo ley de potencia

Otro caso de interés es cuando la interaccién de largo-alcance decae como una ley
de potencia V,,m = V/|n—m|®. Este caso ha sido estudiado numéricamente en [28,29],
mostrando, entre otros resultados, que existe 1 valor critico para o sobre el cual la
propagacion es siempre balfstica. Este valor critico ha sido estimado en el intervalo
3/2 < o, < 2. Nosotros probaremos que a, = 3/2.

En este caso la relacién de dispersién puede ser escrita en término de funciones
polilogaritmicas como:

Ak, @) =V [Lia(€®) + Lig(e )] = 2V i 9%’—@ : (3.13)

m=1
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Para a = 1 es posible obtener una forma explicita dada por
Mk, 1) = =V log|2 — 2 cos(k)| . (3.14)

Notamos que el logaritmo diverge para k = 0. Por otra parte, para « > 1 el polilog-
aritmo permanece acotado para todo k < 7. Aun asi, la restriccién para o es mayor

si exigimos que el MSD permanezca finito para z finito. De este modo, reemplazando

(3.13) en (3.6), obtenemos
(n®) = 2¢ (2o — 1)) (V2)?, (3.15)

donde ¢ es la funcién zeta de Riemann. Asi, es necesario que o > 3/2 para que MSD
sea finito. La figura (3.3) muestra la velocidad transversal asociada a la difusién
como funcién de @ en comparacién con los resultados obtenidos para el caso de
acoplamiento exponencialmente decreciente.

En los tres casos examinados, la velocidad transversal asociada a la difusién es
mayor que en €l caso con sélo acoplamiento a primeros vecinos. La velocidad diverge
en a = () para el caso de acoplamiento exponencialmente decreciente, mientras que
para el caso de ley de potencia existe un dominio a € [0,3/2] donde Ia velocidad
diverge, esto incluye el caso & = 1 donde la interaccién es del tipo Coulombiana.
Adicionalmente, para los casos exponenciales y de ley de potencia, notamos que
cuando el rango de la interaccién aumenta, se genera una especie de cuasi-auto-
localizacién en la vecindad del sitio inicial. Las razones de tal comportamiento se
discuten a continuacién, usando el caso de acoplamiento exponencialmente decre-
ciente, a modo de ejemplo.

Al aumentar el rango de la interaccidn, la concavidad de la relacién de dispersién
se reduce en torno a k = -x, de modo que la velocidad de grupo asociada a ondas

con vector de onda en torno a £ se vuelve cada vez mas pequena. Por el contrario,
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Figura 3.3: Velocidad transversal g(a) asociada a la propagacién balistica de ex-
citaciones inicialmente localizadas en una red infinita como funcién del pardmetro
de largo-alcance. La linea sélida (entrecortada) corresponde al caso de acoplamniento
exponencial (ley de potencia). En el caso exponencial la velocidad transversal cor-
responde a g(a) = 1 coth() (coth(a) -+ 1)? (ecuacién (3.12)), mientras que para el
caso de ley de potencia la velocidad es g(a) = 2¢ (2(a — 1)) (ecuacién (3.15)).

en una pequeiia vecindad entorno a & = 0, la concavidad tiende a diverger, de modo
que la velocidad asociada a las ondas con veetor de onda dentro de esa pequefia
vecindad tenderd a aumentar draméticamente. En particular, en el Iimite o« ~ 0
la relacién de dispersién tiende a una delta de Dirac A(k) = V[§(k) ~ 1], de modo
que la velocidad de grupo es cero para todo k € [—7,0) U (0, 7], mientras que la
velocidad de grupo diverge en & = 0. Luego, dado que cualquier condicién inicial, en
particular la asociada al pulso tipo delta de Kronecker (completamente localizado),
puede ser escrita como una superposicién de todas las ondas lineales (base completa
del sistema), el fenomeno de cuasi-localizacién Io entendemos como el conjunto de
ondas con velocidad'de grupo tendiendo a cero, mientras que la porcién que escapa

estd asociada a los vectores de onda asociados a altas velocidades.

En el limite formal & = 0 y para un sistema finito de N sitios, todos los sitios
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estdn conectados unos con otros, y el alto grado de degeneracién de la relacién
de dispersién (autovalores) fuerza la localizacién de las ondas tendiendo hacia la
ejecucion de oscilaciones incompletas entre el sitio inicialmente excitado y los demds.
En este caso la dindmica puede ser mapeada a un dimero asimétrico [25]. Este sistema
ha sido resuelto coml;letamente [27] mediante el uso de funciones elipticas, mostrando
que para N finito la localizacién lineal de la funcién de onda es parcial, mientras que

para N — oo tiende a ser completa.

3.2.2. Difusién en un sistema semi-infintto

En este caso la red se extiende de n = 1 hasta n — oo. La, condicién inicial es
Pa(0) = Ady 1; es decir, la excitacién es situada inicialmente en el borde de la red.
Este sistema es formalmente equivalente a una red infinita, con condicién de borde:
Pn(z) = 0 Vz,n < 0. La pérdida de simetria traslacional sugiere que no es posible
escribir directamentf: una solucién #,(z) similar a la ecuacién (3.5). El caso con
acoplamiento a primeros vecinos es una excepcion, pudiéndose obtener una solucidn
cerrada mediante el método de imsigenes [30}. En este caso, la condicién de borde no
es tan limitante ya que solo exige que 1o(2) = 0 para todo z, y puede ser satisfecha
considerando el sistema infinito con dos deltas como condicidn inicial ubicadas en
n = k1 y fase opuesta. De esta forma, la propagacién del campo para n > 0 puede

ser descrita como la superposicién de ambas fuentes:

Va(2) = ¥u(2) — Pnga(2), (3.16)

donde 1,,(2) representa la solucién (3.5), y el super indice s denota la solucién del

sistema semi-infinito. Asf, el campo ¥, puede ser escrito explicitamente como:

ﬁ@:%/(hf%ﬂmwﬁb (3.17)
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Cuando consideramos acoplamiento de mayor alcance, la ecuacién (3.17) ya no
satisface la condicion de borde, lo que se puede ver ficilmente dado que el campo

para n > 0 estd acoplado con el campo para n < 0 debido al rango del acoplamiento.

@ >> 1

1 21 41 61 81

Guias

Figura 3.4: Patrén de difraccién discreto en Vz = 20 para una excitacion inicialmente
localizada en el borde de un arreglo semi-infinito como funcién del parametro de
largo-alcance «, para una red con acoplamiento exponencialmente decreciente. La
linea roja corresponde a la aproximacién dada por la ecuacién (3.17), mientras que
los puntos y linea gris a la solucién nimerica via integracion directa de la ecuacién

(31
Sin embargo, tras una serie de integraciones niimericas directas de muchos casos,
se observa que la ecuacién (3.17) provee de una buena aproximacion al compor-

tamiento asintético (2 — oo) para el caso general, ver figura 3.4. Reemplazando

(3.17) en (3.1) en el limite semi-infinito se obtiene tras un poco de dlgebra

T 2 2
<n2>sz %/ sin®(k) (%&A)) dk| 22, (3.18)

valida para z >> 1. Como era de esperar, lo que obtenemos es el comportamiento




29

asintético balistico esperable para todos los casos, luego de un tiempo transiente

relacionado con los efectos repulsivos de la superficie.

103Log<n?>

104

1 03.

102.
10¢
Log(z)
0 " A i
10100 10t 102

Figura 3.5: MSD en escala logaritmica para distintos valores del parametro de
acoplamiento de largo alcance « en el caso de una red exponencialmente decreciente.
Los puntos corresponden a las simulaciones muméricas via integracién directa de la
ecuacién (3.1), la linea negra viene de la solucién aproximada, utilizarmdo el método
de imégenes descrito por la ecuacién (3.17), mientras que la lfnea gris muestra la
pendiente asociada a 2? (solo como una gufa visual).

Ecuacién (3.18) tambien puede ser expresada en el espacio real, reemplazando

(3-2) en (3.18) obtenemos

(@)~ (342> m?V2 -2 37 m(m 4+ 2 ViV | 22 (3.19)

m=32 m=1
Este resultado asintético es confirmado mediante integracién directa de la ecuacién

(31) para todos los casos de la subseccién anterior, usando una condicién inicial tipo
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Figura 3.6: Velocidad transversal asociada a la propagacion balistica como funcién
del parametro de largo-alcance a, para una excitacidn inicialmente localizada en Ia
superficie de una arreglo semi-infinito en una red con acoplamiento exponencialmente
decreciente. En tridngulos se muestran los valores numéricos obtenidos via integracién
directa de la ecuacién (3.1), mientras que en linea contimua la aproximacién analitica
dada por la ecuacién (3.20), y en lmea entrecortada la solucién obtenida para el
sistema infinito, dada por la ecuacién (3.12).

delta en la superficie de una red semi-infinita Y comparando con la aproximacidn
(3.18). La figura 3.5 muestra la comparacion entre el MSD para el caso exponencial-

mente decreciente. En este caso, el comportamiento asintético es deserito por

(n?)" =~ 3 coth(a)(Vz)?. (3.20)

En la figura 3.6 se muestra la comparacion entre esta aproximacién y los resultados
numeéricos. Notamos que para o > 1, la aproximacién otorga un buen ajuste para
los resultados numéricos, mientras que para ¢ < 1, la solucidn exacta para la red
infinita dada por la ecuacién (3.12), constituye un mejor ajuste que la aproximacion
semi-infinita. Esto se puede entender dado que en el régimen de acoplamiento de
largo-alcance en el limite o — 0, el borde pierde su sentido puesto que cada sitio

esta acoplado a cada uno de los demss sitios de la red.
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Figura 3.7: Relacién de dispersién para €l régimen lineal para distintos valores del
pardmetro de acoplamiento de largo-alcance para el caso de redes con acoplamiento
exponencialmente decreciente.

Ahora, discutimos propiedades difractivas de redes con acoplamiento de largo-
alcance. Para redes con acoplamiento exponencialmente decreciente, la ecuacién (3.1)

toma la forma explicita:

d .
el —of|n—m|—1) .
zdziﬁn +V mE e PYm =0, (3.21)

y la relacién de dispersién para ondas planas es justamente la calculada en la sub-
seccién anterior, dada por {3.11). Algunos casos son graficados en la Fig. 3.7 para
distintos valores de &. En el lfmite —> 'oo se recobra el caso usual de arreglos con
acoplamiento a primeros vecinos A\, = 2V cos(k). Por otra parte, los bordes de banda
estan ubicados en Anin = A(nr, ) = —2V/[14e] y Apas = A0, 0) = 2V/[1—e9],

donde se ha asumido N — co. De esta forma, el ancho de la banda lineal viene dado
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por:
* B(@) = Aoz — Amin = 2V(1 + coth(a)) . (3.22)

En el limite o — 0 la relacién de dispersién converge a Ag = V[é(k) — 1], donde
d corresponde a la delta de Dirac, y el ancho de la banda lineal diverge.

Discutamos la difraccién discreta en este tipo de arreglo. Primero, para el caso
de primeros vecinos (o :> 00), ha sido demostrado que para k = 41 /2 es posible
propagar un pulso con cero difraccién. Este es un tema de por si interesante ya
que abre las puertas a la creacién de arreglos que presentan difraccién reducida,
cancelada o revertida, esto mediante Ia juiciosa modificacién de la geometria espacial
a lo largo de la direccién de propagacién del arreglo [31]. En nuestro caso, cuando
uno incluye acoplamiento mas all4 de primeros vecinos, y dependiendo del valor de
los pardmetros, es posible tener mds que un solo “dngulo” en el que la difraccién
es cancelada (tal es el caso de arreglos con acoplamiento a segundos vecinos [20]).
Para el caso de acoplamiento exponencialmente decreciente, lo podemos calcular
explicitamente mediante el edleulo de la segunda derivada de la relacién de dispersién
que da cuenta de la difraccién. Fn este caso buscamos un k. tal que 9%\ /0k?| ket = 0,

esto se da para.: —

k. = 1 arccos E (\/ 8 + cosh®(a) — cosh(a))] , (3.23)

k. define la frontera entre las regiones de difraccién “normal” v difraccién “andmala”.
Por otro lado, en sistemas con acoplamiento sélo a primeros vecinos la velocidad de
grupo de las ondas posée cotas bien definidas, dadas por 42V, mientras que en el
caso de acoplamiento exponencialmente decreciente existe un dominio (k_,%) en

los que la velocidad de grupo excede 2V, ver figura 3.8.
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Figura 3.8: Vectores de onda ke, k4 y k_ como funcién del pardmetro de acoplamiento
de largo-alcance para redes con acoplamiento exponencialmente decreciente. Un pulso
con vector de onda k. se propagard con cero difraccién a lo largo de la red.

3.3. Resumen de este capitulo

En resumen, hemos examinado la propagacion de una excitacién tipo delta inicial-
mente localizada en el centro de una red infinita ¥ en el borde de uns red semi-infinita
en presencia de acoplamiento de largo-alcance. Para el easo infinito, encontramos
una expresion explicita para el desplazamiento cuadritico medjo que muestra que la
propagacion es balistica para todo tiempo y para toda eleccién de acoplamiento per-
mitido;‘es decir, tal que la relacién de dispersién permanezea acotada y con derivada
continua. Se encontré, ademds, que la velocidad transversal depende s6lo de la deriva-
da de la relacién de dispersién promediada sobre todos los vectores de onda. Para
la excitacién en el borde de un arreglo semi-infinito, deducimos una aproximacién

asintética basada en el método de imdgenes que predice la propagacién balfstica para
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longitudes de propagacién suficientemente largas. Adicionalmente, encontramos que
existe buen acuerdo entre esta expresién y los resultados numéricos.

Finalmente, se discutieron propiedades generales de ondas lineales para el caso de
redes con acoplamiento exponencialmente decreciente, tales como: ancho y fronteras
de la banda lineal, y condiciones para propagacion con cero difraccién. Se obtuvo que
el ancho de la banda lineal aumenta monétonamente cuando el rango del alcance de
la interaccién aumenta; en particular, cuando a — 0 el ancho diverge debido a que la
banda diverge en una direccién (en & == 0). Ademés, obtenemos que el vector de onda
k. asociado a pulsos con cero difraccién se mueve de k = 7/2 (acoplamiento sélo a
primeros vecinos) a k = 0 (fodos los sitios igualmente conectados) mondtonamente;
ésto acompanado del surgimiento de una vecindad en torno a k. donde la velocidad de
grupo es mayor que 2V (velocidad méxima en el regimen de acoplamiento a primeros

vecinos).




Capitulo 4

Acoplamiento de largo-alcance en
sistemas semi-infinitos

Un alto nimero de trabajos se ha enfocado en el caso de guias de onda no-lineales
acopladas débilmente entre ellas, donde el traslape entre modos en cada una de las
guias es pequefio, y la no-linealidad es estrictamente local. Por una, parte, resultados
experimentales y tedricos recientes, como condensados de Bose Einstein (BECs) con
interaccién dipolar [32] y localizacién de liz discreta en cristales liquidos neméticos
[33], muestran sistemas realistas donde los efectos no-locales son importantes. Las
consecuencias de considerar interacciones no-locales pueden ser bastante interesantes;
por ejemplo, no-linealidad no-local tiende a estabilizar varios tipos de ondas no-
lineales, como solitones oscuros en BECs dipolares en tres dimensiones [34], solitones
espaciales en arreglos monétonamente modulados en cristales liquidos neméticos [33],
vértices dpticos [35], solitones dipolares rotatorios [36], y azimutones [37]. Un tipo
de interaccién de largo-alcance que serd de interds para nosofros son los efectos de
interaccién dispersiva de largo-alcance, este tema ha sido desarrollado en algunos
contextos y para algunos casos de este tipo de interaccién, como en cadenas de
osciladores anarménicos donde se han estudiado los efectos de incluir dispersién

como ley de potencia [38-41]. En sistemas épticos existen algunos trabajos tedricos

35
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¥ experimentales donde se ha estudiado el efecto de incluir imteraccién a segundos
vecinos, es decir, entre modos a dos guias de distancia [20,24]. En particular se
ha probado, formalmente, para un sistema lineal con una Impureza no-lineal, que es
posible mediante 1a inclusién de acoplamiento a segundos vecinos reducir o aumentar
la potencia minima necesaria para excitar modos no-lineales localizados [42].

Por otra parte, la superficie acttia como un defecto en el sistema, rompiendo la,
simetria traslacional en el caso de sistemas periddicos. De esta forma, la funcién de
onda debe adaptarse a esta nueva condicién de borde e interactuar con ella. Por
ejemnplo, en un sistema en una dimensién descrito por la ecuacién de Schrédinger no-
lineal discreta con inferaccién a primeros vecinos se ha probado que solitones discretos
en sistemas infinitos pueden existir para potencias tendiendo a cero. Mientras que
en presencia de superficie existe un minimo de potencia bajo el cual no es posible
excitar solitones de superficie. Lo anterior independiente del signo de la no-linealidad
[15]. Este efecto ha sido asociado a una interaccién repulsiva entre la superficie y el
potencial afractivo auto-inducido.

Este capftulo esta organizado de la siguiente forma, primero introducimos nuestro
modelo para arreglos de guias de onda no-lineales con interaccién exponencialmente
decreciente. Luego, discutimos algunos resultados para solitones discretos en sistermnas
infinitos y estudiamos el caso de ondas no-lineales localizadas en la superficie de
un arreglo semi-infinito, enfocdndonos principalmente en la asimetria que induce Ia
interaccién de largo alcance entre los casos no-lineales enfocante y desenfocantes.
Seguido de ésto, estudiaremos los efectos dindmicos relacionados a la inclusién de
acoplamiento de largo-alcance, mostrando consistencia con los resultados obtenidos

Ppara soluciones estacionarias. Finalmente, discutimos los resultados.
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4.1. Modelo

En el marco de la aproximacién de modos acoplados, Ia evolucién del campo
éptico en un arreglo de guias de onda no-linesl ciibica (Kerr) con acoplamiento mas
all de primeros vecinos puede ser descrita por una ecuacién no-lineal de Schrédinger
discreta:

diy,
i ;/; + Z Kt,m¢m 1 T|¢nl2¢n =0, (41)

m¥#n

donde 1, es la amplitud del modo fundamental de la gufa n-éima, z corresponde
a la distancia de propagacién a lo largo del arreglo, v es el parametro no-lineal,
y el coeliciente V., es el acoplamiento entre las guias n-ésima y m-ésima. Con-
sistentemente con la aproximacién de modos acoplados, consideraremos Vam como
Vi = Vemelr=ml-1) 4] jonal que uno de los casos del capitulo anterior, donde V
es el usual coeficiente de acoplamiento primeros vecinos y a > 0 es el pardmetro
de acoplamiento de largo-alcance que define el rango de la interaccién. Para valores
grandes de a recob;amos esencialmente el limite de acoplamento sélo a primeros
vecinos (usual limite DNLS), mientras que al disminnir e el rango del acoplamiento
aumenta.

Una justificacidn para la. eleccién de este modelo viene dada por evidencia ex-
perimental. En particular, en gufas de Silicio escritas utilizando un laser de femtose-
gundo, se probé empiricamente que el acoplamiento sigue una ley exponencial con

la distancia, de la forma:

C=Ae%+Cp, (4.2)

donde C es el acoplamiento efectivo asociado al imtercambio de energia entre mn par

de gufas separadas una distancia d (ver referencia [43]). Esta dependencia funcional
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Figura 4.1: Acoplamijento entre guias para distintos valores de o para el caso expo-
nencialmente decreciente. Las lineas entan presentes s6lo para ayuda, visual,
del acoplamiento es acorde a la intuicidn, dado que en dptica el campo entre guias se
acopla mediante ondas evanescentes que intercambian energfa, dichas ondas son tales
que no se propagan en el medio entre las gufas, por lo que se amortiguan y poseen
una envolvente exponencialmente decreciente, asi, la porcién de energia que es capaz
de compartir cada gufa con sus vecinas decae exponencialmente con la distancia.
La figura 4.1 muestra la dependencia del acoplamiento con la distancia entre gufas
en nuestro modelo para distintos valores del pardmetro de acoplamiento de largo
alcance. |
Por otra parte, la potencia (mormay), definida como P = 3. [nl?, es una canti-
dad conservada tanto en el regimen no-lineal, como en el caso lineal (y=0),yla
utilizaremos para caracterizar los modos no-lineales.

Estamos interesados en soluciones estacionarias de la forma Pu(2) = Pne™?, reem-
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plazando en la ecuacién (4.1), obtenemos
A=V D emallvml-Dg 4 143 (4.3)
m#n
donde ¢, € R ¥ X es la constante de propagacion del modo no-lineal.
En el capitulo anterior discutimos las propiedades lineales de este modelo. De
particular interés en el estudio de ondas no-lineales es el impacto de la banda lineal
sobre la regién de existencia de modos no-lineales. Como vimos antes, la relacién de

dispersién en este caso viene dada por

Alk, @) =V (cozzgaoi(f)c;szk)) ’ (4.4)

¥ los bordes de banda, se encuentran en

1%

Anin, = Adm,a) =, (4.5)
vV

Aoz = M0,0) = ———, (4.6)

donde A, corresponde al borde de banda inferior, mientras que Apq. es el borde de
banda superior. Las ondas no-lineales corresponden a oscilaciones que no resuenan
con el espectro lineal [11] de modo que su constante de propagacién A no estars con-
tenida dentro del espectre lineal. Asi, la region de existencia de modos no-lineales se
restringe a A € {~00, Amin} U {Amaz, 00}, y su tamafio se reduce monotonamente al

aumentar el rango del acoplamiento (disminuir o).

4.1.1. Ondas lineales en el regimen no-lineal: inestabilidad
modulacional

Para excitaciones de baja intensidad el sistemna, responde practicamente de manera

lineal, de modo que la teorfa desarrollada en el capitulo anterior es suficiente para

describir la evolucién del campo. Por otra parte, cuando la intensidad aumenta la
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respuesta del medio se torna no-lineal y la dinamica es compleja. Una pregunta en
este limite es: jqué tipos de ondas viven en el régimen no-lineal?. En principio uno
espera que la equiparticién de energfa siga siendo vilida y existan ondas extendidas
no-lineales que repartan su energfa entre todos (0 un gran niimero) de sitios en
el sistema, similar a lo que ocurre con las ondas planas lineales. Un célculo que
permite generar intuicién respecto a que tipo de ondas viven en el regimen no-
lineal consiste en estudiar la estabilidad de las ondas planas en el régimen no-lineal.
Notamos que la onda plana 1,(z) = Aeilbntincz) g so-lucién de la ecuacién (4.1),
con Ayp(k) = A(k) -+ 7]AJ%, donde X corresponde a la relacién de dispersién lineal
{4.4). Esto se puede probar explicitamente al reemplazar la onda plana en Ia ecuacién

(4.1), donde se obtiene

“AVp(B)A+ A Vme® ™) L |A2A = 0. (4.7)
m¥En
Usando la forma general de la relacién de dispersién lineal Ak) = 32, on Vome =),
podemos reescribir esta tltima ecuacién como
—Anp(k)A+ ANK) +]4]2PA = 0. (4.8)

En esta seccién denotaremos a A por A, para distinguir explicitamente la relacién
de dispersién lineal de la no-lineal.

Perturbando el campo de la forma
’l,En(Z) — [A + 5,,(2)] eilkntinrz) , (4_9)

donde 1/, representa el campo perturbado y &, la perturbacién en el sitio n-6simo,
con |8, < 1 para todo n. Reemplazando (4.9) en (4.1) podemos escribir al orden

lineal en 4,:

d .
z-"'_'6:1, - /\NL5n + Z Vn,melk(m—n)Jm + Y (2IA|26H- + AZ‘S;)
dz —_—
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+ (—/\NLA + A)kg, -+ ’YIAI2A) = 0, (4.10)

donde el 1iltimo paréntesis resulta cero por la ecuacidn (4.8). Asi, obtenemos el sigu-

iente par de ecuaciones para (4.10) y su compleja conjugada

.d ik(m—n 2 20
=00 — Avpén + D Vame™ ™S 4y (2] A%, + A &) = 0, (411)

m#n

—igj;': — AL+ Y Vome M gr 1y (ARG, + A%5,) = 0, (4.12)

m¥n
donde el super-indice * denota el complejo conjugado. Por otra parte, si consideramos

que la perturbacién 4,, corresponde a una modulacién de la, forma:
8, = (eleiKn 1+ e K “) e, (4.13)

donde K es el niimero de onda asociado a la modulacién, g € € la constante de
propagacién de la perturbacién, y ¢; cantidades complejas, podemos reescribir las

ecuaciones anteriores de una forma conveniente para €, €2 y sus conjugadas como:

[ig — Avp(R) + An(k -+ K) + 29|47 & +1]Al% = o0, (4.14)
[ig ~ Ane(k) + A(k ~ K) + 29|42 +4]AP%¢ = 0, (4.15)
[—ig — Anp(k) + Ak + K) -+ 29|AP] & + /A% = o0, (416)
[~ig — Awr (k) + An(k — K) + 29|42 ¢ + 1APe, = o0, (4.17)

donde hemos usado la paridad de Ia relacién de dispersién lineal (AL(k) = AL{—K)).
Es importante notar aqui que la estabilidad de 12 onda plana estard definida por el
exponente g de modo que tenemos dos casos:

Re{g} >0 — La perturbacién crece al aumentar z (inestable).
Re{g} <0 — La perturbacién decrece al anmentar z (estable).

Notamos que, el caso Re{g} = 0 corresponde a un caso marginal, donde la pertur-

bacién permanece acotada.
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El sistema de ecuaciones descrito por (4.14-4.17) puede ser escrito en forma ma-

tricial
(ig + &) 0 , 0 7| A]? €
- 0 74| (19 + £2) 0 € &
Me = ! =0, 4,18
¢ 0 (—igt&) AP 0 6 | =0 (418)
Y42 0 0 (~ig+&) €
aqui hemos definido &; y £ de la siguiente manera —
&(k, K) = —Anp(k)+A(k+K) 4+ 29|AP, (4.19)
&k, K) = ~Ayp(k) + Ap(k — K) + 27]AP, (4.20)

Buscamos soluciones no triviales del sistema, decrito por (4.18), de modo que exigimos

que el determinante.de M sea cero, obteniendo la siguiente ecuacién para g:

g* g% & + £ — 2741 + (VA - )2 = 0, (4.21)

y resolviendo para g2 se obtiene

=g [l - g -8 VE BTG T e

Casos de particular interés son las ondas lineales que viven en los bordes de banda
de la relacién de dispersién en k = 0 0 ¥ = 7. En este caso es Isgsible obtener una

expresién mucho més compacta debido que §1 = & =&, obteniendo

e =741 - 2. ) (423)

Algunas gréficas de las regiones de inestabilidad para los distintos regimenes no-
lineales se muestran en la figura 4.2.

Notamos que para « > 1 (limite de acoplamiento solo a primeros vecinos) los
resultados son idénticos para k = 0Oy k = x. En k& = 0 ¥ @ — oo recobramos

exactamente lo observado experimentalmente [44] para arreglos de guias de onda
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Figura 4.2: Regiones donde est4 presente la inestabilidad modulacional en el espacio
{|]A]%, K} para los casos {k = 0,7 = 1} (arriba) y {k = m,v = —1} (abajo), y
distintos valores de « sefialados en la figura. En blanco se muestran las regiones donde
las ondas planas son estables, mientras que en degradé las regiones de inestabilidad
representando de oscuro a claro zonas de menor a mayor inestabilidad.

con acoplamiento a primeros vecinos. Ejemplos de evolucién numérica para distin-
tos valores de los pardmetros se muestran en la F ig. 4.3, aqui podemos observar
que, en el regimen no-lineal enfocante ondas del tipo no escalonadas (k = 0) exten-
didas generan estructuras espacialmente localizadas que oscilan rapidamente en la
direccién de propagacién y donde, tipicamente, la energia estd centrada en un sitio.
Por el contrario, en el regimen no-lineal desenfocante el medio tiende a inducir la
Inestabilizacion de ondas escalonadas (k = m) dando origen a estructuras con car-
acteristicas similares a las ya mencionadas. Ademads, obtenemos desde la ecuacién
(4.23) e integrando niimericamente la ecuacién (4.1) (ver figura 4.3), que la inesta-
bilidad modulacional no se encuentra presente en {k=0,v <0}y {k=m~> 0},
ya que Re{g} = 0 para todo a. Esto trae consigo un par de consecuencias, la primera

es que el sistema no tiende a localizar espontdneamente energia en el régimen enfo-




44

b4 k=0 k=1
-1 ¥Y=1 Y=

‘[.—i i

|
.
|

100 150 2000 50 100 150 2000 50 100 150 2000 50 100 150 200
Guias Guias Guias Guias

k
¥

J

[

@ =05

£
]
=
(=]

(i1

|

|

50

Figura 4.3: Ejemplos de propagacién de ondas planas (A = 1) en el régimen no-
lineal para distintos pardmetros seiialados en la figura en un arreglo de 200 sitios
y distancia de propagacion z.. = 40. En los graficos se muestra |Re{?, }| para
una mejor visualizacién de las oscilaciones a lo largo de la direccién de propagacion.
Notamos que, el error numérico en la integracién de la ecuacién (4.1), se puede

descomponer en la base asociada a las perturbaciones d,, de modo que en todos los
graficos estan presentes todos los valores de K posibles.

cante (desenfocante) en forma de ondas del tipo no escalonadas (escalonadas). Esto
es consistente con que desde el limite anti-continuo (V' — 0) uno tiene que A — Y2,
lo que implica que A y v deben tener el mismo signo, por lo que las excitaciones
no-lineales viven a lo menos en {A > 0,7 > 0} U {A < 0,7 < 0}. Una segunda
consecuencia corresponde a la topologia de otro tipo de soluciones no-lineales, que
no es discutida en esta tesis, llamados solitones oscuros [45] que corresponden a on-
das deslocalizadas del tipo ¢, = A tanh[A(n — n.)]e?, donde n, es el centro de la
solucién y 6 denota la estructura de fase: § = 0 para solitones oscuros no escalonados
y 6 = 7 para solitones oscuros escalonados. Teniéndose que, dado que los solitones

oscuros corresponden principalmente a ondas extendidas de alta amplitud, este tipo
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de soluciones poseen fase # = 0 para el régimen desenfocante y 8 = « para el régimen

enfocante, que es donde dicho tipo de ondas planas es estable.

4.2. Solitones discretos en arreglos con acoplamien-
to de largo-alcance

En esta seccién examinaremos en detalle ios ¢ efectos de acoplamiento de largo-
alcance sobre la creacién y estabilidad de modos localizados no-lineales (v # 0)
con énfasis en modos no-lineales de superficie que resulta ser el tema principal de
esta tesis. Pero antes, discutiremos brevemente Iz fenomenologia presente en redes
infinitas.

Modos localizados no-lineales de un peak corresponden a soluciones reales de
la. ecuacién (4.3) cuya envolvente decae en torno al sitio de mayor amplitud de
la solucién. Este tipo de soluciones puede obtenerse integrando la ecuacién (4.3)
mediante métodos iterativos, un ejemplo resulta ser el método de Newton-Raphson
‘en varias variables. Aquf hay varias estrategias que se pueden seguir dependiendo del
tipo de soluciones que estemos buscando. Pars, fijar ideas discutiremos brevemente
un caso, consideremos un sistema, infinito descrito por la ecuacién (4.1) en el limite
@ —+ oo (solo interaccién a primeros vecinos). Esta ecuacién posee soluciones no-
lineales exponenciah‘nente localizadas en 1 sitio con constante de propagacién fuera
de la banda lineal A(k) = 2V cos(k). Dichas soluciones se pueden construir desde
el limite anti-continuo V' — 0, partiendo desde una semilla correspondiente a un
solo sitio excitado con potencia P y con P, X > 2V (borde superior de la banda
lineal), de modo que para un cierto set {P, A} encontramos una solucién. Luego,
autoconsistentemente es posible resolver para un punto cercano en el espacio de

pardmetros e iterando el procedimiento contruir una familia, completa de soluciones
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no-lineal es caracterizada por una cierta curva paramétrica P(A) en el espacio P-
A. Por otra parte, fisicamente estamos interesados en soluciones estables, esto lo
exploramos siguiend_o el método descrito en el Apéndice A (similar al andlisis de
inestabilidad modulacional) para determinar la estabilidad lineal de una, solucién,
de modo que es posible caracterizar la estabilidad de cada una de las soluciones

contenidas en P(}).

4.2.1. Solitones en sistemas infinitos

En el caso de una red infinita el sistema presenta invariancia traslacional; ésto
nos permite centrarnos en cualquiera de las ecuaciones que describen la, propagacién
del campo en las distintas gufas sin pérdida de generalidad. Estaremos enfocados en
estudiar sélo soluciones no-lineales de un peak centradas en un sitio.

Primero estudiaremos el xégimen no-lineal enfoca.\nte, esto quieredecir v > 0y A >
0. La figura 4.4 muestra la relacién entre potencia y constante de propagacién P (A)
junto con algunos perfiles de modos no-lineales para familias de soluciones centradas
en un sitio, para distintos valores del pardmetro de acoplamiento de largo-alcance a.
Para valores de o > 5, la curva de potencia es indistinguible desde el caso usual con
interacién & primeros vecinos, dond;()s modos no-lineales son altamente localizados
para potencias altas, mientras que para constantes de propagacién cercanas a la
banda, lineal los modos tienden a deslocalizarse. Cuando a es menor que o, =~ 1.69,
la curva de potencia presenta un ca.nﬁ;.-io de concavidad, asociado a un cambio en
la estabilidad de los modos no-lineales, estos ocurren cuando la derivads de PN
se hace cero. Adema:.s, surge la aparicién de una regién de bi-estabilidad donde es

posible tener transicién dindmica entre estados en cada una de las ramas estables [38].

Figura 4.5 muestra un tipico diagrama de bifurcacién para este caso. Por otra parte, el
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Figura 4.4: Arriba se muestra la potencia normalizada en funcién de la constante de
propagacién A para.distintos valores de o en el regimen enfocante (y = 1). Abajo,
las figuras a}, b), ¢) y d), son ejemplos de modos no-lineales localizados en un sitio,
para los pardmetros indicados por circulos (en la figura de arriba). Tl rango del
acoplamiento en cada caso es: a) @ =6, b) a =1y c)yd)a=407.

minimo de la curva P()) es denominado un umbral de potencia. Este umbral aumenta

mondtonamente al disminuir el valor de a. Por otra parte, en general para todo «,
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcacién para soluciones enfocantes. La linea entrecortada
indica soluciones inestables, mientras que la linea continua denota soluciones estables.
los modos no-lineales tienden a deslocalizarse cuando su constante de propagacién
se aproxima a la banda lineal (ver figura 4.5). Una observacién interesante es que en
el caso enfocante, el acoplamiento de largo alcance tiende a deslocalizar a los modos
no-lineales (ver figura 4.4). Ademds la estabilidad de las soluciones puede extraerse
desde el diagrama P()) donde dP/9\ > 0 implica estable, mientras que OP/OX <0
implica inestable [46].

Ahora bien, para el caso de sistemas con acoplamiento solo a primeros vecinos es
bien sabido que la ecuacién (4.3) es invariante ante la transformacién (A, v, ¢,) —
(=X, =7 (=1)"%,), de modo que los resultados obtenidos para el régimen enfocante
son facilmente extrapolables al régimen desenfocante. Para el caso en que consid-
eramos acoplamiento de largo alcance esto ya no es posible puesto que para que el
sistema presente invariancia es necesario exigir Vom = ( —1)”“7”‘1‘[/,1,,,1, lo cual im-

plica V,, ,, = 0 salvo para n — m un entero par, el que no es nuestro caso. De esta
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Figu;a 4.6: Arriba se muestra la potencia normalizada en funcién de la constante
de propagacién A para distintos valores de o en el regimen desenfocante (y = —1).
Abajo, las figuras a), b), c) y d), son ejemplos de modos no-lineales localizados en
un sitio, para los parémetros indicados por circulos (en la figura de arriba). El rango
del acoplamiento en cada caso es: a) a =6,b) a =2y c)yd) e=0.1

forma, el régimen no-lineal desenfocante debe ser estudiado como un caso aparte

en este sistema. Nuestro cdleulos numéricos en el caso desenfocante son presenta-
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dos en Ia figura 4.6 donde es posible observar que el comportamiento es opuesto al
caso enfocante. Por una parte, las soluciones en el caso desenfocante son siempre
estables para todo a: ¥ toda potencia; adem4s, las curvas no presentan umbral para
ningun valor de o (no hay cambio en la derivada de P(})). Es interesante notar, en
este caso, que la fase de las soluciones no-lineales cambia, abruptamente de compor-
tamiento al incluir interaccién de largo alcance (ver figuras 4.6), donde se observa
que para « “grande” la. fase tiene un comportamiento escalonado, fipico de soluciones
desenfocantes, mientras que para a “pequeito” la fase tiende a una estructura mds

compleja. Esto lo discutiremos en la siguiente seccién con més detalle en el caso de

modos no-lineales de superficie.

4.2.2. Solitones en sistemas semi-infinitos

En este caso seguiremos un esquema similar al utilizado en la seccién anterior
para encontrar solitones discretos con la salvedad de que incluimos una restriccién
extra dada por ¥, = 0 para n < 0, 2 modo de generar una superficie efectiva so-
bre el sistema. La primera observacién que hacemos es que el comportamiento en el
caso enfocante y desenfocante sigue siendo opuesta (ver Fig. 4.7). En presencia de
superficie los modos no-lineales tipicamente poseen umbral (Prr) debido a que no
existe dentro de la banda lineal un modo que comparta simetria, desde donde puedan
bifurcar solitones de superficie. Al incluir acoplamiento de largo alcance se observa
que dicho umbral crece monétonamente al aumentar el rango del acoplamiento en
el caso enfocante, mientras que decrece monstonamente al aumentar el rango del
acoplamiento en el caso desenfocante. Dicho umbral trae consigo cambio en la esta-
bilidad de la solucién, teniendo en ambos regimenes no-lineal que las soluciones son

estables para OP/J|A| > 0.
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banda lineal

D ) 4
A

Figura 4.7: Diagrama de potencia en funcién de la constante de propagacién A in-
cluyendo las bandas lineales (rectangulos) para distintos valores del pardmetros de
acoplamiento de largo-alcance c, en negro a = 6, gris oscuro @ = 2 y gris claro
o = 1, para los casos enfocante y desenfocante y fijando V =1 = il

Por otra parte, una explicacién para la asimetria en los umbrales en los distintos
regimenes no-lineales puede ser extraida estudiando los perfiles de las soluciones cerca
del punto de bifurcacién. Para ésto consideramos un modo de la forma general {tn} =
Po{l,6,8,€,...}, con 1 > |e| > |B] > |€] > .... Reemplazando este ansatz en la
ecuacién 4.3 paran = 1 (primer sitio), obtenemos A = V{e+fe~*+£e™2*+.. }-+y43.
Dado que las soluciones no-lineales que buscamos viven fuera de la banda lineal,
soluciones localizadas centradas en la superficie podrian bifurcar, en principio, exac-
tamente desde el borde de banda lineal, dependiendo del signo de la no-linealidad.
Discutamos primero el caso de soluciones no escalonadas (y > 0) y tratemos de esti-
mar el Pry, en términos de «. Ha sido reportado [2] que cuando los modos no-lineales
se aproximan a la banda lineal (A =% Apez) la potencia decrece y se vuelven extendi-
dos (deslocalizados). Esto implica que en éste limite tendremos ¢, 3,€,... — 1 (éste

limite es opuesto a lo que ocurre en alta localizacién donde ¢, 3,£,... = 0), por lo
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tanto, Ia constante de propagacién del modo no-lineal tiende a A — V/(1—e=*) vy
Esto implica que, para ¢ — 0 se tiene que A < Aoy = 2V/(1 — e™*) Io cual es una
contradiecion, puesto que el modo no-lineal no se origina dentro de la banda lineal.
Esto ltimo sugiere que V/(1 — e~} y y1)Z deben estar, al menos, dentro del mismo
orden de magnitud, es decir, 792 & V/(1 — e~®). Luego, como 12 es directamente
proporcional a la potencia del modo no-lineal, se tiene que Ppy, ~ 1 /(1 —e™*) como
estimacién del umbrfa.l. Observamos que el comportamiento del umbral es monoton-
amente decreciente en funcién de o, presentando una, divergencia en ¢ = 0 y per-
maneciendo acotado para o > 0, fenomenolégicamente idéntico al comportamien-
to observado numéricamente. Por otra parte, para modos no-lineales escalonados
(7 < 0} la situacién es diferente. Como mencionamos antes no existe una transfor-
macion trivial entre estados escalonados y no escalonados, como ocurre en el caso de
acoplamiento a primeros vecinos. Por otra parte, t{picamente en el régimen desenfo-
cante los modos no-lineales al aproximarse a la banda lineal (A = Auin) presentan
una topologia de fase similar a la del modo asociado al borde de banda lineal, de
manera tal que en este caso se tiene que €, — 4, £,... — —1, por lo que la constante
de propagacién del tiodo no-lineal tiende a A — —V/(1+e™) —|y[¢d. Para v — 0,
se tiene que A > Ay, = —2V/(1 4+ €7%), lo cual resulta en una contradiceidn puesto
que los modos no-lineales bifurcar a lo méds desde el borde de la banda lireal, pero
no dentro de ella. Por lo que en este caso se tiene que V/(1+e7%) y |y|4 deben ser,
al menos, del mismo orden de magnitud, es decir, V/(1+e™) = |y|#Z, de modo que
el umbral se comporta como Pry, ~ 1/(1 4 e~%). De esta forma obtenemos que para
7 < 0, el umbral crece mondtonamente con «, teniéndose que el umbral permanece
acotado para todo . Notamos que nuestras estimaciones ansliticas se ajustan per-

fectamente al comportamiento observado numéricamente (ver figura 4.7).
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Por otra parte, estamos interesados en caracterizar el comportamiento de los
modos no-lineales a medida que nos alejamos de Ia superficie. Paray > 0 y lejos de
la superficie, la relacién entre la potencia y la constante de propagacién A muestra
(como discutimos en la seccién anterior) una regién de biestabilidad para « < 1.69.
Esto es similar a lo observado en modelos con interaccién a segundos vecinos [24], v
lo interpretamos como un aumento de la dimensionalidad efectiva del sistema; ésto,
por la similitud de dichos resultados con los presentes en arreglos en dos dimensiones
rectangulares, dondé siempre existe umbral. Ademis, la inclusién de acoplamiento
més all4 de primeros vecinos en una dimensién trae consigo més rutas por donde el
sistema es capaz de intercambiar energfa, algo asi como un aumento en el niimero de
coordinacién de la red. Por otro lado, para e < 1.69 &l umbral que surge para modos
no-lineales lejos de la superficie tiende a disminuir a medida que Nos ACercamos a
la superficie, un ejemplo de ésto se muestra en la figura 4.8 para a = 1, de modo
que ¢l sistema tiende a favorecer la localizacién de energia en la superficie (contrario
a lo que ocurre usualmente en arreglos con acoplamiento a primeros vecinos {15]).
Adicionalmente, la asimetria se sigue manifestando para v < (0, donde el umbral
para excitar modos no-lineales aumenta a medida que nos acercamos a la superficie,
obteniendo (como mencionamos en la seccién anterior) que lgjos de la superficie
los modos no-lineales no poseen umbral para todo . La observacién en este caso
resulta idéntica a lo presente usualmente en arreglos con acoplamiento sélo a primeros
vecinos.

Ahora analizaremos la fase de los modos no-lineales en los distintos regimenes
no-lineales. Numéricamente observamos que para v > 0 los modos preservan una
estructura no escalonada para todo . Mientras que para v < 0 los modos no-

lineales pierden su estructura escalonada sobre un cierto valor de la potencia que
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A

Figura 4.8: Diagrama de potencia en funcién de la constante de propagacién para
modos centrados en n = 1 [(a) linea entre-cortadal, n = 2 [(b) linea continua, delgada]
¥ =1, [(c) linea continua gruess]. V =1=|y| = a y N = 2n, = 100.

depende de « (ver figura 4.6). En la figura 4.9 se muestra la regién de existencia
de soluciones escalonadas y no escalonadas en el espacio ¢ — A. Aqui se muestra
también que en general los modos no-lineales de superficie existen a una distancia
finita de la banda lineal. Para v < 0 observamos una pérdida de la fase sin un
patrén definido, por ejemplo, para ciertos valores de o la fase escalonada cambia en
n = 3, observéndose un patrén de la forma: {0,,x,,0,,0,.. .}. Mientras que en
otros casos el cambio en la estructura de fase puede ocurrir en otro sitio lejano a la
superficie. Debido a que los modos no-lineales que son de nuestro interés corresponden
a funciones répidamente decrecientes con la distancia es que resulta (pensando en una
verificacién experimental) complicada una medida de la fase lejos de la superficie; por
lo que, estudiamos cuando la fase en el sitio n = 3 cambia, como un indicador de la
perdida de topologfa, (sin fase trivial) en la zona central del modo no-lneal. La, figura

4.9 muestra un ejemplo de modo no-lineal con fase: {0, 7,7, w,m,7,7,...}, presente
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Figura 4.9: Regién de existencia en el espacio a-A. La regién gris clara corresponde
2 soluciones no-escalonadas (A > 0) y escalonadas (\ < 0). La regién gris oscura
denota la banda lineal, mientras que las regiones blanca son lugares donde no existen
soluciones no-lineales de superficie. La regién negra muestra el espacio donde viven
soluciones no-lineales de superficie con fase no bien definida. (a) Muestra un ejemplo
de algunas de las soluciones que se pueden encontrar en la region negra.
en el limite ¢ — 0. Otra observacién es que la pérdida de la fase escalonada, 1o es
detectada en los diagramas de potencia en funcién de la constante de propagacion.
Para entender desde la ecuacién (4.3) el comportamiento inesperado de la fase
en -y < 0 podemos acudir a la aproximacién de modos fuertemente localizados. Esta
aproximacion es valida cuando la constante de propagacion est4 lejos de la banda, lin-
eal, de esta forma el modo no-lineal se puede eseribir como: {#a} =o{1,¢8,0,.. 3,
con 1 > |e| 3> |B|. Nosotros centraremos nuestro anélisis en § como un indicador

del cambio de fase. Si insertamos el ansatz en la ecuacién (4.3) y resolvemos para el

sitio 7 = 3 obtenemos § =~ V{ec + e~%)/(A — 1h252). Desde el limite anticontinuo,
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nosotros sabemos que soluciones de alta potencia corresponden, escencialmente, a
excitaciones de un sélo sitio, m4ds una cola que decae exponencialmente. Por esto,
en primera aproximacién se tiene que, |A| > ||12. De esta forma, si ¥ > 0, tambien
A, € > 0, imponiendo que 8 > 0 para todo o, lo cual es completamente consistente
con lo obtenido numéricamente y muestra que las soluciones enfocantes son siempre
no escalonadas. Por el contrario, cuando v < 0, tambien A, € < 0, por lo que el signo
de g dependera del balance le| — . Para o fijo, este balance podria ser negativo
para soluciones de alta potencia puesto que ¢ — 0. 1:'_’or lo que para a “grande”
se espera que el cambio en la estructura de fase ocurra pars constantes de propa-
gacion “grandes”, mientras que en el limite opuesto, « “pequefio”, el cambio en la
estructura de fase se espera que ocurra cercano a la bandsa. Esta estimacién ajusta

perfectamente con los resultados numéricos mostrados en la curva blancs, de la figura

4.9.

4.3. Generacién dindmica de solitones discretos de
superficie

En esta seccidn nos interesa estudiar el impacto de la interaccién mds alla de
primeros vecinos en la generacién dindmica de solitones discretos de superficie, para,
esto resolvemos la ecuacidn (4.1) utilizando una condicién inicial totalmente local-
izada tipo delta: 1,(0) = \/Fgé'n,l, donde F es la potencia. Para un valor de a y
Fy fijo, calculamos el promedio de la intensidad del campo en la guia inicialmente

excitada;
1 Zrmazx'
= Ay(2)|Pdz. 4.94
f=p | 42 (4:24)

J corresponde a un buen indicador de la localizacién del campo [42]; donde f =1

significa que la excitacién permanece a lo largo de la distancia de propagacién com-
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Figura 4.10: Intensidad promedio a lo largo de la guia inicialmente excitada en el
espacio Fy-a.. (a) y (b) corresponden a v < 0 vy v > 0, respectivamente. Regiones
negras y blancas denotan regiones donde f ~ 0 y [ = 1, respectivamente. Figuras
interiores muestran la propagacién dindmica para o = 1 y Py = 4 en ambos regimenes
no-lineales.

pletamente localizada, mientras que f = 0 da cuenta de difraccién, tipicamente
observado a muy baja no-linealidad. Resultados para f como funcién de o y P, se
muestran en la figura 4.10. Destacamos nuevamente el comportamiento diametral-
mente opuesto para los distintos regimenes no-lineales. Mientras que para v > 0 un
incremento en el rango del acoplamiento se traduce en un incremento en el umbral
necesario para excitar dindmicamente una estructura localizada, en v < 0 ocurre
lo opuesto, de modo que al disminuir « disminuye el umbral dindmico requerido
para excitar estructuras localizadas. Esta contraintuitiva asimetria se vuelve partic-
ularmente notable entorno a @ ~ 1 (ver simulaciones mostradas en la figura 4.10).

Ademads, estos resultados estdan en total correspondencia con los obtenidos en la

seccion anterior para modos estacionarios no-lineales.
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Figura 4.11: Relacién de dispersién lineal para el caso de arreglos zig-zag antes

(izquierda) y despues (derecha) del valor critico del acoplamiento a segundos ve-
cinos.

4.4. Acoplamiento de alcance finito en arreglos
semi-infinitos: arreglos zig-zag )

En esta seccién, discutiremos el caso especial de considerar sélo acoplamiento
a primeros y segundos vecinos (llamados arreglos zig-zag), a modo de mostrar la
robustez de los resultados obtenidos. Este escenario tiene la particularidad que ha
sido testeado experimentalmente en Gptica y se han observado solitones discretos en
arreglos de guias de ondas [19]. En éptica el acoplamiento a segundos vecinos se logra
mediante la distribu;:ifin espacial de las guias en el arreglo (ver figura 3.1).

La ecuacién que describe la propagacién del campo en este caso es

J B
;i"’ +.V(¢n+1 =+ 71bn---1) + V'("/Jn+2 + "pﬂ-—2) + ’)’l'lﬁnlz"ﬁ =0 2 (4'25)

')
donde V es el acoplamiento a primeros vecinos y V' el acoplamiento a segundos

vecinos. Aqui exigimos que ¥n<g = 0 para tener un sistema semi-infinito. La, relacién

de dispersién para ondas planas en este caso viene dads, por:

A(k) = 2V cos(k) -+ 2V” cos(2k), (4.26)
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Figura 4.12: Diagrama de potencia en funcién de la constante de propagacion A para
un arreglo zig-zag. Soluciones con A < 0 (A > 0) corresponden al régimen no-lineal
desenfocante (enfocante). En negro 8 = 0, en rojo 8 = 0.2 y en azul 8 = 0.5.

y los bordes de banda se encuentran en

Ap = 2V(1+8), (4.27)

| — {_QV(]'*JB)’ ﬁgﬁ(_

~V/(48) - 2VB, B> 4, (4.28)

donde hemos definido 8 = V'/V, y B, = 1/4. A, y A_ es el maximo y minimo
de la relacién de dispersién, respectivamente. La figura 4.11 muestra ejemplos de la
relacion de dispersién antes y despues de /3.

En este caso también se observa un comportamiento opuesto en los umbrales de
los modos no-lineales (ver figura 4.12), donde al igual que para el caso de acoplamien-

to exponencialmente decreciente el umbral crece (decrece) monétonamente al incre-
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Figura 4.13: Regién de existencia de soluciones escalonadas ¥y no-escalonadas y banda,
lineal en un sistema zig-zag en funcién del acoplamiento a segundos vecinos.
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Figura 4.14: Promedio de la intensidad del campo en la guia inicialmente excitada
para los distintos regimenes no-lineales. En negro f = 0, mientras que en blanco

f=L
mentar el rango del acoplamiento en el régimen enfocante (desenfocante).
Asf también, la regién de existencia de los modos no-lineales (ver figura 4.13) pre-

senta un comportamiento similar al caso exponencialmente decreciente, observandose
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que para <y > 0 los modos no escalonados existen a una distancia finita de la ban-
"da lineal, para todo valor de 8 sin cambiar su topologia. Para v < 0, los modos
escalonados existen solo en una regién acotada, tendiendo a cero para 8 > 0.45.
Fuera de ésta regidn se tienen soluciones con estructura de fase compleja (frustrada),
pero los cambios en la fase ocurren a nivel local debido a que el acoplamiento es

escencialmente de alcance finito.
no-lineales (ver figura 4.14). Para -y > 0 se observa un incremento monétono del wm-
bral en la medida que incrementa el acoplamiento a segundos vecinos, mientras que
para v < (1, el comportamiento del umbral no es monétono, disminuyendo en el rango

B € (0,0.6), y luego, para 8 > 0.6 el umbral aumenta.

4.5. Resumen de este capitulo

Probamos que, en el limite de excitaciones de baja potencia (regimen lineal), el
acoplamiento de largo alcance puede modificar sustancialmente Ia relacién de dis-
persién de ondas planas, afectando a las propiedades difractivas del arreglo. Esta
modificacién abrupta en la“relacién de dispersién trae consigo una asimetrizacién
en las propiedades de excitaciones no-lineales, tales como, la regién de existencia,
la estabilidad y los umbrales de potencia necesarios para excitar modos no-lineales
en los distintos regimenes no-lineales. Ademds, para v < 0 (no-linealidad desen-
focante) observamos que al incluir acoplamiento mds all4 de primeros vecinos la
fase del modo no-lineal pierde su estructura escalonada, caracteristica del limite de
acoplamiento sélo a primeros vecinos, surgiendo soluciones que presentan una es-
tructura compleja en la fase. En lo que se refiere al umbral necesario para excitar

modos no-lineales, numéricamente probamos que existe una correspondencia entre
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los umbrales obtenidos en el anslisis estacionario con los obtenidos tras integracion
directa de la ecuacién de movimiento usando una condicién inicial completamente
localizada. Adicionalmente, verificamos que las propiedades encontradas en el caso de
acoplamiento exponencialmente decreciente son propias de sistemas con acoplamien-
to mds alld de primeros vecinos, observando en un arreglo zig-zag asimetria enfre
los umbrales en los distintos regimenes no-lineales, pérdida de la fase escalonada en
7 < 0 y un comportamiento opuesto en cuando a cémo se modifica la Tegion de

existencia de modos no-lineales al incluir acoplamiento a segundos vecinos.




Capitulo 5

Sistemas Finitos Aperiédicos

Como hemos mencionado en los capitulos anteriores, sistemas discretos y, en par-
ticular arreglos de gufas de onda y redes foténicas, han sido titiles para estudiar ¥
observar la fenomenologia general asociada a la localizacién de ondas por medio de la
interacci(’)n:entre no-linealidad, periodicidad (o la pérdida de ella), desorden, efectos
de bordes, geometria y dimensionalidad. Entre otros fendémenos, han permitido la
observacién directa de la localizacién de Anderson [8,47,48], estados de Tamm trun-
cados en redes dpticas [16,49], y efectos de borde en localizacién de Anderson [50]-
Este 1iltimo problema resulta ser realmente complicado de abordar desde un pun-
to de vista_analitico y muy costoso computacionalmente debido a que es necesario
realizar estadfstica sobre un gran ntmero de redes generadas aleatoriamente. Ex-
iste una clase especial de sistemas que emulan a un sistema desordenado, pero con
propiedades distintas, estos son los llamados sistemas cuasi-periddicos, que corre-
sporrden a un tipo de pérdida de periodicidad mgs débil que la presente en sistemas
con desorden descor'relaciona,do (Anderson), y que generan el “desorden” mediante
mecanismos deferministas. Existen varios mecanismos distintos, pero nosotros nos

centraremos en estudiar dos casos: el modelo de Fibonacci y el modelo de Aubry-

André (A-A). El primero consiste en aplicar sucesivamente un set finito de reglas de
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sustitucién de forma iterativa de modo de generar una secuencia aperiddica. El se-
gundo método consiste en aplicar una modulacién periddica sobre la red, con perfodo
inconmensurable con el perfodo de la red, de modo que se genera una, red aperiédica.

Efectos de cuasi-periodicidad en sistemas discretos han sido estudiados, por ejem-
plo, en la interfase entre un metal y una red de Fibonacei, donde se ha probado
que es posible excitar ondas localizadas [51]. También, para un arreglo de guias
cuasi-periddico del {ipo Aubry-André, la transicién de localizacién.ha sido observa-
da experimentalmente [52], acorde a la prediccién tedrica previa: [53]. Ademss, y en
contraste con sistemas periddicos, la cuasi-periodicidad da origen al surgimiento de
modos lineales de superficie [54] y a una rica estructura auto-similar de bandas y
gaps [55]. Por esta razén, la regién de existencia (en el espacio de pardmetros) de
solitones discretos de superficie se espera que aumente en sistemas cuasi-periédicos
respecto al caso periddico.

Por otra parte, concerniente a la interaccién entre desorden y superficie, Szameit
et al. [50] observaron experimentalmente que en un azreglo de gufas de onda truncado

la localizacién es m4s débil en las superficie del arreglo que lejos de éste. Esto para un

_ ismo grado de desorden. Este resultado refuerza la idea de que en una dimensién

la superficie actia de forma “repulsiva” frente a excitaciones no-lineales [15]. Pero la

historia no es tan simple, trabajos recientes [56] extienden los estudios de Szameit,

explorando la interaccién entre superficie, desorden ¥y no-linealidad, encontrando que

la superficie puede actuar de forma repulsiva sélo en cierto rango de pardmetros,
dependiendo del peso relativo entre no-linealidad y desorden: para no-linealidad débil
y un desorden “moderado”, 1a localizacién es menor en la superficie que lejos de ella,
en concordancia con los resultados experimentales presentes en [50]. Por el contrario,

cuando el desorden es lo suficientemente fuerte y/o la no-linealidad también lo s,
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localizar energfa en la superficie puede resultar menos costoso que lejos de ella.
La propagacién del campo en las gnias de ondas es deserita por E(z,z) =
2 n Bn(2)¢n(z), donde E, es la amplitud del modo ¢n(z) de la gufa n-ésima. De

esta forma, la evolucién de la amplitud de los modos vendrs dada, por:

d
(Za + En) En + V(En-]-l -+ Eﬂ.—l) + TIEnlen = 0 ? (5'1)

donde {¢,} es una secuencia aperiédica.

En este capftulo, nos centraremos en estudiar la interaccién entre efectos de
superficie, cuasi-periodicidad, y no-linealidad. Este capitulo est4 organizado de la
siguiente manera: primero describiremos el esquema general donde trabajaremos y
explicaremos en detalle los distintos mecanismos generadores de cuasi-periodicidad
que utilizaremos. Luego, mostraremos la estructura de bandas ¥ gaps para los distin-
tos casos y discutiremos las regiones de existencia de solitones discretos de superficie,
calculando distintas familias de solitones en distintos gaps y estudiando su estabili-
dad. Finalmente, exploraremos las propiedades dindmicas de este modelo, evaluando
el efecto de la superficie y comparandolo con el caso de sistemas infinitos. Ademas,

discutiremos el caso de cuasi-periodicidad en el acoplamiento entre guias de ondas.

9.1. Redes Cuasi-periédicas tipo Fibonacci

El primer caso corresponde a arreglos formados mediante la aplicacién sucesiva
de una regla de substitucién. Existen varias alte_rnativas, entre las més populares se
encuentran las reglas de Fibonacci que vienen dadas por: A — AB y B+ A.De
este modo, partiendo con una cierta semilla, por ejemplo ¢, = €a, €s posible obtener
una sucesién aperiédica de constantes de propagacién. Las primeras cinco iteraciones

entregan las siguientes sucesiones:
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s

Generacién 0: ¢, Largo 1
Generacién 1:  ¢,¢ Largo 2
Generacién 2:  e,6p¢, Largo 3
Generacifn 3: e ep6,€,65 Largo 5
Generacion 4:  €,€56,€606p€2€0€, Largo 8

Generacion 5:  €,€656,€2€56,€0€0€4E6ExCD Largo 13

donde los largos van de acuerdo a la sucesién de Fibonacci. Otra forma de representar
la construccién de las secuencias en cada iteracién es mediante la concatenacion de
secuencias sucesivas, es decir, w, = Wp—1Wy—2, donde w,, corresponde a la secuencia
generada tras  aplicaciones sucesivas de las reglas de sustituciéil--Esta. representacion
es 1til para darnos cuenta que todas las generaciones comparten los mismos elementos
iniciales y lo que cambia, iteracién tras iteracién, es sélo la cola de la sucesién. El
primer valor de la sucesién corresponde al valor de la constante de pPropagacion en el
borde de nuestro arreglo semi-infinito. En secciones posteriores veremos que es posible
re-expresar €, y € en términos de un 1inico pardmetro adimensional apropiado e.

En la préictica, experimentalimente y computacionalmente, los arreglos de gufas
de onda son de tamano finito, emulando la situacién semi-infinits en el limite N>
1, de modo que nosotros sélo aplicaremos un niimero finito de veces las reglas de
sustitucién.

Los modos lineales (y = 0) se obtienen reemplazando A, (2) = Ane™ y reducien-
do la ecuacién (5.1) a un problema de autovalores. En el limite N —» oo, se ha
probado que el espectro lineal converge a una estructura fractal, con dos “bandas”
principales {ver Fig 5.1), cada una con una estructura interna autosimilar de bandas
y gaps [55]. Por su parte, los autoestados también manifiestan dicha fractalidad,
mostrando un patrén antosimilar en concordancia con la aperiodicidad del sistema.
Entre estos antoestados se encuentra un ntimero infinito de modos localizados en

la superficie. Por otro lado, en el limite de sistemas finitos, el niimero de autoes-
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Figura 5.1: Espectro lineal (v = 0) como funcién de e para el modelo de Anderson,
Fibonacci y Aubry-André desde arriba hacia abajo, respectivamente. En el modelo
de Anderson se considera €, como un némero al azar {desde una distribucién tipo
ruido blanco) entre —€ y € para todo n. Para el modelo A-A, x = (V5 +1)/2. (a)
Modo lineal de superficie para el modelo de Fibonacei. {b) ¥ (c) muestran ejemplos
de modos asimétricos extendidos (¢ = 1) antes de la transicién y modo localizado

lineal (¢ = 3) después de la transicidn, respectivamente, para el mismo autovalor en
el modelo A-A. S

tados localizados en la superficie depende fuertemente del tamagio del arreglo. Los
autovalores de dichos estados se ubican dentro del espectro lineal como puntos ais-
lados, similar a lo que ocurre con estados ligados a impurezas. La determinacién de
cudntos autoestados lineales de superficie existen para un N fijo resulta ser un prob-
lema complejo y que no sers tratado en el contexto de esta Tesis. Nuestro trabajo se
centrars en un sistema de N = 89 gufas de ondas, donde encontramos al menos i

autoestado localizado en la superficie (ver figuras 5.1).
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Figura 5.2: Distribucién espacial de intensidades de los modos lineales para (a) un
arreglo completamente periédico, es decir, € = 0 en ambos modelos, (b) un arreglo
de Fibonacci para € = 1, (¢) y (d) un arreglo de AA antes (€ = 1) y despues (e = 3)
de la transicién de localizacién, respectivamente. Los circulos azules denotan modos
lineales de superficie. Aqui sélo se muestran los modos truncados hasta la guia 44
para una mejor visualizacién de los modos de superficie. El pardmetro v etiqueta los
modos en orden creciente de sus autovalores (constantes de propagacién).

9.2. Redes inconmensurablemente moduladas

Otra via para generar un arreglo cuasi-periédico es mediante la modulacién es-
pacial de las constantes de propagacién de manera inconmensurada con el periodo
natural del sistema discreto. Un ejemplo interesante de esto es el modelo de Aubry-
André [52], donde la constante de propagacién en cada guia de onda es tomada
como:

donde ¢p es la constante de propagacién del sistema sin modulacién, 7 es el peso de
la modulacién, y x es la razén entre el periodo de la modulacién y el periodo natural
de la red. El modelo se ha construido de forma tal que tendremos un arreglo cuasi-
periédico cuando x sea un ntimero irracional. En el caso lineal (v = 0) el modelo

A-A tiene la particularidad que muestra una transicién de localizacién en In/V|=2,
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es decir, para |/V| < 2, todos los autoestados son extendidos, mientras que para
[7/V| > 2, todos los autoestados son localizados (ver figura 5.2). En el regimen de
estados localizados el espectro lineal forma una estructura fractal y estd compuesto

s6lo de puntos aislados, de tal modo que su complemento es un conjunto denso [57,58].

5.3. Adimensionalizacidén

Por simplicidad, estamos interesados en re-escribir una versién mas compacta en
términos de pardmetros de la ecuacién (5.1), esto es posible mediante la transforma-

cién En(z) = 1/V/7A(€)e™, con £ = Vz. De esta forma, la ecuacién resulta:

(i +) Ant (s 402) + sgmi)l P, =0, (53)

donde 4, == (e,/V) — ¢ y v positivo (negativo) denota el caso no-lineal enfocante
(desenfocante). Mediante una juiciosa eleccién de ¢ uno puede describir ambos mod-
elos. Para el modelo de Fibonacci definimos ¢ como €,/V, obteniendo 6, = 0 o
€ = (’e-b — €)/V, mientras que para el modelo AA, nosotros definimos ¢ = /V,
obteniendo 4, = ecos(2mny), con € = 7/V. € corresponde al pardmetro de control
relevante en ambos modelos y, da cuenta del peso del potencial cuasi-periédico.

Al igual que en las secciones anteriores, la potencia, P = ) |A,|* es una canti-
dad conservada, y serd el pardmetro que utilizaremos para caracterizar las distintas

familias de modos no-lineales.

5.4. Solitones de Superficie

En esta seccidn, al igual que en el capitulo cuatro, estamos interesados en solu-
ciones no-lineales estacionarias que sean localizadas en la superficie del arreglo.

Dichas soluciones corresponden a funciones del tipo A.(2) = A, obteniendo
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el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas acopladas:
—Adn o+ (Ang1 + Anoa) + 00 An + sgn(7)| AnPAn = 0, (5.4)

donde consideraremos A, como una cantidad real para todo n. La ecuacién (5.4) es
invariante ante la transformacién de simetrfa (A, 7, €, An} = (=X, =7, —¢, (1) 4,).
Esto resulta muy dtil al momento de realizar una descripcién numérica del sistema,
puesto que sélo es necesario explorar la mitad del espacio A — e. De esta forma,
distinguimos dos familias de soluciones no-lineales independientes entre si: los modos
no-lineales del tipo-I, que viven en: {7 > 0,¢ > 0} U {y < 0,e < 0}, y los modos
no-lineales del tipo-II, que viven en: {y > 0,¢ < 0} U {7 < 0,¢ > 0}. A Io largo
de nuestro anélisis, fijaremos € > 0 y cambiaremos el signo de y para encontrar las
distintas familias de modos no-lineales de superficie presentes en el sistema.

La ecuacién (5.4) es resuclta mediante el método de Newton-Raphson en varias
variables usando el limite anticontinuo (sistema desacoplado o alta potencia) como
punto de partida para encontrar de manera antoconsistente las distintas ramas de
soluciones no-lineales. La estabilidad de las soluciones es caracterizada, mediante un
analisis estdndar de estabilidad lineal. Siguiendo el Apéndice A, dada una solucién
no-lineal obtenida por medio del método de Newton-Raphson, realizamos una per-
turbacién en la amplitud de la forma: A,(¢) = [An + ¥ (£)]e™, con |1,| < 1, donde
¥n s una cantidad compleja que satisface la ecuacién:

50 = (A= )~ Wors +hucs) — s+ 9), (55)
donde los autoestados de esta ecuacién corresponden a funciones de la forma: ,(¢) =
e, de modo que la ausencia o presencia de autovalores con parte imaginaria
distinta de cero, determinan la estabilidad o inestabilidad, respectivamente, de la

solucién {A,}.
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Figura 5.3: Relacién entre potencia y constante de propagacién para diferentes fa-
milias de solitones discretos de superficie en ambos regfmenes no-lineales para ¢ > 0,
El signo del pardmetro no-lineal -y est4 descrito en la figura. Las curvas solidas mues-
tran soluciones estables, mientras que las curvas entrecortadas denotan soluciones
inestables. (Arriba) Modelo de Fibonacci para ¢ = 3 y (abajo) modelo A-A para
e=1.

La figura 5.3 muestra la potencia contenida en el modo no-lineal como funcién
de la constante de propagacién X para diferentes familias de modos no-lineales de
superficie que existen en los diferentes gaps para los modelos de Fibonacci y A-A.
Observamos que estos modos se originan mediante dos mecanismos: (i) bifurcacién
tangente, usualmente observada en los modos presentes en los gaps externos, surgien-
do una rama estable y una inestable (linea continua y entrecortada, respectivamente).

Aqui, el ambiente local es el que predomina sobre las propiedades del modo no-lineal,

mintras que el tamaiio del arreglo no juega un rol significativo. (ii) E1 otro mecanismo
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Figura 5.4: Modos no-lineales de superficie estables para los valores de potencia y
constante de propagacién marcados en la Fig. 5.3. Columna izquiera: Modelo de
Fibonacci. Columnda derecha: modelo AA.
corresponde a familias de modos no-lineales que bifurcan desde modos lineales (auto— -
funciones), s6lo dos tipos de modos lineales permiten este tipo de bifurcacién: modos
lineales localizados en la superficie o modos asimétricos extendidos (ver figuras 5.1
¥ 5.2). Uno de los comportamientos mas interesantes de la Fig. 5.3 es la fuerte
asimetria entre el caso enfocante y desenfocante, para la misma distribucién {en}.
Esto es resultado de que las familias de soluciones del tipo-I y tipo-II corresponden
a soluciones totalmente independientes entre si.

En la Fig. 5.4, mostramos ejemplos de modos de superficie para valores de los

pardmetros en las distintas regiones marcadas en la Fig. 5.3. Notamos que dichas
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soluciones lucen cualifativamente similares en ambos modelos. A confimiacién de-

scribimos en mayor detalle las caracteristicas de modos en los distintos gaps.

5.4.1. Modos en el Gap de reflexién total interna

A estos modos los llamaremos modos TIR, correspondientes a soluciones alta-
mente localizadas en la superficie; ademds, la constante de propagaeién asociada a
este tipo de soluciones esta ubicada en el gap mas externo, correspondiendo de esta
forma a soluciones que oscilan rdpidamente en la direccidn de propagacion. En dicho
gap dominan, principalmente, los efectos de localizacién mediante no-linealidad. Es-
+ tos modos estan caracterizados por requerir un minimo de potencia {(umbral) para
existir. Este umbral presenta distintos comportamientos tras la inclusién de la mod-
ulacién cuasi-periédica sobre el sistema. En el caso de modos del tipo-I se tiene que
el umbral aumenta monétonamente con le] en ambos modelos. Mientras que para.
modos del tipo-II tenemos comportamientos opuestos entre los distintos modelos,

por un lado el umbral decrece monotonamente para el modelo de Fibonacei, pero en

el modelo AA tenemos que para le| A 2.59 existe un umbral minimo Pry, =2 1.25 (ver
Fig. 5.5).

Por otra parte, el anlisis de estabilidad Jineal revela que todos—l—os modos TIR
presentan cambio de estabilidad cuando 8P/8|A| = 0, donde la bifurcacién ocurre,
La estabilidad del nhlodO estd también asoaciada a la posicién relativa del “centro
de masa” de la solucién: En soluciones estables (figuras 5.4), el cer[t.ro de masa

estd cercano a la superficie, mientras que soluciones inestables presentan centro de

masa mas cercano a la segunda gufa.
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Figura 5.5: Potencia mfnima necesaria para excitar modos no-lineales localizados
en la superficie del gap TIR, como funcién de € > 0 para no-linealidad enfocante y
desenfocante. Curvas sélidas (entrecortadas) corresponden al modelo de Fibonacei
(Aubry-André). 7 > 0 estd asociado a los modos del tipo-1, mientras que v < 0
est4 asociado a los modos del tipo-IL.

5.4.2. Modos.en el Gap de reflexién dQ.Bragg

Estos modos residen en los gaps internos, donde los efectos de reflexidn de Bragg
predominan. En estas regiones, la localizacién es resultado combinado de la no-
linealidad y las reflexiones producidas por la estructura aperiédica. Estos modos son
menos localizados que los TIR (ver figuras 5.4) y no necesariamente requieren de

una potencia minima para existir. Asi, modos que no bifurcan desde modos lineales
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presentan umbral sobre el cual es posible excitarlos, mientras que los modos que
bifurcan desde modos lineales (figuras 5.1a y 5.1b) no poseen umbral. En este caso,
la presencia de no-linealidad produce un corrimiento en la constante de propagacion
del modo lineal, Hevando su energia dentro del gap y dando origen a un modo de
superficie no-lineal.

En el caso de Fibonacci, ¢l ntimero de modos lineales de superficie o asimétricos
que puede dar a oriéen 2 modos no-lineales de superficie es funcién del ndmero de
sitios N. En particular, para N = 89, tenemos un #nico modo lineal localizado en la
superficie (ver figura 5.1), del cual bifurcan solitones del tipo-I y del tipo-II, como se
muestra en la Fig. 5.3. Por otra parte, para el modelo AA, tenemos una transicién
de localizacién en |e] = 2, de modo que la fenomenologia es totalmente diferente.
Por una parte, antes de la transiciénm(lel < 2), los modos lineales son extendidos
y s6lo uno de ellos es asimétrico, con un méximo en torno 2 la superficie (ver Fig.
5.1). Despues de la transicién (J¢] > 2), todos los modos se vuelven localizados
y s6lo uno de ellos se encuentra localizado en la superficie del arreglo (ver Fig.
5.2), permitiendo, que bifurque un modo mo-lineal de superficie desde él. Cuando
la no-linealidad esta presente, a medﬁia_ que aumenta la potencia la constante de
propagacién asociada a las soluciones se mueve por los gaps monétonamente. Dado
que la constante de propagacién, en este caso, se encuentra en un gap entre dos mini-
bandas, las soluciones sufren un tipo de inestabilidad oscilatoria producida cﬁando
la constante de propagacién se aproxima. a la banda. Esta inestabilidad se manifiesta
como un fendmeno de resonancia entre el modo lineal asociado a la constante de
propagacién del borde de banda con la cola del modo no-lineal, esto debido a que al
ser soluciones localizadas en la superficie, 1a cola del modo es de baja amplitud, por lo

que los efectos no-lineales son despreciables ¥ por tanto tenemos principalmente una
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dindmica regida por ecuaciones lineales. La inestabilidad irae consigo dos efectos: (i)
deslocalizacién del modo no-lineal, incrementando 1a intensidad del campo en la cola,
y (ii) sincronizacién de la fase del modo no-lineal con la del modo lineal del borde
de banda. Comportamientos similares han sido reportados en sistemas continuos con
potenciales periédicos [59-62] y también en sistemas discretos binarios [63,64]; este
dltimo, es particularmente interesante puesto que es un sistema discreto periddico
con dos bandas, por lo que resulta el escenario mss simple para explorar fen6menos

discretos presentes en sistemas de miltiples bandas,

5.5. Dinamica de localizacién

Ahora estamos interesados en estudiar el impacto de la inodulacién cuasi-periédi-
ca sobre la evolucién dindmica de una condicién inicial localizada en la superfi-
cie del arreglo, comparandolos con los resultados obtenidos lejos de la superficie.
Para esto, integramos la ecuacién (5.3) numéricamente con uma condicién inicial
An(0) = VP8, ., con ng = 1 para la excitacién en la superficie. Para el caso lejos
de la superficie, tendremos diferentes ambientes locales entorno a la. condicién ini-
cial dependiendo de-la eleccién de 7y, por lo que promediaremos los resultados para
distintas elecciones aleatorias de .

Al igual que en el capitulo anterior, utilizaremos como indicador de localizacién

dindmica el promedio de la intensidad del campo en la guia inicialmente excitada:

_ 1 Emaz 5
fem [ Mera, 55)

esta cantidad la calcularemos como funcién de € y la potencia P, tras una cierta
distancia de propagacién fija £, = 20, debido a que las distancias de propagacién

en sistemas realistas son pequeftas. En este caso, sélo para visualizar la informacién
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Figura 5.6: f como funcién de € tras una distancia de propagacion &p,,, = 20. Arriba:
Modelo de Fibonacci. Abajo: modelo AA. Los graficos de la izquierda corresponden
a la excitacion en la superficie (ny = 1), mientras que los gréficos de la derecha mues-
tran la situacién promedio para 3 guias distintas escogidas aleatoriamente. Regiones
oscuras y claras muestran baja y alta localizacién, respectivamente. Las curvas blan-
cas denotan la potencia minima encontrada en el caso estacionario que se muestra
en la figura 5.5. Los puntos marcados con letras de la a) a la h), muestran los casos
presentes en la Fig. 5.7.

de forma mds compacta, fijaremos v > 0 y cambiaremos el signo de € para estudiar
los distintos modos no-lineales del tipo-I y del tipo-II. La figura 5.6 muestra f para
los distintos modelos.

Lo primero que notamos desde la figura 5.6 es que ambos modelos (Fibonacci y

A-A) muestran un comportamiento cualitativamente similar en cuanto a la fraccién
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de campo localizado a lo largo de la propagacién como funcién de e. Uno de los
efectos més interesantes que podemos destacar es que en promedio es requirida una
menor potencia para excitar modos no-lineales en la superficie que lejos de ella.
Especificamente, notamos que para una cierta potencia fija, es necesario un menor
peso de la modulacién cuasi-periédica (menor €) para obtener localizacién en la
superficie que lejos de la superficie y, de la misma forma, para un valor de e fijo, es
requerida menos potencia en la superficie que lejos de ella para obtener localizacién.

Ahora bien, estudiemos con mayor detalle el caso en que la excitacién es pues-
ta en la superficie. En este caso notamos una correspondencia entre los umbrales
estacionarios calculados en la seccién anterior (linea blanca de la figura 5.6 que cor-
responde a las curvas presentes en la figura 5.5) y el umbral dindmico para excitar
solitones asociados a la brecha externa. Siendo el umbral dingmico siempre mayor
que el umbral estacionario. Esto se entiende debido a que el proceso de localizacién
en sislemas hamiltonianos involucra un proceso transiente en que el pulso libera una
cierta cantidad de energia en forms de ondas difractadas de baja amplitud que solo
dispersan, mientras que el “miicleo” de la solucidn converge a una onda no-lineal lo-
calizada de menor potencia que el pulso inicialmente injectado, esto porque el sistema
congerva la potencia: total.

Es también interesante notar la asimetria entre € > 0 (mnodos del tipo-I) y € < 0
(modos del tipo-II). Esta asimeirfa cstd en concordancia con lo obtenido para el
regimen estacionario. Como era de esperar, en la region donde dominan los efectos
no-lineales {gap exterior), f — 1, indicando que la condicién inicial resulta cercana
a la forma de los modos no-lineales que viven en dicho gap. Mientras que para Baja
potencia y alta cuasi-periodicidad se obtienen regiones de localizacién débil en la su-

perficie. Para muy baja potencia, el pulso tiende a difractar hasta cierto valor critico
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h)

14 | 14

Figura 5.7: Evolucién dindmica de una condicién incial tipo delta. Se muestra en
forma de densidad la intensidad |A, (2)[% Los gréficos (a)- (d) corresponden al caso
del modelo de Fibonacci, mientras que (e)- (h) corresponden al caso del modelo AA.
Aqui utilizamos los siguientes parametros: &,,, = 20 y N = 89.

de €, donde la estructura aperiédica domina y el pulso tiende a quedar atrapado
tras sucesivas reflexiones cerca de la superficie. Todas estas regiones estan separadas
entre si por lugares donde no existen soluciones localizadas en la superficie, por lo
que el campo es expulsado de la superficie, pero debido a la estructura aperiédica,
difracta o queda atrapado mayoritariamente cerca de la superficie.

Algunos ejemplos de propagaciones en las diferentes regiones mostradas en la
figura 5.6 (para excitaciones en la superficie) son mostradas en la Fig. 5.7. Adi-

cionalmente, calculamos la densidad espectral (ver Fig. 5.8), definida como

Do HAn (M) -
g(A) = Max {5, |4, U} (5.7)

donde A,(\) = 31 o An(&)e™2miMk/Emaz oo {&}! una particién, de K puntos,

del intervalo [0, &4.]. El factor Max { 3. |An ()\)|2}7I representa el inverso del maxi-
mo de }° |A,())|?, de modo que 9(A) permance acotada entre 0 y 1, para todo .

A continuacién, se describen los distintos casos posibles de propagacién:

= Soluciones de alta potencia que son fuertemente localizadas en la superficie
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y estdn asociadas a los modos TIR (ver figuras 5.7a y 5.7e). Aqui la local-
izacién incrementa moné6tonamente con la potencia. En la figura 5.8, la regién

A corresponde a la densidad espectral asociada a dindmicas de este tipo.

Soluciones de superficie que oscilan persistentemente entre dos sitios, con con-
stante de propagacién que depende del valor de (ver figuras 5.7b y 5.7g).
En este caso hemos calculado la transformada de Fourier de estas soluciones
observando que la constante de propagacién asociada a la dindmica trangver-
sal (constante.de propagacion secundaria) es mds pequefia que la constante de
propagacién asociada a la dindmica a lo lergo de la direccién de propagacién
(constante de propagacién primaria), que domina finalmente la dindmica. Al
incrementar [e] el proceso de intercambio de energia entre gufas es menos fa-
vorecido, observdndose una disminucién en la componente secundaria en la
transformada de Fourier. La potencia de este tipo de soluciones es menor que
las asociadas al modos no-lineales TIR. Este tipo de soluciones es similar a las
descritas en [65] para redes binarias, donde la dindmica estable de modos que

comparten periédicamente potencia con otros sitios ha sido demostrada.

Soluciones de baja potencia que muestran miltiples constantes de-propagacién
(ver figuras 5.7¢, 5.7d, 5.7h y 5.8C), que involucra oscilaciones rapidas entre
sitios cercanos (como en la figuras 5.7b y 5.7g) y oscilaciones lentas entre sitios

lejanos a la superficie.

Oscilaciones cadticas (ver figura 5.7f) donde la oscilacién no presenta un pa-
trén definido. Estas soluciones permanecen acotadas entre regiones de alta
localizacién y baja localizacién en el diagrama Py — ¢ de la figura 5.6. Se ob-

serva, en la densidad espectral (5.8B), que un alto nimero de constantes de
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propagacion participan en la dindmica.

5.6. Cuasi-periédicidad no-diagonal

Por completitud, es interesante discutir los efectos de aplicar una modulacién so-
bre los acoplamientos entre las gufas en lugar de sobre sus constantes de propagacién.

En este caso la ecuacién involucrada en la dindmica es:
.dA,
z———dg

donde V;, denota el acoplamiento entre las guias n ~ 1 y n. Este modelo ha sido

+ Mt+1An+1 + VnAn—I + ’ﬂAnlen =9 (58)

discutido en numerosos papers para el caso en que el acoplamiento sigue las reglas
de sustitucién de Fibonacei, de modo tal que: Vol ={Ve, Vi, Vo, Vo, Vi, Vo, W5, .. .
Los resultados que se obtienen en esta clase de modelos son cualitativamente
similares a los obtenidos para cuasi-periodicidad diagonal (el caso discutido prin-
cipalmente en esta Tesis). La diferencia principal es que este modelo es invariante
ante la transformacién: (A,v, 4,) — (=X, —7, (—1)A4,), al igual que.la ecuacién de
Schrédinger discreta usual. De esta manera, se tiene que las propiedades de los modos
no-lineales son las mismnas en ambos regimenes no-lineales (enfocante y desenfocante),

a diferencia de la asimetr{a observada en los casos de lag secciones anteriores.

5.7. Resumen de este capitulo

Hemos estudiado la interaccién entre no-linealidad, cuasi-periodicidad, y efectos
de superficie en arreglos semi-infinitos de gufas de ondas en una dimensién con no-
linealidad cabica (tipo Kerr). Aqui hemos estudiado dos tipos distinfos de mecanis-
mos para generar cuasi-peritdicidad, modelo de Fibonacci y modelo de Aubry-André.

En ambos casos hemos encontrado distintas familias de soluciones estables no-lineales
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localizadas en la superficie, y comparamos la factibilidad de excitarlas dindmica-
mente. Ambos modelos muestran comportamientos cualitativamente similares en el
régimen no-lineal, caracterizados por modos de alta potencia (en los gaps externos)
que son altamente localizados en la superficie del arreglo, y modos de baja potencia
(en los gaps internos) que oscilan persistentemente entre algunos sitios cercanos a la
superficie. Una de las observaciones principales es la fuerte asimetria presente entre
los regimenes no-lineales enfocante ¥ desenfocante para una misma distribucién {e.},
que puede ser medida experimentalmente utilizando técnicas similares a las usadas
en la referencia [52]. -Adem4s, probamos que la fenomenologfa presente en medios de-
senfocantes puede ser observada. en sistemas enfocantes mediante la eleccién correcta
de la modulacién aperiédica. Por ejemplo, en el caso del modelo de Aubry-André,
donde la modulacién de la red es dada por 17 cos(2mny), si escojemos 17 > 0 en un sis-
tema enfocante, entonces para explorar la fenomenologia desenfocante, es suficiente
con cambiar 7 — —p, equivalente a tener {7 > 0,7 < 0}. Por otra parte, hemos
observado que la superficie actfia de manera favorable al momento de excitar ondas
no-lineales localizadas, obteniendo que el umbral dindmico es menor en la superficie

que lejos de ella.
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Figura 5.8: Densidad espectral g(\) para distintas potencias. (Arriba) Modelo A-A
para € = 3. Se observan las distintas dindmicas descritas en el texto: A) localizacion
en el gap TIR, B) oscilaciones cadticas y C) oscilaciones con miiltiples constantes de
propagacion, junto con ejemplos de propagacién en cada una de las regiones. (Abajo)
Densidad espectral para el modelo de Anderson (una realizacién) y para una red sin
modulacién (DNLS). En el caso de Anderson, ¢, es un ntmero (real) al azar entre
-1yl




Capitulo 6

Conclusiones

En la presente tesis hemos estudiado las propiedades de sistemas lineales y no-
lineales en presencia de cambios en la topologia del espacio discreto. Encontramos,
principalmente, una fuerte e inusual asimetria entre los distintos regimenes no-
lineales, que no est4 presente en sistemas totalmente peri6dicos y con acoplamiento
solo a primeros vecinos. Estudiamos dos mecanismos por los cuales se induce esta
asimetria: primero, mediante la inclusién de acoplamiento mas all4 de primeros ve-
cinos, observando este fenémeno incluso en sistemas con acoplamiento a segundos
vecinos, lo cual abre su verificacién experimental en el contexto de la éptica, y se-
gundo, mediante una modulacién espacial de la energia en cada sitio. En este dltimo
caso nos basamos en una clase de sistemas llamados sistemas cuasi-periédicos donde
la modulacién es aparentemente desordenada, pero generada de forma totalmente
determinista.

En el capitulo 3 -estudiamos las propiedades difractivas de ondas lineales en ar-
reglos con acoplamiento de largo alcance, encontrando expresiones analfticas para
el desplazamiento cuadrético medio (MSD) de un pulso inicialmente localizado en
una cadena infinita, obteniendo condiciones sobre el acoplamiento y la relacién de

dispersién, para tener propagacién balistica en sistemas con acoplamiento de largo

84
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alcance. Ademds, evaluamos el MSD en forma exacta en algunos casos de interes
como: acoplamiento a segundos vecinos, acoplamiento exponencialmente decreciente
y acoplamiento tipo ley de potencia. En este dltimo caso demostramos que existe
una cofa para el exponente de la ley de potencia que restringe los posibles decaimien-
tos del acoplamiento en los cuales tenemos propagacién balistica generalizando los
resultados obtenidos en [28]. En el caso de excitaciones inicialmente localizadas en
la superficie de un arreglo semi-infinito, encontramos, via método de iméigenes, una
expresidn aproximada para el comportamiento asintético del MSD que se comporta
en correspondencia con los resultados mitmericos obtenidos via integracion directa
de la ecnacién de Schrédinger discreta; en este caso también obtenemos condiciones
para propagacidn balistica para distancias de propagacion lo suficientemente largas.

En el capitulo 4, consideramos un sistema. no-lineal discreto con acoplamiento de
largo alcance. Nos enfocamos, principalmente, en el caso de acoplamiento exponen-
cialmente decreciente debido a que en Gptica se ha observado que el acoplamiento
varia exponencialmente con la distancia entre gufas, discutiendo también nuestros
resultados en el caso de arreglos con acoplamiento a segundos vecinos debido a su
particular interés en 6ptica. Aqui probamos que el acoplamiento de largo alcance
induce una, asimetn’:;, en el sistema. Por un lado, en el régimen lineal, la banda lineal
se asimetriza tendiendo a diverger superiormente ¥y permaneciendo acotada inferior-
mente a medida que se aumenta el rango del acoplamiento. Por otra parte, los mo-
dos no-lineales de superficie presentan comportamientos opuestos en sus umbrales,
presentando un incremento (decrecimiento) en el umbral en el régimen enfocante
(desenfocante) a medida que aumenta el rango del acoplamiento. Dicho compor-
tamiento en los umbrales es verificado mediante integracién directa de la ecnacién

de Schridinger correspondiente simulando la, propagacién de un pulso inicialmente
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localizado. Ademds, se observa pérdida de la fase escalonada para solitones discre-
tos desenfocantes sobre un cierto valor de la potencia, en dependencia fuerte de Ia
constante de acoplamiento de largo alcance.

Por tltimo, en el capitulo 5 estudiamos el problema de éxcitaciones de superficie
en presencia de potenciales cuasi-periédicos, mostrando que modulaciones espaciales
del indice de refraccién (en particular modulaciones cuasi-periddicas) también pro-
ducen fuertes e inesperadas asimetrias en las propiedades de ondas no-lineales de
das y gaps presentes en esta clase de modelos, mostramos la existencia de multiples
familias de soluciones de superficie estables presentes en los distintos gaps, algunas de
ellas de baja potencia. Probamos también dindmicamente, utilizando una condicién
inicial fuertemente localizada, que dichas soluciones de superficie no-lineales dejan
un remanente en la dindmica que interactiia de manera compleja con la estructura de
la red, observando (dependiendo los parsmetros): (i) oscilaciones fuertemente local-
izadas de alta potencia (asociadas al gap externo TIR), (ii) oscilaciones de miltiples
constantes de propagacién que pueden oscilar entre 2 o més sitios (asociadas a los
gaps internos BR) y (iii) oscilaciones cadticas (asociadas al paso por las “bandas”).

Concluimos de esta forma que la localizacién de excitaciones no-lineales en la
superficie de un arreglo semi-infinito resulta un proceso fuertemente dependiente de la
topologia de la red y la naturaleza de la no-linealidad. En particular, es posible tener
ciertas configuraciones donde resulte mucho més favorable excitar modos de superficie
para un cierto tipo de no-linealidad, mientras que en el caso opuesto resulte més
costoso. Un primer indicador (sin ser el definitivo) es el estudio de las ondas lineales,
donde la asimetria tipicamente se manifiesta en los bordes de banda, definiendo

estos cotas para las regiones de existencia de los modos no-lineales ¥, eventualmente,
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diferencias en los umbrales necesarios para excitar dichas soluciones. Por otra parte,
observamos que este fenémeno estd fuertemente relacionado con la pérdida de la
simetria {X,v,¥n} - {—A, =7, (—1)™,}, que resulta ser un segundo indicador de

posible asimetrizacién de los regimenes no-lineales en el sistema.
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Apéndice A

Analisis de estabilidad lineal

Sabemos que estudiar la estabilidad Iineal de los solitones discretos es suficiente
para determinar si una solucién es estable o inestable en la mayoria de los casos
(salvo en situaciones marginales), esto debido 2 que si los modos no-lineales son
estables (inestables) linealmente, implica que tambien son estables (inestables) no-
linealmente. En general, a lo largo de esta Tesis, nos bastara con estudiar este caso.

La ecuacién mas general que abarca todos los casos estudiados en esta Tesis para

un sistema finito de N sitios, es:
d .
i——tn+ ) Vot + €nthn + 7|l = 0 (A.1)
Z sl

Las soluciones estacionarias de (A.1) corresponden a ondas discretas de 1a forma:
Pn(z) = Pne™?, con {¢n} un elemento de RY. De modo que la ecuacién ‘tiempo”

independiente a resolver es:
Mot Y Vimbm + €adn + 7]dnl¢n = 0 (A.2)
m#n
Ahora bien, consideremos una perturbacién en la amplitud del campo 1, de la
forma ¥i(z) = (¢y, n 6,(2))e™*, con 92(2) el campo perturbado ¥ 0,(2) la pertur-

bacién, tal que |8,[ < 1 para todo n. Reemplazando esto en (A.1) y linealizando, se
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obtiene:

(—)\qbn + D Vombum + ena + 'réf’l)
—

+ (i% (e =N+ Y Vamub + 792 (26, + 5;‘;)) =0 (A.3)
dz ol

Notamos que, el primer paréntesis de (A.3) corresponde a (A.2), de modo que la

ecuacion asociada a la perturbacién resulta:

aé,,
iy F (e = N0t Y Vi 4787 (26, + 83) = 0 (A.4)
m#Fn
Luego, si consideramos la perturbacién en una forma general, es decir, separan-

dola en parte real ¢ imaginaria:
¢n = Xn +1Yn (A5)

con X, e ¥, cantidades reales, es posible eseribir dos ecuaciones diferenciales

ox,

2
A, = A.
= +m§#n: VamYm + €Xo + (705~ N)Y, = 0 (A-6)
oy, 2
Sl %:t/,,,mxmﬂ,,lfn—(svcn—z\)}(n =0 (A7)

0 en términos matriciales

X+Ay = 0 (A.8)
y—Bx = 0 (A.9)
(o]
¥4+-ABx = 0 (A.10)
¥y+BAy = 0 (A.11)




96

con

x = {Xa} (A.12)

vy = {%} (A.13)

An,l = Z Vn,mdm,l + Endn,l + (7012; - /\),6n,l (A.14)
mFEn

Bn,l = z V;':,mém,l + fné_n,! + (370121 - A)Jn,l (A15)
m#n

con A,;y B, las componentes de A y B, respectivamente, y dpm la delta de Kro-
niecker. Notamos ademds que los antovalores de AB son los mismo que los autovalores
de BA. De esta forma, los autovalores de AB nos entregan la informacién respecto
a la estabilidad de los modos no-lineal. Para modos inestables se tiene que la parte

imaginaria de los autovalores representan una medida de cuan inestable es el modo

no-lineal {¢/1,}.
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Strong asymmetry for surface modes in nonlinear Iattices with long-range coupling
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Universidad de Concepcicn, Casilia 4016, Concepeidn, Chile
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We analyze the formation of localized surface modes on a nonlinear cubic waveguide array in the presence
of exponentially decreasing long-range interactions. We find that the Tong-range coupling induces a strong
asymmelry becween the focusing and defocusing cases for the tepology of the surface modes and also for the
minimm power needed (o generate them. In particutar, for the defocusing case, there is anupper power threshold
for exciting staggersd modes, which depends strongly on the Tong-range coupling sirength. The power threshold
for dynamical excitation of surface modes increases (decreases) with the strength of long-range coupling for the
focusing (delocusing) cases. These effects seem to be generic for diserete Iattices with long-range interactions.
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Surface solitons in quasiperiodic nonlinear photonic lattices
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{Received 28 June 2011; revised manuscript received 12 Navember 2011: published 4 Tanuary 2012)

We study discrete surface solitons in semi-infinite, one-dimensional, nonlinear (Kerr). quasiperiodic waveguide
ammays of the Fibonacci and Aubry-André types, and explote diiferent Families of localized surface modes, as
a function of optical power conlent (“nonlinearity™) and quasiperiodic strength (“disorder”). We find a strong
asymmetry in the power content of the mode as a function of the propagation constant, between the cases of
{ocusing and defecusing nonlinearity, in both models. We also examine the dynamical evolution of a completely
localized initial excitation at the array sucface. We find that, in general, for a given optical power, a smaller
quasiperiodic strength is required to effect localization at the surface than in the bulk. Also, for fixed quasiperiodic
strength, a smaller optical power is needed to localize the excitation at the edge than inside the bulk.
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Diffusion in infinite and semi-infinite Iattices with
long-range coupling

Alejandro J Martinez''> and Mario I Molina'+2
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Abstract

We prove that for a one-dimensional, infinite periodic lattice, with long-range
coupling among sites, the diffusion of an initial delta-like pulse in the bulk
is ballistic at all times, with a ‘speed’ that depends on the ‘smoothness’ of
the dispersion relation. We obtain a closed-form expression for the mean
square displacement (MSD), and show some relevant examples including finite-
range coupling, exponentially decreasing coupling and power-law decreasing
coupling. For the case of an initial excitation at the edge of the lattice, we find
an approXimate expression for the MSD that predicts ballistic behavior at long
times in agreement with numerical results.
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Nonlinear localized modes in Glauber-Fock
photonic lattices
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We study a nanlinear Glauber-Fock lattice and tha conditions for the excitation of localized structures, We inves-
tigate the particular lincar properties of these lattices, including lincor localized modes, Wa investigate numerically
nonlinear modes centered in each site of the laitice. Wa found 2 strong disagresment of the general tendency be-
tween the stationary and the dynamical excitation thresholds. We defnea new parametet that takes into account the
stationary and dynamical properties of localized excltations. ® 2012 Optical Sociaty of America

OCIS codes:  190.0190, 150.5530, 190.6135, 230.4320.

Enhanced distribution of a wave-packet
in lattices with disorder and nonlinearity
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Abstract: We show, numerically and experimentally, that the presence
of weak disorder results in an enhanced energy distribution of an initially
localized wave-packet, in one- and two-dimensional finite lattices. The
addition of a focusing nonlinearity facilitates the spreading effect even
further by increasing the wave-packet effective size. We find a clear
transition between the regions of enhanced spreading (weak disorder) and
localization (strong localization).
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Self-trapping transition in nonlinear cubic lattices
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{Dated: October 135, 2012}

We exploro the fundumental question about the critical nonlincarity value nceded to dynamically
localize energy in diverse discrete nonlinear {(Kerr) Iattices, A simple criterium i developed - for
the case of an initially focallzed excitation - that defines the transition regions in patameter space
{ *dynamical tonguey™) from a delocalized to a oculized profile. An estimate of the crition] nonlin.
earity vidue for which this transition ocours is obtained with numerical comptations perfornud in
ang- two-, and three~limensianal nonlinear latticos, W disewss the vulidity and possible extensions
of this criterium 1o more complex laltices,
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