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RESUMEN

Se analiza la solucion exacta del modelo de Peierls-Hubbard en un anillo de cuatro
ines. Se considera acoplamiento spin-spin hasta segundos vecinos. Dado que las
ictuaciones cuanticas tienden a inhibir la distorsién de Peierls en sistemas de baja
mensionalidad, las variables de posicidon de los nicleos atémicos se tratan en forma
idntica, de modo de dar cuenta adecuadamente de estas flucuaciones. Se evalua el
pectro de energias del Hamiltonlano del sistema, asi como las autofunciones asoci-
las. Se pone especial énfasis en el estudio del ttempo de fluctuacidn de la distorsion
: Pelerls; esto es, el tiempo en que el cristal pasa de una dimerizacién del tipo
l—1, 2l] aotra del tipo [2, 2l + 1] ; acd | es un sitio de nuestro anillo.
> estudia brevemente el problema de la frustracién del estado antiferrromagnético,
némeno que (en este caso) ocurre cuando se igualan los acoplamientos spin—spin a
rimeros y segundos vecinos.
or otro lado, también se efectuan calculos en la aproximacion de Born-Oppenheimer,
e modo de analizar el error que ella involucra. Se concluye que, en general, dicha
proximacion lleva a resultados sorprendentemente precisos; ella sélo falla si se acercan
s niveles de energia asociados con distintos potenciales adiabaticos. Sin embargo, la
proximacién de Born—-Oppenheimer sobreestima ligeramente los efectos de las fluc-
iaciones cuanticas, prediciendo para los dimeros vidas medias algo menores que las
btenidas con el cédlculo cudntico exacto. Lo ultimo es un resultado notable, pues
icha aproximacién tiene un caracter semscldssco.




Capitulo 1

INTRODUCCION

Nos proponemos estudiar el modelo de Heisenberg en una red deformable. Lo
ultimo significa que la posicidn de los spines - la posicién de los iones que sus-
tentan los spines - son también grados de libertad del sistema. Tal modelo se
conoce como “Pelerls—Heisenberg”; él predice que la red debe deformarse bajo
clerta temperatura critica; la onda de distorsion asi generada posee periodo 2,
y se le denomina “distorsiéon de Spin-Peierls”. Esta notable prediccién ha sido
confirmada en sistemas reales, tales como el (2,5~ DCl — DCNQI)s N(CHs),,
ver ref. [1], y el (TETRAMETIL -~ TETRATIOFULV ALENQ),~PFg, ver
ref. [2)].

En el presente trabajo analizaremos cuanticamente tanto los grados de liber-
tad posicionales como spinoriales.
Un tratamiento de este tipo es relevante dado que las fluctuaciones cudnticas

son 1mportantes en sistemas unidimensionales [3,4]. En particular, en el caso



del Hamiltoniano de Hubbard unidimensional para electrones sin-spin [5,6], es-
tas fluctuaciones tienen una magnitud apreciable. Esta acotacién se conecta con
nuestro problema de interés, pues el modelo recién mencionado (electrones sin
spin con interaccién Coulombiana a primeros vecinos) es equivalente al Hamil-
toniano de Heisenberg via una transformacién de Wigner-Jordan [7]: lo anterior
vale, al menos, en dimensién 1 [8]. De este modo, es especialmente importante

estudiar el efecto de vibraciones cuantizadas en el modelo de Peierls—Heisenberg.

El problema de Spin-Peierls ha sido estudiado con spines v desplazamientos
clasicos [10] y con spines cuantizados y desplazamientos cldsicos [11,12] (la refe-
rencia [12] trae ademéas una revisién experimental sobre sistemas reales en los

que existen distorsiones del tipo Spin-Peierls).

El problema asociado de Pelerls=Hubbard también ha sido extensamente estudia-
do trabajando con desplazamientos clasicos, a través de soluciones aproximadas.
En particular, se ha usado la aproximacién de Hartree-Fock [13,14], asi como
soluciones con el método de Lanczos [11] para sistema de tamaho moderado

(tipicamente 20 atomos).

E] siguiente paso, consistente en cuantizar las vibraciones de la red del modelo
de Peierls—Hubbard, ha recibido menos atencién en la literatura. En tal sentido,
recordamos los trabajos de Hirsch [5,6,15], basados en el método de Montecarlo
cuéntico. Si bien dichc método permitiria obtener soluciones exactas al dispo-
nerse de recursos de calculo nimerico ilimitados, en la prictica ello no ocurre
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asi; en particular, es necesario trabajar con temperaturas sensiblemente mayores
que 0°K, y con un numero moderado de sitios de la red {por ejemplo en [6] se
usan 24 sitios).

Por otro lado, consignamos algunas soluciones cudnticas exactas (tanto en la
parte de red como electrénica) para cumulos finitos; el caso de dos sitios ha sido
tratado por Schmidt & Schreiber [16], v por Proetto & Falicov [17]). Sdlo recien-

temente se han considerado cumulos de mayor tamafio [18], (6 sitios).

Ampliemos un concepto antes mencionado. Los modelos de Hubbard genera-
lizado y Heisenberg son equivalentes en dos contextos distintos:

(a) Consideremos el modelo de Hubbard unidimensional con electrones sin
spin, los que se transfieren entre sitios primeros vecinos; siendo t la energia
de transferencia asociada. Supongamos que la repulsién Coulombiana también
tiene un alcance sélo a primeros vecinos, denotdndose por V su magnitud. Sea
N el nimero de sitios, vy N, el nimero de electrones; entonces el modelo recién

descrito es equivalente a un sistema de N spines

LI

regido por el modelo de
Heisenberg anisotrépico, con parametros de intercambio “longitudinal” J, = G,
y “transversal” Jy = J, = 2t; ahora N, el nimero de spines 1,. Esta equiva-
lencia se demuestra a través de una transformacidén de Wigner-Jordan [7] en el
presente caso unidimensional. Existen también intentos de extender esta equiva-
lencia a topologias més complejas [8].

(b) Consideremos ahora un modelo de Hubbard con N electrones de spin %;

supongamos ademas que N coincide con el ntimero de sitios de la red. Supon-



dremos una repulsiéon Coulombiana U | la que se ejerce sdlo entre electrones
ubicados en una misma celda (tales eletrones necesariamente poseen spin opues-
to). Llamando nuevamente t a la energia de transferencia electrénica entre
primeros vecinos, se puede concluir [19] que, en el limite I — oo | dicho sistema
es equivalente al modelo de Heisenberg isotrdpico, siendo ahora J = 2t*/U la

energfa de intercambio, el valor de cada spin individual persiste siendo ;.

De este modo, los diversos trabajos sobre modelos de Peierls=Hubbard

guardan estrecha relacién con el presente problema. Revisemos, en este con-
texto, algunos antecedentes bibliograficos adicionales sobre tal modelo; los que
basicamente corresponden a tratamientos aproximados. Por ejemplo, en referen-
cia [20] se trabaja desacoplando las funciones de Green pertinentes, obteniéndose
una expresién para el vector de onda de la distorsiéon de Peierls.
En referencia [3], Lee,Rice y Anderson estudian, mediante un método de inte-
gracion funcional, el efecto de las fluctuaciones cuédnticas en una cadena Peierls
convencional (electrones no interactuantes), concluyendo que la longitud de co-
rrelacién de la distorsién diverge exponencialmente con el inverso de la tempe-
raturasiT < 1Te , (Tc = Temperatura de transicién clésica). Hacemos notar
que, aunque dicho estudio excluye explicitamente el caso de banda semillena, sus
conclusiones 36n relevantes para motivar el presente estudio, pues alli se muestra
que la descripcién adiabatica de la distorsién de Peierls es inadecuada.

En el trabajo de Gagliano et al [11], se estudia un sistema de electrones sin

spin, con repulsién a primeros vecinos y acoplamiento electrén-red intersitio. Se



obtiene el estado fundamental del sistema aplicando el método de Lanczos. Se
consideran anillos de hasta 24 sitios. Se encuentran dos tipos de estados del
sistema: ‘“‘ondas de carga” v “ondas de enlace”, subdividiendose el espacio de
parametros en dos regiones, segin el tipo de estado que sea estable. Adicional-
mente, en la frontera entre ambas regiones existe una pequena franja en la cual
coexisten ondas de carga y enlace. Este ultimo resultado es concordante con un
estudio mds reciente [14], donde se trabaja un sistema infinito con dos tipos de

fonones e interaccién coulombiana hasta segundos vecinos

Para cerrar esta discusién bibliografica, haremos un breve resumen de las
conclusiones obtenidas en los (hasta ahora poco numerosos) trabajos donde se
cuantizan tanto las variables electrénicas como vibracionales [16,17,18]. Para
clarificar la nomenclatura, llamaremos “solucién adiabética” a aquélla donde
los desplazamientos de la red se trabajan cldsicamente en todo momento; esta
solucién es vdlida para el caso en que la frecuencia fonénica es muy baja, o
equivalentemente la masa idnica muy alta, lo que legitima el caracter clasico de
los desplazamientos. Por otro lado, llamaremos “solucién de Born—-Oppenheimer”
a aquella solucién que inicialmente trabaja clasicamente los desplazamientos de la
red, pero luego restituye el status cuantico de los desplazamientos, usando para
ellos como en;:rgia potencial el llamado “potencial adiabatico”, Vyg(X ). Este
tltimo se obtiene al sumar la energia cuantica, electrénica o spinorial, E,(X),

que depende paramétricamente de los desplazamientos de la red, X, y la energia



“elastica” (o energia potencial de la red, asociada a orbitales internos '). Hasta la
fecha sélo [18] ha trabajado la aproximacién de Born-Oppenheimer en este tipo
de sistemas. Cabe destacar que la aproximacién adiabatica no puede entregar el
espectro fondnico modificado del sistema; en cambio tal tarea se consigue con la
aproximacion de Born-Oppenheimer.

En refs. [16,17], trabajando con N =2, y acoplamiento electrén-fonén
intra—celda, se concluye que las soluciones cuantica y adiabética coinciden en los
casos de alta y baja frecuencia, siempre que se consideren los niveles de menor
energia. La aproximacion adiabética sdlo es cuestionable en un estrecho intervalo
de parametros asociados con la frontera entre los regimenes distorsionado y no

distorsionado.

*Se suele dividir, de un modo un poco arbitraro, los orbitales electronicos en dos categorias:
(a) los orbitales “externos”, que aparecen explicitamente en el Hamiltoniane como “grados de
libertad” del sistema. (%) Los orbitales “internos”, de mas baja energia que los primeros, y cuyo
rol es proporcionar el “esqueleto” o “backbone” de la estructura. Estos tltimos proporcionan el
tensor eldstico de la red desnuda. A modo de ejemplo, en el poli-acetileno, los electrones “¢" se
asocian con el “backbone” de la estructura, mientras que los orbitales tipo “z" de este compuesto
se suelen trabajar como “grados de libertad”, apareciende explicitamente en el Hamiltoniano
modelo [21]. Cabe destacar que, dentro del potencial adiabatico, los electrones “externos”

aparecen wistiendo la energia eldstica; esto ltimo a través de la contribucién E, (X).



Por otro lado, estos trabajos muestran la existencia de tres regimenes para
el potencial adiabatico V,4(X ): en un caso aparece un Unico minimo en torno
a X =0, creciendo monoténicamente V(X ) con |X|; alli es estable la solucién
sin distorsién de Pelerls. En él segundo caso V(X ) muestra dos minimos en
X = +X,, mientras que X = 0 es un méximo, existiendo distorsién de Pelerls
si la frecuencia fondnica es suficientemente baja. En el tercer caso aparecen tres
minimos de V,u(X), uno de ellos en X =0, y otros dos en X = +Xy. Este
Altimo caso posee transiciones de fase de primer orden entre los estados con y

sin distorsién de Peierls.

En ref. [18] se estudia un sistema de electrones sin spin. Se postula que,
tanto la repulsién Coulombiana como la transferencia electrénica, ocurren solo
entre primeros vecinos. Se considera un acoplamiento electrén—fondn intercelda,
reteniéndose sélo el fonén con vector de onda k = 7 . Se trabaja con un cimulo
de N =6 celdasy N. =3 electrones. El espacio de pardmetros se barre cuida-
dosamente, analizéndose detenidamente el espectro de energias del sistema. Se
usa tanto la solucién exacta (es decir, donde las variables electrénicas y fonénicas
se trabajan exclusivamente en forma cudntica), como la aproximacion de Born-

Oppenhemmer. Se concluye:

—El potencial adiabatico sélo puede adoptar dos formas posibles, presentando
un minimo central (caso no distorsionado), o bien un méximo en X =0 y dos

minimos laterales simétricos; en este segundo caso existe distorsién de Peierls
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sl la frecuencia fonénica no es demasiado alta. De hecho, basta que la frecuen-
cla fondnica, w, sea comparable con el alto de la barrera central del potencial
adiabéatico, Vi , para que el sistema sufra una distorsién de Peierls. El paso
entre los regimenes distorsionado y no-distorsionado ocurre via una transicién
de segundo orden, estando ezcluidas transiciones de primer orden. Esto tltimo
contrasta con los resultados de refs. [16,17]; tal discordancia puede ser producto

de las diferencias en las hipdtesis empleadas en estos trabajos.

-Por otro lado, en ref. [18] se concluye que la distorsion de Peierls no
es estéatica; de hecho, las dos posibles “ondas de enlace” (BW) del sistema,
&, =[1,2] — [3,4] — [5,6] ... y &, =[N,1] - [2,3] — [4,5] ..., no son con-

W

figuraciones estéticas, sino que se intercambian entre ellas en un tiempo 7 del

orden de 7 ~ exp[Vy /uw] [ w.

—Una pequenia repulsién Coulombiana tiende a reforzar la distorsidn de
Peierls, pero un ulterior incremento de la misma tiende a inhibir tal distorsidn.
El maximo valor del parametro de distorsién se alcanza justamente para el caso
en que la transformacién de Wigner-Jordan [7,8] mapea el modelo en estudio en
el Hamiltoniano tsotrépico de Heisenberg. Este resultado concuerda con conclu-
siones de Gagliano et al [11].

~El c4lculd cudntico exacto muestra una notable coincidencia con el andlisis
hecho con la aproximacién de Born—Oppenheimer. Sélo aparecen discrepancias
serias entre ambos métodos de cdlculo para niveles de energia muy excitados, o

blen para frecuencias muy altas; mas en rigor, las discrepancias se dan cuando



los niveles provenientes de los distintos potenciales adiabéticos tienden a coin-
cidir. Adicionalmente, se obtiene que el tiempo de intercambio entre las dos
posibles BW | 7 | resulta mas grande al trabajar con la solucién exacta, en
comparacion al valor obtenido con la aproximacién de Born—-Oppenheimer. Este
resultado es extrafio, pues pareceria que el trabajo aproximado, dada su natu-
raleza semiclasica, deberia inhibir un efecto netamente cuantico, como es el caso

del “tunneling” entre las dos posibles BW.

En el presente trabajo analizaremos el modelo de Peierls-Heisenberg usando
un anillo de cuatro celdas, cada celda sustentando un spin 1/2. Basados en la
equivalencia entre los modelos de Heisenberg y Hubbard antes aludida, y en el
hecho que este ultimo modelo es inestable ante distorsiones con vector de red
2kp v 4kr , hemos prejuzgado la posible existencia de una distorsién de Pelerls
de vector de onda k = 7 (es decir, de periodo 2}, y en consecuencia hemos
retenido sélo el modo de vibracién asociado a tal vector de red.

Consideraremos tanto la soluciédn adiabética, como el analisis semiclasico de
Born-Oppenheimer [9], para finalmente entregar una solucion exacta, donde las
variables vibracionales y de spin se trabajan en todo momento usando el forma-
lismo cuantico.

En el Capitulo II se plantea el modelo a estudiar. Primero se analiza el
modelo de Heisenberg para la red no deformada, introduciendose luego el efecto
de la perturbacién ocasionada por la presencia de desplazamientos estaticos de

los 1ones gue sustentan el momento magnético; esto ultimo modifica la constante

©



de acoplamiento magnético entre dos sitios dados, aumentando o dismuyendo su
valor seglin se acerquen o alejen los respectivos iones. Luego se hace un estudio
adiabatico de nuestro modelo, lo que permite formarse desde un comienzo una
imagen global del comportamiento del sistema. Se determina en qué intervalo
de parametros son posibles deformaciones de Peierls, estableciéndose también el
intervalo de validez fisica del modelo. En particular, para cada valor de la defor-
macién de la red se obtiene el espectro de autovalores del Hamiltoniano de spin.
Adicionalmente, en dicho capitulo se efectua un estudio del grupo de simetrias
del Hamiltoniano, descomponiendose el espacio de Hilbert en subespacios de re-
presentacion irreductible de dicho grupo. Como es bien sabido, tales subespacios

son invariantes ante la accién del Hamiltoniano.

En el Capitulo IIT se muestran los métodos para obtener las soluciones adiab4tica
y cudntica, discutiéndose algunos problemas de indole numérica.

Por 1ultimo, en el Capitulo IV se muestran los resultados del calculo numérico,
efectudndose una discusién de los mismos, y comparandose con los antecedentes
bibliograficos. Dicho capitulo se cierra con un pequeiio resumen de las conclu-

siones mas importantes del trabajo.
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Capitulo 2

CALCULOS ADIABATICOS
PARA LA DISTORSION DE
PEIERLS EN ANILLOS DE 4

ATOMOS

En este capitulo se presenta el modelo adiabatico de la cadena lineal con condi-
ciones de borde periddicas, proveyéndose una solucidén analitica para temperatura
ﬁula con acoplamiento antiferromagnético a primeros vecinos. Las técnicas uti-
lizadas corresponden a la solucién exacta de sistemas finitos mediante Teorfa de
Grupos [22]. Se obtienen las autoenergias exactas para el problema de un anillo

de Heisenberg con 4 sitios de spin 3 y acoplamiento spin - red.



2.1 El Hamiltoniano

Nuestro modelo adiabético consiste en una distorsién ”congelada” de la cadena
lineal en forma periédica: se desplazan en —u/2 los dtomos en sitios pares y
en u/2 los atomos en sitios Impares, manteniéndolos inmoéviles en esta nueva
posicién. Tales desplazamientos congelados representan una onda de distorsion
de perfodo 2. Esta eleccién de perfodo estd motivada por la equivalencia entre los
modelos de Heisenberg y Hubbard con banda semillena [19] y en el conocimiento
de que este dltimo posee inestabilidad de Peierls para vectores de onda q = 2kr
v q = 4kp [23].

Para describir la interaccién entre spines, se usard el Hamiltoniano de
Heisenberg [24] con correcciones a las integrales de intercambio a primeros ve-
cinos debido a los desplazamientos idnicos. Introduciendo la onda de distorsion,

el Hamiltoniano de Heisenberg—Peierls, toma la forma:

B o= (204 20u)(5 - S+ S5 S0) + (20 - 2gu)(&s - S5 + 5 - &)
- K ) &
2 54) + Ckd (2.1)

— -

+2J5(51- S5 + 8

Acé se estdn usando condiciones de borde periddicas para el anillo de 4 sitios,
y se estan reteniendo las integrales de intercambio hasta segundos vecinos.

Reescribimos esquematicamente el Hamiltoniano en la forma

>

g s rpn K 2 / \
H=Ho+Viu)+ —,7—u“ (2.2)
donde

By = (L=dS+ 5P+ (S + 52 -3+ A(§2-3)  (23)

/

-

V(’U\ = QQU[§1;§3+§3§4*§>§3—§451]
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En la expresién anterior se ha usado el spin total § = Sﬁl -+ S: 4 B o SZ

Los pardmetros J;, J, representan las interacciones de intercambio entre spi-
nes a primeros y segundos vecinos; g es la relacién entre la variacién de la integral
de intercambio para spines primeros vecinos y la variacién de distancia asociada.
Hy es el hamiltoniano de Heisenberg del sistema no distorsionado, U es la per-
tubacién asociada al acoplamiento spin - onda de distorsién, el término %u?‘ da
cuenta de la energia potencial elastica de la red.

La figura 2.1, ubicada al final de este capitulo, muestra el sistema estudia-
do, apreciandose el efecto de dimerizacién provocado por la onda de distorsidn.
La topologia de la red unidimensional estd representada en la figura 2.2, deter-
minandose que el grupo de simetria geométrica del hamiltoniano Hy es C,,. Junto
con la simetria espacial, el hamiltoniano (2.1) posee simetria ante una rotacién

stmultdinea de todos los spines, es decir:

UHU' = H con [7 = g=i¢51+52485+Ss)

de manera tal que el grupo de simetria de Hy es Cy, ® SUs; C,, es la simetria
espacial del cuadrade y SU, describe la simetria de rotaciones rigidas de spin.
En la figura 2.3, usando notacién de Tinkham [?], estdn indicadas algunas op-
eraciones de simetria del grupo de simetria Cy,. En tabla que se adjunta a la
figura 2.3, se muestran las Representaciones Irreductibles ( R I5 ) de Cy, en esta
notacién.

Por otro lado las RI; del grupo SU, (de rotaciones rigidas y continuas de los
4 spines) corresponden a los subespacios de dimensién 25 + 1 en los cuales el
spin total del sistema, S, esta fijo.

11



2.2 Espectro del hamiltoniano de spin

El estudio del sistema no perturbado tiene la ventaja de entregar una descom-
posicién espectral que permite verificar la solucién €xacta en el caso limite
g9 — 0, ademas de facilitar una explicacién detallada del mismo.

Teniendo presente que el sistema de spines se encuentra a temperatura nula,
trabajaremos en el subespacio de Hilbert de] estado fundamental; Imponiendo
J1 > 0 para satisfacer la condicién de acoplamiento antiferromagnético a primeros
vecinos (J, es arbitrario).

Para la diagonalizacién de Hy es conveniente definir los operadores de spin:

5 = §i+5
" = S48

Este artificio algebraico, que se Interpreta como la transformacién del problema

original de cuatro sitios ep otro de dos spines, nos facilita una versién simplificada

de (2.3):

Ho = (L=n)[(S')+ (5" =3 + J1(5? — 3) (2.5)
‘ § - §J + S-’”

Con esta expresidn, H, es diagonalizable en la base de autoestados de k§ "),

(5’" Y. (5 *) ¥ Sz. Una bella i interpretacion fisica de este procedimiento es ésta;

dividiendo la red original en dos sub-redes interpenetradas (artificio usual de la

teoria del antlferromagnetlsmo), entonces S’ y S” representan el spin total de



ambas sub-redes. En este contexto, S representa el valor del spin total obtemdo
al acoplar los spines de las dos sub-redes. Los autovalores de H, se calculan al
reemplazar en (2.5) los distintos autovalores s{s + 1) de los spines acoplados S,
5‘”. v del spin total §. Para tal efecto acoplamos primero los spines atémicos 51 ¥
S; (de valor %) obteniendo para S’ los valores posibles 0 y 1; otro tanto hacemos
con S, v S,. Una vez fijos los valores de §' y S, los acoplamos al spin total §,
que toma valores entre |S' - S|y §' 4+ S Procediendo segln este esquema,
obtenemos las autoenergfas mostradas en tabla 2.1; alif se adjuntan las RI; del

grupo Cy, @ SU, asociadas con cada nivel.

‘ { H
§ 18”718 iRI l Degeneracion ‘l Energia l
! |
| 0 | 0 10| A 1 —3J,
011
1 E 3x2=6 - Jg
10
0 B 1 Jo—4J;
111 1] A 3 Jr—2J
2 B 5 | Ja +2Jh

Tabla 2.1 : Cuadro de autoenergias del sistema de spines no perturbado. Para
determinar las simetrias asociadas se usé el hecho que {Cy, 0y} generan Cy,, tal

como se se explica al pie de la tabla 2.2.
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Tabla 2.2 : Cuadro de autofunciones de la cadena lineal no perturbada.

En la tabla 2.2 mostramos las autofunciones asociadas a los distintos niveles

de energia; alli se ha elegido la componente Z del spin total, Ms, en forma

maximal, esto es, Mg = S.

En la construccién de la tabla 2.2, se determiné la simetria de los autoestados

haciendo uso de los generadores {Cy, 0y} de Cy,. Tales generadores actian sobre

los operadores A(M;)B{M;)C(M;)D(Ms) de la siguiente manera {ver figura 2.3):

Oyx[A(M)B(M:)C(Mz)D(M:)|0)] = D(M:)C(M3)B(M3}A(M.)[0) = [MsMsM:M;)



Cs [A(M1)B(M;)C(M3)D(M,)10)] = B(M;)C(M;)D(Ms)A(M,)[0) = —|M.M:M,M;)

Acd A(M) representa un operador de creacién de un fermidn de spin % en el sitio A,

con S; =M = =+1; representando B.C y D operadores equivalentes para los otros

sitios. Ademas hemos introducido la nomenclatura

A(My)B(M)C(M3)D(M,)|0) = |[MyM;MaM,)

Recordemos, por ejemplo [25], que las RI; A; y A, llevan a C4 = 1, mientras
que By y By llevan a C4 = —1. A su vez 0, = 1 para A; y By; 0, = —1 para A,
y Ba.

Un breve analisis de las autoenergias en la tabla 2.1 determina que los estados

de menor energia son:

|B1,S =0) estable si J;y > J;
(26)
|A1, 5 =0) estable si J1 < Js

Al subespacio de dimensidn 2 generado por estos estados se le asocia un bloque

matricial de 2x2, el que se obtiene escribiendo las respectivas autoenergias en la

diagonal del bloque:

A 5% O |
HolA, & B,] = (2.7)

0 J2—4:J1

Este operador matricial se ha construido usando la base ordenada

{l4;; § = 0); | By; 85 = 0}}.



Es ilustrativo conocer la estructura del espacio de Hilbert asociado, para ello
debemos tomar en cuenta que al existir dos estados posibles por cada sitio de la
i

red (T y | para 5z =37V 5z = —»% respectivamente ), el nimero total de es-

tados es 2% = 16, los cuales se distribuyen en subespacios con 52 constante segin:

(He_1)* = 2Hs—o @& 3Hsm1 & Hs=2

El primer sumando representa un bloque matricial de 2x2, el segundo tres
bloques de 3x3 y el tercero cinco blogues de 1x1. Estos bloques corresponden a
la separacién del espacio de Hilbert, de dimensioni 16, en subespacios invariantes
de RI del grupo SU,. Utilizando los resultados de la tabla 2.1, descomponemos
estos subespacios en términos de R.Jg. de Cyy:

H(S=2)=DB; HS=1)=48E y HS=0)=485

N

S es el spin total del estado considerado.

La descomposién del espacio de Hilbert en subespacios invariantes, disminuye
significativamente el trabajo que se debe realizar para determinar las autoenergias
del sistema. La matriz del hamiltoniano, de 16 x 16, se separa en bloques de
tamafio 1 x 1° Al introducir el acoplamiento spin-red, surge un bloque de 2 x 2
debido a que se mezclardn las R.Jg. A; S=0y By S=0.

Cabe destacar que el estado [B;, S = 0), asociado al estado base en el
caso J, > J, (situacién més plausible fisicamente), corresponde a una version

cuantica del "estado de Neel”. En efecto, los spines segundos vecinos estan



acoplados ferromagnéticamente, S = 1 = S, de modo que las sub-redes
{1.3} vy {24} son ferromagnéticas. Pero estos dos ferromagnetos se acoplan

mutuamente en forma antiferromagnética a spin cero.

2.3 Distorsidn de Peierls

La distorsién de Peierls es un tipo de inestabilidad estructural que altera la
periocidad de la red en un sistema cuasi-unidimensional [26]. Este fendmeno,
ocasionado en la red de spines por el acoplamiento spin-vibracién atémica, lo re-
presentamos adiabdticamente con la vibracién congelada descrita en la seccién
2.1. En el presente trabajo nos concentraremos en las Rls A; S =0 vy
By 5§ =0, ya que de ellas derivard el estado fundamental (de interés para siste-
mas a temperatura nula), que forman un subespacio de dimensién 2 interconec-
tado por la distorsién de Peierls (ecuacién 2.4). La presencia de la perturbacién
1% restringe la simetria geométrica de Ho al grupo C,,, apreciandose este efecto
en la figura 2.2b.

Para el estudio del sistema perturbado, construiremos la matriz Hy + V en el
subespacio H(S = 0) usando u como parametro cldsico. Puesto que la matriz de
H, va se conoce, sblo tenemos que determinar el bloque de V y, posteriormente,
diagonalizar la matriz resultante al sumar Hyy V.

Con el propédsito de facilitar los cédlculos, haremos uso del operador de per-
mutacion de spines descrito en la seccién 1 del apéndice (relacién (5.4)). Rea-

lizados los reemplazos correspondientes, se obtiene en (2.4):

V(u) = gu[Pys — Pys + Pas — Pyi] (

o
e o]
N



Por otra parte, al definir los operadores

1 = Pyg— P+ Py — Py

Pio — C7YPuCy + C72PRCE — CP P (Y (2.9)
}?

P, 14 £+ £ + 8778 Jeon £ =1 (2.10)

se verifican los resultados

~

V = gut (211}
_ . (2.10) .
B = cib: = ¢F, l entero (2.12)
. (29 . ) . . . ,
iP; = PuP— CrPuCiP + CrPPuCiP — CPPuCiP,
(2.12) o e &
= [1—€CiH+6C7 - EC | PuP;
= P_;PuP; (2.13)
Pi|A;,§=0) = |4,5=0) _ (2.14)

(al utilizar Cs|A1, S =0) = |41, 5 = 0))

Pi|By,§=0) = |B,5=0) (2.15)

(al utilizar Cy|By, 5 =0) = —|By, 5 = 0}))
Con estas relaciones, se tiene:

(2.14)

#|Ay, S = 0) 9 P1|Ar, § = 0)

(2.13} i 3
= P_1P1Pi|A, 5 = 0)



P_1P12'A1, S = 0)

SPoaPol il = TLT + 11T = 11T s
= SPfTH = LHIT 4 LU0t = 1iTTh

&

9 |

(T4 + LT+ LITT + 1171 —4(TLTL + LTI

+ LUIT + U171+ 111+ T Thas

t

= [IHL+TUT+ LT+ 100 =210 4+ 1T Dhess

= —V12|B;,5=0) (2.16)
) (2.15)
#E, 8=0 =" #P.45,5 =0}
(2.13)
= P1P12P_1|BI,S=O)
548
( = ) Py P13|By, S = 0)
- %Plpurzmn 4 S TTLE = T40F = 13t = S0
1
= ﬁffﬁ(lﬂl + 1UD= 11 =1l = LT = 111
1
= mpl[(2+2cf+c4+Cf) T f(l-C4)TlTl]
(212) 1 ,
= \/ﬁPl[ﬁ THT =(1=-1)111l]
~12
= EHI— TLT]
= —V12|41,5=0) (2.17)

Las relaciones (2.17) y (2.16), ponen en evidencia el caracter hermitico de 4. Con
tales expresiones, se verifica que 7 transforma un vector de la base en otro vector

de la base:

i = —V12{ |4, S =0)B,,S=0] + |B;, 5 =0){4,,5=0|} (2.18)



Finalmente, usando los vectores coordenados:

1 0
A1, 5 = 0) = 1By, 5 = 0) =
0 1
se tiene en (2.18):
g 1
1 = =12 (2.19)
10

De esta manera, al combinar el reemplazo de (2.19) en (2.11) con la expresién

(2.7), otenemos el Hamiltoniano de interaccién spin-red :

) ) A i %A —V12gu
Hs.p=Ho+ V = —(2J; + J)I + (2.20)

—\/1_29u —%A

acé I es el operador identidad y A = 4(J; - J5) es la brecha de energia del modelo

de Heisenberg puro (caso g = 0). Recordamos que las funciones bases son:

4, S=0) = ST = 1T+ 111 = L11]
B, §=0) = —Z=[2(11+ HUD- 11l = 1L
~ LT - 111,

con los spines ordenados segin la secuencia ABCD.

Las autoenergias son

; | A2 4
Ei = —(2/1+02) & VT + 12g%u?



El estado base es

VX
Bosu) = —@h+ ) = +12¢%7  (2.21)

Al sumar el término eldstico en {2.21),0obtenemos

E{u) = Valu)

K ,
= E,(u)+ -;—u‘

Fat K

f

Esta expresién representa la energia potencial de la red en la aproximacién
adiabatica para el caso T = 0°K (pues la relacién (2.22) involucra el estado base
del modelo de Heisenberg).

El uso de las técnicas habituales para hallar maximos y minimos de una
funcién, permite distinguir dos opciones para los valores extremos en la grafica
de E(u). Uno de los extremos se encuentra stempre en u = 0; el caracter de
méaximo o minimo depende de los valores asignados a los pardmetros en (2.22).

Los otros dos posibles extremos deben cumplr

1 g:"l Az)
2 2
= = 144 >0 2.23
Y wu 12¢42 ( K2 4 ( )

Naturalmente, tales extremos sdlo existen si se satisface la desigualdad del
lado derecho de (2.23). De existir, ellos siempre corresponden a minimos, siendo
entonces u = 0 un maximo. Lo anterior se verifica al notar que, en el limite
u — oo stempre se cumple Vog(u) — +00. Sélo sl existen estos minimos

en u = fuy hay distorsién de Peierls. Cuando no existen minimos laterales,



u = Fuy , entonces la condicidon Vyz{u) — +00 para u — oo implica que el
extremo v = 0 es minimo absoluto de Vi 4(u).

Un analisis que proporcione una imagen de la fisica del problema, lo podemos
realizar observando que (2.22) representa una correccién a la curva de potencial
_1;_'”2 del oscilador harménico y, ademads, teniendo presente que sélo estamos
interesados en el estado fundamental del sistema. En principio, esta ultima
condicién se satisface para valores de u cercanos al minimo de la pardbola % u?,

siendo posible desarrollar E(u) a primer orden en u* en torno a u = 0.

Se obtiene:

L L g’ 2
BE(w) = Egs{ons(ﬁ—mm s

1 @
= Eu(0)+ ;Ko (2.24)

-

Cuando el valor de K es negativo, el sistema se encuentra en equilibrio
inestable debido a que (2.24) representaria una parabola invertida en torno a
v = 0. Esto ocurre solamente si |A] < 24 %?.-, exigencia que es coincidente con
la desigualdad (2.23). La existencia de la zona de equilibrio inestable en torno a
u = 0 garantiza que estamos en presencia de la inestabilidad de Peierls. En tal
caso, el estado base tiene asociado un valor finito del pardmetro de distorsién u,
en contraposicién a la hipdtesis previa a relacién (2.24).

En la figura 2.4 se muestra el comportamiento de la curva de potencial para
distintos valores de A. Se puede apreciar el suavizamiento de la curva a medida
que aumenta la brecha de energia entre el estado fundamental y el primer estado

excitado. El valor para el cual la barrera desaparece ( A5), muestra un suaviza-

miento extremo. Valores superiores a Ab corresponden a curvas similares e

A



incrementos de K para valores crecientes de A. La presencia de los minimos
laterales en las posiciones de equilibrio +u( denota la generacién de dos dimeros,
en clerto modo similares a moléculas diatémicas. Cuando el estado fundamental
del sistema se sitla en el pozo con posicién de equilibrio +ug, los dimeros gene-
rados son AB y CD, y corresponden a los enlaces en la direccién z (figuras 2.2
v 2.3). Enlaces en la direccién y se producen cuando las posiciones de equilibrio
atomicas estan en -ug; en tal caso se forman los dimeros DA y BC.

Para entender mejor el caso distorsionade, examinemos los enlaces en las
direcciones z e y. El acoplamiento de spines que estos enlaces representan,
difiere del contemplado en el estudio de Hy (seccién 2.1); los nuevos estados,
llamados Enlaces de Valencia, son:

i) Enlace en la direccién z ("Moléculas” AB y CD)
- 1 . 1 \
|b:) = 9 (Taida = LaT2) (Tale = LaTa) = S (UL = TLUT = U111 + LT ) 0s
ii) Enlace en la direccién y ("Méleculas” BC y DA)

B)) = 5 (Tals = Lofa)(Tabs = dafa) = 5 (= T41L = U114 THL + LT1)yse

(R

Con ellos podemos describir los autoestados |A;,S=0) y |By, S = 0)

utilizados para diagonalizar Hy:

’

41,5 =0) = &)+ [by)
1 - &
|By, 5 =10) = Tg(lbs>—lby))

Asi, |4:15 = 0) y |[B1S = 0) aparecen como "Enlaces de Valencia Resonantes”

en esta nueva base. Los estados de Enlaces de Valencia no son ortogonales.



n

Proponemos la nueva base de "enlaces ortogonales’:

o) = [IAl, =0) + |By, 5 =0)]

7 0V3 + Dby + (V3 - D)

-5y

l6y,) = 7[1A1,5= 0) — |B1, S = 0)]
= \/_[ 3 — 1)b:) + (V3 + 1)lby)]

Tales estados ortogonales son los genuinos enlazantes en las direcciones z e
y, de hecho, la distorsién de Peierls con ug > 0 estabiliza |b.); st uo < 0, se
estabiliza |b,). Notar que |b;) sélo tiene una contribucién de un 9% del estado
).

De esta manera, con el analisis de los enlaces en las direcciones z e y, hemos
conseguido establecer cuales son los estados que participan en la generacién de los
dimeros que resultan al producirse la distorsién de Pelerls. Aspectos relevantes
en el significado e interpretacién de estos resultados se comentan en la seccién

sigulente.

2.4  Conclusiones Capitulo II

El estudio del sistema de spines perturbados por las vibraciones atdémicas,
en la aproximacién del modelo adiabatico, proporciona resultados que muestran
claramente la existencia de la inestabilidad de Pelerls en la zona del espacio de

parametros descrita por

24 4
4|1 = Il = |A] < =g (
K

b2
]
i
~——

&y



Esto significa que la energia del estado fundamental del sistema siempre dis-
minuird cuando se satisfaga (2.25), produciéndose la dimerizacion de la cadena
de spines.

Respecto de (2.25), cabe destacar que |A| estd acotado por el cuociente
i—?—gz v no por los valores individuales de K v g?. Tal dependencia sugiere definir
una nueva variable que represente al cuociente ya mencionado con el propésito
de disminuir el nimero de pardmetros del sistema. En el capitulo sigulente se
haréd uso de este resultado que permite eliminar parametros.

Es interesante comentar el caso J; = J, {A = 0). En tal caso el cimulo se
transforma en un tetraedro, con grupo de simetria T,. Las RI. unidimensionales
Ay y B; del grupo Cy, se funden en la R.I. E de T;, de dimensién 2; esto ex-
plica la degeneracién en el espectro del hamiltoniano de Heisenberg: E(A,S=0)
= E(B,S=0).

Al desarrollar a primer orden en u? el estado fundamental (relacién 2.24), pode-
mos concluir que el sistema es siempre inestable Peierls cuando A — 0 porque
en tal caso K < 0 para todo valor de K. El hecho que, en el caso J, = J,
el ciimulo se deforme con gran facilidad es bastante natural, dada la geometria
tetraédrica del mismo. En efecto, en el tetraedro, cada cara triangular repre-
senta el hecho que los primeros vecinos a un atomo dado son también primeros
vecinos entre $i. Lo anterior implica, al pensar clasicamente (modelo de Ising),
que es imposible satisfacer la condicién de antiparalelismo entre todos los pares
de dtomos adyacentes. De hecho, al considerar una cara triangular y disponer
antiparalelos los spines de dos de sus vértices (en concordancia con el caracter an-

tiferromagnético de la interaccién), el tercer spin necesariamente debe orientarse



paralelo a algunos de los dos primeros frustrandose parcialmente la condicién de
antiferromagnetismo. En tal situacién el sistema busca dvidamente salir de ese
estado frustrado modificando el valorde J, : J; — J; + guy y, de esta forma,
transformarse en una red dimerizada. El término uys es la posicién de equilibrio

de la distorsion de Peierls definida en (2.23).

También es conveniente acotar el intervalo de validez de nuestro modelo, el
cual sélo tiene sentido si la interaccién de intercambio J; no cambia de signo por
efecto del acoplamiento spin red; esto implica la condicién J; — guy > 0. Esta
tultima expresion puede escribirse, al usar u3, obtenido de (2.23), en la forma:

T R AT 109
ol K?

Para un acoplamiento spin - red mayor, el modelo pierde sentido. En efecto, si
g > u—J;, la interaccidon de intercambio "efectiva”, J; — gu, se tncrementaria en
valor absoluto al crecer u por encima de u,,; = {* Tal crecimiento ocurriria
de hecho, pues g > Ei; mmplica up > Uy, siendo uy el valor final de la dis-
torsién. Lo anterior representa una situacién sin sentido fisico: una interaccién

de intercambio que crece mondtonamente al crecer la separacién intersitio.
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Figura 2.1: Cadena lineal de cuatro dtomos de spin %

(a) Diagrama de la cadena lineal no perturbada descrita por el
hamiltoniano (2.3).

(b) Efecto de la onda de distorsidon de periodo dos descrita por la relacién
(2.4) : los atomos en sitios impares se han desplazado en ¢ hacia la
derecha y los atomos en sitios pares en % hacia la izquierda, generandose

"moléculas” con separacién interiénica a — u. El nuevo parametro de red

es 2a.

90
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Figura 2.2: Topologia de la cadena lineal con condiciones de borde periédicas.

(a) Sistema no perturbado: cuadrado cop simetria C,,.
(b) Cadena dimerizada: rectangulo con simetria C,,. EJ sistema de ejes

ortogonales establece las direcciones de los enlaces atémicos generados

por ]a distorsién de Pejerls.
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Figura 2.3: Grupo de simetria geométrica Cjy,.
{a) Tabla de Representaciones Irreductibles de Cj,.
(b) Elementos de C,, definidos segin notacién de

Tinkham.
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Figura 2.4 : Energia potencial del sistema de cuatro spines en la

aproximacion adiabética. Los distintos valores asignados a la brecha de

energia A permiten observar el suavizamiento de la curva para valores

7

crecientes de la brecha cuando se estd en presencia de la distorsién de

Peierls (curvas Al, A2, A3, A4 ). La barrera central desaparece para

valores iguales o mayores que A5. Se ha usado

Al=10"1, A2=1 A3=2 A4=3 Ad=48 A6=6



Capitulo 3

MODELO DE HEISENBERG
PEIERLS CON VIBRACIONES

CUANTIZADAS

El modelo de Heisenberg-Pelerls para cuatro spines se resuelve exactamente
en este capitulo, estudiandose cuanticamente el problema de la cadena lineal con
condiciones de borde periddicas y acoplamiento antiferromagnético a primeros
vecinos. Al igual que en el capitulo anterior, supondremos 4 centros, cada cen-
tro con un spin %—_; adicionalmente, nos limitaremos al caso T = 0. Para tal
efecto reescribimos los parametros de desplazamiento y momentum cldsicos uti-
lizados en la éproximacién de Born-Oppenheimer (B-0), en término de opera-
dores fondnicos de tipo cudntico. La relevancia de las correcciones cuénticas

se analiza comparando los espectros de energias de la solucién exacta con la

solucién que se obtiene al resolver la ecuacidén de Schroedinger del sistema en la

oy



aproximacion B-0O.

3.1 Formulacién Cuantica del Modelo

El sistema estudiado corresponde & una versién mas realista que la contem-
plada en el caso adiabatico: ahora los spines interactian dinamicamente con las
vibraciones de la red; estas ltimas se trabajan cudnticamente usando operadores
fondnicos. Para obtener el espectro de autoenergias y las funciones de ondas aso-
ciadas a la cadena con vibraciones cuantizadas, es necesario resolver un sistema
de infinitas ecuaciones acopladas e imponer ciertas condiciones asintdticas a la
funcién de onda, de modo de eliminar soluciones espireas.

Dado que nos interesa comparar el espectro de energias del sistema entre
las versiones cuantica y B-O, debemos resolver las respectivas ecuaciones uti-
lizando parametros equivalentes. Con tal propdsito definimos los operadores de
destruccién, a, y creacion a’ de un fondn de frecuencia w y vector de onda
7 (correspondiente al borde de la primera zona de Brillouin)

a = u + zP,b
(3.1:)

I

al @ — iP,
Acd u es el operador de posicién y P, el operador de momentum, ambos

asociados a la vibracién de la red con vector de onda #. Con tales operadores,

se verifica



P, = —% '(a—a*) (3.4)

-

Estamos usando i = 1, es decir, [u, P,] = . Ademads usaremos como unidad de

longitud la amplitud de vibracion del punto cero. En tales unidades, la constante

1

, . - v g 3 - w silpl e
eldstica i de relacién (2.1) toma la forma K = 5, la masa iénicaes M = -y
“ 2T

De este modo la energia cinética fondnica toma la forma P u?, v la energia

potencial es wP?; asi

}::{ph = %"&-2 + wf’f
- e+ a) - (o] w5

1
= w(ala+ =

Se ha hecho uso de la relacion de conmutacién (3.2). Afadiendo el término
fonénico a la relacién (2.20), obtenemos el Hamiltoniano total del problema de
vibraciones cuantizadas interactuando con los spines de la red:
Hou = w(cﬁaﬂ-%) + Hs_g
Es  —V12gu

= wiada+ %) + - (8.6)

—\/1_2-9’& EB_

1

Recordemos que

EB; = J2—4J1

Ademds, u = a+ a' corresponde a un operador cuantico en (3.6), en contra-

posicion a relacidén (2.20)



3.1.1 La aproximaciéon de Born-Oppenheimer

Separemos el Hamiltoniano total (3.6) segun (3.5)
w o, Ea, —V12gu 1

—V12gu Ep, J

Hror

= Eh’:n - HAG(U) (37)

Al despreciar Hy,, = wP?, ie., al aproximar H ~ Hu4(u), el operador i se
transforma en una constante de movimiento, pudiéndose interpretar como un
pardmetro clasico. La aproximacién de Born-Oppenheimer consiste en diago-

nalizar H 44(u), utilizando posteriormente su espectro de autovalores

w
Vi (w) = v’ + Ealu) (3.8)
como energia potencial para los desplazamientos de la red; a = 1,2 es un indice
de enumeracidn de los autovalores. Trabajaremos siempre con el estado base

(a = 1), ya que estamos interesados en las propiedades de la cadena a T = 0°K,

omitiendo en adelante el indice «.

Para obtener el espectro de energias y autofunciones en la aproximacion de
B-0, debemos reinsertar el operador de energia cinética, E{Km, suméandolo a la
energia potencial de la red indicada en (3.8). Esto restituve el status cudntico
de la variable de posicién u. Asi:

HBO — 'UJPI? + VAd(u)
2

Hu?

2

w

1 i
L T, TS el 5
+ 3%+ 3(Bas + Bp) — | 7 + 12¢%u (3.9)

= — W




Se ha usado la relacién (2.22) para Vag(u).

En la segunda igualdad de (3.9) estamos usando la representacion de posicion,
donde P, = -'55%, de modo que se satisface la relacién de conmutacidn candnica
[u, Py] = %.

Para eliminar parametros, definimos

gU = X

D =
satisfaciéndose

Py = —izx
1 O
g oU

= —PFPy
Se tiene ahora

Ve = Vagald X

1 _
= : el
Egs(J; X)) + 55

" En realidad sélo el pardmetro A = 4(J; — Jy) es relevante, pues
2|E4, + Ey,) = =2J; — J; es una constante aditiva en relacién (3.9).
Ahora Hp_o toma la forma

Hpo = Vaa(X)+wg*P%

T &
= "oy TR

donde M= 3



Los autoestados de Hg_p se obtienen resolviendo numéricamente la ecuacién de

Schroddinger por el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

3.1.2 El problema de Autovalores de Energia Cudntico

Como punto de partida, reescribimos el Hamiltoniano cudntico (3.6) en la forma

: :  —Vigu

1
Houy = =-2J1-T1+ +hw(aTa+3)

—VIogu -

Hspm + HSP!H—T‘Er.‘f + th = -Hc + H;pgn_rgd (3.10)

La ecuacién (3.10) describe el sistema en el subespacio de Hilbert asociado al
estado fundamental [4; & B;, S = 0].

El parametro A = 4(J; — J;) representa la energia de excitacién spinorial en
el espacio [A; & By, 5 = 0] cuando no existe interaccién spin-red (caso g=0).
El hamiltoniano fIQM preserva las simetrias analizadas en la seccidén 2.1. De
hecho, la parte de interaccién spin-red, relacién (2.8), estd dada por V = X1,
teniéndose que, tanto © como X pertenecen a la R.I. B, de C,, (ver apéndice
3), de modo que su producto pertenece a la R.I. A;, i.e., a la representacién
irreductible tz;ivial de Cy,. Igualmente, tanto el operador de creacién fonénico
a', como el de destruccién a, pertenecen a la R.I. By (ver apéndice 3), de modo

que a'a pertenece ala R.I. B, * B, = A4,.

s e}



En la base del subespacio de interés [4; @ B; , S=0], tenemos la funciones

spinoriales

1
‘1’1 = |441, 5 = 0) =
, 0
0
U, = |B,5=0)=
1
y las funciones fondnicas
1 7/
Iy = = (a")" 10)
donde |0) es el vacio fonénico
al0) =0

En tal espacio la forma mas general de una funcién de estado es

U = Z l‘:‘xn‘I’l + },anE) |TL)

n=0

(3.11)

,«..
[30)
i
3]

L

(3.13)

(3.14)

(3.15)

En particular, tal es el caso de las autofunciones de energia, que satisfacen,

Hom ¥(E) = B¥(E)
En la base ordenada {¥;, ¥,}, se escribe
00 Xn
Y(E)=) n)
n=0 \ Yn

Reescribimos (3.16) usando relacién (3.10)

[—Ho+ E)9(E) = Hiunrea Y(E)

(3.16)

(3.18)



Empleando ahora las relaciones para los estados fonénicos

aln) = vnln-1) ain) = Vn+1lin+1) (3.19)
en relacién (3.18), se obtiene

w | E~Ea —win+3) 0 Y,
5 = (@320)
n=0 0 E - Ep, —w(n+3) X

= —V6Duw >_ :L\/r-z In—1) + Vn+1lin+ 1)]
n=>0 Xn

Reagrupamos el segundo miembro de esta igualdad en la forma

& Yn-+1 s Yn'—l
—V8Dw > n+1|n) - V6Duw Y o |n)

n=-1 ‘Xn'-'rl =

,_.
P
3
]
L

},-n_' 1

= —V6Dw > vn+1|n) — V6Dw > v/nn)
n=0

s Xn+1 - Xn—l

o vVn+1Y, + n Yo
= —V6DuY_ |n) w0 Ees (3.21)

H=h v + 1 ‘Xn-i-l + \/a Xn—l

Igualando (3.20) con (3.21), obtenemos el sistema de ecuaciones



1
[E —E4, —w(n+ 5)] X, = —vV6Dw Vn+1 Y1 — V6Duw a Y1

(3.22)

—V6Dw Vn+1 X — V6Dw /n Xna

1
[E — Ep, —w(n + 5)] s

(n=0,1,2,....... )
Al definir
1
an=E—EA1—w(n+§)
1
ﬁﬂ:E—EB: -—?.U(n+5)

se tiene en (3.22)

0. X, + V6Dw [VnY.1 + Vr+1Y,yy] = 0 (3.24)
ﬁnYn + VGD‘UJ [\/ﬁ Xn—l -+ \/’ﬂx‘f‘l Xn+1] = D (325)

De la segunda de estas ecuaciones se despejan los coeficientes Y,_1 e Yo4
en funcién de X, _,, X, v Xni2. A su vez al reemplazar los coeficientes Y,_; e

Yn+1 en (3.24) obtenemos la siguiente relacion recursiva

1 nin—1
(ap = 6D w 2 -——GD'wn+ )Xn—6D’wi-£———-—)—Xﬂ_2
ﬁn—l JBn+1 ;Bnrl

; \/(” +1)(n+2)

-6 Du Xps2 = 0 (3.26)
Brt1

Esto constituye un sistema infinito de ecuaciones acopladas.



De un modo andlogo se obtiene el sistema

1 n(n—1
(fr ~ 6Dw ~6Dw™ 2 )}'}*6Dw-————\/( ) ‘-2
Q-1 QAni1 pot
f(n+1 n+2
—epy Wy o (3.27)

Gn+1
Sin embargo el sistema (3.27) es redundante, pues basta con resolver (3.26)
e insertar en (3.25) para asi obtener los {Y,.}.
Por razones relacionad.a.s con problemas practicos del cdlculo niimerico, conviene

reescribir (3.26) en la forma:
— 6Dw \/ﬂ(‘l’l—- 1) 6n+1 Xn—E + {anﬁnwlﬁn%—l - 6Dw n6n+1

(3.28)
— 6Dw (n+ 1)1} X — 6Dw/(n+1)(n+2) Bacy Xns2 =0

Este sistema infinito de ecuaciones lo resolvemos numéricamente expresando
las ecuaciones a través de un producto matricial, en el que uno de los factores es
una matriz tridiagonal. La operatoria utilizada para obtener la forma matricial de
las ecuaciones involucradas se muestra en la seccién 2 del apéndice. El espacio de
soluciones se separa en subespacios asociados a {ndices par e impar, escribiéndose

en cada caso

1) n=2024,....
56 tn © o || Xo 0
o Sy tyg O 0 X I
0 7o S5¢ tg 0 0 X4 :
0 0 r, S¢ tg O 0 Xe | T | : (3.29)
: : Xg
: : . .0 ' Z
_0 2g o wmm  awes B too_LXoo_ _0_

e et



)n=135....

S51 t3 0O 0 X, 0
rn 5 ts O 0 X;
0 rs 55 tr O 0 X
0 rs Sy tg O 0 X, | = (3.30)
: . . . X
0 .
| 0 0 to | | Xeo | | 0]

Cada solucién de la ecuacién (3.29) lleva a una autofuncién del sistema con-
junto spin-fonén perteneciente a la R.I. [4;, S = 0]. A su vez las soluciones del
sistema (3.30) pertenecen a [B;, S = 0] (recuérdese que a' pertenece a la R.I.
B; y |0) ala RI A, de Cy, de modo que a'|0) = |1) pertenece a la R.I. B; de
Cy, v en general los estados fononicos |2n) pertenecen a la R.I. 4;, mientras que
los estados fonénicos |2n + 1) pertenecen a la R.I. By). Al elegir una solucién
(A1, S = 0), tenemos por tanto {Xan # 0, Yons1 # 0}; {Xons1 =0 = Yo}, ¥
vice-versa para el caso de la R.I. (B, 5 = 0).

Las verdaderas autofunciones del sistema (es decir, aquellas con sentido fisico) se
caracterizan porque los coeficientas X, e Y. decaen rdpidamente a cero a partir
de cierto valor de n, digamos para n 3 Npng. De hecho, el método numerico
de solucién puede entregar autofunciones esptireas, pero ellas son facilmente de-
tectadas usando el criterio recién mencionado, vale decir: X, — 0, ¥, — 0 s1
n —s 00.

Para resolver el sistema (3.29) procedemos asi:

A0



(i) Buscamos el valor de n, digamos n = N;,,;; = N a partir del cual los coefi-
cientes X, e Y, se tornan despreciables.

(i1) Buscamos un valor intermedio, digamos n = K, para el cual se espera que
los coeficientes lleguen a su valor maximo.

El proceso recursivo para resolver (3.29) es el siguiente: al partir de !a 1zquierda

(n = 0), tenemos una relacién lineal

55Xy 4 aXs =0 (3.31)

que permite despejar X, en funcidén de X;; conociendo X,/X,. despejamos

facilmente X4/ X, de la segunda ecuacidn

Xo Xy
Tra X,z -+ 53 + t41;; =0 (332)

r -

As{ procedemos en forma sucesiva, obteniendo }“‘}%ﬁ-‘:z a partir de }%—:’fg

No obstante el procedimiento se torna inestable numéricamente a partir de cierto
valor, digamos 2n = K, que corresponde aproximadamente al valor maximo de
Xon.

Procedemos de un modo similar partiendo de n = 0o, que ha sido aproximado,

en el cdlculo nimerico, por Nsna = N; para tal efecto aproximamos Xy =0,

obtenlendo el sistema

rnXn_s+ SyAxy =0

; i e g s s
De acd sale la razén -—)*?r?z Usando la siguiente ecuacion,
X Wik XN
rN-2 + Sy_2t+tn-a =0

Xno2 .G



: Xn_ , : .
despejamos —Xﬁ;—f y asi sucesivamente hasta llegara 2 n = K

Las soluclones procedentes de las iteraciones de la izquierda (n = 0)

XE"-‘-Z . . ) _ é.ﬁ:_zl
[ Xg ]izq = 2B )gx ¥ de la derecha (n = o0), [ Xk ]der

deben colncidir para un verdadero autovalor de energia,

= Z(E)der,h’

[Z2(E);;y = Z(E)4,) =0 si  E = E, = {autoenergia}

La tltima expresién constituye nuestra ecuacién de autoenergias.

Respecto al valor asintético de los coeficientes X,, para n — oo, consideremos la
relacién (3.26) en tal limite. Si, como hipdtesis de trabajo (de inspiracién fisica)

asumimos que | X,42 |€| Xn-2 |, v ademds postulamos
w w
nw | E— A — = l, nurblE—Bl—El, nw > 6D,
es decir, al postular
a, > B, E —nw
obtenemos en (3.26)
—ﬂ’lﬂ.X2n + 6.D.X.2n_3 =0

de modo que en el limite n — oo se tiene

X,, 6D
XZn—2 B nw

De esta expresion, se determina el orden de magnitud de X,,:

Xon = (= (@)n) (3.33)

\n! \ w



Expresiones similares a la presente se obtienen en el marco del analisis adiabatico.
Extrapolemos esta expresion para valores finitos (procedimiento que, aunque ile-
gitimo, nos da al menos una idea gruesa de la forma de X, en la regién de "n”
moderadamente grande). Segin este dltimo razonamiento concluimos que X,
empieza a declinar para n = %HQ, de hecho alli ﬁi—? ol % ~ 1. Asi, una

eleccién gruesa del punto intermedio K es

_ 6D
_w

K

A su vez, resulta plausible elegir Ny, = 4K < 8K . Nuestro algoritmo ha usado
Ntina = Maz{10, 60%}. Probando con valores mayores de Ny, los resultados
para las autofunciones y autovalores se han mantenido inalterados en una parte
sobre 10

Una prueba adicional para comprobar la calidad de nuestra solucién ha sido
evaluar, ademads de Z(EB),,, x — Z(E),,, p, la funcién Z(E),,, x.o = Z(E) 4, x1as
teniéndose para ambos un excelente pegado (tipicamente con un error inferior a
107%). Una tercera prueba de nuestro cdlculo nimerico la obtuvimos al trabajar
el caso de bajas frecuencias (por ejemplo, (ji_g_jz_i = 0.2 ), consiguiéndose una

excelente concordancia entre la solucién cuantica y la solucién Born-Oppenheimer

obtenida con el método de Runge-Kutta.



Capitulo 4

RESULTADOS Y

CONCLUSIONES

El objetivo central de nuestro andlisis es determinar la regién del espacio
de parametros del sistema en la cual es estable la fase distorsionada {conocida
como Spin-Peilerls). Sin embargo, al trabajar cuanticamente los modos de vi-
bracién de la red, el fendmeno de distorsién de Peierls pierde su caracter estatico,
adquiriendo una vida media finita. Esto torna un tanto difusa la frontera entre
ios regimenes con v sin distorsiéon. Por esto, nuestro andlisis se orientard a cuan-
tificar esta vida media en vez de hacer una dicotomia entre las fases "homogénea”
(H) v ”Spin-Peierls” (SP). Las dos posibles distorsiones de Peierls se muestran
en figura 4.1 al final de este capitulo; las autofunciones cuanticas involucran una

superposicién de estas dos configuraciones, no siendo estacionaria cada configu-

racién aislada.



Un segundo objetivo de nuestros célculos consiste en poner a prueba la
aproximacién de Born-Oppenheimer para distintas frecuencias. Usaremos
4(J; — Jo) = 1 como unidad de energia, de modo que los pardmetros libres seran
la frecuencia w, y el pardmetro eldstico D = 2g%/w.

En las figuras 4.2, 4.3 y 4.5 se observa que los niveles de energia atrapados en
el doble pozo (esto es, con energia inferior a V4,4(0)) aparecen formando dobletes
muy estrechos [E,(B;), E,.1(A4,)] . La interpretacién de estos dobletes es cono-
cida, resumiéndose como sigue: al evaluar (¢) mediante ¥,(B;) ¢ ¥,.(A4;)
obtenemos un vé.lor nulo, pues tales estados tienen paridad definida ante una
operacién de rotacién Cy; mientras que X = a+ a' cambia de signo ante Cy, ya
que se trata de un operador perteneciente a la R.I. B1 de Cy, [25]. Sin embargo,
las superposiciones

o = 1 [ ¥y11(41) £ $,.(By)]

V2

llevan a valores no nulos para

, I numero par

(XY= (™ X |65 ) =2 (T(B)| X |Tpsa(4r) ) =1 X, (4.1)

Al elegir adecuadamente la fase de ¥, se tiene X, > 0.

Asi, los estados @7 corresponden a las tradicionales ondas de enlace, es decir,
¢ = [12][34] (X) >0
o; = [23][41] A{X) <0 (4.2)

Acéd ¢! aparece simbolizado en figura (4.1a), y ¢; en figura (4.18).

Flel



Pero obviamente los estados ¢> no son estacionarios; de hecho si
ot =0) = ¢7

entonces

SIS
i

[,(B,) + %

: 1 BB
B(t) = —= : AT/ W, (A4,)) e B0 (BT (4.3)
V2

donde

7

T = E,+1(Al) - E,(B1).

En particular,

Asi, en el lapso de tiempo 7, se ha pasado de una a otra onda de enlace.
Lo ultimo permste snterpretar a T, como la vida media de una determinada onda
de enlace. Este resultado es central para la interpretacion de la informacién

grafica.

Es interesante relacionar estos resultados con el "efecto tinel” cudntico. En
efecto, segin relacién (4.2), el estado ¢, estd basicamente ubicado al lado

derecho de la barrera central del potencial V,4(X), ver figura (4.2), mientras

que ¢, es su reflexién especular, estando ubicado en el pozo izquierdo a la

barrera central '. Es bastante obvio intuitivamente que, si la barrera central es

1Recordar que, porun lado C4 ¢ = @, y vice-versa, y por otro lado Cy cambia la coordenada

de ted X en -X; ver apéndice 3.



suficientemente 1mpenetrable, entonces un estado localizado en el pozo a la
1izquierda de dicha barrera permanecerd un largo tiempo en tal pozo (pues el
"efecto tunel” se torna muy improbable), tratdndose por tanto de un estado
cuasi-estacionario (1.e. con una dispersion de energia muy pequefia). ; Pero jus-
tamente esta es la situacion que se dda con ¢ ! |, 1le., es cuasi-estacionario
(tiene una larga vida), vy lleva a un valor positivo para < X >. De este modo
@ se puede identificar como un estado localizado en el pozo derecho a la barrera
central. Mas en rigor, si introducimos (artificialmente) una barrera totalmente
impenetrable en el punto X = 0, entonces ¢ corresponde muy aproximada-

mente a un (ahora genuino) estado estacionario localizado a la derecha de tal

barrera. La misma consideracién vale para su reflexién especular ¢; .

Los resultados obtenidos estdn presentados grificamente al final de este ca-
pitule.

Las figuras 4.2 a 4.6 muestran el comportamiento de los niveles de energias del
sistema con vibraciones cuantizadas, para diversos Valoreé de los pardmetros. En
la primera de ellas se observa la perturbacién que la barrera central ocasiona en la
distribucién de energias respecto de un oscilador harménico tipico. Se distinguen
tres zonas: los niveles "capturados” por la barrera se presentan en dobletes
(constituidos .por soluciones pares e impares), existiendo una separacidén entre
nivel y nivel similar a la de un oscilador harmdnico. En el entorno del maximo
se produce el ensanchamiento de los dobletes de energia, distorsiondndose el

espaciado previc. Sobre la cima de la barrera, la separacidn entre niveles presenta



una regularidad alternada; la diferencia entre niveles par-impar es menor que la
diferencia entre niveles impar-par (por ejemplo, si llamamos Ey, E; a las energias
del primer doblete, la distancia entre los niveles 6-7 es menor que la distancia
7-8). Esto significa que en la zona superior, ligeramente por encima del maximo,
el sistema es afectado por la presencia de la barrera puesto que los niveles no
estan distribuidos equiespaciadamente (se puede decir que persisten, en cierto
grado, los dobletes).

Para energias bastante mayores, el espectro recupera la apariencia de un os-
cilador harménico aumentando la separacién entre niveles, atin cuando la difer-
encia de energia entre niveles consecutivos no corresponde exactamente a las
frecuencias fondnicas ”desnudas” (es decir, a la frecuencia de vibracién en ausen-
cia de interaccidn spin-red).

En la figura 4.3 se ha mantenido la frecuencia w, disminuvendo el parémetro
eldstico D en comparacién a figura 4.2. Cualitativamente el espectro de energias
es equivalente al caso anterior, diferenciandose en el menor nimero de niveles
capturados. Esto ultimo se debe al menor tamafio de la barrera. La figura 4.4
da cuenta del espectro de energias cuando se elige el valor critico, D,,, para
el cual desaparece la barrera central. La distribucién de los primeros niveles
es bastante "anharmonica”, pues se aparta sensiblemente del caso equiespacia-
do caracteristico del oscilador arménico. La regularidad en este caso es mayor
porque no existen niveles degenerados. Para estados muy excitados, la separacién
de niveles retoma el comportamiento del oscilador harménico tradicional.

El grafico en la figura 4.5 muestra el mismo potencial adiabatico de la figura

4.2 , con la frecuencia aumentada al triple. La altura de la barrera central es



comparable a la energia del punto cero de las vibraciones y el unico doblete exis-
tente en el interior del doble pozo corresponde a una vida media 7, relativamente
corta (i.e. un proceso de "tunneling” cadz 4 oscilaciones de la red, aproximada-
mente). Las zonas en el entorno y sobre la cima de la barrera presentan un
comportamiento fuertemente anharmdnico, tipico del doble poze En la figura
4.6 se ha usado el potencial adiabatico con D, del tercer gréfico, aumentando la
frecuencia al triple. El comportamiento cualitativo de la distribucién de niveles
es semejante al de la figura 4.4, aprecidndose un aumento relativo de la "energia
del punto cero”.

Al inspeccionar en estos cinco gréaficos la posicién del estado fundamental,
se concluye que la energia del punto cero de la cadena lineal con acoplamiento
electrén-fonén es menor que la respectiva energia del punto cero asociada al caso
sin acoplamiento (i.e. menor que ¥): la barrera de potencial genera un suaviza-
miento de la frecuencia vibracional desnuda. Este resultado era ya predecible a
partir de relacién (2.24); de hecho, tal expresién permite predecir una frecuencia

“efectiva’”

& = wy/1 — 48g%/{wA), en el caso limite w — 0.

En la figura 4.7 se grafican las diferencias energias entre el estado fundamental
Eo v los niveles excitados tanto en la aproximacién B-O como para las soluciones
cuanticas, manteniendo la frecuencia constante y variando el parametro D; la

separacién entre los resultados cudnticos y B-O es inferior a la resolucién de la

figura. Al aumentar D hasta valores inferiores a 0.058, se observa que la brecha



entre Ey v los niveles superiores disminuye substancialmente. El minimo de la
curva (E;— Eg)/w en D = 0.058 representa la abrupta modificacién que sufre la
separacién entre los niveles £, y FEj: para ese valor del pardmetro D, el nivel
E, es atrapado por la barrera central; un ulterior aumento de D hace disminuir
ostensiblemente la brecha entre él y el nivel superior. Este fenémeno de captura
de un nivel par se aprecia en la figura 4.3. La situacién inversa, nivel impar
atrapado por la cima de la barrera, se presenta para el nivel FE; en la figura
4.7 y corresponde al minimo de la curva (E; — Ep)/w en D = 0.065. La débil
pendiente de la curva hacia la derecha de 0.065, significa que la captura de un
nivel impar no provoca alteraciones significativas en el espectro del sistema. Esto
es bastante natural pues, para un nivel impar, la funcién de onda es basicamente
nula ? en el centro de la barrera. Se observa, ademds, que al aumentar el valor
de D, el estrechamiento entre las brechas de energias par - impar da origen a los
dobletes. Esto dltimo también se explica porque, al crecer D, la barrera central

de V,, se torna mas maciza e impenetrable.

Soluciones con vibraciones cuantizadas y energias en la aproximacion B-O se
muestran en las figuras 4.8 y 4.9. Los niveles de energia cuanticos se han prolon-
gado con linea punteada con el proposito de establecer la inmediata comparacién

con los cdlculos B-O. Se puede apreciar que para la frecuencia usada en la

?Nos referimos a la componente dominante, B,S = 0 de la funcion de onda total



figura 4.8, la solucién B-O coincide sensiblemente con el calculo exacto. En
cambio, al examinar la figura 4.9, se observa que las soluciones B-O difieren li-
geramente de las soluciones cudnticas. En particular el estado base BO es algo
menor que la energia fundamental exacta; esto concuerda con un resultado de
Brattsev [27).

Por otro lado, la separacién del primer doblete resulta mayor en el calculo B-O en
comparacién al resultado cudntico exacto. Este resultado es bastante interesante,
ya que contradice lo que se podria inferir ingenuamente; de hecho la solucién de
B-0O es de naturaleza semi-clasica, lo que induciria a creer que ella tiende a mi-
nimizar efectos netamente cuédnticos, como el “efecto tunel”. ;| Pero en realidad
ocurre lo contrario ! Este hecho se puede explicar correctamente al tomar en
cuenta la repulsién entre los niveles de energia asociados al primer v segundo

potencial adiabético [18,28].

Para terminar, hacemos notar que la informacién grafica adjunta corrobora al-
gunos resultados bastante naturales:

~Manteniendo los restantes parametros fijos, un aumento en ) = 2& tiende a
fomentar la distorsién de Peierls. En particular, un aumento en el acoplamiento

electrén-fonén ¢ , propende a generar o aumentar la magnitud de la onda de

distorsidn.

~Manteniendo los restantes pardmetros fijos, una reduccién de la frecuencia fo-
nénica fomenta igualmente la distorsién de Peierls. Lo dltimo significa que una

red mas ”blanda” se distorsiona mas facilmente que una red mas dura, cosa que

es totalmente obvia Intuitivamente.
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Figura 4.1 : Distorsiones de Pelerls en la cadena lineal de cuatro
sitios con condiciones de borde periddicas.
(a) Enlaces en la direccidén y.

(b) Enlaces en la direccién z.
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central cuya altura es aproximadamente tres veces el espaciado promedio de los
niveles atrapa,glos en el doble pozo. Se distinguen frecuencias efectivas distintas
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Figura 4.3 : Potencial adiabético y niveles de energia exactos de cadena lineal de

cuatro spines. El sistema es estudiado con un D menor que en el gréfico anterior.

Persiste el esquema de frecuencias efectivas distintas entre los niveles capturados

por la barrera vy los que estin sobre ella.
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Figura 4.4 : Potencial adiabatico y niveles de energia exactos del sistema de
cuatro spines. El méximo D para el cual no existe barrera central perturba la

separacién entre los niveles.



Energias en el Modelo Exacto (QM)
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Figura 4.6 : Potencial adiabatico y niveles de energia exactos.

la frecuencia para el mismo D0, la similitud con el espectro del oscilador

harménico es mas evidente.
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Figura 4.8 : Cuadro comparativo entre los niveles fonénicos (QM) y el espectro
Born-Oppenheimer (BO) para el caso en que el singlete {Eg, E1} y nivel E; estdn
en el doble pozo . El modelo BO muestra energias practicamente iguales que las

exactas.
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Capitulo 5
APENDICE

5.1 Operador de Permutacién de Majorana

El operador de permutacién de spines - operador de Majorana F.,- permite
intercambiar un par de spines E;’.: = § . Este operador se construye utilizando
los autovalores S(S + 1) del spin total S* = (5, + §,)? y el signo (—1)°%"%
involucrado en el intercambio de los spines S, y 5; (para spin 15 hay cambio de
signo sblo si S = 0).

Con el propésito de conectar el signo F;; con los spines acoplados, se define

)
N

a + ;3(\5.‘: + §) a, B constantes por determinar (5.1)

P,

[

= o + }332

= a4+ BS(S+1)

o
b
s

Para el caso S, = 5, =

(ST

. el signo de la permutacidn se relaciona con el

spin total a través de



Le., P, = —1 para singletes y P,, = +1 para tripletes.

N

De (5.2) v (5.3), se verifica:

D

o +

S5 + 1) = —(-1)°

Reemplazando en esta expresién los valores 0 y 1 del spin total S, se tiene el

sistema de ecuaciones:

P, = =1+ (5 +5;)

I}
I
s
+
[
+
| o
4+
o)
tn
A

By = 25;-5; +1§ (5.4)
donde
' $ 1]
[ L1
P, =
11 [
L]i_ _ll_




de Recurrencia

Las ecuacion (3.28) tiene la forma general

Po_o Au_g + 8x Xa + lage Xoss = 0, n=40,1,2..... (5.5}
Se ha definido
Pa_ns = —6Dw \..J’fn(n—— 1} Bry1

5. = apfrabrs1 — 8Dwnfpiy— 6Dw (n+ 1)fn1

thez = —6Dw \;"'r.ﬂ +1){n+2) B

con las restricciones:

La relacién (5.5) no mezcla variables con indices de distinta paridad, siendo
necesario separar el espacio de soluciones en indices par e impar. En los respec-

tivos subespacios, la expresiones de (5.5) para los tres primeros indices son:



So Xo
o Ao + 52 Ao
Ta :{3 + 54 ‘¥4

Ecuacion matricial asoclada :

S5 to 0 O
To Sg t4 0
¢] Ta 54 ig

H)m=135

51 Xy + t3 Xy
™ .}(1 + 53 4¥3 + té X5

T3 )(3 + 25 X5 + iz ){7 =

Forma matricial:

0 T3 54 i

Xo
Ao
Xy
X,

0

o 0 8 D

o

wn



De esta manera, la representacién matricial de (5.5) se obtiene al generalizar

(5.6) ¥ (5.7) :

/

Haelid, s
So ta O 0 Xo (
re S tg O 0 A
0 7 54 t¢ 0O - - 0O Xy
0 0 rs S tg 0O --- O Ag | =
: ' ' ' : X
D 3
-O 4 ru_LXm- _O‘
njn= 2135 .. . s
By 85 0 con ses sy ocwe D X, 0
ry Sz ty O 0 X3
0 r3 S5 tr O 0 X5
0 0 73 S; tg O - O X7 | T
. 4 _ ; - Xy
0 ; ;
I 0 0 T 11 Koo ] | 0 ]

5.3 Efecto de una rotacion C,; sobre la coorde-
nada fondnica X.

La coordenada espacial asociada a un fondn de momento &£ # 0 es



donde X, es la coordenada del ién 71", Para N = 4 y k = 7 (nuestro caso de

\

mterés) se tiene

Naturalmente

mientras que
O X Opy = X

como resulta patente de figura 4.1, que muestra distorsiones de la red del tipo
Xk.

Estos dos resultados permiten identificar el operador X = a + a' con la R.L -
B, {ver tabla de caracteres de Cy,).

El hecho que [X, P.] =1 asegura que, también C4P,C;' = —P;, 6, P:0,: = +P;,

de modo que también P, pertenece a la R.I. By. De relacion {3.1) resulta ahora

claro que tanto @ como a' pertenecen a la R.L. B;.
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