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RESUMEN

Se anaiiza Ia solución exacta del modelo de Peierls-Hubbard en un anillo de cuat¡o
ines. Se considera acopla,miento spin-spin hasta segundos vecinos. Dado que las

rctuaciones cuánticas tienden a inhibi¡ Ia disto¡sión de Peie¡ls en sistemas de baja
mensionalidad, las va¡iables de posición de los núcleos atómicos se tratan en forma
Lántica, de modo de dar cuenta adecuadamente de estas flucuaciones. Se evalua el
pectro de energías del Hamiitoniano <iel sistema. así como las autofunciones asoci-

ias. Se pone especial énfasis en el estudio del tiempo de fiactuación de Ia distorsión
: Peierls: esto es, el tiempo en que e1 cristal pasa de una dimerización dei tipo
l-1,211 a ot¡a del tipo [2¿,21 +l); acá J es un sitio de nuesto anillo.
: estudia brevemente eI problema de ia frustración del estado antiferuomagnético,
nómeno que (en este caso) ocu¡re cuando se iguaian los acoplamientos spin-spin a
cimeros y segundos vecinos.
or otro lado, también se efectuan cálculos en Ia aproximación de Born-Oppenheimer,
e modo de analizar el error que eila involucra. Se concluye que, en general, dicha
proximación lleva a ¡esultados sorprendentemente precisos; ella sólo falla si se acercan
rs niveles de energía asociados con disii¡tos potenciales adiabáticos. Sia embargo, }a
proximación de Born-Oppenheime¡ sobreestima ligeramente los efectos de las fluc-
¡aciones cuánticas, prediciendo para los dímeros vidas medias algo menores que 1as

btenidas con el cáculo cuántico exacto, Lo último es un resultado notable, pues

iclra aproximación tiene un carácter semiclásico.



Capítulo 1

I]\TRODUCCION

Nos proponemos estudia¡ el modelo de Heisenberg en una red de{orrnabie. Lo

último significa que Ia posición de los spines - ia posición de los iones que 6us-

tentan los spines - son también grados de libertad del sistema. Tal modelo se

conoce como "Peie¡ls-Heisenberg"; él predice que Ia red debe deformarse bajo

cieria temperatura crítica; Ia onda de distorsiórr así generada posee período 2,

y se Ie denomina "distorsión de Spin-Peieris". Esta notabie predicción ha sido

confirmada en sistemas reales, tales como el (2,5 - DCI - DCNQI)¡N(CHr)4,

ver ref. [1], y el (TETRAMEaTIL-TETRATIOFULVALENO)2-PF6, ver

re{ [2]

En el presente trabajo analizaremos cuánticamente tanto los grados de libe¡-

tad posicionales como spinoriales.

Un tratamiento de este tipo es relevante dado que las fluctuaciones cuánticas

son importantes en sistemas unidimensionales [a,+]. En particular, en el caso



dei Hamiltoniano de Hubbard unidrmensionai para elecrrones sin-spin [5,6], es-

tas fluctuaciones tienen una magnitud apreciable. Esta acotación se conecta con

nuestro problema de interés. pues el modelo recién mencionado (electrones sin

spin con interacción Coulombiana a primeros vecinos) es equivalente al Hamii-

toniano de Heisenberg vía una transformación de Wigner-Jordan [z]: lo anterior

vale, ai menos. en dimensión t [8]. De esie modo, es especialmente importante

estudiar el efecto de vibraciones cuantizadas en el modelo de Peierls-Heisenberg.

EI problema de Spin-Peierls ha sido estudlado con spines y desplazamientos

ciásicos [10] I¡ con spines cuantizados y desplazamientos clásicos Irr,12] (la refe-

rencia [12] trae además una revisión experimenta] sobre sistemas reales en los

que existerr distorsiones del tipo Spin-Peierls).

Ei problema asociado de Peierls-Hubba¡d también ha sido extensamente estudia-

do trabajando con desplazamientos clásicos. a través de soluciones aproximadas.

En particular, se ha usado Ia aproximación de Ha¡t¡ee-Fock [13.ta], así como

soluciones con el método de Lanczos [11] para sistema de tamaño moderado

(típicanrenre 20 átomos).

El siguiente páso, consistente en cuantizar ias vibraciones de la ¡ed del modelo

de Peierls-Hubbard, ha recibido menos atención en ia literatura. En tal sentido.

recordamos los trabajos de Hirsch [5,6,15], basados en el método de Montecarlo

cuántico. Si bien dicho método permitiría obtener soluciones exactas al dispo-

nerse de recursos de cálculo númerico ilimitados, en la práctica ello no ocurre



así; en particular) es necesario trabajar con temperaturas sensibiemente mavores

que OoK, v con un núme¡o moderado de sitios de Ia red (por ejemplo en [6] se

usan 24 sitios).

Por otro lado, consignamos algunas soluciones cuánticas exactas (tanto en ia

parte de red como electrónica) para cúmuios finitos: el caso de dos sitios ha sido

tratado por Schmidt & Schreiber [f6], ¡' por Proetto & Falicor' [17]). Sólo recien-

temente se han considerado cúmulos de mayor tamaño [18], (6 sitios).

Ampliemos un concep'io antes mencionado. Los modelos de Hubbard genera-

lizado y Heisenberg son equivalentes en dos contextos distrntos:

(a) Consideremos el modelo de Hubbard unidimensional con electrones sin

spin. los que se transfieren e[tre sitios primeros vecinos; siendo f ia energía

de t¡ansfe¡encia ¿sociada. Supongamos que 1a repulsión Coulombiana también

tiene un alcance sólo a púmeros vecinos, denotándose por tr,. su magnitud. Sea

N el númem de sitios, "v .N¡. el número de electrones; entonces ei modelo ¡ecién

descrito es equivalenre a un sistema <ie N spines ] regido por ei modelo de

Heisenberg anisotrópico. con parámetros de intercambio "longitudinal" J, : G ,

y "transversal" J, = Jo = 2f; ahora 1v'. el número de spines -[". Esta equiva-

Iencia se demuestra a través de una transformación de Wigner-Jordan [7] err el

presente caso inidimensional. Existen también intentos de extender esta equiva-

Iencia a topologías más complejas [8].

(b) Consideremos ahora un modelo de Hubbard con N electrones de spin |;
supongamos además que N coincide con el número de sitios de Ia red. Supon-



dremos una repulsión Coulombiana [i , la que se ejerce sólo entre electrones

ubicados en una misma celda (tales eletrones necesariamente poseen spin opues-

to). Llamando nuevamente f a Ia energÍa de transferencia elect¡ónica entre

primeros vecinos, se puede conclui¡ 119] que. en e1 Iímite I/ -+ co , dicho sistema

es equivalente al modelo de Heisenberg isotrópico, siendo ahora J = 2t2 lU Ia

energía de intercambio, el valor de cada spin individual persiste siendo ).

De este modo, ios diversos trabajos sobre modelos de Peierls-Hubbard

guardan est¡echa relación con eI presente problema. Revisemos. en este con-

texto, algunos antecedentes bibliográficos adicionaies sob¡e tal modelo; Ios que

básicamente cortesponden a tratamientos aproximados. Por ejemplo, en ¡eferen-

cia [20] se trabaja desacoplando las funciones de Gree¡ pertinentes, obteniéndose

una expresiórr para el vector de onda de Ia distorsión de Peierls.

En ¡eferencia [3], Lee,Rice y Anderson estudian, mediante un método de inte-

gración funcional. el efecto de las fluctuaciones cuánticas en una cadena Peierls

convencional (electrones no interactuantes ), conciuyendo que la longitud de co-

rrelación de ia distorsión diverge exponencia.lmente con el inve¡so de la tempe-

ratura si , a ir" , (Tc = Temperatura de transición clásica), Hacemos notar

que, aunque dicho estudio excluye explícitamente el caso de banda semillena, sus

conclusiones son relevantes para motivar el presente estudio, pues allí se muestra

que Ia descripción adiabática de Ia distorsión de Peie¡ls es inadecuada.

En el trabajo de Gagliano et al [11], se esrudia un sistema de eiectrones

spin, con repulsión a primeros vecinos I' acoplamiento electrór¡red in¡ersitio

sin

Se



obtiene el estado fundamentai del sistema apLcando el método de Lanczos. Se

conside¡arr anillos de hasta 24 sitios. Se encuentran dos tipos de estados del

sistema: "ondas de carga" ¡, "ondas de enlace". subdividiendose el espacio de

parámetros en dos regiones. según el tipo de estado que sea estable. Adicional-

mente, en Ia fronte¡a entre ambas regiones existe una pequeña franj a en la cual

coexisten ondas de carga y enlace. Este úitimo resuitado es concordante con un

estudio más reciente [14], donde se trabaja un sistema infinito con dos tipos de

fonones e interacción coulombiana hasta segundos vecinos

Para cerar esta discusión bibliogrrífica. ha¡emos un breve resumen de las

conclusiones obtenidas en los (hasta ahora poco numerosos) trabajos donde se

cuantizan tanto las variables electrónicas como vibracionales [10,t2,18]. Para

clarifica¡ la nomenclatura, llamaremos "solución adiabática" a aquélla donde

Ios desplazamienios de ia red se trabajan ciásicamente en todo momento; esta

solución es válida para el caso en que Ia frecuencia fonónica es muy baja, o

equivaientemenie Ia masa iónica muy alta, io que legitima ei caracie¡ clásico de

los desplazamientos. Por otro lado, Ilamaremos "solución de Born-Oppenheimer"

á aquella solución que inicialmente trabaja clásicamente los desplazamientos de la

red, pero luego restituye el status cuántico de Ios desplazamientos, usando para

ellos como energía potenciai el llamado "potencial adiabático" , %¿(X ). Este

último se obtiene al sumar Ia energía cuántica, electrónica o spinorial, E,(X),

que depende paramétricamente de los desplazamientos de la red, X, y ia energía



"el¡ística" (o energía potencial de la red, asociada a orbitales internos i). Hasta Ia

fecha sólo [18] ha trabajado la aproximación de Born-Oppenheimer en esre tipo

de sistemas. Cabe destacar que ia aproximación adiabática no puede entregar el

espectro fonónico modificado del sistema; en cambio tal tarea se consigue con ia

aproximación de Born-Oppenheimer.

En refs. [16.17]. trabajando con N = 2. v acopiamiento elect¡ón-fonón

intra-celda, se conciuye que las soluciones cuántica y adiabática coinciden en los

casos de aita y baja frecuencia, siempre que se consideren ios niveies de meno¡

energía. La aproximación adiabática sólo es cuestionable en un estrecho intervalo

de parámetros asociados con Ia frontera entre los regímenes distorsionado y no

distorsionado.

1Se suele dividir, de u¡ modo un poco arbitrario, Ios orbitales electrónicos en do6 categorias:

(c) los orbitales '(externos" , que aparecen expücitamente en el llamiltoniano como "grados de

libertad" del sistem¿. /! Los orbitales "iñerno§", de más baja energia que los primeros, y cuyo

roi es proporcionar el "e6queleto" o "backbone" de la estructura. Estos ütimo¡ proporcionan el

tensor elástico de la ¡ed desnrd¿. A modo de ejemplo, en el poli-acetileno, los electrones "a'l se

asocian con el "báckbone" de la estructura, mientras que Ios orbitales tipo "r" de este compuesto

se suelen trabajar como "grados de libertad", apareciendo explicitamente en ei Hamiltoniano

modelo [21]. Cabe destacar que, dentro del potencial adiabático, los electrones «externos"

¿pa¡ecen uslrendo Ia energia elástica; est,o ultimo a tr¿vés de la contribución E,(X).



Por otro lado. estos trabajos muestran }a extstrenct¿r de lres regimenes para

el potencial adiabático l;¿(-tr ): en un caso aparece urr único mínimo en torno

a X:0. creciendo monotónicamente l/.¿(X) con lXl; allí es estable ia solución

sin distorsión de Peie¡ls. En e} segundo caso li¿(-{) muest¡a dos mínimos en

X : *-tr¡¡. m jen¡ras que I = 0 es un máximo. existiendo distorsión de Peierls

si ia f¡ecuencia fonónica es suficienternente ba,ia. En e1 tercer caso apalecen lre.e

mínimos de I;¡(-f ). uno de elios en f = 0, J' otrot cios en -\ = IX¡¡ ' Este

úItimo caso posee transiuones d.e Jase d'e prímer orden enlte los estados con ¡'

sin distorsión de P eieris.

En ref. [18] se estudia un sistema de eiectrones sin spin. Se postu]a que,

tanto i¿r repulsión Coulonbiana como la tra¡rsferencia electrónica' ocurren sóio

entre primeros vecir.ios. Se conside¡a un acoplamienro electrón-fonón intercelda,

reteniéndose sólo el fonón corl vector de orida lt = r . Se trabaja con un cúmuio

de N = 6 celdas "v ¡" = 3 electrones. E1 espacio de parárneiros se barre cuicia-

dosamente. analizárrdose detenidamente ei espectro de energías del sistema. Se

usa tanto ia solución exacta (es decir, donde las variables electrónicas v fonónicas

se trabajan exciusivamente en {orma cuántica ). como ia aproximaciórr de Born*

Oppenheimer. Se concluye:

-EI potencial adiabático sólo puede adoptar dos lormas posibles, presentando

un mínirno central (caso no distorsionado). o bien un máximo en -t = 0 y dos

mínimos laterales srrnétricos; en este segurtdo caso existe distorsiór, de Peierls



si la lrecuencia fonónica no es demasiado alra. De hecho, basta que Ia frecuen-

cia lonónica. u. sea comparable con el alto de ia barrera central del potencial

adiabático, l'¡1 , para que el sistema sufra una distorsión de Peierls. El paso

entre los regímenes distorsionado y no-distorsionado ocurre vía una transición

de segundo orderL, esland.o excluid,as lrarlsrctones d.e prtmer orden. Esto último

contrasta con ios resultados de rels. [16,17]; tal discordancia puede ser producto

de las dilerencias en las hipótesrs empleadas en estos trabajos.

-Por otro lado, en ref. [ts] se concluye que ]a distorsión de Peierls no

es estática: de hecho. las dos posibles "ondas de enlace" (BW) del sistema.

01 = [1,2] - [3,4] - [s,6] ..y o, - [¡'¡, 1] - [2,3] - [4,5] ..., no son con-

figuraciones estáticas, sino que se intercambian entre ellas en un tiempo 7 del

orden de T - explVu lol I *.

-Una pequeña repuisión Couiombiana tiende a reforzar Ia distorsión de

Peierls, pero un ulte¡ior incremento de la misma tiende a inhibir tal distorsión.

E} máxirno vaior del parámetro de distorsión se aicanza justamente para el caso

en que }a transformación de Wigner-Jordan [7,8] mapea e] modelo en estudio en

el Hamiltonian o isotrópico de lleisenberg. Este resultado concuerda con conclu-

siones de Gagliano et al [11].

-El cáiculó cuántico exacto muestra una notable coincidencia con el análisis

hecho con Ia aproximación de Born-Oppenheimer. Sólo aparecen discrepancias

serias entre ambos métodos de cálculo para niveles de energía muy excitados, o

bien para frecuencias muy altas; más en rigor, Ias discrepancias se dan cuando



los niveles provenientes de los distintos potenciales adiabáticos tienden a coin-

cidir. Adicionalmente, se obtiene que el tiempo de intercambio entre ias dos

posibles BW , 7, resulta más grande al trabajar con la soluciór, exacta, en

comparación al valor obtenido con la apro:omación de Born-Oppenheimer. Este

resuitado es ext¡año, pues parecería que e} trabajo aproximado, dada su natu-

raleza semlclásica, debería inhiblr un e{ecto ne¡amente cuántico, como es el caso

del "tunneling" entre las dos posibles BW.

En el presente trabajo anaiizaremos el modeio de Peierls-Heisenberg usando

un anillo de cuatro celdas, cada celda sustentando un spin 1/2. Basados en la

equivalencia entre los modelos de Heisenberg y Hubbard antes aludida, y en el

hecho que este último modelo es inestable ante distorsiones con vector de red

2kp y 4kp , hemos prejuzgado la posible existencia de una distorsión de Peierls

de vector de onda ft = r' (es decir, de período 2). y en consecuencia hemos

retenido sólo el modo de vibración asociado a tal vector de red.

Consideraremos tanto Ia soiución adiabá.tica, como el analisis semiclásico de

Born-Oppenheimer [9], para flnalmente entrega¡ una solución exacta, donde las

variables vibracionales y de spin se trabajan en todo momento usando el fo¡ma-

lismo cuántico.

En el Capítulo II se plantea el modelo a estudia¡. Primero se analiza el

modelo de Heiserrberg para Ia red no deformada, introduciendose luego eI efecto

de Ia perturbación ocasionada por la presencia de desplazamientos estáticos de

Ios iones que sustentan el momento magnético; esto úitimo modifica Ia constante



de acoplamiento magnético entre dos sitios dados, aumenrando o dismu¡,endo su

valor según se acerquen o alejen ios respectivos iones. Luego se hace un estudio

adiabático de nuestro modelo, 1o que permite formarse desde un comienzo una

imagen global del comportamiento del sistema. Se determina en qué intervalo

de parámetros son posibles de{ormaciones de Pere¡is, estab}eciéndose también ei

intervalo de validez físrca del modelo. En partrcuiar, para cada valor de la defor-

mación de ia red se obtiene el espectro de autovalores dei Hamiltoniano de spin.

Adicionalmente, en dicho capítulo se electua un estudio del grupo de simetrías

del Hamiltoniano, descomponiendose el espacio de Hilberr en subespacios de re-

presentación irreductible de dicho grupo. Como es bien sabido, taies subespacios

son invariantes ante la acción del Hamiltoniano.

En el Capítulo III se muestr¿n los métodos para obtener las soluciones adiabática

y cuántica, discutiéndose algunos probiemas de indole numérica.

Por último. en ei Capítulo IV se muestran los resultados dei cálculo numérico,

efectuándose una discusión de los misrrros, .r' comparándose con los antecedentes

bibliográñcos. Dicho capítulo se cie¡ra corr un pequeiro resumen de las conclu-

siones más importantes del trabajo.



Capítulo 2

CALCUTOS ADIABATICOS

PARA tA DISTORSION DE

PEIERLS EI{ ANILLOS DE 4

ATOMOS

En este capítulo se presenta ei modelo adiabático de ia cadena lineal con condi-

ciones de borde periódicas, proveyéndose una solución analítica para temperatura

nuia con acoplamiento antiferromagnético a primeros vecinos. Las técnicas uti

lizadas corresponden a la soiución exacta de sistemas finitos mediante Teoría de

Grupos [22]. Se obiienen 1as autoenergías exactas para el problema de un anillo

de Heisenberg con 4 sitios de spin I y acoplamiento spin - red.



2.L EI Hamiltoniano

\iuestro modelo adiabático consiste eIt una distorsión "congeiada" de la cadena

Iineal en forma pertódica: se desplazan en -uf -a ios átomos en sirios pares ¡'

en z/2 ios átomos en sitios impares. man¡eniéndolos inmór'iles en es¡a nueva

posició¡. Taies despiazatnientos congelados representall una onda de distorsiórr

de período 2. Esra elección de período esrá morivada por ia equrvaiencia ent¡e los

mocielos de Hersenberg y Hubbard con banda semillena lfS] ¡' en el conocimiento

de que este úitimo posee inestabiliciad de Peieris para vectores de onda q - 2kr

]'q=+A'¡llJl.

Para describir la interacción entre spines, se usará el Hamiltoniano cie

Heisenberg [24] con correcciones a ]as integrales de rntercambio a primeros ve-

cinos debldo a los desplazamientos iónicos. Introduciendo Ia onda de distorsión,

ei Hamiltoniano de Heisenberg-P eierls, toma ia forma:

.:..
H - (2Jt+2qu)l St 5:*S: 5+r-(lJr-'Jgur,53 5¡-5r

+2J2, i1 5-3 = ^l-,- .'," -. { ,'

(.t, - Jl)L(í + .e*,)' *

2sulí -* + -s. s' -
+ i)'- 3l+ ¿(§'

§, - s', i]

\¿-z)

- 3) (2.3)

e4)

Acá se es¡án usando conciiciones de borde periódicas para e1 anillo de 4 sltios.

y se están retenierrdo las integrales de intercambio hasta segundos vecinos.

Reescribimos esquemáticarnente el Hamii¡oniano en la {orma

¡r

Y(") 5:

donde



En la expresión anterior se ha, usado el spin toral § = §. + Si + Si + Si.

Los parámetros Jr, J2 representan ias interacciones de intercambio ettre spi-

nes a primeros ¡' segundos vecinos: g es Ia relación entre Ia variación de la integral

de intercambio para spines primeros vecinos -r, la varlación de distancia asociada.

É¡ es el hamiltoniano de Heisenberg del sistema no distorsionado. ú es la per-

tuba.ción asociada al acoplamiento spin - onda de disrorsión. el término f u2 da

cuenta de Ia energía potencial elásrica de Ia red.

La figura 2.1, ubicada al final de este capítulo, muestra el sistema estudia-

do, apreciándose el efecto de ciimerización provocado por Ia onda de distorsión.

La topología de ia red unidimensional está representada en Ia figura 2.2, deter-

minándose que el grupo de simetría geométrica del hamiltoniano lfe es C.,. Junto

con la simet¡ía espacial. el hamiltoniano (2.1) posee simetría ante una rotación

simultdnea de todos los spines, es decir:

úHú-'= H

de manera tal que el grupo de simerria de 116 es C4, I SLI2; C1, es la simetria

espacial de} cuadrado y 5ü2 describe Ia simetría de rotaciones rígidas de spin,

En la figura 2.3, usando notación de Tinkham [?], están indicadas algunas op-

eraciones de simetría del grupo de simetría Cn, En tabla que se adjunta a 1a

figura 2.3, se rhuestran las Representaciones Irreductibles ( R Ie ) de Ca, en esta

notación.

Por otro lado las.r?l del grupo .9ü, (de ¡otaciones rígidas y continuas de los

4 spines) corresponden a ios subespacios de dimensión 25 * 1 en los cuales el

spin total del sistema, S, está fijo.

11



2.2 Espectro del hamiltoniano de spin
El estudio der sistema no perturbado tiene la ventaja de entregar una descom-
posición espectral que permire ve¡ificar la soiución exacta en er caso límite
g --+ 0, además de facilita¡ una explicación deta.llada del mismo.

Teniendo presente que el sistema de spines se encuentra a temperatura nuia.
trabaj aremos en el subespacio de Hilbe¡t de.l esrado fundamental; imponiendo
Á ) 0 para satisface¡ ra condición de acoplamiento antife*omagnético a primeros
vecinos (J2 es arbitrario).

Para la diagonajización de Ée es conveniente definir los operadores de spin:

sl = si+sl

sr. = si+si

Este a¡tificio aigebraico' que se inrerpreta como ia t¡ansformación del probrema
original de cuatro sitios en ot¡o de dos spines, nos facilita una versión simpiificada
de (2.3):

Eo - 1t,-el1§,y+(§,,y_Bl +¿(§,_s)
:+s = ,S,+.9.,

(2.5)

Con esta expresión, 4 es diagonalizable en ja base de autoestados de (.i,)r,
('tr')'' (i) 2 y s'2' vnabera inrerpretación física de este procedimiento es ésta;
dividiendo Ia red originai en dos subredes interpenetradas (artificio usuar de ra
teoría del antiferromagnetismo). entonces S, y g,, representan el spin total de



ambas sut redes. En este contexto. S representa el valor del splr1 total obtenldo

al acopiar los spines de las dos sub-redes. Los autovalores de fl¡ se calculan al

reemplazar en (2.5) los distintos autovalores s(.t + 1) de ios spines acoplados S"

"1" r' del spin total S. Para ¡al e{ecto acoplamos primero }os spines atómicos 51 ¡'

,9¡ (de valor |). obteniendc para S' Ios valores posibles 0 ¡'1; otro tanto hacemos

corr 52 y 5a. Lina vez fijos los valores de 5' ¡' -§" Ios acoplamos a} sprn total S'

que toma valores enire l-c - S' l ¡' s' + s' ' Procediendo según es¡e esquemal

obtenemos las autoenergías mostradas erl tabla 2.1: allí se adjuntan Ias RI, del

grupo Ca, E 5L,-: asocracias con cad¿r nivel

S' S" S Ri Degeneración Energía

0 0 0 A1 1 - ¿J2

0

1

1

0

1 E -J2

1 1

0 Br 1 Jz - 4Jt

1 Az Jt - lJt

Bt 5 Jz * 2Jt

Tabla 2.1 : Cuadro de autoenergías del sistema de spines no perturbado Para

determinar las simetrías asociadas se usó el hecho que {Cn. ou} generan Ca,, ta1

como se se expiica a} pie de la tabla 2.2.



Estado Autofunción

l-11. J - ul

1

2
(1ri, - 1,1r)(1rIn - 1.1,)

!
2
(iitl - 11.f1 + l1T1 - 1f 1 I !.l I I 1 /11:i4

l¿ -\ = .ll-s = I/

i1r'-l
--_,,ri¡- j1': r?1, = J llll-.1 li Lr:31

l.'1 l r1,i 1 - 
I ,1,1T tlTl

--'. l2r{- ¡:14/ 11li - "\l{ll l, ¡,/1234

lB1, s = o)

1_'5 lrl:J:l+'i l,l:.l:in -i (il + li),, (T1 + l1)r,l

=* t2(1111 + 11.ti)- Tlll - ltti - 1111 - litilú3r

1\
lr,.l2,J=,rrl5=I/

1tr r /+ r

-;1111¡ \l?tr{ -r- l:Tn) - (lrJe + Ir1:) 1:1nl

-!-2 (ill1- T111+ 1iIi - IT',i 1),:¡o

181,5= l'[s=2] i,1,ir1,

Tabla 2.2 : Cuadro cie auto{unciones de ia cadena }ineal no perturbada

En la ¡abia 2.2 mostramos las autofunciones asociadas a los distintos niveles

de energía, allí se ha elegido lzr componente Z del spin total. Ms. en forr'ra

maximal, esro es, M5 = S.

En la cons¡ruáción de ia tabla 2.2, se de¡erminó la simetría de los autoestados

haciendo uso de los generadores fCn,o,j de C+,. Tales generadores ac¡úan sobre

Ios operadores A(M1)B{M2)C(Ms)D(n{+) de la. srgurente manera (ver figura 2'3):

o \xlA(I\,t.)B(M,)C(M)D( 1'[4)to)] = D(M: )C(tr'L )B(M3 iA (Nf1) 10) f MrMsMrM:



c4 lA( Mt\ B (M2)C(M3)D(M. ) l0)l = B(Mr )c{Mz)D(Mi )A(M4) I0) = - lM{M3MrM, )

Acá A(M) representa un operador de creación de un lermión de spin I en el sitio A,

con 52 =, = +l; representando B,C y D operadores equivalentes para los otros

si¡ios. Ademiís hemos introducido Ia nomenclatura

A(MI)B( M2)C (M3)D (Ml )10) = lM1M2M3Ma)

Recordemos, por ejemplo [25], que las RI, Ar y A: llevan a C¿ - 1, mientras

que 81 y 82 llevan a Ca = -1. A su vez o, = l Para Ar XBr; ot, = -1 para A2

Y Bz.

Un breve análisis de ias autoenergías en Ia tabla 2.1 determina que los estados

de menor energía son:

IB1,S=0) estable

lá1, .9 = 0) estable Jtl

-lJt 0

o J2- 4^

J2

Jz

si

si

(2 6)

A1 subespacio de dimensión 2 generado por estos estados se ie asocia un bloque

matricial cie 2x2, el que se obtiene escribiendo ias respectrvas autoenergías en la

diagonal del bloque:

Éo[,41 e a1 ]:

Este operador matricial se ha consrruido usando la base ordenada

ilái..r = o). lB1, ^r - o)i

(2.7)



Es iiustrativo conocer la estructuia de1 espacio de Hilberr, asoctado, para ello

debemos tomar en cuenta que ai exis¡tr dos es¡ados posibles por cada sitio de Ia

red ( f ¡' .l para .92 : 1 ¡' Sz = -| respec tivamenle ), el número to¡al de es-

rados es f{ = 16. los cuaies se dtstribuverr en subespacios cor, 52 cols¡ante según:

..4t 
" 

= 211..-o -j 3hs,' I 'l1s-:

EI primer sumando representa un bloque matricial de 2x2, el segundo tres

bloques de 3x3 v el ¡ercero cinco bloques de 1x1. Estos bloques colresponden a

la separacióri del espacio de Hilber¡, <ie dtmensioú 16. er.r subespacios lnvariantes

de RI del grupo Sti,. Utilizando los resultados de Ia tabla 2.1, descomponemos

estos subespacros err términos de R.1-q. de Ca,:

'utc-.), - 
D'll (-1,- A^* F/LiJ--r¡-rl.-'t':vú'

S es el spin total del estado considerado.

?f(s=0) =4rsBr

La descomposión del espacio de Hilbert en subespacios invariantes, disminuye

significativamente ei trabeujo que se debe reaiizar para cieterminar ias autoenergías

del sistema. La matriz del hamiltonrano, de 16 x 16. se separa en bloques de

tamaño 1 x 1:' A] introducir e} acopiamiento spin-red. surge un bloque de 2 x 2

debido a que se mezclarán las R.f-s. á1 S=0 y 81 S-0.

Cabe destacar que ei estado lh S - 0), asocrado al estado base en el

caso Jr ) J: (situación más plausible {ísrcamente)' corresponde a una vemión

cuántica del "estado de Nee1". En electo. los sptnes segundos Yecinos esián



acoplados ferroma,gn éticam"rrt., § = 1 : .9", de rrrodo que ias sut redes

{1.3} y {2,4} son ferromagnéticas. Pero estos dos ferromagnetos se acoplan

mutuamente en lorma antiferromagnética a spin cero.

2.3 Distorsión de Peierls

La distorsión de Peierls es un tipo de inestabilidad estructu¡al que aitera la

periocidad de la red en un sistema cuasi-unidimensional [26]. Este fenómeno,

ocasionado en la ¡ed de spines por el acoplamiento spin-vibración atómica. 1o re-

presentamos adiabáticamente con Ia vibración congelada descrita en Ia sección

2.1. En eI presente trabajo nos co¡centraremos en ias .r?15 á1 5 = 0 ¡r

81 .9 = 0 , ya que de ellas derivará el estado fundamental (de interés para siste-

mas a temperatura nula), que forman un subespacio de dimensión 2 interconec-

tado por la distorsión de Peierls (ecuación 2.4). La presencia de la perturbación

ú restringe la simetría geométrica de IJ6 aJ grupo C2,. apreciándose este efecto

en Ia figura 2.2b.

Para el estudio del sistema perturbado, construiremos la matriz És + i/ en el

subespacio 7l(5 = 0) usando z como parámetro ciásico. Puesto que Ia matriz de

,EIo yu r. conoce, sólo tenemos que determinar eI bloque de Ú y, posteriormente,

diagonalizar la matriz resultante al sumar Ho y t

Con el propósito de faciiitar los cálculos. haremos uso del operador de per-

mutación de spines descrito en Ia sección 1 del apéndrce (reiación (s.a)). Rea-

lizados los reemplazos correspondientes, se obtiene en (2.4):

V (u) - gufPp - Pzz * Pa4 - Pct] (2 8)



Por otra parte, al definir ios operadores

i = Ir:-F¿.-P¡¡-Pr.

= Pv - C;r Pf C 4 + C;2 PúCl - Co-t&rCi (2 9)

P, : t * {-tc, + €-'c1+ (-tci , cot. {+ -- 1 (1 10)

se verifican los resultados

\l - - ,,;,

. (210'
FrC. = c4P. = €P. I en¿e,o

(2.11)

(212)

t p, ' 1nt ptzr, - c;t ptzc+p. + c;: Pt2ciP, - c;" Ptrc: P.

(! 12"'-=- 
[i -(c;' +('c;'-(3c;r]Pr2P(

= P ,Pr.,P, (2 13)

.nrlars=o¡ = l-4r,-§=0) e]4)

(.al uti'lizar Cllá1. -c = 0) : 1á1,5 = O))

É_,1rr,s=o¡ : lBl,s=o) (2.1á)

tot utili,zar C4lB1,S - 0) = -lB1,S = 0))

Con eslas relaciones, se tiene.

r 2.14 )
z¡11.S=0) -=- rP1 lá1.5=0)

lt_ I.1 I-= P tPttPl.4t.5 = 0)



í 2.14 )' = P-rPr2lá¡. -9 = 0)

I= ;P-'P.,[Itli - lli1+ ]ltt - ltlll,,,
;= ;P-'httl - 1111+ lill- lJTll'zo,
;= ;ttlit + lIIt + J111+ 11il -4(1111+ 11l1)
¿

+ lJ1l+ l11l + 11lt + tlltl,zs,

= 11111+ 1111+ Jl11+ 1111-2(1111+ 1111)hz.n

= -Jñ|a,, s = o) (2.16)

t 2.15)
ú181,5=O) = úP-1lBr.5=0)

12.13)' =' PtPnP-1181,5 - 0)

r 2.1s )' -' PtPlelBi,S=0)

1 - ^ ,^,-= ;fuPlP,,[:(1Ji1 
+ 11li)- 11II - 1II1- ]1if - 11ill,z¡n

1= JiPl2(il1t + litl)- tlll - llJl- 1111- ll1ll

hrUrr+2c,-1+ 
c,+ ciltill -(1- c.)Tltil

tl.l¿t I'=, - 
",[611j1 _(1_1)1111]- ,fr'

_1 ,
= _=P,l_ lItll

,/L2

= -'/tzl-qr, s = o) (2.17)

Las ¡elaciones (2.17) y (2.16), ponen en evidencia el caracter hermítico de 0. Con

tales expresiones, se ve¡ifica que ú transforma un vector de la base en otro vector

de la base:

ü = -t/r2{lá1,s=o)(81,s:01 + lrr,s=0)(ár,^e=ol} (2.18)



Finalmente, usando los yectores coo¡denados:

r,41,.§=,,= (:),",'=.,= 
[:)

se tiene en (2.18):

l,= -r/tz[ " ]
L, ol

(2.1e)

De esta manerar al combinar el reemplazo de (2.19) en (2.11) con Ia expresión

(2.7), otenemos el Hamiltoniano de interacción spin-red :

Tl
Hr-r=ilo*\'= -(2J1 + J:)rr + I 

*" -'/tzsu 
| ,r rrl

l-./no" -in l

acá -[ es el operador identidad y A = 4(fi - J2) es la brecha de energía del modelo

de Heisenberg puro (caso g = 0). Recordarnos que ias funciones bases son:

lá1,,s=0) = |tilrr- lul +Illi- tlltl
1

lB,, s = 0) = 
-{ol2(1111+ 

11li)- IlI1 - itlt
it11- 1t1Ii,

con los spines ordenados según la secuencia ABCD.

Las autoenergías son

rA'
E= - -(2J1 +J)L1r'-j+Dsr"'



Ee,lut = -(ZJt* L» - ti* * rlszuzV4

i^, r-

^l=-+72o2u2 -¡ 
'-1 ¿t /r')r\

\ + -""
Esta expresión representa la energía potencial de la red err Ia aproximación

adiabática para el caso T = 0oK (pues ia relación (2.22) involucra el estado base

del modelo de Heisenberg).

El uso de las técnicas habituales para hallar máximos y mínimos de una

función. pern.iite distinguir dos opciones para los valores extremos en ia gráfica

de E(u). Uno de los exiremos se encuentrra siempre en u = 0; e} ca¡acter de

máximo o mínimo depende de los valores asignados a ios parámetros en (2.22).

Los otros dcs posibies extremos deben cumplir

u2 =. uM2 (2.23)

Naturalmehte, tales extremos sólo existen si se satis{ace ia desigualdad del

Iado derecho de (2.23). De exrstir, elios siempre corresponden a mínimos, siendo

entonces r = 0 un máximo. Lo anterior se verifica al notar que, en el 1ímite

u ---+ toc siempre se cumple \/"¿(u) -- .^ *co. Sólo si existen estos mínimos

en t.¿ = tu¡1 hay distorsión de Peierls. Cuando no existen mínimos laterales,

El estado base es

(2.2t)

Al sumar el término eláslrco en (2.21).obrenemos

E(a) = vo¿(u\

r.'
E^,(u\ + ! u2,

-(zJr+ J;'

( o' A2\
t 144: _-t>0
\ /{, +)-

1



u -- +:uM j entonces la condición il,¿(z) ----* +oo para u * *m implica que el

extremo z = 0 es mínimo absoluto de i/"¿(u).

Un anáiisis que proporcione una imagen de Ia física del problema, 1o podemos

realiz¿r observando que (2.22) representa una co¡¡ección a la curva de potencial

fu'z del oscilador ha¡mónico y, además, teniendo presente que sólo estamos

interesados en el estado lundamental dei sistema. En principio, esta última

condición se satisface para valores de u ce¡canos al mínimo de la parábola f; 22,

siendo posible desarrollar E(a) a primer orden en u2 en torno a u = 0.

Se obtiene:

E(u) = ,,,(o)+ ; (" - ,^t) *
= Ec,(o) +*K", (2.24)

Cuando el valor de K es negativo, el sistema se encuentra en equilibrio

inestabie debido a que (2.24) representaría una paráboia invertida en torno a

u = 0. Esto ocurre solamente si lAl < 24 *, exigencia que es coincidente con

ia desigualdad (2.23). La e:<¡stencia de la zona de equilibrio inestable en torno a

u = 0 garantiza que estamos en presencia de Ia inestabilidad de Peieris- Err tal

caso, el estado base tiene asociado un talor finito del parámetro de distorsión u,

en contraposición a la hipótesis previa a relación (2.24).

En la figura 2.4 se muestra el compo¡tamiento de la cu¡va de potencial para

distintos valores de A. Se puede apreciar el suavizamiento de la cu¡va a medida

que aumenta la brecha de energía entre el estado fundamental y el primer estado

excitado. El valor para ei cual Ia barrera desaparece ( A5), muestra un suaviza-

miento extremo. Valores superiores a A5 corresponden a curvas similares e



incrementos de ñ para valores crecientes de A. La presencia cle los mínimos

laterales en las posiciones de equilibrio *ü0 denota Ia generación de dos dímeros.

en cierto modo simiia¡es a molécuias diatómtcas. Cuando el estado fundamental

del sistema se sitúa err el pozo con posiciórr de equilibrio +u0. Ios dímeros gene-

¡ados son AB y CD, y corresponden a los enlaces eri la dirección c (figuras 2.2

y 2.3). Eniaces en la di¡ección y se producen cuando las posiciones de equiiibrio

atómicas están en -u¡i en ral caso se forman los dímeros DA y BC.

Pa¡a entender mejor el caso distorsionado, examinemos los enlaces en las

direcciones r e y. EI acopiamiento de spines que estos enlaces representan,

difiere del contempl¿rdo en el estudio de É¡ (sección 2.1); los nuevos estados,

llamados Eniaces de Valencia, son:

i) Enlace en ia dirección c ("Moiéculas" AB y CD )

,; \ i ,^ , 1

Iñ") = ,(1,1, -lrfu)(l¡i'- l¡1,1=;(1Jll- lIll - iT11 + 11J1)123.

ii) Enlace en la dirección y ("Móiecuias" BC y DA)

lL,) = rilzl:- i:i¡)(iri, - ¡nlr) = l,-,t,lt -.11¡t + lilJ * il'tl,,:¡,

Con ellos podemos describir los autoestados lá1, ^9 - 0) y l&,.9 : 0)

utilizados para diagonalizar H6:

lá1, ^s = o) = lá,) + láv)

181,.9 = 0) -
1

G flB-) - tó. ))

Así. lá1,1 = 0) y l8i5 = 0) aparecen como "Eniaces de Valencia Resonantes"

en esta nueva base. Los estados de Enlaces de Valencia no son ortogonales.



Proponemos la nueva base de "enlaces ortogonales":

1

\/2
1

t/6
1

1

Vb

ilái,s=0) + lB1,S=0)l

[{.6 + r)t6,) + (/5 - 1)l5y)]

llá1,S=0) - lB1,s=0)I

l(lá - r)t6,) + i.,6 + r¡¡a,¡]

Tales estados ortogonales son los genuinos enlazantes en las di¡ecciones c e

y, de hecho, la distorsión de Peie¡is con ü0 > 0 estabiliza lb") ; si us ( 0 , se

estabiliza lbr). Notar que ló,) sólo tiene una contribución de un 9% del estado

ló, ).

De esta manera, con el análisis de los eniaces en las direcciones r e y, hemos

conseguido establecer cuaies son los estados que participan en ia generación de los

dímeros que resultan al producirse Ia distorsión de Peierls. Aspectos ¡elevantes

en el significado e interpretación de estos ¡esultados se comentan en Ia sección

siguiente.

2.4 Conclusiones Capítulo II

El estudio del sistema de spines perturbados por las vibraciones atómicas,

en la aproximáción del modelo adiabático, proporciona resultados que muestmn

claramente Ia existencia de ia inestabilidad de Peie¡ls en Ia. zona del espacio de

parámetros descrita por

4lh - r2t= l¡l < #s' (2.25)



Esto significa que la energía del estado fundamental del sistenra srempre dis-

minuirá cua¡rdo se satisfaga (2.25), produciéndose ia dimerización de Ia cadena

de spines.

ttespecto de (2.25). cabe destacar que lal esta acotado por e1 cuoclenre

?g' :, no por los valores indir.iduales de I{ y 92. Tal dependencia sugiere definir

una nueva variable que represente aI cuociente ya mencionado con el propósito

de disminui¡ el núme¡o de parámetros del sistema. En el capítuio siguiente se

hará uso de este resultado que permite eiiminar parámetros.

Es interesante comentar el caso [ = Jz (A - 0). En tal caso el cúmulo se

transforma en un tetraedro, con grupo de simetrí¿ ?;. Las RI, unidimensionales

At ! Bt del grupo Ca, se funden en la R.I. E de 7¿, de dimensión 2i esto ex-

plica la degeneración en el espectro del hamiltoniano de Heisenberg: E(A.S-0)

= E(B,S=0).

Al desarrolia¡ a primer orden en z2 el estado fundamental (relación 2.24), pode-

mos concluir que el sistema es siempre inestable Peieris cuando A --+ 0 porque

en tai caso É < 0 pu.u todo valor de K. El hecho que, en el caso Jt = Jt,

el cúmulo se deforme con Sran facilidad es bastante natural, dada la geometría

tetraédrica dei mismo. En efecto, en el tetraedro, cada cara triangular repre-

senta eI hecho que Ios primeros vecinos a un átomo dado son también primeros

vecinos entre áí. Lo anterior implica, al pensar ciásicamente (modelo de Ising),

que es imposible satisface¡ ia condición de antiparaleiismo entre todos los pares

de átomos adyacentes. De hecho, al considerar una ca¡a triangular y disponer

antiparalelos los spines de dos de sus vértices (en concordancia con el caracter an-

tiferromagnético de la interacción), el tercer spin necesariamente debe orientarse

Respecto de ( i. -rD.i. cabe destacar l^l esrá acotado el cuoc tente



paralelo a algunos de los dos primeros i¡usrrá¡dose parcialmente la condiiión de

antiferromagnetismo. En tal siiuaciórr eI sisrema busca ávidamente saiir de ese

estado frustrado modificando e] valo¡ de J1 : J1 --+ Jy * gu¡¡ y, de esta forma,

transformarse en una red dimerizada. El térmlno LLir¡ es la posición de equilibrio

de Ia distorsión de Peierls deñnida err (2.23).

También es conveniente acotar el intervalo de validez de nuestro modelo, el

cual sólo tiene sentido si ia interacción de intercambio { no cambia de signo por

efecto de1 acopiamiento spin red; esto impiica ja condición Jt - 9 uu ) 0. Esta

última expresión puede escribirse, al usar ufu obtenido de (2.23), en la {orma:

Jl +:(Jt - tr1, > n{
J 

^-

Pa¡a un acoplamiento spin - red mayor, el modelo pierde sentido. En efecto. si

g ) u"L, la interacción de intercambio " efeciiva", L - gu, se incren»entaría en

aalor absoluto ¿i crecer u por encima de u.-,, = *. f", crecimiento ocu¡riría

de hecho, pues g > fr implica uM ) uc.tt, siendo z¡, el vaior final de Ia dis-

torsión. Lo anterior representa una situación sin sentido físico: una interacción

de intercambio qle crece monótonamente al crece¡ la separación intersitio.

I
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Figura 2.1: Cadena lineal .-ie cuatro átomos de spin I

(a) Diagrama de la cadena lineal no perturbada descnta por eI

hamiltoniano i2.3).

(b) EIecto de 1a onda de distorsión de periodo dos descrita por la relación

(2.4) : ios átomos err sitios impares se han desplazado en I hacia la

de¡echa y los átomos en sitios pares en ! hacra la izquierda, generándose

"molégulas" con separación interiónica a-u. El nuevo parámetro de red

es 2a.
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X (u)

I

I

Figura 2'2: Topología de la cadena iinear con condiciones de borde periódicas.

(a) Sistema no perturbado: cuadrado con simetría C.,.
(b) Cadena dimerizada: rectángulo con simetrÍa Cr,. El sistema de ejes

ortogonales establece .las direccio¡es de los enlaces atómicos generados
por la distorsión de peierls.

:Jt

:Jt

(b)



C+, e ,a294 lLt 2oo 2oa

At 1 1 1 1 1

Az 1 1 1 -1 -1

Bt 1 1 -1 1 -1

Bz 1 1 -1 -1 1

E 2 ,9 0 0 0

(u)

D A

,,,od

C D
o uy

(b)out

Figura 2.3: Grupo de simetría geométrica C{v.

(a) Tabia de Representaciones Irreductibies de Ca,.

(b) Elementos de Ca, deflnidos según notación de

Tinkham.
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Figura 2.4 : Energía potencial del sistema de cuatro spines en la

aproximación adiabática. Los distintos valores asignados a la brecha de

energía A permiten observa¡ el suavizamiento de Ia curva para valores

crecientes de Ia brecha cuando se está en presencia de la distorsión de

Peierls (curvas A1, A2,43, A4 ). La barrera central desaparece Para

valores iguales o mayores que A5. Se ha usado

61 =10-1, A2=1, L3=2, A4-3, A5=4.8, A6=6.
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MODELO DE HEISENBERG

PEIERLS COl§ VIBRACIOI\ES

CUA]§TIZADAS

El modelo de Heisenberg-Peierls para cuatro spines Be resuelve exactamente

en este capítulo, estudiándose cuánticamente el problema de la cadena lineai con

condiciones de borde periódicas 
"v acoplamienro antiferromagnético a primeros

vecinos. AI rgual que en el capítulo anterior, supondremos 4 centros, cada cen-

tro con un spin |; adicionalmente, nos limitaremos al caso T = 0. Para tal

efecto reescribimos los parámetros de desplazamiento y momentum clásicos uti-

Iizados en Ia aproximación de Borri-Oppenheimer (B-O). en término de opera-

dores fonónicos de tipo cuántico. La relevancia de las co¡recciones cuánticas

se analiza comparancio los espectros de energías de la solución exacta con la

solución que se obtiene aI resolver la ecuacióri de Schróedinge¡ dei sistema en Ia



aproximación B-O.

3.1 Formulación Cuántica del Modelo

El sistema es¡udiado corresponde a una versión más reaiista que Ia contem-

plada en el caso adiabático: ahora los spines interactúan dinámicamente corr }as

vibraciones de Ia redl estas úitimas se trabajan cuánticamente usando operadores

fonónicos. Para obtener el espectro de autoenergías y las {unciones de ondas aso-

ci¿das a la cadena con vib¡aciones cuantizadas, es necesario ¡esolver un sistema

de infinitas ecuaciones acopladas e imporrer ciertas condiciones asintóticas a Ia

Iunción de onda, de modo de eliminar soluciones espúreas.

Dado que nos interesa comparar el espectro de energias del sistema entre

Ias versiones cuántica y B-O, debemos resolver las respectivas ecuaciones ut;

lizando parámetros equivalentes. Con tal propósito definimos ios operadores de

destrucción, a , y creación ¿i de un fonón de f¡ecuencia tl y vector de onda

r- ( correspondiente al borde de la primera zona de Brillouin)

Acá ú es el . operador

asociados a la vibración

se ve¡ifica

a = ü+iP,

+ .:

posición y 4 el operador

la red con vector de onda zr.

(3.1)

de momentum, ambos

Con tales operadores,

de

de

[", "t]

ít

-,1 (3 2)

+ai



;
P. = --ia-d l

Estamos usando ñ = 1, es decir, [u, &] = i. Además usaremos como unidad de

iongitud la amplitud de vibración del punto cero. En tales unidades, Ia constante

el¿ístic¿ 1í de relación (2,1) toma la form¿ ,t = t,ia masa iónica es M = *
De este modo la energía. cinética fonónica ioma la form. f u2, y Ia energía

potencial es tuP2; así

Hrn-ia'+*É,3

= ?i("+o') -("-.t¡']
1

= w(ata I ;)

Se ha hecho uso de Ia relación de conmutación (3.2). Añadiendo el término

fonónico a la relación (2.?0). obtenemos el Hamiltoniano total del problema de

vibraciones cuantizadas i¡teractuando con los spines de la ¡ed:

__1Hq76 = ulaa+-) +

, 1.
= w(aa+-) +, ',,

Recordemos que

Et, = -3Jz

Ea, = Jz-4Jt

Además, u=a+ai cc,rresponde a un operador cuántico en (3.6), en contra-

posicióri a relaciórr (2.20 )

tftts-R

T-t
I En. -t/fig" Il_l
| -r/tzs" E¡. l

(3 4)

(3.5)

(3 6)



3.1.L La aproximación de Born-Oppenheimer

Separemos el Hamiitoniano total (3.6) según (3.5)

(l
lt' " I ¡'o'

Hror = wPi + \¡"'+ I _
t t -{r2su

-*'"ll
Ea,. ]l

= H*,, + HAdO) (3 7)

AI despreciar Hr,, = *fl, ;.e., al aproximar U - Uoo1"¡, el operador ú se

tmns{orma en una consiante de movimiento. pudiéndose interpretar como un

parámetro clásico. La aproximación de Born-Oppenheimer consis¡e en diago-

nalizar fl¡¿(z), utilizando posteriormente su espectro de autovalo¡es

,,lo)¡ , u '¡ n , ,I/ji'(u) : ¡u' + E"(u) (3 8)

como energía potencial para los desplazamientos de Ia red; a = 1,2 es un índice

de enumeración de los autovalores. l}abajaremos siempre con el estado base

(a = 1), ya que estamos inte¡esados en Ias propiedades de la cadena a T = loK,

omitiendo en adelante el índice a.

Para obtener el espectro de energías y autofunciones en la aproximación de

B-O, debemos reinse¡ta¡ e1 operador de energía cinética, Éx,n, sumándolo a Ia

energía potencial de la red indicada en (3.8). Esto restituve el status cuántico

de la variable de posición u. Así:

Hoo = ul'j+V*(")
ll'^l: -u,*, + |u'z + ;(EA, + Eu,)- (3.e)

L2
-¡' * l2gzuz



Se ha usado Ia relación (2.22) para 11¿¿(u).

En Ia segunda igualdad de (3.91 estamos usancjo 1a representación de posición.

- i^)

donde P,. = -¡+, de modo que se satisface l¿, relación de conmutación canóuica
" o11

lu, P"l - i

Para eiimlnar parámet¡os. deñntn'ros

-Ti - 1-

.,lo'
u

satisíaciéndose

g ALi
1

_ p--
a

Se ¡iene ahora

i^
= ¿GSt J. _\ t + .D-\

En realidad só)o el parámetro A = 4(J, - J2) es relevante, pues

il4o, + E4l = -2J1- J2 es una constarte aditiva en relación (3'9)

Ahora H3,¿ toma la forma

H r-o = \'¡1(X ) ¡ u.,g2 Pl
la2

= -2M L\t -i¿11-l i

donde * = ::3

a
o,\ia



Los autoes¡ados de.rY¡_¡ se obtienen resolviendo numéricamente la ecuación de

Schróddinger por el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

3.L.2 El problema de Autovalores de Energía Cuántico

Como punto de partida, reescribimos el Hamiltoniano cuántico (3.6) en la forma

["1
-- - I 7 -VI2su I IHsy = -2L-J,+l l+ñu(ata+i)

| -,/tzs" -+ l
z Hro,n* Hrp"n_,"¿* Ho¡ = Ho+ Hro,n_,"¿ (3.10)

La ecuación (3,10) describe el sistema en el subespacio de Hilbert asociado al

estado fundamentai [,41 O .B1, 5 = O].

El parámetro L - 4(Jt - J2) representa la energÍa de excitación spinorial en

el espacio [ár g Bt,5 = 0] cuando no existe inreracción spin-red (caso g=0).

El hamiltoniano Égu preserva las simetrías analizadas en la sección 2.1. De

hecho, la parte de interacción spin-red. relación (2.S), está dada por 'i¡ - Xl,,

teniéndose que, tanto 0 como * pertenecen a la R.I. 81 de Ca, (ver apéndice

3), de modo que su producto pertenece a Ia R.L á1, i.e., a la representación

irreductible t¡ivial de Ca,. Iguaimente, tanto ei operador de creación fonónico

ot, como el de destrucción o, pertenecen a la R.I. .B1 (ver apéndice 3), de modo

qtse ai a pertenece a la R.I. E1* 81 -- A1.



En Ia base del subespacio de interés [-Ar 0 B, , S=0]. tenemos la furrciones

spinoriaies

(3.11)

(3.12 )

y las funciones fonónicas
,]

l") - --= ("')" l0) (3.13)
vnl

donde l0) es el vacío fonónico

a l0) = 0 (3.i4)

En tal espacio la forma más general de una función de estado es

,r : i (x*i[r * y,v:) ln) (s.1b)
n=0

En particular, tal es el caso de las autolunciones de energÍa. que satislacen,

HaM st(E) = Eú(E) (3.16)

En la base ordenada {úr, úr}, se escribe

- /x-\v(r)=Il 'll") (r.rz;
^=o \ ),, /

Reescribimos (3.16) usando relación (3.10)

ú1 = l-41 t=r,=[:)

r!2 - lB1,t=.r=(:)

[ -flo + E ) q@) = H,p,"-,"¿ ú(E) (3.18)



a ln) = J-" l" - t) a¡ ln) = \Ñ ln + 1) (3.1e)

err relación (3.18), se obtiene

iIr-E¡,-,,(n4t, , ]lrrl,,,: (320)

"=oL o E-Ea,-w¡n+l)l \x,/

= -J6D*i^i^/;t^-t¡ + .,/,*tl,.r r)] [ : In=o \x,/

Empieando ahora ias relaciones para los estados fonónicos

Reagrupanros el segundo miembro de esta igualdad en ia forma

* /- \ /v-.,\-{ñ. i ,t"¡- t,) I "-' | - ,rcoai at,,) I "'-' In.=-r \ X,,-, ) -=, \ X" _, )

: -16ñ? \/n+1ln) i, "-"1 - úñf rr,l l "-' )7--o \r"-, ) 7* '\r,_,/

/ ,...-- -. \
= -,/06; .ib)l \/n+r Yn+l + \/n rn-t 

I tr.rrln=o \ ,/ñFf x^.' + ,/" x"-, )

Igualando (3.20) con (3.21), obtenemos el sistema de ecua¡iones



I 1l
lE - Ea. - t¿(n + :)11..

I--a\1o \
\,¿'_t.]'r.z',.,.,'..)

Al defini¡

se tiene en (3.22)

a"-x,, * t/a», |.,/iv-,-, + ^/"+tY.,r) = o

0,v^ + Jao, ¡¡a x,-r * ,fiTT x,,*rl - a

De la segunda de estas ecuaciones se despejan los coeficientes Yn-r e l'"+r

en función de Xn-2, Xn X I,+r. A su vez aI reemplazar ios coeficientes l',-r e

Ynal en (3.24) obtenemos Ia siguiente relación recursiva

a f- ^,,
D
Pn+7

[r-r,,, -.(n+i,]"" = -,/6D* ,fiT1y^+, - '/ñ; ,fi,y^-,

= -'/61-," vi + r -r". , - ldau ,ñ x..-,

, 1,
an=.D-LA,-ut\n+-l

0,.= E - au. -w(n+15)

(3.22\

(J.JD I

(3.24)

(3.25)

(n+1)(n+2)
________________ 1' .-

D ¿,n+2

Esto constitu¡,e un sistema infinito de ecuaciones acopladas.

(3.26)



De u¡i nrodo análogo se obtiene el sisrema

6 D*n*l1s'n - 6Dw 
'rn(n 

- 1)

an+1

Gn*1

Sin embargo el sistema (3.27) es redundante, pues basta con resolver (3.26)

e inserta¡ en (3.25) para así obtene¡ los {Y"i.

Por razones relacionadas con problemas prácticos del cálculo númerico, conviene

reescribir (3.26) en la forma:

anu yff1r, - 1) Fn+t xn-. * io,6"- tan+t -

6Du (n + 1)6,-r j Xn - 6Dw ,lG + \@ + r)

Este sistema infinito de ecuaciones Io resolvemos numéricamente expresando

ias ecuaciones a través de urr producto rnatricial, err el que uno de los factores es

una matriz tridiagonal. La operatoria utilizada parzr obtener Ia fo¡ma matricial de

ias ecuaciones invoiucradas se muestra en Ia sección 2 del apéndice. EI espacio de

soluciones se separa en subespacios asociados a índices par e impar. escribiéndose

en cada caso

i)"- 0.2,4,.

L2

S2

r2

0

-6Dw

f ,l 
- 

h l)ott- 
-\vn

O(n _1

(n+1)(n+2)' " ','^

6Dut nB^*,

(3.28)

An-t X^+z = 0

c,.,0

rO

0

0

:

0

xo
Xt
.\4
x6
x8

0

0

0

0

:

0

0 ...
tr0
') | ü6

-c¡ 4 ¿6

nt'n - 1). ,\'
C{n-1

(3.2e)

0

0

L8

0



ri)n=1.3.5.....

^9: fe

n

S;

l1

0

0

0

1so
53 ts

-a

0rs

0

0

0

0

:

0

,co

x1
x3
Xs
r-

:

x-

í3.30 )

Cada solución de Ia ecuación (3.29) 11eva a una autofunción dei sistema con-

junto spin-fonón perteneciente a Ia R.I. [ár,,9 = 0]. A su vez las soluciones del

sisiema (3.30) pertenecen a [.B1,5 = 0] (recuérdese que ol pertenece a la R.I.

Br y l0) a Ia R.i. At de C*, de modo que ¿110) = l1) pertenece a la R.I. Bi de

Ca,, y en general los estados fonónicos l2z) pertenecen a la R.I. ,41, mientras que

ios estados fonónicos l2n + 1l pertenecen a la R.I. B1). Al eiegir una solución

(á1,S = 0), tenemos por tanto IXr" * A,\'zn+t * 0); .{Xr"+. = 0 = }!"}, y

vice-versa para ei caso de la R.I. (Br, ,9 = 0).

Las verdaderas auto{unciones del sistema (es decir, aquellas con sentido físico) se

caracterizan porque los coeficientas X, e )'" decaen rápidamente a cero a partir

de cierto valor de n, digamos para r¿ >> I[¡,,,o¿. De hecho. el método númerico

de solución puede entregar autofunciones espúreas. pero ellas son fácilmente de-

tectadas usando el criterio recién mencionado, vale decir: X, ----+ 0, Y, --- 0 si

r¿ -----| oo.

Para resolver el sistema (3.29) procedemos así:

0



(i) Buscamos el valor de n, digamos ¡¿ = Il¡rnoi = N a par¡ir dei ctal los coefr-

cientes X, e )',., se tornan despreciables.

(ii) Buscamos un valo¡ intermedio, digamos n = Ii, para e] cual se espera que

los coeficientes lleguen a su vaior máximo,

El proceso recursivo para resolver (3.2-o) es el siguiente: al partir de :a izquierda.

(n: O), tenemos una relación lineal

56-\qlt2X3=0 (r.ó r /

que permite despejar Xz en función de X0; conociendo X2fX¡. despejamos

fácilmente Xaf X2 de la segunda ecuación

x" x,,r-i+ s, * rr^; o (3.32)

Así procedemos en forma sucesiva. obteniendo *Í ^ larrir de fL..
No obstante el procedimiento se torna inestable numéricamente a pa¡rir de cie¡to

valor, digamos 2n = I{, que corresponde aproximádamente al valor m¿iximo de

Xzn.

Procedemos de un modo simiiar partiendo de n = co, que ha sido aproximado,

en el cálculo nún,erico, por Nr,za = I; para ta] efecto aproximamos X¡12 a 0,

obteniendo el sistema

r¡¡XN-z * '9¡X¡ - 0

r., ^
De acá sale Ia razón H. Usando ia siguiente ecuación,

,,t lv

X¡-, .\ ¡r¡-r;#*5¡-:*l¡-:r =0,\N-2 -1^.2



I v-,
despejamos ffi I así sucesivamente has¡a llegar a 2 n = K

Las soiuciones procedentes de las iteraciones de la izquierda (n = 0)

[xr*u I -. vt p'. ,. r ]"' ^ l

lffl -q =: z(E'1,,,.¡ ¡'de )a derecha (n = m). [#¡1r., = Z(E)¿*.x

deben coincrdir para un verd¿dero autovaior de energía,

[Z(E),";- Z(E)d",)=O si E = E,- {autoenergía}

La última expresión constituye nuestra ecuación de autoenergías.

Respecto al valo¡ asintótico de los coeficientes Xn para r¿ ------+ oo, consideremos la

relación (3.26) en tal límite. Si. como hipótesis de trabajo (de inspiración física)

asumimos que I X"1z l<l X"-, l, y además postulamos

,u, )l E - A, - + l, nu, ))l E - Bt -f, l, "* > eo,

es decir, al postular

an=Bni-nw

obtenemos en (3.26)

-nwX2^ * 6D.Iz,-r = 0

de rnodo que en el límite ¿ -----+ co se tiene

x2" _ 6D
X2¡-2 nw

De esta expresión, se determina ei orden de magnitud de X2n:

x,^='t9(+(q?)") 1a.m¡\nl \ u, ./ ,/



Expresiones similares a ia presente se obtienerr en el marco del aniíIisis adiabárico.

Extrapolemos esta expresión para valores finitos (procedimiento que, aunque ile-

gítimo, nos da al menos una idea gruesa de Ia forma de X, en la región de "n"

moderadamente grande). Según este último ¡azonamiento conciuimos que )in

empieza a declinar para n=9, O. hecho allí *- = *=t Así, unau' ,\2n-2 nw

eiección gruesa de} punio intermedio K es

A su vez. resulta plausible elegir N¡,nor = 4K ,-+ 8,(. Nuestro algoritmo ha usado

N ¡,,ot = M ax{lO, oof i. Probando con valores mayores de N;,,.or los resultados

para las autolunciones y autovaiores se han mantenido ina.lterados en una parte

sobre 1010.

Una prueba adicional para comproba¡ la calidad de nuestra solución ha sido

evaluar, ademiís de Z(E),,n,* - Z(E)0,.,x, ia función Z(.E),,n,x*, - Z(E ,\0",,**r,

teniéndose para ambos un excelente pegado (típicamen¡e con un e¡ror infe¡ior a

l0-s). Una tercera prueba de nuestro cálculo númerico la obtuvimos al rrabajar

el caso de bajas frecuencias (por ejemplo , ú Í6 = 0.2 ), consiguiéndose una

excelente concordancia entre la soluciórr cuántica y la solución Born-Oppenheimer

obtenida con el método de Runge-Kutta.

AD

u



Capítulo 4

RESULTADOS Y

COl\CLUSIOI\ES

El objetivo central de nuestro análisis es determinar la región del espacio

de parámetros del sistema en la cual es estable Ia fase distorsionada (conocida

como Spin-Peierls). Sin embargo, al trabajar cuánticamente los modos de vi-

bración de la red, el {enómeno de distorsión de Peierls pierde su caracter estático,

adquiriendo una vida media finita. Esto torna un tanto difusa la f¡onte¡a entre

los regímenes con y sin distorsión. Por esto, nuestro análisis se orientará a cuan-

tificar esta vida media en vez de hacer una dicotomía entte 1as fases "homogénea"

(H) y " Spin-Peierls" (SP). Las dos posibles distorsiones de Peierls se muestran

en figura 4.1 al final de este capítulo: ias autofur¡ciones cuánticas involucran una

superposición de estas dos configuraciones. no siendo estacionaria cada configu-

ración aislada.



Un segundo objetrvo de nuestros cálculos cc¡¡rsiste en poner a prueba la

aproximacrón de Born-Oppenheimer para distintas frecuencias. Usaremos

4iJ:- J2'¡ = 1 como unidad de energia, de modo que los parámetros libres serán

la frecuencia 2,. 
"v 

el parámetro elástico D = 2g2 lw.

En las figuras 4.2, 4.3 r., 4.5 se obserr,'a que ios niveles de elergía atrapados en

el doble pozo (esto es, coñ energía in{erior a Ii¿(O)) aparecen {ormando dobietes

muy estrechos lE,(Bt), E,n(Ar)] Lu interpretación de estos dobletes es cono-

cida, resumiéndose como sigue: al evaluar (c) mediante ü,,(.B1) ó ür+r(1r)

obtenemos un valor nulo, pues tales estados tienen paridad definida ante una

operación de rotación Cn; mientras que X - a 1 af cambia de signo ante Ca, ya

que se trata de un operador perteneciente a Ia R.I. 81 de Ca, [25]. Sin embargo,

las superposiciones

¿/ numero Darr, = ]-J, [ ú,+r(ár) + ü,(81) ]

lievan a vaiores no nulos para

AI elegir adecrradamente ia fase de i[, se tiene X" > O.

Acá $,\ aparece simbolizado en figura (4.1a), y ó; en figura (4.1ó).

(x) =(ó"-lx ló"= )=+ (ü"(8,)l xlE,.+1(r{r))-: *x, (4 1)

Así. los estados gj corresponden a las tradicionales ondas de enlace. es decir,

éI = t12l[34]

d; = [23][41]

,(x)>0

,(x)<0 (4.2)



Pero obviamente los estados

entonces

/i no son estacionarios; de hecho si

ó(¿=0)-óÍ

rlL',
* e 'li7, I u,. r(-.{r)] e-,8"(8r,:. (4.3)ó(r)= 

#t{,,,(81)

donde

8"..-1(á1 ) - E,(81).

En particular,

ó(t = f,¡ = tlr- (4.4)

Así, en el lapso de tiempo 7, se ha pasado de una a ot¡a onda de enlace.

Lo úitimo permite inlerprelar a T, com.o la aid,o, med,ia d.e u.na delerminad.a onda

d.e enlace. Este resuitado es central para ia interpretación de la información

gráfica.

Es interesante ¡elacionar estos resultados corr el "electo túnel" cuántico. Err

efecto, según relación (a.2), el estado ó) está básicamente ubicado al iado

derecho de la -ba¡rera central del potenciai V.a(X), ver figura (4.2), mientras

que d; es su reflexión especular, estando ubicado en el pozo izquierdo a ia

barrera central r. Es bastante obvio intuitivamente que, si la barrera centrai es

rRecordar que, por un lado C" 4l = 4i y vice-versa, ¡ por otro lado C, cambia la coordenada

de red X en .X: ver apéndice 3.

1i
,T=



suñcien¡emente impenetrable, entonces un estado localizado en el pozo a Ia

izquierda de dicha barrera permanecerá un largo tiempo en tal pozo (pues el

"efecto túnel" se torna mu"v improbable), tratándose po¡ tanto de un estado

cuasi-estacionario (i.e. con una dispersión de energía muy pequeña). ¡ Pero jus-

tamente esta es Ia situación que se dá con Oj ! , i.e., es c uasr-estacionario

(tiene una larga vida). ¡, lleva a un valor positivo para ( -{ >. De este modo

ó; se puede identificar como un estado localizado en el pozo derecho a Ia bar¡era

centrai. M¡ás en rigor, si introducimos ( artificialmente ) una barrera totalmente

impenetrabie en el punto X = 0, entonces ói cor¡esponde muy aproimada-

mente a un (ahora genuino) estado estacionano localizado a Ia de¡echa de tal

barrera, La misma consideración vale pam su reflexión especular d; .

Los resultados obtenidos están presentados gráficamente al final de este ca-

pítulo.

Las figuras 4.2 a 4.6 muestran el comportamiento de los niveles de energías del

sistema con vibraciones cuantizadas, para diversos vaiores de los parámetros. En

la primera de ellas se observa la perturbacióri que la barrera central ocasiona en la

distribución de energías respecto de un oscilador harmónico típico. Se distinguen

tres zonas: los niveles " capturados" por la barrera se presentan en dobletes

(constituidos por soluciones pares e impares), existiendo una separación entr€

nivel y nivel similar a la de un oscilado¡ harmónico. En el entorno del m¿íximo

se produce el ensanchamiento de los dobletes de energía, distorsioniíndose el

espaciado previo. Sobre l¿u cima de Ia barrera, Ia separación entre niveies presenta



una regularidad alternada; la diferencia entre niveles par-impar es menor que ia

dilerencia ent¡e niveles impar-par (por ejemplo, sl llamamos Es, E1 a las energías

del primer doblete, la distancia entre los niveles 6-7 es menor que ia distancia

7-8). Esto significa que en Ia zona superior. Iigeramenie por encima del máximo,

el sistema es afectado por la presencia de la barrera puesro que los niveles no

están distribuidos equiespaciadamente (se puede decir que persisren. err cieno

grado, los dobletes).

Para energías bastante mayores, el espectro recupera la apariencia de un os-

cilador harmónico aumentando Ia separación entre niveles, aún cua¡ldo la dife¡-

encia de energía entre niveles consecutivos no corresponde exactamente a las

f¡ecuencias Ionónicas "desnudas" (es decir, a Ia frecuencia de vibración en ausen-

cia de inte¡acción spin-red).

En la figura 4.3 se ha mantenido la f¡ecuencia u,, disminuyendo el parámetro

elástico D en comparación a figura 4.2. Cualitativamente el espectro de energías

es equivalente al caso anterior, diferenciándose en el menor número de niveles

capturados. Esto último se debe al menor tamaño de la barrera. La figura 4-4

da cuenta de1 espectro de energías cuando se elige el vaior crítico, D.,, para

eI cual desaparece Ia ba.rrera central. La distribución de los primeros niveles

es bastante "anharmónica", pues se aparta sensiblemente del caso equiespacia-

do caracterís[ico del osci]ador armónico. La regularidad en e6te caso es mavor

porque no existen niveles degenerados. Para estados muy excitados, ia separación

de niveles retoma el comportamiento del oscilador harmónico tradicional.

EI grráfico en la figura 4.5 rruestra el mismo potencial adiabático de la figura

4.2 , con ia frecuencia aumentada al triple. La altura de ia barrera central es



comparable a Ia energízi de1 punto cerc, de la,s vibractones ¡'el único cioblete exis-

tente en el interior del do'nle pozo corresponde a una vlda rrredia 7o relativamente

corta (i.e. un proceso de "lunneltng" cada 4 oscilactones de ia red. aproxmada-

mente). Las zonas err ei entorno v sobre Ia cima de 1a barrera presen¡an un

comporiamie¡to {uerternen¡e anharmónicr¡. típrco del dobie pozc En 1a figura

4.6 se ha usacio el potencial adiabátrco con D.. del tercer gráfico. aurnen¡ando la

frecuencia a) tripie. EI comportamiento cualitativo de ia distribuciór, de niveles

es semejante a} de ia figura 4.4, aprecrándose un aumento relativo de la "energía

dei punto cero" .

Al inspeccionar en esios cinco gráficos ia posrción del estado fundamentai,

se concluye que ia energía del punto cero de la ca.dena iineal con acoplamiento

electrón-{onór., es rrrenor que }a respectiva energía de1 punto cero asociada a} caso

sin acoplamiento (i.e. menor que !): la barrera d.e potenctal g.nera an saatiza-

rniento de ia lrecuen.cia tibractonal d,esnad.a. Este resultado era va predecible a

partir de relación i,2.24); de hecho, tal expresión permite predecir una frecuencia

"efec¡iva"

^/T=-W1@4, 
en el caso límite r¡ --+ 0.

En ia figura 4.7 se grafican ias diferencias energías entre el estado fundamentai

Eo y los niveles excitados tanto en ia aproximaciórr B-O como para las soluciones

cuán¡icas. manteniendo la irecuencia constante I' varlando el parárletro D: la

separaciót', ent¡e los resuitados cuánticos"r, B-O es inferior a la resoluciórr de la

figura Ai aumentar D hasta va.iores in{eriores a 0.058. se observa que }a brecha



entre .00 y los niveles superiores disminuye substancialmenre. El mínimo de la

curm (E2-E¡)/u, en D = 0.058 representa la abrupta modrficación que sulre la

separación entre ios niveles E2 y E3 : para ese vajor del parámetro D, e1 nivel

E3 es atrapado por Ia barrera central; un ulterior aumento de D hace disminuir

ostensiblemente Ia brecha entre éI y el nivel superior. Este {enómeno de captura

de un nivel par se aprecia en Ia figura 4.3. La situación inversa. nivel impar

atrapado por ia cima de la barrera, se presenta para el nivei E3 err la figura

4.7 y corresponde al minimo de la curva (& - Es)lw en D = 0.065. La débil

pendiente de Ia curva hacia la derecha de 0.065. significa que la captura de un

nivel impar no provoca alteraciones significativas en el espectro del sistema. Esto

es bastante natural pues, para un nivel impar, la lunción de onda es básicamente

nula 2 en el ceniro de la barrera. Se observa, además, que al aumentar el valor

de D, el estrechamiento ent¡e ias brechas de energías par - impar da origen a los

dobletes. Esto último también se explica porque, al ctecer D, la bar¡era central

de 7o¿ se torna más maciza e impenetrable.

Soiuciones con vibraciones cuantizadas y energías en Ia aproximación B-O se

muestr¿n en las figuras 4.8 y 4.9. Los niveles de energía cuánticos se han prolon-

gado con linea punteada con el propósito de estabiecer la inmediata comparación

con los cáiculds B-O. Se puede apreciar que para Ia frecuencia usada en la

zNos referimos ¿ Ia componente domin¿nte. .B1S = tl de la fu¡ción de onda iot¿l



flsura 4.8. ia solución B-O coincrcie sersilrlelnente con el cálcuio exacto. Elr

cambio, al exarninar Ia figura 4.9. se observa oue Ias soluciorres B-O difierer, Ij-

geramente <ie las soluciorres cuán¡rcas. Err parttcular el es¡ado base BO es algo

menor que 1a energía íutidamen¡al exacra. eslr. concuerda con ull resultacio de

Bratrsev [2;].

Por otro lado. la separacióri del prrrrier doblete ¡esuita nayor er el cálcuio B-O err

corrparación al resui¡ado cuán¡ico exacio. Este resuliad¡, es Lras¡ante interesante.

1'a que contradice Io que se podría inferir ingeuuamente: de hecho ia solución de

B-O es de naturaleza semi-clástca. 1o que inducrría a creer que elia ttende a mi

uimi.zar efectos rietramente cuánticos, cor¡lo e1 "electo tunei". ; Pero en reahdad

ocurre Io contrario i Este hecho se puede explicar cor¡ectamente ¿.1 tomar en

cuenta ia repulsrórr entre los niveles de energía asociados al primer ¡' seguldcr

porencial adiabático [18,28].

Para terminar. hacemos notar que ia inforr¡ración gráfica adjunta corrot'ora al-

gurros resuitados basxante na.turales.

-X{anterrienclo los restan¡es parámetros fijos, urr aumenlo ett D: Ii ¡1q¡¡d¡ ¿

fomentar la distorsión de Peierls. En particular. un aumento err el acoplarlientcr

electrón-{oló¡r g . propende a gelerar o aurrrentar la magnitud de }a onda de

distorsión.

-Mantenierrdo los-Mantenierrdo los restantes paráme¡ros fijos. una reducción de la frecuencia fo-

nónica fomenta iguaimente la distorsiór de Peieris. Lo último signiflca que una

red más "blarrda" se distorsiona más {ácilmente que una red más dura. cosa clue

es totalmente otrvia rnt uitivarrr ente.
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Figura 4.i : Distorsiones de Peierls err Ia cadena lineal de cuatro

sitios corr condicrones de borde periódicas.

(a) Errlaces en 1a direcciórr g.

(b) Enlaces en la dirección ¿.
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Capítulo 5

APÉNDICE

5.1 Operador de Permutación de Lllajorana

El operador de permutación de spirres - operador de Majorana P'-' - permite

intercambiar un par de spir'"s i '= 's-' Este operador se construye utilizando

los autovalores S(S + 1) ciel spirr total -e2 : (§ + §r)' l' "t signo (-1¡s-s'-s'

invoiucrado en el intercambio de los spines 5, v 5, (para spin ] hay c¿'mbio de

sigto sólo si S = 0).

Con e1 propósito de conectar el signo P'' corr los spines acoplados' se define

- -2p", = c*p(5,+s))- a,§

...^
=. a I lJb'

= a * 6s(s + 1)

constantes por deterrninar (5 1)

1..¿I

Para el caso S, = S, - i, "l signo de Ia permutaciór' se ¡elacio¡:a con eI

spin total a. través rie



r, . .9

i.e.. P- = -i para si¡gletes ¡'P,. : +1 para tripietes.

l,F rir.l I ! r¿_.1 r se vfl l¡cá

a + ,-Si,i + il = -,.-1)s

Reerrrplazarrdo err esta expresión jos valores 0 r. 1del spin toral S. se tiene el

sistema de ecuacic,nes:

a = -1

^ r')? - 
'l

Clorr los valores de a y ú de este sistema. se obtiene en (5.1)

^.)

= -] r q. - " - 1.5. ' \

3:l
= -l - - r - - 25 5++

Enlc:rrces. el operadoi de permutaciórr de spines iierre Ia fc,rrrra

1F,, = 25 ,s + ; (54)

dor¡de

11

1.t
JT
it

11

l1
f.i
11

P..



5.2 Nlatrices Asociadas a Relaciones

de Recumencia

Las ecuación í3.281 ¡iene la fornrir gerrerai

---, .1.,.-, : s,. -\,. - 1,.-- -\.,. -, = {

Se ha definido

e

con las restricciones:

/_: - / 1- Lr --¡E1

La relación (5.5) no mezcia variables con írrdices de distinra pandzrd. stendo

rrecesario separar e) espacio de soluciones e¡r indices par e impar. Err los respec-

tivos subespacios. la expresiones de í5.5) para los tres primeros írrdices son:

l¡.Dj

= a"l. .,3,._, - tl-,u ni-,-t-Cf,u.tnr-t1!...1



r\n= ü.?..1

Ecuaciórr rrratricial as()ciad:r .

ii) n: i,3,5

rr trr

,:l -1:i

so _{o +

r¡ -Io -f 5: -ll: *

r, ,1-1 * 54 -{{ +

,\o

,i,
1-^

tr ,{3 = 0

/-1---n

5'ot:0 0

ro$tt0

A rt 5¿ ta

+

-r

st ts 0 0

t6 -9: tu 0

0 r¡ St 1¡

J] ,r 1 -r.

q. 1-. -!

<. 1-- -!

( c.L,)

0

0

0

0

Ir
-{:
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1¡_

0

0

(.)

0

Forma. matritiai:



De esta manera. la reDresenta.ciórr n-ratnci¿il cir

(5.6) v í¡ ¡) ,

i) n = 0.2.{,

5¡l: 0

r'o -S: t,
A ¡'z 54

0 0 r4

:

0 ... ...

i5.51 se ohtr:nr ai gerreralizar

xú

I?
-{.r

Io
1-

:

-r*

0

¡1

0

(i

:

0

0

¿6

5s

r1, n = 1, ó,c.

_q1

rl
0

{-l

:

:

tl

¿:l

s3

1'3

0

0,
fs0
-95 ti
-a

5.3 Efecto de una rotación Ca sobre la coorde-

nada fonónica X.

La coordenada espacial asociada a un fonón de mo¡nento /c l0 es

x1
\--

-Y5

fr
-{o

rr,

0

0

0

0

:

0

t.r.

,¡;-- r \- tr \-

'/71 =

0

L8

0



clorrde I1 es ia coordenada del ión " l' . Par¿,, r.' = 4 l' li = ,: ( r'ruesrro caso de

interés ) se t iene

Naturailnen¡e

mientras que

o,,,X o,,, - )I

como resuit¿L patente de figura 4.1. que nlues¡ra iiistorsiorres de la recl dei tipo

r".

Es¡os dos resultados permrten iderrtificar el operador -\'- : a *,li con la R.1.

.B1 iver tabla de caracteres cie tl,'a" ).

El hecho que lX. P.] = I asegura que. taubiérr C:4P,C;'' = -P . o, P-o,. = ¡p,.

de modo que tarrbiéri P, perrenece a la R.1. Br. De relaciór ('3.1)resuirzL ahora

c1ar. que tant : d c 'rmLr í pe-t enocer a l¿, R.l Bl
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