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PERSISTENCIA EN UN SISTEMA COMPETITIVO CON ESTRUCTURA
ETARIA

En el presente trabajo se estudia un sistema de reacción-difusión que modela la inter-
acción de dos especies que habitan en una misma región. Cada una de las especies cuenta
con dos grupos etarios (adultos y jóvenes) y entre ellas interactúan compitiendo.

Este sistema corresponde a una variante del modelo propuesto por Cosner, Cantrell y
Martinez en [1], en el cual se estudia la dinámica de una especie en la que se diferencian dos
grupos etarios. En este trabajo analizaron la existencia de un equilibrio positivo, la que se
caracteriza a través de la linealización del sistema en torno al origen. Estos autores también
estudiaron el perfil del equilibrio de coexistencia para difusiones pequeñas y coeficientes
heterogéneos, conectando el sistema difusivo con el comportamiento asintótico del sistema
sin difusión.

En esta memoria, se extiende el trabajo de los autores mencionados, considerando dos
especies con el mismo tipo de estructura etaria utilizado en [1], las cuales compiten entre
ellas. El objetivo es estudiar como los coeficientes del sistema, ya sean los de competencia
entre especies, los de cooperación entre los grupos de una misma y las tasas de difusión
afectan el comportamiento asintótico de las soluciones. En particular se busca probar si hay
convergencia a un equilibrio y si hay equilibrios de coexistencia para ambas especies.

Se partirá estudiando el caso no difusivo y a coeficientes constantes, es decir, cuando
el modelo corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 4 × 4. Para
este caso se establece como las diferentes relaciones entre los coeficientes caracterizan el
comportamiento asintótico de las soluciones. Luego, se incluirá difusión, lo que modela el
movimiento de las especies, tanto en su fase adulta como joven, en el dominio. En este caso,
se probará que todos los equilibrios son homogéneos y también se estudiará el comportamiento
asintótico del sistema, el cual será similar al caso sin difusión. Finalmente, se considerará el
caso en que los coeficientes son heterogéneos en el espacio, con los coeficientes de difusión
pequeños, caracterizando el comportamiento asintótico de equilibrios de coexistencia, cuando
las difusiones se acercan a 0.

Para obtener estos resultados, se utilizará la teoría de los sistemas dinámicos monóto-
nos, que será fundamental para determinar convergencia de las soluciones del problema de
valor inicial a un equilibrio. Además, extenderemos resultados que permiten caracterizar el
comportamiento de equilibrios de un sistema elíptico monótono singularmente perturbado.
Para esto será clave usar las técnicas basadas en sub/supersoluciones y caracterizaciones del
valor propio principal de operadores elípticos.
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Si no sabes por dónde empezar
empieza por sonreír.
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4.1.2.2. Caso (s+ a)e < sr y (ŝ+ a)e ≥ ŝr̂ . . . . . . . . . . . . . . 40
4.1.2.3. Caso (s+ a)e < sr ≤ (s+ a+ bv1)(e+ fv2) y

(ŝ+ a)e < ŝr̂ ≤ (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2) . . . . . . . . . . . . 43
4.1.2.4. Caso sr > (s + a + bv1)(e + fv2) y (ŝ + a)e < ŝr̂ ≤ (ŝ + a +
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Introducción

En el ámbito de la ecología, los modelos que describen la dinámica de distintas especies
interactuando en un medio han sido ampliamente estudiados utilizando diversas herramien-
tas matemáticas. Entre los modelos utilizados destacan los sistemas de reacción-difusión, los
cuales permiten modelar fenómenos como migraciones, mortalidad y reproducción de deter-
minadas especies habitando una misma región.

En este contexto, surge la motivación de estudiar cómo afectan los coeficientes que dan
cuenta de las interacciones entre las especies y el medio ambiente, en el comportamiento de
la especie al largo plazo. Particularmente aquellos relacionados con difusión y competencia.
En los sistemas de reacción-difusión se incorporan operadores elípticos para modelar el movi-
miento en el espacio de una población, el cual puede estar influenciado por factores como la
disponibilidad de recursos. Cuando las especies compiten, la densidad de una afecta negativa-
mente el crecimiento de la otra, lo que se traduce en coeficientes de natalidad que dependen
negativamente de las densidades de las poblaciones rivales. Por otro lado, una interacción
cooperativa ocurre cuando la mayor presencia de una especie afecta de manera positiva al
crecimiento de la otra, por ejemplo, si se distingue en una especie las densidades de jóvenes y
adultos, su interacción es cooperativa dado que mientras mayor es la densidad de los adultos,
mayor es la densidad de los jóvenes y viceversa.

En las últimas décadas, se han estudiado ampliamente los modelos de reacción-difusión
en el contexto de la dinámica de poblaciones. Por ejemplo, en algunos trabajos como: [2],
[3] y [4], junto con las referencias citadas en ellos. Muchos de estos estudios, asumen que
la población no está estructurada. Sin embargo, a menudo el movimiento es afectado por la
edad u otros atributos.

Buscando modelar una especie donde el movimiento espacial depende de los grupos
etareos, los autores de [1], Cosner Cantrell y Martínez, estudiaron el sistema (0.1), el cual
considera una única especie, con 2 grupos etareos, cuyas densidades (u1, u2) satisfacen:

1





∂u1

∂dt
= d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)u1) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)u2) para x ∈ Ω, t > 0

∇ui · ν = 0 para i ∈ {1, 2}, x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2)(x, 0) = (u01(x), u02(x)) para x ∈ Ω

(0.1)

En este sistema, Ω es un dominio acotado, con ν la normal exterior unitaria de ∂Ω. El conjunto
Ω representa el medio en que habita la especie. Las densidades satisfacen condiciones de borde
de tipo Neumann, es decir, no hay flujo en el borde de Ω. El término s(x) representa la tasa
en que los jóvenes maduran a adultos, mientras que r(x) da cuenta de la fecundidad local
de los adultos, en la ubicación x. Los términos a(x), b(x), e(x) y f(x) dan cuenta de tasas
de mortalidad per cápita y factores de saturación. Los coeficientes d1, d2 son las tasas de
difusión de jóvenes y adultos, respectivamente. Todos los coeficientes se suponen positivos y
continuos en Ω.

Para el sistema (0.1), los autores demostraron que su comportamiento estará determi-
nado únicamente por la estabilidad lineal del equilibrio (0, 0), es decir, por el signo de λu, el
valor propio principal del problema (0.2). Si λu ≤ 0, el (0, 0) es el único equilibrio y atrae a
todas las condiciones iniciales positivas y en caso contrario, surge un único equilibrio positivo
(u1, u2), el cual será un atractor global.


d1∆p1(x) + s(x)p2(x)− (s(x) + a(x))p1(x) = λp1(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d2∆p2(x) + r(x)p1(x)− e(x)p2(x) = λp2(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
∇p1(x) · ν = ∇p2(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω, t > 0

(0.2)

El objetivo de este trabajo será estudiar el comportamiento asintótico de un modelo de
reacción-difusión, que corresponde a una versión extendida del sistema (0.1), que considera
2 especies con estructura etaria, en el cual los individuos del mismo grupo etario compiten
por los recursos.

Para este modelo de 2 especies, las densidades (u1, u2), dan cuenta de la distribución de
jóvenes y adultos de la primera especie, mientras que (v1, v2) corresponden a las densidades
de la segunda especie. Así se considerará el siguiente sistema:
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∂u1

∂t
= d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v1

∂t
= d3∆v1 + r̂(x)v2 − v1(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= d4∆v2 + ŝ(x)v1 − v2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∇ui · ν = ∇vi · ν = 0 para i ∈ {1, 2}, x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2, v1, v2)(x, 0) = (u01(x), u02(x), v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(0.3)

Para este nuevo sistema, se introducen los coeficientes ŝ(x) y r̂(x), que cumplen un rol similar
a s(x) y r(x), pero para la segunda especie. De igual manera las tasas d3 y d4, están asociadas
a la difusión de la otra especie.

Para caracterizar el comportamiento de las soluciones del sistema (0.3), es importante
estudiar sus equilibrios, los cuales corresponden a soluciones del siguiente sistema elíptico:



d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) = 0 para x ∈ Ω

d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) = 0 para x ∈ Ω

d3∆v1 + r̂(x)v2 − v1(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) = 0 para x ∈ Ω

d4∆v2 + ŝ(x)v1 − v2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) = 0 para x ∈ Ω

∇ui · ν = ∇vi · ν = 0 para i ∈ {1, 2}, x ∈ ∂Ω

(0.4)

Utilizando los resultados de [1], para los casos en que solo habita una especie, se obtienen
los equilibrios semitriviales (u1, u2, 0, 0) y (0, 0, v1, v2), que en caso de existir serán únicos.

A diferencia del sistema (0.1), la estabilidad del equilibrio (0, 0, 0, 0) no será la única
condición que permita predecir una extinción o supervivencia de la especie. Esta condición
solo tendrá relación con la existencia de los equilibrios semitrivales, los cuales tendrán un
rol fundamental al momento de predecir el comportamiento del sistema, pues al estudiar las
linealizaciones de los equilibrios semitriviales, se obtiene que en caso de ser ambos inestables,
entonces existirá un equilibrio de coexistencia (con todas sus componentes positivas). Otra
diferencia con el sistema (0.1), es la unicidad del equilibrio de coexistencia, puesto que en el
caso general del sistema (0.3) es todavía una interrogante. En este caso, pueden surgir nuevos
comportamientos asintóticos, por lo que el estudio del sistema competitivo entre dos especies
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será más complejo que en el caso de solo una. Por ejemplo, dependiendo de los coeficientes, se
puede obtener el caso en que exista un único equilibrio semitrivial que es globalmente estable,
o que existan ambos semitriviales y que uno de ellos atraiga a las soluciones con condiciones
iniciales positivas, estos casos serán abordados uno a uno, durante la subsección 4.1.2.

Un aspecto fundamental para el estudio de estos sistemas es saber si tienen un com-
portamiento monótono, por lo que en el capítulo 3, se probará que el sistema es monótono
para el orden inducido por el cono alternante K := C(R)2

+ × (−C(R)2
+). Esto permitirá

aplicar la teoría de sistemas monótonos expuesta en [5], siendo de gran utilidad para ga-
rantizar la existencia de soluciones y demostrar resultados acerca de su comportamiento.
Por ejemplo, al existir ambas soluciones semitriviales, la monotonía respecto al orden ≤K ,
permitirá probar que todas las condiciones iniciales positivas son atraídas por el conjunto
[(0, 0, v1, v2), (u1, u2, 0, 0)]K , como se puede observar en la Proposición 4.2.2. Para el caso
particular en que los coeficientes son constantes, se prueba que el equilibrio de coexistencia
es único y el hecho de que este sea el atractor global del sistema, es una consecuencia de
resultados generales para sistemas monótonos.

Durante los capítulos 1 y 2, se buscará presentar y realizar las modificaciones necesarias
a los resultados previos de sistemas monótonos estudiados en otros trabajos, los cuales serán
utilizados en el resto de los capítulos. También se entregarán definiciones útiles, con el fin
de agilizar la lectura y se presentarán algunas propiedades de comparación para operadores
elípticos uniformes, que serán muy útiles para las demostraciones de los capítulos posteriores.

En una primera instancia se intentará comprender el comportamiento del sistema cuan-
do todos los coeficientes son constantes, es decir, el dominio Ω, es homogéneo, por lo que
durante el capítulo 4, se estudiará solo este caso. Primero, se abordará el sistema sin difu-
sión, con el fin de caracterizar las relaciones entre coeficientes, que afecten en la existencia
y estabilidad lineal de los diversos equilibrios, de esta manera se obtendrán las relaciones
que determinan el comportamiento del sistema para este caso, como se puede observar a
modo de resumen en la Tabla 4.1. Posteriormente, se analizará el caso con desplazamiento,
descartando la existencia de equilibrios distintos a los del sistema sin difusión y logrando
mediante técnicas similares a las utilizadas para el caso sin desplazamiento, caracterizar el
comportamiento global del sistema. Finalmente, con el fin de entender mejor el efecto que
produce la dispersión, se presentará un ejemplo comparativo entre un sistema con difusión y
el mismo sistema, pero sin desplazamiento.

Durante el capítulo 5, se estudiará el caso donde todos los coeficientes son variables, es
decir, el dominio Ω, es heterogéneo. En la primera parte, se buscará utilizar las condiciones
obtenidas en el capítulo anterior, por lo que se presentarán subconjuntos de Ω, que cumplirán
estas condiciones, lo cual permitirá saber el comportamiento del sistema sin difusión, en cada
uno de estos subconjuntos. Posteriormente, se buscará generalizar los resultados conseguidos,
en [1], para tasas de difusión pequeñas, en particular el siguiente teorema: El equilibrio del
sistema de una especie con difusión, converge localmente uniforme en cada región, al equilibrio
del sistema sin difusión. En este trabajo, se logra extender este teorema a los sistemas de 2
especies, obteniendo como principal resultado el Teorema 5.2.10, el cual para tasas pequeñas
prueba la convergencia de un equilibrio cualquiera del sistema de 2 especies, al equilibrio del
sistema sin difusión.

En los siguientes capítulos, se aplicarán técnicas de diferentes teorías que son la piedra
angular de los trabajos anteriores. En primer lugar se destacan los resultados de Smith
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en [5], que ya han sido mencionados al momento de determinar posibles convergencias a
equilibrios y comportamientos del sistema. Otras técnicas importantes son las utilizadas en
el trabajo de Lam y Lou, en [6], que permiten aplicar el método de sub/supersoluciones
para ecuaciones elípticas y caracterizar el perfil del equilibrio para difusiones pequeñas. La
adaptación de estos argumentos será clave para las demostraciones que se realizarán en los
últimos teoremas de la subsección 5.2.2. Finalmente, las distintas versiones del Principio del
Máximo para ecuaciones elípticas y parabólicas, presentadas por Protter y Weinberger, en
[7], permitirán obtener resultados como la Proposición 3.0.5, la cual para los sistemas con
difusión, asegurará que a partir de algún instante, las densidades serán estrictamente positivas
en todo Ω, independientemente de la condición inicial.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

En este capítulo se presentarán los principales conceptos y resultados teóricos que serán
necesarios para estudiar el sistema (0.3), indicando las referencias y entregando las demos-
traciones en los casos que sea necesario.

1.1. Definiciones Principales
Para el resto de los capítulos se utilizarán diversos conjuntos a los que pertenecerán las

condiciones iniciales.

Sean k,m, n ∈ N y α ∈ (0, 1), para facilitar la lectura, se definirán los siguientes
conjuntos de funciones:

El espacio de las funciones, desde Ω ⊂ Rn a Rm, será denotado por:

F(Ω,Rm) := {f : Ω→ Rm}

El espacio de las funciones de clase Ck, con dominio Ω y llegada R:

Ck(Ω) := {f ∈ F(Ω,R)| la derivada k − sima de f es continua}

El espacio de las funciones de clase Ck,α, con dominio Ω y llegada R:

Ck,α(Ω) := {f ∈ Ck(Ω)| la derivada k − sima de f es α− Hölder }

Para denotar a la parte positiva de un conjunto de funciones A ⊂ F(Ω,Rk) se utilizará
la siguiente notación:

A+ := {f ∈ A|∀x ∈ Ω, ∀i ∈ {1, ..., k}, fi(x) ≥ 0}

Por ejemplo C(Ω)+, es el conjunto de las funciones continuas y positivas con dominio Ω y
llegada en R.

En algunos casos, se necesitará una condición inicial, más fuerte. Para denotar al con-

6



junto de las funciones positivas, salvo la función nula, se utilizará:

A++ := A+\{0A(x)} = {f ∈ A+|∃x0 ∈ Ω,∃i ∈ {1, ..., k}, fi(x0) > 0}

Por último, se utilizará la notación de potencia, para el producto cruz entre espacios
iguales:

Ak := Ak−1 × A

Observación Notar que [C(Ω)+]2 es igual a [C(Ω)]2+, pero [C(Ω)++]2 6= [C(Ω)]2++, pues
[C(Ω)++]2 son las funciones continuas desde Ω a R2, que ninguna de las componentes es
siempre nula. Por otro lado [C(Ω)]2++ son las funciones continuas desde Ω a R2, excepto la
función nula en ambas componentes en simultaneo.

Para poder estudiar la monotonía de un sistema, es necesario introducir previamente el
concepto de relación de orden entre dos elementos, al momento de estudiar los sub sistemas
del sistema (0.3) (cuando u1 = u2 = 0 ó v1 = v2 = 0), se utilizará la siguiente relación de
orden:

Definición 1.1.1 Sean f, g ∈ [C(R)]2 se define la siguiente relación de orden usual, la
inducida por el cono de las funciones positivas [C(R)]2+:

f ≤2 g ⇐⇒ ∀x ∈ Ω : f1(x) ≤ g1(x), f2(x) ≤ g2(x)

junto con las siguientes notaciones:

f <2 g ⇐⇒ f ≤2 g, f 6= g

f �2 g ⇐⇒ ∀x ∈ Ω : f1(x) < g1(x), f2(x) < g2(x)

Lo que permite definir el intervalo entre dos puntos comparables, respecto al orden ≤2,
de la siguiente manera.

Definición 1.1.2 Para f, g ∈ [C(R)]2, se definen los intervalos:

[f, g]2 := {h ∈ [C(R)]2 : f ≤2 h ≤2 g}

[[f, g]]2 := {h ∈ [C(R)]2 : f �2 h�2 g}

Observación De manera análoga para f, g ∈ [C(R)]4, se define ≤4, con el orden usual
inducido por el cono [C(R)]4+.

Otra relación de orden, que se utilizará, al trabajar con el sistema (0.3) completo, es la
relación de orden definida a continuación en [C(R)]4:

Definición 1.1.3 Para f, g ∈ [C(R)]4, se define el orden inducido por el cono alternante
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[C(R)]2+ × (−[C(R)]2+):

f ≤K g ⇐⇒ ∀x ∈ Ω : (f1, f2) ≤2 (g1, g2) y (f3, f4) ≥2 (g3, g4)

y las siguientes notaciones:
f <K g ⇐⇒ f ≤K g, f 6= g

f �K g ⇐⇒ (f1, f2)�2 (g1, g2), (f3, f4)�2 (g3, g4)

Este orden también generará sus respectivos intervalos:

Definición 1.1.4 Sean f, g ∈ [C(R)]4, se definen los intervalos:

[f, g]K := {h ∈ [C(R)]4 : f ≤K h ≤K g}

[[f, g]]K := {h ∈ [C(R)]4 : f �K h�K g}

Para estudiar la evolución de las distintas condiciones iniciales en el sistema (0.3), se
buscará una función que cumpla la dinámica del sistema y varié según la condición inicial,
por lo tanto se buscará un Tt(y) tal que:

d(Tt(y))
dt

= f(x, Tt(y))

El cumplimiento de esta propiedad da interés a definir el siguiente concepto:

Definición 1.1.5 Una función continua T : Y × [0,∞) → Y , se le dirá semiflujo en el
espacio Y , si para todo y ∈ Y, t1, t2 ∈ [0,∞), se cumple que:

T (y, 0) = y

T (y, t1 + t2) = T (T (y, t1), t2)

En general se denotará: Tt(y) := T (y, t).

Observación El semiflujo de un sistema, cumplirá las 2 propiedades anteriores, junto con:

d(Tt(y))
dt

= f(x, Tt(y))

para f la función del lado derecho del sistema.

Al momento de estudiar el comportamiento del sistema (0.3), su semiflujo asociado,
permitirá definir las siguientes herramientas, las cuales se estudiarán con más detalles en los
siguientes capítulos.

Definición 1.1.6 La órbita de y ∈ Y , corresponde al conjunto {Tt(y) : t ≥ 0}. Por lo tanto,
es la trayectoria que recorre un punto inicial y, durante su evolución en el sistema.
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Además, un conjunto A ⊂ Y se dirá invariante, respecto al semiflujo Tt, si Tt(A) ⊂ A
para todo t ≥ 0.

En algunos sistemas, existen elementos que se mantienen constantes, estos puntos son
muy importantes para el comportamiento límite del sistema, por lo que se definirán los
siguientes 2, conceptos:

Definición 1.1.7 Un punto e ∈ Y se dirá un equilibrio si Tt(e) = e, ∀t ≥ 0.

Los equilibrios se pueden entender como condiciones iniciales del sistema, que se man-
tienen siempre iguales.

Definición 1.1.8 Un equilibrio e ∈ Y se dirá estable si para toda vecindad V ⊂ Y de e
existe U ⊂ Y , también vecindad de e, tal que e ∈ U implica Tt(y) ∈ V, ∀t ≥ 0.

Un conjunto, que sera muy importante es el omega limite, de un punto, pues entregará
el o los puntos, por los que la órbita del punto pasa en una cantidad infinita de oportunidades.

Definición 1.1.9 El conjunto omega límite de un punto y ∈ Y está definido como:

ω(y) :=
⋂
s>0
{Tt(y) : t > s}

Es decir, es el conjunto de puntos w ∈ Y , para los cuales existe una secuencia (tn)n∈N con
tn →∞, tal que:

lim
tn→∞

Ttn(y) = w

Las siguientes son algunas propiedades del conjunto omega límite: Siempre es cerrado
e invariante. Si además la órbita de y está contenida en un compacto, entonces el conjunto
omega límite será siempre no vacío, compacto y conexo.

Con respecto al conjunto omega límite y un equilibrio estable se cumple lo siguiente:

Proposición 1.1.10 Considere e un equilibrio estable. Si para y ∈ Y se tiene e ∈ ω(y),
entonces ω(y) = {e}.

Demostración. Sea w ∈ ω(y) con w 6= e. Sean Ve, Vw vecindades de e y w respectivamente
tal que Ve ∩ Vw = ∅. Dado que e es estable, existe una vecindad Ue tal que la órbita de todo
punto en Ue permanece en Ve. Como e ∈ ω(y), existe en particular t0 ≥ 0 tal que Tt0(y) ∈ U ,
lo cual implica que Tt(y) ∈ Ve para todo t ≥ t0. Como Ve∩Vw = ∅ se tiene que w 6∈ ω(y).

Observación Esta propiedad, permitirá justificar la convergencia de las condiciones iniciales
a un equilibrio, para los casos en que sus omega limites sean solo un punto.

En base a una relación de orden ≤Y , en el espacio Y , se definirá el siguiente concepto:
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Definición 1.1.11 Sean x, y ∈ Y , sea un semiflujo T = {Tt}0≤t<∞, que preserva la relación
de orden, es decir:

x ≤Y y =⇒ Tt(x) ≤Y Tt(y), ∀t ≥ 0

se le llamará semiflujo monótono.

Observación Si t > 0 y x <Y y =⇒ Tt(x) �y Tt(y), se llama semiflujo fuertemente
monótono.

1.2. Propiedades de Comparación
En esta sección se recordarán algunos resultados particulares como el principio del

máximo y el método de sub/supersoluciones, junto con propiedades principalmente para
sistemas elípticos y parabólicos.

El sistema (0.3) a estudiar, tiene 4 ecuaciones, con operadores elípticos, por lo que se
definirán este tipo de operadores, para enunciar sus propiedades.

Sea L, se dirá que es un operador elíptico, si esta dado por:

Lw =
N∑

j,k=1
aj,k(x) ∂2w

∂xj∂xK
+

N∑
j=1

bj(x) ∂w
∂xj

donde los coeficientes son de clase Cα(Ω), con [aj,k(x)] una matriz simétrica definida positiva
en Ω. Suponiendo además sobre L, que existen constantes d1, d2 > 0 tal que ∀ξ ∈ RN :

d1‖ξ‖2 ≤
N∑

j,k=1
aj,k(x)ξjξK ≤ d2‖ξ‖2∀x ∈ Ω

se dirá que es uniformemente elíptico.

Observación Para el sistema (0.3), se tiene la presencia de un operador uniformemente elíp-
tico, pues todas las ecuaciones tienen un laplaciano multiplicado por las constantes positivas
de difusión. El motivo de definir un operador uniformemente elíptico general y no solo las
segundas derivas, es que para algunos de los resultados del capítulo, al realizar algún cambio
de coordenadas, el laplaciano, podría ser distinto a la suma de las segundas derivadas y estas
propiedades podrían no cumplirse.

Los 2 siguiente teorema son para sistemas parabólicos acoplados, como es el caso de
estudio en los siguientes capítulos. Estos teoremas permitirán descartar extinción de alguna
especie, en tiempo finito.

Teorema 1.2.1 Sea u(x, t), se define el operador L parabólico tal que, para cada k ∈
{1, ..., n}:

LK [uK ] :=
n∑

i,j=1
ai,j

∂2uK

i∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂uK
∂xi
− ∂uK

∂t
x ∈ Ω
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y considerando la matriz H = H(x, t) de funciones, para cada i, j, se denotará hi,j y se
cumple el siguiente sistema:

L1[u1] +
n∑
i=1

h1,iui ≥ 0 en Ω

... ... . . . ...

Ln[un] +
n∑
i=1

hn,iui ≥ 0 en Ω

En un dominio Ω, para el cual cada LK es uniformemente elíptico. Suponiendo que los
coeficientes ani,j y bni , son uniformemente acotados y que H es una matriz positiva, salvo la
diagonal.

Si ∀i ∈ {1, ..., n}, ui(x, 0) ≤ 0, entonces ui(x, t) ≤ 0,∀t ≥ 0.

Más aún si para algún (x0, t0) ∈ Int(Ω× [0,∞)), se tiene que: ui(x0, t0) = 0, entonces
ui(·, t) = 0, ∀t ≤ t0.

Teorema 1.2.2 Sea u(x, t), con la misma hipótesis que el Teorema 1.2.1, salvo que se alcance
el valor máximo en el punto (x0, t0). Si para algún P ∈ ∂Ω× (0, T ), se tiene que ui(P ) = 0
y ui(·, t) es continua en Ω ∪ P , entonces:

∂ui
∂ν

> 0 en (P )

a menos que ui(·, t), sea siempre 0 para todo t ≤ t0.

Demostración. Son los teoremas 13 y 14 del Capítulo 8 de [7]

Los siguientes 3 teoremas son parecidos a los anteriores, pero para ecuaciones elípticas.
Estos también serán muy importantes, pues al trabajar con los equilibrios y sus ecuaciones
elípticas, entregarán restricciones de los máximos y mínimos que pueden alcanzar en el sistema
(0.3).

Teorema 1.2.3 (Principio del máximo de Hopf) Sea w, tal que:

L[w] :=
N∑

i,j=1
ai,j

∂2w

i∂xj
+

N∑
i=1

bi
∂w

∂xi
≥ 0 x ∈ Ω

En un dominio Ω, en el cual L es uniformemente elíptico. Suponiendo que los coeficientes
ai,j y bi, son uniformemente acotados. Si w alcanza su máximo M en un punto interior de
D, entonces w = M en todo Ω.

11



Teorema 1.2.4 Sea w, tal que:

(L+ h)[w] ≥ 0 en Ω

En un dominio Ω, con h ≤ 0, para el cual L es uniformemente elíptico y h es acotado. Si w
alcanza su máximo no negativo M en un punto interior de D, entonces w = M en todo Ω.

Teorema 1.2.5 Sea w, tal que:

(L+ h)[w] ≥ 0 en Ω

En un dominio Ω, con h ≤ 0, para el cual L es uniformemente elíptico y h es acotado. Si
w ≤M , en el interior y alcanza su máximo no negativo M en un punto P frontera de Ω, tal
que en ese punto w es continua en Ω ∪ P , entonces:

∂w

∂ν
> 0 en P

a no ser que: w = M en todo Ω.

Demostración. Las demostraciones son los teoremas 5, 6 y 7, del Capítulo 2 de [7].

La siguiente ecuación es de tipo parabólica y es de interés, ya que el sistema (0.3) se
puede reescribir de esta manera.

wt = Lw + f(x,w) en Ω× (0, T ]

∇w · n = 0 en ∂Ω× (0, T ]

w(x, 0) = w0(x) en Ω

(1.1)

donde f : Ω× R→ R es de clase C(Ω), w0 ∈ C(Ω) y T > 0.

Para comparar distintas condiciones iniciales, se utilizará el método de super/subso-
luciones, pues junto con los resultados de monotonía de los capítulos siguientes, permitirán
acotar las soluciones.

Definición 1.2.6 Una función w ∈ C(Ω× [0, T ])∩ C2x,1t(Ω× (0, T ]) (Clase C2 en x y Clase
C1 en t) se dice una supersolución de (1.1) si:

wt ≥Lw + f(x,w en Ω× (0, T ]
∇w · n ≥0 en ∂Ω× (0, T ]
w(x, 0) ≥w0(x) en Ω

Similarmente, w se dice una subsolución si cumple todas las desigualdades anteriores rever-
tidas.

El método de sub/supersoluciones concluye el siguiente resultado:
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Proposición 1.2.7 Sean w,w una subsolución y una supersolución de (1.1). Entonces el
problema (1.1) tiene una única solución y esta cumple que w ≤ w ≤ w en Ω× [0, T ].

Demostración. La demostración, esta detallada en el capítulo 2 en [8]

Ahora se considerará la versión estacionaria de (1.1), i.e. el problema elíptico, el cual
también es importante, pues los equilibrios del sistema (0.3) se estudiarán como las soluciones
de este problema. El problema está dado por:

−Lw =f(x,w) en Ω (1.2)
∇w · n =0 en ∂Ω

Al igual que el caso anterior, se definen los conceptos de sub/supersolución, de la siguiente
manera:

Definición 1.2.8 Una función w ∈ C2(Ω) ∩ C1(∂Ω) se dice una supersolución de (1.2) si:

−Lw ≥ f(x,w en Ω
∇w · n ≥ 0 en ∂Ω

Similarmente, w se dice una subsolución de (1.2) si cumple todas las desigualdades anteriores
revertidas.

La siguiente proposición es similar al resultado anterior, pero para el caso elíptico.

Proposición 1.2.9 Sean w,w, una subsolución y una supersolución de (1.2), tal que w ≤ w
en Ω. Entonces el problema (1.2) tiene una solución w tal que w ≤ w ≤ w en Ω.

1.3. Resultados para aproximaciones
Los siguientes teoremas serán de mucha utilidad, en los capítulos finales, para aproximar

funciones continuas, mediante funciones más regulares y la confección de sub/supersoluciones.

Teorema 1.3.1 (Stone Weirstrass Versión Real) Suponiendo que X es un espacio compacto
de Hausdorff y A es una subálgebra cerrada de C(X) que contiene una función constante
distinta de cero. Entonces A es denso en C(X) si y sólo si separa puntos.

Demostración. Este resultado asumiendo que contiene alguna función constante, esta como
el Teorema 4.45 de [9].

Este resultado permite aproximar por funciones con mayor regularidad e inclusive con
condiciones de borde del tipo Neumann, utilizando el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2 Sea f una función C(Ω), con Ω compacto subconjunto de Rn, suponiendo que
Ω es un dominio C2,α(Ω) y ε > 0, entonces existe una función f̂ ∈ C2(Ω), tal que ∇f̂ · ν = 0
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en ∂Ω y
f − ε ≤ f̂ ≤ f + ε

Demostración. Usando el Teorema 1.3.1, como las funciones g ∈ C2(Ω) y tales que ∇g ·ν = 0,
son una semialgebra. Solo falta probar que separan puntos.

Para esto se utilizarán las funciones de la forma:

f(x) = e

1
x2 − r2

1(−r,r)

Utilizando los resultados de la Proposición 2.2 y el Corolario 2.3 de [10]. Se obtiene que esta
función es C∞(R), con todas sus derivadas nulas, para |x| = r y notando que es una función
par y derivable, su primera derivada es 0 en x = 0.

Sean x1, x2 ∈ Ω, existen 2 casos:

1. Caso 1: Si x1, x2 ∈ Ω.

Para este caso existen las B(x1, r1) y B(x2, r2) tales que: B(x1, r1) ⊂ Ω y B(x2, r2) ⊂ Ω
y B(x1, r1) ∩B(x2, r2) = ∅. Por lo tanto, tomando:

f1(x) = e

‖x− x1‖2

‖x− x1‖2 − r2
1 1B(x1,r1)(x) y f2(x) = 2e

‖x− x2‖2

‖x− x2‖2 − r2
1 1B(x2,r2)(x)

Se tiene que f1 = f1(x) + f2(x), es de tipo Neumann y C∞(Ω) y f(x1) = 1 y f(x2) = 2.

2. Caso 2: Si x1 ∈ ∂Ω, x2 ∈ Ω.

Se puede tomar r1 tal que x2 6∈ B := B(x1, r1) ∩ Ω y sea ϕ() un mapeo C2 : Rn → Rn

(para esto se le pide a la frontera de Ω que sea lo suficientemente regularidad), tal que
ϕ(B) = B′, para el cual:

ϕ(∂Ω ∩B) = B′ ∩ {y ∈ Rn|yn = 0}

En la Figura 1.1, se puede observar una visualización para n = 2.
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Ω

Y2

ϕ(x) = y

B′

B

Y1

a b

R′

Figura 1.1: Mapeo ϕ(x), para un ejemplo de dominio Ω ∈ R2

Se puede definir en B′, un rectángulo R′ el cual está contenido en B′, contiene a ϕ(x1)
y tal que:

R′ = [a1, b1]× [a2, b2]× .....× [0, bn]

Por lo tanto ∀i ∈ {1, ..., n − 1} se pueden definir las funciones fi, g : R → R, de clase
C∞(R), usando que son funciones Bump.

fi(r) = e

1
(r − ai+bi

2 )2 − ( bi−ai

2 )2
1(ai,bi)(r), ∀i ∈ {1, ..., n− 1}

g(r) = e

1
r2 − b2

n 1[0,bn)(r)

Definiendo la función h : Rn → R, tal que

h(y) =
n−1∏
i=1

fi(yi)g(yn)

Se tiene que es Neumann sobre el conjunto {y ∈ Rn|yn = 0}, es C2(Rn), h(ϕ(x1)) > 0 y
h(y) = 0,∀y 6∈ R′.

Finalmente, tomando ĥ(x) = h(ϕ(x))1B(x1,r1)∩Ω(x), se obtiene que ĥ(x1) > 0 = ĥ(x),∀x ∈
B(x1, r1)c, en particular x2 y por construcción se puede verificar que es Neumann en
todo ∂Ω.

Con esto se concluye que estas funciones del tipo Neumann de un conjunto compacto, con
frontera regular separan puntos y por ende se puede utilizar el Teorema 1.3.1.

En algunos casos el siguiente Corolario 1.3.3 permitirá utilizar una aproximación supe-
rior o inferior (dependiendo que conviene).

Corolario 1.3.3 Sea f una función C(Ω) con Ω compacto subconjunto de Rn, suponiendo
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que Ω es un dominio C2,α(Ω) y ε > 0, entonces existe ĝ1, ĝ2 tales que ĝ1, ĝ2 ∈ C∞(Ω), tal que
∇ĝ1 · ν = ∇ĝ2 · ν = 0 en ∂Ω y

f − ε ≤ ĝ1 ≤ f ≤ ĝ2 ≤ f + ε

Demostración. Para probar la existencia de ĝ1, se utilizará el Teorema 1.3.2 para f y ε/2,
ahora redefiniendo ĝ1 = f̂ − ε/2, las condiciones del tipo Neumann se mantiene y se tiene la
siguiente desigualdad:

f − ε ≤ ĝ1 ≤ f

De manera similar se obtiene ĝ2

Las dos siguientes proposiciones entregan condiciones sobre los valores propios principa-
les, de dos problemas que serán útiles para la confección de las subsoluciones, en la subsección
5.2.2.

Proposición 1.3.4 Sea un conjunto Ω acotado subconjunto de Rn, suponiendo que Ω es un
dominio C2,α(Ω), entonces el problema de valores propios, con condición Dirichlet:

∆u+ λu = 0 en Ω

u = 0 en ∂Ω

Tiene una única función propia siempre positiva asociada al valor propio principal, el cual
es simple y estrictamente positivo:

Demostración. La existencia del valor propio principal y ser simple está dada por el Teorema
8.36, de [11].

Sea λ1 el valor propio principal y u1 su función propia positiva, para la caracterización del
valor basta notar que:∫

Ω
(λ1u1)u1dx =

∫
Ω

(−∆u1)u1dx =
∫

Ω
(∇u1)2dx−

∫
∂Ω

0dx =
∫

Ω
(∇u1)2dx

Con lo que se obtiene:
λ1 =

∫
Ω(∇u1)2dx∫

Ω(u1)2dx
> 0

Esto último, pues la función propia no puede ser la función nula.

Proposición 1.3.5 Sea un conjunto Ω acotado subconjunto de Rn, suponiendo que Ω es un
dominio C2,α(Ω) tal que Γ1 y Γ2 son subconjuntos de ∂Ω, con Γ1∩Γ2 = ∅ y Γ1∪Γ2 = ∂Ω. Sea
ν la normal exterior unitaria de Γ1, entonces el problema de valores propios, con condiciones
de borde mixtas:

∆u+ σu = 0 en Ω

u = 0 en Γ1

∇u · ν = 0 en Γ2
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Tiene una única función propia siempre positiva asociada al valor propio principal, el cual
es simple y estrictamente positivo:

Demostración. La existencia del valor propio principal y ser simple está dada por el Lema 7
de [12], para el caso particular en que a(x) = b(x) = 0.

Sea σ1 el valor propio principal y u1 su función propia positiva, para la caracterización del
valor basta notar que:∫

Ω
(σ1u1)u1dx =

∫
Ω

(−∆u1)u1dx =
∫

Ω
(∇u1)2dx−

∫
Γ1

0dx−
∫

Γ2
0dx =

∫
Ω

(∇u1)2dx

Con lo que se obtiene:
σ1 =

∫
Ω(∇u1)2dx∫

Ω(u1)2dx
> 0

Esto último, pues la función propia no puede ser la función nula.

Observación No es necesario que Γ1 y Γ2 sean disjuntos, al aplicar este resultado en la
demostración del Teorema 5.2.10, se observará un ejemplo en que esta situación sucede.

1.4. Resultados de sistemas monótonos
En esta sección se probarán y mencionarán diversos resultados de sistemas monótonos

conocidos, que se utilizarán para probar las convergencias y existencias de equilibrios en los
capítulos siguientes.

El siguiente criterio entrega una condición suficiente para tener convergencia a un equi-
librio.

Teorema 1.4.1 Si Φt() es un semiflujo fuertemente monótono en el espacio E, respecto
a un orden ≤K y ∃δ > 0, tal que para w ∈ E: Φδ(w) �K w ó w �K Φδ(w), entonces
Φt(w)→ e ∈ E, es decir, w converge a un equilibrio, cuanto t→∞.

Demostración. La demostración es el Teorema 2.1, del Capítulo 1, de [5]

El Teorema 1.4.2, entrega 3 opciones para saber el comportamiento, del semiflujo en
un intervalo entre dos equilibrios, este resultado permitirá descartar existencia de equilibrios
y/o concluir convergencias.

Teorema 1.4.2 Sea Φt() un semiflujo fuertemente monótono en E, respecto a un orden ≤K
en [a, b]K, para a, b ∈ E equilibrios. Se tiene una de las siguientes opciones:

1. Hay un equilibrio w ∈ [a, b]K, distinto de a y b

2. Φt(w)→ a, para todo w ∈ [a, b]K\{b}

3. Φt(w)→ b, para todo w ∈ [a, b]K\{a}
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Demostración. Es el Teorema 2.2, del Capítulo 2, de [5]

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales general, sera muy similar a los que se
estudiarán en los capítulos siguientes, por lo que se probarán algunas propiedades que cumple.

Considerando el sistema (1.3)

∂ui
∂t

(x, t) = di∆ui(x, t) + Fi(x, u(x, t)), t > 0, x ∈ Ω
∂ui
∂ν

(x, t) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω
ui(x, 0) = φi(x), x ∈ Ω

(1.3)

Donde i ∈ I y di > 0 constantes, la función F : Ω × [C(Ω)]n es continua en Ω y el vector
ν = ν(x), es la normal exterior unitaria de ∂Ω.

Por comodidad, se definirá para Λ ⊂ Rn la condición (1.4).

∀i ∈ I,∀x ∈ Ω, Fi(x, u) ≥ 0, para u(x) ∈ Λ y ui(x) = 0 (1.4)

Los resultados obtenidos en el capítulo 7, del libro [5], entregan los siguientes teoremas y
proposiciones:

Teorema 1.4.3 Sea Λ ⊆ Rn y φ ∈ [C(Ω)]n tal que ∀x ∈ Ω, φ(x) ∈ Λ, suponiendo que u(t, φ)
la solución de (1.3) es acotada y la función F asociada al sistema, cumple la condición de la
ecuación (1.4), entonces:

Para todo t ≥ 0, T ut (φ) = u(t, φ), es un semiflujo.

Demostración. Este resultado, es una mezcla del Teorema 3.1, el Corolario 3.2, del capítulo
7 de [5], junto con el acotamiento de la solución del sistema (1.3).

Otra definición importante para los siguientes resultados es la siguiente

Definición 1.4.4 Un sistema se dirá cooperativo, si es que:

∀i 6= j
∂F̂i
∂zj
≥ 0

Observación Notar que en un sistema cooperativo, las especies distintas interactuarán de
manera positiva entre ellas, aportando a su crecimiento.

Otro teorema importante, es el siguiente, el cual entregará una monotonía para el
semiflujo generado por el sistema:

Teorema 1.4.5 Suponiendo que F es cooperativo y satisface (1.4). Si φ, ψ ∈ [C(Ω)]n tal que
∀x ∈ Ω, φ(x) ∈ Λ, satisfacen que: ∀x ∈ Ω,∀i ∈ {1, ..., n} se tiene φi(x) ≤ ψi(x) y u(x, t, φ),
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u(x, t, ψ) son soluciones de (1.3), con u(x, 0, φ) = φ(x) y u(x, 0, ψ) = ψ(x), entonces:

ui(x, t, φ) ≤ ui(x, t, ψ) ∀t ≥ 0,∀i ∈ {1, ..., n},∀x ∈ Ω

Si además φ 6= ψ, entonces:

u(·, t, φ) 6= u(·, t, ψ) ∀t > 0

Demostración. Este resultado es el Corolario 3.5 de [5]

Para obtener una monotonía estricta se introducirá el concepto de irreductibilidad:

Definición 1.4.6 Una función A : Ω × E, se dice cooperativa e irreductible, si tiene sus
derivadas cruzadas no negativas y para cada x0 ∈ Ω su matriz jacobiana: ∂A

∂w
(x0, w) es

irreductible para cualquier w ∈ E. Una matriz A es irreductible, si para cualquier I un
subconjunto propio de {1, ..., N} no vació, hay un i ∈ I y un j = N\I, tales que aij 6= 0

El concepto de irreductibilidad, en un sistema de n especies, se puede entender, como
la condición de que el sistema no pueda desacoplarse en dos subsistemas donde uno no afecte
al otro.

Teorema 1.4.7 Suponiendo que F es cooperativo, irreductible y satisface (1.4). Si φ, ψ ∈
[C(Ω)]n distintos, tal que ∀x ∈ Ω, φ(x) ∈ Λ, junto con que ∀i ∈ {1, ..., n}, φi(x) ≤ ψi(x)
y u(x, t, φ), u(x, t, ψ) son soluciones de (1.3), con u(x, 0, φ) = φ(x) y u(x, 0, ψ) = ψ(x),
entonces:

u(x, t, φ)i � u(x, t, ψ)i ∀t ≥ 0,∀i ∈ {1, ..., n},∀x ∈ Ω

Demostración. Este resultado es el Corolario 3.5 de [5]

Durante el capítulo 4, para estudiar el comportamiento asintótico del sistema, sera de
interés los valores propios principales de algunos problemas. El siguiente teorema, permitirá,
obtener propiedades sobre estos valores.

Teorema 1.4.8 (Perron-Frobenius) Si A es una matriz no negativa, entonces r = ρ(A) es
un valor propio de A y con el vector propio asociado v tal que para todo i ∈ I, vi ≥ 0. Si
en adición, A es irreductible, entonces r > 0 y vi > 0. Más aún r tiene multiplicidad uno y
si ui > 0 es otro vector propio de A, entones existe un s > 0, tal que u = sv. Si B es otra
matriz tal que B > A, entonces ρ(B) > ρ(A). Finalmente, si A� 0, entonces |λ| < r, para
cualquier otro valor propio de A.

Definiendo el siguiente conjunto se tiene, el siguiente corolario

s(A) = max{Re(λ) : λ valor propio de A}
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Corolario 1.4.9 Sea A una matriz quasipositiva (positiva, salvo la diagonal), entonces s(A)
tiene un vector propio vi > 0, tal que:

Av = s(A)v

Mas aún, Re(λ) < s(A), para todo λ valor propio, si A es irreductible:

1. s(A) tiene multiplicidad algebraica uno

2. vi > 0 y cualquier otro vector propio positivo, es una ponderación del.

3. Si B es una matriz tal que B > A, entonces S(B) > s(A)

4. Si s(A) < 0, entonces [−A−1]i,j > 0

Demostración. Su demostración es el Corolario 3.2 del teorema de Perron-Frobenius, en el
capítulo 4 de [5] y la demostración del teorema, es el capítulo 11 de [13]
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Capítulo 2

Resultados previos sistema de 1
especie

2.1. Dinámica del sistema de 1 especie a coeficientes
variables

Este sistema es un caso particular del sistema (0.3), donde se considera solo la especie
(u1, u2), en ausencia de la otra. Quedando un sistema en el cual los coeficientes de interacción
cruzada son positivos.

∂u1

∂t
= d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)u1) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)u2) para x ∈ Ω, t > 0

∇u1 · ν = ∇u2 · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2)(x, 0) = (u01(x), u02(x)) para x ∈ Ω

(2.1)

Este sistema (2.1), de 2 grupos fue estudiado con detalle en el trabajo de [1].

Utilizando los resultados anteriores se tienen las siguientes propiedades:

Proposición 2.1.1 El semiflujo definido por sistema (2.1) es fuertemente monótono e in-
variante sobre [C(Ω)2]+

Demostración. El sistema (2.1) es de la forma del sistema (1.3), con F , tal que cumple las
condiciones del Teorema 1.4.7 y por lo tanto se obtiene que es fuertemente monótono. Por
otra parte, si φ ∈ [C(Ω)2]+, entonces: (0, 0) ≤2 (φ1, φ2), por lo tanto utilizando que es un
semiflujo monótono y que (0, 0), es un equilibrio del sistema.

(0, 0) ≤2 T
u
t (φ)⇒ T ut (φ) ∈ [C(Ω)2]+
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La primera parte de este resultado entrega que para tiempos finitos la trayectoria en
ningún punto se puede anular, dando origen al siguiente corolario.

Corolario 2.1.2 Si φ ∈ [C(Ω)2]++, entonces T ut (φ)�2 (0, 0), para todo t > 0.

Demostración. Es una consecuencia de que el semiflujo sea fuertemente monótono y que
(0, 0) sea un equilibrio del sistema (2.1), pues:

(0, 0) <2 (φ1, φ2)⇒ (0, 0) = T ut (0, 0)�2 T
u
t (φ)⇒ T ut (φ) ∈ Int([C(Ω)2]+)

De los resultados de [1], se obtiene que el comportamiento asintótico del sistema (2.1),
depende del valor propio principal de la linealización en torno al equilibrio (0, 0), la ecuación
(2.2). 

λφ1 = d1∆φ1 + r(x)φ2 − φ1(s(x) + a(x)) para x ∈ Ω, t > 0

λφ2 = d2∆φ2 + s(x)φ1 − φ2e(x) para x ∈ Ω, t > 0

∇φ1 · ν = ∇φ2 · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(2.2)

Todo este comportamiento se resume en el siguiente lema.

Lema 2.1.3 El problema de valores propios de la ecuación (2.2), tiene un único valor propio
principal, λ1, con el vector propio positivo (φ1, φ2). Si λ1 > 0, entonces el sistema (2.1) es
persistente y tiene un único equilibrio positivo, el cual es globalmente asintóticamente estable.
Si λ1 ≤ 0, entonces el (0, 0) es globalmente asintóticamente estable.

Demostración. Este lema es una mezcla de los lemas 1, 2 y 3, de [1]

Observación De manera similar se tienen los resultados para el sistema (2.3), el cual consiste
en la ausencia de la especie (u1, u2) y solo la evolución de la especie (v1, v2)

∂v1

∂t
= d3∆v1 + r̂(x)v2 − v1(ŝ(x) + a(x) + b(x)v1) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= d4∆v2 + ŝ(x)v1 − v2(e(x) + f(x)v2) para x ∈ Ω, t > 0

∇v1 · n = ∇v2 · n = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(v1, v2)(x, 0) = (v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(2.3)

22



Para el resto de los capítulos se denotarán los semiflujos de los sistemas de dos especies
(2.1) y (2.3), por T ut () y T vt (), respectivamente.

2.2. Dinámica del sistema de una especie a coeficientes
constantes

El sistema (2.4) es un caso particular del sistema (2.1), en donde se considera que los
coeficientes, ya no dependerán de x, su estudio permitirá entender mejor las dinámicas globa-
les del sistema general, pues de cumplirse las desigualdades para la persistencia o extinción,
esto sera en todo el sistema y no solo en algunas regiones.

∂u1

∂t
= d1∆u1 + ru2 − u1(s+ a+ bu1) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + su1 − u2(e+ fu2) para x ∈ Ω, t > 0

∇u1 · n = ∇u2 · n = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2)(x, 0) = (u01(x), u02(x)) para x ∈ Ω

(2.4)

Al ser un caso particular, se heredarán las propiedades de ser un sistema fuertemente monó-
tono, para cualquier condición inicial positiva u0 = (u1(0), u2(0)), se tiene que:

(0, 0)�2 Tt(u0), ∀t > 0

Para este caso, el comportamiento asintótico del sistema (2.4), se conocerá con mayor exac-
titud, pues el signo del valor propio principal, depende de una ecuación conocida y por lo
tanto el comportamiento vendrá dado por la siguiente proposición.

Proposición 2.2.1 La estabilidad del sistema (2.4) dependerá de los signos de sr− (s+a)e.
Para el caso en que sr ≤ (s+ a)e, se tiene que (0, 0), es el único equilibrio y es globalmente
asintóticamente estable. Para el caso en que sr > (s+ a)e, se tiene que este equilibrio repele
a cualquier solución y surge un nuevo y único equilibrio positivo de coexistencia (u1, u2),
el cual es constante y globalmente asintóticamente estable, por lo que no dependerá de los
coeficientes de difusión.

De manera similar también se tiene el caso en que se estudian las restantes dos compo-
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nentes y se obtiene, el sistema (2.5), asociado a la especie (v1, v2).

∂v1

∂t
= d3∆v1 + r̂v2 − v1(ŝ+ a+ bv1) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= d4∆v2 + ŝv1 − v2(e+ fv2) para x ∈ Ω, t > 0

∇v1 · n = ∇v2 · n = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(v1, v2)(x, 0) = (v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(2.5)

Los resultados son los mismos, pero dependerán de los signos de: ŝr̂ − (ŝ+ a)e

24



Capítulo 3

Orden y monotonía del sistema
general

En este capítulo se buscará estudiar cómo se mantienen las relaciones de orden de
distintas condiciones iniciales a medida que evolucionan en el tiempo, para esto se utilizarán
resultados previos de monotonía de las secciones anteriores. Reescribiendo el sistema (0.3),
se puede llevar a la forma del sistema (1.3):

∂ui
∂t

(x, t) = di∆ui(x, t) + Fi(x, u(x, t)), t > 0, x ∈ Ω
∂ui
∂ν

(x, t) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω
ui(x, 0) = φi(x), x ∈ Ω

(3.1)

Donde i ∈ {1, 2, 3, 4} y di > 0 constantes. El vector ν = ν(x), es la normal exterior unitaria
de ∂Ω.

Por comodidad en algunos casos también se trabajará el sistema (3.1), de manera
vectorial. Sea φ = (φ1, φ2, φ3, φ4) y similar con F y u. El sistema (3.1) puede expresarse
como: 

∂u

∂t
(x, t) = D∆u(x, t) + F (x, u(x, t)), t > 0, x ∈ Ω

∂u

∂ν
(x, t) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω

(3.2)

Con D una matriz diagonal de las tasas de difusión (di)i∈{1,2,3,4}
Considerando:

D =


d1 0 0 0
0 d2 0 0
0 0 d3 0
0 0 0 d4
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F (x, u(x, t)) =


r(x)u2(x, t)− u1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t) + u3(x, t)))

s(x)u1(x, t)− u2(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t) + u4(x, t)))
r̂(x)u4(x, t)− u3(x, t)(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t) + u3(x, t)))

ŝ(x)u3(x, t)− u4(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t) + u4(x, t)))


No se pueden utilizar directamente sobre el sistema (3.2), los resultados previos, pues

observando la relación entre (u1, u3) o (u2, u4) se aprecia que el sistema no es cooperativo.
Para solucionar este problema se definirá la siguiente matriz alternante.

P :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Se analizará el valor de la función F y se estudiará cómo se relaciona con la matriz alternante
P .

F (x, u(x, t)) =


r(x)u2(x, t)− u1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t) + u3(x, t)))

s(x)u1(x, t)− u2(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t) + u4(x, t)))
r̂(x)u4(x, t)− u3(x, t)(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t) + u3(x, t)))

ŝ(x)u3(x, t)− u4(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t) + u4(x, t)))



F (x, u(x, t)) =


r(x)u2(x, t)− u1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− (−u3(x, t))))

s(x)u1(x, t)− u2(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t)− (−u4(x, t))))
−r̂(x)(−u4(x, t)) + (−u3(x, t))(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− (−u3(x, t))))
−ŝ(x)(−u3(x, t)) + (−u4(x, t))(e(x) + f(x)(u2(x, t)− (−u4(x, t)))



F (x, Pu(x, t)) =


r(x)u2(x, t)− u1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− u3(x, t)))

s(x)u1(x, t)− u2(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t)− u4(x, t)))
−r̂(x)(u4(x, t)) + (u3(x, t))(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− u3(x, t)))
−ŝ(x)(u3(x, t)) + (u4(x, t))(e(x) + f(x)(u2(x, t)− u4(x, t)))



PF (x, Pu(x, t)) =


r(x)u2(x, t)− u1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− u3(x, t)))

s(x)u1(x, t)− u2(x, t)(e(x) + f(x)(u2(x, t)− u4(x, t)))
r̂(x)(u4(x, t))− (u3(x, t))(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x, t)− u3(x, t)))

ŝ(x)(u3(x, t))− (u4(x, t))(e(x) + f(x)(u2(x, t)− u4(x, t)))



Definiendo F̂ (x, v) := PF (x, Pv).

Sea z(x, t) = (z1(x, t), z2(x, t), z3(x, t), z4(x, t)) = (u1(x, t), u2(x, t),−u3(x, t),−u4(x, t)).

Notando que P−1 = P , se tiene que: z(x, t) = Pu(x, t) y Pz(x, t) = u(x, t).

Multiplicando por la matriz P el sistema (3.2), se obtiene se obtiene que:
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∂z

∂t
(x, t) = P

∂u

∂t
(x, t) = PD∆u(x, t) + PF (x, u(x, t)) = D∆z(x, t) + F̂ (x, z(x, t)), t > 0, x ∈ Ω

∂z

∂ν
(x, t) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω (3.3)

z(x, 0) = Pu(x, 0) = (φ1(x), φ2(x),−φ3(x),−φ4(x)), x ∈ Ω

Escribiendo las componentes de F̂ (x, z(x, t)), se tiene que:

F̂1(x, z(x, t)) = r(x)z2(x, t)− z1(x, t)(s(x) + a(x) + b(x)(z1(x, t)− z3(x, t)))
F̂2(x, z(x, t)) = s(x)z1(x, t)− z2(x, t)(e(x) + f(x)(z2(x, t)− z4(x, t)))
F̂3(x, z(x, t)) = r̂(x)z4(x, t)− z3(x, t)(ŝ(x) + a(x) + b(x)(z1(x, t)− z3(x, t)))
F̂4(x, z(x, t)) = ŝ(x)z3(x, t)− z4(x, t)(e(x) + f(x)(z2(x, t)− z4(x, t)))

Definición 3.0.1 Sea Λ = R2
+ × (−R2

+), se define:

XΛ = {φ ∈ [C(Ω)]4|∀x ∈ Ω, φ(x) ∈ Λ}

Proposición 3.0.2 El sistema (3.3), es cooperativo para z(x, 0) ∈ XΛ.

Demostración. Basta notar que se cumple:

JzF̂1(x, z(x, t)) = [−(s(x) + a(x) + 2b(x)z1(x, t)− b(x)z3(x, t)), r(x), b(x)z1(x, t), 0]
JzF̂2(x, z(x, t)) = [s(x),−(e(x) + 2f(x)z2 − f(x)z4(x, t)), 0, f(x)z2(x, t)]
JzF̂3(x, z(x, t)) = [−b(x)z3(x, t), 0,−(ŝ(x) + a(x) + b(x)z1(x, t)− 2b(x)z3(x, t)), r̂(x)]
JzF̂4(x, z(x, t)) = [0,−f(x)z4(x, t), ŝ(x),−(e(x) + f(x)z2(x, t)− 2f(x)z4(x, t))]

Como −z3(x, t) ≥ 0 y −z4(x, t) ≥ 0, se concluye que:

∀i 6= j
∂F̂i
∂zj
≥ 0

Teorema 3.0.3 Sean φ, ψ ∈ [C(Ω)]4+, tales que φ ≤K ψ y u(x, t, φ), u(x, t, ψ), son soluciones
de (3.2) tales que: u(·, 0, φ) = φ y u(·, 0, ψ) = ψ, entonces:

u(·, t, φ) ≤K u(·, t, ψ)

Si φ <K ψ, entonces:
u(·, t, φ) <K u(·, t, ψ)

Más aún si φ, ψ ∈ Int([C(Ω)4]+) y φ <K ψ, entonces:

27



u(·, t, φ)�K u(·, t, ψ)

Demostración. Considerando F̂ , de la Proposición 3.0.2, se tiene que es cooperativo para
XΛ. También es fácil notar que se tiene la desigualdad de la ecuación (1.4), por lo tanto
considerando z(x, t, φ) y z(x, t, ψ) son dos soluciones del sistema (3.1), con z(x, t, φ) = Pφ y
z(x, t, ψ) = Pψ, se tiene que:

Pφ = z(x, t, φ) ≤4 z(x, t, ψ) = Pψ

Utilizando el Teorema 1.4.5, se obtiene que:

z(x, t, φ) ≤4 z(x, t, ψ),∀x ∈ Ω y t > 0

. Multiplicando esta última desigualdad, por la matriz P , se obtiene que:

u(x, t, φ) = Pz(x, t, φ) ≤K Pz(x, t, ψ) = u(x, t, ψ)

Con lo que se obtiene la primera parte del teorema y la monotonía del sistema (3.2). Para la
segunda parte se supondrá que φ, ψ ∈ ([C(Ω)2]++)2.

Nuevamente considerando φ <K ψ y u(x, t, φ), u(x, t, ψ), soluciones del sistema (3.2), tales
que: u(x, 0, φ) = φ y u(x, 0, ψ) = ψ.

Con la nueva hipótesis sobre φ y ψ, ahora F̂ además es irreductible, por lo que aplicando el
Teorema 1.4.7, entonces:

z(x, t, φ)�4 z(x, t, ψ),∀x ∈ Ω y t > 0

.

Esta última desigualdad, al multiplicarla por la matriz P , se obtiene que:

u(·, t, φ)�K u(·, t, ψ)

Concluyendo el teorema.

Para los casos en que solo exista una especie, es decir, al considerar condiciones iniciales
de la forma φ = (φ1, φ2, 0, 0), ψ = (0, 0, ψ1, ψ2) ∈ XΛ, se puede notar que el sistema se
convierte en los sistemas de 2 grupos (2.1) ó (2.3), respectivamente. En ambos casos el
sistema con condiciones iniciales en [C(Ω)2]+ sera monótono, invariante y su comportamiento
asintótico, sera conocido variando según las relaciones entre los coeficientes.

Para trabajar con mayor comodidad, al igual que en el capítulo anterior, se definirá el
semiflujo asociado al sistema (3.2).

Definición 3.0.4 Φt(φ) := u(·, t, φ), como el semiflujo definido en base a la solución del
sistema (3.2).
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Proposición 3.0.5 [C(Ω)4]+ es invariante para Φt y si f ∈ [[C(Ω)2]++]2, entonces: (0, 0, 0, 0)�4
Φt(f) para todo t > 0.

Demostración. Notar que a partir del sistema (3.2), se puede definir:

h1,1 = −(s(x) + a(x) + b(x)(u1(x) + v1(x))) ≤ 0, h1,2 = r(x) ≥ 0, h1,3 = h1,4 = 0

h2,1 = s(x) ≥ 0, h2,2 = −(e(x) + f(x)(u2(x) + v2(x)) ≤ 0, h2,3 = h2,4 = 0

h3,3 = −(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1(x) + v1(x))) ≤ 0, h3,4 = r̂(x) ≥ 0, h3,1 = h3,2 = 0

h4,3 = ŝ(x) ≥ 0, h4,4 = −(e(x) + f(x)(u2(x) + v2(x)) ≤ 0, h4,1 = h4,2 = 0

Con lo cual se obtiene que hi,j ≥ 0 si i 6= j.

Sea f ∈ [C(Ω)4]+, se obtiene que Φt(f) = u(x, t, f) solución del sistema (3.2), usando que:

Li[ui] +
4∑
j=1

hi,juj = 0⇒ Li[−ui] +
4∑
j=1

hi,j(−uj) = 0

Usando el Teorema 1.2.1, se tiene que como (−ui(·, 0, f)) ≤ 0, entonces:

(−ui(·, 0, f)) ≤ 0⇒ ui(·, t, f) ≥ 0

Por lo tanto: Φt(f) ≥4 (0, 0, 0, 0) lo que equivale a que Φt(f) ∈ [C(Ω)4]+
Considerando u(·, t, f), una solución del sistema (3.2) y u(·, 0, f) = f ∈ [[C(Ω)2]++]2, se sabe
que (0, 0) <2 (f1, f2) y (0, 0) <2 (f3, f4).

Suponiendo que hay un x0 ∈ Ω y t0 > 0 tal que −ui(x0, t0, f) = 0, sin pedida de generalidad
se considerará i = 1, entonces por los teoremas 1.2.1 y 1.2.2, como la derivada normal es 0.

∀t ≤ t0, u1(·, t, f) = 0

Como u es solución del sistema (0.3), entonces cumple que:

∂u1

∂t
(x, t, f) = d1∆u1(x, t, f)+r(x)u2(x, t, f)−u1(x, t, f)(s(x)+a(x)+b(x)(u1(x, t, f)+u3(x, t, f)))

Por lo tanto reemplazando, para todo t ∈ [0, t0) y x ∈ Ω

0 = r(x)u2(x, t, f)⇒ u2(x, t, f) = 0⇒ u2(·, 0, f) = 0

Con lo que se obtiene que (f1, f2) = (0, 0), lo que es una contradicción, pues (f1, f2) ∈
[C(Ω)2]++

Por lo tanto ∀t > 0, ∀x ∈ Ω,Φt(f)�4 (0, 0, 0, 0).

Con lo que se concluye.
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Usando la Proposición 3.0.5, se puede relajar la hipótesis del Teorema 3.0.3, de que
φ, ψ ∈ Int([C(Ω)4]+) a que φ, ψ ∈ [[C(Ω)2]++]2, pues es una condición más débil que permitirá
probar que F̂ es irreductible, dando origen a la Proposición 3.0.6.

Proposición 3.0.6 Si φ, ψ ∈ [[C(Ω)2]++]2 y φ <K ψ, entonces

u(x, t, φ)�K u(x, t, ψ)

Demostración. Primero utilizando la Proposición 3.0.5, se obtiene que t > 0, Φt(f) �4
(0, 0, 0, 0) para todo t > 0.

Ahora al observar que el jacobiano de la función F̂ , siempre tiene conectados los estados u1
con u2 y v1 con v2. Cuando se tiene que todas las componentes son estrictamente positivas,
ui se conecta con vi y viceversa vj con uj, con lo que se obtiene la irreductibilidad.

Con esto se tiene la hipótesis necesaria, para proceder con una demostración análoga a la del
Teorema 3.0.5.
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Capítulo 4

Sistema a coeficientes constantes

Primero se realizará un análisis completo del caso en que los coeficientes del sistema
(0.3), son constantes para todo x ∈ Ω, es decir, para esta situación las tasas de crecimiento,
muerte, entre otros coeficientes serán independientes de la posición.

4.1. Sistema Sin Desplazamiento
En una primera instancia se abordará el sistema sin difusión y a coeficientes constantes,

con el fin de encontrar las condiciones para obtener diferentes equilibrios y como varían sus
estabilidades, en función de las relaciones entre los coeficientes. También solo durante esta
sección, no se trabajará en todo [C(Ω)4]+, si no que en el subconjunto de las funciones cons-
tantes para facilitar los cálculos (de manera isomorfa se denotará a las funciones constantes
como vectores en R4

+, con el valor de su imagen). Esto último con el fin de evitar trabajar con
condiciones iniciales que en algunas regiones sean nulas, ya que para el sistema sin desplaza-
miento, las condiciones iniciales con una especie extinta, es decir, u1(x0, 0) = u2(x0, 0) = 0,
se tendrá que ∀t ≥ 0, u1(x0, t) = u2(x0, t) = 0, pues no se tiene la Proposición 3.0.5 (debido
a la ausencia de la difusión).

Utilizando el supuesto de condiciones iniciales constantes, estas condiciones siempre
evolucionarán en funciones constantes, ya que tendrán la misma dinámica para cualquier
posición.

Observación Estudiar solo las condiciones iniciales constantes, permitirá conocer el com-
portamiento del sistema, para condiciones iniciales generales en [C(Ω)4]+, pues el comporta-
miento será puntualmente el que tendría, una condición inicial constante igual a la función
en ese punto. Un ejemplo de esto se puede observar al final del capítulo, en la Figura 4.4.

El sistema para este caso estará dado por las siguientes dinámicas:
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∂u1

∂t
= ru2 − u1(s+ a+ b(u1 + v1)) para t > 0

∂u2

∂t
= su1 − u2(e+ f(u2 + v2)) para t > 0

∂v1

∂t
= r̂v2 − v1(ŝ+ a+ b(u1 + v1)) para t > 0

∂v2

∂t
= ŝv1 − v2(e+ f(u2 + v2)) para t > 0

(u1, u2, v1, v2)(0) = (u01, u02, v01, v02)

(4.1)

Utilizando los resultados del capítulo 3, se tiene que el semiflujo Φt(), definido por el sistema
(4.1), es monótono creciente para condiciones iniciales en R4

+, con el orden ≤K y fuertemente
monótono en ((R2)++)2. Si f ∈ ((R2)++)2, se puede notar que F () es irreductible y por ende:

Proposición 4.1.1 Si f ∈ ((R2)++)2, entonces (0, 0, 0, 0)�4 Φt(f)

Demostración. Como (f1, f2) ∈ (R2)++ ⇒ ∃i ∈ {1, 2}, 0 <
fi
2 < fi

Usando que (0, 0) <2 (f1, f2) y (0, 0) <2 (f3, f4), por lo tanto:(
f1

2 ,
f2

2 , f3, f4

)
<K f <K

(
f1, f2

f3

2 ,
f4

2

)

Aplicando la monotonía fuerte de Φt()

Φt

(
f1

2 ,
f2

2 , f3, f4

)
�K Φt(f)�K Φt

(
f1, f2

f3

2 ,
f4

2

)

Usando que:

(0, 0) ≤2 Φt

(
f1

2 ,
f2

2 , f3, f4

)
(1,2)

y (0, 0) ≤2 Φt

(
f1, f2,

f3

2 ,
f4

2

)
(3,4)

Entonces: (0, 0, 0, 0)�4 Φt(f)

4.1.1. Existencia de Equilibrios
En esta subsección se estudiarán las condiciones necesarias y suficientes para la exis-

tencia de equilibrios no negativos, para trayectorias con condiciones iniciales positivas para
el sistema de 4 grupos (4.1).
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4.1.1.1. Equilibrio Nulo

Este equilibrio (0, 0, 0, 0) siempre existe, pues cumple directamente todas las ecuaciones,
con igualdad a 0.

4.1.1.2. Equilibrio semitrivial (u1, u2, 0, 0)

Considerando condiciones iniciales de la forma (u1, u2, 0, 0), el sistema se reduce a:

∂u1

∂t
= ru2 − u1(s+ a+ b(u1)) para t > 0

∂u2

∂t
= su1 − u2(e+ f(u2)) para t > 0

v1 = v2 = 0 para t > 0

(u1, u2)(0) = (u01, u02)

(4.2)

Por lo que es equivalente a estudiar el sistema (2.4) de la especie (u1, u2), el cual es
cooperativo y monótono, respecto al orden ≤2. Para garantizar la existencia de un equilibrio
es necesario y suficiente, pedir que (s+a)e < sr, esta condición garantiza la existencia del par
(u1, u2) equilibrio positivo y único del sistema de una sola especie (4.2) y por ende existencia
del equilibrio semitrivial para las 2 especies.

Observación Se cumple que: ru1 = u2(s + a + bu1), su2 = u1(e + fu2) y sr = (s + a +
bu1)(e+ fu2)

4.1.1.3. Equilibrio semitrivial (0, 0, v1, v2)

De manera análoga, considerando condiciones iniciales de la forma (0, 0, v1, v2), el sis-
tema se reduce a: 

∂v1

∂t
= r̂v2 − v1(ŝ+ a+ b(v1)) para t > 0

∂v2

∂t
= ŝv1 − v2(e+ f(v2)) para t > 0

u1 = u2 = 0 para x ∈ Ω, t > 0

(v1, v2)(0) = (v01, v02)

(4.3)

Para garantizar la existencia de un equilibrio es necesario y suficiente, pedir que (ŝ+a)e < ŝr̂,
esta condición garantiza la existencia del par (v1, v2) equilibrio positivo y único del sistema
de una sola especie (4.3) y por ende existencia del equilibrio semitrivial para las 2 especies.

Observación En este caso se cumple que: r̂v1 = v2(ŝ + a + bv1), ŝv2 = v1(e + fv2) y
ŝr̂ = (ŝ+ a+ bv1)(e+ fv2)
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4.1.1.4. Equilibrios de coexistencias

Es esta subsección, se buscará determinar bajo qué condiciones existe un equilibrio,
para el cual ambas especies coexistan.

4.1.1.4.1. Caso s = ŝ

En este caso sucede que cualquier equilibrio (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) de coexistencia, debe cumplir
que:

ru∗2 = u∗1(s+ a+ b(u∗1 + v∗1)) (4.4)
r̂v∗2 = v∗1(ŝ+ a+ b(u∗1 + v∗1)) (4.5)
su∗1 = u∗2(e+ f(u∗2 + v∗2)) (4.6)
ŝv∗1 = v∗2(e+ f(u∗2 + v∗2)) (4.7)

Dividiendo (4.6) por (4.7), queda que

u∗1
u∗2

= v∗1
v∗2
⇐⇒ v∗2

u∗2
= v∗1
u∗1

(4.8)

Multiplicando (4.4) con (4.6) y (4.5) con (4.7), luego simplificando adecuadamente se obtiene
que:

sr = (s+ a+ b(u∗1 + v∗1)(e+ f(u∗2 + v∗2)) = sr̂ (4.9)

De (4.9) se obtiene que si r̂ 6= r, no existe equilibrio de coexistencia.

Considerando r = r̂, se tiene que los semitriviales coinciden, pues ambas ecuaciones
serían las mismas y por (4.8), se tiene que cumplir que v∗1 = Ku∗1 y v∗2 = Ku∗2. Notar que al
reemplazar en (4.4),(4.5), (4.6) y (4.7), junto con utilizar que ŝ = s y r̂ = r, las condiciones
se reducen a que:

ru∗2 = u∗1(s+ a+ b(1 +K)u∗1) (4.10)
su∗1 = u∗2(e+ f(1 +K)u∗2) (4.11)
Kv∗1 = u∗1, Kv

∗
2 = u∗2 (4.12)

Para cualquier K > 0, el sistema tiene solución si y solo si sr > (s+ a)e, es decir existen los
semitriviales.

Finalmente, se puede concluir que para el caso s = ŝ:

Si r 6= r̂ no existe equilibrio de coexistencia.

Si r = r̂ y no existen los semitriviales, tampoco hay equilibrios.

Si r = r̂ y existen los semitriviales, hay infinitos equilibrios de coexistencia y vie-
nen dados por la recta que conecta los equilibrios semitriviales, la cual se parametriza por:
(αu1, αu2, (1− α)u1, (1− α)u2), para α ∈ [0, 1]
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4.1.1.4.2. Caso s 6= ŝ

En este caso se debe cumplir que para cualquier equilibrio (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) de coexistencia:

ru∗2 = u∗1(s+ a+ b(u∗1 + v∗1)) (4.13)
su∗1 = u∗2(e+ f(u∗2 + v∗2)) (4.14)
r̂v∗2 = v∗1(ŝ+ a+ b(u∗1 + v∗1)) (4.15)
ŝv∗1 = v∗2(e+ f(u∗2 + v∗2)) (4.16)

Dividiendo (4.14) por (4.16), queda que

s
u∗1
u∗2

= ŝ
v∗1
v∗2

(4.17)

Multiplicando (4.13) con (4.14) y (4.15) con (4.16), luego simplificando adecuadamente
se obtiene que:

sr = (s+ a+ b(u∗1 + v∗1)(e+ f(u∗2 + v∗2)) 6= (ŝ+ a+ b(u∗1 + v∗1)(e+ f(u∗2 + v∗2)) = ŝr̂ (4.18)

De (4.18) se obtiene que es necesario que ŝr̂ 6= sr, pues en caso contrario no existe equilibrio
de coexistencia.

Considerando sr 6= ŝr̂. Restando (4.13) con (4.15), se obtiene que:

r
u∗2
u∗1
− r̂ v

∗
2
v∗1

= (s− ŝ) (4.19)

Reemplazando (4.17) en (4.19), se obtiene que:

u∗2
u∗1

(
r − ŝr̂

s

)
= (s− ŝ) ⇐⇒ u∗2 = s(s− ŝ)

sr − ŝr̂
u∗1 (4.20)

Observado esta igualdad (4.20), se aprecia que otra condición necearía es que:
(s− ŝ)(sr − ŝr̂) > 0. Reemplazando (4.20) en (4.13), se obtiene:

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

= (s+ a+ b(u∗1 + v∗1)) ⇐⇒ v∗1 =

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
− u∗1 (4.21)

De manera similar con (4.20) en (4.14).

(sr − ŝr̂)
(s− ŝ) = (e+ f(u∗2 + v∗2)) ⇐⇒ v∗2 =

(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f
− s(s− ŝ)
sr − ŝr̂

u∗1 (4.22)
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Reemplazando (4.20) en (4.17), se obtiene que:

(sr − ŝr̂)
(s− ŝ) = ŝ

v∗1
v∗2
⇐⇒ (sr − ŝr̂)

(s− ŝ) = ŝ

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
− u∗1

(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f
− s(s− ŝ)
sr − ŝr̂

u∗1

(4.23)

Despejando u∗1 se obtiene:

u∗1 = 1
s− ŝ

(sr − ŝr̂)
(s− ŝ)


(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f

− ŝ
sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b

 (4.24)

Con esto se obtiene que, de tener un equilibrio de coexistencia, este es único. Para
asegurar que sea positivos en todas sus componentes hay que pedir que u∗1 > 0, v∗1 > 0 y que
(s− ŝ)(sr − ŝr̂) > 0, pues esta última condición asegura la positividad de las dos restantes.
Reemplazando u∗1 en v∗1, se obtiene que:

v∗1 = 1
s− ŝ

s
sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
− (sr − ŝr̂)

(s− ŝ)


(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f


 (4.25)

Para el caso en que s > ŝ, se pide sr > ŝr̂, junto con:

s

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
>

(sr − ŝr̂)
(s− ŝ)


(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f

 > ŝ

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
(4.26)

Para el caso s < ŝ, se pide sr < ŝr̂, junto con:

s

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
<

(sr − ŝr̂)
(s− ŝ)


(sr − ŝr̂)
s− ŝ

− e

f

 < ŝ

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
(4.27)

Finalmente, se probará que estas condiciones son equivalentes a pedir:

sr > ((s+ a) + bv1)(e+ fv2 (4.28)
ŝr̂ > ((ŝ+ a) + bu1)(e+ fu2) (4.29)
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con (u1, u2, 0, 0) y (0, 0, v1, v2), los equilibrios semitriviales. Se partirá probando que es sufi-
ciente, notando que: (4.28) −ŝr̂ y sr−(4.29), se obtiene la siguiente desigualdad:

((s− ŝ))(e+ fu2) > sr − ŝr̂ > ((s− ŝ))(e+ fv2)⇒ sr − ŝr̂
s− ŝ

> e > 0 (4.30)

La primera condición se cumple claramente, ahora solo falta probar que las dos desigualdades
se tienen.

Para el caso s > ŝ, se tiene que.

sr − ŝr̂
s− ŝ

< e+ fu2 ⇒


sr − ŝr̂
s− ŝ

− e

f

 sr − ŝr̂
s− ŝ

< u2(e+ fu2) = su1 (4.31)

Por otro lado:

s− ŝ
sr − ŝr̂

>
1

e+ fu2
y sr

e+ fu2
= ((s+ a) + bu1)⇒ s

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
> su1 (4.32)

Con lo que se concluye la primera desigualdad. Para la siguiente hay que notar que análoga-
mente:

sr − ŝr̂
s− ŝ

> e+ fv2 ⇒


sr − ŝr̂
s− ŝ

− e

f

 sr − ŝr̂
s− ŝ

> v2(e+ fv2) = ŝv1 (4.33)

Por otro lado:

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− ((s+ a) + bv1) = ŝr̂((s+ a) + bv1)(e+ fv2)− sr((ŝ+ a) + bv1)(e+ fv2)
(sr − ŝr̂)(e+ fv2) (4.34)

Como ŝr̂ = ((ŝ+a)+bv1)(e+fv2) y sr > ((ŝ+a)+bv1)(e+fv2), se tiene que el lado derecho
es negativo, por ende:

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

< ((s+ a) + bv1)⇒ ŝ

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
< ŝv1 (4.35)

Con (4.33) y (4.35), se concluye la otra desigualdad. Por lo que estas condiciones son su-
ficientes para garantizar que exista un único equilibrio de coexistencia positivo. El caso de
ŝ > s es análogo.
Ahora se probará que son necesarias. Suponiendo que: ŝr̂ = (ŝ + a + bv1)(e + fv2) sr ≤
(s+ a+ bv1)(e+ fv2), también solo se hará el caso s > ŝ, pues el otro es análogo. Si sr ≤ ŝr̂,
se está listo, pues u∗1 y u∗2 tiene signo contrario, por lo que:

sr − ŝr̂ ≤ (s− ŝ)(e+ fv2)⇒ sr − ŝr̂
s− ŝ


sr − ŝr̂
s− ŝ

− e

f

 ≤ v2(e+ fv2) = ŝv1 (4.36)
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sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− ((s+ a) + bv1) = ŝr̂((s+ a) + bv1)(e+ fv2)− sr((ŝ+ a) + bv1)(e+ fv2)
(sr − ŝr̂)(e+ fv2) (4.37)

Como ŝr̂ = ((ŝ+a)+bv1)(e+fv2) y sr ≤ ((ŝ+a)+bv1)(e+fv2), se tiene que el lado derecho
es mayor o igual a 0, por ende:

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

≥ ((s+ a) + bv1)⇒ ŝ

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
≥ ŝv1 (4.38)

Con (4.37) y (4.38), se concluye que la desigualdad es contraria y por ende u1 ≤ 0. Por
lo que la condición contraria es necesaria para garantizar que exista un único equilibrio de
coexistencia positivo.

Para el caso en que sr = (s + a + bu1)(e + fu2), ŝr̂ ≤ (ŝ + a + bu1)(e + fu2), se tiene
que.

sr − ŝr̂
s− ŝ

≥ e+ fu2 ⇒


sr − ŝr̂
s− ŝ

− e

f

 sr − ŝr̂
s− ŝ

≥ u2(e+ fu2) = su1 (4.39)

Por otro lado:

s− ŝ
sr − ŝr̂

≤ 1
e+ fu2

y sr

e+ fu2
= ((s+ a) + bu1)⇒ s

sr(s− ŝ)
sr − ŝr̂

− (s+ a)

b
≤ su1

(4.40)

Con lo que se concluye que la primera desigualdad sería falsa y por ende v1 ≤ 0.
Finalmente, con esto se obtiene que:

Si s 6= ŝ:

u∗1 > 0, u∗2 > 0, v∗1 > 0, v∗2 > 0 ⇐⇒ ŝr̂ > (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2 y sr > (s+ a+ bv1)(e+ fv2)

4.1.2. Estabilidad de los Equilibrios
Esta subsección se analizará el comportamiento asintótico de los equilibrios del sistema

(4.1), estudiando las distintas relaciones de coeficientes y condiciones iniciales.

Primero se estudiará el jacobiano evaluado en algunos equilibrios. El jacobiano JF (u1, u2, v1, v2)
del sistema para un punto cualquiera viene dado por la siguiente matriz:
−(s+ a+ 2bu1 + bv1) r −bu1 0

s −(e+ 2fu2 + fv2) 0 −fu2

−bv1 0 −(ŝ+ a+ bu1 + 2bv1) r̂

0 −fv2 ŝ −(e+ fu2 + 2fv2)
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En particular para (0, 0, 0, 0) es:

JF (0, 0, 0, 0) =


−(s+ a) r 0 0

s −e 0 0
0 0 −(ŝ+ a) r̂

0 0 ŝ −e


El cual tiene como polinomio característico:

p(λ) = ((s+ a+ λ)(e+ λ)− sr)((ŝ+ a+ λ)(e+ λ)− ŝr̂)

Con esto se tiene que si sr ≤ (s+a)e ( ó sr > (s+a)e) tiene los primeros dos valores propios
negativos (uno negativo y uno positivo) y análogo si ŝr̂ ≤ (ŝ+ a)e (ó ŝr̂ > (ŝ+ a)e) tiene los
restantes dos valores propios negativos (uno negativo y uno positivo).

En resumen, debido a que estas condiciones son las mismas que inducen la existencia de
los equilibrios semitriviales, si existen un equilibrio semitrivial, este genera una dirección de
inestabilidad en el origen, pues el equilibrio semitrivial atraerá las soluciones de su semi-plano
y más adelante se probará que atraerá todas las condiciones iniciales estrictamente positivas.

Para el caso de un semitrivial (u1, u2, 0, 0), el jacobiano es:

JF (u1, u2, 0, 0) =


−(s+ a+ 2bu1 r −bu1 0

s −(e+ 2fu2 0 −fu2

0 0 −(ŝ+ a+ bu1 r̂

0 0 ŝ −(e+ fu2)


El cual tiene como polinomio característico:

p(λ) = ((s+ a+ 2bu1 + λ)(e+ fu2 + λ)− sr)((ŝ+ a+ bu1 + λ)(e+ fu2 + λ)− ŝr̂)

El primer término siempre entrega valores propios negativos, el segundo termino si ŝr̂ ≤
(ŝ+a+ bu1)(e+ fu2) (ó ŝr̂ > (ŝ+a+ bu1)(e+ fu2)), entregará dos valores propios negativos
(uno positivo y uno negativo).

De manera similar (0, 0, v1, v2) estará relacionado por la desigualdad sr ≤ (s + a +
bv1)(e+ fv2).

4.1.2.1. Caso (s+ a)e ≥ sr y (ŝ+ a)e ≥ ŝr̂

En este caso el único equilibrio que existe es el nulo, el cual se sabe que para estas
condiciones es localmente estable.

Proposición 4.1.2 En este caso ∀(u1, u2, v1, v2) ∈ R4
+, se tiene que:

Φt(u1, u2, v1, v2)→ (0, 0, 0, 0)

Demostración. Para los casos de los sistemas de una especie, (u1, u2) y (v1, v2) (son equi-
valente a los casos de solo una especie y la otra extinta en R2

+), con condiciones iniciales
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positivas las especies se extinguen, es decir, convergen a (0, 0). Por lo que se puede decir que
para (f1, f2) ∈ R2

+:

Φt(f1, f2, 0, 0) = (T ut (f1, f2), 0, 0)→ (0, 0, 0, 0)

y (g1, g2) ∈ R2
+

Φt(0, 0, g1, g2) = (0, 0, T vt (g1, g2))→ (0, 0, 0, 0)

Sea (u1, u2, v1, v2) ∈ R4
+, se tiene que:

(0, 0, v1, v2) ≤K (u1, u2, v1, v2) ≤K (u1, u2, 0, 0)

Por lo tanto usando que el sistema es monótono con el orden ≤K :

Φt(0, 0, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, 0, 0)

Usando la convergencia de los 2 sistemas de una especie de (4.2) y (4.3), por lo que:

Φt(0, 0, v1, v2)→ (0, 0, 0, 0)

y de manera análoga
Φt(u1, u2, 0, 0)→ (0, 0, 0, 0)

Por lo tanto:
Φt(u1, u2, v1, v2)→ (0, 0, 0, 0)

Finalmente, para este caso, se concluye que cualquier condición inicial positiva converge
al (0, 0, 0, 0).

4.1.2.2. Caso (s+ a)e < sr y (ŝ+ a)e ≥ ŝr̂

En este caso solo hay 2 equilibrios, el nulo y el semitrivial (u1, u2, 0, 0). Se espera que
solo sobreviva la especie dominante (u1, u2), pues la otra no sobrevive ni si quiera en el caso
de estar sola.

Este caso es análogo al caso (s + a)e ≥ sr y (ŝ + a)e < ŝr̂, haciendo los cambios
correspondientes, al considerar el otro equilibrio semitrivial (0, 0, v1, v2), por lo que solo se
abordará este.

Observación Todas los condiciones de la forma (0, 0, v1, v2), con (v1, v2) ∈ R2
+ convergen

a (0, 0, 0, 0) y las condiciones de la forma (u1, u2, 0, 0), con (u1, u2) ∈ (R2)++ convergen a
(u1, u2, 0, 0), pues se heredan los comportamientos de los subsistema (4.2) y (4.3).

Proposición 4.1.3 Sea una condición positiva z = (u1, u2, v1, v2) ∈ ((R2)++)2, se tiene que
Φt(u1, u2, v1, v2)→ (u1, u2, 0, 0)
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Demostración. Nuevamente se tiene que:

(0, 0, v1, v2) ≤K (u1, u2, v1, v2) ≤K (u1, u2, 0, 0)

Φt(0, 0, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, 0, 0)

Por las desigualdades anteriores y la monotonía del sistema como Φt(0, 0, v1, v2)→ (0, 0, 0, 0),
se tiene que ω((u1, u2, v1, v2)) ⊂ [(0, 0, 0, 0), (u1, u2, 0, 0)]K .

Para descartar que (0, 0, 0, 0) este en el omega límite de z.

Suponiendo que existe una sucesión tn a infinito tal que Φtn(z)→ (0, 0, 0, 0).

Utilizando la Proposición 2.2.1, el sistema de una sola especie (u1, u2) tiene un valor propio
principal en (0, 0) positivo λ0, y un vector propio positivo (x1, x2), de norma 1, por lo tanto
(0, 0, 0, 0) tiene un valor propio positivo λ0 asociado al vector propio (x1, x2, 0, 0), con x1 > 0
y x2 > 0, el cual cumple que:

∀ε ∈
(

0, λ0

2 max{b, f}

]
:

r(εx2)− (εx1)(s+ a+ b(εx1)) = εx1(λ0 − εbx1) > 0

y
s(εx1)− (εx2)(e+ f(εx2)) = εx2(λ0 − εfx2) > 0

Por otro lado de manera análoga, el sistema de (v1, v2), al tener ambos valores propios nega-
tivos en las direcciones del plano v1×v2, se tiene que para y1, y2 > 0 el vector propio positivo
asociado al valor propio negativo λ1, entonces ∀ε1 > 0:

r̂(ε1y2)− (ε1y1)(ŝ+ a+ b(ε1y1)) = ε1y1(λ1 − bε1y1) < 0

y
ŝ(ε1y1)− (ε1y2)(e+ f(ε1y2)) = ε1y2(λ1 − fε1y2) < 0

Sea 0 < ε1 <
λ0

2 max{b, f} , por continuidad ∃δ > 0 tal que:

r(ε1x2) > (ε1x1)(s+ a+ b(ε1x1 + δ))

y
s(ε1x1) > (ε1x2)(e+ f(ε1x2 + δ))

Como (u1, u2, v1.v2) ∈ ((R2)++)2, usando la Proposición 4.1.1 entonces:

∀t > 0 : (0, 0, 0, 0)�4 Φt(u1, u2, v1.v2)

Por hipótesis, se tiene que φtn(z) → (0, 0, 0, 0), por lo tanto ∀ε2, ∃N∗ tal que para todo
tn > tN∗ : (0, 0)�2 [Φtn(z)](3,4) ≤2 (ε2y1, ε2y2)
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Sea ε2 > 0 y t1 > tN∗ > 0 tal que: Φt1(z) = (û1, û2, v̂1, v̂2)�4 (0, 0, 0, 0) y

0 < v̂1 < ε2y1 < δ y 0 < v̂2 < ε2y2 < δ

Sea 1 ≥ λ > 0 tal que: λε1x1 < û1 y λε1x2 < û2. Se tiene que λ > 0, pues xi y ûi, son
positivos.

Con esto se obtiene que:

r(ε1x2) > (ε1x1)(s+ a+ b(ε1x1 + ε2y1))

⇒ r(λε1x2) > (λε1x1)(s+ a+ b(ε1x1 + ε2y1)) ≥ (λε1x1)(s+ a+ b(λε1x1 + ε2y1))

Similarmente
s(ε1x1) > (ε1x2)(e+ f(ε1x2 + ε2y2))

⇒ s(λε1x1) > (λε1x2)(e+ f(ε1x2 + ε2y2)) ≥ (λε1x2)(e+ f(λε1x2 + ε2y2))

Por otro lado
r̂(ε2y2) < (ε2y1)(ŝ+ a+ b(ε2y1))

⇒ r̂(ε2y2) < (ε2y1)(ŝ+ a+ b(ε2y1 + λε1x1))

y similarmente
ŝ(ε2y1) < (ε2y2)(e+ f(ε2y2))

⇒ ŝ(ε2y1) < (ε2y2)(e+ f(ε2y1 + λε1x2))

Por lo que tomando zinf = (λε1x1, λε1x2, ε2y1, ε2y2), se obtiene que zinf ≤k φt1(z) y por
construcción zinf es monótono creciente en ≤K , por lo que zinf �K Φt(zinf ) ≤K φt+t1(z),
por el Teorema 1.4.1, se tiene que Φt(zinf ) converge y como al observar las dos primeras
componentes son crecientes, no puede ser nulo y el único equilibrio posible es (u1, u2, 0, 0),
con lo que se obtiene que: φt(z)→ (u1, u2, 0, 0), lo que es una contradicción.

Por lo tanto (0, 0, 0, 0) 6∈ ω(u1, u2, v1, v2), lo que implica que:

ω(u1, u2, v1,2 ) ⊆ [[(0, 0, 0, 0), (u1, u2, 0, 0)]K

y como el conjunto omega limite es invariante a aplicar Φt(), se tiene que:

ω(u1, u2, v1, v2) ⊂ Φt([[(0, 0, 0, 0), (u1, u2, 0, 0)]K)

Como todos los puntos del conjunto de la derecha, pertenecen al semi-plano, con condiciones
iniciales positivas, todos convergen al equilibrio (u1, u2, 0, 0) y por ende: ω(u1, u2, v1, v2) ⊂
(0, 0, u1, u2), como todas las orbitas son acotadas el omega limite es no vació, por lo que se
concluye que el conjunto es este único punto y por ende atrae a todo el sistema, para las
condiciones iniciales en ((R2)++)2.

Finalmente, para cualquier condición inicial con (u1, u2) ∈ (R2)++, se converge al semi-
trivial (u1, u2, 0, 0) y las con u1, u2 = 0, convergen a (0, 0, 0, 0).

Como se mencionó al comienzo el caso de la otra condición para el equilibrio semitrivial
(0, 0, v1, v2), es análogo.
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Para cualquier condición inicial con v1, v2 ∈ (R2)++, se converge al semitrivial (0, 0, v1, v2)
y las con v1, v2 = 0, convergen a (0, 0, 0, 0).

4.1.2.3. Caso (s+ a)e < sr ≤ (s+ a+ bv1)(e+ fv2) y
(ŝ+ a)e < ŝr̂ ≤ (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)

Este caso es imposible, si es que s 6= ŝ, recordando que:

sr = (s+ a+ bu1)(e+ fu2 y ŝr̂ = (ŝ+ a+ bv1)(e+ fv2)

Entonces:
(s− ŝ)(e+ fu2) ≤ sr − ŝr̂ ≤ (s− ŝ)(e+ fv2)

Si s > ŝ, se tiene que:

(e+ fu2) ≤ sr − ŝr̂
(s− ŝ) ≤ (e+ fv2)⇒ u2 ≤ v2

Como sr = (s+ a+ bu1)(e+ fu2)⇒ u1 ≤ v1 o u2 ≤ v2

Por otro lado ŝr̂ = (s+ a+ bu1)(e+ fu2)⇒ v1 ≤ u1 o v2 ≤ u2.

Si v2 ≤ u2 ⇒ u2 = v2, por lo tanto su1 = u2(e + fu2) = v2(e + fv2) = ŝv1 < sv1 ⇒
u1 < v1 Entonces:

ŝr̂ = (ŝ+ a+ bv1)(e+ fv2) > (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)

Lo cual es una contradicción.

Si v2 > u2, entonces u1 ≥ v1.

Por otro lado se tiene que: su1 = u2(e + fu2) < v2(e + fv2) = ŝv1 < sv1 ⇒ u1 < v1, lo
cual es una contradicción inmediata.

El caso ŝ > s es análogo.

Considerando s = ŝ, se tiene que para estar en este caso es necesario que sr = ŝr̂, es decir,
r = r̂, pues las condiciones de la derecha al igualar s = ŝ, entregan que sr ≤ ŝr̂ y ŝr̂ ≤ sr.
Por lo tanto para este caso existen infinitos equilibrios caracterizados por la recta que conecta
los equilibrios semitriviales (u1, u2, 0, 0) y (0, 0, u1, u2): (αu1, αu2, (1− α)u1, (1− α)u2), con
α ∈ [0, 1].

La siguiente proposición será válida para todos los casos en que existan ambos semitri-
viales y entregará un conjunto atractor de todas las condiciones en R4

+, el cual se denotará
por R

Proposición 4.1.4 Si z ∈ R4
+, entonces:

ω(z) ⊂ R := [(0, 0, u1, u2, (u1, u2, 0, 0)]K

Demostración. Sean (u1, u2, 0, 0) y (0, 0, v1, v2), los equilibrios semitriviales.
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Si z ∈ R4
+, entonces siempre se tiene la siguiente desigualdad:

(0, 0, z3, z4) ≤K z ≤K (z1, z2, 0, 0)

Por lo que usando la monotonía:

Φt(0, 0, z3, z4) ≤K z ≤K Φt(z1, z2, 0, 0)

Como Φt(0, 0, z3, z4)→ (0, 0, v1, v2) y Φt(z1, z2, 0, 0)→ (u1, u2, 0, 0)

Se obtiene que ω(z) ⊂ [(0, 0, v1, v2, (u1, u2, 0, 0)]K

Primero se descartarán los casos en que una de las especies esta extinta, pues en esos
casos la convergencia es hacia el equilibrio semitrivial correspondiente, si se tienen condicio-
nes de la forma (u1, u2, 0, 0), se convergerá a (u1, u2, 0, 0) y similarmente con (0, 0, v1, v2) a
(0, 0, u1, u1).

Ahora se utilizará la Proposición 4.1.4, por lo tanto: R atrae a todos los puntos positivos

Sea z ∈ R∩((R2)++)2 un punto cualquiera. A continuación usando la Proposición 4.1.1,
se tiene que ∀t > 0, Φt(z)�4 (0, 0, 0, 0)

Por lo tanto para cada t > 0, se puede definir:

zmin,t = min
α∈[0,1]

{(αu1, αu2, (1− α)v1, (1− α)v2) ≤K Φt(z)}

y
zmax,t = max

α∈[0,1]
{(αu1, αu2, (1− α)v1, (1− α)v2) ≥K Φt(z)}

Rt := [zmin,t, zmax,t]K ( R

Proposición 4.1.5 Si z ∈ R ∩ ((R2)++)2, Rt converge a un único punto, el cual es un
equilibrio de coexistencia del sistema de 2 especies. Más aún Φt(z) también converge a este
punto.

Demostración. Usando que zmin,t y zmax,t son monótonos y acotados, se tiene que:

sup
t≥0

zmin,t = zmin,∞ y inf
t≥0

zmax,t = zmax,∞

Si zmin,∞ = zmax,∞, el conjunto Rt converge a un único punto y se tiene la convergencia, pues
es el único posible valor que toma Φt(z).

Si zmin,∞ 6= zmax,∞, entonces: Φt(z) 6→ zmin,∞ y Φt(z) 6→ zmax,∞

ω(z) ⊂ [zmin,∞, zmax.∞]K\{zmin,∞, zmax,∞}

Por lo que usando que es fuertemente monótono y el omega limite es invariante:

ω(z) ⊂ [[zmin,∞, zmax.∞]]K
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Entonces existe zmin �K zmin,∞ y un zmax �K zmax,∞, tales que:

ω(z) ⊂ [zmin, zmax]K

Lo cual contradice que zmin,∞ y zmax,∞, sean los supremos e ínfimos. Con lo que se concluye
que el límite de Rt solo puede ser un único punto y Φt(z) converge a él.

La Figura 4.1 es una representación gráfica de la Proposición 4.1.5.

(u1, u2, 0, 0)

(0, 0, v1, v2)

(0, 0, 0, 0)

z

zmin,0

zmax,0

R0

zmax,t

Φt(z)

zmin,t

RtR∞

R

Figura 4.1: Representación del conjunto Rt, para cada tiempo

Proposición 4.1.6 Si z ∈ (R+)4, entonces: existe un α ∈ [0, 1] tal que:

ω(z) = {(αu1, αu1, (1− α)u1, (1− α)u1)}

Demostración. Para los casos en ausencia de una especie, el resultado es directo, pues se
converge al casa con α ∈ {0, 1} dependiendo la especie ausente.

Por lo tanto para z ∈ ((R2)++)2, utilizando que cualquier punto positivo es atraído por R,
se obtiene que:

ω(z) ⊂ R

Si Φt(z) converge a un semitrivial, se obtiene el resultado, en caso contrario, se obtiene que

ω(z) ⊂ R ∩ ((R2)++)2

Por lo tanto, usando la invarianza del omega limite y la Proposición 4.1.5, se concluye el
comportamiento de todas las condiciones positivas convergen a un equilibrio.

45



Observación Se sabe que todos los puntos convergen a equilibrios de la recta, pero no se
sabe una clasificación global de cuales condiciones convergen a un determinado equilibrio.

Un ejemplo,es el siguiente:

Cuando v1

u1
(0) = v2

u2
(0) = C, se obtiene que las dinámicas son una ponderación de la

otra, por lo tanto se converge a

(α∗u1, α
∗u2, (1− α∗)v1, (1− α∗)v2, con α∗ = 1

1 + C

4.1.2.4. Caso sr > (s+ a+ bv1)(e+ fv2) y (ŝ+ a)e < ŝr̂ ≤ (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)

Sera análogo al caso en que (s + a)e < sr ≤ (s + a + bv1)(e + fv2) y ŝr̂ > (ŝ + a +
bu1)(e+ fu2).

En este caso solo hay 3 equilibrios, pues no hay condiciones de coexistencia.

Al igual que en los casos anteriores si una condición inicial presenta, solo una especie,
se convergerá a su semitrivial respectivo.

Proposición 4.1.7 Para cualquier condición inicial en ((R2)++)2, se convergerá al equilibrio
semitrivial de la especie dominante, para este caso (u1, u2, 0, 0) y para el caso análogo a
(0, 0, v1, v2).

Demostración. Para su demostración se utilizará principalmente el Teorema 4.1.8.

Teorema 4.1.8 Suponiendo que se tienen (H1)− (H5):

1. (H1) : T es fuertemente monótono con respecto al orden ≤K .

2. (H2) : Tt(0) = 0,∀t ≥ 0 y 0 es un equilibrio repelente, es decir, existe una vecindad U
de (0, 0, 0, 0), tal que para cada (u01, u02, v01, v02) ∈ U, (u01, u02, v01, v02) 6= 0, existe un
t0 > 0, para el cual Tt0(u01, u02, v01, v02) 6∈ U.

3. (H3) : Tt((C(Ω))2
+ × {(0, 0)}) ⊂ (C(Ω))2

+ × {(0, 0)}, ∀t ≥ 0. También existe, (u1, u2, 0, 0)
tal que Tt(u1, u2, 0, 0) = (u1, u2, 0, 0),∀t ≥ 0, y Tt(u1, u2, 0, 0)→ (u1, u2, 0, 0) cuando t→
∞, ∀(u1, u2) ∈ (R2)++. La condición simétrica con la otra componente.

4. (H4) : Si (u1.u2, v1, v2) ∈ ((R2)++)2 entonces Tt(u1.u2, v1, v2) �4 (0, 0, 0, 0) para t >
0. Si w1, w2 ∈ R4

+ satisfacen w1 <K w2 y si alguno de los dos, está en Int(R4
+), entonces

Tt(w1)�K Tt(w2),∀t > 0.

5. (H5) : ∀t > 0, Tt : (R4
+)→ (R4

+) y es C1

junto con:

1. El sistema (4.1), no tiene equilibrios en Int([C(Ω)4]+)
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2. El equilibrio semitrivial (0, 0, v1, v2), es inestable (para el caso análogo el semitrivial
(u1, u2, 0, 0), es inestable).

3. Alguna trayectoria que comienza en Int(R), no converge a (0, 0, v1, v2) (para el caso
análogo a (u1, u2, 0, 0)), en donde:

R = [(0, 0, v1, v2, (u1, u2, 0, 0)]K

Entonces para cualquier (u1, u2, v1, v2) ∈ ((R2)++)2.

Φt(u1, u2, v1, v2)→ (u1, u2, 0, 0)

(y para el análogo: Φt(u1, u2, v1, v2)→ (0, 0, v1, v2))

Demostración. Este teorema esta demostrado en [14], como el Teorema 1.4, considerando
X1 = X2 = (R2)++. Esta demostración utiliza, los resultados previos del paper de [15],
principalmente el Teorema B.

Notando que se verifican todas las hipótesis, junto con que para este caso, que el equilibrio
semitrivial (0, 0, v1, v2), es inestable. Usando el Teorema 4.1.8, se concluye que la convergencia
es al semitrivial dominante.

4.1.2.5. Caso sr > (s+ a+ bv1)(e+ fv2) y ŝr̂ > (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)

En este caso hay 4 equilibrios, pues aparece el de coexistencia E = (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2), por
otro lado, es imposible que s = ŝ y tampoco puede suceder que ŝr̂ = sr.

Primero nuevamente para los casos en que solo hay una especie, convergerán a su
equilibrio del subsistema.

Se asumirá para todo lo siguiente que u1(0) > 0 o u2(0) > 0 y v1(0) > 0 o v2(0) > 0,
pues si (u1, u2, v1, v2) ∈ ((R2)++)2 y por ende al utilizar la Proposición 4.1.1, serán todos
positivos.

Usando la Proposición 4.1.4, en particular el equilibrio E = (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) pertenece a
R:

Proposición 4.1.9 Existe un zmax tal que:

Φt(zmax)�K zmax �K (u1, u2, 0, 0)

Demostración. Recordando que para un semitrivial (u1, u2, 0, 0), el jacobiano es:

DF (u1, u2, 0, 0) =
(
Jx Bx

0 Cx

)
=


−(s+ a+ 2bu1 r −bu1 0

s −(e+ 2fu2 0 −fu2

0 0 −(ŝ+ a+ bu1 r̂

0 0 ŝ −(e+ fu2)
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Y se sabe que tiene un valor propio positivo, llamándolo λ, este valor propio coincide con el
valor propio positivo de

Cx =
(
−(ŝ+ a+ bu1 r̂

ŝ −(e+ fu2)

)

El cual tiene asociado un vector propio y = (y1, y2), con y1 > 0 e y2 > 0, por lo tanto
Cxy = λy. Ahora se buscará un x = (x1, x2) tal que: Jxx+Bxy = λx.

Como Jx tiene valores propios negativos, S(Jx − λ) = S(Jx)− λ < 0, por lo tanto (Jx − λI)
es invertible.

Utilizando el Corolario 1.4.9, por (4) se tiene que −(Jx− λI)−1 � 0, Como −Bxy � 0, pues
Bx es diagonal negativa, se concluye que x = −(Jx − λI)−1Bxy � 0.

Por lo tanto: (x, y) �K (0, 0, 0, 0), es una dirección de salida del equilibrio semitrivial
(u1, u2, 0, 0).

Así que zmax,ε = (u1, u2, 0, 0) + ε(x, y), para ε0 suficientemente pequeño se cumple que:

F (zmax,ε) = DF (u1, u2, 0, 0)ε(x, y) + o(ε)�K (0, 0, 0, 0) ∀0 < ε < ε0

Usando la definición del semiflujo Φt(), se tiene que:

dΦt

dt
(zmax,ε) = F (Φt(zmax,ε))

Tomando t0 pequeño, como Φ0(zmax,ε) = zmax,ε y usando la continuidad de F se obtiene que:

dΦt

dt
(zmax,ε) = F (Φt(zmax,ε))�K (0, 0, 0, 0) ∀0 < t < t0

y con esto se concluye que:

Φt(zmax,ε)�K Φ0(zmax,ε) = zmax,ε �K (u1, u2, 0, 0) ∀0 < ε < ε0, ∀0 < t < t0

Entonces notando que δ > 0:

Φt+δ(zmax,ε) = Φδ(Φt(zmax,ε))�K Φδ(zmax,ε)

Se concluye que:

Φt(zmax,ε)�K Φ0(zmax,ε) = zmax,ε �K (u1, u2, 0, 0) ∀0 < ε < ε0, ∀0 < t

Observación De manera similar utilizando el otro equilibrio semitrivial, se definirá zmin,ε,
tal que:

(0, 0, v1, v2)�K zmin,ε = Φ0(zmin,ε)�K Φt(zmin,ε ∀0 < ε < ε0,∀0 < t
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Considerando W1 := [[E, (u1, u2, 0, 0)]]K .

Proposición 4.1.10 Todos los z ∈ W1, son atraídos por E.

Demostración. Utilizando el Teorema 1.4.2, hay 3 opciones:

La primera que exista un equilibrio en el interior, esto es imposible, pues los otros dos
equilibrios no están en el intervalo.

La segunda que el extremo derecho atrae a todo el intervalo exceptuando al otro extremo,
esto también es imposible, pues usando la dirección anterior, se tiene que existe un ε > 0, tal
que:

E ≤K zmax,ε = (u1, u2, 0, 0) + ε(x1, x2, y1, y2)�K (u1, u2, 0, 0)

E �K φt(zmax,ε)�K zmax,ε �K (u1, u2, 0, 0)

Por lo que utilizando el Teorema 1.4.1 zmax,ε, converge a un equilibrio, pero no puede converger
al semitrivial, siempre sera mayor que zmax,ε.

Finalmente, se concluye que: E atrae a todos los puntos z tales que: E ≤K zK(u1, u2, 0, 0).

Observación Análogamente se concluye que E atrae a todos los puntos tales que:

W2 = [[(0, 0, v1, v2, E]]K

Sea z = (u1, u2, v1, v2) ∈ R ∩ ((R2)++)2, cualquiera.

Proposición 4.1.11 Todos los z ∈ R ∩ ((R2)++)2, son atraídos por E.

Demostración. Considerando que todas las componentes son positivas, en caso de no ser lo,
sería a partir de algún tiempo usando la Proposición 4.1.1, se definirán

umini = min
{
ui
2 ,

u∗i
2

}

vmini = min
{
vi
2 ,
v∗i
2

}

umaxi = max
{
ui + ui

2 ,
u∗i + ui

2

}

vmaxi = max
{
vi + vi

2 ,
v∗i + vi

2

}
Tomando los punto auxiliares zmin = (umin1 , umin2 , vmax1 , vmax2 ) y zmax = (umax1 , umax2 , vmin1 , vmin2 )
.

E = (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) ≤K zmax �K (0, 0, u1, u2)
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Como zmax esta en W1, por la Proposición 4.1.10 se tiene que Φt(zmax)→ E

De manera análoga y utilizando la observación

(0, 0, v1, v2)�K zmin ≤K (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2)

Por lo que Φt(zmin)→ E.
zmin ≤K (u1, u2, v1, v2) ≤K zmax

Utilizando el Teorema del sándwich, Φt(z)→ E para cualquier z ∈ R ∩ ((R2)++)2.

En la Figura 4.2 se puede apreciar una ilustración de la Proposición 4.1.11

(u1, u2, 0, 0)

(0, 0, v1, v2)

(0, 0, 0, 0)

z

zmin

zmax

E

R

W2

W2

Figura 4.2: Representación de la Proposición 4.1.11, junto con los conjuntos
W1 y W2.

Proposición 4.1.12 Todo punto en ((R2)++)2 converge a E

Demostración. Solo faltan los puntos z ∈ ((R2)++)2\R, suponiendo que existe algún punto
z converge a un semitrivial. Sin pérdida de generalidad (u1, u2, 0, 0). Por para todo ε > 0
existe un t0 > 0, tal que para todo t ≥ t0:

Φt(z) ∈ B((u1, u2, 0, 0), ε) ∩R ∩ ((R2)++)2

Nuevamente estudiando la linealización en torno al equilibrio, se tiene que: ∃(y1, y2), (x1, x2)�2
(0, 0) los vectores propios normalizados, tales que:

F1((u1, u2) + ε2x, ε1y) < F1((u1, u2) + ε2x, 0, 0) = ε2(rx2 − x1(s+ a+ b(2u1 + ε2x1))) < 0
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F3((u1, u2) + ε2x, ε1y) = ε1(r̂y2 − y1(ŝ+ a+ b(u1 + ε1y1 + ε2x1))) = ε1(λy1 − b(ε1y1 + ε2x1))

Similarmente para F2() y F4().

Sea ε = λmin{x1, x2, y1, y2}
8 max{b, f}

Se tiene que:
Φt0(z) = (û1, û2, v̂1, v̂2)

Tomando ε1 tal que: ε1y1 ≤ v̂1 y ε1y2 ≤ v̂2 y tomando ε2 = λmin{y1, y2}
4 max{b, f}

Por construcción:
Φt((u1, u2) + ε2x, ε1y)�K ((u1, u2) + ε2x, ε1y)

Pero como:
Φt0(z) ≤K ((u1, u2) + ε2x, ε1y)

Se obtiene que:

Φt+t0(z)�K Φt((u1, u2) + ε2x, ε1y)�K ((u1, u2) + ε2x, ε1y)

Lo que contradice que Φt(z)→ (u1, u2, 0, 0), pues las dos últimas componentes no pueden ser
nulas.

Con lo que se concluye que el omega límite de cualquier punto en ((R2)++)2 está en R ∩
((R2)++)2 y como el conjunto omega limite es invariante, usando la Proposición 4.1.11, se
concluye que converge a E

La siguiente tabla resume el comportamiento de la sección 4.1

Equilibrio Condición Existencia Linealmente Estable
(0, 0, 0, 0) Siempre sr < (s+ a)e y ŝr̂ < (ŝ+ a)e

(u1, u2, 0, 0) sr > (s+ a)e ŝr̂ ≤ (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)
(0, 0, v1, v2) ŝr̂ > (ŝ+ a)e sr ≤ (s+ a+ bv1)(e+ fv2)

(u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) sr > (s+ a+ bv1)(e+ fv2) y
ŝr̂ > (ŝ+ a+ bu1)(e+ fu2)

Tabla 4.1: Tabla de equilibrios para el sistema (4.1)

Obs: Recordar que es imposible sr > (s+a+bv1)(e+fv2) y ŝr̂ > (ŝ+a+bu1)(e+fu2),
al mismo tiempo.
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4.2. Sistema General con Coeficientes Constantes
El sistema para este caso estará dado por las siguientes dinámicas:

∂u1

∂t
= d1∆u1 + ru2 − u1(s+ a+ b(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + su1 − u2(e+ f(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v1

∂t
= d3∆v1 + r̂v2 − v1(ŝ+ a+ b(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= d4∆v2 + ŝv1 − v2(e+ f(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∇ui · ν = ∇vi · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2, v1, v2)(x, 0) = (u01(x), u02(x), v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(4.41)

Es directo notar que todos los equilibrios de la sección 4.1, son equilibrios del sistema (4.41).

Como fue analizado en la subsección 4.1.1, no todos los equilibrios existen siempre y en
particular, para los casos en que a lo más existe un equilibrio semitrivial, es decir:

{sr ≤ (s+ a)e} ∪ {ŝr̂ ≤ (ŝ+ a)e}

se sabrá completamente el comportamiento de cualquier condición inicial en [C(Ω)]4+, pues
en la sección 5.2, se estudiará un caso general, que engloba al caso de coeficientes constantes.

Por lo tanto, utilizando los resultados de la sección 5.2 se tiene la siguiente proposición:

Proposición 4.2.1 El sistema (4.41), cumple la siguiente dinámica:

1. Si el único equilibrio es (0, 0, 0, 0), entonces para todo f ∈ [C(Ω)]4+, se tiene que:

Φt(f)→ (0, 0, 0, 0)

2. Si el único equilibrio semitrivial es (u1, u2, 0, 0), entonces para todo f ∈ ([C(Ω)2]++) ×
[C(Ω)2]+, se tiene que:

Φt(f)→ (u1, u2, 0, 0)

y para todo f ∈ {(0, 0)} × [C(Ω)2]+, se tiene que:

Φt(f)→ (0, 0, 0, 0)

3. Si el único equilibrio semitrivial es (0, 0, v1, v2), entonces para todo f ∈ [C(Ω)2]+ ×
([C(Ω)2]++), se tiene que:

Φt(f)→ (0, 0, v1, v2)
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y para todo f ∈ [C(Ω)2]+ × {(0, 0)}, se tiene que:

Φt(f)→ (0, 0, 0, 0)

.

Demostración. Usando directamente los resultados de la subsección 5.2.1, las Proposiciones
5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3, se obtiene la convergencia, pues para el caso a coeficientes constantes la
existencia de los equilibrios semitriviales entrega el signo de los valores propios principales
del sistema.

Usando la Proposición 4.2.1, se obtiene que no hay más equilibrios en el caso en que no
existan ambos semitriviales.

Observación Para analizar la posible existencia de más equilibrios (los cuales tendrían que
ser no constantes), para poder encontrar alguno, se buscó simular la ecuación, pero todo
convergía a equilibrios constantes del sistema 4.1, esto no descarto la existencia de otros
equilibrios, pues para el caso en que Ω es convexo, los equilibrios no constantes en caso de
existir serían inestables (utilizando el resultado obtenido por [16], para sistemas cooperativos
a coeficientes constantes), por lo que tomando cualquier condición inicial, esta convergería a
un equilibrio constante.

Proposición 4.2.2 Para el caso en que existen ambos equilibrios semitriviales, sea un equi-
librio (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x)) del sistema (4.41), cumple que para cualquier d1, d2, d3, d4 ∈
R+, se tiene que:

(u1(x), u2(x), v1(x), v2(x)) ∈ [(0, 0, v1, v2), (u1, u2, 0, 0)]K

Demostración. Tomando un equilibrio cualquiera (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x)), como los equi-
librios semitriviales son únicos, se tiene que: (u1(x), u2(x)) 6= (0, 0) y (u1(x), u2(x)) 6= (0, 0)

Luego tomando (u1(x), u2(x), 0, 0) y (0, 0, v1(x), v2(x)), los cuales convergen a sus respectivos
equilibrios semitriviales.

De manera que:

(0, 0, v1(x), v2(x)) ≤K ((u1(x), u2(x), v1(x), v2(x))) ≤K (u1(x), u2(x), 0, 0)

Utilizando la monotonía del sistema:

Φt(0, 0, v1(x), v2(x)) ≤K Φt((u1(x), u2(x), v1(x), v2(x))) = (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x))

Φt((u1(x), u2(x), v1(x), v2(x))) = (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x)) ≤K Φt(u1(x), u2(x), 0, 0)

Usando la convergencia de los extremos a los semitriviales, se concluye que:

(0, 0, v1, v2) ≤K (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x)) ≤K (u1, u2, 0, 0)
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Otra condición de cualquier equilibrio no constante del sistema (4.41) es la siguiente:

Proposición 4.2.3 Sea w(x) = (w1(x), w2(x), w3(x), w4(x)) un equilibrio no constante del
sistema (4.41), sea j ∈∈ {1, 2}:

min
i∈{1,2,3,4}

min
x∈Ω

wi(x) > 0, max
x∈Ω

wj(x) < uj y max
x∈Ω

wj+2(x) < vj

Demostración. Para la primera notando que:

(L1 − (s+ a+ b(w1 + w3)))w1 = −rw2 para x ∈ Ω, t > 0

(L2 − (e+ f(w2 + w4)))w2 = −sw1 para x ∈ Ω, t > 0

(L3 − (ŝ+ a+ b(w1 + w3)))w3 = −r̂w4 para x ∈ Ω, t > 0

(L4 − (e+ f(w2 + w4)))w4 = −ŝw3 para x ∈ Ω, t > 0

∇wi · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(4.42)

Usando que Li = (di∆), el sistema (4.42), muestra que las componentes son de la forma:

(Li + hi)[wi] < 0⇒ (Li + hi)[−wi] > 0

Usando que ∀x ∈ Ω,−wi(x) ≤ 0, entonces si se alcanzará 0 en un punto interior usando el
Teorema 1.2.4, se concluye que toda la componente es la función 0 y si se alcanzará en un
punto de la frontera, usando el Teorema 1.2.5, también se concluye que fue siempre 0. Como
el equilibrio es no constante, se llega a una contradicción, pues si una componente es nula,
su asociada también y en los sistemas de una especie, solo hay equilibrios constantes.

Para la segunda se utilizará el siguiente sistema

(L1 − (s+ a+ b(w1 + w3)))[w1 − u1] = r(u2 − w2) + b(w1 + w3 − u1)u1 para x ∈ Ω, t > 0

(L2 − (e+ f(w2 + w4)))[w2 − u2] = s[u1 − w1] + f(w2 + w4 − u2) para x ∈ Ω, t > 0

(L3 − (ŝ+ a+ b(w1 + w3)))[w3 − v1] = r̂[v2 − w4] + b(w1 + w3 − v1) para x ∈ Ω, t > 0

(L4 − (e+ f(w2 + w4)))[w4 − v2] = ŝ[v1 − w3] + f(w2 + w4 − v2) para x ∈ Ω, t > 0

∇[wi − ui] · ν = ∇[wi+2 − vi] · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0
(4.43)

Se tiene que wi(x)− ui ≤ 0, por la Proposición 4.2.2, si se supone que existe un punto en Ω
tal que wi(x0) = ui(x0), sin pérdida de generalidad i = 1.

Como w3(x0) > 0, pues en caso contrario w3 es siempre nula y por ende el equilibrio es
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constante, se tiene que (w1 +w3)(x0) > u1, si el punto x0 es interior de Ω se tomará una bola
de radio δ, tal que:

∀x ∈ B(x0, δ) ∩ Ω, w1 + w3(x) ≥ u1

Si el punto es de la frontera, se tomará una bola B(x1, δ) tangente a la frontera en x0 y con
la misma propiedad. Trabajando en esta bola:

(L1 + h1)[w1 − u1] = r(u2 − w2) + b(w1 + w3 − u1)u1 ≥ 0

Por lo tanto, si este punto es interior de Ω, se concluye con el teorema 1.2.4, que en toda la
bola la componente w1 = u1 y observando la primera ecuación del sistema (2.4), entrega:

0 = r(w2 − u2)− b(w3)u1 ⇒ w2 = u2 y w3 = 0

Con lo que se concluye por la parte anterior, que w3 es siempre nulo y el equilibrio constante.
Por otro lado, si el punto fuera de la frontera se cumple que la derivada es de tipo Neumann
y por lo tanto también la función sería constante en la bola y de igual manera se obtendría
que el equilibrio es constante.

Como el equilibrio es no constante, se llega a una contradicción.

Al no encontrar más equilibrios, pero tampoco una prueba de su no existencia, se buscó
probar que todos los equilibrios del sistema (4.41), cuando min∈{1,2,3,4}{di} → ∞, convergen
a los equilibrios del sistema (4.1), lo cual se logró de manera exitosa. Posteriormente, utili-
zando las siguientes técnicas, que varían levemente en cada subcaso, se pudo probar que los
equilibrios y los comportamientos asintóticos son los mismos que en el sistema sin difusión a
coeficientes constantes, para cualesquiera sean los {di}i∈{1,2,3,4} > 0.

4.2.1. Caso (s 6= ŝ y r = r̂) ó (s = ŝ y r 6= r̂)
Para este caso no existe ningún equilibrio de coexistencia constante. En las siguien-

tes proposiciones se probará que no existen más equilibrios y más aún el comportamiento
asintótico.

Proposición 4.2.4 Para el caso 4.2.1, no hay equilibrios no constantes y para cualquier
condición inicial z ∈ [[C(Ω)2]++]2, se tiene que converge al equilibrio semitrivial dominante.

Demostración. Sea z ∈ [[C(Ω)2]++]2, por la Proposición 3.0.5, entonces existe t0 > 0, tal que
Φt0 �4 (0, 0, 0, 0), tomando:

fmin,i = min
x∈Ω
{Φt0(z)}i y fmax,i = max

x∈Ω
{Φt0(z)}i

Ahora utilizando la siguiente desigualdad:

zmin = (fmin,1, fmin,2, fmax,3, fmax,4) ≤K Φt0(z) ≤K (fmax,1, fmax,2, fmin,4, fmin,4) = zmax

Notando que de manera isomorfa zmin, zmax ∈ ((R2)++)2, como son constantes su compor-
tamiento es el del caso 4.1.2.4, por lo tanto dependiendo cual es el semitrivial dominante,
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se tiene que: Φt(zmin) y Φt(zmax), convergen al equilibrio dominante y utilizando la monoto-
nía: Φt(z) también, con lo que se concluye que no hay equilibrios no constantes y más aún
cualquier condición converge al semitrivial dominante.

Observación Los casos en que solo exista una especie, convergen a ese semitrivial, heredando
los resultados de los sistemas de 1 especie con 2 grupos de [1]

4.2.2. Caso s = ŝ y r = r̂

Para el caso 4.2.2, se buscará probar que los únicos equilibrios son los constantes y el
comportamiento asintótico es el del caso sin desplazamiento.

Proposición 4.2.5 El conjunto de equilibrios de del sistema para 4.2.2, son solo los equili-
brios constantes del sistema sin desplazamiento (4.1).

Demostración. Suponiendo que existe al menos una solución no constante w(x), por la Pro-
posición 4.2.2, se obtiene que:

w(x) ∈ [(0, 0, u1, u2, (u1, u2, 0, 0)]K

Usando la Proposición 4.2.3 entonces, se tienen cotas para wmin,i y wmax,i
Con esto se puede tomar:

λ∗ = sup{λ ∈ (0, 1)|(λu1, λu2, (1− λ)u1, (1− λ)u2) ≤K (wmin,1, wmin,2, wmax,3, wmax,4)}

por lo tanto como w(x) no es constante:

(λ∗u1, λ
∗u2, (1− λ∗)u1, (1− λ∗)u2) <K (w1(x), w2(x), w3(x), w4(x))

Como el semiflujo preserva el orden fuertemente, se tiene que:

Φt(λ∗u1, λ
∗u2, (1− λ∗)u1, (1− λ∗)u2)�K Φt(w1(x), w2(x), w3(x), w4(x))

pero como son equilibrios se tiene que:

(λ∗u1, λ
∗u2, (1− λ∗)u1, (1− λ∗)u2)�K (w1(x), w2(x), w3(x), w4(x))

lo que implica que existe un λ ∈ (λ∗, 1) tal que:

(λu1, λu2, (1− λu1, (1− λu2) <K (u1(x), u2(x), v1(x), v2(x))

lo cual es una contradicción, pues λ∗ es el supremo y se concluye que solo hay soluciones
constantes.

El siguiente teorema indicará el comportamiento asintótico de una condición inicial
cualquiera en [C(Ω)]4+.
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Teorema 4.2.6 Existen 3 opciones de convergencia:

1. Si f ∈ (C(Ω)2)+ × {(0, 0)}, entonces Φt(f)→ (u1, u2, 0, 0)

2. Si f ∈ {(0, 0)} × (C(Ω)2)+, entonces Φt(f)→ (0, 0, u1, u2)

3. Si f ∈ ((C(Ω)2)++)2, entonces Φt(f) → (αu1, αu2, (1 − α)u1, (1 − α)u2), para algún
α ∈ [0, 1]

Demostración. Los primeros dos casos son directamente heredados de [1]

Para el tercero, utilizando la Proposición 3.0.5, se tiene que desde un cierto t0 > 0,Φt0(f)�4
(0, 0, 0, 0), por lo tanto al igual que en la Proposición 4.1.5, se puede definir Rt y de manera
completamente análoga posteriormente probar que converge a un punto R∞, el cual es el
límite de Φt(z).

4.2.3. Caso s 6= ŝ y r 6= r̂

Para este caso el sistema sin difusión presenta un único equilibrio de coexistencia, por lo
tanto el sistema con difusión presenta al menos este equilibrio de coexistencia. Similarmente
al caso anterior también se tiene la existencia de los equilibrios semitriviales, los cuales son
únicos, pero ahora distintos.

Primero se probará el comportamiento asintótico de una situación inicial cualquiera en
[C(Ω)]4+ y el siguiente teorema lo resumirá:

Teorema 4.2.7 Existen 3 opciones de convergencia:

1. Si f ∈ (C(Ω)2)+ × {(0, 0)}, entonces Φt(f)→ (u1, u2, 0, 0)

2. Si f ∈ {(0, 0)} × (C(Ω)2)+, entonces Φt(f)→ (0, 0, v1, v2)

3. Si f ∈ ((C(Ω)2)++)2, entonces Φt(f)→ (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2)

Demostración. Los primeros dos casos son directamente heredados de [1]

Para el tercero, utilizando la Proposición 3.0.5, se tiene que desde un cierto t0 > 0,Φt0(f)�4
(0, 0, 0, 0), por lo tanto se puede definir:

fmin,i = min
x∈Ω
{Φt0(f)}i y fmax,i = max

x∈Ω
{Φt0f}i

Tomando zmin = (fmin,1, fmin,2, fmax,3, fmax,4) y zmax = (fmax,1, fmax,2, fmin,3, fmin,4)

Se tiene que: zmin ≤K Φt0(f) ≤K zmax

Como se probó en la Proposición 4.1.12, se tiene que:

Φt(zmin)→ (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) y Φt(zmax)→ (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2)

Con lo que se concluye por monotonía que: Φt(f)→ (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2)
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Observación Una consecuencia directa es que el único equilibrio de coexistencia del sistema
para 4.2.3, es el único equilibrio de coexistencia del sistema sin difusión.

4.3. Comparación entre Sistemas
El estudio del sistema a coeficientes constantes, permite observar un ejemplo del efecto

que produce la difusión al comportamiento del sistema. A continuación al observar las Figuras
4.3 y 4.4, estas corresponden a un sistema con desplazamiento y uno sin desplazamiento, para
los mismos coeficientes. En ambos casos los sistemas cumplirán la condición de existencia del
equilibrio de coexistencia.

Los valores utilizados son los siguientes: El dominio es Ω = (0, 1) y las condiciones
iniciales serán:

u10(x) = u20(x) = 1− cos(4πx) y v10(x) = v20(x) = 1− cos(8πx)

Los coeficientes son:

b = 1, f = 1, a = 1, e = 1, s = 12, r = 8, ŝ = 6, r̂ = 10.

Con lo que se obtiene que los equilibrios serán:

(u1, u2) ≈ (2.6313, 5.1415), (v1, v2) ≈ (4.0273, 4.4410) y (u∗1, u∗2, v∗1, v∗2) = (2, 4, 1, 1)

Figura 4.3: Gráficos de u1(x) y v1(x) para el sistema con desplazamiento,
cada 102n+1 iteraciones, con n = {0, 1, 2, 3}.

Analizando la Figura 4.3, que corresponde al caso con difusión se aprecia una conver-
gencia global al equilibrio de coexistencia con u∗1 = 2 y v∗1 = 1. Este comportamiento cumple
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lo esperado, pues considerando la Proposición 3.0.5 la difusión, permite que las zonas des-
habitas sean pobladas. Luego al existir población en todo el dominio de ambas especies, se
obtiene la convergencia.

Figura 4.4: Gráficos de u1(x) y v1(x) para el sistema sin desplazamiento,
cada 102n+1 iteraciones, con n = {0, 1, 2, 3}.

Observando la Figura 4.4, la cual corresponde al caso sin difusión se observa un com-
portamiento puntual a los equilibrios dependiendo las condiciones iniciales. Para el caso en
que las 4 componentes son 0 inicialmente siempre se mantiene en 0, por la falta de desplaza-
miento para poblar esas regiones a diferencia del caso con difusión. Al considerar las regiones
en que las condiciones iniciales en que solo la especie v es 0, el sistema converge al equilibrio
semitrivial de u, por la misma razón. Finalmente, para los casos en que ambas no son nulas
se converge al equilibrio de coexistencia.
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Capítulo 5

Sistema a coeficientes variables

En este capítulo se abordará el sistema (0.3), buscando aplicar los resultados del capítulo
4, para encontrar regiones de Ω en las cuales, se tendrán las distintas condiciones que permitan
obtener los diversos equilibrios y analizar como varían sus estabilidades.

Los coeficientes variables, permiten que el sistema (0.3) pueda modelar distintas inter-
acciones entre las dos especies, dependiendo la subregión de Ω en que se encuentren, pues los
recursos, ya no se encuentran distribuidos de manera uniforme, por ejemplo:

1. Zonas con escasos recursos para los jóvenes, con b(x) pequeño.

2. Regiones favorables a la reproducción, con s(x) y ŝ(x) grandes.

En una primera instancia se estudiará el sistema sin desplazamiento (para todo i ∈
{1, 2, 3, 4}, con di = 0), al igual que en el caso constante, para entender mejor el sistema
general y también estos resultados serán relevantes, al momento de estudiar el sistema con
tasas de difusiones pequeñas, en la sección 5.2.2.

5.1. Sistema Sin Desplazamiento
Consiste en el caso sin difusión y la dinámica del sistema para este caso estará dada

por las siguientes ecuaciones:
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∂u1

∂t
= r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v1

∂t
= r̂(x)v2 − v1(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= ŝ(x)v1 − v2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) para x ∈ Ω, t > 0

(u1, u2, v1, v2)(x, 0) = (u01(x), u02(x), v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(5.1)

Nuevamente usando los resultados del capítulo 3, se tiene que el semiflujo Φt(), defi-
nido por el sistema (5.1), es monótono creciente con el orden ≤K y fuertemente en (C(Ω)2

++)2.

5.1.1. Regiones de Equilibrios
En esta sección se estudiarán las distintas regiones en que se divide Ω y como estas con-

diciones garantizan la existencia de equilibrios no negativos, para trayectorias con condiciones
iniciales en C(Ω)4

+, para el sistema de 2 especies (5.1).

Definición 5.1.1 Se definirán algunos conjuntos que serán de utilidad para el resto del
capítulo:

Ωu0 := {x ∈ Ω|(s(x) + a(x))e(x) ≥ s(x)r(x)}

Ωv0 := {x ∈ Ω|(ŝ(x) + a(x))e(x) ≥ ŝ(x)r̂(x)}

Ωui := {x ∈ Ωc
u0 ∩ Ωc

v0|(ŝ(x) + a(x) + b(x)u1(x))(e(x) + f(x)u2(x)) < ŝ(x)r̂(x)}

Ωvi := {x ∈ Ωc
u0 ∩ Ωc

v0|(s(x) + a(x) + b(x)v1(x))(e(x) + f(x)v2(x)) < s(x)r(x)}

Ω1 := Ωu0 ∩ Ωv0

Ω2 := Ωu0 ∩ Ωc
v0

Ω3 := Ωc
u0 ∩ Ωv0

Ω4 := Ωui ∩ Ωc
vi

Ω5 := Ωc
ui ∩ Ωvi

Ω6 := Ωc
ui ∩ Ωc

vi
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Ω6

Ω2
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Figura 5.1: Ejemplo de dominio con los distintos subconjuntos posibles

En la Figura 5.1, se puede observar un ejemplo de la interacción entre los subconjuntos
{Ωi}i∈{1,2,3,4,5,6}, junto con una descripción de la relación entre los comportamientos de las
especies, que se detallará en el resto del capítulo.

Para poder estudiar los equilibrios del sistema (5.1), previamente se recordarán los
resultados de los subsistemas (5.2) y (5.3).

∂u1

∂t
= r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)(u1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(u2)) para x ∈ Ω, t > 0

∇ui · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(5.2)

Este sistema tiene varios equilibrios, pues si E(x) es un equilibrio cualquiera del sistema (5.2),
para los x ∈ Ωu0 solo puede tomar el valor E(x) = (0, 0), pero para x ∈ Ωc

u0, puede ser que
E(x) = (0, 0) ó E(x) = (U1(x), U2(x)) (es puntualmente el equilibrio del sistema (2.4), por lo
tanto se puede definir de manera puntual: (U1(x), U2(x)), como el máximo de los equilibrios
del sistema (2.4), con respecto al orden ≤2. Por lo tanto:

(U1(x), U2(x)) = (0, 0) en x ∈ Ωu0

(U1(x), U2(x))�2 (0, 0) en x ∈ Ωc
u0
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Observación La función (U1(x), U2(x)) ∈ [C(Ω)2]+

De manera similar considerando el sistema (5.3)

∂v1

∂t
= r̂(x)u2 − u1(ŝ(x) + a(x) + b(x)(v1)) para x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(v2)) para x ∈ Ω, t > 0

∇vi · ν = 0 para x ∈ ∂Ω, t > 0

(5.3)

Definiendo el máximo de los equilibrios del sistema (5.3), (V1(x), V2(x)), tal que:

(V1(x), V2(x)) = (0, 0) en x ∈ Ωv0

(V1(x), V2(x))�2 (0, 0) en x ∈ Ωc
v0

Observación También la función (V1(x), V2(x)) ∈ [C(Ω)2]+

Usando los resultados de la sección 4.1, junto con los subsistemas (5.2) y (5.3). Se
obtiene la siguiente proposición que resume las condiciones de los equilibrios del sistema
(5.1):

Proposición 5.1.2 Sea E(x) un equilibrio cualquiera del sistema (5.1), puntualmente se
tienen las siguientes opciones en cada conjunto.

1. Si x ∈ Ω1, entonces:
E(x) = (0, 0, 0, 0)

2. Si x ∈ Ω2, entonces:

E(x) = (0, 0, V1(x), V2(x)) ó E(x) = (0, 0, 0, 0)

3. Si x ∈ Ω3, entonces:

E(x) = (U1(x), U2(x), 0, 0) ó E(x) = (0, 0, 0, 0)

4. Si x ∈ Ω4 ∪ Ω5, entonces:

E(x) = (0, 0, 0, 0), E(x) = (U1(x), U2(x), 0, 0) ó E(x) = (0, 0, V1(x), V2(x))

5. Si x ∈ Ω6, entonces:

E(x) = (0, 0, 0, 0), E(x) = (U1(x), U2(x), 0, 0),

E(x) = (0, 0, V1(x), V2(x)) ó E(x) = (U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x))
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Donde (U1(x), U2(x)) y (V1(x), V2(x)), son los únicos equilibrios positivos de los subsiste-
mas sin desplazamiento (5.2) y (5.3), respectivamente. El equilibrio (U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x)),
es el único que es estrictamente positivo en todas sus componentes, para todo x ∈ Ω6.

5.2. Sistema General con Coeficientes Variables
El sistema para este caso estará dado por las siguientes dinámicas:

∂u1

∂t
= d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) ∀x ∈ Ω, t > 0

∂u2

∂t
= d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) ∀x ∈ Ω, t > 0

∂v1

∂t
= d3∆v1 + r̂(x)v2 − v1(ŝ(x) + a(x) + b(x)(u1 + v1)) ∀x ∈ Ω, t > 0

∂v2

∂t
= d4∆v2 + ŝ(x)v1 − v2(e(x) + f(x)(u2 + v2)) ∀x ∈ Ω, t > 0

∇ui(x) · ν = ∇vi(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω, t > 0

(u1, u2, v1, v2)(x, 0) = (u01(x), u02(x), v01(x), v02(x)) para x ∈ Ω

(5.4)

5.2.1. Resultados para cualquier tasa de difusión
Usando la Proposición 3.0.5, se obtiene que el semiflujo del sistema (5.4), cumple para

toda condición inicial en z ∈ ([C(Ω)2]++)2 y para todo t > 0, que:

∀t > 0 Φt(z)�4 (0, 0, 0, 0) (5.5)

Considerando el problema de valores propios en torno a linealización del (0, 0, 0, 0)

d1∆p1(x) + s(x)p2(x)− (s(x) + a(x))p1(x) = λp1(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d2∆p2(x) + r(x)p1(x)− e(x)p2(x) = λp2(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d3∆q1(x) + ŝ(x)q2(x)− (ŝ(x) + a(x))q1(x) = λq1(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d4∆q2(x) + r̂(x)q1(x)− e(x)q2(x) = λq2(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
∇pi(x) · ν = ∇qi(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω, t > 0

(5.6)

Notar que este problema se divide en dos problemas de valores propios desacoplados (5.7) y
(5.8).
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d1∆p1(x) + s(x)p2(x)− (s(x) + a(x))p1(x) = λp1(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d2∆p2(x) + r(x)p1(x)− e(x)p2(x) = λp2(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
∇pi(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω, t > 0

(5.7)


d3∆q1(x) + ŝ(x)q2(x)− (ŝ(x) + a(x))q1(x) = λq1(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
d4∆q2(x) + r̂(x)q1(x)− e(x)q2(x) = λq2(x) ∀x ∈ Ω, t > 0
∇qi(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω, t > 0

(5.8)

Estos problemas, son justamente las linealizaciones en torno al (0, 0) de cada especie
por separada.

Observación Usando el Lema 2.1.3, se tiene que los problemas (5.7) y (5.8), cada uno tiene
un único valor propio principal, los cuales se llamarán λu1 y λv1.

Proposición 5.2.1 Si λu1 y λv1, son no positivos, entonces cualquier condición inicial (u1, u2, v1, v2) ∈
[C(Ω)]4+, converge a (0, 0, 0, 0)

Demostración. Considerando que:

(0, 0, v1, v2) ≤K (u1, u2, v1, v2) ≤K (u1, u2, 0, 0)

Y utilizando la monotonía del sistema (5.4):

Φt(0, 0, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, v1, v2) ≤K Φt(u1, u2, 0, 0)

Usando que ambos extremos convergen a (0, 0, 0, 0), pues la dinámica de los subsistemas,
sigue el comportamiento de λu1 y λv1, se obtiene el resultado.

De la Proposición 5.2.1, se extiende el comportamiento de extinción de la especie para
los casos en que el 0, es globalmente estable.

Proposición 5.2.2 Si λu1 > 0 y λv1 ≤ 0, entonces:

1. Para cualquier condición inicial (u1, u2, v1, v2) ∈ [C(Ω)2]++ × [C(Ω)2]+, se tiene que:

Φt(u1, u2, v1, v2)→ (ud1, ud2, 0, 0)

con (ud1, ud2), el único equilibrio positivo del sistema (2.1) de la especie (u1, u2).

2. Para cualquier condición (0, 0, v1, v2) ∈ [C(Ω)4]+, se tiene que:

Φt(0, 0, v1, v2)→ (0, 0, 0, 0)
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Demostración. Sea z ∈ ((C(Ω)2)++)2, de la ecuación (5.5), se tiene que si t > 0:

Φt(z)�4 (0, 0, 0, 0)

Por otro lado, usando:

(0, 0, v1, v2) ≤K (u1, u2, v1, v2) ≤K (u1, u2, 0, 0)

junto la monotonía del sistema (5.4):

Φt(0, 0, v1, v2) ≤K Φt(z) ≤K Φt(u1, u2, 0, 0)

Por lo tanto
ω(z) ⊂ [(0, 0, 0, 0), (ud1, ud2, 0, 0)]K

Por hipótesis, se tiene que las funciones propias, siempre son positivas, para los problemas
(5.7) y (5.8): (p1(x), p2(x)) y (q1(x), q2(x)). Las cuales se tomarán normalizadas.

d1∆δ1p1(x) + r(x)δ1p2(x)− δ1p1(x)(s(x) + a(x) + b(x)δ1p1(x)) = δ1p1(x)(λu1 − δ1b(x)p1(x))

d2∆δ1p2(x) + s(x)δ1p1(x)− δ1p2(x)(e(x) + f(x)δ1p2(x)) = δ1p2(x)(λu1 − δ1f(x)p2(x))

Por lo que tomando δ1 <
λu1
2

1
maxx∈Ω{b(x), f(x)} , se tendrá que ambas desigualdades serán

positivas. Por lo tanto, si δ2 <
λu1
4

1
maxx∈Ω{b(x), f(x)} :

d1∆δ1p1(x) + F1(δ1p(x), δ2q(x)) > δ1p1(x)
(
λu1
2 − b(x)δ2q1(x)

)
> δ1p1(x)λ

u
1

4 (5.9)

d2∆δ1p2(x) + F2(δ1p(x), δ2q(x)) > δ1p2(x)
(
λu1
2 − f(x)δ2q2(x)

)
> δ1p2(x)λ

u
1

4

Por otro lado:

d3∆δ2q1(x) + F3(δ1p(x), δ2q(x)) < δ2q1(x)λv1 (5.10)
d4∆δ2q2(x) + F4(δ1p(x), δ2q(x)) < δ2q2(x)λv1

Para descartar que (0, 0, 0, 0) ∈ ω(z), suponiendo que existe {tn}n∈N una sucesión que diverge
al infinito, tal que Φtn(z)→ (0, 0, 0, 0). Esto garantiza que existe un:

0 < ε1 = λu1
8

minx∈Ω{p1(x), p2(x), q1(x), q2(x)}
maxx∈Ω{b(x), f(x)}

entonces ∃N∗ > 0 tal que, ∀n > N∗, se tiene que Φtn(z) ≤4 (ε1, ε1, ε1, ε1).

Sea n = N∗, se tiene que:
Φtn(z) = (û1, û2, v̂1, v̂2)
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Tomando:
δ1 = λu1

2
1

maxx∈Ω{b(x), f(x)} y δ2 = λu1
4

1
maxx∈Ω{b(x), f(x)}

entonces:
δ1p(x) ≥2 (û1, û2)�2 (0, 0) y δ2q(x) ≥2 (v̂1, v̂2)�2 (0, 0)

Por lo tanto existe µ ∈ [0, 1] tal que: (0, 0)�2 µδ1p(x) ≤2 (û1, û2)

Finalmente, para todo n ≥ N∗, zinf = (µδ1p(x), δ2q(x)) ≥K Φtn(z) y por la construcción de
zinf , las ecuaciones (5.9) y (5.10), junto con la monotonía:

zinf = (δ1p(x), δ2q(x))�K Φt(zinf ≤K Φtn+t(z)

Como [zinf ]1,2 �2 (0, 0), se contradice que Φt(z)→ (0, 0, 0, 0), por ende:

ω(z) ⊂ [(0, 0, 0, 0), (0, 0, ud1, ud2)]K\{(0, 0, 0, 0)}

Luego usando que el conjunto omega límite es invariante y no vació, se concluye que:

ω(z) = {(0, 0, ud1, ud2)}

y con ellos el resultado.

Para los casos en que una de las componentes no existe el problema se reduce al caso de una
sola especie, ya estudiado en [1]

Análogamente se tiene la siguiente proposición:

Proposición 5.2.3 Si λu1 > 0 y λv1 ≤ 0, entonces:

1. Para cualquier condición inicial (u1, u2, v1, v2) ∈ [C(Ω)2]+ × [C(Ω)2]++, se tiene que:

Φt(u1, u2, v1, v2)→ (0, 0, vd1 , vd2)

, con (vd1 , vd2), el único equilibrio positivo del sistema (2.3) de la especie (v1, v2).

2. Para cualquier condición (u1, u2, 0, 0) ∈ [C(Ω)4]+, se tiene que:

Φt(u1, u2, 0, 0)→ (0, 0, 0, 0)

Demostración. La demostración es completamente análoga.

Con este resultado se obtiene el comportamiento de cualquier condición inicial, para los
casos en que a lo más un valor propio es positivo.

5.2.2. Resultados para tasas de difusión pequeñas
El estudio general del comportamiento cuando ambos valores propios λu1 y λv1 son ambos

positivos se vuelve más complejo, ya que la Proposición 1.2.9 asegura la existencia de al menos
un equilibrio del sistema (5.4), pero no se sabe si es único y como estos pueden variar en
función de los coeficientes del sistema. Por lo que en esta sección se analizará solo el caso
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en que los valores de {di}i∈{1,2,3,4} son pequeños, con el fin de probar algunos resultados
importantes y entender mejor el comportamiento del sistema. En el trabajo [1], los autores
concluyeron una convergencia local de los equilibrios con difusión pequeña a los del sistema
sin difusión, por lo que generalizar esta idea motiva los siguientes teoremas.

Para trabajar en todo Ω, primero se le pedirá durante el resto del capítulo mayor
regularidad a la frontera de Ω, por lo que se supondrá que Ω es un dominio C2,α(Ω). También
se volverán a definir algunos subconjuntos de Ω, estudiados en la sección 5.1.1, extendiéndolos
hasta la frontera:

Ωu0 := {x ∈ Ω|(s(x) + a(x))e(x) ≥ s(x)r(x)}

Ωv0 := {x ∈ Ω|(ŝ(x) + a(x))e(x) ≥ ŝ(x)r̂(x)}

Ωui := {x ∈ Ω|(ŝ(x) + a(x) + b(x)u1(x))(e(x) + f(x)u2(x)) < ŝ(x)r̂(x)}

Ωvi := {x ∈ Ω|(s(x) + a(x) + b(x)v1(x))(e(x) + f(x)v2(x)) < s(x)r(x)}

Ω1 := Ωu0 ∩ Ωv0

Ω2 := Ωu0 ∩ Ωc
v0

Ω3 := Ωc
u0 ∩ Ωv0

Ω4 := Ωui ∩ Ωc
vi

Ω5 := Ωc
ui ∩ Ωvi

Ω6 := Ωui ∩ Ωvi

Usando la Proposición 5.1.2, se tiene que los conjuntos Ωc
u0,Ωc

v0, entregan las condiciones
para que existan puntualmente los únicos equilibrios de los sistemas sin desplazamiento de
las especie u y v, respectivamente: (U1(x), U2(x)) y (V1(x), V2(x))

Por otro lado los conjuntos Ω2 ∪ Ω4 y Ω3 ∪ Ω5, entregan las condiciones para que los
equilibrios semitriviales de los sistemas sin difusión de las especie u y v, respectivamente,
sean puntualmente estables o inestables en una vecindad.

Y para los puntos x ∈ Ω6, se obtiene la condición de existencia puntual de

(U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x))

el único equilibrio de coexistencia.

5.2.2.1. Extensión Caso Convergencia semitriviales en Ω

En el Teorema 1 de [1], se prueba que:

Teorema 5.2.4 (Teorema 1) Suponiendo que se tiene la ecuación (5.11), sea (ud1, ud2) el equi-
librio positivo del sistema (5.14). Entonces (ud1, ud2)→ (U1, U2) cuando d = max{d1, d2} → 0
localmente uniforme en Ω Con:

min
x∈Ω

((s(x) + a(x))e(x)− r(x)s(x)) < 0, (5.11)
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y (U1, U2), el máximo de las soluciones del sistema sin desplazamiento (5.2), es decir,

(U1(x), U2(x)) es positivo, si x ∈ Ωc
u0 ∩ Ω

(U1(x), U2(x)) = (0, 0) si x ∈ Ωu0 ∩ Ω.

Para extender este resultado al Teorema 5.2.8, se probarán los siguientes proposiciones
y lemas.

Proposición 5.2.5 Sea x0 ∈ Ω, se puede recubrir Ω, por la unión de las bolas B(x0, ρ0), con
ρ0 > 0 (ρ0 dependerá solo de ε), tal que:

∀x ∈ B(x0, ρ0) ∩ Ω, |s(x)− s(x0)| < ε, |r(x)− r(x0)| < ε, |a(x)− a(x0)| < ε

|e(x)− e(x0)| < ε, |b(x)U1(x)− b(x0)U1(x0)| < ε, |f(x)U2(x)− f(x0)U2(x0)| < ε

Demostración. Como todas las funciones mencionadas, pertenecen a C(Ω), por ser funciones
continuas en un dominio compacto, son uniformemente continuas, por ende dado ε > 0, para
cada función gi(x), ∃δ > 0, tal que si: x ∈ B(x0, δ), entonces |gi(x) − gi(x0)| < ε, con δ
independiente de x0.

Se puede definir ρ0 el mínimo de los 6 deltas y se obtiene que se cumplen las 6 desigualdades
para todo x ∈ B(x0, ρ0).

Tomando
⋃
x0∈Ω

B(x0, ρ0), la inclusión con Ω es directa.

En la demostración de Teorema 5.2.4 (el Teorema 1 de [1]), se definió una subsolución
local en cada x0 ∈ Ω independiente de las tasas de difusiones. Para los x0 ∈ Ωu0, se tomo
(0, 0) y para los x0 ∈ Ωc

u0, se tomo δη(x, x0)l(x0). En donde esta última subsolución depende
del valor de x0, pues para su construcción se utiliza la linealización en tordo a (0, 0) del
problema sin difusión (5.12) y el problema auxiliar de valores propios del laplaciano (5.13).

{
s(x0)l2(x0)− (s(x0) + a(x0))l1(x0) = Φ(x0)l1(x0)
r(x0)l1(x0)− e(x0)l2(x0) = Φ(x0)l2(x0)

(5.12)

Para cada x0 ∈ Ω, utilizando 2 del Corolario 1.4.9, se tiene que l1(x0), l2(x0) > 0 y por lo
tanto se pueden tomar tales que: ‖l(x0)‖2 = 1 Por lo que puntualmente se define:

Φ(x0) =


negativa si s(x0)r(x0) < (s(x0) + a(x0)e(x0)
0 si s(x0)r(x0) = (s(x0) + a(x0)e(x0)
Positiva si s(x0)r(x0) > (s(x0) + a(x0)e(x0)

Observación Utilizando la continuidad de los coeficientes del sistema (5.12), se tiene que
li : Ω→ R y Φ : Ω→ R, son continuas.
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Donde η(x, x0), es la función propia asociada al valor propio principal del problema
auxiliar. Usando la Proposición 1.3.4, garantiza la existencia de esta función siempre positiva,
salvo en la frontera.

{
κη(x, x0) + ∆η(x, x0) si x ∈ B(x0, ρ0)
η(x, x0) = 0 si x ∈ ∂B(x0, ρ0)

(5.13)

Para expandir el teorema, bastará con extender las soluciones locales hasta la frontera
de Ω. Pues posteriormente se utilizará que Ω es compacto.

Proposición 5.2.6 Para todo x0 ∈ Ω, si d1, d2 < d0 se puede definir w0(x, x0), subsolución
del problema (5.14)



d1∆u1 + r(x)u2 − u1(s(x) + a(x) + b(x)u1) = 0 ∀x ∈ Ω

d2∆u2 + s(x)u1 − u2(e(x) + f(x)u2) = 0 ∀x ∈ Ω

∇ui(x) · ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω

(5.14)

Demostración. Para todos los x0 6∈ ∂Ω, se tiene la subsolución de [1], si x0 ∈ Ωc
u0 w(x, x0) =

δη(x, x0)l(x0) y para los x0 ∈ Ωu0 w(x, x0) = (0, 0).

Para los x0 ∈ ∂Ω, también habrá los mismos 2 casos y se extenderán de una manera similar:

Si s(x0)r(x0) ≤ (s(x0) + a(x0))e(x0), entonces tomar w(x, x0) = (0, 0).

Si s(x0)r(x0) > (s(x0) + a(x0))e(x0), entonces tomar w(x, x0) = δ2η1(x, x0)l(x0).

Donde η1(x, x0), es la función propia asociada al valor propio principal del problema (5.15),
utilizando la Proposición 1.3.5, esta existe y siempre es positiva, salvo en la parte de la
frontera que se anula:


κ1η1(x, x0) + ∆η1(x, x0) si x ∈ B(x0, ρ0)
η1(x, x0) = 0 si x ∈ ∂B(x0, ρ0) ∩ Ω
∇η1(x, x0) · ν = 0 si x ∈ B(x0, ρ0) ∩ ∂Ω

(5.15)

Para probar que: [Dw(x, x0)+F (x,w(x, x0)] ≥2 (0, 0), se verifica directamente para los casos
en que es w(x, x0) = (0, 0), se tiene y para los casos en que es positiva en la bola.

Si d0 <
Φ(x0)
2κ(x0) , ε < min{l1(x0), l2(x0)}Φ(x0)

10 y δ2 < min{l1(x0), l2(x0)}Φ(x0)
10 :

[Dw(x, x0) + F (x,w(x, x0)]i ≥ δ2η(x, x0)Φ(x0)
2 ≥ 0

Observación Es directo que para el primer caso w(x, x0) = (0, 0), está por debajo de cual-
quier equilibrio del sistema (5.14), pero no para el segundo, por los casos en que es positivo
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en su bola.

Para probar esto última, se considerará wd = (wd1, wd2), un equilibrio cualquiera de (5.14),
este es mayor a (0, 0) en todos los puntos del Ω y más aún lo es en todos los puntos de Ω,
pues tiene condiciones del tipo Neumann en la frontera.

Para probar que w(x, x0) ≤2 (wd1, wd2), se utilizará el siguiente lema:

Lema 5.2.7 Si Dδη(x, x0)l(x0) +F (x, δη(x, x0)l(x0)] ≥2 (0, 0), para todo 0 < δ < δ2, enton-
ces: δ2η(x, x0)l(x0) ≤2 w

d = (wd1, wd2), para cualquier wd, equilibrio de (5.14), con d1, d2 < d.

Demostración. Si x0 ∈ Ω, se puede refinar ρ0, tomándolo lo suficientemente pequeño para
que B(x0, ρ0) ⊂ Ω.

Se definirá el conjunto D := {δ ∈ (0, δM ]|δη(x, x0)l(x0) ≤2 w
d(x),∀x ∈ Ω}, como los wdi (x)

son positivos, junto con la continuidad sobre un compacto de wdi (x), se tiene que wdm =
mini∈{1,2}minx∈Ω{wdi (x)} > 0, por lo tanto,

δ = wdm
2 max{maxx∈Ω η(x, x0)l1(x0),maxx∈Ω η(x, x0)l2(x0)} ∈ D

entonces D 6= ∅ y usando que es acotado superiormente, se tiene que el conjunto tie-
ne supremo, llamémoslo δS > 0, para el cual ∃xS ∈ B(x0, ρ0) ⊆ Ω, j ∈ {1, 2} tal que
δSη(xS, x0)lj(x0) = wdj (xS). Notar que xS, no puede pertenecer a ∂B(x0, ρ0), pues una es
estrictamente positiva y la otra nula.

Sin pérdida de generalidad j = 1

d1∆δSη(x, x0)l1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)l(x0)) > 0,∀x ∈ B(x0, ρ0)

Usando que el sistema es cooperativo respecto a la segunda componente:

d1∆δSη(x, x0)l1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)l1(x0), wd2(x)) > 0

Por lo que al definir z(x) = wd1(x)− δSη(x, x0)l1(x0) ≥ 0 y z(xS) = 0.

Con el cual se define:

d1∆z + ρ(x)z,∀x ∈ B(x0, ρ0) y z > 0,∀x ∈ ∂B(x0, ρ0)

Para ρ(x) =
∫ 1

0

∂F1

∂s1
(x, δSη(x, x0)l1(x0)+tz(x), wd2(x))dt, como ∂Fi

∂si
< 0, se tiene que ρ(x) < 0.

Reemplazando z en d1∆z + ρ(x)z, se tiene:

d1∆(wd1(x)− δSη(x, x0)l1(x0) + F1(x,wd1(x), wd2(x))− F1(x, δSη(x, x0)l1(x0), wd2(x))

Reemplazando que (wd1(x), wd2(x)) es equilibrio, usando que para ∀x ∈ B(x0, ρ0), (−z)(x) ≤ 0
y ∀x ∈ B(x0, ρ0)c, z(x) < 0 se tiene que:

d1∆(−z) + ρ(−z) = (d1∆δSη(x, x0)l1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)l1(x0), wd2(x)) > 0
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Por lo tanto, como (−z)(xS) = 0, se contradice el Teorema 1.2.4, pues z no puede ser
constante, tomar el valor 0 en un punto y estrictamente positiva en la frontera, con lo que se
obtiene el resultado.

Para x0 ∈ ∂Ω utilizando el mismo argumento anterior, sobre B(x0, ρ0) ∩ Ω. Se obtiene la
existencia de un δS, tal que es el supremo del conjunto D y cumple que:

wd(x) ≥2 δSη1(x, x0)l(x0) y δSη(xS, x0)lj(x0) = wdj (xS)

Notar que xS no puede pertenecer a ∂B(x0, ρ0) ∩ Ω, pues una de las funciones es nula y la
otra estrictamente positiva.

Nuevamente definiendo z(x) = wd1(x) − δSη1(x, x0)l1(x0), se obtiene que (−z(x)) ≤ 0, para
todos los x ∈ B(x0, ρ0) ∩ Ω y

d1∆(−z) + ρ(x)(−z) = (d1∆δSη(x, x0)l1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)l1(x0), wd2(x)) > 0

Por lo tanto como (−z)(xS) = 0, si xS ∈ B(x0, ρ0) ∩ Ω usando el Teorema 1.2.4 ó si xS ∈
B(x0, ρ0) ∩ ∂Ω tomando en cuenta el Teorema 1.2.5, ya que z tienen condiciones del tipo
Neumann en esta parte de la frontera. En ambos casos se concluye que z es constante, lo cual
es una contradicción, pues z no puede ser constante, tomar el valor 0 en algún punto y ser
estrictamente positiva en parte de la frontera, con lo que se obtiene el resultado.

Con esto se concluye que el candidato a subsolución es menor y se obtiene la desigualdad.

Utilizando el Lema 5.2.7, se obtiene que w(x, x0) es la subsolución, para cada x0 ∈ Ω.

Teorema 5.2.8 Suponiendo que se tiene la ecuación (5.11), sea (ud1, ud2) el equilibrio po-
sitivo del sistema (5.14). Entonces (ud1, ud2) → (U1, U2) uniformemente en Ω, cuando d =
max{d1, d2} → 0.

Con (U1, U2), el máximo de las soluciones del sistema sin desplazamiento (5.2), por lo
tanto:

(U1(x), U2(x)) es positivo, si x ∈ Ωc
u0

(U1(x), U2(x)) = (0, 0) si x ∈ Ωu0.

A continuación se realizará la prueba del Teorema 5.2.8.

Demostración. Usando la Proposición 5.2.6, se puede extender el resultado de [1], con esta
nueva subsolución y se obtiene que para todo x0 ∈ Ω, si d1, d2 < d0, entonces:

(ud1, ud2)→ (U1(x), U2(x))

localmente uniformemente.

Usando la compacidad de Ω, se puede extender la convergencia local uniforme, a convergencia
uniforme en todo el conjunto.
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Observación De igual se obtiene la convergencia uniforme de (vd1 , vd2) → (V1(x), V2(x)) en
todo Ω.

Con esto ahora se tiene la siguiente proposición:

Proposición 5.2.9 Para todo ε > 0, ∃d0 > 0 tal que si d1, d2, d3, d4 < d0, entonces ∀x ∈ Ω:

|udi (x)− Ui(x)| < ε y |vdi (x)− Vi(x)| < ε

Demostración. La demostración es la aplicación del Teorema 5.2.8 y la observación.

5.2.2.2. Teorema de convergencia para dos especies y difusiones pequeñas

Denotando (U1(x), U2(x), 0, 0) y (0, 0, V1(x), V2(x)), a los mayores equilibrios de los sub-
sistemas sin desplazamiento (5.2) y (5.3).

Para los problemas de valores propios (5.16) y (5.17), utilizando 2 del Corolario 1.4.9,
se tiene que:

∀x ∈ Ω, p1(x), p2(x) > 0 (de norma 1) y continuos{
s(x)p2(x)− (s(x) + a(x) + 2b(x)U1(x))p1(x) = Λ(x)p1(x)
r(x)p1(x)− (e(x) + 2f(x)U2(x))p2(x) = Λ(x)p2(x)

(5.16)

∀x ∈ Ω, q1(x), q2(x) > 0 (de norma 1) y continuos{
ŝ(x)q2(x)− (ŝ(x) + a(x) + 2b(x)V1(x))q1(x) = Γ(x)q1(x)
r̂(x)q1(x)− (e(x) + 2f(x)V2(x))q2(x) = Γ(x)q2(x)

(5.17)

Para los x ∈ {x ∈ Ω|s(x)r(x) = (s(x) + a(x))e(x)}, se tiene que Λ(x) = 0 y para el
resto de Ω, Λ(x) < 0. De igual manera, para x ∈ {x ∈ Ω|ŝ(x)r̂(x) = (ŝ(x) + a(x))e(x)}, se
tiene que Γ(x) = 0 y para el resto de Ω, Γ(x) < 0.

Sea ε > 0, se definen: h1(x, ε) = U1(x) + εp1(x), h2(x, ε) = U2(x) + εp2(x), h3(x, ε) =
V1(x) + εq1(x) y h4(x, ε) = V2(x) + εq2(x).

En esta subsección se extenderá el resultado de la convergencia de los equilibrios de 1
especie al sistema de 2 especies.

Teorema 5.2.10 Suponiendo que se tiene la ecuación (5.18), sea (ud1, ud2, vd1 , vd2) un equilibrio
positivo cualquiera del sistema (5.4). Entonces (ud1, ud2, vd1 , vd2) → W∞ uniformemente en Ω,
cuando d = max{d1, d2, d3, d4} → 0. Con:

min
x∈Ω

((s(x) + a(x) + b(x)V1)(e(x) + f(x)V2)− r(x)s(x)) < 0

min
x∈Ω

((ŝ(x) + a(x) + b(x)U1)(e(x) + f(x)U2)− r̂(x)ŝ(x)) < 0
(5.18)
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y

W∞(x) =(0, 0, 0, 0) si x ∈ Ω1

W∞(x) =(U1(x), U2(x), 0, 0) si x ∈ Ω3 ∪ Ω5

W∞(x) =(0, 0, V1(x), V2(x)) si x ∈ Ω2 ∪ Ω4

W∞(x) =(U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x)) si x ∈ Ω6

En la Figura 5.2 se observa una representación visual del Teorema 5.2.10.

Ω6

Ω2

Ω3

Ω 2

Ω1

Ω4

Ω5

W
∞ (x)

= (U
∗
1
(x)
, U
∗
2
(x)
, V
∗
1
(x)
, V
∗
2
(x)

)

W
∞(x) =

(
0, 0, V1(x), V2(x)

)

W∞(x) =
(
0, 0, V1(x), V2(x)

)
W∞(x) = (0, 0, 0, 0)

W∞(x) =
(
U1(x), U2(x), 0, 0

)

Figura 5.2: Representación del teorema para un ejemplo de Ω

Demostración. Para probar el teorema primero se probarán algunos lemas previos. Para
mayor comodidad, se denotará F1, F2, F3 y F4 a las cuatro ecuaciones del sistema (5.4).

Lema 5.2.11 Sea x0 ∈ Ω6 ∪ Ω3 ∪ Ω5, entonces existe d0 > 0, ρ0 > 0, y una función
(w0(x, x0))(1,2) > (0, 0) en B(x0, ρ0), para los cuales w0(x, x0) es subsolución con el orden
alternado, con condiciones del tipo Neumann en sus dos últimas componentes y para todo
0 < d1, d2, d3, d4 < d0.

Demostración. Sea n(x0) = (n1(x0), n2(x0)) el vector propio positivo normalizado del pro-
blema de valores propios (5.19):

{
s(x0)n2(x0)− (s(x0) + a(x0) + b(x0)V1(x0))n1(x0) = Θ(x0)n1(x0)
r(x0)n1(x0)− (e(x0) + f(x0)V2(x0))n2(x0) = Θ(x0)n2(x0)

(5.19)
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Tiene asociado un valor propio principal Θ(x0) > 0, para x0 ∈ Ω6 ∪ Ω3 ∪ Ω5, Θ(x0) = 0,
cuando x0 ∈ {x ∈ Ω|s(x)r(x) = (s(x) + a(x))e(x)} y negativa en el resto.

Sea δ > 0 y pequeño. Al igual que en el caso de 1 especie, se puede tomar ρ0 > 0 tal que
B(x0, ρ0) ⊂ Ω3 ∩ Ω5 ∪ Ω6 y |a(x)− a0| < δ, |r̂(x)− r̂0| < δ, |ŝ(x) − ŝ0| < δ, |e(x)− e0| < δ,
|b(x)V1(x)− b0V10| ≤ δ y |f(x)V2(x)− f0V20| ≤ δ para todo x ∈ B(x0, ρ0), donde φ0 denota
a φ(x0), para cada función φ().

Si x0 ∈ Ω, η(x, x0) es la función propia asociada al valor propio principal del problema auxiliar
(5.13). Usando la Proposición 1.3.4, garantiza la existencia de esta función siempre positiva,
salvo en la frontera. Para los casos en que x0 ∈ ∂Ω, η(x, x0) es la función propia asociada
al valor propio principal del problema auxiliar (5.15), utilizando la Proposición 1.3.5, esta
existe y siempre es positiva, salvo en la parte de la frontera que se anula. Adicionalmente se
normalizará η(x, x0), para que maxx∈Ω η(x, x0) = 1

Notando que hi+2(x, ε1) ≥ Vi(x) + ε1qm > Vi(x) + µ1, para todo µ1 < ε1qm, donde qm =
mini∈{1,2}minx∈Ω qi(x). Se puede tomar µ1 <

ε1qm
4 , entonces usando la Proposición 5.2.9, por

la convergencia uniforme de los semitriviales, existe un dm1 tal que si d1, d2 < dm1, cumple
que:

max
x∈Ω
|Vi(x)− vdi (x)| < µ1

Por lo tanto tomando d1, d2 < dm1: hi+2(x, ε1) > Vi(x)+4µ1 > vdi (x)+3µ1, por monotonía del
sistema (wd1, wd2, wd3, wd4) ≥K (0, 0, wd3, wd4), usando la unicidad de los equilibrios semitriviales
del sistema con difusión y la convergencia de los sistemas de una sola especie, (vd1 , vd2) ≥2
(wd3, wd4). Por lo tanto, juntando estas dos desigualdades, si d1, d2 < dm1:

hi+2(x, ε1) > vdi (x) + 3µ1 ≥ wdi+2(x) + 3µ1

se tiene que para cualquier equilibrios de coexistencia (wd1, wd2, wd3, wd4).

Proposición 5.2.12 Sea x0 ∈ Ω, si existen δM > 0 y ζ > 0, tal que ∀i ∈ {1, 2}:

∀δ ∈ (0, δM), di∆δη(x, x0)ni(x0) + F (x, δη(x, x0)n(x0), g1(x), g2(x)) > ζ,∀x ∈ B(x0, ρ0) ∩ Ω

para gi(x) ∈ C(Ω)+, entonces para todo equilibrio de coexistencia (wd1, wd2, wd3, wd4), tal que
(wd3(x), wd4(x)) ≤2 (g1(x), g2(x)), se tiene que:

(δMf1(x), δMf1(x), g1(x), g2(x)) ≤K (wd1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x))

Demostración. Primero se probará el caso en que x0 ∈ Ω, pues esto garantiza que B(x0, ρ0)∩
∂Ω = ∅, también se tiene que η(x, x0) es la función del problema (5.13).

Tomando un equilibrio cualquiera (wd1, wd2, wd3, wd4), si para todo punto xm ∈ B(x0, ρ0), se
tiene que wdi (xm) > δMη(xm, x0)ni(x0), el resultado está listo, para el caso contrario.

Se va a definir el conjunto D := {δ ∈ (0, δM ]|δη(x, x0)ni(x0) ≤ wdi (x), ∀x ∈ Ω}, usando la
ecuación (5.5), los wdi (x) son positivos, junto con la continuidad sobre un compacto de wdi (x),
se tiene que:

wdm = min
i∈{1,2}

min
x∈Ω
{wdi (x)} > 0
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por lo tanto δ = wdm
2 max{maxx∈Ω f1(x),maxx∈Ω f1(x)} ∈ D, entonces D 6= ∅ y usando que es

acotado superiormente, se tiene que el conjunto tiene supremo, llamándolo δS > 0, para el
cual ∃xS ∈ B(x0, ρ0) ⊆ Ω, j ∈ {1, 2} tal que δSη(xS, x0)nj(x0) = wdj (xS).

Sin pérdida de generalidad j = 1

d1∆δSη(x, x0)n1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)n(x0), g1(x), g2(x)) > 0,∀x ∈ B(x0, ρ0)

Usando que el sistema es cooperativo respecto a la segunda componente y competitivo res-
pecto a las otras dos:

d1∆δSη(x, x0)n1(x0) + F1(x, δSη(x, x0)n1(x0), wd2(x), wd3(x), wd4(x)) > 0

Se puede definir z(x) = w1(x) − δSη(x, x0)n1(x0) ≥ 0 y z(xS) = 0. Se puede observar que
para x ∈ B(x0, ρ0)c, z(x) = w1(x) > 0, por lo que z(x) > 0, en ∂B(x0, ρ0). Se define:

d1∆z + ρ(x)z,∀x ∈ B(x0, ρ0) y z > 0,∀x ∈ ∂B(x0, ρ0)

Para ρ(x) =
∫ 1

0

∂F1

∂s1
(x, δSf1(x) + tz(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x))dt, como ∂Fi

∂si
< 0, se tiene que

ρ(x) < 0.

Reemplazando z en d1∆z + ρz, se tiene:

d1∆(wd1(x)−δSf1(x))+F1(x,wd1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x))−F1(x, δSf1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x))

Reemplazando que (wd1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x)) es equilibrio y se tiene que:

d1∆(−z) + ρ(−z) = (d1∆δSf1(x) + F1(x, δSf1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x)) > 0 y − z ≤ 0

Por lo tanto como (−z)(xS) = 0, se contradice el Teorema 1.2.4 y se obtiene el resultado.

Para el caso en que x0 ∈ ∂Ω, la demostración es similar, pero hay que realizar el cambio de
η(x, x0) del problema auxiliar (5.15).

De igual manera se puede definir δS > 0, para el cual δSη(x, x0)ni(x0) ≤ wdi (x) y ∃xS ∈
B(x0, ρ0)∩Ω, j ∈ {1, 2} tal que δSη(xS, x0)nj(x0) = wdj (xS), pero ahora existe la posibilidad
que xS ∈ B(x0, ρ0) ∩ Ω, pues en esa parte de la frontera η(x, x0) tiene condiciones del tipo
Neumann.

Ahora utilizando el mismo argumento anterior sobre B(x0, ρ0), se tiene que:

d1∆(−z) + ρ(−z) = (d1∆δSf1(x) + F1(x, δSf1(x), wd2(x), wd3(x), wd4(x)) > 0 y − z ≤ 0

Por lo tanto como (−z)(xS) = 0, si xS ∈ Ω se contradice el Teorema 1.2.4 y se obtiene el
resultado. Por otra parte si xS ∈ ∂Ω se contradice el Teorema 1.2.5 y también se obtiene el
resultado.
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Extendiendo la función η(x, x0), por 0 para x 6∈ B(x0, ρ0).

F3(x, δ1η(x, x0)n(x0), h3,4(x, ε1)) =ε1q1(x)(Γ(x)− b(x)δ1η(x, x0)n1(x0)− b(x)ε1q1(x))
− δ1η(x, x0)n1(x0)h3(x, ε1)

Usando que qm = min{q1m, q2m} > 0 y Γ(x) ≤ 0.

F3(x, h(x, ε1), δ1η(x, x0)n(x0)) < τ < 0

De igual manera
F4(x, δ1η(x, x0)n(x0), h3,4(x, ε1)) < τ < 0

Proposición 5.2.13 Si existen un par de funciones continuas (s1(x), s2(x)) y un ζ > 0,
tal que Fi(x, g1(x), g2(x), s1(x), s2(x)) < −ζ, para i ∈ {3, 4}, entonces ∀ε > 0 existen
ŝ1(x), ŝ2(x) ∈ C2(Ω), tal que:

s1(x) < ŝ1(x) < s1(x) + ε, s2(x) < ŝ2(x) < s2(x) + ε,
∂ŝi
∂n

= 0

y
Fi(x, g1(x), g2(x), ŝ1(x), ŝ2(x)) < −ζ2

Demostración. Por continuidad uniforme de las funciones Fi() (continuas definidas en un
compacto), se pueden tomar 0 < τ = ζ

2 y existe un 0 < ρ, tal que si supx∈Ω ‖si(x)− fi(x)‖ <
ρ < ε, entonces: supx∈Ω ‖Fi(x, f1(x), f2(x), g1(x), g2(x))−F (x, s1(x), s2(x), g1(x), g2(x))‖ < τ

Utilizando el Corolario 1.3.3,se puede tomar: ŝi(x), tal que cumpla estas condiciones y s(x) <
ŝi(x) < si(x) + ρ

2 , por lo tanto utilizando que supx∈Ω ‖si(x)− ŝi(x)‖ < ρ, entonces:

F3(x, g1(x), g2(x), ŝ1(x), ŝ2(x)) < −ζ2 y F4(x, g1(x), g2(x), ŝ1(x), ŝ2(x)) < −ζ2

Usando la proposición anterior, junto con la continuidad de las funciones h3(x, ε1) y h4(x, ε1),
para ζ = τ , con lo que existe un γ1 ∈ (0, ε1) tal que ∃ĥi(x, ε1) ∈ C2(Ω), hi(x, ε1) < ĥi(x, ε1) <

hi(x, ε1) + γ1,
∂ĥi
∂n

(x, ε1) = 0, para los cuales

Fi(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) < τ

2 < 0

Tomando d3, d4 < −
τ

4 maxi∈{1,2}{maxx∈Ω |∆ĥi(x, ε1)|}
, se tiene que:

di∆ĥi(x, ε1) + Fi(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) < τ

4 < 0

Ahora estudiando el resto de las componentes, para los valores x ∈ B(x0, ρ0)c, se tiene que
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F1 = F2 = 0, para los x ∈ B(x0, ρ0) se tiene que:

F1(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) =δ1η(Θ(x0)n1(x0) + (r(x)− r0)n2(x0)− (s(x)− s0)n1(x0)
− (a(x)− a0)n1(x0)− δ1η(x, x0)n1(x0)
− (b(x)V1(x)− b(x0)V1(x0))n1(x0)− b(x)ε1h3(x))
− b(x)(ĥ3(x, ε1)− h3(x, ε1))

Tomando bM = maxx∈Ω b(x)

F1(x, ĥ1(x, ε1), ĥ2(x, ε1), δ1η(x, x0)n(x0)) >δ1η(Θ(x0)n1(x0)− 4δ − δ1 − 2bMε1)

Tomando δ, δ1, ε1 <
Θ(x0)n1(x0)

10 + 4bM
, se tiene que

F1(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) > δ1ηΘ(x0)n1(x0)
2

Tomando d1 <
Θ(x0)n1(x0)

4λ lo que se tiene que:

d1∆δ1η(x, x0)n1(x0) + F1(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) > δ1η(Θ(x0)n1(x0)
4 > 0

Similarmente tomando δ, δ1, ε1 <
Θ(x0)n2(x0)

10 + 2fM
y d2 <

Θ(x0)n2(x0)
4λ , se tiene que:

d2∆δ1η(x, x0)n2(x0) + F2(x, δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) > δ1η(Θ(x0)n2(x0)
4 > 0

Por lo tanto, se puede definir:

w0(x, x0) = (δ1η(x, x0)n(x0), ˆh3,4(x, ε1)) ≤K wd

la subsolución para d0 > 0 tal que d1, d2, d3, d4 < d0, cumpla las 4 condiciones.

Lema 5.2.14 Sea x0 ∈ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω4, entonces existe d0 > 0, ρ0 > 0, y una función
(w0(x, x0)) = (0, 0, ˆh3,4(x, ε1)) ∈ C2(Ω), con condiciones del tipo Neumann, en sus dos últimas
componentes. w0(x, x0) es subsolución con el orden alternado, para todo 0 < d1, d2, d3, d4 < d0

Demostración. La demostración es similar a la primera parte del Lema 5.2.11, solo conside-
rando las restricciones de la función F3, F4 < 0, pues F1 = F2 = 0.

Estos dos resultados tienen sus análogos invirtiendo las componentes:

Corolario 5.2.15 Sea x0 ∈ Ω6 ∪ Ω2 ∪ Ω4, entonces existe d0 > 0, ρ0 > 0, y una función
w0(x, x0)(3,4) > 0 en B(x0, ρ0), para los cuales w0(x, x0) = ( ˆh1,2(x, ε2), δ2η2(x, x0)m(x0)) ∈
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C2(Ω) tiene condiciones del tipo Neumann en sus dos primeras componentes, en la frontera
y es supersolución con el orden alternado para todo 0 < d1, d2, d3, d4 < d0.

Corolario 5.2.16 Para los x0 ∈ Ω1 ∪ Ω3 ∪ Ω5, entonces existe d0 > 0, ρ0 > 0, y una
función w0(x, x0) = ( ˆh1,2(x, ε2), 0, 0) ∈ C2(Ω) tiene condiciones del tipo Neumann en sus
dos primera componentes, en la frontera y es supersolución con el orden alternado para todo
0 < d1, d2, d3, d4 < d0.

Demostración. Estos últimos 2 corolarios, son análogos a los resultados previos al intercam-
biar las primeras dos componentes, con las últimas 2.

Por lo tanto hay 4 casos :

Para el 1)x0 ∈ Ω1 se tomará:

w0(x, x0) =(ĥ1(x, ε2), ĥ2(x, ε2), 0, 0)
w0(x, x0) =(0, 0, ĥ3(x, ε1), ĥ4(x, ε1))

Para el 2)x0 ∈ Ω2 ∩ Ω4 se tomará:

w0(x, x0) =(ĥ1(x, ε2), ĥ2(x, ε2), δ2η2(x, x0)n(x0))
w0(x, x0) =(0, 0, ĥ3(x, ε1), ĥ4(x, ε1))

Para el 3)x0 ∈ Ω3 ∩ Ω5 se tomará

w0(x, x0) =(ĥ1(x, ε2), ĥ2(x, ε2), 0, 0)
w0(x, x0) =(δ1η(x, x0)m(x0), ĥ3(x, ε1), ĥ4(x, ε1))

Para el 4)x0 ∈ Ω6 se tomará

w0(x, x0) =(ĥ1(x, ε2), ĥ2(x, ε2), δ2η2(x, x0)n(x0))
w0(x, x0) =(δη(x, x0)m(x0), ĥ3(x, ε1), ĥ4(x, ε1))

Tomando los operadores D = diag(d1, d2, d3, d4), L = diag(∆,∆,∆,∆). . Sea K > 0 tal que
K + ∂si

Fi(x, u, v) > 0, para todo 0 ≤ u1, u2, v1, v2 ≤M , se puede definir z = wk(x, x0), como
la única solución del problema lineal.

−DLz +Kz =Ky + F (x, y) en Ω
∂z

∂n
=0 en ∂Ω

Con y = wk−1(x, x0) Análogamente definimos wk(x, x0), en función de wk−1(x, x0).
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Lema 5.2.17 Si para x0 ∈ Ω, ∃ρ0, tal que: w0(x, x0)(1,2) > (0, 0), para todo x ∈ B(x0, ρ0),
para todo k, se obtendrá que wk(x, x0)�K wk+1(x, x0) en Ω, en caso de que w0(x, x0)(1,2) =
(0, 0), para todo x ∈ Ω, se tiene que (wk(x, x0))(3,4) �2 (wk+1(x, x0))(3,4) en Ω y constante en
las otras dos.

Si para x0 ∈ Ω, ∃ρ0, tal que: w0(x, x0)(3,4) > (0, 0) para todo x ∈ B(x0, ρ0),para todo k, se
tiene que wk+1(x, x0) �K wk(x, x0) en Ω, en caso de que w0(x, x0)(3,4) = (0, 0), para todo
x ∈ Ω, se tiene que (wk+1(x, x0))(1,2) �2 (wk(x, x0))(1,2) en Ω y constante en las otras dos.

Para cualquier caso wk(x, x0)�K wk(x, x0).

Demostración. Para x0 ∈ Ω, observando las dos últimas componentes, se tiene que ∀x ∈ Ω:

−DL(w1(x, x0)− w0(x, x0)) +K(w1(x, x0)− w0(x, x0)) =DLw0(x, x0) + F (x,w0(x, x0))�2 (0, 0)
∇(w1(x, x0)− w0(x, x0))i · n =0 ∀x ∈ ∂Ω

Por lo tanto, usando el Teorema 1.2.5 en cada componente, se obtiene que:

(w0(x, x0))(3,4) �2 (w1(x, x0))(3,4)

Por otro lado para las primeras dos componentes, si para x ∈ B(x, ρ0), se tiene que:

(w0(x, x0))(1,2) �2 (0, 0)

entonces para todo punto de la bola:

−DL(w1(x, x0)− w0(x, x0)) +K(w1(x, x0)− w0(x, x0)) =DLw0(x, x0) + F (x,w0(x, x0))�2 (0, 0)
(w1(x, x0))(1,2) − (w0(x, x0))(1,2) �2(0, 0) ∀x ∈ ∂B(x0, ρ0)

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.4 en cada componente, se obtiene que:

(w1(x, x0))(1,2) �2 (w0(x, x0))(1,2)

En todo Ω, pues para afuera de la bola, la inicial es nula y la iteración estrictamente positiva.

Por inducción, si para (wk−1(x, x0))(3,4) �2 (wk(x, x0))(3,4), entonces analizando las últimas
2 componentes:

−DL(wk+1(x, x0)− wk(x, x0)) +K(wk+1(x, x0)− wk(x, x0)) =K(wk(x, x0)− wk−1(x, x0))
+ F (x,wk(x, x0))− F (x,wk−1(x, x0))
�2 (0, 0)

∇(wk+1(x, x0)− wk(x, x0))i · n = 0

Por lo tanto, nuevamente por el Teorema 1.2.5 en cada componente:

(wk(x, x0))(3,4) �2 (wk+1(x, x0))(3,4)

80



Para el caso en que las otras componentes no son nulas, si se supone que:

(wk−1(x, x0))(1,2) �2 (wk(x, x0))(1,2)

entonces:

−DL(wk+1(x, x0)− wk(x, x0)) +K(wk+1(x, x0)− wk(x, x0)) =K(wk(x, x0)− wk−1(x, x0))
+ F (x,wk(x, x0))− F (x,wk−1(x, x0))
�2 (0, 0)

∇(wk+1(x, x0)− wk(x, x0))i · n = 0

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.5 en cada componente:

(wk(x, x0))(1,2) �2 (wk+1(x, x0))(1,2)

Con lo que se obtiene que:
wk(x, x0)�K wk+1(x, x0)

De manera similar se obtiene que:

wk+1(x, x0)�K wk(x, x0)

Como ya se probo para cualquier equilibrio w:

w0(x, x0)�K w �K w0(x, x0)

Se tiene que w0(x, x0)�K w0(x, x0), caso base para k = 0.

Si w0(x0)(1,2) = (0, 0), entonces como la solución de este problema lineal elíptico es única y
por ende wk(x, x0)(1,2) = (0, 0). Similar con w0(x0)(3,4) = (0, 0).

Para el caso en que ambas inicialmente no son siempre nulas, si para wk(x, x0)�K wk(x, x0),
entonces se tiene que:

−DL(wk+1(x, x0)− wk+1(x, x0)) +K(wk+1(x, x0)− wk+1(x, x0)) =K(wk(x, x0)− wk(x, x0))
+ F (x,wk(x, x0))− F (x,wk(x, x0))
�K (0, 0, 0, 0)

∇(wk+1(x, x0)− wk+1(x, x0)) · n = 0

Por lo tanto, por lo que usando el Teorema 1.2.5 en cada componente, se concluye que:

wk(x, x0)�K wk(x, x0)

La demostración anterior es más sencilla, si para algunas componentes es siempre 0, pues ya
se probo que la iteración es siempre nula y la otra es siempre estrictamente positiva, por lo
tanto la desigualdad se tiene siempre.
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Lema 5.2.18 Si w = (w1, w2, w3, w4) es un equilibrio positivo, entonces para todo k,

wk(x, x0)�K w �K wk(x, x0)

Demostración. Se tiene el caso base, para k = 0. Si w0(x0)(1,2) = (0, 0) siempre, la demos-
tración es directa, pues las componentes son estrictamente positivas siempre y por lo tanto
la desigualdad se tiene siempre. Por lo que se estudiará el caso en que inicialmente no son
siempre nulas, si para wk(x, x0)�K w, se tiene que:

−DL(w − wk+1(x, x0)) +K(w − wk+1(x, x0)) =K(w − wk(x, x0))
+ F (x,w)− F (x,wk(x, x0))
>K (0, 0, 0, 0)

∇(w − wk+1(x, x0)) · n = 0

Por lo tanto, usando el Teorema 1.2.5 en cada componente: wk+1(x, x0) �K w. De manera
similar: w �k wk+1(x, x0).

Definiendo W0(x, x0) = w0(x, x0), W0(x, x0) = w0(x, x0)

Wi+1(x, x0) = Wi(x, x0) + F (x,Wi(x, x0))
K

y Wi+1(x, x0) = Wi(x, x0) + F (x,Wi(x, x0))
K

en Ω. Siguiendo las demostraciones de los lemas 5.6 y 5.7 [6], en B(x0, ρ0) ∩ Ω en vez de Ω,
se obtienen los siguientes resultados.

Lema 5.2.19 Para todo i, se tiene

Wi(x, x0) ≤K Wi+1(x, x0) ≤K Wi+1(x, x0) ≤K Wi(x, x0) en B(x0, ρ0) ∩ Ω

Las desigualdades son estrictas siempre que inicialmente un par de componentes no sea (0, 0),
entonces ,Wi(x, x0) yWi(x, x0) convergen localmente uniforme en Ω aW∞(x) cuando i→∞

Demostración. Repitiendo la demostración del Lema 5.6 en [6], pero solo de manera local
en la bola, {Wi(x, x0)} es monótono creciente (con el orden k) y acotado por W0(x, x0) y
{Wi(x, x0)} también es monótono creciente y acotado porW0(x, x0). Entonces, {Wi(x, x0)} →
W∞ puntualmente, el cual satisface F (x,W∞) = 0, i.e. es un equilibrio no negativo del
sistema sin desplazamiento.

Si x0 ∈ Ω1, entonces:
W∞(x) = (0, 0, 0, 0)

pues no hay otro equilibrio del sistema sin difusión y solo puede converger a (0, 0, 0, 0).

Si x0 ∈ Ω3 ∩ Ω5, entonces:
W∞(x) = (U1(x), U2(x), 0, 0)
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pues no hay coexistencia y

(0, 0)�2 (W0(x, x0))(1,2) �2 (Wi(x, x0))(1,2)

por lo tanto Wi(x, x0) solo puede converger a (U1(x), U∗2(x), 0, 0).

Si x0 ∈ Ω2 ∩ Ω4, es similar alternando los roles, se concluye que:

W∞(x) = (0, 0, V1(x), V2(x))

Si x0 ∈ Ω6, entonces
W∞(x) = (U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x))

pues hay coexistencia y

(0, 0)�2 (W0(x, x0))(1,2) �2 (Wi(x, x0))(1,2)

y
(0, 0)�2 (W0(x, x0))(3,4) �2 (Wi(x, x0))(3,4)

por lo tanto Wi(x, x0) solo puede converger a (U∗1 (x), U∗2 (x), V ∗1 (x), V ∗2 (x)).

Utilizando que W∞(x) es una función continua, usando el Teorema 5.8 de [6], como las
funciones son monótonas y convergen puntualmente a una función continua, se obtiene la
convergencia uniforme en cada compacto de B(x0, ρ0).

Lema 5.2.20 Para cada i cuando d1, d2, d3, d4 → 0, se tiene que wi(x, x0) converge a
Wi(x, x0) y wi(x, x0) converge a Wi(x, x0) localmente uniforme en Ω.

Demostración. La demostración es el Lema 5.5 de [6], restringido a la bola B(x0, ρ0)∩Ω.

Finalmente, utilizando los lemas 5.2.19 y 5.2.20, junto con un argumento diagonal, se tiene
que cualquier equilibrio wd, se ve arrastrado a converger localmente uniforme a W∞.

Por ende como Ω, es un compacto y se tiene la convergencia localmente uniforme de wd(x)→
W∞(x), se obtiene la convergencia uniforme para todo el conjunto, concluyendo la demos-
tración.
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Conclusiones

En primer lugar, se pudo estudiar analíticamente el comportamiento del sistema (0.3)
para distintos casos, utilizando las técnicas desarrolladas por Smith en [5], al probar la mo-
notonía del sistema, para el orden inducido por el cono alternante K.

Durante la primera parte del capítulo 4, se aplicaron estas técnicas, principalmente los
resultados de sistemas cooperativos irreductibles, logrando analizar el sistema a coeficientes
constantes sin desplazamiento, de manera casi completa obteniéndose las condiciones de
existencia de los diferentes equilibrios, junto con el comportamiento asintótico del sistema
para las distintas combinaciones de los coeficientes, como se puede observar en la Tabla 4.1,
la cual entrega un resumen de estas condiciones. Sin embargo, en este trabajo no se determinó
el comportamiento asintótico de las soluciones en el caso en que s = ŝ y r = r̂. Para este
caso, la dinámica de la solución depende de su condición inicial y las técnicas utilizadas solo
permitieron capturar esta dependencia, en algunos subcasos particulares.

Posteriormente, al considerar el sistema con coeficientes constantes y desplazamiento,
luego de varios intentos y demostraciones para algunos casos particulares (tasas de difusión
grandes y algunas combinaciones interesantes) se obtuvo que para cualquier combinación
de tasas de difusión, no existen equilibrios no constantes. Para obtener este resultado fue
necesario apoyarse en los desarrollos del sistema sin difusión y las distintas formas del prin-
cipio del máximo. También se caracterizó el comportamiento asintótico para soluciones con
condiciones inciales positivas, excepto en el caso degenerado de s = ŝ y r = r̂.

El estudio del caso a coeficientes variables, en la subsección 5.2.1 permitió identificar
completamente el comportamiento del sistema para el caso en que el valor propio principal
de alguno de los problemas (5.7) o (5.8) es negativo, obteniéndose una convergencia para
cualesquiera sean las tasas de difusión, esta convergencia será al (0, 0, 0, 0), (ud1, ud2, 0, 0) ó
(0, 0, vd1 , vd2), dependiendo del subcaso en que se encuentre. Por otro lado, para el caso en que
ambos valores propios son positivos, no se logro determinar si hay unicidad de los equilibrios
de coexistencia.

Finalmente, se obtuvieron los resultados de la subsección 5.2.2. Primero, extendiendo
el teorema probado en [1] para tasas pequeñas, para esto fue necesario utilizar el método
de sub/supersoluciones de manera similar al trabajo de [6], junto con la creación de una
subsolución, que permite abordar el comportamiento en la frontera y por tanto concluir
convergencia uniforme de los equilibrios cuando sus difusiones convergen a 0, este resultado
corresponde al Teorema 5.2.8. Posteriormente, para el caso de 2 especies se pudo realizar
una generalización de estos resultados, considerando el orden inducido por el cono alternante
K, en la construcción de las sub/supersoluciones. Para este estudio, fue necesario analizar
diversos problemas de valores propios asociados a las linealizaciones en torno a los distintos

84



equilibrios del sistema, junto con pedir una condición extra de regularidad a la frontera de
Ω, con el fin aproximar de aproximar funciones continuas mediantes funciones C2(Ω), con
condición de borde del tipo Neumann, obteniéndose el Teorema 5.2.10.

Una extensión natural de este trabajo era abordar otros casos límites para las difusiones
de este sistema, por ejemplo min{di} → ∞, tal como fue realizado en [1], sin embargo, durante
la elaboración de esta tesis, supimos que Cosner, Cantrell y Salako estaban estudiando estos
casos, incluyendo el caso en que una de las especies en alguna de sus etapas era 0. Estos
autores buscaban entender que estrategia de difusión era ventajosa en el caso en que los
términos de reacción para ambas especies eran iguales.

El caso estudiado en este trabajo provee las bases para abordar comportamientos mas
complejos, como por ejemplo, si ambas especies no solo difieren en sus tasas s(x) y de r(x),
sino que tienen distintos coeficientes de competencia. Por ejemplo, para la primera ecuación
b(x)(u1 + v1), podría a ser b(x)(u1 + λ1v1), con 0 < λ1 < 1 y para la tercera b(x)(u1 + v1),
por b(x)(λ2u1 + v1), con 0 < λ2 < 1. Estudiar este sistema, buscando entender como los
coeficientes de competencia introducidos pueden generar coexistencia, es un problema que
planeamos abordar en el futuro.
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