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PERSISTENCIA EN UN SISTEMA COMPETITIVO CON ESTRUCTURA
ETARIA

En el presente trabajo se estudia un sistema de reaccién-difusion que modela la inter-
accion de dos especies que habitan en una misma region. Cada una de las especies cuenta
con dos grupos etarios (adultos y jévenes) y entre ellas interactiian compitiendo.

Este sistema corresponde a una variante del modelo propuesto por Cosner, Cantrell y
Martinez en [1], en el cual se estudia la dindmica de una especie en la que se diferencian dos
grupos etarios. En este trabajo analizaron la existencia de un equilibrio positivo, la que se
caracteriza a través de la linealizacion del sistema en torno al origen. Estos autores también
estudiaron el perfil del equilibrio de coexistencia para difusiones pequenas y coeficientes
heterogéneos, conectando el sistema difusivo con el comportamiento asintético del sistema
sin difusion.

En esta memoria, se extiende el trabajo de los autores mencionados, considerando dos
especies con el mismo tipo de estructura etaria utilizado en [1], las cuales compiten entre
ellas. El objetivo es estudiar como los coeficientes del sistema, ya sean los de competencia
entre especies, los de cooperacién entre los grupos de una misma y las tasas de difusion
afectan el comportamiento asintotico de las soluciones. En particular se busca probar si hay
convergencia a un equilibrio y si hay equilibrios de coexistencia para ambas especies.

Se partira estudiando el caso no difusivo y a coeficientes constantes, es decir, cuando
el modelo corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 4 x 4. Para
este caso se establece como las diferentes relaciones entre los coeficientes caracterizan el
comportamiento asintotico de las soluciones. Luego, se incluird difusion, lo que modela el
movimiento de las especies, tanto en su fase adulta como joven, en el dominio. En este caso,
se probara que todos los equilibrios son homogéneos y también se estudiara el comportamiento
asintotico del sistema, el cual serd similar al caso sin difusion. Finalmente, se considerara el
caso en que los coeficientes son heterogéneos en el espacio, con los coeficientes de difusion
pequenos, caracterizando el comportamiento asintotico de equilibrios de coexistencia, cuando
las difusiones se acercan a 0.

Para obtener estos resultados, se utilizara la teoria de los sistemas dinamicos monéto-
nos, que serda fundamental para determinar convergencia de las soluciones del problema de
valor inicial a un equilibrio. Ademas, extenderemos resultados que permiten caracterizar el
comportamiento de equilibrios de un sistema eliptico monétono singularmente perturbado.
Para esto sera clave usar las técnicas basadas en sub/supersoluciones y caracterizaciones del
valor propio principal de operadores elipticos.
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Introduccion

En el a&mbito de la ecologia, los modelos que describen la dindmica de distintas especies
interactuando en un medio han sido ampliamente estudiados utilizando diversas herramien-
tas matematicas. Entre los modelos utilizados destacan los sistemas de reaccion-difusion, los
cuales permiten modelar fenémenos como migraciones, mortalidad y reproduccion de deter-
minadas especies habitando una misma regién.

En este contexto, surge la motivacion de estudiar como afectan los coeficientes que dan
cuenta de las interacciones entre las especies y el medio ambiente, en el comportamiento de
la especie al largo plazo. Particularmente aquellos relacionados con difusién y competencia.
En los sistemas de reaccion-difusion se incorporan operadores elipticos para modelar el movi-
miento en el espacio de una poblacién, el cual puede estar influenciado por factores como la
disponibilidad de recursos. Cuando las especies compiten, la densidad de una afecta negativa-
mente el crecimiento de la otra, lo que se traduce en coeficientes de natalidad que dependen
negativamente de las densidades de las poblaciones rivales. Por otro lado, una interaccion
cooperativa ocurre cuando la mayor presencia de una especie afecta de manera positiva al
crecimiento de la otra, por ejemplo, si se distingue en una especie las densidades de jévenes y
adultos, su interaccién es cooperativa dado que mientras mayor es la densidad de los adultos,
mayor es la densidad de los jovenes y viceversa.

En las ultimas décadas, se han estudiado ampliamente los modelos de reaccién-difusion
en el contexto de la dindmica de poblaciones. Por ejemplo, en algunos trabajos como: [2],
[3] ¥ [4], junto con las referencias citadas en ellos. Muchos de estos estudios, asumen que
la poblacién no esta estructurada. Sin embargo, a menudo el movimiento es afectado por la
edad u otros atributos.

Buscando modelar una especie donde el movimiento espacial depende de los grupos
etareos, los autores de [1], Cosner Cantrell y Martinez, estudiaron el sistema (0.1), el cual
considera una unica especie, con 2 grupos etareos, cuyas densidades (ug, uy) satisfacen:



— = d1Auy + r(x)us — ui(s(x) + a(x) + b(x)uy) para x € Q;t >0

— = dyAuy + s(x)u; — uz(e(x) + f(x)uy) para x € Q,t >0
ot (0.1)

Vu;-v=0paraiec {1,2},x€0Q,t>0

(ur, u2) (2, 0) = (uo1 (), uo2(x)) para z €

En este sistema, {2 es un dominio acotado, con v la normal exterior unitaria de 9€). El conjunto
Q) representa el medio en que habita la especie. Las densidades satisfacen condiciones de borde
de tipo Neumann, es decir, no hay flujo en el borde de €. El término s(x) representa la tasa
en que los jévenes maduran a adultos, mientras que r(z) da cuenta de la fecundidad local
de los adultos, en la ubicaciéon x. Los términos a(x), b(x), e(z) y f(z) dan cuenta de tasas
de mortalidad per cépita y factores de saturacion. Los coeficientes d;, ds son las tasas de
difusion de jovenes y adultos, respectivamente. Todos los coeficientes se suponen positivos y
continuos en €.

Para el sistema (0.1), los autores demostraron que su comportamiento estarda determi-
nado tinicamente por la estabilidad lineal del equilibrio (0,0), es decir, por el signo de \“, el
valor propio principal del problema (0.2). Si A* < 0, el (0,0) es el tnico equilibrio y atrae a
todas las condiciones iniciales positivas y en caso contrario, surge un tunico equilibrio positivo
(u1,uz), el cual serd un atractor global.

diApy(z) + s(x)pa(x) — (s(x) + a(x))pi(x) = Ap1(x) Ve e Q,t>0
daApa () + r(@)p1(x) — e(z)p2(x) = Ap2(z) Vo €Q,t >0 (0.2)
Vpi(x) -v=Vpy(x) - v=0 Vredt>0

El objetivo de este trabajo sera estudiar el comportamiento asintotico de un modelo de
reaccién-difusién, que corresponde a una versién extendida del sistema (0.1), que considera
2 especies con estructura etaria, en el cual los individuos del mismo grupo etario compiten
por los recursos.

Para este modelo de 2 especies, las densidades (uy, us), dan cuenta de la distribucion de
jovenes y adultos de la primera especie, mientras que (vq,vy) corresponden a las densidades
de la segunda especie. Asi se considerara el siguiente sistema:



aautl = dyAuy + r(x)us — ui(s(z) + a(x) + b(x)(uy + v1)) para = € Q,t >0

8u2

e doAus + s(z)uy; — uz(e(x) + f()(ug + vg)) para x € Q,t >0

81)1 N A

B = dsAvy + 7(x)vy — v1(8(x) + a(z) + b(x)(uy + v1)) para x € Q,t >0 03)
0.3

vy A

B = dsAvy + 3(x)v; — vo(e(z) + f(z)(ug + v2)) para x € ,t >0

Vu;-v=Vuv-v=0paraiec {1,2},x € 0Q,t >0

(u1, ug, v1,v2)(x,0) = (up1(x), ug2(z), vor (), vo2(x)) para x € Q

Para este nuevo sistema, se introducen los coeficientes §(x) y #(x), que cumplen un rol similar
a s(x) y r(z), pero para la segunda especie. De igual manera las tasas ds y dy, estdn asociadas
a la difusiéon de la otra especie.

Para caracterizar el comportamiento de las soluciones del sistema (0.3), es importante
estudiar sus equilibrios, los cuales corresponden a soluciones del siguiente sistema eliptico:

diAuy + r(z)us — g (s(z) + a(z) + b(x)(u; +v1)) = 0 para z €
doAug + s(z)uy — ug(e(x) + f(x)(u2 + v2)) = 0 para z €
dsAvy + #(x)ve — v1(8(x) + a(x) + b(z)(u1 +v1)) = 0 para z € (0.4)

dsAvy + 5(x)v; — vo(e(x) + f(x)(ug + v2)) = 0 para x € 2

Vu;-v=Vuv;-v=0parai€ {1,2},z € 00

Utilizando los resultados de [1], para los casos en que solo habita una especie, se obtienen
los equilibrios semitriviales (w1, uz,0,0) y (0,0,77,73), que en caso de existir seran unicos.

A diferencia del sistema (0.1), la estabilidad del equilibrio (0,0,0,0) no serd la tnica
condicién que permita predecir una extincion o supervivencia de la especie. Esta condicion
solo tendra relacion con la existencia de los equilibrios semitrivales, los cuales tendran un
rol fundamental al momento de predecir el comportamiento del sistema, pues al estudiar las
linealizaciones de los equilibrios semitriviales, se obtiene que en caso de ser ambos inestables,
entonces existird un equilibrio de coexistencia (con todas sus componentes positivas). Otra
diferencia con el sistema (0.1), es la unicidad del equilibrio de coexistencia, puesto que en el
caso general del sistema (0.3) es todavia una interrogante. En este caso, pueden surgir nuevos
comportamientos asintoticos, por lo que el estudio del sistema competitivo entre dos especies



sera mas complejo que en el caso de solo una. Por ejemplo, dependiendo de los coeficientes, se
puede obtener el caso en que exista un tunico equilibrio semitrivial que es globalmente estable,
0 que existan ambos semitriviales y que uno de ellos atraiga a las soluciones con condiciones
iniciales positivas, estos casos seran abordados uno a uno, durante la subseccion 4.1.2.

Un aspecto fundamental para el estudio de estos sistemas es saber si tienen un com-
portamiento mondétono, por lo que en el capitulo 3, se probara que el sistema es mondétono
para el orden inducido por el cono alternante K := C(R)Z x (—C(R)2). Esto permitird
aplicar la teorfa de sistemas mondtonos expuesta en [5], siendo de gran utilidad para ga-
rantizar la existencia de soluciones y demostrar resultados acerca de su comportamiento.
Por ejemplo, al existir ambas soluciones semitriviales, la monotonia respecto al orden <p,
permitird probar que todas las condiciones iniciales positivas son atraidas por el conjunto
[(0,0,v1,73), (U1, Uz, 0,0)]|, como se puede observar en la Proposicién 4.2.2. Para el caso
particular en que los coeficientes son constantes, se prueba que el equilibrio de coexistencia
es unico y el hecho de que este sea el atractor global del sistema, es una consecuencia de
resultados generales para sistemas monotonos.

Durante los capitulos 1 y 2, se buscara presentar y realizar las modificaciones necesarias
a los resultados previos de sistemas mondtonos estudiados en otros trabajos, los cuales seran
utilizados en el resto de los capitulos. También se entregaran definiciones utiles, con el fin
de agilizar la lectura y se presentaran algunas propiedades de comparacién para operadores
elipticos uniformes, que serdn muy ttiles para las demostraciones de los capitulos posteriores.

En una primera instancia se intentara comprender el comportamiento del sistema cuan-
do todos los coeficientes son constantes, es decir, el dominio €2, es homogéneo, por lo que
durante el capitulo 4, se estudiara solo este caso. Primero, se abordara el sistema sin difu-
sion, con el fin de caracterizar las relaciones entre coeficientes, que afecten en la existencia
y estabilidad lineal de los diversos equilibrios, de esta manera se obtendran las relaciones
que determinan el comportamiento del sistema para este caso, como se puede observar a
modo de resumen en la Tabla 4.1. Posteriormente, se analizara el caso con desplazamiento,
descartando la existencia de equilibrios distintos a los del sistema sin difusién y logrando
mediante técnicas similares a las utilizadas para el caso sin desplazamiento, caracterizar el
comportamiento global del sistema. Finalmente, con el fin de entender mejor el efecto que
produce la dispersién, se presentara un ejemplo comparativo entre un sistema con difusién y
el mismo sistema, pero sin desplazamiento.

Durante el capitulo 5, se estudiara el caso donde todos los coeficientes son variables, es
decir, el dominio 2, es heterogéneo. En la primera parte, se buscara utilizar las condiciones
obtenidas en el capitulo anterior, por lo que se presentaran subconjuntos de €2, que cumpliran
estas condiciones, lo cual permitira saber el comportamiento del sistema sin difusién, en cada
uno de estos subconjuntos. Posteriormente, se buscara generalizar los resultados conseguidos,
en [1], para tasas de difusién pequenas, en particular el siguiente teorema: El equilibrio del
sistema de una especie con difusion, converge localmente uniforme en cada region, al equilibrio
del sistema sin difusion. En este trabajo, se logra extender este teorema a los sistemas de 2
especies, obteniendo como principal resultado el Teorema 5.2.10, el cual para tasas pequenas
prueba la convergencia de un equilibrio cualquiera del sistema de 2 especies, al equilibrio del
sistema sin difusion.

En los siguientes capitulos, se aplicaran técnicas de diferentes teorias que son la piedra
angular de los trabajos anteriores. En primer lugar se destacan los resultados de Smith



en [5], que ya han sido mencionados al momento de determinar posibles convergencias a
equilibrios y comportamientos del sistema. Otras técnicas importantes son las utilizadas en
el trabajo de Lam y Lou, en [6], que permiten aplicar el método de sub/supersoluciones
para ecuaciones elipticas y caracterizar el perfil del equilibrio para difusiones pequenas. La
adaptacion de estos argumentos sera clave para las demostraciones que se realizaran en los
ultimos teoremas de la subsecciéon 5.2.2. Finalmente, las distintas versiones del Principio del
Maximo para ecuaciones elipticas y parabdlicas, presentadas por Protter y Weinberger, en
[7], permitiran obtener resultados como la Proposicién 3.0.5, la cual para los sistemas con
difusion, asegurara que a partir de algiin instante, las densidades seran estrictamente positivas
en todo €2, independientemente de la condicion inicial.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

En este capitulo se presentaran los principales conceptos y resultados tedricos que seran
necesarios para estudiar el sistema (0.3), indicando las referencias y entregando las demos-
traciones en los casos que sea necesario.

1.1. Definiciones Principales

Para el resto de los capitulos se utilizaran diversos conjuntos a los que perteneceran las
condiciones iniciales.

Sean k,m,n € Ny a € (0,1), para facilitar la lectura, se definiran los siguientes
conjuntos de funciones:

El espacio de las funciones, desde 2 C R™ a R™, sera denotado por:

FEOQR™) :={f:Q—R™}

El espacio de las funciones de clase C*, con dominio Q2 y llegada R:

CH(Q) == {f € F(Q,R)| la derivada k — sima de f es continua}

El espacio de las funciones de clase C*®, con dominio € y llegada R:

CH(Q) := {f € C¥(Q)] la derivada k — sima de f es a — Hélder }

Para denotar a la parte positiva de un conjunto de funciones A C F(2, R¥) se utilizara
la siguiente notacion:

AL ={f e ANz € Q,Vie {1,....k}, fi(x) > 0}

Por ejemplo C(€2),, es el conjunto de las funciones continuas y positivas con dominio ) y
llegada en R.

En algunos casos, se necesitara una condicién inicial, mas fuerte. Para denotar al con-



junto de las funciones positivas, salvo la funciéon nula, se utilizara:

Ay = ANO0a(@)y = {f € A |Fzo € Q,.Ti € {1, .., kY, fi(ao) > 0}

Por ultimo, se utilizara la notacion de potencia, para el producto cruz entre espacios

iguales:
AP = A1 A

Observacién Notar que [C(2)1]* es igual a [C(Q)]%, pero [C(Q)+4]* # [C(Q)]2,, pues
[C(2);4]* son las funciones continuas desde © a R? que ninguna de las componentes es
siempre nula. Por otro lado [C(€2)]%, son las funciones continuas desde Q a R?, excepto la

funcién nula en ambas componentes en simultaneo.

Para poder estudiar la monotonia de un sistema, es necesario introducir previamente el
concepto de relacion de orden entre dos elementos, al momento de estudiar los sub sistemas
del sistema (0.3) (cuando u; = ug = 0 6 v; = vy = 0), se utilizard la siguiente relacién de
orden:

Definicién 1.1.1 Sean f,g € [C(R)]* se define la siguiente relacion de orden usual, la

inducida por el cono de las funciones positivas [C(R)]2 :

[<29 <= Ve eQ: fi(z) < gi(2), folz) < g2(x)
junto con las siguientes notaciones:
[<29 = [<29,[#9
[<ag = Vz eQ: fi(z) < gi1(2), fo(x) < g2(2)
Lo que permite definir el intervalo entre dos puntos comparables, respecto al orden <s,

de la siguiente manera.

Definicién 1.1.2 Para f,g € [C(R)])?, se definen los intervalos:
ugls = (h € CRIP: f <2 <2 g)

[[f,9lla :={h € CR): f <2 h <5 g}

4

Observacién De manera anédloga para f,g € [C(R)]*, se define <4, con el orden usual

inducido por el cono [C(R)]4.

Otra relacién de orden, que se utilizara, al trabajar con el sistema (0.3) completo, es la

relaciéon de orden definida a continuacién en [C(R)]*:

Definicién 1.1.3 Para f,g € [C(R)]*, se define el orden inducido por el cono alternante



[<kg = Ve eQ:(fi,f2) <o(g1.92) vy (fs, f1) >2 (93, 94)

y las siguientes notaciones:
f<kg = [<kg9.[#9

[ <k g = (fi,[f2) <2 (91,92), (f3, fa) >2 (93, 94)

Este orden también generara sus respectivos intervalos:

Definicién 1.1.4 Sean f,g € [C(R)]*, se definen los intervalos:
[f.glic ={h € [CR)]": f <x h <x g}
[ gl :={h e [CR)": f <x h <k g}

Para estudiar la evolucion de las distintas condiciones iniciales en el sistema (0.3), se
buscara una funcién que cumpla la dinamica del sistema y varié segun la condicién inicial,
por lo tanto se buscard un T;(y) tal que:

d(Ty(y))

e [z, Ti(y))

El cumplimiento de esta propiedad da interés a definir el siguiente concepto:

Definicién 1.1.5 Una funcion continua T : Y X [0,00) — Y, se le dird semiflujo en el
espacio Y, si para todo y € Y, 1,19 € [0,00), se cumple que:

T(y,0) =y

T(y.ti +t2) =T(T(y, t1), 12)
En general se denotard: Ty(y) := T(y,t).

Observacion El semiflujo de un sistema, cumplira las 2 propiedades anteriores, junto con:

d(Ti(y))

para f la funcién del lado derecho del sistema.

Al momento de estudiar el comportamiento del sistema (0.3), su semiflujo asociado,
permitira definir las siguientes herramientas, las cuales se estudiaran con mas detalles en los
siguientes capitulos.

Definicién 1.1.6 La drbita de y € Y, corresponde al conjunto {T;(y) : t > 0}. Por lo tanto,
es la trayectoria que recorre un punto inicial y, durante su evolucion en el sistema.



Ademés, un conjunto A C Y se dird invariante, respecto al semiflujo T;, si T;(A) C A
para todo t > 0.

En algunos sistemas, existen elementos que se mantienen constantes, estos puntos son
muy importantes para el comportamiento limite del sistema, por lo que se definiran los
siguientes 2, conceptos:

Definicién 1.1.7 Un punto e € Y se dird un equilibrio si Ti(e) = e,Vt > 0.

Los equilibrios se pueden entender como condiciones iniciales del sistema, que se man-
tienen siempre iguales.

Definicion 1.1.8 Un equilibrio e € Y se dird estable si para toda vecindad V C Y de e
existe U C'Y, también vecindad de e, tal que e € U implica T;(y) € V,Vt > 0.

Un conjunto, que sera muy importante es el omega limite, de un punto, pues entregara
el o los puntos, por los que la érbita del punto pasa en una cantidad infinita de oportunidades.

Definicién 1.1.9 FEl conjunto omega limite de un punto y € Y estd definido como:

w(y) == (T (y) : t > s}

s>0

Es decir, es el conjunto de puntos w € Y, para los cuales eziste una secuencia (t,)nen con
t, — oo, tal que:
lim 73, (y) =w

tn,—00

Las siguientes son algunas propiedades del conjunto omega limite: Siempre es cerrado
e invariante. Si ademas la érbita de y esta contenida en un compacto, entonces el conjunto
omega limite serd siempre no vacio, compacto y conexo.

Con respecto al conjunto omega limite y un equilibrio estable se cumple lo siguiente:

Proposiciéon 1.1.10 Considere e un equilibrio estable. Si para y € Y se tiene e € w(y),
entonces w(y) = {e}.

DEMOSTRACION. Sea w € w(y) con w # e. Sean V,, V,, vecindades de e y w respectivamente
tal que V, NV, = (). Dado que e es estable, existe una vecindad U, tal que la 6rbita de todo
punto en U, permanece en V,. Como e € w(y), existe en particular ty > 0 tal que T}, (y) € U,
lo cual implica que T;(y) € V. para todo ¢t > to. Como V., NV, = () se tiene que w & w(y). O

Observacion Esta propiedad, permitira justificar la convergencia de las condiciones iniciales
a un equilibrio, para los casos en que sus omega limites sean solo un punto.

En base a una relacion de orden <y, en el espacio Y, se definira el siguiente concepto:



Definicién 1.1.11 Sean x,y € Y, sea un semiflujo T = {1} }o<t<c0, que preserva la relacion
de orden, es decir:
r<yy = Ti(z) <y Ti(y),vt > 0

se le llamard semiflujo mondtono.

Observaciéon Sit > 0y z <y y = Ti(z) <, Ti(y), se llama semiflujo fuertemente
monotono.

1.2. Propiedades de Comparacion

En esta seccién se recordaran algunos resultados particulares como el principio del
méximo y el método de sub/supersoluciones, junto con propiedades principalmente para
sistemas elipticos y parabdlicos.

El sistema (0.3) a estudiar, tiene 4 ecuaciones, con operadores elipticos, por lo que se
definiran este tipo de operadores, para enunciar sus propiedades.

Sea L, se dird que es un operador eliptico, si esta dado por:

donde los coeficientes son de clase C*(€2), con [a;;(x)] una matriz simétrica definida positiva
en . Suponiendo ademds sobre L, que existen constantes d;,d, > 0 tal que V€ € RV :

dl”f”2 < Z ajk fng < d2||§||2‘v’x €

7,k=1

se dird que es uniformemente eliptico.

Observacién Para el sistema (0.3), se tiene la presencia de un operador uniformemente elip-
tico, pues todas las ecuaciones tienen un laplaciano multiplicado por las constantes positivas
de difusién. El motivo de definir un operador uniformemente eliptico general y no solo las
segundas derivas, es que para algunos de los resultados del capitulo, al realizar algiin cambio
de coordenadas, el laplaciano, podria ser distinto a la suma de las segundas derivadas y estas
propiedades podrian no cumplirse.

Los 2 siguiente teorema son para sistemas parabodlicos acoplados, como es el caso de
estudio en los siguientes capitulos. Estos teoremas permitiran descartar extincién de alguna
especie, en tiempo finito.

Teorema 1.2.1 Sea u(z,t), se define el operador L parabélico tal que, para cada k €
{1,...,n}:

0? UK 8UK auK
@ p, 2 JuK Q
le‘” Bz, Z; or, o "F
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y considerando la matriz H = H(xz,t) de funciones, para cada i, j, se denotard h;; y se
cumple el siguiente sistema:

Ll[ul] + Z huui > 0 en )

i=1

Lylu,) + Z hpiu; >0 en §2

=1

En un dominio 2, para el cual cada Ly es uniformemente eliptico. Suponiendo que los
coeficientes a;'; y b}, son uniformemente acotados y que H es una matriz positiva, salvo la
diagonal.

SiVie{l,..,n},u;(z,0) <0, entonces u;(x,t) < 0,Vt > 0.

Mas ain si para algin (zo,to) € Int(Q x [0,00)), se tiene que: u;(xo,ty) = 0, entonces

Teorema 1.2.2 Sea u(z,t), con la misma hipdtesis que el Teorema 1.2.1, salvo que se alcance
el valor mdximo en el punto (xo,ty). Si para algin P € 0Q x (0,T), se tiene que u;(P) =0
y u;(-,t) es continua en QU P, entonces:

0ui
ov

>0 en (P)

a menos que u;(-,t), sea siempre 0 para todo t < t.
DEMOSTRACION. Son los teoremas 13 y 14 del Capitulo 8 de [7] O

Los siguientes 3 teoremas son parecidos a los anteriores, pero para ecuaciones elipticas.
Estos también seran muy importantes, pues al trabajar con los equilibrios y sus ecuaciones
elipticas, entregaran restricciones de los maximos y minimos que pueden alcanzar en el sistema

(0.3).
Teorema 1.2.3 (Principio del maximo de Hopf) Sea w, tal que:

N 62 N a
L[w] = Z CLL]&EJ}—FZZ}L&Z}EO z €
7 i=1 i

ij=1

En un dominio ), en el cual L es uniformemente eliptico. Suponiendo que los coeficientes
a; ; y b;, son uniformemente acotados. St w alcanza su mdximo M en un punto interior de
D, entonces w = M en todo ).

11



Teorema 1.2.4 Sea w, tal que:
(L4 h)[w] >0 en Q

En un dominio 2, con h <0, para el cual L es uniformemente eliptico y h es acotado. Si w
alcanza su mdximo no negativo M en un punto interior de D, entonces w = M en todo €.

Teorema 1.2.5 Sea w, tal que:
(L+h)w] >0 enQ

En un dominio 2, con h < 0, para el cual L es uniformemente eliptico y h es acotado. Si
w < M, en el interior y alcanza su mdximo no negativo M en un punto P frontera de 2, tal
que en ese punto w es continua en QU P, entonces:

ow
— >0en P
v "
a no ser que: w = M en todo €.
DeEMOSTRACION. Las demostraciones son los teoremas 5, 6 y 7, del Capitulo 2 de [7]. O

La siguiente ecuacion es de tipo parabdlica y es de interés, ya que el sistema (0.3) se
puede reescribir de esta manera.

wy = Lw + f(z,w) en Q x (0,7

Vw-n=0en 02 x (0,T] (1.1)

w(z,0) = wy(x) en 2

donde f: Q xR — R es de clase C(Q),wy € C(Q) y T > 0.

Para comparar distintas condiciones iniciales, se utilizard el método de super/subso-
luciones, pues junto con los resultados de monotonia de los capitulos siguientes, permitiran
acotar las soluciones.

Definicién 1.2.6 Una funcién w € C(Q x [0,T]) NC*>1t(Q x (0,T]) (Clase C? en z y Clase
C! en t) se dice una supersolucion de (1.1) si:

w; >Lw + f(x,w en Q x (0,T]
Vw -n >0 en 00 x (0,7
w(z,0) >wy(x) en 2

Similarmente, w se dice una subsolucion si cumple todas las desigualdades anteriores rever-
tidas.

El método de sub/supersoluciones concluye el siguiente resultado:

12



Proposicién 1.2.7 Sean w,w una subsolucion y una supersolucion de (1.1). Entonces el
problema (1.1) tiene una dnica solucién y esta cumple que w < w < w en Q x [0,T].

DEMOSTRACION. La demostracion, esta detallada en el capitulo 2 en [§] [

Ahora se considerara la versién estacionaria de (1.1), i.e. el problema eliptico, el cual
también es importante, pues los equilibrios del sistema (0.3) se estudiardn como las soluciones
de este problema. El problema esta dado por:

—Lw =f(z,w) en Q (1.2)
Vw -n =0 en 92

Al igual que el caso anterior, se definen los conceptos de sub/supersolucién, de la siguiente
manera:

Definicién 1.2.8 Una funcién w € C*(Q) N CH(9Q) se dice una supersolucion de (1.2) si:

—Lw > f(z,w en 2
Vw-n >0 en 02

Similarmente, w se dice una subsolucion de (1.2) si cumple todas las desigualdades anteriores
revertidas.

La siguiente proposicion es similar al resultado anterior, pero para el caso eliptico.

Proposicién 1.2.9 Sean w,w, una subsolucion y una supersolucion de (1.2), tal que w < w
en Q. Entonces el problema (1.2) tiene una solucion w tal que w < w < W en €.

1.3. Resultados para aproximaciones

Los siguientes teoremas seran de mucha utilidad, en los capitulos finales, para aproximar
funciones continuas, mediante funciones més regulares y la confeccién de sub /supersoluciones.

Teorema 1.3.1 (Stone Weirstrass Version Real) Suponiendo que X es un espacio compacto
de Hausdorff y A es una subdlgebra cerrada de C(X) que contiene una funcion constante
distinta de cero. Entonces A es denso en C(X) si y solo si separa puntos.

DEMOSTRACION. Este resultado asumiendo que contiene alguna funcién constante, esta como
el Teorema 4.45 de [9]. O

Este resultado permite aproximar por funciones con mayor regularidad e inclusive con
condiciones de borde del tipo Neumann, utilizando el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2 Sea f una funcién C(Q), con Q compacto subconjunto de R", suponiendo que
Q es un dominio C**(Q2) y e > 0, entonces existe una funcion f € C*(Q), tal que Vf-v =10

13



en 00 y
f-e<f<[f+e

DemosTRACION. Usando el Teorema 1.3.1, como las funciones g € C%(Q) y tales que Vg-v = 0,
son una semialgebra. Solo falta probar que separan puntos.

Para esto se utilizaran las funciones de la forma:
1
fl@)=er® =11,

Utilizando los resultados de la Proposicion 2.2 y el Corolario 2.3 de [10]. Se obtiene que esta
funcién es C*°(R), con todas sus derivadas nulas, para |z| = r y notando que es una funcién
par y derivable, su primera derivada es 0 en x = 0.

Sean z1, s € €, existen 2 casos:
1. Caso 1: Si x1, x5 € €.

Para este caso existen las B(x1,71) v B(xs, 1) tales que: B(xy,r1) C Qy B(xg,re) C €
y B(x1,7m1) N B(xa,72) = (. Por lo tanto, tomando:

lz = 2| [l = |

_ 2 .2 _ 2 .2
file) =elle—allP=rig, )y fo(a) = 2ellT — @2l =T 0, )

Se tiene que f1 = fi(z) + fa2(x), es de tipo Neumann y C*(Q) y f(x1) =1y f(z2) = 2.
2. Caso 2: Si 21 € 09, 5 € Q.
Se puede tomar 7 tal que x5 € B := B(z1,71) NQ y sea @() un mapeo C? : R* — R"

(para esto se le pide a la frontera de €2 que sea lo suficientemente regularidad), tal que
@(B) = B, para el cual:
@(0QN B) = B'N{y € R"|y, = 0}

En la Figura 1.1, se puede observar una visualizacién para n = 2.
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Y

B/

Figura 1.1: Mapeo @(x), para un ejemplo de dominio 2 € R?

Se puede definir en B’ un rectangulo R’ el cual estd contenido en B’ contiene a @(x)
y tal que:
R = [al,bl] X [ag,bQ] X oo X [O,bn]

Por lo tanto Vi € {1,...,n — 1} se pueden definir las funciones f;,g : R — R, de clase
C>*(R), usando que son funciones Bump.

1
_ait+bi\2 _ (bi—a;i\2
fir) == B = O ) vie {1, n — 1)
1
2 12
g(r) =™ ~ U1, (r)

Definiendo la funcién A : R™ — R, tal que
n—1
h(y) = H fz(yz>g(yn)
i=1
Se tiene que es Neumann sobre el conjunto {y € R"|y, = 0}, es C3(R"), h(¢@(x1)) >0y

h(y) =0,Vy ¢ R'.

Finalmente, tomando h(z) = h(@ (7))L g, - )na(2), se obtiene que h(z1) > 0= h(z),Vz €
B(xy1,71)¢, en particular xs y por construccién se puede verificar que es Neumann en

todo 0f).

Con esto se concluye que estas funciones del tipo Neumann de un conjunto compacto, con
frontera regular separan puntos y por ende se puede utilizar el Teorema 1.3.1. Il

En algunos casos el siguiente Corolario 1.3.3 permitira utilizar una aproximacion supe-
rior o inferior (dependiendo que conviene).

Corolario 1.3.3 Sea f una funcién C(Q) con Q compacto subconjunto de R™, suponiendo
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que Q es un dominio C**(Q) y € > 0, entonces existe i, J» tales que g1, g» € C*°(R), tal que
Vgr-v=Vg-v=0enddy

f—e<a<f<p<f+e

DEMOSTRACION. Para probar la existencia de ¢, se utilizard el Teorema 1.3.2 para f y €/2,
ahora redefiniendo §; = f — ¢/2, las condiciones del tipo Neumann se mantiene y se tiene la
siguiente desigualdad:

f-e<a<f
De manera similar se obtiene ¢ O
Las dos siguientes proposiciones entregan condiciones sobre los valores propios principa-

les, de dos problemas que seran utiles para la confecciéon de las subsoluciones, en la subseccion
5.2.2.

Proposicion 1.3.4 Sea un conjunto () acotado subconjunto de R™, suponiendo que €2 es un
dominio C**(2), entonces el problema de valores propios, con condicién Dirichlet:

Au+ =0 en(

u=0 en 0N
Tiene una unica funcion propia siempre positiva asociada al valor propio principal, el cual

es simple y estrictamente positivo:

DEMOSTRACION. La existencia del valor propio principal y ser simple estd dada por el Teorema
8.36, de [11].

Sea A1 el valor propio principal y u; su funcién propia positiva, para la caracterizacion del
valor basta notar que:

/Q()\lul)ulda,": /Q(—Aul)ulda: = /Q(Vul)zda:— Odx = /Q(Vul)zd:z:

o0

Con lo que se obtiene:

Vuy )?dx
)\1 = 7fﬂ( 13 >0
Jo(u1)?dz
Esto tultimo, pues la funcién propia no puede ser la funcién nula. Il

Proposicién 1.3.5 Sea un conjunto €2 acotado subconjunto de R™, suponiendo que €2 es un
dominio C*>*(Q) tal que T'y y Ty son subconjuntos de 9S), con T1NTy =0 y T Uly = 99. Sea
v la normal exterior unitaria de I'y, entonces el problema de valores propios, con condiciones
de borde mixtas:

Au+ou=0 en

u=0enl}

Vu-v=0enly
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Tiene una unica funcion propia siempre positiva asociada al valor propio principal, el cual
es stimple y estrictamente positivo:

DEMOSTRACION. La existencia del valor propio principal y ser simple esta dada por el Lema 7
de [12], para el caso particular en que a(z) = b(z) = 0.

Sea o7 el valor propio principal y u; su funcién propia positiva, para la caracterizacion del
valor basta notar que:

/Q(olul)uldx = /Q(—Aul)uldx: /Q(VU1)2d33— Odr — | Odx = /Q(Vu1)2dl‘

Iy 2

Con lo que se obtiene:

Vuy )?dx
o1 = 7&2( 13 >0
Jo(ur)?dx
Esto tdltimo, pues la funcién propia no puede ser la funcién nula. O

Observaciéon No es necesario que I'; y I's sean disjuntos, al aplicar este resultado en la
demostracion del Teorema 5.2.10, se observara un ejemplo en que esta situacion sucede.

1.4. Resultados de sistemas mondotonos

En esta seccion se probaran y mencionaran diversos resultados de sistemas mondtonos
conocidos, que se utilizaran para probar las convergencias y existencias de equilibrios en los
capitulos siguientes.

El siguiente criterio entrega una condicion suficiente para tener convergencia a un equi-
librio.

Teorema 1.4.1 Si ®,() es un semiflujo fuertemente mondtono en el espacio E, respecto
a un orden <y y 30 > 0, tal que para w € E: s5(w) <x w 6 w K Ps(w), entonces
&, (w) — e € E, es decir, w converge a un equilibrio, cuanto t — oo.

DEMOSTRACION. La demostracion es el Teorema 2.1, del Capitulo 1, de [5] O

El Teorema 1.4.2, entrega 3 opciones para saber el comportamiento, del semiflujo en
un intervalo entre dos equilibrios, este resultado permitira descartar existencia de equilibrios
y/o concluir convergencias.

Teorema 1.4.2 Sea ®,() un semifiujo fuertemente mondtono en E, respecto a un orden <k
en [a,b i, para a,b € E equilibrios. Se tiene una de las siguientes opciones:

1. Hay un equilibrio w € [a,b], distinto de a y b
2. & (w) — a, para todo w € |a, b]k\{b}
3. @ (w) — b, para todo w € [a,b|x\{a}
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DeMOSTRACION. Es el Teorema 2.2, del Capitulo 2, de [5] [

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales general, sera muy similar a los que se
estudiaran en los capitulos siguientes, por lo que se probaran algunas propiedades que cumple.

Considerando el sistema (1.3)

;l;z (x,t) = d;Au;(z,t) + Fi(z,u(x,t)),t > 0,2 € Q

%(xut) =0,t>0,z € 00 (1'3)
v

ui(z,0) = ¢i(z),z € Q

Donde i € I y d; > 0 constantes, la funcién F : Q x [C(Q2)]" es continua en Q y el vector
v = v(z), es la normal exterior unitaria de 0f2.

Por comodidad, se definird para A C R™ la condicién (1.4).
Vi€ I,Vr € Q, F(z,u) >0, para u(z) € Ay u;(x) =0 (1.4)
Los resultados obtenidos en el capitulo 7, del libro [5], entregan los siguientes teoremas y

proposiciones:

Teorema 1.4.3 Sea A CR™ y ¢ € [C(Q)|" tal que Vz € Q, d(x) € A, suponiendo que u(t, d)
la solucion de (1.3) es acotada y la funcion F asociada al sistema, cumple la condicion de la
ecuacion (1.4), entonces:

Para todo t > 0,T(¢) = u(t, ¢), es un semiflujo.

DEMOSTRACION. Este resultado, es una mezcla del Teorema 3.1, el Corolario 3.2, del capitulo
7 de [5], junto con el acotamiento de la solucién del sistema (1.3). O

Otra definicion importante para los siguientes resultados es la siguiente

Definicién 1.4.4 Un sistema se dird cooperativo, si es que:

oL}
Vi # j 5, 2 0

J

Observaciéon Notar que en un sistema cooperativo, las especies distintas interactuaran de
manera positiva entre ellas, aportando a su crecimiento.

Otro teorema importante, es el siguiente, el cual entregara una monotonia para el
semiflujo generado por el sistema:

Teorema 1.4.5 Suponiendo que F es cooperativo y satisface (1.4). Si ¢,v € [C(Q)]" tal que
Vo € Q,¢(x) € A, satisfacen que: Vo € Q,Vi € {1,...,n} se tiene ¢;(z) < ¥;i(x) y u(x,t,d),
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u(z,t,1) son soluciones de (1.3), con u(z,0,¢) = ¢(x) y u(x,0,9) = (x), entonces:
ui(x,t, @) < ui(x,t,v) vVt >0,Vie{l,..,n},VereQ
St ademds ¢ # 1, entonces:
u(e,t, @) # ul-,t,1) vVt >0
DemMosTRACION. Este resultado es el Corolario 3.5 de [5] O

Para obtener una monotonia estricta se introducira el concepto de irreductibilidad:

Definicién 1.4.6 Una funcion A : Q x E, se dice cooperativa e irreductible, si tiene sus

0A
derivadas cruzadas no negativas y para cada xro € ) su matriz jacobiana: a—(xg,w) es
w

irreductible para cualquier w € E. Una matriz A es irreductible, si para cualquier I un
subconjunto propio de {1,..., N} no vacid, hay un i € I y un j = N\I, tales que a;; # 0

El concepto de irreductibilidad, en un sistema de n especies, se puede entender, como
la condicién de que el sistema no pueda desacoplarse en dos subsistemas donde uno no afecte
al otro.

Teorema 1.4.7 Suponiendo que F es cooperativo, irreductible y satisface (1.4). Si ¢, €
[C()]™ distintos, tal que Vx € Q,¢(x) € A, junto con que Vi € {1,...n},¢:i(x) < ()
y u(z,t, @), u(x,t, 1) son soluciones de (1.3), con u(x,0,¢) = ¢(x) y U(SB,O,Q/J) = Y(x),
entonces:

u(z, t, ¢); < u(x,t,¥); vVt >0,Vie{l,..,n},Vo € Q
DeEMOSTRACION. Este resultado es el Corolario 3.5 de [5] O

Durante el capitulo 4, para estudiar el comportamiento asintético del sistema, sera de
interés los valores propios principales de algunos problemas. El siguiente teorema, permitira,
obtener propiedades sobre estos valores.

Teorema 1.4.8 (Perron-Frobenius) Si A es una matriz no negativa, entonces r = p(A) es
un valor propio de A y con el vector propio asociado v tal que para todo i € I, v; > 0. St
en adicion, A es irreductible, entonces r > 0 y v; > 0. Mds aun r tiene multiplicidad uno y
si u; > 0 es otro vector propio de A, entones existe un s > 0, tal que u = sv. Si B es otra
matriz tal que B > A, entonces p(B) > p(A). Finalmente, si A > 0, entonces |\| < r, para
cualquier otro valor propio de A.

Definiendo el siguiente conjunto se tiene, el siguiente corolario

s(A) = max{Re(A) : X\ valor propio de A}
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Corolario 1.4.9 Sea A una matriz quasipositiva (positiva, salvo la diagonal), entonces s(A)
tiene un vector propio v; > 0, tal que:

Av = s(A)v

Mas ain, Re(\) < s(A), para todo X\ valor propio, si A es irreductible:
1. s(A) tiene multiplicidad algebraica uno
2. v; > 0 y cualquier otro vector propio positivo, es una ponderacion del.
3. Si B es una matriz tal que B > A, entonces S(B) > s(A)
4. Si s(A) <0, entonces [—A1];; >0

DEMOSTRACION. Su demostracion es el Corolario 3.2 del teorema de Perron-Frobenius, en el
capitulo 4 de [5] y la demostracién del teorema, es el capitulo 11 de [13] O
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Capitulo 2

Resultados previos sistema de 1
especie

2.1. Dinamica del sistema de 1 especie a coeficientes
variables
Este sistema es un caso particular del sistema (0.3), donde se considera solo la especie

(u1,us), en ausencia de la otra. Quedando un sistema en el cual los coeficientes de interaccién
cruzada son positivos.

88111 = d1Auy + r(x)ug — uy(s(z) + a(z) + b(x)uy) para x € Q,t >0

8U2

— = dyAug + s(x)u; — uz(e(x) + f(x)uz) para z € Q,t >0

4 (2.1)

Vuy v =Vuy-v=_0parax € dt>0

(ur, u2)(x,0) = (up1(x), ug2(z)) para z € Q

Este sistema (2.1), de 2 grupos fue estudiado con detalle en el trabajo de [1].

Utilizando los resultados anteriores se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1.1 El semiflujo definido por sistema (2.1) es fuertemente mondtono e in-
variante sobre [C(2)?] .

DeMOSTRACION. El sistema (2.1) es de la forma del sistema (1.3), con F', tal que cumple las
condiciones del Teorema 1.4.7 y por lo tanto se obtiene que es fuertemente mondtono. Por
otra parte, si ¢ € [C(Q)?]4, entonces: (0,0) <5 (¢1,d2), por lo tanto utilizando que es un
semiflujo monétono y que (0,0), es un equilibrio del sistema.

(0,0) <2 T3'(¢) = T7(9) € [C()*]+
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La primera parte de este resultado entrega que para tiempos finitos la trayectoria en
ningtin punto se puede anular, dando origen al siguiente corolario.

Corolario 2.1.2 Si ¢ € [C(Q)?],, entonces T“(¢) =5 (0,0), para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia de que el semiflujo sea fuertemente monoétono y que
(0,0) sea un equilibrio del sistema (2.1), pues:

(0,0) <2 (¢1,62) = (0,0) = T3*(0,0) <2 Ti'(¢) = T7"(¢) € Int([C(2)*]+)
O

De los resultados de [1], se obtiene que el comportamiento asintdtico del sistema (2.1),
depende del valor propio principal de la linealizacién en torno al equilibrio (0, 0), la ecuacién
(2.2).

APy = diAgy + 1r(2)p2 — ¢1(s(x) + a(z)) para z € Q,t >0

Apg = do Ao + s(x)p1 — Poe(x) para x € Q,t >0 (2.2)

Vo, -v=Ve¢y-v=0paraz € dt>0

Todo este comportamiento se resume en el siguiente lema.

Lema 2.1.3 El problema de valores propios de la ecuacion (2.2), tiene un unico valor propio
principal, A1, con el vector propio positivo (¢1, p2). St Ay > 0, entonces el sistema (2.1) es
persistente y tiene un unico equilibrio positivo, el cual es globalmente asintoticamente estable.
Si A1 <0, entonces el (0,0) es globalmente asintoticamente estable.

DEMOSTRACION. Este lema es una mezcla de los lemas 1, 2 y 3, de [1] O]

Observacién De manera similar se tienen los resultados para el sistema (2.3), el cual consiste
en la ausencia de la especie (u1,us) y solo la evolucion de la especie (vy, v)

381;1 = d3Avy + 7#(x)vy — v1(8(x) + a(z) + b(z)v,) para x € Q,t >0

8’02 R

— = dyAvy + §(x)vy — ve(e(x) + f(x)vy) para x € Q>0

4 (2.3)

Vv -n=Vuvy-n=0paraz € Jt>0

(v1,v2)(,0) = (vor(2), vo2(x)) para z €
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Para el resto de los capitulos se denotaran los semiflujos de los sistemas de dos especies
(2.1) y (2.3), por T{*() y T}(), respectivamente.

2.2. Dinamica del sistema de una especie a coeficientes
constantes

El sistema (2.4) es un caso particular del sistema (2.1), en donde se considera que los
coeficientes, ya no dependeran de x, su estudio permitira entender mejor las dinamicas globa-
les del sistema general, pues de cumplirse las desigualdades para la persistencia o extincion,
esto sera en todo el sistema y no solo en algunas regiones.

0

% = d1Auy + rus — ui (s + a + buy) para z € Q,t > 0

0U2

—= = dyAuy + su; — us(e + fug) para x € Q,t >0

ot (2.4)

Vuy-n=Vuy-n=0parax € I, t >0

(w1, u2)(2,0) = (uo1(2), uo2(x)) para z € €2

Al ser un caso particular, se heredaran las propiedades de ser un sistema fuertemente mono-
tono, para cualquier condicién inicial positiva ug = (u1(0), u2(0)), se tiene que:

(07()) <2 E(Uo), Vi>0

Para este caso, el comportamiento asintético del sistema (2.4), se conocera con mayor exac-
titud, pues el signo del valor propio principal, depende de una ecuacién conocida y por lo
tanto el comportamiento vendra dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1 La estabilidad del sistema (2.4) dependerd de los signos de sr— (s+a)e.
Para el caso en que sr < (s + a)e, se tiene que (0,0), es el unico equilibrio y es globalmente
asintdticamente estable. Para el caso en que sr > (s+ a)e, se tiene que este equilibrio repele
a cualquier solucion y surge un nuevo y unico equilibrio positivo de coezistencia (uy,us),
el cual es constante y globalmente asintoticamente estable, por lo que no dependerd de los
coeficientes de difusion.

De manera similar también se tiene el caso en que se estudian las restantes dos compo-
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nentes y se obtiene, el sistema (2.5), asociado a la especie (vq, vg).

ov
87251 = dzAv; + vy —v1(§+a+bvy) paraxz € Q,t >0

0
ﬂ:d4Avg—|—§vl—1)2(e—l—fv2) para x € .t >0 25)
2.5

ot

Vv -n=Vuy-n=0parax € It >0

(v1,v2)(2,0) = (vo1 (), vo2(x)) para x € §2

Los resultados son los mismos, pero dependeran de los signos de: 57 — (§ + a)e
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Capitulo 3

Orden y monotonia del sistema
general

En este capitulo se buscara estudiar como se mantienen las relaciones de orden de
distintas condiciones iniciales a medida que evolucionan en el tiempo, para esto se utilizaran
resultados previos de monotonia de las secciones anteriores. Reescribiendo el sistema (0.3),
se puede llevar a la forma del sistema (1.3):

0uz

O%“ 2,t) =0,t >0,z € OQ
uz(fﬂ 0) pi(z),r € Q

= d;Au;(z,t) + Fi(x,u(x,t)),t > 0,2 € Q
(3.1)

Donde ¢ € {1,2,3,4} y d; > 0 constantes. El vector v = v(x), es la normal exterior unitaria
de 0N).

Por comodidad en algunos casos también se trabajard el sistema (3.1), de manera
vectorial. Sea ¢ = (@1, o, P3,¢4) y similar con F y u. El sistema (3.1) puede expresarse
como:

= DAu(x,t) + F(x,u(x,t)),t > 0,2 € Q

g— ) =0,t> 0,2 € 00 (3.2)

(x 0) =¢(x),z € Q

Con D una matriz diagonal de las tasas de difusion (d;)icq1,2,3,.4}

Counsiderando:
d 0 0 0
D 0 do 0 O
0 0 d3 O
0 0 0 dy
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uy(z,t) + ug(z,t)))
t) +ua(z,1)))
() (uq(z,t) + us(z,t)))
(@) (uz(2, t) + us(z, 1))

No se pueden utilizar directamente sobre el sistema (3.2), los resultados previos, pues

observando la relacién entre (uj,us3) o (us,us) se aprecia que el sistema no es cooperativo.
Para solucionar este problema se definira la siguiente matriz alternante.

10 0 O
P 01 0 O
00 -1 O
00 0 -1

Se analizara el valor de la funcién F'y se estudiard coémo se relaciona con la matriz alternante

P.
+ b(x)(ur(x, t) + us(x,t)))
)

(
F(z,u(z,t) = (ua(z, t() +ua(, 1))
T, t

uy(z,t) + ug(z,t)))

(
F(x,u(z, b)) = C”gul( ) )

F(z, Pu(z,t)) =

<
no
&
=
|
<
Ny
&
~
~—
~—
~—

(
(ur () — ug(x, 1))
t)

PF(x, Pu(z, 1)) — s( — (1))

Definiendo F(z,v) := PF(z, Pv).
Sea z(x,t) = (z1(x,t), z2(x, t), z3(x, ), z4(x, 1)) = (ur(x,t), us(x, t), —us(z,t), —us(z,t)).
Notando que P~! = P, se tiene que: z(z,t) = Pu(x,t) y Pz(x,t) = u(z,t).

Multiplicando por la matriz P el sistema (3.2), se obtiene se obtiene que:
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gj( ) = P?;(x, t) = PDAu(x,t) + PF(z,u(z,t)) = DAz(x,t) + F(x, 2(x,t),t > 0,2 € Q

gz(xt)—0t>()x€8§2 (3.3)

2(x,0) = Pu(z,0) = (¢1(2), ¢2(), =¢3(x), =¢a(2)), v € Q

Escribiendo las componentes de F' (x, z(z,t)), se tiene que:

Wz, 2(x,t) = r(z)ze(z,t) — 21(x, t)(s(x) + a(x) + b(z) (21 (2, t) — 2z3(x, 1))
(2, 2(2, 1)) = s(x)z(w,8) — 2(a, ) (e(2) + f(2) (22, 8) — z4(2, 1))
iy (2, 2(x, 1)) = () za(z, ) — 23(z, 1) (5(z) + a(z) 4 b(x) (21 (z,t) — z5(z, 1))
(2, 2(2, 1)) = 3(2)zs(w, ) — za(a, ) (e(2) + f(2) (22, 8) — za(2, 1))

Definicion 3.0.1 Sea A = R% x (—R2), se define:

X ={p € [C()|Vz € Q, 6(z) € A}

Proposicién 3.0.2 El sistema (3.3), es cooperativo para z(x,0) € Xj.

DEMOSTRACION. Basta notar que se cumple:

TE (2, 2(2, 1) = [=(s(2) + a(@) + 2b(x) 21 (2, ) — b(w)z3(, 1)), (), b(x) 21 (2, 1), O]
TEy(w, 2(x,1)) = [s(x), = (e(2) + 2f ()2 — f(2)za(2,1)),0, f ()2, 1)]

b(x)zs(x,1),0, =(3(x) + a(x) + b(x)z1 (2, 1) — 2b(x) 25 (2, 1)), #(2)]
0, =f(x)z(z, t) 8(x), —(e(x) + f(2)2a(x, 1) = 2f (x)z4(2,1))]

Como —z3(z,t) > 0y —z4(x,t) > 0, se concluye que:

(z,2(z, 1) = [~
(z,2(z, 1)) = |
J.Ey(x, 2(x,t) = [—
JEy(x, 2(z,1)) = |

OF; >0
82’]' -

Vi#j
O

Teorema 3.0.3 Sean ¢, ¢ € [C(Q)]}, tales que ¢ <k ¥ yu(z,t,¢), u(x,t,v), son soluciones
de (3.2) tales que: u(-,0,¢) = ¢ y u(-,0,v) =1, entonces:

u(-,t,0) <k u(-,t,1)

Si ¢ <k 1, entonces:
U(', t7 ¢) <K U('7 ta ¢)
Mas atin si ¢, € Int([C(Q)*]L) y ¢ <k 1, entonces:
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u(-,t, ¢) < ul-,t,v)

DemosTrAcION. Considerando F, de la Proposicién 3.0.2, se tiene que es cooperativo para
Xa. También es facil notar que se tiene la desigualdad de la ecuacién (1.4), por lo tanto
considerando z(x,t,¢) vy z(z,t,1) son dos soluciones del sistema (3.1), con z(x,t,¢) = Poy
z(z,t,1) = P, se tiene que:

Po=z(x,t,¢) <4 z(x,t,¢) = Py
Utilizando el Teorema 1.4.5, se obtiene que:
2(x,t,0) <y z(x,t, ),V € Qyt>0
. Multiplicando esta ultima desigualdad, por la matriz P, se obtiene que:

u(xat?¢) = PZ(I’,t, ¢) SK Pz(ﬁﬂat,?ﬂ) = u(ﬂi,t,w)

Con lo que se obtiene la primera parte del teorema y la monotonia del sistema (3.2). Para la
segunda parte se supondra que ¢,v € ([C(Q)?], )2

Nuevamente considerando ¢ <x ¥y u(z,t,¢), u(x,t,1), soluciones del sistema (3.2), tales

que: u(z,0,¢) = ¢ y u(z,0,¢) = .

Con la nueva hipotesis sobre ¢ y 1, ahora F ademés es irreductible, por lo que aplicando el
Teorema 1.4.7, entonces:

z(x,t,¢) <4 2(2,1,9),Yr € Qy t >0

Esta ultima desigualdad, al multiplicarla por la matriz P, se obtiene que:

U(', ta ¢) <K u<'7 ta w)
Concluyendo el teorema. O]

Para los casos en que solo exista una especie, es decir, al considerar condiciones iniciales
de la forma ¢ = (¢1,$2,0,0), ¥ = (0,0,1¢1,92) € Xy, se puede notar que el sistema se
convierte en los sistemas de 2 grupos (2.1) 6 (2.3), respectivamente. En ambos casos el
sistema con condiciones iniciales en [C(£2)?]; sera mondtono, invariante y su comportamiento
asintotico, sera conocido variando segin las relaciones entre los coeficientes.

Para trabajar con mayor comodidad, al igual que en el capitulo anterior, se definira el
semiflujo asociado al sistema (3.2).

Definicién 3.0.4 &4(¢) := u(-,t,¢), como el semiflujo definido en base a la solucion del
sistema (3.2).
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Proposiciéon 3.0.5 [C(Q)%], es invariante para ®; y si f € [[C(Q)?]4 ]2, entonces: (0,0,0,0) <4
O, (f) para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Notar que a partir del sistema (3.2), se puede definir:

hi1 = —(s(z) + a(z) + b(x)(u1(x) + v1(x))) <0,h12 =7r(x) > 0,h13="h14=0
hog = s(x) = 0,hap = —(e(z) + f(2)(uz2(x) + va(x)) < 0,ho3 =hos =0
hss = —(5(z) + a(x) + b(x)(u1(x) + v1(x))) < 0,h34 =7(x) > 0,h31 = hgo =0

h4’3 == §<CL’) Z O, h474 == —(6(1‘) + f(ZE)(UQ([E) + UQ([E)) S 0, h471 == h472 =0
Con lo cual se obtiene que h;; > 0 sii # j.
Sea f € [C(Q)*]., se obtiene que ®,(f) = u(x,t, f) solucién del sistema (3.2), usando que:
4 4
Lilwi) + Y hijuj = 0= Lil—u;] + Y hij(—u;) =0
j=1 Jj=1
Usando el Teorema 1.2.1, se tiene que como (—u,(+, 0, f)) < 0, entonces:

(—uwi(,0,f)) <0=w(-t, f)>0

Por lo tanto: ®,(f) >4 (0,0,0,0) lo que equivale a que ®;(f) € [C(Q2)1],

Considerando u(-, ¢, f), una solucién del sistema (3.2) y u(-,0, f) = f € [[C(2)?] 1 ]?, se sabe
que (0,0) <z (f1,f2) ¥ (0,0) <2 (f3, fa).

Suponiendo que hay un o € Q y t5 > 0 tal que —u;(xg, to, f) = 0, sin pedida de generalidad
se considerard ¢ = 1, entonces por los teoremas 1.2.1 y 1.2.2, como la derivada normal es 0.

vt <to,un (-t f) =0

Como u es solucion del sistema (0.3), entonces cumple que:

3u1

E@’t’ ) = diAuy(z, t, f)+r(x)us(x, t, f—ui(z, t, f)(s(x)+a(x)+b(x)(uy (z, t, f)+us(z,t, [)))

Por lo tanto reemplazando, para todo t € [0,¢y) y = € Q

0 =r(x)ug(z,t, f) = us(z,t, f) = 0= uy(-,0,f) =0
Con lo que se obtiene que (fi, f2) = (0,0), lo que es una contradiccion, pues (fi, f2) €
[C(2)%)4+
Por lo tanto Vt > 0,V € Q, ®,(f) >4 (0,0,0,0).

Con lo que se concluye. O
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Usando la Proposicién 3.0.5, se puede relajar la hipdtesis del Teorema 3.0.3, de que
b, € Int([C(Q)4) a que ¢, € [[C(Q)?]4+]?, pues es una condicién mas débil que permitira

A

probar que F' es irreductible, dando origen a la Proposicién 3.0.6.

Proposicién 3.0.6 Si ¢,v € [[C(Q)%].4]* y ¢ <k ¥, entonces

U(JL', ta ¢) <K u(x, ta W
DEMOSTRACION. Primero utilizando la Proposicion 3.0.5, se obtiene que ¢ > 0, ®,(f) >4
(0,0,0,0) para todo t > 0.

Ahora al observar que el jacobiano de la funciéon F', siempre tiene conectados los estados u;
con uy y v; con vy. Cuando se tiene que todas las componentes son estrictamente positivas,
u; se conecta con v; y viceversa v; con uj, con lo que se obtiene la irreductibilidad.

Con esto se tiene la hipdtesis necesaria, para proceder con una demostracién andloga a la del
Teorema 3.0.5. O
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Capitulo 4

Sistema a coeficientes constantes

Primero se realizara un andlisis completo del caso en que los coeficientes del sistema
(0.3), son constantes para todo x € €2, es decir, para esta situacion las tasas de crecimiento,
muerte, entre otros coeficientes seran independientes de la posicién.

4.1. Sistema Sin Desplazamiento

En una primera instancia se abordara el sistema sin difusion y a coeficientes constantes,
con el fin de encontrar las condiciones para obtener diferentes equilibrios y como varian sus
estabilidades, en funcién de las relaciones entre los coeficientes. También solo durante esta
seccién, no se trabajara en todo [C()%],, si no que en el subconjunto de las funciones cons-
tantes para facilitar los célculos (de manera isomorfa se denotard a las funciones constantes
como vectores en R%, con el valor de su imagen). Esto tltimo con el fin de evitar trabajar con
condiciones iniciales que en algunas regiones sean nulas, ya que para el sistema sin desplaza-
miento, las condiciones iniciales con una especie extinta, es decir, ui(xg,0) = ug(zo,0) = 0,
se tendra que Vt > 0, u;(xg,t) = us(zo,t) = 0, pues no se tiene la Proposiciéon 3.0.5 (debido
a la ausencia de la difusion).

Utilizando el supuesto de condiciones iniciales constantes, estas condiciones siempre
evolucionaran en funciones constantes, ya que tendran la misma dinamica para cualquier
posicion.

Observaciéon Estudiar solo las condiciones iniciales constantes, permitira conocer el com-
portamiento del sistema, para condiciones iniciales generales en [C(€)*];, pues el comporta-
miento serd puntualmente el que tendria, una condicién inicial constante igual a la funcién
en ese punto. Un ejemplo de esto se puede observar al final del capitulo, en la Figura 4.4.

El sistema para este caso estard dado por las siguientes dinamicas:
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0

% =rus —ui(s+a+b(u; +vy)) para t > 0

8u2

By =S us(e + f(ug + v2)) parat >0

0

% =fvy —v1(§+a+b(uy +v1)) parat >0 (4.1)
81}2 R

5 = Su vo(e + f(ug 4+ v9)) para t >0

(U1, u2,v1,v2)(0) = (uo1, Uo2, Vo1, Voz)

Utilizando los resultados del capitulo 3, se tiene que el semiflujo ®;(), definido por el sistema
(4.1), es mondtono creciente para condiciones iniciales en R%, con el orden <y y fuertemente
mondtono en ((R?), )% Si f € ((R?),1)?, se puede notar que F() es irreductible y por ende:

Proposicién 4.1.1 Si f € ((R?),1)?, entonces (0,0,0,0) <4 P;(f)

fz

DemosTRACION. Como (f1, f2) € (R?),, = Ji € {1,2},0 < =

< f
Usando que (0,0) <3 (fi. f2) ¥ (0,0) <z (fs. fa), por lo tanto:

(fl Loy f4> “x f<x (fl,fzf?’ f4>

Aplicando la monotonia fuerte de ®,()

o, (fl fz,f3>f4> <k ®(f) <k P (fl,fzfs f4>

Usando que:

(0,0) <5 @,

f1 f2
272

fs,f4> y (0,0) <5 <f17f2, fs f4>
(3,4)

(1,2)
Entonces: (0,0,0,0) <4 @;(f) O

4.1.1. Existencia de Equilibrios

En esta subseccién se estudiaran las condiciones necesarias y suficientes para la exis-
tencia de equilibrios no negativos, para trayectorias con condiciones iniciales positivas para
el sistema de 4 grupos (4.1).
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4.1.1.1. Equilibrio Nulo

Este equilibrio (0,0, 0,0) siempre existe, pues cumple directamente todas las ecuaciones,
con igualdad a 0.

4.1.1.2. Equilibrio semitrivial (u7, 3z, 0,0)

Considerando condiciones iniciales de la forma (uq, us,0,0), el sistema se reduce a:

a@il =1us —u1(s+ a+ b(uy)) para t >0

811,2

—= = su; —ug(e+ f(ug)) parat >0

ot (4.2)

vy =vy=0parat>0

(Ul, U2)(0) = (Uoh Uoz)

Por lo que es equivalente a estudiar el sistema (2.4) de la especie (uy,uz), el cual es
cooperativo y monotono, respecto al orden <,. Para garantizar la existencia de un equilibrio
es necesario y suficiente, pedir que (s+a)e < sr, esta condicién garantiza la existencia del par
(ur, uz) equilibrio positivo y tnico del sistema de una sola especie (4.2) y por ende existencia
del equilibrio semitrivial para las 2 especies.

Observacién Se cumple que: ru; = Uz(s + a + buy), suz = ui(e + fus) y sr = (s +a+
bty ) (e + fiz)
4.1.1.3. Equilibrio semitrivial (0,0, 77, 73)

De manera analoga, considerando condiciones iniciales de la forma (0,0, 77, 73), el sis-
tema se reduce a:

0

% = vy —v1(§+a+b(vy)) para t > 0

vy ~

— =5V — U2<€ -+ f(”l)g)) para t > O

ot (4.3)

up = us = 0 para xz € Q,t > 0

(v1,v2)(0) = (vo1, vo2)

Para garantizar la existencia de un equilibrio es necesario y suficiente, pedir que (§+a)e < 37,
esta condicién garantiza la existencia del par (T7,73) equilibrio positivo y unico del sistema
de una sola especie (4.3) y por ende existencia del equilibrio semitrivial para las 2 especies.

Observacién En este caso se cumple que: 77 = 3(8 + a + bvy), §v3 = vi(e + fv3) y
8F = (8+a+bvy)(e+ f3)
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4.1.1.4. Equilibrios de coexistencias

Es esta subseccion, se buscara determinar bajo qué condiciones existe un equilibrio,
para el cual ambas especies coexistan.

4.1.1.4.1. Caso s=3§

En este caso sucede que cualquier equilibrio (uf, ul, v], v3) de coexistencia, debe cumplir

que:
ruy = uj(s + a + b(uy + v7)) (4.4)
vy = vy (8 + a + b(uj + v7)) (4.5)
suy = uy(e + f(uz +v3)) (4.6)
sv] = vy(e + f(us +03)) (4.7)

Dividiendo (4.6) por (4.7), queda que

* * * *
u v v v

1 1 2 1
— = = S =- (4.8)
Ug Vg Uy Uy

Multiplicando (4.4) con (4.6) y (4.5) con (4.7), luego simplificando adecuadamente se obtiene
que:
sr=(s+a+b(uj +v7)(e+ fluy+v3)) = st (4.9)

De (4.9) se obtiene que si 7 # r, no existe equilibrio de coexistencia.

Considerando r = 7, se tiene que los semitriviales coinciden, pues ambas ecuaciones
serian las mismas y por (4.8), se tiene que cumplir que vj = Kuj y v3 = Kub. Notar que al
reemplazar en (4.4),(4.5), (4.6) y (4.7), junto con utilizar que § = s y 7 = r, las condiciones
se reducen a que:

ruy = uj(s +a+ b(1+ K)uj) (4.10)
suy = uy(e + f(14 K)uy) (4.11)
Kvl = uj, Kvy = u; (4.12)

Para cualquier K > 0, el sistema tiene solucién si y solo si sr > (s + a)e, es decir existen los
semitriviales.
Finalmente, se puede concluir que para el caso s = :

Si r # 7 no existe equilibrio de coexistencia.

Si r =7 y no existen los semitriviales, tampoco hay equilibrios.

Si r = 7 y existen los semitriviales, hay infinitos equilibrios de coexistencia y vie-
nen dados por la recta que conecta los equilibrios semitriviales, la cual se parametriza por:
(ama Qlz, (1 - @)mv (1 o Oé)@)a para o € [07 1]
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4.1.1.4.2. Caso s # §

En este caso se debe cumplir que para cualquier equilibrio (u}, uj, v, v3) de coexistencia:

s+ a+ b(uj +v7))
e+ fluy +v3))

Wz —UT(
5(

er = vl(s +a+ b(u1 +v7))
5 (

*

(4.17)

Multiplicando (4.13) con (4.14) y (4.15) con (4.16), luego simplificando adecuadamente

se obtiene que:

st = (s +a+bluj +oi)(e+ fluy +v3)) # (84 a+bluy +vi)(e + f(uj +v3))

= 5 (4.18)

De (4.18) se obtiene que es necesario que §7* # sr, pues en caso contrario no existe equilibrio

de coexistencia.

Considerando sr # §7. Restando (4.13) con (4.15), se obtiene que:

* *
ru—z —fv—z =(s—3)
Uy U1

Reemplazando (4.17) en (4.19), se obtiene que:

* An 2
l%(r—sr>:(s—§) = uézs(sii)u’{
u} s sr — 87

Observado esta igualdad (4.20), se aprecia que otra condicién necearia es que:
(s — 8)(sr — &7) > 0. Reemplazando (4.20) en (4.13), se obtiene:

&_j) —(s+a)
w (s+a+buy +v])) < v = ST_STb —uy
De manera similar con (4.20) en (4.14).
- (sr—8F) . A
e R e T
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Reemplazando (4.20) en (4.17), se obtiene que:

sr(s—3§
si—gf) ~(s+a)
(sr—3&r) vt (sr—387) b —u (4.23)
=5 =35 — :
(s —3) v} (s —3) (sr — 87)
s—3§ ‘ s(s—35) |
s U1
f sr — 81
Despejando uj se obtiene:
(sr — &) sr(s — §)
o 1 (sr — &) s—§ c _ ST —&F (sta) (4.24)
' os—5 (s—3) f b '

Con esto se obtiene que, de tener un equilibrio de coexistencia, este es tnico. Para
asegurar que sea positivos en todas sus componentes hay que pedir que uj > 0,v; > 0y que
(s — §)(sr — &) > 0, pues esta tltima condicién asegura la positividad de las dos restantes.
Reemplazando uj en v}, se obtiene que:

sr(s—38) (sr — &7)
.1 sr — 87 —(s+a) (87— 57) s— 5 ~
/Ul —_— ~ - ~ (425)
s—3§ b (s —3) f
Para el caso en que s > §, se pide sr > §7, junto con:
sr(s— 3§ sr — §F sr(s—3§
=8 Ll sl
sr — &7 (sr — 8F) 5s—35 A ST — 87
s > ~ > 5 (4.26)
b (s —3) f b
Para el caso s < 3, se pide sr < §7, junto con:
sr(s— 3§ sr — 8t sr(s— 3§
( M)—(s—ka) s (s7 = 57) A)—e srls = 8) M)—(s—i—a)
sr — 57 (sr — 87) s—35 A ST — 8T
- <35 (4.27)
b (s —3) f b

Finalmente, se probara que estas condiciones son equivalentes a pedir:

sr> ((s+a)+ boy)(e + fva (4.28)
st > ((§+ a) + buy)(e + fuz) (4.29)
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con (ur,us,0,0) y (0,0,77,73), los equilibrios semitriviales. Se partird probando que es sufi-
ciente, notando que: (4.28) —§7 y sr—(4.29), se obtiene la siguiente desigualdad:
R . o R _ sr — &7
((s—38))(e+ fug) > sr— 57 > ((s —§))(e + f12) = —>e>0 (4.30)

La primera condiciéon se cumple claramente, ahora solo falta probar que las dos desigualdades
se tienen.

Para el caso s > §, se tiene que.

sr — St
AA = — € Y
T et fmp e |28 T < Gle + fm) = swr (4.31)
s— 38§ f s— 35§
Por otro lado:
sr(s— 8§
s—38 1 sr b ,5:7§—§7A’)_(8+a)
> = ) = > STy 4.32
sr — &7 e+f%ye+f72 (s +a) +bur) = s b sUy (4.32)

Con lo que se concluye la primera desigualdad. Para la siguiente hay que notar que analoga-
mente:

sr — 87
AA — € AA
sr — &7 _3 sr — 8t
—>et frg= | 23 — > Tg(e+ frg) = §01 (4.33)
s—35§ f s—3§

Por otro lado:

57((s + a) 4+ boy)(e + fv3) — sr((8 + a) + bvy)(e + f73)
(sr — &7)(e + f13)

sr(s — §)

—((s+a)+bv) = (4.34)

sr — 87
Como 57 = ((§+a)+bvr)(e+ fU2) y st > ((8+a)+bv7)(e+ f72), se tiene que el lado derecho
es negativo, por ende:

sr(s —§) (s +a)

sr(s —3) e . ST —8F -
o < ((s+a)+boy) =5 7 < 57 (4.35)

Con (4.33) y (4.35), se concluye la otra desigualdad. Por lo que estas condiciones son su-
ficientes para garantizar que exista un unico equilibrio de coexistencia positivo. El caso de
5 > s es analogo.

Ahora se probard que son necesarias. Suponiendo que: §7 = (8§ + a + bvy)(e + fv3) sr <
(s +a+buy)(e+ fU3), también solo se hard el caso s > §, pues el otro es andlogo. Si sr < 87,
se estd listo, pues u}] y uj tiene signo contrario, por lo que:

sr — §r
sr — 87 2 €
sr— 57 < (s — 8)(e + f13) = — |2 JSC < 3(e + 1) = 807 (4.36)
— 3
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s7(s — 8) 87((s + a) + bor)(e + f03) — sr((8 + a) + bur)(e + fv2)

(sr— &7)(e + f1a)

—((s+a)+bvy) = (4.37)

sr — 8t

Como 57 = ((§+a)+bvr)(e+ fU2) y sr < ((5+4a)+bv7)(e+ f72), se tiene que el lado derecho
es mayor o igual a 0, por ende:

ST 5 (54 a) + bop) = 5=
Sr — STr

> o7 (4.38)

Con (4.37) y (4.38), se concluye que la desigualdad es contraria y por ende u; < 0. Por
lo que la condicion contraria es necesaria para garantizar que exista un tnico equilibrio de
coexistencia positivo.

Para el caso en que sr = (s + a + buy)(e + fuz), §7 < (§+ a + buy)(e + fuz), se tiene

que.
sr — 8t
AA = — € Y
T s et | 258 T > e + ) = sw (4.39)
s—35§ f s— 35§
Por otro lado:
sr(s — §)
s—8§ 1 sr — sta) (4.40)
< _ W) = ST — 87 < o .
sr—§f_e+f@ye+f% ((s + a) + bun) ° b =5t

Con lo que se concluye que la primera desigualdad seria falsa y por ende v; < 0.

Finalmente, con esto se obtiene que:
Sis#s:

uy > 0,us > 0,0] >0,v5 >0 <= § > (§+a+buy)(e+ fuz y sr> (s+ a+ buy)(e + fo3)

4.1.2. Estabilidad de los Equilibrios

Esta subseccion se analizara el comportamiento asintotico de los equilibrios del sistema
(4.1), estudiando las distintas relaciones de coeficientes y condiciones iniciales.

Primero se estudiara el jacobiano evaluado en algunos equilibrios. El jacobiano Jg(uy, ug, v1, vs)
del sistema para un punto cualquiera viene dado por la siguiente matriz:

—(s 4 a+ 2buy + bvy) r —buy 0
s —(e+2fuy + fuvo) 0 —fug
—bu, 0 — (84 a + buy + 2bvy) 7
0 —fus 3 —(e+ fus + 2fwvy)
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En particular para (0,0,0,0) es:

—(s4+a) r 0 0

S —e 0 0

Tr0.0.0.00 =" 0 —(5+a) #
0 0 5 —e

El cual tiene como polinomio caracteristico:
PN =((s+a+N(e+ ) —sr)((5+a+N)(e+ \) —57)

Con esto se tiene que si s < (s+a)e ( 6 sr > (s+a)e) tiene los primeros dos valores propios
negativos (uno negativo y uno positivo) y andlogo si 57 < (§+a)e (6 57 > (§+ a)e) tiene los
restantes dos valores propios negativos (uno negativo y uno positivo).

En resumen, debido a que estas condiciones son las mismas que inducen la existencia de
los equilibrios semitriviales, si existen un equilibrio semitrivial, este genera una direccion de
inestabilidad en el origen, pues el equilibrio semitrivial atraera las soluciones de su semi-plano
y mas adelante se probara que atraera todas las condiciones iniciales estrictamente positivas.

Para el caso de un semitrivial (uy,uz, 0,0), el jacobiano es:

—(s+ a+ 2buy r —buy 0
_ s —(e+2fuy 0 —fus
J ) 7070 = A — A
r(@,%,0,0) 0 0 —(5+a+ by 7
0 0 § —(e+ fuz)

El cual tiene como polinomio caracteristico:
p(A) = ((s +a+ 2buy + N)(e + fuz + N) — sr)((§ + a + bug + N)(e + fug + \) — 57)

El primer término siempre entrega valores propios negativos, el segundo termino si §7 <
(§+a+buy)(e+ fus) (6 87 > (§+a+buy)(e+ fuz)), entregara dos valores propios negativos
(uno positivo y uno negativo).

De manera similar (0,0,77,73) estard relacionado por la desigualdad sr < (s + a +
bor)(e + fv3).

4.1.2.1. Caso (s+a)e>sry (§+a)e> 87

En este caso el tinico equilibrio que existe es el nulo, el cual se sabe que para estas
condiciones es localmente estable.

Proposicién 4.1.2 En este caso ¥(uy, us, v, v3) € Ri, se tiene que:
Dy (uy, ug, v1,v2) = (0,0,0,0)

DEMOSTRACION. Para los casos de los sistemas de una especie, (uy,us) y (vy,vs) (son equi-
valente a los casos de solo una especie y la otra extinta en R2), con condiciones iniciales
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positivas las especies se extinguen, es decir, convergen a (0,0). Por lo que se puede decir que
para (f1, f2) € R%:

(Pt(fthaO?O) = (T;tu(flaf2>7070) — (070v0’0>

y (g1,92) € R2
(I)t(oa 07 g1, 92) = (07 07 T;:U(gb 92)) — (07 07 07 0)

Sea (u1,u2,v1,v2) € RY, se tiene que:
(0,0,v1,v9) <k (uq,ug,v1,v2) <g (ug,us,0,0)
Por lo tanto usando que el sistema es mondétono con el orden <g:
D,4(0,0,v1,v9) <k Py(ur, us,vy,ve) <g Py(ug,us,0,0)
Usando la convergencia de los 2 sistemas de una especie de (4.2) y (4.3), por lo que:
(0,0, v1,v3) — (0,0,0,0)

y de manera analoga
4 (ug,us,0,0) — (0,0,0,0)

Por lo tanto:

D, (uy, uz, v1,v2) = (0,0,0,0)
Il

Finalmente, para este caso, se concluye que cualquier condicién inicial positiva converge

al (0,0,0,0).

4.1.2.2. Caso (s+a)e<sry (§+a)e>3r

En este caso solo hay 2 equilibrios, el nulo y el semitrivial (u,us,0,0). Se espera que
solo sobreviva la especie dominante (uq,us), pues la otra no sobrevive ni si quiera en el caso
de estar sola.

Este caso es andlogo al caso (s + a)e > sry (§ + a)e < §7, haciendo los cambios
correspondientes, al considerar el otro equilibrio semitrivial (0,0, 77,73), por lo que solo se
abordara este.

Observacién Todas los condiciones de la forma (0,0,v1,v2), con (vi,v5) € R convergen
a (0,0,0,0) y las condiciones de la forma (uy,us,0,0), con (uy,us) € (R?),, convergen a
(ur,us,0,0), pues se heredan los comportamientos de los subsistema (4.2) y (4.3).

Proposiciéon 4.1.3 Sea una condicién positiva z = (uy, us, vi,ve) € (R?),4)?, se tiene que
@t(ﬂ;l, Uz, U1, U?) — (mv @a 07 0)
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DeEMOSTRACION. Nuevamente se tiene que:
(0,0,v1,v9) <k (w1, ug,v1,v2) <p (us,uz,0,0)

0,(0,0,v1,v9) <g Py(us, ug,vi,ve) <g D4(us,us,0,0)

Por las desigualdades anteriores y la monotonia del sistema como ®,(0, 0, vy, v2) — (0,0,0,0),
se tiene que w((u1,us,v1,v2)) C [(0,0,0,0), (T, uz,0,0)] k.

Para descartar que (0,0,0,0) este en el omega limite de z.
Suponiendo que existe una sucesion t,, a infinito tal que ®;, (z) — (0,0,0,0).

Utilizando la Proposicién 2.2.1, el sistema de una sola especie (uy,us) tiene un valor propio
principal en (0,0) positivo Ay, y un vector propio positivo (z1, ), de norma 1, por lo tanto
(0,0,0,0) tiene un valor propio positivo Ay asociado al vector propio (x1,x2,0,0), con x; > 0
y x5 > 0, el cual cumple que:

Ao
ve € (O’ 2 max{b, f}}

r(exq) — (ex1)(s + a + b(exy)) = ex1 (Ao — €bxy) > 0

s(exy) — (ex2)(e+ fexa)) = exa(Ag —efxa) >0

Por otro lado de manera andloga, el sistema de (v, v9), al tener ambos valores propios nega-
tivos en las direcciones del plano vy X vs, se tiene que para yq,yo > 0 el vector propio positivo
asociado al valor propio negativo \;, entonces Ve; > 0:

f(flyz) - (5191)(§ +a+ b(flyl)) = 5191(/\1 - 551?/1) <0

y
3(e1y1) — (e1ya)(e + f(e1y2)) = e1ya(M — ferya) <O
Sea 0 < e1 < m?b,f} , por continuidad 94 > 0 tal que:
r(e1z2) > (e121)(s + a + b(e1xy + 0))
y

S(&TlJJl) > (€1I2>(6 + f(é?lxg + 5))
Como (u1, uz, v1.v2) € ((R?),,)?, usando la Proposicién 4.1.1 entonces:

Vt>0: (0,0,0,0) <y @t(ul,u2,v1.v2)

Por hipétesis, se tiene que ¢y, (2) — (0,0,0,0), por lo tanto Ve, AN* tal que para todo
tn >ty 2 (0,0) <o [Py, (2)](3,0) <2 (€201, €290)
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Sea g9 > 0y t1 > ty« > 0 tal que: Oy, (2) = (dy, s, U1, U) >4 (0,0,0,0) y

0< V) <&y <Oy 0 <ty <eglypg <o

Sea 1 > X\ > 0 tal que: Aeyzy < Uy y Aejxg < to. Se tiene que A > 0, pues z; y 1;, son
positivos.

Con esto se obtiene que:
7’(81.7)2) > (511’1)(8 +a+ b<€1$1 + €2y1))

= r(Ae1x2) > (Aerxy)(s + a + b(eyxy + e2y1)) > (Aerxy)(s + a + b(Aerzy + £911))

Similarmente
s(erz1) > (e122)(e + f(e122 + €2y2))

= s(Ae1z1) > (Aerza)(e + f(e1x2 + €2y2)) > (Aerxa)(e + f(Ae1z2 + €2y2))

Por otro lado
Pe2y2) < (€2y1)(8 + a + b(e2y1))

= 7(cay2) < (€291)(8 + a + b(eays + Ae171))

y similarmente
8(ga1) < (e2y2)(e + f(e212))

= §(€2y1) < (52y2)(e + f(€2y1 + )\gle))

Por lo que tomando z;,; = (Ae121, Ae1a, E2U1, €2Y2), se obtiene que zy,r <p ¢, (2) y por
construccion z;,r es monétono creciente en <y, por lo que 2y Kg Pi(zing) <k Or4,(2),
por el Teorema 1.4.1, se tiene que ®;(z;,r) converge y como al observar las dos primeras
componentes son crecientes, no puede ser nulo y el tnico equilibrio posible es (u7,us,0,0),
con lo que se obtiene que: ¢(z) — (uy, Uz, 0,0), lo que es una contradiccion.

Por lo tanto (0,0,0,0) & w(uq, ug, vy, vs), lo que implica que:
w(uy,us,v1,2) C [[(0,0,0,0), (a1, us,0,0)]
y como el conjunto omega limite es invariante a aplicar ®,(), se tiene que:
w(ug, ug, vy,v9) C P([[(0,0,0,0), (u1, s, 0,0)]x)

Como todos los puntos del conjunto de la derecha, pertenecen al semi-plano, con condiciones
iniciales positivas, todos convergen al equilibrio (u7,%z,0,0) y por ende: w(uy, ug, vy, v2) C
(0,0,w7,us), como todas las orbitas son acotadas el omega limite es no vacid, por lo que se
concluye que el conjunto es este tinico punto y por ende atrae a todo el sistema, para las
condiciones iniciales en ((R?), ). O

Finalmente, para cualquier condicién inicial con (u1,us) € (R?),, se converge al semi-
trivial (@7, 7z, 0,0) y las con uy,us = 0, convergen a (0,0,0,0).

Como se menciondé al comienzo el caso de la otra condicion para el equilibrio semitrivial
(0,0,v71,73), es andlogo.
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Para cualquier condicién inicial con vy, vo € (R?),, se converge al semitrivial (0, 0, 77, 73)
y las con vy, v = 0, convergen a (0,0,0,0).

4.1.2.3. Caso (s+a)e <sr < (s+a+bvy)(e+ fv3) y
(§+a)e < st < (5§+a+buy)(e+ fuz)
Este caso es imposible, si es que s # §, recordando que:
sr=(s+a+buy)le+ fugy 8¢ = (§+ a + bvy)(e + f03)

Entonces:
(s —8)(e+ fuz) < sr—5F < (s—38)(e+ f1)

Si s > 8, se tiene que:

Como sr = (s +a+buy)(e+ fuz) = 1w <07 0Uz < Uy

Por otro lado 87 = (s + a + buy)(e + fuz) = v1 < uy 0 Ty < Us.
Si 7y < Uy = Uy = Ty, por lo tanto su; = Uz(e + fuz) = e + f3) = §v1 < sv7 =
U1 < 77 Entonces:
§f = (8+a+bur)(e+ fuz) > (84 a+ buy)(e + fuz)
Lo cual es una contradiccion.
Si Ty > g, entonces uy > Uy.

Por otro lado se tiene que: su; = uz(e + fuz) < va(e + fv3) = §v7 < sv; = Uy < Uy, lo
cual es una contradiccién inmediata.

El caso § > s es analogo.

Considerando s = §, se tiene que para estar en este caso es necesario que sr = §°, es decir,
r = 7, pues las condiciones de la derecha al igualar s = 3, entregan que sr < §7 y 87 < sr.
Por lo tanto para este caso existen infinitos equilibrios caracterizados por la recta que conecta
los equilibrios semitriviales (u7,us3,0,0) vy (0,0,3y,ws): (aur, atuz, (1 — a)ur, (1 — «)uz), con
a € [0,1].

La siguiente proposicion serd valida para todos los casos en que existan ambos semitri-
viales y entregard un conjunto atractor de todas las condiciones en R%, el cual se denotard
por R

Proposicién 4.1.4 Si z € RY, entonces:

w(z) C R:=[(0,0,u7, s, (u1,usz,0,0)]x

DEMOSTRACION. Sean (ur, us,0,0) y (0,0,77,7z), los equilibrios semitriviales.
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Si z € RY, entonces siempre se tiene la siguiente desigualdad:
(0,0, 23, 24) <k z <k (21, 22,0,0)
Por lo que usando la monotonia:
®,(0,0, 23, 24) <k 2z <k Pi(z1,22,0,0)
Como @4(0,0, z3,z4) — (0,0,07,73) y ®4(21, 22,0,0) — (uy,uz,0,0)
Se obtiene que w(z) C [(0,0, w1, Ty, (u1, Uz, 0,0)] x O

Primero se descartaran los casos en que una de las especies esta extinta, pues en esos
casos la convergencia es hacia el equilibrio semitrivial correspondiente, si se tienen condicio-
nes de la forma (ug,us,0,0), se convergerd a (uy, uz,0,0) y similarmente con (0,0, vy, v7) a
(0,0, 7, ).

Ahora se utilizara la Proposicién 4.1.4, por lo tanto: R atrae a todos los puntos positivos

Sea z € RN((R?),,)? un punto cualquiera. A continuacién usando la Proposicién 4.1.1,
se tiene que Vi > 0, ®,(z) >4 (0,0,0,0)

Por lo tanto para cada t > 0, se puede definir:

Zmingt = m[%)nl}{(ozuil, QUg, (1 - 05)717 (1 - OC>U72) SK CI)t(Z)}
ac|0,

Zmaa:,t = m[%}i]{(auila Oé@, (1 - CK)’U71, (1 - O‘)@) ZK (I)t<z)}
agc|0,

Rt = [Zmin,ty Zmax,t]K g R

Proposicién 4.1.5 Si z € RN ((R?),)? R; converge a un tunico punto, el cual es un
equilibrio de coezistencia del sistema de 2 especies. Mds ain ®,(z) también converge a este
punto.

DEMOSTRACION. Usando que Zpint Y Zmaz¢ SO0 monotonos y acotados, se tiene que:

SUD Zmin,t = Zmin,co Y inf Zmaz,t = “maz,00
t>0 t>0

Si Zmin,co = Zmaz,00, €l cOnjunto R; converge a un inico punto y se tiene la convergencia, pues
es el inico posible valor que toma ®4(z).

Si Zimin.co 7 Zmaz.cos €0tONCes: P4(2) 4 Zminoco ¥ Pe(2) 4 Zmaz.co

W(Z) C [Zmin,om Zmax‘oo]K\{me,oou Zmaz,oo}

Por lo que usando que es fuertemente monoétono y el omega limite es invariante:

w(z) C [[me,ooa zmax.oo]]K
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Entonces existe zmin >k Zminoco Y U Zmaz KK Zmaz,co, tales que:
W(Z) - [Zmina Zmax]K

Lo cual contradice que Zpinco ¥ Zmaz,c0, S€an los supremos e infimos. Con lo que se concluye
que el limite de R; solo puede ser un tnico punto y ®;(z) converge a él. Il

La Figura 4.1 es una representacion grafica de la Proposicién 4.1.5.

(0,0,71,73)

(0,0,0,0) (u1,u2,0,0)

Figura 4.1: Representacién del conjunto Ry, para cada tiempo

Proposicion 4.1.6 Si z € (R,)?*, entonces: existe un o € [0, 1] tal que:
w(z) = {(am, aur, (1 — ajuy, (1 — o)) }

DEMOSTRACION. Para los casos en ausencia de una especie, el resultado es directo, pues se
converge al casa con o € {0, 1} dependiendo la especie ausente.

Por lo tanto para z € ((R?),)?, utilizando que cualquier punto positivo es atraido por R,
se obtiene que:
w(z) C R

Si ®4(z) converge a un semitrivial, se obtiene el resultado, en caso contrario, se obtiene que
w(z) C RN ((R?)44)°

Por lo tanto, usando la invarianza del omega limite y la Proposicion 4.1.5, se concluye el
comportamiento de todas las condiciones positivas convergen a un equilibrio.
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Observacién Se sabe que todos los puntos convergen a equilibrios de la recta, pero no se
sabe una clasificacion global de cuales condiciones convergen a un determinado equilibrio.

Un ejemplo,es el siguiente:
v v

Cuando —(0) = —(0) = C, se obtiene que las dindmicas son una ponderacién de la
Uy U2

otra, por lo tanto se converge a

1
(a™ur, o'z, (1 — a*)vr, (1 — a*)vs, con 110
4.1.2.4. Caso sr > (s+a+bvy)(e+ f13) y (§+a)e < 57 < (§+a+ buy)(e+ fuz)

Sera andlogo al caso en que (s + a)e < sr < (s +a+ bvy)(e + fUz) y 87 > (§+a+
bur) (e + f0a).

En este caso solo hay 3 equilibrios, pues no hay condiciones de coexistencia.

Al igual que en los casos anteriores si una condicion inicial presenta, solo una especie,
se convergera a su semitrivial respectivo.

Proposicién 4.1.7 Para cualquier condicion inicial en (R?) )%, se convergerd al equilibrio
semitrivial de la especie dominante, para este caso (ug,usz,0,0) y para el caso andlogo a
(0,0,71, v3).

DEMOSTRACION. Para su demostracion se utilizara principalmente el Teorema 4.1.8.

Teorema 4.1.8 Suponiendo que se tienen (Hy) — (Hs):
1. (H1): T es fuertemente mondtono con respecto al orden <p .

2. (H2) : T;(0) = 0,Vt > 0 y 0 es un equilibrio repelente, es decir, existe una vecindad U
de (0,0,0,0), tal que para cada (uoy, uoz, Vo1, Vo2) € U, (uo1, U2, Vo1, vo2) 7 0, existe un
to > 0, para el cual Ty, (uo1, uoz, Vo1, vo2) € U.

3. (H3) : T,((C()) x {(0,0)}) C (C(2))3 x {(0,0)},Vt > 0. También existe, (11, 3,0, 0)
tal que Ty(uy, 12,0, 0) = (u1,z2,0,0),Vt > 0, y Ty(u,u2,0,0) = (ur,uz,0,0) cuando t —
00, Y(uy,uz) € (R?),. La condicién simétrica con la otra componente.

4. (H4) : Si (uj.ug,vi,ve) € (R?*),4)? entonces Ty(uy.ug,v1,v2) >4 (0,0,0,0) para ¢ >
0. ST wy,wy € ]RflF satisfacen wi <y wy y si alguno de los dos, estd en Int(]Ri)7 entonces
Ty(w1) <k Ty(ws),Vt > 0.

5 (H5):Vt>0,T;: (RY) = (R}) yesC!
junto con:

1. El sistema (4.1), no tiene equilibrios en Int([C(2)4] )
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2. El equilibrio semitrivial (0,0,77,73), es inestable (para el caso andlogo el semitrivial
(ur,us,0,0), es inestable).

3. Alguna trayectoria que comienza en Int(R), no converge a (0,0,71,73) (para el caso
andlogo a (uy,uz,0,0)), en donde:

R= [(0’ 07 Fl? 727 (uila %7 07 0)]K

Entonces para cualquier (uy, usz, vy, ve) € ((R?)44)?.
Py (uy, ug, vy, v2) — (U1, U, 0,0)
(y para el anlegO.' (Pt(ula Uz, V1, UQ) — (07 07717 1}72))

DEMOSTRACION. Este teorema esta demostrado en [14], como el Teorema 1.4, considerando
X, = Xy, = (R?), . Esta demostracién utiliza, los resultados previos del paper de [15],
principalmente el Teorema B. ]

Notando que se verifican todas las hipdtesis, junto con que para este caso, que el equilibrio
semitrivial (0, 0,77, 73), es inestable. Usando el Teorema 4.1.8; se concluye que la convergencia
es al semitrivial dominante. O]

4.1.2.5. Caso sr > (s+a+bvy)(e+ fv3) y 87 > (8 + a+buy)(e + fuz)

En este caso hay 4 equilibrios, pues aparece el de coexistencia E = (uf, ul, vy, v3), por
otro lado, es imposible que s = § y tampoco puede suceder que 57 = sr.

Primero nuevamente para los casos en que solo hay una especie, convergeran a su
equilibrio del subsistema.

Se asumira para todo lo siguiente que u;(0) > 0 0 ug(0) > 0y v1(0) > 0 0 v2(0) > 0,
pues si (ug,uz,v1,v9) € ((R*),4)? y por ende al utilizar la Proposiciéon 4.1.1, seran todos
positivos.

Usando la Proposicién 4.1.4, en particular el equilibrio E' = (u}, u}, v}, v;) pertenece a

R:

Proposicion 4.1.9 FEziste un zp,.. tal que:
CI)t(erlax) <<K Zmaz <<K (717 %, 07 0)

DEMOSTRACION. Recordando que para un semitrivial (uy,us,0,0), el jacobiano es:

—(s+ a+ 2buy r —bu; 0
o J, B, s —(e+2fuy 0 —fuy
DF 0.0) = =
(1, %,0,0) (0 C) 0 0 ~(5+a+ bu P
0 0 8 —(e + fuz)
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Y se sabe que tiene un valor propio positivo, llaméndolo ), este valor propio coincide con el
valor propio positivo de

A

(= +a+buy 7
Cw_( 8 —(e+fuz)>

El cual tiene asociado un vector propio y = (y1,42), con y1 > 0 e yo > 0, por lo tanto
C,y = Ay. Ahora se buscard un x = (x1, z5) tal que: J,o + B,y = Az.

Como J, tiene valores propios negativos, S(.J, — X) = S(J,) — A < 0, por lo tanto (J, — AI)
es invertible.

Utilizando el Corolario 1.4.9, por (4) se tiene que —(J, — AI)~' > 0, Como — B,y > 0, pues
B, es diagonal negativa, se concluye que x = —(J, — M) "' B,y < 0.

Por lo tanto: (z,y) <k (0,0,0,0), es una direccién de salida del equilibrio semitrivial
(ur, 2, 0,0).

Ast que 2peqe = (U7, U2, 0,0) + (2, y), para gy suficientemente pequeno se cumple que:

F(Zmaz.e) = DF(u1,73,0,0)e(x,y) + o(e) <k (0,0,0,0) V0 < e < g

Usando la definicién del semiflujo ®,(), se tiene que:

dd,

7 (maze) = F(@u(#ma )

Tomando t, pequeno, como Po(2maze) = Zmaze y Usando la continuidad de F se obtiene que:

({it(zmam) = F(®:(2maze)) <r (0,0,0,0) V0 <t <t
y con esto se concluye que:
Pt (Zmaxe) Kk Po(Zmaxe) = Zmase <k (U1, Uz, 0,0) V0 < e < e, V0 <t <t
Entonces notando que 6 > 0:
Diy5(2maz,e) = Ps(Pi(2mazc)) K Po(2man,e)

Se concluye que:

(I)t(zmax,a) <<K CI)O(ZmaX,E) = Zma:r;,a <<K (1717 Uig, Oa O) Vo <e< 50,v0 <t

]

Observaciéon De manera similar utilizando el otro equilibrio semitrivial, se definird z,,, ¢,
tal que:

(07 071}717 U72> <<K Zmin,s = (I)O(Zmin,s) <<K q)t(zmin,e V0 <e< 607vo <t
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Considerando W := [[E, (uy, U3, 0,0)]] &

Proposiciéon 4.1.10 Todos los z € W1, son atraidos por E.

DeEMOSTRACION. Utilizando el Teorema 1.4.2, hay 3 opciones:

La primera que exista un equilibrio en el interior, esto es imposible, pues los otros dos
equilibrios no estan en el intervalo.

La segunda que el extremo derecho atrae a todo el intervalo exceptuando al otro extremo,
esto también es imposible, pues usando la direccion anterior, se tiene que existe un € > 0, tal
que:

E SK Zmax,s - (Q'Tla U,72, 07 O) + 6(1’1, x2,Y1, y2) <<K (uih U72, 07 O)

E <<K gbt('zmax,a) <<K Zmax,e <<K (271, U'in 07 0)

Por lo que utilizando el Teorema 1.4.1 zyax ¢, converge a un equilibrio, pero no puede converger
al semitrivial, siempre sera mayor que Zpqq.c-

Finalmente, se concluye que: F atrae a todos los puntos z tales que: £ <k zk(u1,uz,0,0). O

Observaciéon Andlogamente se concluye que E atrae a todos los puntos tales que:
W2 = [[(07 07717 V2, EHK
Sea z = (uy, ug,v1,v2) € RN ((R?),)?, cualquiera.

Proposicion 4.1.11 Todos los z € RN ((R?) )2, son atraidos por E.

DemosTRACION. Considerando que todas las componentes son positivas, en caso de no ser lo,
seria a partir de algtn tiempo usando la Proposicion 4.1.1, se definiran

27 2
mazx {ul—i_ul U’;k—i_ul}
u = max ,
! 2 2
max {Uz—i_vz U:"i_vz}
V; = max N
! 2 2

min ,,Min ,,Max

s _ max
Tomando los punto auxiliares z,;, = (u]"", ud"" v}

maxr ,,maxr ,,min ,,min
) U2

)Y Zmaz = (U, uy e v, vy

E = (U;US,UI,U;) SK Zmazr KK (0707717 u72)
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Como zpq, esta en Wi, por la Proposicién 4.1.10 se tiene que ®;(2pez) — E
De manera andloga y utilizando la observacion
(O) 07 vih 72) <LK Zmin SK (u»{’ UE, U>1ka U;)

Por lo que ®4(zpin) — F.
Zmin SK (u17u27U17U2) SK Zmaz

Utilizando el Teorema del sdndwich, ®;(z) — E para cualquier 2 € RN ((R?), ).

En la Figura 4.2 se puede apreciar una ilustracion de la Proposicion 4.1.11 O]
(0,0,v1,73)
¢
R
E
¢

.; ~

z
[ 9

(0,0,0,0) (ur,us,0,0)

Figura 4.2: Representacién de la Proposicién 4.1.11, junto con los conjuntos
W1 y WQ.
Proposicién 4.1.12 Todo punto en ((R?),,)? converge a E

DEMOSTRACION. Solo faltan los puntos z € ((R?),,)*\R, suponiendo que existe algiin punto
z converge a un semitrivial. Sin pérdida de generalidad (uy,us,0,0). Por para todo ¢ > 0
existe un tg > 0, tal que para todo t > ty:

(I)t(z) S B((TM Uz, 07 0)7 8) NRN ((R2)++)2

Nuevamente estudiando la linealizacién en torno al equilibrio, se tiene que: 3(y1, yo), (1, 2) >
(0,0) los vectores propios normalizados, tales que:

Fi((a1,u3) + 2w, e1y) < By (U, 02) + €22,0,0) = ea(reg — x1(s + a + b(2u7 + €221))) <0
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F3((un, ) + eaw, e1y) = e1(Pya — y1(8 + a + b(ur + eryr + €221))) = e1(Ays — berys + €221))
Similarmente para F5() y Fi().

Amin{z, 2,1, Yo}
8 max{b, f}

Se tiene que:

Sea € =

Dy (2) = (Uy, iz, U1, 0a)

Amin{y, yo}

Tomando € tal que: e1y; < U1y €192 < U y tomando €5 =
4max{b, f}

Por construccion:
(U1, U2) + €22, 61y) i (U1, Uz) + 27, €1Y)

Pero como:
D4y (2) <k (W1, W2) + €27, 1Y)

Se obtiene que:

Dy, (2) < Oi((ur, w2) + €27, 61y) <k (U, Wz) + 27, €1Y)

Lo que contradice que ®4(z) — (uy, uz,0,0), pues las dos tltimas componentes no pueden ser
nulas.

Con lo que se concluye que el omega limite de cualquier punto en ((R?),,)? estd en RN
((R?),4)?* y como el conjunto omega limite es invariante, usando la Proposicién 4.1.11, se
concluye que converge a F

]

La siguiente tabla resume el comportamiento de la secciéon 4.1

Equilibrio Condicién Existencia Linealmente Estable
(0,0,0,0) Siempre sr<(s+a)ey st < (5+a)e
(w1, 1z, 0,0) sr>(s+ae 87 < (84 a+ buy)(e + fuz)
(0,0,v7,73) st > (§+a)e sr < (s+a+bvy)(e+ fv3)
. e e sr> (s+a+boy)(e+ fz) y
) AN AN

Tabla 4.1: Tabla de equilibrios para el sistema (4.1)

Obs: Recordar que es imposible sr > (s+a+bvy)(e+ fv2) y 87 > (§+a+bur)(e+ fuz),
al mismo tiempo.
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4.2. Sistema General con Coeficientes Constantes

El sistema para este caso estard dado por las siguientes dinamicas:

0

% = d1Auy + rug —ui(s+ a+ b(uy + v1)) para x € Q,t >0
8U2

i doAug + suy — ug(e + f(ug + v9)) para x € Q,t >0

81)1 N A

— =d3Avy + vy —v1(§ + a+ b(u; + v1)) para z € Q, ¢t > 0
ot (4.41)
vy ”

i dsAvy + v1 — va(e + f(ug +v7)) para z € Q,t > 0
Vu;-v=Vuv;-v=0parax € 0Q,t>0

(ug, ug,v1,v2)(x,0) = (up1(x), ug2(z), vo1 (), vo2(x)) para x € Q

Es directo notar que todos los equilibrios de la seccién 4.1, son equilibrios del sistema (4.41).

Como fue analizado en la subsecciéon 4.1.1, no todos los equilibrios existen siempre y en
particular, para los casos en que a lo mas existe un equilibrio semitrivial, es decir:

{sr < (s+a)e} U{sF < (§+a)e}

se sabrd completamente el comportamiento de cualquier condicién inicial en [C (Q)]i, pues
en la seccion 5.2, se estudiard un caso general, que engloba al caso de coeficientes constantes.

Por lo tanto, utilizando los resultados de la secciéon 5.2 se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.1 El sistema (4.41), cumple la siguiente dindmica:

1. Si el tnico equilibrio es (0,0,0,0), entonces para todo f € [C(Q)]}, se tiene que:

ét(f) — (07 07 Oa O)
2. Si el unico equilibrio semitrivial es (Ur,us,0,0), entonces para todo f € ([C(2)?]14) X

[C(Q)?]., se tiene que:
©(f) = (w1, 72, 0,0)

y para todo f € {(0,0)} x [C(Q)?]4, se tiene que:

®,(f) — (0,0,0,0)

3. i el tinico equilibrio semitrivial es (0,0,v7,03), entonces para todo f € [C(2)?], X
([C(Q)*]14), se tiene que:
q)t(f) — (0,0,1}71, 72)
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y para todo f € [C(Q)%]; x {(0,0)}, se tiene que:

o,(f) — (0,0,0,0)

DeMOSTRACION. Usando directamente los resultados de la subseccion 5.2.1, las Proposiciones
5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3, se obtiene la convergencia, pues para el caso a coeficientes constantes la
existencia de los equilibrios semitriviales entrega el signo de los valores propios principales
del sistema. O]

Usando la Proposicién 4.2.1, se obtiene que no hay mas equilibrios en el caso en que no
existan ambos semitriviales.

Observacién Para analizar la posible existencia de més equilibrios (los cuales tendrian que
ser no constantes), para poder encontrar alguno, se buscé simular la ecuacién, pero todo
convergia a equilibrios constantes del sistema 4.1, esto no descarto la existencia de otros
equilibrios, pues para el caso en que {2 es convexo, los equilibrios no constantes en caso de
existir serian inestables (utilizando el resultado obtenido por [16], para sistemas cooperativos
a coeficientes constantes), por lo que tomando cualquier condicién inicial, esta convergeria a
un equilibrio constante.

Proposicién 4.2.2 Para el caso en que existen ambos equilibrios semitriviales, sea un equi-
librio (ui(x),us(x),vi(x),va(x)) del sistema (4.41), cumple que para cualquier dy,ds, ds,dy €
R., se tiene que:

(ul(x)vUQ(x)vvl(I)>v2<x)) € [(070771772)7 (uilv %?070)]1(

DeMoSTRACION. Tomando un equilibrio cualquiera (u(x), us(x),v1(x), v2(x)), como los equi-
librios semitriviales son tnicos, se tiene que: (uy(z), uz(z)) # (0,0) y (u1(x), uz(x)) # (0,0)

Luego tomando (ui(x), us(x),0,0) y (0,0, vy (z),va(x)), los cuales convergen a sus respectivos
equilibrios semitriviales.

De manera que:
(0,0,v1(2), v2(2)) <k ((ur(z), uz(2), v1(2),v2(2))) <k (wi(2), u2(),0,0)
Utilizando la monotonfa del sistema:
©(0,0,v1(2),v2()) < Pe((ua(2), uz(2), v1(2), v2())) = (wr (@), ua(2), v1 (), v2(2))

Oy ((ur(2), uz(w), v1(2), v2(2))) = (ua(2), ua (@), v1(2), v2(2)) <k Bi(wr(2), uz(2),0,0)

Usando la convergencia de los extremos a los semitriviales, se concluye que:

(0707717772) <k (ul(l‘),UQ(JI),Ul(I),U2<I)) <k (717727070)
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Otra condicién de cualquier equilibrio no constante del sistema (4.41) es la siguiente:

Proposicion 4.2.3 Sea w(z) = (wy(z), we(x), ws(x), ws(z)) un equilibrio no constante del
sistema (4.41), sea j €€ {1,2}:

el 1 ) > 0, k(o) < T y gale) <

DEMOSTRACION. Para la primera notando que:

(Ly — (s +a+ b(wy +w3)))wy = —rwq para x € Q,t >0
(L — (e + f(we + wy)))we = —sw; para x € Q,t >0
(Ls — (§+ a+ b(wy +w3)))ws = —Fw, para x € Q,t >0 (4.42)

(Ly — (e + f(we + wy)))wy = —8ws para x € Q,t >0

Vw; v =0 parax € 0, t>0
Usando que L; = (d;A), el sistema (4.42), muestra que las componentes son de la forma:

Usando que Vz € Q, —w;(z) < 0, entonces si se alcanzara 0 en un punto interior usando el
Teorema 1.2.4, se concluye que toda la componente es la funciéon 0 y si se alcanzara en un
punto de la frontera, usando el Teorema 1.2.5, también se concluye que fue siempre 0. Como
el equilibrio es no constante, se llega a una contradiccién, pues si una componente es nula,
su asociada también y en los sistemas de una especie, solo hay equilibrios constantes.

Para la segunda se utilizara el siguiente sistema

(L1 — (s + a+ b(wy + ws)))[wy —uy| = r(uz — wse) + b(wy + w3 — uy)u; para x € Q,t >0
(Ly — (e + f(wg + wy)))[we — W3] = s[ur — wy] + f(wy +wy —3) para x € Q,t >0
(L3 — (8 + a+ b(wy + ws)))|ws — 01| = 7[vg — wa] + b(wy + ws — U7) para z € Q,t >0

(Ly — (e + f(we + wy)))|wy — T3] = §[v1 — ws] + f(wy + wy —T3) para x € Q,t >0

Vw; =] - v = Vwiis — 73] - v =0 para x € 0Q,t >0
(4.43)

Se tiene que w;(x) — u; < 0, por la Proposicién 4.2.2, si se supone que existe un punto en
tal que w;(xg) = u;(xg), sin pérdida de generalidad i = 1.

Como ws(xg) > 0, pues en caso contrario ws es siempre nula y por ende el equilibrio es
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constante, se tiene que (w; +ws)(xg) > Uy, si el punto z; es interior de 2 se tomard una bola
de radio ¢, tal que: B
Va € B(xg,d) N Qwy + ws(x) > uy

Si el punto es de la frontera, se tomard una bola B(x1,0) tangente a la frontera en xy y con
la misma propiedad. Trabajando en esta bola:

(Ll + hl)[wl — ﬂl] = T’(@ — U)Q) + b(w1 + wg — Uil)uil >0

Por lo tanto, si este punto es interior de 2, se concluye con el teorema 1.2.4, que en toda la
bola la componente w; = Ty y observando la primera ecuacién del sistema (2.4), entrega:

0=r(wy —1z) — blws)u; = wy =Ty y wg =0

Con lo que se concluye por la parte anterior, que w3 es siempre nulo y el equilibrio constante.
Por otro lado, si el punto fuera de la frontera se cumple que la derivada es de tipo Neumann
y por lo tanto también la funcién seria constante en la bola y de igual manera se obtendria
que el equilibrio es constante.

Como el equilibrio es no constante, se llega a una contradiccion. Il

Al no encontrar mas equilibrios, pero tampoco una prueba de su no existencia, se buscé
probar que todos los equilibrios del sistema (4.41), cuando mineg 2,343{d;} — 0o, convergen
a los equilibrios del sistema (4.1), lo cual se logr6 de manera exitosa. Posteriormente, utili-
zando las siguientes técnicas, que varian levemente en cada subcaso, se pudo probar que los
equilibrios y los comportamientos asintoticos son los mismos que en el sistema sin difusion a
coeficientes constantes, para cualesquiera sean los {d;}icf1,2,3.43 > 0.

4.2.1. Caso (s#8yr=7)06(s=5yr#r)
Para este caso no existe ningun equilibrio de coexistencia constante. En las siguien-

tes proposiciones se probard que no existen mas equilibrios y mas atn el comportamiento
asintotico.

Proposicion 4.2.4 Para el caso 4.2.1, no hay equilibrios no constantes y para cualquier
condicién inicial z € [[C(Q)?]44]?, se tiene que converge al equilibrio semitrivial dominante.

DEMOSTRACION. Sea z € [[C()?],,]?, por la Proposicién 3.0.5, entonces existe ¢y > 0, tal que
®,, >4 (0,0,0,0), tomando:

fmin,i = mlll{q)to(z)}z y fmax,i = mag;{CI)to (Z)}z
e e
Ahora utilizando la siguiente desigualdad:

Zmin = (fmin,la fmin,?a fmax,?n fmax,4) <K (I)to (Z) <K (fmax,la fmax,Qa fmin,47 fmin,4) = Zmaz

Notando que de manera isomorfa zyin, 2mez € ((R?)44)?, como son constantes su compor-
tamiento es el del caso 4.1.2.4, por lo tanto dependiendo cual es el semitrivial dominante,
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se tiene que: Dy(zmin) ¥ Pr(Zmaz ), convergen al equilibrio dominante y utilizando la monoto-
nia: ®;(z) también, con lo que se concluye que no hay equilibrios no constantes y més ain
cualquier condicion converge al semitrivial dominante. O

Observacion Los casos en que solo exista una especie, convergen a ese semitrivial, heredando
los resultados de los sistemas de 1 especie con 2 grupos de [1]

4.2.2. Casos=5§yr=r

Para el caso 4.2.2, se buscard probar que los tnicos equilibrios son los constantes y el
comportamiento asintotico es el del caso sin desplazamiento.

Proposicion 4.2.5 FEl conjunto de equilibrios de del sistema para 4.2.2, son solo los equili-
brios constantes del sistema sin desplazamiento (4.1).

DEMOSTRACION. Suponiendo que existe al menos una solucién no constante w(z), por la Pro-
posicion 4.2.2, se obtiene que:

w(z) € [(0,0,ur, uz, (ur, uz,0,0)]

Usando la Proposicién 4.2.3 entonces, se tienen cotas para Wpmini ¥ Wmaaz,i

Con esto se puede tomar:

)\* == Sup{)\ S (07 1)‘()\717 )\727 (1 - )\)@Th (1 - A)@) SK (wmin,la wmin,Qa wmaz,i’n wmazA)}
por lo tanto como w(z) no es constante:

(N1, A, (1= Aa, (1= M) <k (wi(2), wa(w), wa(), wa(z))

Como el semiflujo preserva el orden fuertemente, se tiene que:

(I)t()\*uila )\*727 (1 - )\*)TM (1 - )\*>u72) <K @t('ll)l(x), w?(x)7 w3(x)7 'LU4(£C))
pero como son equilibrios se tiene que:
(N, Aag, (1= A%a, (1= A)ag) < (wi(x), wa(x), ws (), wa(x))

lo que implica que existe un A € (\*, 1) tal que:

(Nur, Mg, (1 — Mg, (1 — Mig) <x (ui(x), uz(z), v1(z), va(x))

lo cual es una contradiccion, pues A* es el supremo y se concluye que solo hay soluciones
constantes. O

El siguiente teorema indicara el comportamiento asintotico de una condicién inicial

cualquiera en [C(Q)]%.
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Teorema 4.2.6 Existen 3 opciones de convergencia:

1. Si f € (C()?) x{(0,0)}, entonces ®4(f) — (ur,us,0,0)
2. Si £ €{(0,0)} x (C(Q)?),, entonces D,(f) — (0,0, ur,us)
(c@

3. Szf e (
€ [0,1]

12)44)?%, entonces ®4(f) — (aur, atiz, (1 — a)uy, (1 — a)uz), para algin

DEMOSTRACION. Los primeros dos casos son directamente heredados de [1]

Para el tercero, utilizando la Proposicién 3.0.5, se tiene que desde un cierto ty > 0, @y, (f) >4
(0,0,0,0), por lo tanto al igual que en la Proposicién 4.1.5, se puede definir R, y de manera
completamente analoga posteriormente probar que converge a un punto R, el cual es el
limite de ®4(z). O

4.2.3. Casos#Syr#r

Para este caso el sistema sin difusién presenta un tinico equilibrio de coexistencia, por lo
tanto el sistema con difusién presenta al menos este equilibrio de coexistencia. Similarmente
al caso anterior también se tiene la existencia de los equilibrios semitriviales, los cuales son
unicos, pero ahora distintos.

Primero se probara el comportamiento asintético de una situacion inicial cualquiera en
[C(Q)]4 v el siguiente teorema lo resumira:

Teorema 4.2.7 Ezisten 3 opciones de convergencia:
1. Si f € (C()?)y x{(0,0)}, entonces ®4(f) — (ur,us,0,0)
2. 8i f €{(0,0)} x (C(2)*)+, entonces ©,(f) — (0,0,71,73)
3. Si f e ((C()?)1)?%, entonces D4(f) — (uf, ub, v}, v3)

DEMOSTRACION. Los primeros dos casos son directamente heredados de [1]

Para el tercero, utilizando la Proposicién 3.0.5, se tiene que desde un cierto ty > 0, @y, (f) >4
(0,0,0,0), por lo tanto se puede definir:

fmin,i = mill{q’to(f)}i y fmax,i = ma}{@tof}z‘
e xeQ

Tomando Zmin = (fmin,la fmin,Q; fmax,37 fmam,4) Y Zmax = (fmax,la fmam,Z; fmin,3; fmin,4)
Se tiene que: Zmin SK (Dt()(f) SK Zmax

Como se prob¢ en la Proposicion 4.1.12; se tiene que:
Dy (2min) = (Ui, u3,v7,03) ¥ Polzmaz) — (ul, us, 07, v3)

Con lo que se concluye por monotonia que: ®,(f) — (uf, us, v}, v3) O
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Observaciéon Una consecuencia directa es que el inico equilibrio de coexistencia del sistema
para 4.2.3, es el tinico equilibrio de coexistencia del sistema sin difusion.

4.3. Comparacioén entre Sistemas

El estudio del sistema a coeficientes constantes, permite observar un ejemplo del efecto
que produce la difusién al comportamiento del sistema. A continuacién al observar las Figuras
4.3 y 4.4, estas corresponden a un sistema con desplazamiento y uno sin desplazamiento, para
los mismos coeficientes. En ambos casos los sistemas cumpliran la condicion de existencia del
equilibrio de coexistencia.

Los valores utilizados son los siguientes: El dominio es Q2 = (0,1) y las condiciones
iniciales seran:

u1o(x) = uge(x) =1 — cos(4mz) y vip(x) = veo(z) = 1 — cos(8mx)
Los coeficientes son:
b=1,f=1la=1le=1,s=12,r=8,5§=06,7 = 10.
Con lo que se obtiene que los equilibrios seran:

(w1, W) ~ (2.6313,5.1415), (v7,73) ~ (4.0273,4.4410) y (ut, w3, vi,v3) = (2,4,1,1)

Uy
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Figura 4.3: Gréficos de ui(z) y vi(x) para el sistema con desplazamiento,
cada 10"+ iteraciones, con n = {0, 1,2, 3}.

Analizando la Figura 4.3, que corresponde al caso con difusién se aprecia una conver-
gencia global al equilibrio de coexistencia con uj = 2 y v] = 1. Este comportamiento cumple
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lo esperado, pues considerando la Proposicién 3.0.5 la difusion, permite que las zonas des-
habitas sean pobladas. Luego al existir poblacion en todo el dominio de ambas especies, se
obtiene la convergencia.

. ﬁk ﬁk
20 10000000

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

Figura 4.4: Graficos de ui(z) y vi(x) para el sistema sin desplazamiento,
cada 10>"*! iteraciones, con n = {0, 1,2, 3}.

Observando la Figura 4.4, la cual corresponde al caso sin difusion se observa un com-
portamiento puntual a los equilibrios dependiendo las condiciones iniciales. Para el caso en
que las 4 componentes son 0 inicialmente siempre se mantiene en 0, por la falta de desplaza-
miento para poblar esas regiones a diferencia del caso con difusion. Al considerar las regiones
en que las condiciones iniciales en que solo la especie v es 0, el sistema converge al equilibrio
semitrivial de u, por la misma razon. Finalmente, para los casos en que ambas no son nulas
se converge al equilibrio de coexistencia.
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Capitulo 5

Sistema a coeficientes variables

En este capitulo se abordara el sistema (0.3), buscando aplicar los resultados del capitulo
4, para encontrar regiones de {2 en las cuales, se tendran las distintas condiciones que permitan
obtener los diversos equilibrios y analizar como varian sus estabilidades.

Los coeficientes variables, permiten que el sistema (0.3) pueda modelar distintas inter-
acciones entre las dos especies, dependiendo la subregién de €2 en que se encuentren, pues los
recursos, ya no se encuentran distribuidos de manera uniforme, por ejemplo:

1. Zonas con escasos recursos para los jovenes, con b(x) pequeno.
2. Regiones favorables a la reproduccién, con s(z) y §(z) grandes.

En una primera instancia se estudiara el sistema sin desplazamiento (para todo i €
{1,2,3,4}, con d; = 0), al igual que en el caso constante, para entender mejor el sistema
general y también estos resultados seran relevantes, al momento de estudiar el sistema con
tasas de difusiones pequenas, en la seccion 5.2.2.

5.1. Sistema Sin Desplazamiento

Consiste en el caso sin difusion y la dinamica del sistema para este caso estard dada
por las siguientes ecuaciones:
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36111 = r(z)us —ui(s(x) + a(z) + b(z)(u; + v1)) para x € Q,t >0

86112 = s(x)uy — uz(e(z) + f(v)(uz + v2)) para xz € Q,t >0

881;1 = 7(x)vy — v1(8(x) + a(z) + b(x)(us +v1)) para x € Q, ¢t >0 (5.1)
a@v; = 5(z)vy — vale(x) + f(x)(ug + v2)) para x € Q,t >0

(u, ug, v1, v2)(, 0) = (ugy (), uga(x), vo1 (), vo2 (x)) para x € Q

Nuevamente usando los resultados del capitulo 3, se tiene que el semiflujo ®4(), defi-
nido por el sistema (5.1), es monétono creciente con el orden <y y fuertemente en (C(Q)3 )2

5.1.1. Regiones de Equilibrios

En esta seccién se estudiaran las distintas regiones en que se divide €2 y como estas con-

diciones garantizan la existencia de equilibrios no negativos, para trayectorias con condiciones

iniciales en C(2)%, para el sistema de 2 especies (5.1).

Definicién 5.1.1 Se definirdan algunos conjuntos que serdn de wutilidad para el resto del
capitulo:
QuO = {l’ S Q|

(s(x) + a(z)
Qo = {z € Q|(5(x) + a(x)
Qui == {x € Q5 N Q[ (8(x) + al
Qui == {x € Qo N Q| (s(z) + alz
Qq := Quo N Qyo
Qy == Qo N QY
Qs = Q% N Qg
Q4 = Qi N O,
Qs = 0%, 1 Qs
Qg = 0%, N Q°,
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Figura 5.1: Ejemplo de dominio con los distintos subconjuntos posibles

En la Figura 5.1, se puede observar un ejemplo de la interaccién entre los subconjuntos
{Qi}ie{1,2,3,47576}, junto con una descripcion de la relacién entre los comportamientos de las
especies, que se detallara en el resto del capitulo.

Para poder estudiar los equilibrios del sistema (5.1), previamente se recordaran los
resultados de los subsistemas (5.2) y (5.3).

% = r(x)ug — ui(s(z) + a(x) + b(x)(uy)) para z € Q,t >0
% = s(x)ur — uz(e(x) + f(x)(u2)) para z € Q2,1 >0 (5.2)
Vu;-v =0 para x € 02,t >0

Este sistema tiene varios equilibrios, pues si E(z) es un equilibrio cualquiera del sistema (5.2),
para los & € §2,0 solo puede tomar el valor E(z) = (0,0), pero para = € QF, puede ser que

E(z) =1(0,0) 6 E(z) = (Uy(z),Us(z)) (es puntualmente el equilibrio del sistema (2.4), por lo

tanto se puede definir de manera puntual: (Uy(z), Us(z)), como el maximo de los equilibrios
del sistema (2.4), con respecto al orden <,. Por lo tanto:

—~

Ui(z),Us(z)) = (0,0) en = € Qo

(Ui(x),Us(x)) >2 (0,0) en x € QF,
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Observacion La funcién (Uy(z), Ux(z)) € [C(Q)?]+

De manera similar considerando el sistema (5.3)

881;1 = #(x)ug — ui(8(z) + a(x) + b(x)(vy)) para x € Q,t >0
881;2 = s(x)uy — uz(e(z) + f(z)(ve)) para x € Q,t >0 (5.3)
Vv;-v =0 paraz € 0Q,t >0

Definiendo el maximo de los equilibrios del sistema (5.3), (Vi(x), Va(z)), tal que:

(Vi(z), Va(z)) = (0,0) en = € Qyp

(Vi(x), Va(x)) >2 (0,0) en x € Q5

Observacién También la funcién (Vy(z), Va(x)) € [C(2)?]+

Usando los resultados de la seccién 4.1, junto con los subsistemas (5.2) y (5.3). Se

obtiene la siguiente proposicion que resume las condiciones de los equilibrios del sistema
(5.1):

Proposiciéon 5.1.2 Sea E(x) un equilibrio cualquiera del sistema (5.1), puntualmente se
tienen las siguientes opciones en cada conjunto.

1. Six € €y, entonces:

E(z) = (0,0,0,0)

2. Six € 9, entonces:

E(z) = (0,0,Vi(z), Va(z)) 6 E(x) = (0,0,0,0)
3. Six € Q3, entonces:

E(z) = (Ui(z), Us(2),0,0) 6 E(x)=(0,0,0,0)
4. Six e QU5 entonces:

E(z) = (0,0,0,0), E(z)= (Ui(z),Ux(2),0,0) 6 E(x)=(0,0,Vi(z), Va(x))

5. Six € Qg, entonces:

E(:E) = (0707070)’ E([L’) = (71(1'% 72(1'>a 070)7

E(x) = (0,0,Vi(x), Va(x)) 6 E(z) = (Uj(x), U3 (2), V{(z), V5 (x))
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Donde (U, (), Us(z)) y (Vi(x), Va(z)), son los tnicos equilibrios positivos de los subsiste-
mas sin desplazamiento (5.2) y (5.3), respectivamente. El equilibrio (U5 (z), Us (), Vi*(x), V5 (x)),
es el Unico que es estrictamente positivo en todas sus componentes, para todo x € (.

5.2. Sistema General con Coeficientes Variables

El sistema para este caso estard dado por las siguientes dinamicas:

661;1 = diAuy +r(x)ug — ui(s(z) + a(x) + b(x)(ur +v1)) Ve e Q,t>0

@uQ

5 = doAuy + s(z)uy — ug(e(x) + f(x)(uz +v2)) Vo e Qt>0

81}1 N A

— = d3Avy + 7(x)vg — v1(8(x) + a(x) + b(z)(ug +v1)) Yre Qt>0

ot (5.4)
882;2 = dsAvy + 5(x)vy — va(e(x) + fx)(us +v2)) Vo e Q,t >0

Vui(z) - v=Vu(x) - v=0 Vredt>0

(1, ug, v1,v2)(x,0) = (uo1 (), uo2 (), vo1 (x), vo2()) para x € €2

5.2.1. Resultados para cualquier tasa de difusién

Usando la Proposicién 3.0.5, se obtiene que el semiflujo del sistema (5.4), cumple para
toda condicion inicial en z € (|[C(Q)%],+)? y para todo t > 0, que:

VE>0  ®y(2) >4 (0,0,0,0) (5.5)

Considerando el problema de valores propios en torno a linealizacién del (0,0, 0, 0)

d1Api(x) + s(z)pa(z) — (s(x) + a(x))p1(x) = Ap1(x) Ve e Qt>0

doAps(z) + r(z)p1(x) — e(x)pe(z) = Ape(x) Vo € Q,t >0

dsAqi(x) + §(z)g2(x) — (8(z) + a(x))q1(x) = A1 (z) Ve € Q>0 (5.6)
dsAqa(z) + 7(2)q1 () — e(x)qa(x) = Aga(z) Vo € Qt >0

Vpi(z) - v=Vg(z) - v=0 Vredt>0

Notar que este problema se divide en dos problemas de valores propios desacoplados (5.7) y
(5.8).
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diApy(z) + s(x)pa(x) — (s(x) + a(x))pi(x) = Ap1(x) Vo e Q,t>0
doAp(x) + r(x)p1(x) — e()pa(z) = Apa(x)  Vz € Q¢ >0 (5.7)
Vpi(z) - v=0 Vreddt>0

dzsAqi(x) 4+ 8(x)ga(x) — (8(x) + a(x))qr(x) = Aqr(x) Vo e Q,t>0
diAgz(x) + F(2)q1(2) — e(r)g2(x) = Agao(x) Vo € Q,t >0 (5-8)
Vg(z)-v=0 VYreddt>0

Estos problemas, son justamente las linealizaciones en torno al (0,0) de cada especie
por separada.

Observaciéon Usando el Lema 2.1.3, se tiene que los problemas (5.7) y (5.8), cada uno tiene
un dnico valor propio principal, los cuales se llamaran A} y Aj.

Proposicion 5.2.1 Si\Y y A}, son no positivos, entonces cualquier condicion inicial (uy, ug, v, vg) €
[C(Q)]%, converge a (0,0,0,0)

DemosTRACION. Considerando que:
(0,0,v1,v9) <k (uq,ug,v1,v2) <g (ug,us,0,0)
Y utilizando la monotonia del sistema (5.4):
D,4(0,0,v1,v9) <k Py(ur, us,vy,ve) <g Py(ug,us,0,0)

Usando que ambos extremos convergen a (0,0,0,0), pues la dindmica de los subsistemas,
sigue el comportamiento de A} y A}, se obtiene el resultado. O

De la Proposicion 5.2.1, se extiende el comportamiento de extincion de la especie para
los casos en que el 0, es globalmente estable.

Proposicién 5.2.2 Si A} > 0 y A} <0, entonces:
1. Para cualquier condicion inicial (uy,ug,v1,v2) € [C(2)?]4y X [C(Q)?]4, se tiene que:
@y (ur, U, v1,v9) — (uf,us, 0,0)
con (ud,ud), el inico equilibrio positivo del sistema (2.1) de la especie (uy,us).

2. Para cualquier condicién (0,0,v1,v9) € [C(Q)Y] 4, se tiene que:

®,(0,0,v1,v9) — (0,0,0,0)
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DeMOSTRACION. Sea z € ((C(2)?)44)?, de la ecuacién (5.5), se tiene que si t > 0:
dy(2) >4 (0,0,0,0)
Por otro lado, usando:
(0,0,v1,v2) <k (u1,us,vy,v2) <g (u1,us2,0,0)
junto la monotonia del sistema (5.4):
D,(0,0,v1,v9) <g P(2) <k P(ug,us,0,0)

Por lo tanto
w(z) € [(0,0,0,0), (v, ud, 0,0)]x

Por hipétesis, se tiene que las funciones propias, siempre son positivas, para los problemas
(5.7) v (5.8): (p1(x),p2(x)) v (q1(x), g2(x)). Las cuales se tomaran normalizadas.

d1Ad1pi(x) + r(2)01pa(z) — dip1(2)(s(x) + a(z) + b(x)dip1(x)) = dip1(2) (A} — 61b(z)p1 (7))
daAd1pa(z) + s(x)d1p1(x) — dipa(w)(e(x) + f(z)d1pa(z)) = d1p2(2)(A] — d1f(2)pa(z))

AU 1

2 max, 5{b(2), f(2)}’
Y 1

4 max, o{0(z), f(z)} :

Por lo que tomando §; <

se tendra que ambas desigualdades seran

positivas. Por lo tanto, si dy <

diAdip1(x) + F1(d1p(x), b2q(x)) > d1p1(x) (AQ% - b(x)fsth(x)) > 51p1($)>f (5.9)

AL
2

AT

B (o) + Fulbpto), (o) > 6ate) (= 1)) > )]

Por otro lado:

d3Adaqi () + F3(01p(), 6aq()) < dagqi ()N (5.10)
d1Adaqa () + Fu(01p(x), 02q(x)) < d2ga(z)A]

Para descartar que (0,0,0,0) € w(z), suponiendo que existe {¢, },en una sucesion que diverge
al infinito, tal que ®; (z) — (0,0,0,0). Esto garantiza que existe un:

_ ﬁmmxeﬁ{pl(x)a]h(l’), @1(x),q2(x)}
8 max, q{b(x), f(z)}

entonces AN* > 0 tal que, Vn > N*| se tiene que &, (2) <4 (e1,€1,€1,€1).

0<eq

Sea n = N*, se tiene que:
Dy, (2) = (1, iy, V1, V)
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Tomando:
B A} 1 A} 1

o = ?maxzeﬁ{b(x), f(z)} y 02 = Zmaxxeﬁ{b(iv), f(z)}

entonces:
Sip(x) =2 (U, 12) 9 (0,0) v dagq(x) >2 (U1, 02) > (0,0)

Por lo tanto existe p € [0, 1] tal que: (0,0) < pudip(x) <q (i1, Usg)

Finalmente, para todo n > N*, z;,,; = (ué1p(x), 02q(z)) >k P, (2) y por la construccién de
Zing, las ecuaciones (5.9) y (5.10), junto con la monotonia:

Rinf = (01p(x), 62q(x)) <k @t(sz <k P, 14(2)
Como [zinfl12 =2 (0,0), se contradice que ®4(z) — (0,0,0,0), por ende:
w(z) € [(0,0,0,0), (0,0, uf, u3)]|x\{(0,0,0,0)}
Luego usando que el conjunto omega limite es invariante y no vacio, se concluye que:
w(z) = {(0,0,uf,u3)}

y con ellos el resultado.

Para los casos en que una de las componentes no existe el problema se reduce al caso de una
sola especie, ya estudiado en [1] O

Andalogamente se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 5.2.3 Si A} >0 y A} <0, entonces:
1. Para cualquier condicion inicial (uy,uz,v1,v2) € [C(R)?]4 X [C(Q)?] 4, se tiene que:
Oy (w1, us, v1,v3) = (0,0, v, v5)
, con (v, v9), el tinico equilibrio positivo del sistema (2.3) de la especie (vi,vs).

2. Para cualquier condicion (uy,us,0,0) € [C(Q)*]4, se tiene que:
®;(uq,us,0,0) = (0,0,0,0)
DEMOSTRACION. La demostracion es completamente andloga. Il

Con este resultado se obtiene el comportamiento de cualquier condicion inicial, para los
casos en que a lo més un valor propio es positivo.

5.2.2. Resultados para tasas de difusién pequenas

El estudio general del comportamiento cuando ambos valores propios A} y A} son ambos
positivos se vuelve mas complejo, ya que la Proposicion 1.2.9 asegura la existencia de al menos
un equilibrio del sistema (5.4), pero no se sabe si es inico y como estos pueden variar en
funcién de los coeficientes del sistema. Por lo que en esta secciéon se analizara solo el caso
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en que los valores de {d;}icq1,2,34) son pequenos, con el fin de probar algunos resultados
importantes y entender mejor el comportamiento del sistema. En el trabajo [1], los autores
concluyeron una convergencia local de los equilibrios con difusién pequena a los del sistema
sin difusion, por lo que generalizar esta idea motiva los siguientes teoremas.

Para trabajar en todo €, primero se le pedird durante el resto del capitulo mayor
regularidad a la frontera de Q, por lo que se supondra que €2 es un dominio C**(£2). También

se volveran a definir algunos subconjuntos de €, estudiados en la seccién 5.1.1, extendiéndolos
hasta la frontera:

Quo == {z € Q|(s(x) + a(x))e(r) > s(x)
Qo = {z € Q|(3(z) + a(x))e(z) = $(x)F
Qui = o € QY(3(x) + alx) + bla)ui (@) (e(x) + f(2)u3(x)) <
Qi = {z € Q(s(x) + a(z) + b(x)71(2)) (e(2) + f(2)T(2)) < s(x)r(z)}
Q1 = Quo N Qyo
Qg 1= Qo Ny
Q3 := QN Qo
Q4 = Qi N,
Q5 := 5, Ny,
Qg := Qi Ny
Usando la Proposicion 5.1.2, se tiene que los conjuntos €2, €25, entregan las condiciones

para que existan puntualmente los tnicos equilibrios de los sistemas sin desplazamiento de
las especie u y v, respectivamente: (Uy(z), Us(x)) v (Vi(z), Va(z))

Por otro lado los conjuntos 25 U €4 vy €23 U €25, entregan las condiciones para que los
equilibrios semitriviales de los sistemas sin difusiéon de las especie u y v, respectivamente,
sean puntualmente estables o inestables en una vecindad.

Y para los puntos x € g, se obtiene la condiciéon de existencia puntual de

(U7 (2), Uy (), Vi (2), V5 ()

el tinico equilibrio de coexistencia.

5.2.2.1. Extensién Caso Convergencia semitriviales en

En el Teorema 1 de [1], se prueba que:

Teorema 5.2.4 (Teorema 1) Suponiendo que se tiene la ecuacion (5.11), sea (uf,ul) el equi-
librio positivo del sistema (5.14). Entonces (ud,ud) — (U1, Us) cuando d = max{d;,dy} — 0

localmente uniforme en € Con:

min((s(z) + a(z))e(x) — r(z)s(z)) <0, (5.11)

€
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y (U, Us), el mdzimo de las soluciones del sistema sin desplazamiento (5.2), es decir,

(Ui(z), Us(x)) es positivo, si x € QryN§2

(Ul(ZE),ﬁQ<CL’>> = (0,0) st x € Qg N

Para extender este resultado al Teorema 5.2.8, se probaran los siguientes proposiciones
y lemas.

Proposicién 5.2.5 Sea zy € Q, se puede recubrir 0, por la unién de las bolas B(zq, po), con
po >0 (po dependerd solo de €), tal que:

Vo € B(xo, po) N, |s(x) — s(xo)| < &, |r(z) —r(x)| < &, |alx) — alx)| < €

le(x) — e(zo)| < &, b(2)Ui(x) = b(wo)Ur(w0)| < &, |f(2)Ua(x) — f(20)Uz(w0)| <€
DemosTrRACION. Como todas las funciones mencionadas, pertenecen a C(), por ser funciones
continuas en un dominio compacto, son uniformemente continuas, por ende dado € > 0, para
cada funcién g;(z), 36 > 0, tal que si: © € B(xo,d), entonces |g;(x) — g;(xo)| < &, con ¢
independiente de z.

Se puede definir py el minimo de los 6 deltas y se obtiene que se cumplen las 6 desigualdades
para todo = € B(xo, po).

Tomando | J B(zo, po), la inclusién con Q es directa. O
l‘oeﬁ

En la demostraciéon de Teorema 5.2.4 (el Teorema 1 de [1]), se definié una subsolucién
local en cada zy € €2 independiente de las tasas de difusiones. Para los xy € (1,9, se tomo
(0,0) y para los xy € Q5,, se tomo dn(z, zo)l(xy). En donde esta dltima subsolucién depende
del valor de xg, pues para su construccién se utiliza la linealizacién en tordo a (0,0) del

problema sin difusién (5.12) y el problema auxiliar de valores propios del laplaciano (5.13).

{ s(wo)l2(w0) — (s(wo) + a(xo))l1 (7o) = P(w0)l1 (o) (5.12)

7(20)l1(20) — e(o)la(wo) = P(20)la(70)

Para cada xy € Q, utilizando 2 del Corolario 1.4.9, se tiene que I1(zo),l2(z0) > 0 y por lo
tanto se pueden tomar tales que: ||l(zo)||2 = 1 Por lo que puntualmente se define:

negativa  si s(zo)r(zo) < (s(xo) + a(zo)e(zo)
D(xg) =14 0 sis(xo)r(xg) = (s(zo) + alxg)e(xo)
Positiva  si s(xo)r(zo) > (s(xg) + alxo)e(xo)

Observacién Utilizando la continuidad de los coeficientes del sistema (5.12), se tiene que
[; : Q2—=>Ry®:Q — R, son continuas.
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Donde n(x,xo), es la funcién propia asociada al valor propio principal del problema
auxiliar. Usando la Proposicién 1.3.4, garantiza la existencia de esta funcion siempre positiva,
salvo en la frontera.

{ ki@, wo) + An(z,z0)  six € Bz, po) (5.13)

n(z,r0) =0 iz € dB(wo,po)

Para expandir el teorema, bastard con extender las soluciones locales hasta la frontera
de €). Pues posteriormente se utilizara que {2 es compacto.

Proposicién 5.2.6 Para todo zy € Q, si dy,dy < dy se puede definir wy(z,xo), subsolucion
del problema (5.14)

diAuy + r(z)us — ui(s(x) + a(x) + b(z)u;) =0 Vo e

doAus + s(z)uy — ug(e(x) + f(z)ug) =0 Ve e (5.14)

Vui(z) - v=0 Vzed

DEMOSTRACION. Para todos los zg € 052, se tiene la subsolucién de [1], si zg € Q5 w(x, 29) =
on(z, wo)l(wo) y para los zg € Qo w(z, x0) = (0,0).

Para los zg € 0€2, también habra los mismos 2 casos y se extenderan de una manera similar:
Si s(wo)r(zo) < (s(wo) + a(wo))e(zo), entonces tomar w(z, x9) = (0,0).

Si s(wo)r(z0) > (s(z0) + alxo))e(zo), entonces tomar w(x, vo) = dam (2, 20)l(20).

Donde 7, (z, xg), es la funcién propia asociada al valor propio principal del problema (5.15),
utilizando la Proposicion 1.3.5, esta existe y siempre es positiva, salvo en la parte de la
frontera que se anula:

Fam (x, o) + A (2, 20) stz € B(wo, po)
m(z,x9) =0  sixz € IB(xg, po) NS (5.15)
Vim(z,z9)-v=0 six € B(xg,py) NON

)+ F(z,w(z,x0)] >2 (0,0), se verifica directamente para los casos
se tiene y para los casos en que es positiva en la bola.
@([)’Jo) @(l’()) .

10 10

Para probar que: [Dw(z, xo
en que es w(z,xy) = (0,0),

Sidy < (o) , € <min{ly(x), la(z0)}

2k(z0) y 02 < min{li(2o), l2(x0) }

P(o)

>0
5 =

[Dw(z, xo) + F(x,w(x, x0)]; > dan(z, xo)

Observacién Es directo que para el primer caso w(z, zo) = (0,0), estd por debajo de cual-
quier equilibrio del sistema (5.14), pero no para el segundo, por los casos en que es positivo
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en su bola.

Para probar esto tltima, se considerard w? = (w¢,wg), un equilibrio cualquiera de (5.14),

este es mayor a (0,0) en todos los puntos del  y mds atin lo es en todos los puntos de €,
pues tiene condiciones del tipo Neumann en la frontera.

Para probar que w(x,rq) <o (w?, w), se utilizara el siguiente lema:

Lema 5.2.7 Si Dén(x, xo)l(xo) + F(x, 0n(x, 29)l(z0)] >2 (0,0), para todo 0 < § < 0y, enton-
d ., d

ces: Oan(x, 20)l(x0) <o w? = (W, wd), para cualquier w?, equilibrio de (5.14), con dy,dy < d.
DEMOSTRACION. Si xg € €2, se puede refinar py, toméandolo lo suficientemente pequeno para
que B(xg, po) C S

Se definird el conjunto D := {§ € (0, d]]0n(z, 20)l(z0) <o w(x),Vz € Q}, como los w(z)
son positivos, junto con la continuidad sobre un compacto de wi(x), se tiene que w
min;e 123 min, g{wf(z)} > 0, por lo tanto,

d
m

wd

§ = - €D
2max{max, g 1(x, ro)l (x0), max, g n(x, xo)l2(xo)}

entonces D # () y usando que es acotado superiormente, se tiene que el conjunto tie-

ne supremo, llamémoslo dg > 0, para el cual Jzg € B(xg,p) C Q,5 € {1,2} tal que

dsn(xs, xo)lj(xe) = wi(zs). Notar que xg, no puede pertenecer a dB(xg,po), pues una es

estrictamente positiva y la otra nula.

Sin pérdida de generalidad j =1

d1 Adsn(z, o)l (z0) + Fi(x, dsn(x, 0)l(z0)) > 0,V € B(x0, po)

Usando que el sistema es cooperativo respecto a la segunda componente:

dy Adsn(, o)l (20) + Fi(x, 5sm(w, 20)h (20), wy(x)) > 0
Por lo que al definir z(x) = wé(x) — dsn(x, 20)l1(z0) > 0y 2(zs) = 0.

Con el cual se define:

dlAZ + p(x)z,Vx S B(Io,po) y z > O,VI S 8B(x0,p0)

LOF; OF;
Para p(x) = ; 8—811(95,(5577(35,xo)ll(wo)—l—tz(x),wg(x))dt, como —-—

< 0, se tiene que p(z) < 0.
Reemplazando z en diAz + p(x)z, se tiene:
di A(wi(x) = dsn(w, o)l (20) + Fi(w, wi(x), wy(x)) — Fi(x, 6sn(x, z0)h (o), wh(x))

Reemplazando que (wé(x),wd(x)) es equilibrio, usando que para Vo € B(xg, po), (—2)(z) < 0
y Va € B(xg, po)°, 2(x) < 0 se tiene que:

i A(=2) + p(—2) = (d1Adsn(x, 20) 1 (20) + Fi (2, sm(z, 0) 1 (30), ws(x)) > 0

71



Por lo tanto, como (—z)(xg) = 0, se contradice el Teorema 1.2.4, pues z no puede ser
constante, tomar el valor 0 en un punto y estrictamente positiva en la frontera, con lo que se
obtiene el resultado.

Para 2y € 09 utilizando el mismo argumento anterior, sobre B(z, pg) N Q. Se obtiene la
existencia de un dg, tal que es el supremo del conjunto D y cumple que:

w(x) >3 dsmi(z, z0)l(z0) y dsn(xs, 0)lj(w0) = w(zs)
Notar que xg no puede pertenecer a dB(xg, pp) N ), pues una de las funciones es nula y la
otra estrictamente positiva.

Nuevamente definiendo z(z) = w{(z) — dsm1(x, z0)l1(20), se obtiene que (—z(z)) < 0, para
todos los x € B(xg, po) NQy

i A(=2) + p(z)(—2) = (d1Adsn (2, 20) 11 (20) + Fi(, dsm(w, 20)l1(20), w3 (2)) > 0

Por lo tanto como (—z)(zg) = 0, si xg € B(zg, po) N Q usando el Teorema 1.2.4 6 si zg €
B(xg, po) N 02 tomando en cuenta el Teorema 1.2.5, ya que z tienen condiciones del tipo
Neumann en esta parte de la frontera. En ambos casos se concluye que z es constante, lo cual
es una contradiccién, pues z no puede ser constante, tomar el valor 0 en algiin punto y ser
estrictamente positiva en parte de la frontera, con lo que se obtiene el resultado.

Con esto se concluye que el candidato a subsolucion es menor y se obtiene la desigualdad. [J

Utilizando el Lema 5.2.7, se obtiene que w(z, o) es la subsolucién, para cada o € Q. Il
Teorema 5.2.8 Suponiendo que se tiene la ecuacion (5.11), sea (uf,us) el equilibrio po-

sitivo del sistema (5.14). Entonces (u¢,u3) — (U1, Us) uniformemente en ), cuando d =

max{dl, dg} — 0.

Con (Uy,Us), el mdzimo de las soluciones del sistema sin desplazamiento (5.2), por lo
tanto:

(Ui(z), Us(x)) es positivo, si x € €
(U, (), Uy(z)) = (0,0) si x € Qyo.

A continuacién se realizara la prueba del Teorema 5.2.8.

DemMosTRACION. Usando la Proposicion 5.2.6, se puede extender el resultado de [1], con esta
nueva subsolucion y se obtiene que para todo zy € €2, si dq, ds < dy, entonces:

(uf, u) = (Ui(w), Ua())

localmente uniformemente.

Usando la compacidad de €2, se puede extender la convergencia local uniforme, a convergencia
uniforme en todo el conjunto. ]
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Observacién De igual se obtiene la convergencia uniforme de (v¢,v9) — (Vi(z), Va(z)) en
todo Q.

Con esto ahora se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 5.2.9 Para todo ¢ > 0, 3dy > 0 tal que si dy,dsy, ds,ds < dy, entonces VY € Q:
ui(z) = Ti(x)| <y |of(z) = Vi) <e

DEMOSTRACION. La demostracion es la aplicacion del Teorema 5.2.8 y la observacion. [

5.2.2.2. Teorema de convergencia para dos especies y difusiones pequenas

Denotando (U, (), Us(x),0,0) y (0,0, Vi(x), Va(z)), a los mayores equilibrios de los sub-
sistemas sin desplazamiento (5.2) y (5.3).

Para los problemas de valores propios (5.16) y (5.17), utilizando 2 del Corolario 1.4.9,
se tiene que:

= W

{ s(x)pa(x) = (s(x) + a(x) + 2b(x) U1 (2))p1 (z) = Al2)py () (5.16)
()aa(x) — (5(2) + a(x) + 20()Vi())as () = D) (o) )
a Je(x)}, s
resto de Q, A(z) < 0. De igual manera, para € {z € Q|5(x)F(z) = (8(z) + a(x))e(x)}, se
Vi(@) +eqi(@) y haz,e) = Va(x) + £¢a(2).

Vo € Q,pi(x),p2(z) > 0 (de norma 1) y continuos
(@)p1(x) = (e(x) + 2f (2)Ua(2))p2(x) = A(2)pa(x)
Vo € Q,q1(x), g2(x) > 0 (de norma 1) y continuos
{ (@)q(x) = (e(x) + 2f (2)Va(2))g2(7) = T'(z)g2(2)
Para los z € {z € Q|s(z)r(z) = (s(x) + a(z))e(x)}, se tiene que A(x) = 0 y para el
tiene que I'(x) = 0 y para el resto de Q, I'(x) < 0.
Sea € > 0, se definen: hy(z,¢) = Ui(z) + ep1(x), ho(z,e) = Us(x) + epa(x), h(x,e) =
En esta subseccion se extendera el resultado de la convergencia de los equilibrios de 1
especie al sistema de 2 especies.

Teorema 5.2.10 Suponiendo que se tiene la ecuacion (5.18), sea (u, ud, v{, v§) un equilibrio

positivo cualquiera del sistema (5.4). Entonces (ud, ul, v¢,vd) — W uniformemente en ,

cuando d = max{dy, ds,ds,ds} — 0. Con:

min((s(z) + a(x) + b(@)V1)(e(z) + f(2)V2) — r(z)s(z)) <O s
rxrlelg(( 8(z) + a(x) + b(x)Uy U, (5.18)
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W (x) =(0,0,0,0) si x €

W (z) =(U;(z), Ux(x),0,0) si z € Q33U Qs
Wee(z) =(0,0,Vi(x), Va(x)) siz € Qy Uy

W= (x) =(Uy (2), Uz (x), Vi'(2), V' (2)) siw € Qg

En la Figura 5.2 se observa una representacion visual del Teorema 5.2.10.

Figura 5.2: Representacion del teorema para un ejemplo de 2

DeEMOSTRACION. Para probar el teorema primero se probaran algunos lemas previos. Para
mayor comodidad, se denotard Fi, Fy, F3 y Fy a las cuatro ecuaciones del sistema (5.4).

Lema 5.2.11 Sea zy € Qg U Q3 U Q5, entonces existe dy > 0,p9 > 0, y una funcion
(wo(z,20))1,2) > (0,0) en B(wo, po), para los cuales wo(x,x0) es subsolucion con el orden
alternado, con condiciones del tipo Neumann en sus dos ultimas componentes y para todo
0< dl,dQ,d3,d4 < do.

DEMOSTRACION. Sea n(zg) = (n1(x), na(zo)) el vector propio positivo normalizado del pro-
blema de valores propios (5.19):

{ s(wo)na(z0) — (s(wo) + alwo) + blxo)Vi(zo))ni(w0) = O(x0)na (o) (5.19)
7(zo)n1(w0) — (e(wo) + f(20)Va(wo))n2(z0) = O(20)12(20) '
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Tiene asociado un valor propio principal O(zy) > 0, para zo € s U Q3 U Qs5, O(z9) = 0,
cuando xg € {x € Q|s(z)r(z) = (s(x) + a(z))e(r)} vy negativa en el resto.

Sea 0 > 0 y pequeno. Al igual que en el caso de 1 especie, se puede tomar p, > 0 tal que
B(xo, po) C Q3N UQgy |a(x) —ao| < 9, [F(x) —Fol <6, |8(x) — S0 <9, [e(z) — eo| <0,
|b(x)Vi(z) — boVigl <y |f(z)Va(x) — foVag| < d para todo = € B(xg, po), donde ¢g denota
a ¢(xp), para cada funcién ¢().

Sizg € €, n(z, xo) es la funcién propia asociada al valor propio principal del problema auxiliar
(5.13). Usando la Proposicién 1.3.4, garantiza la existencia de esta funcién siempre positiva,
salvo en la frontera. Para los casos en que zo € 0%, n(z,zo) es la funcién propia asociada
al valor propio principal del problema auxiliar (5.15), utilizando la Proposicion 1.3.5, esta
existe y siempre es positiva, salvo en la parte de la frontera que se anula. Adicionalmente se
normalizara 7)(x, o), para que max, q 1(z,xo) = 1

Notando que hio(z,61) > Vi(x) + €1¢m > Vi(x) + p1, para todo 1 < €1¢m, donde ¢, =
€1qm L
min;e g1 2y Min, g ¢;i(«). Se puede tomar 1y < 1—, entonces usando la Proposiciéon 5.2.9, por

la convergencia uniforme de los semitriviales, existe un d,,; tal que si di,ds < d,,1, cumple
que:

max |V;(z) — vf (z)| < 1
e

Por lo tanto tomando dy, dy < dpn1: hipo(x, 1) > Vi(x)+4py > vl(x)+3u1, por monotonia del
sistema (w{, wd, wd, wd) >k (0,0, ws, wd), usando la unicidad de los equilibrios semitriviales
del sistema con difusién y la convergencia de los sistemas de una sola especie, (v¢,vd) >,

(wd, w?). Por lo tanto, juntando estas dos desigualdades, si d, dy < dyn;:

hiva(z,e1) > vi(z) + 3 > wi o (x) + 3

se tiene que para cualquier equilibrios de coexistencia (w?, wg, w$, wg).

Proposicién 5.2.12 Sea 1 € 2, si existen 5y > 0 y ¢ > 0, tal que Vi € {1,2}:

V6 € (0,0), diAdn(x, xo)ni(xo) + F(x,0n(z, 20)n(20), 91(2), g2 () > ¢,V € B(x0, p0) NQ

para gi(x) € C(Q)F, entonces para todo equilibrio de coexistencia (w, w$, wd, wl), tal que

(w§ (@), wi(r)) <z (g1(x), ga(2)), se tiene que:
(Oa f1(2), 0ns f1(2), 91(2), 92(2)) <k (wi(x), wh (), w (), wi(x))

DEMOSTRACION. Primero se probard el caso en que zg € €2, pues esto garantiza que B(zg, po) N
00 = (), también se tiene que n(x,xq) es la funcién del problema (5.13).

Tomando un equilibrio cualquiera (w¢, wg, w$,w$), si para todo punto x,, € B(zg,po), se

tiene que w(x,,) > Sy (T, T0)ni(70), el resultado estd listo, para el caso contrario.

Se va a definir el conjunto D := {d € (0,8x]|0n(z, x0)ni(z0) < wi(z),Vz € Q}, usando la
ecuacion (5.5), los wé(z) son positivos, junto con la continuidad sobre un compacto de wé(z),
se tiene que:
w? = min min{w(z)} >0

i€{1,2} 2z
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d

W,

2max{max_ g [1(z), max, g fi(z)}
acotado superiormente, se tiene que el conjunto tiene supremo, llaméndolo dg > 0, para el
cual zg € B(zo, po) C 2,7 € {1,2} tal que dgn(zs, zo)n;(xe) = wi(xs).

€ D, entonces D # () y usando que es

por lo tanto § =

Sin pérdida de generalidad j =1

d1 Adsn(z, xo)ny(zo) + Fi(x, dsn(z, zo)n(zo), g1(2), g2(x)) > 0,V € B(xo, po)

Usando que el sistema es cooperativo respecto a la segunda componente y competitivo res-
pecto a las otras dos:

0), wh (@), wi(x), wi(x)) > 0

1z
x) = wi(z) — dgn(z, xo)n1(xg) > 0y z(xg) = 0. Se puede observar que
z(x) = wi(x) > 0, por lo que z(z) > 0, en OB(zy, po). Se define:

di Adsn(z, wo)ni(zo) + Fi(z, dsn(z, 20)n

(
Se puede definir z(
para x € B(xq, po)©,

diAz + p(z)z,Yx € B(xg,po) y z > 0,V € OB (x0, po)

Para p(z) = (‘;ﬂ (z,0sf1(x) + tz(z), wi(z), w§(x), wi(z))dt, como (?9? < 0, se tiene que
51 i
p(x) < 0.

Reemplazando z en d;Az + pz, se tiene:

di AW (x) = ds.f1(2)) + Fi(z, wi(2), wy (@), wi (), wi(2)) — Fi (2, 5./ (x), wh (2), ws (@), i (2))

Reemplazando que (w{(z), wd(z), wd(z), wd(z)) es equilibrio y se tiene que:

diA(=2) + p(—2) = (di1Ads fi(2) + Fi(w, s/ (x), wh(2), wi(@), wi(z)) >0y —z <0

Por lo tanto como (—z)(xs) = 0, se contradice el Teorema 1.2.4 y se obtiene el resultado.

Para el caso en que xq € 012, la demostracién es similar, pero hay que realizar el cambio de
n(x,xo) del problema auxiliar (5.15).

De igual manera se puede definir §5 > 0, para el cual dgn(z,zo)n;(zo) < wi(x) y Jzg €
B(xo,p0) N, j € {1,2} tal que dgn(zs, xo)n;(xo) = wi(xs), pero ahora existe la posibilidad
que x5 € B(zo,po) N, pues en esa parte de la frontera n(x, zo) tiene condiciones del tipo
Neumann.

Ahora utilizando el mismo argumento anterior sobre B(xg, po), se tiene que:
A A(—2) + p(—2) = (d Abs f1(x) + Fi(z, 05 f1(2), wi(z), wi(z), wi(z)) >0y —2<0

Por lo tanto como (—z)(zg) = 0, si zg € 2 se contradice el Teorema 1.2.4 y se obtiene el
resultado. Por otra parte si xg € 02 se contradice el Teorema 1.2.5 y también se obtiene el
resultado. O
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Extendiendo la funcién n(z, xq), por 0 para x & B(xq, po).

Fy(z, 01n(z, zo)n(20), hau(z,€1)) =211 () (L' (z) — b(x)d1n (2, z0)r1(20) — b(2)e161(2))
— on(x, wo)ni(xo)hs(z,e1)

Usando que ¢, = min{qim, goam} >0y I'(x) < 0.
Fs(z, h(z,e1), 0im(x, xo)n(zo)) < 7 <0
De igual manera

Fy(x,01m(z, zo)n(xo), hga(x, 1)) <7 <0

Proposiciéon 5.2.13 Si existen un par de funciones continuas (s1(x),se(z)) y un ¢ > 0,
tal que Fi(r,g1(x), ga(x), s1(2), s2(x)) < —(, para i € {3,4}, entonces Ve > 0 existen
81(x), 82(x) € C*(Q), tal que:

05;

s1(x) < §1(x) < s1(x) + €, 82(x) < 82(x) < so(x) + ¢, o 0
! ¢
Fi(z, 91(2), 92(2), 81(2), 52(2)) < =5

DeEMOSTRACION. Por continuidad uniforme de las funciones Fj() (continuas definidas en un
compacto), se pueden tomar 0 < 7 = g y existe un 0 < p, tal que si sup,cq ||si(z) — fi(z)]] <
p < €, entonces: sup, g | Fi(z, fi(z), f2(2), g1(2), g2(x)) — F(z, 51(x), 82(7), 91(2), ga())|| < 7

Utilizando el Corolario 1.3.3,se puede tomar: §;(z), tal que cumpla estas condiciones y s(x) <
§i(x) < si(x) + g, por lo tanto utilizando que sup, g ||si(z) — 5;(z)|| < p, entonces:
. ¢

Fs(z, 91(2), g2(2), 81 (), 8a(2)) < —g y Fu(x, g1(2), g2(7), 81 (), 82(2)) < 5

]

Usando la proposicién anterior, junto con la continuidad de las funciones hs(z,e1) y hy(x, 1),

para ¢ = 7, con lo que existe un y; € (0,¢;) tal que Jh;(z,e1) € C3(Q), hi(z,61) < hi(z,61) <
Oh;

hi(z,e1) + 71, =—(x,e1) = 0, para los cuales

on
A T
E(x75177($7x0>n($0)7h3,4(x7€1)) < 5 <0

T

Tomando d3, dy < — , se tiene que:

Amaxeq oy {max, g |Ah;(z,1)]}

diAﬁi(ZL‘7€1) + Fi<$,51n($,$0)n(l’0), h;A(ZE,Z‘:l)) < g <0

Ahora estudiando el resto de las componentes, para los valores © € B(xg, pp)°, se tiene que
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Fy = F, =0, para los € B(xg, po) se tiene que:

Fi(z, 61 (x, zo)n(x0), haa(w, 1)) =617(O(x0)n1(0) + (r(z) — ro)na(zo) — (s(x) — so)ni (o)
(a(z) — ao)ni(zo) — d1m(z, xo)11(20)

(b(x)Vi(z) — (o) Vi(zo))ma (o) — b(x)e1hs(x))
b(x)(hs(x,e1) — ha(z,e1))

Tomando by, = max, g b(x)

A~

F1($, hl(l‘, 51), Eg(l’, 61), (517](1’, 1’0)71(1’0)) >51n(@(1'0)n1(a:0) — 46 — 51 — 2bM€1)

O(xo)n1 (7o)

Tomando 9, 1,61 < 10+ dbyy

, se tiene que

5177@<JZ0)TZ1 (l’g)
2

Fi(x,61m(x, zo)n(zo), h;;4(ac, £1)) >

O(wo)n1 (o)

T do d
omando a; < N

lo que se tiene que:

N n(e
d1 A6 (2, x0)n (x0) + Fi(x, 61m(z, 2o)n(x0), haa(x,e1)) > I (xi)nl(x0>

@(Io)TLQ(Io) @(xo)ﬂQ(I())
0+2f; ST 4

611(60(x0)n2(z0)
4

>0

Similarmente tomando 9, d1,¢; < , se tiene que:

do Ad1n(z, x9)na(zo) + Folx, d1n(x, zo)n(xg), h;A(x, £1)) > >0

Por lo tanto, se puede definir:
wo(x, o) = (5177(:L',:c0)n($0),h§,4(m,51)) <g w*

la subsolucién para dy > 0 tal que dq, ds, ds3, ds < dy, cumpla las 4 condiciones.

]

Lema 5.2.14 Sea Ty € QU QQE Q4, entonces existe dy > 0,p9 > 0, y una funcion
(wo(z,20)) = (0,0, hg4(z,21)) € C*(Q), con condiciones del tipo Neumann, en sus dos iltimas
componentes. Wy(x,xy) es subsolucion con el orden alternado, para todo 0 < dy, ds, ds, dy < dy

DEMOSTRACION. La demostracion es similar a la primera parte del Lema 5.2.11, solo conside-
rando las restricciones de la funcion F3, Fy < 0, pues F} = Fy = 0. O

Estos dos resultados tienen sus analogos invirtiendo las componentes:

Corolario 5.2.15 Sea xg € Qg U Qo U Qy, entonces existe dy > 0,p9 > 0, y una funcion
Wo(x,20)(3,4) > 0 en B(xo, po), para los cuales Wo(x,x0) = (h12(x,€2), doma(, x0)m(x0)) €
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C%(Q) tiene condiciones del tipo Neumann en sus dos primeras componentes, en la frontera
y es supersolucion con el orden alternado para todo 0 < dy,ds, ds,ds < dy.

Corolario 5.2.16 Parg los xg € O U ng Qb5, entonces existe dy > 0,p9 > 0, y una
funcion wo(x,z0) = (h12(z,29),0,0) € C*Q) tiene condiciones del tipo Neumann en sus
dos primera componentes, en la frontera y es supersolucion con el orden alternado para todo

0< dl,d27d37d4 < dp.

DEMOSTRACION. Estos tltimos 2 corolarios, son analogos a los resultados previos al intercam-
biar las primeras dos componentes, con las iltimas 2. O]

Por lo tanto hay 4 casos :

Para el 1)zg € Q; se tomara:

WO(xa xO) :(hjl<x7 52)7 ]{2(‘1.7 62)7 07 O)
wo(l‘a CCO) :(Oa 07 hjg(f[‘, 81); ]’;4(377 81))

Para el 2)zg € Q5 N2y se tomara:

UT()(.T, l’o) :(hAl (I, 82)7 }{Z(xa 52)7 627]2(ZE, I(])TZ(ZL’()))
wy(z, 10) =(0,0, hs(x, 1), hu(z, 1))

Para el 3)zg € Q3 N Q5 se tomard

WQ($’ :L‘O) :(}Zl (l‘, 62)7 };2($7 62)7 07 O)

wo(, 7o) :(5177(907xo)m(iﬁo)?f;?)(iﬁ,&), hA4(I,€1))

Para el 4)zg € Q) se tomara

(hAl (:L‘, 52)7 };2(‘T7 52): 52772($a .TO)TL(Z'O))
Mo(xa xo) :(577(% xO)m(xO>a }23(I> 51)7 };4(1” 51))

wo(%xo)

Tomando los operadores D = diag(dy, dy, ds,dy), L = diag(A, A, A, A). . Sea K > 0 tal que
K + 05, Fy(z,u,v) > 0, para todo 0 < uy, ug, v1,v9 < M, se puede definir z = wy(x, zo), como
la tnica solucién del problema lineal.

—DLz+ Kz =Ky + F(z,y) en Q

g; =0 en 0f)

Con y = Wr_1(z, x9) Andlogamente definimos wy(x, xy), en funcién de wg_q(z, zo).

79



Lema 5.2.17 Si para oy € Q, 3po, tal que: wo(x,xo)1,2) > (0,0), para todo z € B(xo, po),

para todo k, se obtendrd que wy(x, xo) Kg Wir1(T,20) en Q, en caso de que wy(r,xo)12) =
(0,0), para todo x € Q, se tiene que (wi(x, o)) 3.4 2 (Wit1(2,20))3.4) €n Q y constante en
las otras dos.

Si para vy € S, 3po, tal que: Wo(x, o) 3,4 > (0,0) para todo x € B(wo, po),para todo k, se
tiene que Wi1(7,70) Kk Wk(z,70) en ), en caso de que Wy(z,z0)34) = (0,0), para todo
x € Q, se tiene que (Wiy1(, T0))(1,2) K2 (Wr(2,20))(1,2) en  y constante en las otras dos.

Para cualquier caso wi(x,xo) < Wg(z, x0).
DEMOSTRACION. Para x( € 2, observando las dos tltimas componentes, se tiene que Vo €

—DL(wi (%, z0) — wo(z, o)) + K (wi(x, m9) — wo(w, o)) =D Lwy(x, x9) + F(z, w(z, 79)) <2 (0,0)
V(wi(x, xo) — wo(x, x0)); - n =0 Vx € 02

Por lo tanto, usando el Teorema 1.2.5 en cada componente, se obtiene que:
(wo(x, %0))3,0) >2 (Wi(7, 20)) (3.0)
Por otro lado para las primeras dos componentes, si para = € B(x, pg), se tiene que:
(wo(7, 70))(1,2) =2 (0,0)
entonces para todo punto de la bola:
—DL(wi (2, 20) — wo(x, 20)) + K (wi(x, o) — wo(z, 20)) =D Lwo(x, x0) + F(z, wo(x, 20)) > (0,0)

(w1 (z,70)),2) — (wo(z, 70))(1,2) >>2(0,0) Va € 0B(xo, po)

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.4 en cada componente, se obtiene que:

(wi(z, 20))1,2) >2 (wo(w, 20))1,2)
En todo Q, pues para afuera de la bola, la inicial es nula y la iteracién estrictamente positiva.

Por induccién, si para (wp_1(x, o)) 3.4) >2 (wi(x, 20))(3,4), entonces analizando las tltimas
2 componentes:

— DLW (2, 20) — we(,0)) + K (s (2, 20) — we(w,20)) =K (wi (2, 30) — w1 (2, 20))
+ F(z, wy(w, 20)) — F(2, wp—1 (7, 20))
<2 (0,0)
V(wigr (2, 20) — wi(w, 20)); -1 =0

Por lo tanto, nuevamente por el Teorema 1.2.5 en cada componente:

(wg(, 370))(3,4) > (W (2, 170))(3,4)
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Para el caso en que las otras componentes no son nulas, si se supone que:
(w—1(, 20))(1,2) K2 (Wi(z,20))(1,2)
entonces:

—DL(wpy (2, 20) — wi(2, o)) + K (Wi (2, 20) — wi (2, 20)) =K (wi (2, 20) — wi—1(x, 20))
+ F(z, wi(z, m0)) — F(z, wp-1(x, 20))
>5 (0,0)
V(Wi (2, 20) — wi(x, 20)); -1 =0

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.5 en cada componente:

(wi(z,20)) (1.2) <2 (Wr41 (T, 70)) (1,2)

Con lo que se obtiene que:
wi (T, 20) K W1 (2, 20)

De manera similar se obtiene que:

Wit (@, To) K We(z,x0)

Como ya se probo para cualquier equilibrio w:
wo(x, To) K w <K Wo(z, xo)

Se tiene que wy(z, o) <Kk Wo(x, xo), caso base para k = 0.

Si wo(wo)(1,2) = (0,0), entonces como la solucion de este problema lineal eliptico es tinica y
por ende wi(x, o) (1,2) = (0,0). Similar con wg(xo) (3,4 = (0,0).

Para el caso en que ambas inicialmente no son siempre nulas, si para wg(z, o) <x Wg(x, Zo),

entonces se tiene que:

—DL(Wii1 (2, m0) — W (7, 0)) + K (Wi1(w, 20) — Wi (2, 20)) =K (Wi(2, 20) — wi(x, 20))
+ F(x,wg(z, x0)) — F(x, w(z, 20))
>k (0,0,0,0)

V(W1 (2, 20) — W1 (x, T0)) - =0

Por lo tanto, por lo que usando el Teorema 1.2.5 en cada componente, se concluye que:
wg(z, 7o) <x Wr(z, o)
La demostracion anterior es mas sencilla, si para algunas componentes es siempre 0, pues ya

se probo que la iteracion es siempre nula y la otra es siempre estrictamente positiva, por lo
tanto la desigualdad se tiene siempre.
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Lema 5.2.18 Siw = (wy, we, w3, wy) es un equilibrio positivo, entonces para todo k,
%(x,mo) Lg w L Wg(x, x0)

DuMOSTRACION. Se tiene el caso base, para k = 0. Si wy(zo)a,2) = (0,0) siempre, la demos-
tracion es directa, pues las componentes son estrictamente positivas siempre y por lo tanto
la desigualdad se tiene siempre. Por lo que se estudiara el caso en que inicialmente no son
siempre nulas, si para w(z, z9) <x w, se tiene que:

DLW — W (7,70)) + K(w — e (2, 20)) =K (w — we(, 70))
+ F(z,w) — F(z,wg(x, x0))
>k (0,0,0,0)
V(w — wigi(z,70)) -n =0

Por lo tanto, usando el Teorema 1.2.5 en cada componente: w1 (2, xy) < w. De manera
similar: w <, W11 (z, x0). O

Definiendo Wy(z, o) = wo(z, o), Wo(x, o) = wo(z, )

F(x,W(z,x0))
K

F(z, Wiz, o))
K

Wit1(x, zo) = Wiz, x0) + y Wipi(z, 20) = Wiz, x0) +

en ). Siguiendo las demostraciones de los lemas 5.6 y 5.7 [6], en B(xg, po) N en vez de €,
se obtienen los siguientes resultados.

Lema 5.2.19 Para todo 1, se tiene

Wiz, x0) <gx Wiy1(z,20) <x Wiyi(z,x0) <x Wiz, x0) en B(xo, po) N Q

Las desigualdades son estrictas siempre que inicialmente un par de componentes no sea (0,0),
entonces , Wi(x,xo) y Wi(x, xg) convergen localmente uniforme en €2 a W (z) cuando i — oo

DeEMOSTRACION. Repitiendo la demostracién del Lema 5.6 en [6], pero solo de manera local
en la bola, {W;(z,7¢)} es mon6tono creciente (con el orden k) y acotado por Wy(z, zg) y
{Wi(z,x0)} también es mon6tono creciente y acotado por Wy (z, o). Entonces, {W;(x, z0)} —
W puntualmente, el cual satisface F'(x,W>°) = 0, i.e. es un equilibrio no negativo del
sistema sin desplazamiento.

Si xg € (21, entonces:
we(x) =(0,0,0,0)

pues no hay otro equilibrio del sistema sin difusion y solo puede converger a (0,0, 0,0).

Si xg € 23N 5, entonces: -
W= (z) = (Ui(x), Uz(x),0,0)
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pues no hay coexistencia y
(0,0) <o (Wo(z, 20)) 1.2y <2 (Wi, 20))1,2)

por lo tanto W;(z, o) solo puede converger a (U, (z), Uy(z),0,0).

Si zg € 2y Ny, es similar alternando los roles, se concluye que:

W(z) = (0,0, Vi(x), Va(z))

Si xg € (g, entonces
W (z) = (Uy(z), U (), Vi (2), V5 ()

pues hay coexistencia y

(070) <2 (%(QJ,wO))(LQ) <2 (%(357370))(172)

(0,0) < (WO(IL‘,%O))(?,A) <o (Wi, 20)) 3,4
por lo tanto Wj(x, x¢) solo puede converger a (U (z), Us (x), Vi (x), V5 (x)).

Utilizando que W (x) es una funcién continua, usando el Teorema 5.8 de [6], como las
funciones son mondétonas y convergen puntualmente a una funcién continua, se obtiene la
convergencia uniforme en cada compacto de B(zg, po). ]

Lema 5.2.20 Para cada i cuando dy,dg,ds,dy — 0, se tiene que wi(x,x) converge a
Wi(z,x0) y wi(x, o) converge a Wi(x, xq) localmente uniforme en Q.

DEMOSTRACION. La demostracion es el Lema 5.5 de [6], restringido a la bola B(zg, po) NQ. [

Finalmente, utilizando los lemas 5.2.19 y 5.2.20, junto con un argumento diagonal, se tiene
que cualquier equilibrio w?, se ve arrastrado a converger localmente uniforme a W,

Por ende como €, es un compacto y se tiene la convergencia localmente uniforme de w?(z) —
W (x), se obtiene la convergencia uniforme para todo el conjunto, concluyendo la demos-
tracion. 0
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Conclusiones

En primer lugar, se pudo estudiar analiticamente el comportamiento del sistema (0.3)
para distintos casos, utilizando las técnicas desarrolladas por Smith en [5], al probar la mo-
notonia del sistema, para el orden inducido por el cono alternante K.

Durante la primera parte del capitulo 4, se aplicaron estas técnicas, principalmente los
resultados de sistemas cooperativos irreductibles, logrando analizar el sistema a coeficientes
constantes sin desplazamiento, de manera casi completa obteniéndose las condiciones de
existencia de los diferentes equilibrios, junto con el comportamiento asintético del sistema
para las distintas combinaciones de los coeficientes, como se puede observar en la Tabla 4.1,
la cual entrega un resumen de estas condiciones. Sin embargo, en este trabajo no se determiné
el comportamiento asintotico de las soluciones en el caso en que s = § y » = . Para este
caso, la dinamica de la solucién depende de su condicién inicial y las técnicas utilizadas solo
permitieron capturar esta dependencia, en algunos subcasos particulares.

Posteriormente, al considerar el sistema con coeficientes constantes y desplazamiento,
luego de varios intentos y demostraciones para algunos casos particulares (tasas de difusiéon
grandes y algunas combinaciones interesantes) se obtuvo que para cualquier combinacién
de tasas de difusion, no existen equilibrios no constantes. Para obtener este resultado fue
necesario apoyarse en los desarrollos del sistema sin difusion y las distintas formas del prin-
cipio del maximo. También se caracterizo el comportamiento asintético para soluciones con
condiciones inciales positivas, excepto en el caso degenerado de s =5y r = 7.

El estudio del caso a coeficientes variables, en la subseccién 5.2.1 permitio identificar
completamente el comportamiento del sistema para el caso en que el valor propio principal
de alguno de los problemas (5.7) o (5.8) es negativo, obteniéndose una convergencia para
cualesquiera sean las tasas de difusion, esta convergencia sera al (0,0,0,0), (uf,u4,0,0) 6
(0,0, v¢,vd), dependiendo del subcaso en que se encuentre. Por otro lado, para el caso en que
ambos valores propios son positivos, no se logro determinar si hay unicidad de los equilibrios
de coexistencia.

Finalmente, se obtuvieron los resultados de la subseccion 5.2.2. Primero, extendiendo
el teorema probado en [1] para tasas pequenas, para esto fue necesario utilizar el método
de sub/supersoluciones de manera similar al trabajo de [6], junto con la creacién de una
subsolucién, que permite abordar el comportamiento en la frontera y por tanto concluir
convergencia uniforme de los equilibrios cuando sus difusiones convergen a 0, este resultado
corresponde al Teorema 5.2.8. Posteriormente, para el caso de 2 especies se pudo realizar
una generalizacion de estos resultados, considerando el orden inducido por el cono alternante
K, en la construcciéon de las sub/supersoluciones. Para este estudio, fue necesario analizar
diversos problemas de valores propios asociados a las linealizaciones en torno a los distintos
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equilibrios del sistema, junto con pedir una condicién extra de regularidad a la frontera de
Q), con el fin aproximar de aproximar funciones continuas mediantes funciones C?(), con
condicién de borde del tipo Neumann, obteniéndose el Teorema 5.2.10.

Una extension natural de este trabajo era abordar otros casos limites para las difusiones
de este sistema, por ejemplo min{d;} — oo, tal como fue realizado en [1], sin embargo, durante
la elaboracion de esta tesis, supimos que Cosner, Cantrell y Salako estaban estudiando estos
casos, incluyendo el caso en que una de las especies en alguna de sus etapas era 0. Estos
autores buscaban entender que estrategia de difusiéon era ventajosa en el caso en que los
términos de reaccién para ambas especies eran iguales.

El caso estudiado en este trabajo provee las bases para abordar comportamientos mas
complejos, como por ejemplo, si ambas especies no solo difieren en sus tasas s(z) y de r(z),
sino que tienen distintos coeficientes de competencia. Por ejemplo, para la primera ecuacion
b(z)(uy + v1), podria a ser b(z)(u; + Ajv1), con 0 < A\; < 1y para la tercera b(x)(u; + v1),
por b(z)(A2uy + v1), con 0 < Ay < 1. Estudiar este sistema, buscando entender como los
coeficientes de competencia introducidos pueden generar coexistencia, es un problema que
planeamos abordar en el futuro.
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