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En esta tesis, se extiende un resultado de Azagra y Ferrera (en [4]), el cual muestra
que todo conjunto convexo y cerrado en un espacio de Banach separable puede expresarse
como el conjunto de minimizadores de una funciéon convexa, infinitamente diferenciable y
positiva, esto se extiende a una version aleatoria en un contexto de multifunciones, en donde,
bajo ciertas hipotesis, se logra dar una representacion suave de tal multifuncion, ademas esto
permite deducir resultados relacionados a la aproximacién suave de multifunciones y funciones
en algin sentido. Por otra parte, se extiende la férmula de la conjugada de Fenchel de un
funcional integral cuando el espacio de Banach es general (no necesariamente separable), y
sus consecuencias directas.

El primer capitulo de esta tesis entrega herramientas preliminares que seran ttiles para el
posterior desarrollo. En el segundo capitulo se introduce el concepto de multifuncién pseudo-
débil semicontinua superior (p-w usc) para luego mostrar el resultado de representacién suave
de una multifuncién aleatoria M: 2 x H = X que cumple dicha nocién de semicontinuidad
e hipotesis adicionales, ademas se describen casos particulares de ese Teorema y también se
muestran resultados de aproximacién suave de multifunciones y funciones que se deducen
a partir del mismo. Por tultimo, en el tercer capitulo se parte mostrando una férmula de
intercambio integral sobre el espacio de funciones continuas bajo el supuesto de semiconti-
nuidad inferior de la multifuncién epigrafo del integrand. Luego, se introduce la nocién de
Lusin integrand e integrand admisible, y enseguida se muestra la formula de la conjugada de
Fenchel cuando el integrand es admisible en un Banach no necesariamente separable, luego,
se calcula el e-subdiferencial del funcional integral en el caso donde el funcional se define
sobre el espacio de funciones p-integrables. Finalmente, se muestran algunas aplicaciones de
los resultados previos, por una parte se muestra el calculo del subdiferencial de Clarke del
funcional integral. También se dan condiciones de optimalidad a un problema de calculo de
variaciones, y también se prueba la equivalencia de dos formulaciones referentes al sweeping
process.
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Introduccion

Las multifunciones surgen de varias formas en problemas de optimizacién. Por ejemplo, si
se considera la familia de problemas de optimizacién (Py)xey en un espacio de Banach X,
una multifuncion L: Y = X puede relacionar cada parametro A con el conjunto factible del
problema Py, o también podria asociarle el conjunto de soluciones éptimas del problema Py,
o en un problema de optimizacién cualquiera, la multifuncién puede ser parte del conjunto
factible. También surgen en el contexto de inclusiones diferenciales, dando una generalizacion
a la tipica ecuacion diferencial, en donde se permite que la velocidad en cada punto perte-
nezca a un conjunto de valores factibles. En tales situaciones, es natural preguntarse como
varia la multifuncién a medida que varia el parametro del dominio. De acd nacen diversas
nociones de continuidad o medibilidad de multifunciones, y bajo alguna de estas hipdtesis se
intenta estudiar problemas que las relacionan.

Dada una multifuncién M definida entre dos espacios con alguna estructura medible y/o to-
poldgica, una pregunta de interés es cuando existen selecciones, ya sean medibles o continuas.
El Teorema de Kuratowski-Ryll Nardzewski (ver [38, Theorem 6.3.17]) prueba la existencia
de selecciones medibles cuando la multifuncién es medible y toma valores cerrados en un espa-
cio Polaco, posteriormente se prob6 algo mas general bajo la hipdtesis de que la mutifuncion
sea grafo-medible y tome valores en un espacio de Suslin, este es el llamado Teorema de
Yankov—von Neumann—Aumann (ver [38, Theorem 6.3.20]), por su generalidad, este teorema
de seleccion es muy utilizado cuando la multifuncién toma valores en un espacio de Banach
separable. Cuando el espacio de llegada no es separable, son escasos los resultados en donde
existen selecciones medibles en algtin sentido. Sin embargo, Ernest Michael en [32] prob6 un
resultado de seleccion continua bajo hipdtesis de convexidad y continuidad. Mas tarde, en
[14, Corollary VII-13] se probé que una multifuncién a valores en un espacio reflexivo (no
necesariamente separable) cumpliendo hipétesis de continuidad bien particulares, tiene una
seleccion medible.

Para dar condiciones de optimalidad a un problema de optimizacién min{f(z): z € S},
tipicamente si la funcién f no tiene propiedades de suavidad, es necesario conocer su subdife-
rencial (hay varias alternativas que se pueden tomar), ademés del cono normal del conjunto
S,y de ahi derivar la conocida regla de Fermat: 0 € 0f(x)+ Ng(z) si 2 es una solucién local/-
global del problema. El anéalisis variacional ofrece una extensa teoria que estudia el problema
anterior en un contexto bastante general, la que comienza con el estudio de propiedades y
reglas de calculo para el cono normal de conjuntos y multifunciones, y luego pasar a definir el
subdiferencial de una funciéon usando el cono normal del epigrafo de la funcién, por lo tanto
conocer propiedades de conos normales tiene gran importancia. Un caso en donde el calculo
del cono normal es explicito, es cuando este se representa como el conjunto de subnivel o
de nivel de una funcién suave, que bajo ciertas hipotesis el cono normal estd dado por el



cono generado por los gradientes de la funcién en el punto dado, asi que es bastante deseable
tener una representacion de conjuntos y multifunciones como conjuntos de nivel o subnivel
de alguna funciéon suave. Esto no siempre es posible, en espacios de Banach no separables
existen ejemplos en donde el conjunto {0} no se puede representar como los minimizadores
de una funcién de clase C? (ver, e.g., [21]), pero en un Banach separable, en [4, Theorem 1]
se muestra que un conjunto convexo y cerrado siempre se puede representar como los mini-
mizadores de una funcién convexa de clase C*.

Los funcionales integrales toman lugar en muchas areas de la matematica, estos estan defi-
nidos por

T;(x) ::/Tf(t,x(t))d,u, vEX

donde X es un espacio vectorial de funciones medibles desde un espacio de medida (7, A, u)
y tomando valores en un Banach X,y f: T'x X — R es el integrand que define al funcional.
Cuando f es un normal integrand ( f; es semicontinua inferior paratodot € T'y f es AQB(X)-
medible) y X es un Banach separable, el problema de describir el subdiferencial (convexo,
de Clarke, de Frechet) del funcional ha sido ampliamente estudiado, tomando como punto
de partida el calculo de la conjugada de Fenchel en un espacio dual adecuado. Rockafellar a
finales de los afios 60 en sus trabajos [43, 44] da un basto andlisis en dimensién finita, cuya
extension a espacios separables se encuentran en [42]. A grandes rasgos, la técnica para derivar
una férmula explicita de la conjugada de Fenchel del funcional integral, consiste en considerar
la multifunciéon que a cada t € T le asocia el conjunto de subnivel de la funcién f(¢,-) en a(t)
donde a: T — R es una funcién medible, como f es un normal integrand, esta multifuncién
es medible con valores cerrados, y gracias a que el espacio es separable, tiene una seleccion
medible, este es el paso clave en la demostracion, y justamente si el espacio no es separable,
asegurar la existencia de una seleccion medible no es trivial. Cuando la multifunciéon toma
valores débil compactos, es posible asegurar la existencia de selecciones medibles con hipotesis
bien particulares (ver [12, Theorem 2.5]), pero como bien se sabe, los conjuntos de subnivel
de funciones propias no son acotados necesariamente, por tanto la multifuncién no tomara
valores débil compactos en general. Asi que, el estudio de este problema en el plano general,
requiere una investigacion previa acerca de selecciones medibles para una multifunciéon que
toma valores en un Banach no necesariamente separable.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran antecedentes preliminares, acerca de definiciones, resultados cono-
cidos que seran ttiles en este trabajo y la notacion que sera usada posteriormente.

1.1. Elementos de Analisis

1.1.1. Topologia

Sea (X, T) un espacio topolégico. Normalmente no se le otorgard un simbolo a la topologia,
simplemente se hablarda de abiertos en el espacio en cuestiéon. Dado A C X, los conjuntos
cl(A),int(A),bd(A) denotaran la clausura, interior y frontera de A, respectivamente. Dado
r € X, se define el conjunto NV, = {U C X : U es abierto con € U}, a los conjuntos de N,
se les llamara vecindades de x.

Para un espacio topoldgico (X, 7) y un subconjunto A C X, se define la topologia traza en
A, como la familia 74 = {ANU: U € 7}. Se verifica que 74 es una topologia en A. Para
referirse a los elementos de 7,4, simplemente se dirdn abiertos de A.

Dados dos espacios topologicos X e Y, el conjunto C(X,Y’) denotard el espacio de las fun-
ciones continuas de X en Y.

Sea (T',d) un espacio métrico. Si A C T es un subconjunto no vacio, se define la funcién
distancia al conjunto A como

d(z; A) = inf{d(z,y): y € A},

también se define
N(Aje)={yeT:d(y; A) < e}

Se dice que un subconjunto A C T es acotado si existe zy € T tal que sup{d(z,z¢): = €
A} < 0.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio topolégico.

= Se dice que (U,)aea €s un recubrimiento de X si X = Uuyep Us. Cuando cada U, es
abierto, se dice que (Uy,)aea €s un recubrimiento abierto de X.



» Dados los recubrimientos de X, (Uas)aca ¥ (V3)ger, se dice que (Uy)aen €8 un refina-
miento de (Vj)ger si para todo a € A existe § € I tal que U, C V;.

» Un recubrimiento (Uy,)aen de X se dice localmente finito si para todo = € X, existe
U € N, tal que U intersecta s6lo a un nimero finito de conjuntos en (Uy)aea-

Un espacio topologico de Hausdorff se dice paracompacto, si todo recubrimiento abierto
(Us)aen de X tiene un refinamiento localmente finito.

Proposicién 1.1.2 Un espacio métrico (7, d) es un espacio paracompacto.
DEMOSTRACION. [46)] O

En la siguiente definicién se muestra la nocion de particion de la unidad.

Definicién 1.1.3 Sea X un espacio topoldgico. Si (Uy)aen €s un recubrimiento abierto de
X, se dice que una familia de funciones continuas { f,: X — [0, 1]}4en es una particion de la
unidad subordinada al recubrimiento (Uy)aea si

(a) La familia (supp(fa))aea €s un recubrimiento localmente finito de X.
(b) Yaena fa(z) =1, para todo z € X.
(c) Para todo a € A, supp(fa) C U,.

donde supp(f) :=cl({z € X : f(z) # 0}).

Teorema 1.1.4 Sea (T, d) un espacio métrico, dado un recubrimiento abierto (Uy)aen, €n-
tonces existe una particion de la unidad subordinada a (Uy)aea-

DeEMOSTRACION. En [18, Theorem 4.2, chap. VIII] se prueba el resultado cuando T' es para-
compacto y con la Proposiciéon 1.1.2, se concluye. Il

Sea (T, d) un espacio métrico, si A, B C T son cerrados y no vacios, se define
Haus(A, B) :==inf{e > 0: AC N(B,e) y BC N(4,¢)}.
Notar que esta cantidad puede valer co. Se define
K :={A CT: A es cerrado, acotado y no vacio},

para A, B € K se tiene que Haus(A, B) < co. Acerca de este espacio y esta funcion, se tiene
el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.5 Sea (T,d) un espacio métrico, con K y Haus(+,-) definidos igual que
antes, entonces (K, Haus) es un espacio métrico y para todo A, B € K,

Haus(A, B) = sup |d(z; A) — d(z; B)].

zeT



DeMOSTRACION. Es claro quesi A, B € K, entonces Haus(A, B) = Haus(B, A), y si Haus(A, B) =
0 entonces A C N(B,e) y B C N(A,¢) para todo € > 0, de acd sigue que, como A, B son
cerrados, A C By B C A, entonces A = B. Por otra parte, sean A, B € K. Seaz € Ty
e > 0, entonces existe d > 0 tal que

Haus(A, B) +¢/2 > o,
de donde se tiene que A C N(B,0) y B C N(A,0d). Luego, existe y € B tal que

d(z; B) +¢/2 > d(x,y).
Luego, para todo z € A

A A) — d(w; B) < d(z,2) — d(z,y) + /2 < d(y, 2) +2/2
Luego, d(z; A) — d(x; B) < d(y; A) + /2 pero y € N(A,d) entonces d(y; A) < 0, luego
d(z; A) —d(z; B) < d(y; A) + /2 < 0 + ¢/2 < Haus(A, B) + ¢,

andlogamente se prueba que d(x; B)—d(z; A) < Haus(A, B)+¢ por lo tanto, para todo z € T
y € > 0 se tiene que |d(x; A) — d(z; B)| < Haus(A, B) + ¢ y asi sup,¢p [d(x; A) — d(x; B)| <
Haus(A, B) +¢ para todo € > 0 por lo tanto sup,.p |d(z; A) —d(z; B)| < Haus(A, B). Ahora,
se define 1 := sup ¢y |d(z; A) — d(z; B)|, notar que max{sup,¢ d(z; B),sup,cpd(y; A)} <,
luego A C N(B,n+¢)y B C N(A,n+¢) para todo £ > 0, por lo tanto n + ¢ > Haus(A, B)

para todo € > 0, luego nn > Haus(A, B), asi se concluye que

Haus(A, B) = sup |d(z; A) — d(x; B)].

zeT

Luego, sean A, B,C € I, entonces si z € T
|d(x; A) — d(z; B)| < |d(z; A) — d(x; C)| + |d(z; C) — d(z; B)| < Haus(A, C') + Haus(C, B).

Por lo tanto, Haus(A, B) < Haus(A, C') + Haus(C, B). Asi, (K, Haus) es un espacio métrico.

[
1.1.2. Analisis Funcional
A menos que se diga lo contrario, (X, |- ) y (H,(-,-)) denotardn un espacio de Banach con
norma || - || y un espacio de Hilbert con producto interno (-,-), respectivamente. El espacio

dual de X se denotara por X* y su norma inducida por X en este espacio viene dada por

‘
el = sup LD g e x+
a0 ||

La bola con centro en z y radio r > 0 serd denotada por B,.(z) = {y € X : |ly—z|| <r}y
en este caso se tiene que

int(B, () = {y € X : [y —zf| <r}.



Dado un conjunto no vacio A C X, la funcién soporte de A esta definida por

oa: X* = RU{oo}
" — sup(z”, x).
x€A

Cuando A C X*, la funcién soporte de A es definida sobre X por o4(x) = sup (z*, z).
x*€A

Dado S C X, se denota por span(S) al subespacio vectorial mas pequefio que contiene a S.

Para un espacio de banach X, se define sobre este la topologia més pequena que hace que cada
elemento z* € X* sea una funcién continua de X en R, a esta se le denomina la topologia débil
y es denotada por o (X, X*), esta tiene por base a los conjuntos N;c;{x € X: [{(xf,x—x0)| < €}
para [ finito, ] € X*, 2y € X y € > 0. La convergencia esta caracterizada de la siguiente
manera: La secuencia (z,),eny converge a = en la topologia o(X, X*) si y solamente si para
todo z* € X*, nh_)rg@(a:*, x,) = (¥, x). Se dice que (x,)nen converge débil a x, y se denota por
Ty — T

Sobre X*, se puede definir la topologia méas pequena que hace que los funcionales linea-
les (0,: X* — R),ex definidos por £,(z*) = (z* x), sean continuos. Esta topologia es
llamada la topologia débil*, es denotada por o(X*, X) y tiene por base a los conjuntos
Nier{x*: [(x* — xf,x;)| < €} para [ finito, z; € X, 2§ € X* y ¢ > 0. Cuando una se-
cuencia (z}),en converge a x* en la topologia o(X*, X) , equivale a que para cada = € X,
nh_)ng()(x,”;, x) = (x*, 7). Se dice que (z%)nen converge débil* a z*, y se denota por x, — z.

Los siguientes resultados, son las formas geométricas del Teorema de Hanh-Banach [47, Theo-
rem 3.4].

Teorema 1.1.6 (Teorema de Hanh-Banach, primera forma geométrica) Sea X un espacio
de Banach. Sean A, B C X, dos conjuntos convexos y no vacios tales que AN B # (). Se
asume ademas que uno de ellos es abierto. Entonces, existen £ € X* y a € R tal que

lz) <a<lly), Yz € A,Vy € B.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Hanh-Banach, segunda forma geométrica) Sea X un espacio
de Banach. Sean A, B C X, dos conjuntos convexos, cerrados y no vacios tales que ANB # 0.
Se asume ademas que uno de ellos es compacto. Entonces, existen £ € X*, a € Ry e > 0 tal
que

lx)+e<a<lly), Ve e AVy € B.

Teorema 1.1.8 (Teorema del Grafo Cerrado) Sean X, Y espacios de Banach. SiT: X — Y
es una funcion lineal que cumple que su grafo dado por {(z,y) € X xY: y = Tz} es cerrado
en X X Y. Entonces T' es continuo.

DEMOSTRACION. [19, Theorem 5.12]. O

Definicién 1.1.9 Un espacio de Asplund X, es un espacio de Banach que cumple la siguiente
propiedad: Cada subespacio separable Y C X, tiene dual Y* separable.



1.2. Elementos de Analisis Convexo

Sea X un espacio de Banach. Primero que todo, se define la recta real extendida por
R := RU{o0, —00}. Con respecto a esto, se asumiran las siguiente convenciones: co+(—o00) =
(—00) +00=00,0-00=0"(—00)=0.

Una funcién f: X — R se dice conveza si
Yo,y € X,VA € (0,1): f(hz + (1= XNy) < Af(z) + (1= A)f(y).
Para una funcién cualquiera f: X — R se definen los siguientes conjuntos:

= El epigrafo de f:
epi f:={(z,a) € X xR: f(z) < a}.

El epigrafo estricto de f:

epi, fi={(z,a) € X xR: f(z) < a}.

El conjunto de subnivel en A € R de f:

[f <A i=A{ze X: flx) <A}

El dominio de f:

dom f:={zx € X: f(x) < c0}.

El soporte de f:
supp f = cl({x € X: f(x) # 0}).

Proposicién 1.2.1 Sea f: X — R una funcién.
= f es convexa si y solo si su epigrafo es un conjunto convexo.
= Si f es convexa, entonces para todo A € R, [f < A] es convexo.

DEMOSTRACION. [5, Proposition 8.4, Corollary 8.5]. O

Definicién 1.2.2 Una funcién f: X — R se dice

» semicontinua inferior (Isc) en z si para todo A € R con A < f(z), existe § > 0 tal que
para todo y € Bs(z) se tiene que f(y) > A. Si f es Isc en todo z € X entonces se dice
que f es lsc.

» semicontinua superior (usc) en x si para todo A € R con A > f(z), existe § > 0 tal que
para todo y € Bs(z) se tiene que f(y) < A. Si f es usc en todo x € X entonces se dice
que f es usc.

De la definicion anterior, se deduce que, f es lsc si y solo si —f es usc.

Proposicién 1.2.3 Sea f: X — R una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes



(a) f eslsc.
(b) Para todo o € R, [f < a] es un conjunto cerrado en X.
(c) epi f es cerrado en X X R.

)

(d) Para todo x € X y (2,)nen secuencia tal que z,, — x, se tiene que
liminf f(z,) > f(2)

DEMOSTRACION. [5, Lemma 1.24]. O

Sea f: X — R una funcién cualquiera. Se define la envoltura semicontinua inferior de f,
denotada por cl f, como la mayor funcion Isc que minora a f, esto es:

cl f(z) :=sup{p(z): ¢: X > Reslscy ¢ < f}.

Proposicién 1.2.4 Sean f,g: X — R funciones. Entonces, g es la envoltura semicontinua
inferior de f si y sélo si epig = cl(epi f).

DEMOSTRACION. Suponga que g = cl f, luego claramente g es lsc, por tanto epig es cerrado y
ademds g < f entonces cl(epi f) C epig. Para ver la inclusién opuesta, sea (Z,&) € epig, si
(&,4) ¢ cl(epi f), se tiene que existe € > 0 tal que para todo z € B.(Z) y a € (& —e,a4 + ¢)
se tiene que f(x) > «, luego, es posible definir la siguiente funcién

a+e/2 sizef{ye X:|y— 2zl <e},
¢(x) = ¢ min{d +¢/2,9(x)} size{yeX:|y—2=e}
g(x) size{ye X:|ly—2|| > e}

por construccion, ¢ < fy ¢ es lIsc, luego ¢(2) < ¢g(Z) < &, lo que es una contradiccién,
luego (Z,&) € cl(epif), y entonces epig = cl(epi f). Para ver la implicancia opuesta, se
supone que epig = cl(epi f), por lo probado recién, se tiene que cl(epi f) = epicl f, por tanto
epig = epicl f, luego g = cl f y se concluye. O

Una funciéon f: X — R se dice propia si dom f # @ y f(x) > —oc para todo z € X. El
conjunto de funciones f: X — R que son convexas y Isc es denotado por I'(X). Ademds, se
define

Lo(X) :=T(X)N{f: X — R|f es propia},

es decir, el conjunto de las funciones propias, convexas y lsc.
Lema 1.2.5 Sea f: X — Runa funcién tal que f € I'(X) y existe 7 € X tal que f(Z) = —oo,
entonces f no toma valores finitos.

DEMOSTRACION. Si existe x € X tal que |f(z)| < oo, entonces se observa que si t € (0,1)
entonces
[T+ (1 —t)r) <tf(@) + (1 - 1) f(z) = —o0

esto prueba que si t, — 0% entonces liminf, ., f(¢t,Z + (1 — t,)z) = —o0, pero como f es
Isc entonces liminf,, ., f(t,Z + (1 —t,)x) > f(z) pero esto contradice que |f(x)| < oo, sigue
que f no toma valores finitos. n



Para un conjunto S C X, se define su funcion indicadora como

0 sitels,

9s(t) ::{ o sitésS.

Dado un problema de optimizacién min{f(z): x € X} donde f : X — R es una funcién, se
dird que T € dom f es una solucién local de dicho problema, si existe € > 0 tal que para todo

z € B.(2), f(z) = [(2).
1.2.1. Conjugada de Fenchel

Para una funcién f: X — R, se define la conjugada de Fenchel de f como

ffr X" =R
" sup(z*, z) — f(x).
zeX

Es claro que f* € I'(X™). De la definicién, es evidente que para todo z € dom f y 2* € X*:
@) + flz) = (@7, x).

La desigualdad anterior se le conoce como la desigualdad de Fenchel-Young. Notar que si
dom f # () entonces para todo z* € X*, f*(x*) > —oo, por otro lado si dom f = () entonces
f* = —o0, otro caso es cuando dom f # () y f no es propia, en ese caso se tiene que f* = oco.
Respecto a cuando la funciéon conjugada resulta ser propia, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.6 f* € To(X*) si y sélo si dom f # () y existe 2* € X* y a € R tal que
f(x) > (z*,z) + a para todo = € X.

DEMOSTRACION. Si f* € T'o(X™), entonces existe * € X* tal que f*(z*) € R luego para
todo z € X, f(z) > (z*,z) — f*(2*). Reciprocamente, si existe z* € X* y a € R tal que
f(z) > (z*,z) + a para todo x € X, entonces f*(z*) < —a y f*(z*) > —o0, y asi por el
Lema 1.2.5 se concluye. ]

1.2.2. Teoria de Subdiferenciales

Para f: X - Ry x € X tal que |f(x)| < oo, define la derivada direccional de f en x en la
direccién h como

Pt — tim L) =)

t—0+ t ’

(1.1)

cuando este limite existe. Si f'(x;-) € X*, se dice que f es Gateaux-diferenciable en z, y
si ademés el limite definido en (1.1) existe uniformemente en h, se dice que f es Fréchet-
diferenciable (o diferenciable) en z, y su derivada en z es denotada por D f(x). Si f es convexa,
el limite definido en (1.1) siempre existe en R U {—o0} pues la funcién ¢ w

creciente en (0, 00).

€S

Se dird que una funcién f: X — R es de clase C* si esta es k veces diferenciable y su k-ésima



derivada es continua en todo x € X. Si para todo k, la funcién es de clase C¥, se dira que la
funcion es de clase C*™.

Sea f: X — Ry e >0, se define el e-subdiferencial de f en z, donde |f(x)| < oo, como el
conjunto

O-f(x):={a" € X*: fy)+e> f(x)+ (", y —z),Vy € X}.

Cuando |f(z)| = oo, se define O.f(x) := 0. Si ¢ = 0, dof(x) representa al subdiferencial
convexo. Una observacién importante es que si —oo € f(X), entonces 0. f(x) = () para todo
x € X.Para S C X con x € 5, se define el e-cono normal de S en x, como

Ng(z) = 0.05(z) ={z" € X: (a",y —z) <e,Vy € S}.
Si e =0, N2(z) es llamado el cono normal convexo de S en z € S.

Esta es la nocion de subdiferencial mas conocida, y cuando se trata de de funciones convexas
no necesariamente diferenciables, generaliza bien la nociéon de derivada, en donde los resul-
tados clasicos de optimizacién diferenciable se siguen cumpliendo. Cuando la convexidad no
se tiene, es necesario generalizar la nocién anterior. Existen varias formas de hacerlo, aca se
definen algunas de ellas, las cuales coinciden cuando se mantiene la convexidad.

Definicién 1.2.7 Sea f: X — R una funcién propia. Para z € dom f, se define el subdife-
rencial de Fréchet de f en x como el conjunto

ey oy i f@R) — f(a) — (2" Ry
6f(:p)—{m e X" lﬁ%ﬁl{%}f il 20}.

Evidentemente, se tiene que 9y f(z) C df(x) para todo z € X. Ademds, si f es convexa, en-
tonces ambos subdiferenciales coinciden con el subdiferencial convexo. El siguiente resultado
entrega una condicién necesaria cuando una funcién tiene un minimo local (ver [39, Theorem
4.12)).

Teorema 1.2.8 Sea f: X — R una funcién que alcanza un minimo local en x € dom f,
entonces 0 € df(x).

Lamentablemente, el subdiferencial de Fréchet no posee reglas de cédlculo directas para la
suma y la composicion. Afortunadamente, por aproximacion, se puede definir un nuevo sub-
diferencial que cumple reglas de calculo bastante comodas en espacios de Asplund.

Definicién 1.2.9 Sea X un espacio de Asplund. Sea f: X x R una funcién propia con
x € dom f. El subdiferencial limiting de f en z, denotado por df(z), es el conjunto de todos
los z* € X* para los cuales existe una secuencia (z, z,) € X* x X tal que z} € éf(xn) para
todo n € N, ¥ converge débil* a x* y (z,, f(z,)) — (z, f(x)).

Definicién 1.2.10 Sea S C X. Se define el cono normal limiting de S en x € S como el
conjunto Ng(z) := 0dg(x), y si © ¢ S, entonces se define Ng(z) := 0.

Cuando S es un conjunto convexo, entonces, el cono normal limiting, coincide con el cono
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normal convexo ([39, Proposition 6.6]). En general, el cono normal limiting puede ser carac-
terizado de la siguiente manera:

Proposiciéon 1.2.11 Sea S C X con X un espacio de Asplund. Entonces se tiene que

N5<£L') = U )\ads(ﬂf)

A>0

Con las hipdtesis adecuadas, se cumple la regla de la suma para el subdiferencial limiting,
como se muestra en el siguiente Teorema (ver [39, Theorem 6.22)):

Teorema 1.2.12 Sea X un espacio de Asplund. Si f es un funcién localmente Lipschitz
alrededor de z (i.e. existe ¢ > 0y L > 0 tal que f es L-Lipschitz en B.(z)) y g es una funcién
Isc en x y finita en x. Entonces

o(f +g)(x) Caf(x)+ dg(x).

También es posible dar una condiciéon necesaria cuando una funcién tiene un minimo local,
usando el subdiferencial limiting.

Proposicién 1.2.13 Sea f: X — R una funcién que tiene un minimo local en x € dom f.
Entonces 0 € 0f(z).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.2.8, se tiene que 0 € éf(x) Luego, segtn la Definicién 1.2.9,
basta escoger (z,z,) = (0,z) para todo n € N y se obtiene que 0 € df(x). O

Definicién 1.2.14 Sea f: X — R una funcién localmente Lipschitz alrededor de z. Se define
la subderivada de Clarke de f en x, en la direccién v como

df (z;v) := limsup fly +tv) - f(y>

y—x, t—0t t

Se tiene que df (z;-) es subaditiva, positivamente homogénea y ademas df(-;-) es usc, co-
mo funcién de (z,v) (ver [16, Chapter 2, Proposition 1.1]). A partir de esto, se define el
subdiferencial de Clarke.

Definicién 1.2.15 Sea f: X — R una funcién localmente Lipschitz alrededor de x. Se define
el subdiferencial de Clarke de f en x como el conjunto

Of(z) = {a* € X: df (z;v) > (z*,v),Vv € X}.

Acd también se tiene que 9y f(x) C Of(z). La relaciéon entre este objeto y el subdiferencial
limiting estd dado en el siguiente resultado (ver, e.g., [39, Theorem 6.10]).

Proposiciéon 1.2.16 Sea X un espacio de Asplund. Sea f: X — Ry z € X tal que f es

localmente Lipschitz alrededor de z. Entonces se tiene que df(x) = co*(df(x)), donde co*(A)
es el convexo y débil* cerrado mas pequefio que contiene a A.
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1.2.3. Cuerpos Convexos

Definicién 1.2.17 Un subconjunto S C X se dice un cuerpo convexo C* cuando S es un
convexo, cerrado, de interior no vacio y bd S es una subvariedad C* de codimension 1.

Al respecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.18 Sea f: X — R una funciéon C*®. Sea A € R tal que Df(z) # 0 para
todo z € X que cumple que f(x) = A. Entonces,

(a) El conjunto {x € X: f(x) = A} es una subvariedad C*> de codimensién 1.

(b) Si ademés f es convexa y existe £ € X con f(Z) < A, entonces el conjunto {x €
X: f(xz) < A} es un cuerpo convexo C*.

DEMOSTRACION. Para ver que B := {x € X: f(x) = A} es una subvariedad C*, basta notar
que si D f(x) # 0 para todo z € B, entonces f'(x) es sobreyectiva para todo z € B, luego por
[2, Proposition 2 & Definition 3, Chapter 2] se tiene directamente que B es una subvariedad
C*> de codimension 1.

Para probar (b), dado que f es convexa y continua, se tiene que C' := {x € X: f(x) < A} es
un convexo cerrado, ademds como f(Z) < A, dicho conjunto tiene interior no vacio. También,
como f es convexa y continua, se tiene que bd C' = B, luego por lo recién probado, se tiene
que C' es un cuerpo convexo C*. O]

1.3. Teoria de la Medida

1.3.1. Espacios medibles

Se dice que (A, A, i) es un espacio de medida si A es una o-algebra definida sobre A y pu
es una medida definida sobre A. A los conjuntos pertenecientes a A se les llama conjuntos
medibles. Se dice que el espacio es de medida finita cuando p(A) < co. Cuando existe una
secuencia de conjuntos medibles (A, )nen con pu(A,) < co,Vn € N tal que A = U, ey An, se
dice que el espacio de medida es o-finito.

En un espacio de medida, un conjunto N se dice despreciable si existe S € A con pu(S) =0
tal que N C S. Un espacio de medida se dice completo cuando todo conjunto despreciable
es medible. Ademds, para un espacio de medida (A, A, 1) cualquiera, se denota por A a la
sigma-algebra mas pequena que contiene a A y a todos los conjuntos despreciables.

Se dice que una funciéon f: A — B es medible (donde (B, B,v) es un espacio de medida) si
f~YB) € A para todo B € B.

Cuando se dice que cierta propiedad se cumple p-c.t.p. en A, quiere decir que existe B € A
con (A \ B) =0 tal que dicha propiedad se cumple en B.

Dado un espacio topologico X, se toma en él la o-algebra mas que pequena que hace que
todos los abiertos de X sean medibles, esta o-algebra se denota por B(X) la cual es denomi-
nada la o-4lgebra de Borel, y los conjuntos medibles son llamados Borelianos. Cuando no se
especifique la o-dlgebra sobre un espacio topoldgico, se asumira que se trata de la o-algebra

12



Boreliana.

Para un conjunto C' C A, se define la funcién indicatriz de C' por

1 siteC,
Le(®) '_{ 0 sitgC

Claramente, 1¢: A — R es medible si y solamente si C' es un conjunto medible.

Sea X un espacio de Banach. Una funcién s: A — X se dice simple, si existen A4, ..., A, € A
disjuntos y z1,...,xz, € X tal que s(t) = >p_; xxla,(t). Una funcién f: A — X se dice
fuertemente medible si esta es limite puntual (c.t.p.) de funciones simples. La nocién de
medibilidad y fuerte medibilidad coinciden cuando X es un espacio separable.

Una funcién f: A — X se dice débil medible, si para todo z* € X la funcién ¢ — (z*, f(¢))
es medible. Se dice que una funcién f: A — X* es débil* medible si para todo z € X, la
funcion ¢ — (f(t), z) es medible. Las nociones de fuerte medibilidad y débil medibilidad estan
relacionadas en el siguiente resultado (ver [17, Teorema I1.2]):

Teorema 1.3.1 (Teorema de medibilidad de Pettis) Sea (A, A, x) un espacio de medida
finita y X un espacio de Banach. Una funciéon f: A — X es fuertemente medible si y sélo si

f es débil medible y existe B C A con pu(A\ B) =0 tal que f(B) C X es separable.

Una aplicacion directa del Teorema anterior, es que la medibilidad fuerte se preserva bajo
limite puntual.

Proposicién 1.3.2 Sea (A, A, ;1) un espacio de medida o-finito. Sea {f,: A — X },en una
secuencia de funciones fuertemente medibles, que convergen puntualmente c.t.p.a f: A — X,
entonces f es fuertemente medible.

DEMOSTRACION. Sea (A, )nen una particién medible de A con u(A,) < oo para todo n. Para
k € N fijo, por el Teorema 1.3.1, se tiene que, para todo n existe BX C Ay tal que pu(Ax\ BY) =
0y fn(BY¥) es separable. Se define B* =, B, luego u(Ay \ B*) = 0 y puede asumirse que
f = lim f,, puntualmente en B*, entonces f(B¥) es separable. Ademés Ay > t — (x*, f(t)) =
lim,, oo (z*, fn(t)) para todo z* € X*, que es medible, asi que por el Teorema 1.3.1 se tiene
que f: Ay — X es fuertemente medible para todo k € N. Luego, existe una secuencia de
funciones simples (s¥: A, — X)pen tal que lim, . s¥(t) = f(t) c.t.p. en Ay, por lo tanto se

puede definir £,,(t) = 372, s7.(t)14,, que es una funcién simple y £, = f c.t.p. en A, lo que
prueba que f es fuertemente medible. n

1.3.2. Integracion

Para funciones medibles a valores reales, se usard la teoria de integracion de Lebesgue (que es
la usual). Para una funcién medible cualquiera f: A — R se adoptar4 la siguiente convencién
acerca de la integral:

/A F(t)du = /A max{ f(t), 0}du + /A min{ f(¢), 0}dy, (1.2)
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donde se asumird que co — 0o = oo. Luego, para que [, f(t)du € R, necesariamente las dos
integrales del lado derecho de (1.2) deben pertenecer a R. Ademas, si [, f(t)du < 0o entonces

Jamax{f(t),0}du € R.

Cuando se consideren funciones tomando valores en un Banach cualquiera, se ocupara la in-
tegral de Bochner, la cual estd especialmente definida sobre funciones fuertemente medibles.

Para una funcién simple s: A — X definida por s(t) = Y7, 2,14, (t), la integral se define
naturalmente como

/A s(t)dp = z”: Tep(Ar).

k=1

Se tiene que la integral actia linealmente sobre las funciones simples, ademas haciendo uso
de la desigualdad triangular, se tiene que para cada funciéon simple s,

“A$<t>dﬂ\\ < [ ls(t)ldp.

Definicién 1.3.3 Sea f: A — X una funcién fuertemente medible. Se dice que f es Bochner
integrable o simplemente integrable, si existe una secuencia (s,),en de funciones simples tales
que s, — f ct.p.y

lim [ flsu(t) = £(2)lldp = 0.

n—oo

De esta manera, la integral de f se define por

/Af(t)du = lim [ s,(t)dp.

n—oo J A

Un ejercicio rutinario es probar que la definicion anterior es independiente de la secuencia

(Sn)n€N~
Para funciones reales, se definen los espacios

LP(A) = {f: A — R medible con /A |f(z)[Pdp < oo},

donde p € [1,00]. Se sabe que LP(A) es un espacio de Banach con la norma

Il = ([ 1rwpan) .

sip <00,y ||flleo :=inf{a: a >|f(t)| p-ct.p} si p = occ.

Para funciones f: A — X* que son débil* medibles, la integral de Bochner no es posible
utilizarla, por lo que es necesario tomar otro camino.

Lema 1.3.4 Sea f: A — X* una funcién débil* medible tal que para todo x € X, t
(f(t),z) es integrable, entonces para todo E € A, existe 23, € X* tal que

(o) = [ (F(0), )y
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o equivalentemente que [ (f(t), )du € X*.

DEMOSTRACION. Para E € A, se define el funcional lineal £: z + (f(-),z1g) entre X y L'(A),
es claro que es lineal, y ademés tiene el grafo cerrado. En efecto, si (z,,) C X y g € L*(A) son
tales que z,, - = € X y (f(:),z,15) — g en L'(A), es posible extraer una subsecuencia tal

que (f(t), xn, 1E(t)) = g(t) t-c.t.p. en A, pero es claro que (f(t), z,, 15(t)) = (f(t),21g(1))
asi que g(t) = (f(t),x1g(t)) t-c.t.p. y se concluye que el grafo de ¢ es cerrado. Por el Teorema
1.1.8 se tiene que ¢ es un funcional lineal continuo, asi que existe C' > 0 tal que para todo

reX
| r@,2)] < Clla

esto prueba que z — [p(f(t),z) es un funcional lineal continuo, por tanto existe z3, € X*
tal que (a3, z) = [(f(t),x)du para todo z € X. O

De esta manera, para f: A — X* débil* medible, se define la integral de Gelfand de f en
E € A como el elemento x}; dado por el Lema 1.3.4 y que se denota por [ f(t)du, cuando
no hay ambigiiedad.

Un resultado famoso ([19, Theorem 2.24]) y que serd util en este trabajo es el siguiente.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Convergencia Dominada) Sea (f,)nen, f C L'(A) tal que
= f, = fctp.
» Existe una funcion g € L'(A) tal que | f,| < g p-c.t.p. para todo n € N,

Entonces f € L'(A) y /f = nlggo/fn

Como aplicacion de lo anterior, se tiene el siguiente resultado en un espacio de medida o-
finito.

Proposicién 1.3.6 Sea (A, A, 1) un espacio de medida o-finito. Si f € L'(A), entonces para
todo € > 0 existe B € A con u(B) < oo tal que

/C F(t)dp < e.

DemosTRACION. Como el espacio es o-finito, existe una particiéon medible (A,),en tal que
1(An) < 00,¥n € N. Se define B,, := j_, 4j, entonces es claro que f,, := flp, — f p-c.t.p.
cuando n — oo y ademas |f,,(t)| < |f(t)| para todo t € A, por tanto por el Teorema 1.3.5

lim [ f(t)dn= [ f(t)n.

n—oo Bn

luego existe N tal que para todon > N | [ g, f(t)du| < € de donde se concluye el resultado
pues se observa que [g. f(t)du < ey p(By) < oo. O

Proposiciéon 1.3.7 Sea (A, A, ) un espacio de medida o-finito y f: A — R una funcién
medible tal que existe g € L'(A) con f(t) > g(t) p-c.t.p.. Entonces

/f du—sup{/cb c¢e L )y¢(t)<f(t)ﬂ-c.t-p~}~
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DeMOSTRACION. El supremo del lado derecho es evidentemente menor o igual que [, f(t)du
por definicion. Para ver la desigualdad no trivial, se procede estudiando dos casos:

» Caso 1: [, f(t)du < oo. Sea (A,), una particién medible de A con u(A,) < oo para
todo n. En este caso, para € > 0, se define ¢.(t) := >, en(f () — m)lAn (t), luego se
tiene que ¢.(t) < f(t) paratodot € Ay

JREOIEDS

neN

3

/An <f(t) _ wun(t)) dj = /Af(t)du —e

Como € > 0 es arbitrario y ¢. € L(T), se concluye la desigualdad deseada.

» Caso 2: [, f(t)du = co. Se define fT := max{f, 0}, en este caso se tiene que [, fT(t)du =
o00. Sea B = {t € A: f*(t) > 0} y para cada k € N, sea By := {t € B: f*(t) < k},
luego si (Ag)ken una secuencia creciente de conjuntos medibles con p(Ay) < oo tal que
Uk Ax = A, entonces U, A N By = B. Sea

Bt = (1 _ ]1) FHOLanm, (1),

Por el Teorema de Convergencia Mondtona ([19, Corollary 2.17]), se tiene que

lim /Ahk(t)duZ/Aﬁ(t)dM:oo. (1.3)

k—o0

Es claro que hy, € L'(A) para todo k (por construccién) y hy, > 0 en AN By. Ademds por
el Caso 1, existe h € L'(A) tal que h(t) < g(t) p-c.t.p., luego, se define fi := hlpge+hi1p,
notar que si t € B¢, entonces fi(t) = h(t) < g(t) < f(t) p-c.t.p en B¢, ahorasit € B,
entonces f(t) = fF(t) > (1 — )/ (t) para todo k, luego f(t) > fi(t) en B,y por (1.3)

t)dp = / h(t)dp + / hi(t)dp — oo.
/Afk()ﬂ Bc()ﬂ Bk()u o0
Esto prueba la desigualdad deseada.

O

Cuando se tiene una funcién f € L'(A) (que le llamamos integrable), es valido el siguiente
resultado til (ver [49, Lema 3.3.4]):

Proposicion 1.3.8 (Continuidad de la integral) Sea f € L'(A). Entonces, para todo € > 0,
existe § > 0 tal que para todo B € A con u(B) < d, se tiene que / |f(t)]dp < e.
B

Proposicion 1.3.9 Sea (f,)nen C L'(A) tal que f, — f en L'(A). Luego, existe una
subsecuencia (f,, )ren tal que f,, — f c.t.p.
DEMOSTRACION. [19, Corollary 2.32] O

El siguiente resultado muestra una desigualdad integral, conocida como la desigualdad de
Holder:
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Proposiciéon 1.3.10 Sean p,q € R con p € [1,00] y 1/p+1/q = 1. Sea f € LP(A) y
g € Li(A) entonces se tiene que

1Fglle < W fllpllglly:
DEMOSTRACION. [19, Chapter 6] O

Una aplicaciéon del resultado anterior, es la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.3.11 Sea (A, A, ) un espacio de medida finita. Sea k € N\ {0} y p > k,
entonces si f1, ..., fr € LP(A) se tiene que

i fiell < (AT e Sl < (AT U filly - - el

DEMOSTRACION. La aplicacion sucesiva de la desigualdad de Hoélder, permite obtener que

v Fellpm < LAullp - oo [l el

ademaés, como el espacio es de medida finita, nuevamente por Holder se tiene que

i Fell < (AT 1 Fellogn

1.3.3. Teorema de Lusin

Se considera el espacio de medida (A, A, ), en donde se asumird que A es un espacio métrico
y que B(A) C A. Se dice que la medida u es regular interna, si para cada C' € A con
p(C) < oo y para cada € > 0, existe un conjunto compacto K C C tal que u(C'\ K) < . En
este contexto, se tiene el siguiente resultado que relaciona la medibilidad y la continuidad de
una funcién (ver [7, Teorema 7.1.13]):

Teorema 1.3.12 (Teorema de Lusin) Sea X un espacio de Banach separabley f: A — X
una funcién medible. Entonces, para cada C € A con u(C) < oo y € > 0, existe un conjunto
compacto K C C tal que u(C'\ K) <ey f: K — X es continua.

Si se asume que la funcion f sea fuertemente medible, entonces se puede quitar la hipotesis
de separabilidad de X gracias al Teorema 1.3.1, y obtener el mismo resultado.

Corolario 1.3.13 Sea X un espacio de Banach y f: A — X una funciéon fuertemente
medible. Entonces, para cada C' € A con u(C) < oo y € > 0, existe un conjunto compacto
K c Ctalque u(C\K) <ey f: K— X es continua.

DEMOSTRACION. Sea C' € A con p(C') < oo. Por el Teorema 1.3.1, se tiene que existe B C C
con pu(C'\ B) =0 tal que S := f(B) es separable. Sea N := C'\ B. Se define el subespacio
cerrado Y := cl(span(S)), claramente es un espacio de Banach, y como S es separable,
entonces Y es separable, luego, se tiene que f: B — Y es medible, entonces, para € > 0 se
puede aplicar el Teorema 1.3.12, donde se obtiene un conjunto compacto K C C'\ N tal que
p((C\N)\K) <ey f: K =Y es continua. Dado que u(N) = 0, se tiene que u(C'\ K) < ¢
y f: K — X es continua. O
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Cuando la medida es regular interna, se puede obtener un resultado similar a la Proposicién
1.3.6.

Proposicién 1.3.14 Sea (A, A, i) un espacio de medida o-finito donde pu es regular interna.
Si f € L*(A), entonces para todo £ > 0, existe B compacto de medida finita tal que

/BC f(t)du < e.

DeEMOSTRACION. En efecto, sea ¢ > 0, por la Proposicién 1.3.6 existe C' € A con u(C) < oo
tal que [ f(t)dp < 5, ademas, por la continuidad de la integral (Proposicion 1.3.8) se tiene

que existe 6 > 0 tal que si u(Y) < § entonces [y f(t)dp < 5. Como p es regular interna,

entonces existe B C C' compacto tal que p(C'\ B) < d, por tanto

/Bcf(t)du:/ d,u+/ (< 5+ =

y se tiene el resultado. O

Si la medida es regular interna, entonces las funciones continuas de A en X resultan fuerte-
mente medibles, como establece el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.15 Sea (A, A, ) un espacio de medida o-finito donde p es regular interna.
Sea f: A — X una funcion continua, entonces f es fuertemente medible.

DEMOSTRACION. Sea B C A con B € A de medida finita. Como la medida es regular interna,
entonces existe una secuencia disjunta (K, ),ey de compactos de medida finita tal que pu(B '\
(U, Kr)) = 0. Como K, es compacto, este es separable, luego por continuidad f(K,) es
separable, y entonces f(U, K,) = U, f(K,) es separable, ademas si 2* € X*, t — (z*, f(¢))
es continua y por tanto medible, luego por el Teorema 1.3.1, f|p es fuertemente medible.
Entonces, si (A, )nen s una secuencia creciente de conjuntos medible de medida finita con
A = U, A, entonces f|a, es fuertemente medible y f|4, — f puntualmente y entonces por
la Proposicion 1.3.2, f es fuertemente medible. O

1.3.4. El espacio LP(A, X).

Para funciones fuertemente medibles, anteriormente se detallé la construccion de la integral
de Bochner. Tomando en cuenta esto, es posible definir los espacios LP(A, X), de clases de
equivalencia de la relacion de igualdad de funciones p-c.t.p., de la siguiente manera con
p € [1,00]:

LP(A, X) :={x: A — X es fuertemente medible con ||z(t)||, < oo},
donde |zl = (fp Ilo(t) [Pdu) /7, si p < o0y si p = o0, all, = inf{a > 0: @ > [la(t)] pec.t.p.}.
Para p € [1,00], © — ||z||, define una norma que ademas hace a LP(T', X)) un espacio de Ba-
nach. Si X = R, simplemente se denota LP(A).
Sobre L>*(A, X)* se definen las medidas singulares.

Definicién 1.3.16 Un funcional A € L>®(A, X)* se dice que es una medida singular respecto
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a i si satisface la siguiente propiedad: Para cada S € A que puede ser escrito como union
numerable de conjuntos de medida finita, existe una secuencia (A,)neny C A tal que S =
Unen An, An C Apyq para todo n € Ny Aa,np = 0 para todo B € A con pu(B) < ooy
n € N. En este caso, para C' € A, ¢ estd definida por A|c(x) := (A, z1¢), Ve € L>®(A, X).

En el caso de estar en un espacio de medida o-finito, la definicién anterior puede simplificarse,
como muestra el siguiente resultado:

Proposicion 1.3.17 Si (A, A, i) es un espacio de medida o-finito, entonces A € L>(A, X)*
es una medida singular respecto a p si y s6lo si existe una secuencia (4,) C A tal que
A, C A1 C Aparatodon € NJ A = Up,en4n ¥V Aa,ns = 0 para todo B € A con
u(B) <ooymneN.

DEMOSTRACION. La necesidad es clara pues como el espacio es o-finito, A es una unién nu-
merable de conjuntos de medida finita y basta aplicar la definicion. Ahora se vera que es
suficiente. Sea S € A un conjunto que es uniéon numerable de conjuntos de medida finita, por
un lado se tiene que existe (A4,) C A tal que A, C A1 C A paratodon € N, A =U,eny 4An
y AMa,ns = 0 para todo B € A con u(B) < ooy n € N luego si se considera la secuencia
Al = A, NS, se tiene que A) C A;,; para todo n € N, también se verifica que S = U, ey 4),
y si B € A con pu(B) < oo, entonces A arnp = Aa,nsnp)y = 0 pues (SN B) < pu(B) < ooy
entonces se concluye el resultado. O]

Sif,g: A— X*son funciones débil* medibles, se define la relacion de “igualdad débil” dada
por f~g <= Vo e X (f(t),z) = (g(t),z) p-c.t.p.. Esta es una relacion de equivalencia.

Definicién 1.3.18 Sea p € [1, o0]. Se dice que una funcién z*: A — X* pertenece al conjunto
LP(A, X.) siesta es débil* medible y ademas existe h € LP(A) tal que p-c.t.p. ||[z*(¢)|| < h(t).
Sobre este espacio se define la seminorma

N, (") == int{|[All,: h € L(A) y pec.tp. lo* (0] < (D)},

A partir de L£P(A, X}.), se define el espacio de clases de equivalencia con la igualdad débil,
llamado LP(A, X}.) con la norma || f|, := inf{N,(g): f ~ g}, donde siempre se escoge un
unico representante de cada clase de equivalencia.

Es bien conocido que el espacio dual de LP(A)se identifica con L?(A) donde ¢ el conjugado
de p, es decir, cumple que 1/p+1/q =1 (donde p < oo y se exige que A sea o-finito si p =1,
ver [19, p. 188]). Para X cualquiera, este resultado puede ser generalizado, como se muestra
en el siguiente resultado (ver [25, p. 99] y [30, Theorem 4.1]):

Teorema 1.3.19 Sea A un espacio de medida o-finito y X un espacio de Banach. Entonces,
el espacio dual de LP(A, X) con 1 < p < oo se identifica con LI(A, X .) (q es el conjugado
de p). Para p = oo, se tiene la siguiente caracterizacién de su dual

LA, X)* = LY A X)) @ LF™8(A, X),
es decir, si p < oo, para todo ® € LP(A, X)* existe un unico z* € LI(A, X}.) tal que

O = [ {x*(t),-)du, y si p = oo, para todo ® € L>®°(A, X)* existe tnicos z* € L'(A, X .) y
A€ LF"8( A X) tal que @ = [,(z*(t), ) + \.
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La caracterizacién anterior es bastante general, y serd mas cémodo el trabajo con funciones
fuertemente medibles, que con funciones débil* medibles (mas adelante se detallard que pro-
blema hay con esto). Al igual que en el caso real, se mostrara el caso en que se cumple la
identificacion de LP(A, X)* con LI(A, X*). Con este proposito, se introducen los siguientes
conceptos.

Definicién 1.3.20 Sea v: A — X, se dice que v es

» una medida vectorial, si para cada secuencia disjunta (A,) C A se tiene que

(U A = X (A,

neN neN
s de variacién acotada si

sup{>_ |[v(B)||: 7 particién medible finita de A} < occ.

Bem

Ademas, si 8 es una medida definida en A y se cumple que si para cada A € A con 5(A) =0
entonces v(A) = 0, se dice que v es absolutamente continua con respecto a 3 y se denota por
v p.

Definicién 1.3.21 Se dice que un espacio de Banach X satisface la propiedad de Radon-
Nikodym si para cualquier espacio de medida (A, A, 1) completo y o-finito y para cualquier
medida vectorial v: A — X que es de variaciéon acotada y absolutamente continua respec-
to a p, existe una funcién f € L'(A, X) tal que para todo B € A se tiene que v(B) = [z fdu.

La propiedad anterior es suficiente para que el dual de LP(A, X)) se identifique con L(A, X*)
cuando p € [1,00), como muestra el siguiente resultado demostrado en [17, Theorem 1, p.
98].

Teorema 1.3.22 Sea X un espacio de Banach tal que su dual X* cumple la propiedad de
Radon-Nikodym, entonces si p € [1,00) y ¢ es su conjugado, el espacio dual de LP(A, X) se
identifica con LI(A, X*).

El caso p = oo mostrado en [30, Theorem 4.1], también puede ser simplificado cuando X*
cumple la propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 1.3.23 Sea X un espacio de Banach tal que su dual X* cumple la propiedad de
Radon-Nikodym, entonces el dual de L*®(A, X) se identifica con L'(A, X*) @ L*"8(A, X) con
Lsme( A, X) el subespacio de medidas singulares definidas en L>(A, X).

DEMOSTRACION. Sea ® € L>°(A, X)*, por [30, Theorem 4.1] existen tnicos x* € L'(A, X}.)
v A € L¥m8( A, X) tales que ® = [,(z*(t),-)du + A, basta probar que existe y* € L'(A4, X*)
tal que [,{x*(t), )du = [4(y*(t),-)du. En efecto, se define v: A — X* dada por (v(F),x) =
[4{z*(t), 21g)dp, evidentemente, v es una medida vectorial y v < u. Sea (E;)!"; una particion
medible finita de A, como z* € L*(A, X}.), entonces sea h € L'(A) tal que p-c.t.p. se tiene
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que ||z*()|| < h(t) entonces
B = gsup{wi),xw ol < 1}

_ Zz:;sup {/A(:);*(t),:leJdu: 2] < 1}

< zup{ [ @ 0. o] < 1

< S { [, MOdus ol <1} =3 [ he)dn— [ n0)dn = i

y por la Definiciéon 1.3.18, sigue que >0, ||[V(E;)|| < ||z*||1, por lo tanto v es de variacién
acotada, luego por la propiedad de Radon-Nikodym existe y* € L'(A, X*) tal que

[0, e1m)dn = [ 1y 0), 216,

para todo z € X y E € A. De lo anterior se deduce facilmente que si s € L®(A, X) y
esta toma valores en un conjunto numerable entonces [,(x*(t), s(t))dpu = [4(y*(t), s(t))dpu.
Ahora, sea B € A con medida finita y © € L>(B, X), por el Teorema 1.3.1, existe N € A
con u(N) = 0 y una secuencia (z,) C X tal que z(B \ N) = cl({z,}nen), luego, para
e > 0 se define By := {t € B: ||z(t) — z1]| < £} e inductivamente los conjuntos By := {t €
B\UY] B;: ||2(t) — x| < €}, asi definiendo s, (t) := 332, 2415, se tiene que ||z — s, |l < €
por construccién y se observa que s. toma valores en un conjunto numerable. Asi, como
(A, A, 1) es un espacio de medida o-finito, se sigue que para todo z € L*(A, X) y ¢ > 0,
existe s € L>(A, X) tal que s toma valores en un conjunto numerable y ||s — 2|l < g,
asi que existe una secuencia (s,) C L*(A, X) tal que cada s, toma valores en un conjunto
numerable y ||s,, — x|l — 0. Usando el Teorema 1.3.5, se concluye que [,(z*(t),z(t))du =
Jaly*(t), x(t))dp, asi que se tiene el resultado. O

Proposicién 1.3.24 Un espacio de Banach X es de Asplund si y sélo si X* cumple la
propiedad de Radon-Nikodym.

DEMOSTRACION. [17, Corollary 6 p.82] O

También, se enuncia la version general de la Proposicion 1.3.9.

Proposiciéon 1.3.25 Sea (f,)neny € LP(A, X) tal que f, — f en LP(A, X) con p € [1, 0.
Luego, existe una subsecuencia (f,, )ren tal que f,, — f c.t.p.

DEMOSTRACION. Para p = 0o es directo. Para p < oo, basta definir la funcién g, (t) := || f,.(t) —
()P, es claro que g, € L'(A) y se tiene que g, — 0 en L'(A), por lo tanto basta aplicar la
Proposicién 1.3.9 a (g,) y se concluye. [

1.3.5. El espacio AC?([a,b], X).

Sean p € [1,00], a,b € R con a < b.
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Definicién 1.3.26 Sea f: [a,b] — X una funcién. Se dice que f es absolutamente continua
si para todo € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier conjunto de intervalos disjuntos
([an, by])22, con [an,b | C Ty Yo, )by —ay| <0 setiene que Y02 || f(bn) — flan)|| < e.

Se denota por AC'P([a,b], X), al conjunto de las funciones f, que son absolutamente con-
tinuas en [a,b], derivables c.t.p. y cumplen que f' € LP([a,b], X). El siguiente resultado
caracteriza las funciones de AC?([a,b], X).

Teorema 1.3.27 Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad de Radon-Nikodym.
La funcién f: [a,b] — X es absolutamente continua si y sélo si existe g € LP(I, X) tal que

+/ 1)dt, Vit € [a,b).

DEMOSTRACION. [20, Remark 2.2.23]. O

El siguiente resultado es fundamental.

Proposicién 1.3.28 Con la norma || f||acrr == || f(a)|| + |||y, el espacio AC?([a,b], X) es
un espacio de Banach cuando X satisface la propiedad de Radon-Nikodym.

DEMOSTRACION. Sea ( f,,)nen una secuencia de Cauchy en AC1?([a, b, X). Notar que si t € [a, D]

ym,n €N

fn8) = Fult) = () = @) + [ (Fns) = (o))

< (@) = Fa@l + [ 1fons) = Fu(o)lds

) — fula)
< | fmla) = fal@)ll + || fm = anl
< |l fm(@) = fal@)[| + (b= )| fn = full,
( (b a)l/q)”fm - anACl’Py

y esto prueba que (f,)nen €s de Cauchy para la norma || - || en C([a,b], X). Como X
es Banach, el espacio (C([a,b], X),] - |l) es Banach, luego existe f € C([a,b], X) tal que
1im | fn — flleo = 0. Ademads, notar que (f,,)nen es una secuencia de Cauchy en LP([a, b], X)

entonces, como este es un espacio de Banach, existe g € LP([a, b], X) tal que Jim. I fn—gll, =

0, se verd que f = g. Notar que para todo ¢ € [a,b] y para todo n € N
t
1t = fula) + [ Fuls)ds
Tomando limite, en n, se tiene que

a) + /atg(s)ds

sigue por el Teorema 1.3.27 que f € ACP([a,b], X), ademds, claramente nhﬁnolo W= fllacre =
0, lo que prueba que AC'?([a, b], X) es un Banach. O

La norma || - ||, y la norma || - || ac1» se relacionan de la siguiente forma:
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Lema 1.3.29 Sea p € [1,00). Existe C' > 0 tal que para todo z € AC"?([a, ], X):
el < Clle ] acs.
DEMOSTRACION. En efecto, por convexidad de t — t7 si ¢, d son niimeros no negativos, entonces
P4+ dP < (c+d)P <2271 (P + dP).

Luego,
b
lally = [ llz(t)

—/ |z (a +/ s)ds|Pdt
< [ latalp + 1 [ ats)asleyar

<20 —a)lle@l? + [ ([ il ldspas

<277 (b — a)|a( a)up+/ (b— ) |&|2dt

=271 b—a)[|z(a)|]” + (b — a)?|]}

< max{2""}(b—a), (b — a)"}([|x(a)|]” + [|]})

< max{2"'(b — a), (0 — a)’}(||lz(a) || + [1,)?
(b—a

= max{2! ) (b= a)’}Hz[ e

donde ha utilizado la desigualdad de Hoélder. Finalmente, tomando

C = (max{2"7*(b —a), (b — a)?})/?,

se concluye el resultado. O]

1.4. Teoria de Multifunciones

Sean X,Y conjuntos no vacios. Se dice que M: X ==Y es una multifuncion si para cada
x € X, M(x) es un subconjunto de Y. Cuando los valores de M son singletons, M es sim-
plemente una funcién. Tipicamente, una multifuncién se denotard como X > z =2 M (z) o
cuando no haya ambigiiedad sobre el espacio en que estd definida, como = = M (z).

9

Para una multifuncion M: X =2Y, se pueden definir los siguientes conjuntos

- El grafo de M,
gph(M) :={(z,y) e X xY:y e M(x)}.

- El dominio de M,
dom(M) :={x € X: M(x) # 0}.
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-Para ACXyBCY,

M(A) := UAM(x),
M~(B) :={z € X: BN M(x) # 0},
M*(B):={z € X: M(x) C B}.

Ademas, se dice que f: X — Y es una seleccion de M si f(x) € M(z) para todo z € X.
Cuando X, Y son espacios topoldgicos, se dice que

- M es semicontinua inferior (Isc) en x si M~ (V) € N, para todo V abierto de Y con
M(x) NV # 0. Si M es lsc en todo punto de dom(M) entonces se dice que M es lsc
en X. Esto ultimo equivale a que M~ (O) es abierto en X, para cada conjunto abierto

ocY.

- M es semicontinua superior (usc) en x si M+ (V) € N, para todo V abierto de Y con
M(x) C V. Si M es usc en todo punto de X entonces se dice que M es usc en X. Esto
ultimo equivale a que M (O) es abierto en X, para cada conjunto abierto O C Y.

Si (©,A, 1) un espacio de medida y X un espacio topolégico, se dice que la multifunciéon
M: Q=X es medible si M~(0) € A para cada conjunto abierto O C X. Ademés, M es
grafo-medible si gph(M) € A®B(X), donde B(X) es la o-algebra de Borel asociada a X . Por
otro lado, cuando se tiene una funcién medible z: Q@ — X tal que Yw € Q: z(w) € M(w), se
dice que x es una seleccion medible de M.

Si X, Y son espacios topoldgicos, se dice que M: Q2 x X =2Y es una multifuncion aleatoria
cuando la multifuncién 2 5 w = gph(M,,) es una multifuncién medible y toma valores cerra-
dos. Aqui, M,, denota a la multifuncién X > z = M (w, x), para cada w € .

Una funcién f: Q x X — R se dice un normal integrand, si f, := f(w,-) es Isc para todo
weNy fes A® B(X)-medible. A partir de f, se define la multifuncién epigrafo, dada por

epi f: w=epif, ={(z,a) € X xR: f(w,z) < a}

Proposicién 1.4.1 Sea X un espacio de Banach. Sea f: Q x X — R. Entonces t = epi f;
tiene el grafo medible y toma valores cerrados si y solamente si f es un normal integrand.

DEMOSTRACION. [14, Lemma VII-1]. O

Proposicién 1.4.2 Sea X un espacio de Banach separable. Sea f:  x X — R un normal
integrand. Entonces, f*(w,z*) = sup(z*, x) — f(w, z) es un normal integrand convexo.
zeX

DEMOSTRACION. [14, Lemma VII-2]. O

Las propiedades de medibilidad pueden ser caracterizadas cuando X es un espacio métrico
separable y completo (espacio Polaco).

Proposicién 1.4.3 ([14]) Sea (X, d) un espacio Polaco, (€2, A, 1) un espacio de medida com-
pleto y o-finito. Para una multifuncion M : 2 = X con valores cerrados no vacios, considerar
las siguientes afirmaciones:
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(a) M es medible.
(b) Para todo x € X, el mapeo w — d(z; M (w)) es medible.

(c) Existe una secuencia de selecciones medibles (fx), de M tal que M(w) C cl({ fe(w)}x)
para todo w € Q.

(d) M es grafo medible.

Entonces, (a) <= (b) < (c¢) < (d).
Se dice que una funcién f:  x X — R es de Carathéodory si f(-,z) es medible para todo
r € Xy f(w,-) es continua para todo w € (.

Proposicién 1.4.4 Sea X un espacio de Banach separable y (2, .4, ) un espacio de medida.
Sea f una funcién de Carathéodory. Entonces f es A ® B(X)-medible.

DEMOSTRACION. [3, Lemma 8.2.6]. O

Un espacio topologico S es llamado un espacio de Suslin si existe un espacio Polaco Y y
una funcién continua f: Y — S tal que f(Y) = S. Es bien sabido que un espacio Polaco
tambien es de Suslin, y cualquier espacio de Suslin es separable. Ademas, la unién numerable
de espacios de Suslin resulta un espacio de Suslin [38].

Proposiciéon 1.4.5 Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach separable. Entonces, su dual X*
dotado con la topologia débil* es un espacio de Suslin.

DEMOSTRACION. Gracias al Teorema de Banach Alaoglu [19, Teorema 5.18], el conjunto B, :=
{z* € X*: ||lz*|| < 1} es compacto en la topologia débil*. Dado que X es separable, B, es
metrizable, entonces B, es un espacio Polaco, por lo tanto, nB, := {z* € X*: ||2*]| < n} es
un espacio Polaco para todo n € N. Ahora, como X* = U nB,, se concluye que X* es un

(¢}

neN
espacio de Suslin porque es una unién numerable de espacios de Suslin. Il

Cuando X*, dotado con la topologia fuerte (dada por la norma), es separable, X* es un
espacio de Suslin (con la topologia fuerte).

Para un espacio de Suslin X, se tiene un resultado 1til de selecciéon medible gracias a Yankov-
von Neumann-Aumann, el cual es descrito en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.6 (Teorema de seleccién medible) ([14]) Sea (€2, A, 1) un espacio de medida
completo, o-finito y X un espacio de Suslin. Sea M : Q = X una multifucién grafo-medible
con valores no vacios. Entonces, existe una secuencia de selecciones medibles f: 2 — X de
M tal que

M(w) C el({ fr(w)}x) para todo w € Q.

En particular, M tiene una seleccién medible.

Para p € [1,00], el conjunto de selecciones medible de M p-integrables es denotado por S%,.

25



1.4.1. Convergencia de Multifunciones

Sea X un espacio de Banach. Dada una secuencia de conjuntos (Ag), C X, el limite superior
y inferior (Ax) son definidos, respectivamente, por

limsup Ay = {x € X: liminf d(z; Ay) = 0},
liminf Ay = {x € X: limsupd(z; Ax) = 0}.

Ademas, una secuencia de conjuntos (A;) C X converge en el sentido de Painlevé- Kuratowski
a A silimsup Ay = liminf A, = A. Si X es de dimension finita, entonces la convergencia de
Painlevé-Kuratowski es metrizable sobre el espacio de conjuntos cerrados y no vacios con la
métrica:

d(A, B) = /0 " erd, (A, B)dp, (1.4)

donde A,B C X y d,(A,B) = max |d(x; A) — d(x; B)| para p > 0 (ver [45, cap 4.I] para
ey

mas detalles).

Se introduce la nociéon de convergencia esencialmente uniforme de multifunciones. Una se-
cuencia de multifunciones medibles (M}, : 2 = R?), con valores cerrados y no vacios converge
esencialmente uniforme a la multifuncion M: Q =R? (también con valores cerrados y no
vacios) respecto a la distancia (1.4) si

|d( My, M)|| oo := inf{t: t > d(My(w), M(w)) c.t.p. w € Q} — 0, (1.5)
cuando k£ — oo.

La nocién anterior induce una convergencia de funciones a través de sus epigrafos. Una
secuencia de normal integrands (f*: Q x R? — R), converge epigrdficamente uniforme a
f:Q xR?Y— R sila secuencia (w =3 epi f¥), converge esencialmente uniforme a w = epi f,,.

1.4.2. Teorema de Seleccion de Michael

Sea (T, d) un espacio métrico y un espacio de Banach X. Dada una multifunciéon M: T'= X,
es de utilidad saber cuando existen selecciones de M que cumplan alguna propiedad de
continuidad. En este contexto, se tiene el siguiente resultado (ver [38, Theorem 6.3.6]),

Teorema 1.4.7 Sea (T, d) un espacio métrico y X un espacio de Banach. Sea M: T = X
una multifuncién que toma valores cerrados, convexos y no vacios, y ademas, es semicontinua

inferior, entonces existe x € C(T, X)) tal que z(t) € M(t) para todo t € T

Observacion 1.4.8 El Teorema anterior sigue siendo cierto en un contexto mas general,
inclusive. Si T' es un espacio paracompacto, también se tiene el resultado de seleccién.
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Capitulo 2

Representaciéon suave de
multifunciones medibles

En esta primera parte se probd que una multifuncién aleatoria satisfaciendo ciertas propie-
dades de continuidad puede ser descrita como el conjunto de minimizadores de un normal
integrand. Este resultado tiene como motivacion generalizar el siguiente Teorema (por Azagra
y Ferrera, ver [4]):

Teorema 2.0.1 Para cada conjunto convexo y cerrado C' en un espacio de Banach separable
X, existe una funcién f: X — [0,00) convexa, C* tal que f~1(0) = C (y, en particular,
también f'(z) # 0 para todo z € X \ C).

En el caso que describird a continuacion, la idea es generalizar este resultado a un contexto
de multifunciones. La propiedad de continuidad requerida para probar el teorema principal
estda dada en la siguiente definicién.

Definicién 2.0.2 Una multifuncién M : H = X se dice pseudo-débil semicontinua superior
(p-w-usc) en x € H siparatodoa € Ry y* € X*con M(z) C {u€ X: (y*,u) <a}yn>0,
existe € > 0 tal que

M(z') Cc {u € X: (y*,u) < o+ n} para todo =’ € B.(x).

Ademas, M se dice pseudo-débil semicontinua superior si la propiedad se satisface para todo
r e H.

Observacion 2.0.3 La nocién anterior de semicontinuidad superior es mas débil que la
nocién usual (cuando a X se le dota de la topologia débil), incluso en dimensién finita. Para
ver esto, se considera H = R, X = R2, el conjunto

C={(r,y) eR*: 2y > 1,2 > 0},

y la multifuncion
M:t=t(1,0) + C.

Primero, se vera que M es p-w-usc, en efecto, seat € Ry M(t) C {u € R?: (y*,u) < a} para

algtin y* € R?, o € R. Fijar n > 0, sea € > 0 tal que ¢ < m, entonces si s € (t —e, t+¢),
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entonces se toma u € M(s), sigue que u + (t — s)(1,0) € M(t), luego:

(Y u) = (" u+ (= s)(1,0)) = (t = 5)(y", (1,0))
<a+|t—sllly’ <a+elly’l <a+n

Esto muestra que M(s) C {u € R?*: (y*,u) < a + n} para todo s € (t —¢,t + ¢). Por
otro lado, se tiene que para cualquier s € R, M(s) C {(z,y) € R*: z > s}, pero si se
1

escoge € > 0, se puede tomar t € (s — €,5) y se observa que (s, =) € M(t), y entonces

M(t) € {(x,y) € R*: x > s}, lo que muestra que M no es usc en ningtin punto.

Ejemplo 2.0.4 Se considera un espacio de Hilbert H. Se vera que si A: H = H es un
operador maximalmente mondtono (ver [5, Definition 20.20]) y dom(A) = H, el operador
A es p-w-usc. En efecto, por [5, Corollary 21.20], A es localmente acotado en todo H, esto
quiere decir que para cada = € H, existe ¢ > 0 tal que A(B.(x)) es un conjunto acotado. Sea
xr € H y se supone que

Az C{u e H: (y",u) < a},

para algin y* € H y a € R. Si A no es p-w-usc en z, se tiene que existe n > 0y (Tn,Yn) €
gph(A) tal que z, — x que satisface (y*,y,) > a + 7. Dado que A es localmente acotado,
existe € > 0 tal que A(B.(x)) es acotado, esto implica que (y,)nen €s una secuencia acotada,
entonces se puede encontrar un punto de acumulacion débil y € H y una subsecuencia tal
que y,, — y, entonces por [5, Proposition 20.38 (i)] sigue que (z,y) € gph(A) entonces
(y*,y) < a pero para todo j € N, (y*,yn,) > a +ny por la convergencia débil se obtiene
una contradiccion, esto muestra que A es p-w-usc.

Teorema 2.0.5 Sea (2, A, ;1) un espacio de medida completo y o-finito, H un espacio de
Hilbert separable y X un espacio de Banach separable. Si M : 2 x H = X es una multifuncién
aleatoria tal que para todo w € ), M,: H = X es p-w-usc con valores convexos, entonces
existe un normal integrand ¢: Q x H x X — [0,00) tal que

(a) Para todo w € Q, gph M, = {(z,y) € H x X: p,(x,y) = 0}.
(

)

b) Para todo w € Q, la funcion (z,y) — @u(z,y) es C*.

(c) Para todo (w,z) € Q x H, la funcién y — ¢, (z,y) es convexa.
)

(d) Existe L > 0 tal que para todo (w,y) € Qx X, la funcién = — @, (z,y)+ L(||y||+1)||=||
es convexa.

(e) Para todo k € N*| existen constantes positivas Cy, Ry, tal que para todo (z,y) € H x X
sup Doz 9)ll < Crlllyll + D(ll2]* + 1), (2.1)

SlégHD'J%(w,y)H < Ry(fl=fl + 1), (2.2)

donde DFp,, y D’y“gow denotan, respectivamente, la k-derivada de ¢, y la k-derivada
respecto a y.

(f) Para todo w € €, la funciéon (x,y) — ¢, (z,y) satisface la siguiente propiedad de conti-
nuidad: si x, =z y y, — y, entonces ¢ ,(Tn, yYn) = Pu(z,y).
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DEMOSTRACION. Para el conjunto medible Qp := {w € Q: gph M,, = 0}, se puede considerar
v, = 1 para todo w € Qp, ademds sea Q' 1= {w € Q: gph M,, = H x X}, si w € Q' entonces
basta tomar ¢, = 0. Entonces, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que Qy = Q' = ().
De ahora en adelante, se considera a X* con la topologia débil*. Dado que X es un Banach
separable, X* es un espacio de Suslin. Es importante mencionar que, cuando X* con la
topologia usual (de la norma) es separable, el desarrollo siguiente puede realizarse con esa
topologia.

El resto de la demostracion esta dividida en las siguientes partes.

Afirmacién 1: El mapeo F: Q= H x X x (0,00) x X* X R definido por

Fw) = {(z,y,e,y",a) € Hx X x (0,00) x X* x R:
gph M,, N (int (B (2)) x {u € X: (y",u) <a}) =0y (y",y) <a},

tiene valores no vacios y su grafo es medible.

Demostracion de la Afirmacion 1: Sea w € Q, como Q' = (), existe (x,y) ¢ gph M,,, luego
y & M, (x), si M,(z) # 0, por el Teorema de Hahn-Banach existe y* € X* o € Ry e > 0 tal
que (y*,u) + & < a < (y*,y) para todo u € M, (x), entonces M, (z) C {u: (y*,u) < a —e},
luego como M, es p-w-usc, existe § > 0 tal que M,(2") C {u: (y*,u) < a} para todo
z' € Bs(x), asi que

gph M, N (int(Bs(z)) x {u € X: (—y*,u) < —a}) =0,

y ademas (—y*,y) < —a, por lo que (z,y,d, —y*, —a) € F(w). Si M,(z) = 0, basta tomar
cualquier y* # 0y a = (y*,y) —e con € > 0, y proceder de forma similar a lo anterior usando
que M, es p-w-usc. Entonces, F tiene valores no vacios. Por otro lado, para probar que F
tiene el grafo medible, se considera la multifuncién G: H x (0,00) x X* x R=3 H x X definida
por

G(z,e,y", a) :== (int(B.(x)) x {u € X: (y*,u) < a})".

Notar que
G(z,e,y",a) = Gi(z,e) x X U H x Ga(y", ),

con Gi(z,e):={a € H: ||z —al > e}y Ga(y*,a) == {u € X: (y*,u) > a}. Entonces, para
cada conjunto abierto U C H, se obtiene que

G{(U) ={(z,e) € H x (0,00): existe a € U tal que ||z —a| > €}.
Luego, tomando (a)ren C U denso, se obtiene que

Gy (U) = kUN{(:w) € H x (0,00): [lz — a]| = e},

lo cual implica que G es una multifunciéon medible. Similarmente, es facil ver que si V' C X
es un abierto y (b,)neny C V' es un denso numerable, entonces

Gy (V)= U{ly" o) € X* xR: (y*,by) > a},
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y por tanto G es medible. Entonces, G es medible. Ahora, notar que

gph(M,,) N (int(B.(z)) x {u € X: (y*,u) <a})=10
< gph(M,) C G(z,e,y", a)
< d((v,w); G(x,e,y",a)) < 0 para todo (v, w) € gph(M,)
& d((vk(w), we(w)); G(z,e,y", a)) < 0 para todo k € N,

donde (vg, wy)r es una secuencia de selecciones medibles de gph M, con
gph M, = cl((vp(w), wi(w))k), Yw € £,

que existe gracias al Teorema 1.4.6. Ademds, la funcién (v, w) — d((v,w); G(x,¢€,y*, a)) es
continuay (z,e,y*, a) — d((v,w); G(x,e,y*, a)) es B(H x (0, 00) x X*xR) medible. Entonces,
para todo k£ € N, por la Proposicién 1.4.4, la funcién (w,z, e, y*, ) — d((vg(-), w(+)); G(+))
es A® B(H x (0,00) x X* x R) medible. Por lo tanto, el grafo de F puede reescribirse como

gph(F) = {(w,z,9,6,9", ) ®(w,z,6,5", @) <0y (y',y) < a},
donde ®(w,x,e,y", ) = supd((vgp(w), wr(w)); G(x,e,y",a)) y de aqui es posible concluir
keN

que gph(F) es un conjunto medible.

Afirmacién 2: Existen funciones medibles xp: @ — H, g,: Q — (0,00), yi: @ — X*,
ag: €2 — R tal que para todo w € ()

(g9h Ma)* = | (B () > {0 € X () ) < @)} (23

Demostracion de la Afirmacion 2: Gracias a la Afirmacién 1 y el Teorema 1.4.6, existe una
secuencia de selecciones medibles (xg, yx, €k, Ui, i) de F tal que

F(w) C cl(zk(w), yp(w), ex(w), yr(w), ax(w))x) para todo w € Q. (2.4)

Se probard que la secuencia (xy, yx, €k, Vi, Cu )x satisface (2.3).

En efecto, por un lado, la inclusién D se sigue por construccién. Por otro lado, para probar
la inclusién C, sea (x,y) ¢ gph M, es decir, y ¢ M, (x).

Si M,(z) = 0, se toma cualquier y* € X* y a € R tal que (y*,y) < «, y la vecindad
U:={ue X: (Y u >a+¢}con >0 fijo (cualquiera). Entonces, M, (z) C U, y como
M, es p-w-usc, existe € > 0 tal que para todo z’ € B.(x) la siguiente inclusion se tiene:

M,(z") Cc{ue X: (y",u) + &> a+ &}
Entonces, se sigue que
gph(M,,) N (int(B.(z)) x {u € X: (y*,u) < a})=10.

Ahora, si M,,(x) # (), por el Teorema de Hahn-Banach (M, (z) es convexo y cerrado), existe
y* e X*y B> atal que

(y*,z) > B, para todo z € M,(x)y (y*",y) < a.
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Ademas, existe & > 0 tal que § > £ > a. Considerar la vecindad U := {u € X: (y*,u) > £}.
Entonces, M, (x) C U y como M, es p-w-usc, existe ¢ > 0 tal que para todo 2z’ € B.(x) la
siguiente inclusion se tiene:

M, (') C{ue X: (y,u) + (£ —a) > &}

Entonces, gph(M,,) N (int(B.(z)) x {u € X: (y*,u) < a}) = 0.
Por lo tanto, en cualquier caso, existe ¢ > 0, y* € X* y a € R tal que (z,y,¢,y*, a) € F(w)
y (y*,y) < a. Se define § := a — (y*,y) > 0. Entonces, por (2.4), existe j € N tal que

(25(w), yj (W), £ (w), yj (w), a;(w)) € F(w),

max{|lz — z;(w)]], |g;(w) —el} < e/2, max{la;(w) — al, [(yj (@) =y y)|} <0/2.
Entonces, dado que ||z—x;(w)|| < /2 < gj(w), se obtiene que z € int(B,, () (7;(w))). Ademas,
(yjw)y) = W) =y 9+ W)

< 024+ (yy) =024+ a—4
< 0/2+ (oj(w) +6/2) = = aj(w).

Por lo tanto, (z,y) € int(B.,w)(z;(w))) x {u € X: (yj(w),u) < a;(w)}.
Afirmacion 3: Existen funciones medibles z7: Q — H, ag: Q@ = R, 2;: Q@ — X* 5,: Q = R

tales que
gph M, = [ (Ak(w) x Bi(w))° para todo w € €,
keN

donde Ay y By estan definidos por

Ayw) = {z € H: (o, 730)) — 5 lell? > Bu(w)),
By(w) = {u € X: (51(w),0) > m(w)}.
Demostracion de la Afirmacion 3: Por un lado, notar que,
int (B (r4(0))) = {r € H: o —mill? < Seulw)’)
= {we H: flall — (o, 0u() + g lmelw)]? < gen())

= {reH: (r,15(w)) - ;IISEII2 > Pr(w)} = Ar(w),

donde By (w) := zkp(w)|* — 3ex(w)? y zj(w) = zp(w). Por otro lado, definiendo z; = —y;;
Yy Y = —ay, se puede tomar Bi(w) := {u € X: (z{(w),u) > (w)}, lo que prueba la
Afirmacion.

Afirmacioén 4: Prueba del Teorema 2.0.5:
Siguiendo las ideas de [4], se considera una funcién 6: R — [0, 00) convexa y C* tal que

0(s) — {0 sis <0, (2.5)

s+b sis>1,
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para algin b € (—1,0). Esta funcién es posible construirla tomando cualquier funcién C*>
con soporte contenido en [0,1] y ademés positiva, por ejemplo ¥, y luego integrarla dos
veces, es decir, tomar 0(t) = [*__([*. ¥ (u)du)ds. Es importante notar que b no juega un rol
importante en la demostracion. Sin embargo, se hace notar que no puede ocurrir que b = 0.
La funcién 0 satisface la siguiente desigualdad:

6(s) < 6(1) + |s| + |b| para todo s € R.
Ademés, para cada k € N\ {0}, su k-ésima derivada es uniformemente acotada, i.e.,
108 o := sup{|8®(s)|: s € R} < 0.

Ahora, se considera la funcién p: Q x H x X — [0, 00) definida por

QulT,y) = On(w, ) - 05w, y)

neN G (w)"En (w)m2m (2.6)

donde . .
Bhwn) =0 ( g lanha) = glol? = 5,00,
) =0 (5 (20h) = ().

Cn(w) =14 [Bn(w)] + [l (W),
§n(w) = 14 [lz (W) + | (w)]-

Gracias a la Afirmacion 3, es facil ver que para todo w € €2, la siguiente equivalencia se tiene:
vu(r,y) =0 < (z,y) € gph M,,.

Puesto que 0 es convexa, la funciéon y — ¢, (x,y) es convexa para todo (w,z) €  x H.
Ademés, por [54, Proposition 4.1], la funcién = — ¢, (z,y) + L||y||||z]|* es convexa, para
algun L > 0, que dependera de la constante de Lipschitz de 6.

Usando la formula de Faa di Bruno (ver, e.g., [6, Lemma 5.1]), para todo k € N\ {0}, existen
constantes Cf, Ry > 0 (independientes de w, x y y) tal que

1D, (w, 2)I| < Cr(ll=l|* +1) v D"} (w, y)ll < R

Entonces, por la Regla de Leibniz aplicada a ¢, estas desigualdades implican que (2.1) y
(2.2) se tienen. Entonces, ¢, es una funcion C*.

Para finalizar, se probard la afirmacion (f). Sea xy — = en H y y, — y en X. Es claro
que para todon € Ny w € Q, 0L (w, ) — 0} (w,z) y 02(w,yx) — 62(w,y) cuando k — oo.
Entonces, cuando k& — oo,

Op(w, zx) - On(w, yp) | Op(w, ) - 07 (w,y)
Cn (W) (w)m2m Gn (W) (w)n2r ’

Finalmente, por el Teorema 1.3.5, se concluye que para todo w € Q, ¢, (Tk, Yp) = Vu(T,Yy),
lo que termina la demostracion. Il
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Observacién 2.0.6 El Teorema 2.0.5 fue enunciado cuando el espacio H es un Hilbert sepa-
rable. Sin embargo, la demostracion puede ser modificada cuando H es un Banach separable
donde su norma es diferenciable en X \ {0}, y en tal caso se obtiene una funcién ¢ con la
misma regularidad que la norma de H. En efecto, sea H un espacio de Banach separable con
su norma C' en X \ {0}. Entonces, se puede reemplazar el conjunto Ay (w) de la Afirmacién
3 por

Ap(w) ={r € H: ||z — 2p(w)||” < ex(w)’},

donde p > 1 es fijo. En la Afirmacién 4, las funciones 6! y ¢, pueden ser modificadas por

On(w, 2) = 0(en(w)” — [z — za(W)[I7),

Co(w) =1+ e, (w)P + || (W) ||P1.

Con este cambio, la funcién ¢ se define de la misma manera que en (2.6). La funcién obtenida
¢ es Cy gracias a que || D(]| - ||?)(2)]| < p||z||P~, existe M > 0 tal que para todo (w,z,y) €
Ox HxX

1Dz, y)ll < M(||z]”~" + D (llyll + 1)

Ademas, (2.2) se tiene y para todo z € H, y — ¢, (x,y) es C*®. O
Como una consecuencia del Teorema 2.0.5, se puede obtener el resultado principal de [4]. Mas
precisamente, [4, Theorem 1] establece que cada conjunto convexo y cerrado en un Banach
separable puede ser visto como el conjunto de minimizadores de una funcién C* y convexa.
Gracias al Teorema 2.0.5, es posible concluir algo mas fuerte: los valores de una multifuncién
medible con valores convexos y cerrados pueden ser escritos como los minimizadores de un
normal integrand C* y convexo.

Corolario 2.0.7 Sea M: Q2= X una multifunciéon medible que tiene valores convexos y
cerrados. Entonces, existe un normal integrand ¢:  x X — [0,00) convexo tal que para
todo w € Q, la funcién x +— ¢, (x) es C® y

M(w) ={z € X: p,(z) =0} para todo w € €.
Ademas, para todo k € N\ {0},

sup || DFp(z)|| < oo. (2.7)

(w,z)eQxX

DeMOSTRACION. Se define H = {0}. Es suficiente aplicar el Teorema 2.0.5 a la multifuncion
M: Q x H= X definida por M(w, ) = M(w). En efecto, es claro que gph M, = H x M(w)
y, entonces, w = gph M, es una multifuncién aleatoria (i.e., es medible con valores cerrados).
Ademas, para todo w € €, M, es p-w-usc (puesto que es constante). Entonces, por el Teorema
2.0.5, se puede encontrar un normal integrand ¢: Q x {0} x X — [0, 00) que es C*° y cumple
las propiedades descritas en dicho teorema. Entonces, la funcion ¢, := ¢,,(0, ) es un normal
integrand C* sobre €2 x X. Ademas, se tiene que para todo w € €2,

ye Mw) < (0,y) € gph M, < ¢,(0,y) =0 < ¢,(y) =0.

La convexidad de la funcién ¢, se sigue del Teorema 2.0.5-(c). Finalmente, (2.7) se concluye
del Teorema 2.0.5-(e). O
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El Teorema 2.0.5 permite dar una representacion para multifunciones medibles con valores
cerrados sobre un espacio de Hilbert separable.

Corolario 2.0.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y M: 2= H una multifuncién
medible con valores cerrados. Entonces, existe un normal integrand ¢:  x H — [0, 00) tal
que

(a) Para todo w € Q, M(w) ={zx € H: p,(x) = 0}.

(b) Para todo w € €, la funcién = +— ¢, (z) es C* y para algin L > 0 la funcién = —
0o () + L||z||? es convexa.

(c) Para todo k € N\ {0}, existen constantes ay, b, > 0 tal que para todo x € H

sup ID" g (@) < arll|® + by (2.8)

Observacién 2.0.9 Es importante mencionar que en el Corolario 2.0.8, a pesar de que los
valores de M (w) son simplemente cerrados, la funcién obtenida ¢, no estd tan lejos de ser
convexa. De hecho, ¢,, es la diferencia de funciones convexas: ¢, = (o, + L|| - [|?) — L|| - ||>.

DEMOSTRACION. Se considera X = {0} y la multifuncién M: Qx H= X definida por

~ _J{0}  siz e M(w),
M(w, o) = {@ six ¢ M(w).

Es claro que gph M, = M (w) x {0}. Entonces, M es una multifuncién aleatoria. Para probar
que M es p-w-usc, sea w € € y se supone que Mw(a:) C{ue X: (y*,u) < a} paray* € X* =
{0} y & € R. Por un lado, si M, (z) = {0}, entonces claramente {u € X: (y*,u) < a} = X.
Por otro lado, si M, (z) = 0, entonces 2 ¢ M(w). Dado que M(w) es cerrado, existe ¢ > 0
tal que B.(x) N M(w) = 0 y entonces Mw(a:’) = () si 2’ € B.(z). Entonces, para cada n > 0,
M, (2") € {u € X: (y*,u) < a+n}. Por lo tanto, M es p-w-usc.

Gracias al Teorema 2.0.5, existe ¢: Q x H x {0} — [0,00), que es un normal integrand C* y
representa a la multifuncion M. Entonces, la funcién Yw = Pu(+,0) es un normal integrand
C* tal que para todo w € €}

€ Mw) < (x,0) € gph M, <= ¢,(2,0) =0 < @, (z)=0.

Finalmente, gracias al Teorema 2.0.5-(d), la funciéon = — ¢, (z) + L||z||* es convexa para
algin L > 0, ademads la desigualdad (2.8) se tiene gracias a 2.0.5-(e). O

Por ltimo, el siguiente teorema muestra una representaciéon de multifunciones con valores
en el espacio dual, similar al Corolario 2.0.7, donde se prueba que la semicontinuidad inferior
de los epigrafos de las funciones soporte induce continuidad en ambas variables del normal
integrand.

Teorema 2.0.10 Sea T un espacio métrico y X un espacio de Banach separable. SiC': T'= X*
es una multifuncién con valores convexos, débil* cerrados y no vacios tal que t = epioc(,) es
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Isc. Entonces, existe un normal integrand convexo ¢: T'x X* — [0, 00) donde ¢, es C* para
todo t € T' y cumple que

x* € Ct) & p(t,2") = 0 para todo (t,z") € T x X".

Ademis, ¢ puede ser escogido tal que, para todo k € N\ {0}, la funcién (¢, z*) — D, (z*)
es continua con  sup  ||[D¥p,(z%)| < oo.
(t,z*)eTxX*
DEMOSTRACION. Es claro que para todo ¢t € T, el conjunto epiocyy C X X R es cerrado,
convexo y ademés es no vacio pues (0,0) € epiocq. Luego, como consecuencia de [38,
Theorem 6.3.11], existen funciones continuas z,: T — X y v,: T — R tal que para todo
teT
epiocqy = cl((zn(t), Y (t))n).

Entonces, se considera la funciéon ¢: T x X* — [0, 00) definida por

p(t,z") = 21n9§(n( ) ),

neN

donde

(1) =0 (20 = (0)) 3 6(0) = L )] + (0]

Aqui 0 es la funcién C*™ y convexa definida en (2.5). Entonces, se observa que
On(t,z") =0,Yn e N

9<£n() ¥ zp( )>—%(t))>:0,‘v’n€N

(2, (1)) < Yu(t), Vn € N
(x",y) < a, V(y,a) € epioc. (2.9)

o(t,z*) =0

IHIIHI

Luego, si 2* € C(t) y (y,a) € epiogw) se tiene que (z*,y) < ocw(y) < a y entonces
©(t,z*) = 0. Reciprocamente, si ¢(t,z*) = 0, por contradiccién, se supone que z* ¢ C(t),
gracias a que C(t) es débil* cerrado y convexo, por el Teorema de Hahn-Banach (ver [47,
Theorem 3.4 (b)]) sigue que existe x € X, o € R y £ > 0 tal que para todo y* € C(t)

(y',x) +e < a < (z" x),

y por tanto ocw)(z) + ¢ < (2%, 2), luego (z, (z*,2) — €) € epiocw y entonces por (2.9)
(x*,x) < (z*,z) — e lo que es falso y se llega a una contradiccién, entonces z* € C(t). Por
tanto,

o(t,x") =0 <= 2" € C(t).

El resultado sigue de argumentos similares a los dados en la prueba del Teorema 2.0.5. [
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2.1. Aproximaciéon de multifunciones aleatorias y fun-
ciones

En esta seccién se mostraran algunas aplicaciones del Teorema 2.0.5, relacionadas con la
aproximacion suave de multifunciones aleatorias y normal integrands.

Corolario 2.1.1 Sea H un espacio de Hilbert separable y X un espacio de Banach separable.
Sea M : 2 x H = X una multifuncién aleatoria tal que, para todo w € 2, M,, es p-w-usc con
valores convexos. Entonces, existe una secuencia de multifunciones aleatorias M*: Ox H = X
con valores convexos tal que:

(a) Para todo w € Q, gph M**1 C gph M* para todo k € Ny

() gph MY = gph M,
keN

(b) Para todo w € Q, cll'™*(lim sup gph M*) ¢ gph M,,, donde cl!"I** denota la adherencia
(secuencial) respecto a la topologia producto en H x X cuando a X se le dota de la
topologia débil.

(c) Para todo w € Q, si x € dom(M,,) y k € N, existe una vecindad U de z tal que para
todo z’ € U, los conjuntos M¥(z) son cuerpos convexos C*°.

(d) Si para w € Q, dom(M,) = H, entonces para todo k € N, la frontera del conjunto
gph M* es una subvariedad C*.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.0.5, existe una funcion ¢ que es C* tal que para todo w € €
(z,y) € gph(M.,) = @u(z,y) = 0.

Se considera ¢;, | 0 y la multifuncién M*(w,z) := {2 € X: ¢, (z,2) < &,}. Se probard que
(M*)gen es la secuencia de multifunciones requerida.

Afirmacién 1: M* es multifuncién aleatoria

Demostracion de la Afirmacion 1: Por la continuidad de ¢, y la medibilidad de ¢(-, x, y) para
todo (z,y) € H x X, es claro que M* es una multifuncién aleatoria con valores convexos.
Entonces, por la continuidad de ¢, la multifuncién w = gph(M?F) es medible con valores
cerrados. Ademas, por la convexidad y continuidad de ¢, (z,-), el conjunto M*(w,x) es
convexo y cerrado.

Afirmacién 2: La parte a) se tiene.

Demostracion de la Afirmacién 2: Por un lado, es claro que gph(M,,) C gph(MF) para todo
k € N. Por otro lado, para todo (x,y) € H x X tal que ¢, (z,y) < & y para todo k € N,
se tiene que ¢, (z,y) = 0. En efecto, dado que g, — 0T, resulta que Nyey gph M* = gph M,,
para todo w € 2.

Afirmacién 3: La parte b) se tiene.

Demostracion de la Afirmacion 3: Sea (z,y) € cll™®(lim sup gph MF). Entonces, existe una
secuencia (z,,,Yn,) € gph(M2*), donde (ng)reny C N es estrictamente creciente, tal que
— XY Yn, — y. Entonces, dado que ¢ es || - ||-débil continua y @, (Tn,, Yn,) < Eny,, S€

\Xw(

Ty,
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sigue que ¢, (z,y) = 0. Entonces, (z,y) € gph M, y asi
> (lim sup gph MF¥) € gph M, para todo w € Q.

Afirmacién 4: La parte c) se tiene

Demostracion de la Afirmacion 4: Se fija x € dom(M,,) y k € N. Entonces, existe y € X
tal que ¢, (z,y) = 0. Por la continuidad de ¢, es posible encontrar una vecindad U x V' de
(z,y) tal que la siguiente implicacién se tiene:

(2',y) e UxV = o (2, y) < e

Sea 2’ € U. Entonces, dado que V C M¥(z2'), Mk (2") es un convexo, cerrado de interior no
vacio. Sea z € bd M*(2') := {v € X: ¢, (2/,v) = &,}. Entonces, observando que ¢, (', ) es
una funcion C* y convexa, se obtiene que

Dyp,(2',v) =0 <= v es un minimo de ¢, (z', ).

Ademés, ¢, (2',y) < e = ¢.(2',2). Entonces, D,p(2',z) # 0 para todo z € bd M¥(z'),
entonces por la Proposicién 1.2.18-(b), M¥(z') es un cuerpo convexo C*°.

Afirmacién 5: La parte d) se tiene:

Demostracion de la afirmacion 5: Suponga que dom(M,,) = H. Es claro que el conjunto
{(z,y) € Hx X: p,(x,y) < e} es no vacio. Entonces, gph M* tiene interior no vacio.
Ademds, gracias a que dom(M,,) = H y ¢, (x,) es convexa para todo = € H,

bdgph M = {(z,y) € H x X: g, (2,y) = 1}
Sea (z,y) € bdgph M*, como x € dom M, sigue que existe ¢y € X tal que o (x,y") = 0.
Entonces, si Dy(z,y) = 0, se tiene que Dyp(z,y) = 0. Luego, por convexidad, y es un
minimo de la funcién ¢, (z,+). Sin embargo, dado que ¢, (x,y’) < ¢u(z,y), se obtiene una
contradiccién. Por lo tanto, Dy, (z,y) # 0 y se puede aplicar la Proposicién 1.2.18-(a) para
concluir que bd gph M* es una subvariedad C*. [

El resultado anterior entrega una nueva técnica para aproximar multifunciones aleatorias.
En efecto, en el siguiente resultado, se construye una secuencia de aproximaciones cuyos
valores son cuerpos convexos C*. Aca se hara uso de la nociéon de convergencia esencialmente
uniforme de multifunciones la cual fue definida en (1.5).

Corolario 2.1.2 Sea M : Q = R? una multifuncién medible con valores cerrados, convexos
y no vacios. Entonces, existe una secuencia de multifunciones medibles Sj: 2 = R? conver-
giendo esencialmente uniforme a M y cuyos valores son cuerpos convexos C*> para todo
w € Q.

DeMOSTRACION. Sea X = R? y H = {0} y al igual que en la prueba del Corolario 2.0.7, se
considera la multifuncién aleatoria M (w, ) := M (w). Se toma la secuencia de multifunciones
aleatorias (My); asociada a la secuencia (gx); con g, — 0% que entrega el Corolario 2.1.1.
Entonces, los valores de M, son cuerpos convexos C*, y por el Corolario 2.1.1-(a), se tiene
que para todo w € €

d(My(w), M(w)) — 0 cuando k — co. (2.10)
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donde d es la distancia definida en (1.4). Se toma la funcién f: 2 x N — [0, 00) definida por
fw, k) = d(My(w), M(w)). Usando la definicién de la distancia d y la Proposicién 1.4.3-(b),
es claro que w — f(w, k) es medible para todo k € N. Luego, para todo n € N, la multifuncion

Jn:w = {k € N: f(w, k) < 1/n} es medible pues si I es abierto en R entonces

J (1) = {weQ: J(w)NI#0}
U {weQ ke d,(w)}

kelInN

- U {weQ: flw, k) <1/n},

kelInN

que es medible ya que w — f(w, k) es medible y la unién es numerable. Ademds, dada la
convergencia (2.10), J,(w) es no vacio y cerrado para todo w € 2. Entonces, existe una
seleccion medible A, : €2 — N tal que

1
d(My, ) (w), M(w)) < — para todo w € €.

n
Finalmente, por (2.10), la multifuncién medible S, : w = M), (w) converge esencialmente
uniforme a M con respecto a la métrica definida en (1.4). O
El siguiente resultado trata de aproximaciéon de normal integrands, por normal integrands

Cc™.

Teorema 2.1.3 Sea f: {2 x H x X — R un normal integrand. Se asume que f es convexa
respecto a la variable en X y que la funcién conjugada

r— fi(z,x%) = Sg}g(w*,w — fulz,y) (2.11)

es semicontinua superior para todo w € 2y x* € X*. Entonces, existe una secuencia creciente
de normal integrands C*, f: 2 x H x X — R tales que para todo w € §2

hin fr(w,z,2z) =sup fr(w,z,2) = f(w,z,2) paratodo (z,2) € H x X. (2.12)
k

Ademas, las funciones f; son convexas con respecto a la variable en X.

DEMOSTRACION. Se va a considerar la multifuncion M : Q2 x H — X x R definida por
My (z) :={(y,a) € X x R: fo,(z,y) < a}.

Se observa que gph M,, = epi f,, para todo w € (2.

Afirmacién 1: La multifuncién M es aleatoria con valores convexos y cerrados. Ademas,
para cada w € Q, x = M, (z) es p-w-usc.

Demostracion de la Afirmacion 1: Dado que f es un normal integrand, M es una multifuncién
aleatoria con valores no vacios. La convexidad de los valores M, (z) sigue de la convexidad
de f con respecto a la variable sobre X.

Para probar la propiedad p-w-usc, se toma w* € X* y a,v € R tal que

M,(z) C Cypr oy = {(u,f) € X x R: (w*,u) + af < ~v}.
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Por la definicién de Cy» 4, sigue que a < 0.

Si o = 0, entonces w* = 0y v > 0. Por tanto, Cy+ o4 = X X R, y en este caso se tiene la
propiedad.

Por otro lado, si a < 0, entonces

(Ja| 'w*, u) — fo(x,u) < v|a|™" para todo u € X,

lo que implica que f*(z, |a| " w*) < y]a|™. Por la hip6tesis de semicontinuidad superior de la
funcién conjugada (2.11), para todo n > 0, existe ¢ > 0 tal que f*(2/, |o| 'w*) < (y+n)|a|™
para todo 2’ € B.(z). Por lo tanto, para todo u € X

(lal ™ w" u) = fu (@', u) < (v +m)|al ™

Finalmente, si (u, 3) € M,(z') para 2’ € B.(z), entonces (u, ) € Cy* a~+n, l0 que prueba
que H 3 = M, () es p-w-usc para todo w € Q.

Afirmacién 2: Existe una secuencia de normal integrands (f*) satisfaciendo lo establecido
en el Teorema.

Demostracion de la Afirmacion 2: Dado que dom M, = H para todo w € €2, se puede aplicar
el Corolario 2.1.1-(d) para obtener una secuencia de multifunciones aleatorias (M*);, tal que
para todo k € Ny w € Q, la frontera del conjunto gph M* es una subvariedad C* y

ﬂ gph M* = gph M, Vw € Q.
keN

Entonces, para todo k € N, existe un normal integrand f*: O x H x X — R que es C®
tal que gph M* = epi f* para todo k € N y w € €. Para probar esto, notar que gph M* =
{(z,y,a): pu(z,y,a) < e}, ademds la funcién « — @, (x,y,«) es decreciente para todo
(r,y) € H x X, por lo tanto gph M* es el epigrafo de alguna funcién (ver e.g. [45, pag.
7]), esa funcién C* dado que la frontera de gph M* es una variedad C*° de codimensién 1.
Ademas, para todo w € Qy k € N, fA1 < fk < f puntualmente. Luego,

sup f(ff(x,y) < fu(z,y) para todo (z,y) € H x X.
keN

Ahora, si (z,y) € Hx X, se toma « := sup,cy f*(z,), el cual satisface que (z,y, a) € gph M*
para todo k € N. Finalmente, (x,y,«) € gph M, entonces f,(x,y) < «, lo que prueba
(2.12). O

El siguiente resultado muestra condiciones suficientes que permiten verificar la condicién
(2.11) del Teorema 2.1.3.

Proposicion 2.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1.3, la condicion de semicontinuidad
superior (2.11) se cumple en los siguientes casos:

(a) Para todo w € Q, la funcion f,: H x X — R es uniformemente continua.

(b) El espacio X es reflexivo, para todo w € ), si x, — = y y, — y, entonces

fuo(z,y) < limsup fo,(2n, Yn),
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y para todo w € Q yx € H, existe d >0, a >0 y S € R tal que

allyll® + B < fu(a',y) para todo (2, y) € Bs(x) x X. (2.13)

DEMOSTRACION. (a): Fijar w € Qy sea y* € X*, & > 0y una secuencia (z,), C H convergiendo
a z. Por la continuidad uniforme de f,, existe 6 > 0 tal que si ||z —2'|| <dy |ly— V| <o
entonces |f(z,y) — f(2/,y')| < e. Luego, ya que z, — z, existe N € N tal que ||z, — z| < ¢
para n > N. Entonces, para todoy € X yn > N, |f,(x,,y) — fo(x,y)| < €. Entonces, para
todon > N,

2161)13 fw(xvy) - fw(wmy) <e.

Por lo tanto, usando la ultima desigualdad, se obtiene que para todo n > N,
fo(@n, y*) = sup(y”,y) — fu(@n, y)
yeX
= sup(y*,y> - fw(xa y) + fw(x,y) - fw<xm y)
yeX
< sup(y", y) — fo(@,y) +sup fu(z,y) — fulzn, y)
yeX yeX
< filz,y") +e
Tomando n — oo en la desigualdad anterior, se obtiene que, para todo € > 0
limsup f(zn, y") < fo(z,y") + ¢,
n—o0
lo que implica (2.11).

(b) Fijar y* € X* y w € . Se probara primero que la funcion = — f*(z,y*) toma valores
finitos. En efecto, por (2.13), para todo y € X

W y) — folzy) <y vl — allyll* - 8

* 2 * |2
_ . (HyH _ly ||> _p

200 42
ly*II?
< 3 _
<-5- 11,
lo que implica que f*(z,y*) < —f5 — % < oo para todo x € H.

Para probar la semicontinuidad superior, se procede por contradiccion. Si la funciéon z +—
f(z,y*) no es semicontinua superior en x € H, existe (z,) C H convergiendo a z y € > 0
tal que

fo(@,y™) +e < limsup fi(zn, y").
n—oo
Entonces, existe una subsucesién (z,, )k, tal que
* * € * *
fw(xay ) + 5 S fw(mnmy )

Sea § > 0 tal que (2.13) se tiene. Entonces, existe N € N tal que z,, € Bs(z) para todo
k > N. Usando la definiciéon de la conjugada, se puede encontrar (y,,)r C X tal que para
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todo k se tiene que
fo(an,y") <

Por lo tanto, para todo k

+ <y*7ynk> - fw(xnkvynk)'

> M

Fo(@y™) & fol@ngs Yn) + 3 < Y7 Uni)- (2.14)

€
4

Ademés, usando (2.13), para k > N se tiene que

2
oy E o g [yl ly*|I”

fw($,y ) + Z S <y 7ynk> - fw(xnkvynk) S —Q (”ynkH - 20é - B - 4@2 )

lo que muestra que la secuencia (y,,) es acotada. Entonces, sin pérdida de generalidad, se
puede asumir que y,, converge débil a algin y € X (pues X es reflexivo). Entonces, por
hipétesis, f,(z,y) < limsup fo(Tn,, Yn.) Y U Un,) — (¥*,y). Finalmente, si se toma limite
en (2.14), se obtiene una contradiccién con la definicién de conjugada. O]

Para probar el siguiente resultado, sera necesario extender la nocién de funcion prox-acotada
al contexto de normal integrands (ver, e.g., [45, Definition 1.23]). Un normal integrand f: € x
R? — R U {oo} se dice proz-acotado si existe una funcién medible A: Q@ — (0,00) tal que
para todo w € Q existe x € R? satisfaciendo

1
2\ (w)

exw ful®) = inf {fo(2) + lz = 2]1*} > —co.
El siguiente resultado es una versién funcional del Corolario 2.1.2, también puede ser visto

como una extension del Teorema 2.1.3 para funciones a valores en la recta extendida, definidas
sobre espacios de dimension finita.

Corolario 2.1.4 Sea f: 2 x R? — R U {oco} un normal integrand prox-acotado. Entonces,
existe una secuencia ( f*);, de normal integrands que son C*°, cumplen que f* < f, y convergen
epigraficamente uniforme a f.

DemosTRACION. Como f es prox-acotada y [45, Theorem 1.25], existe una funcién Ag: 2 —
(0,00) tal que para todo A € (0, A\f(w)] la funciéon

, 1
exful@) = inf fu(y) + g5lle —yl*,

toma valores finitos, es continua y ey f.(x) — f,(z) para todo z € R% Ademds, notar que
g: (w,y) = fu(y) + 35/lyl? es un normal integrand y ey fo,(z) = 55/|z]|* — g5 (52). Por la
Proposicién 1.4.2, g* es un normal integrand y asf (w,z) — ey f.(7) es A ® B(R?)-medible.
Afirmacién 1: Para todo n € N, la multifuncion

M, : w={\ € (0, \f(w)): d(epi f,,epiey fo) < 1/n},

es grafo-medible con valores no vacios.

Demostracion de la Afirmacion 1: Notar que w = epi f,, y w = cl(epie, f,,) son multifunciones
medibles por la Proposicion 1.4.1. Si ¢(w,\) := d(epi f,,,epie, f.), usando la Proposicién
1.4.3 v la definicién de la métrica d, se sigue que w — ¢©(w, \) es medible para todo A > 0.
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Por otro lado, por [45, Theorem 1.25], se tiene que A — ¢(w, A) es continua en (0, Af(w)]
para todo w € 2, ahora, se define

Plw,\) si A < Ap(w
bl ) = § 70N AN

ol Ay(w)) i A > (),
es claro que para todo A > 0, la funcién ¢(-, A) es medible y para todo w € Q, la funcién
A = ¢(w, \) es continua por construcciéon, luego por la Proposicion 1.4.4, ¢ es A® B((0, 00))-
medible, ademas

gph(M,) = {(w,A) € 2% (0,Ar(w)): p(w,A) <1/n}
= ¢ 1([0,1/n]) N {(w,\) € Q2 x (0,00): A < Ap(w)}

que es medible, esto indica que M, es grafo medible, ademés como e, f,(x) — f,(x) para
todo x € R? se tiene que p(w, ) — 0 si A — 07 para todo w € €, luego M, (w) es no vacio
para todo w € 2.

Entonces, en virtud del Teorema 1.4.6, es posible encontrar una funcién medible A,,: 2 — R
con \,(w) € (0, A\f(w)) v tal que

d(epi f.,, epi e, (w) Jw) < 1/n para todo w € .

Se define g’ := ey, () fu, que es un normal integrand (por la misma razén por la cual (w, z) —
ex [, 1o es). Por el Teorema 2.1.3 (aplicado sobre H = R? y X = {0}), se puede encontrar
una secuencia (g ), de normal integrands C* tal que g7 (w,-) < giy(w, ) < ¢"(w,-) en Qy

sup gy (w, x) = ¢"(w, x) para todo = € H.
keN

Afirmacion 2: Para todo n € N, existe un normal integrand §" que es C* tal que

d(epi§"(w,-),epig"(w,-)) < 1/n en Q.

Demostracion de la Afirmacion 2: Se define la multifuncién

Gn:w € Q={k € N: d(epig;(w,-),epig"(w,-)) < 1/n}.

Usando el mismo argumento del Corolario 2.1.2, se tiene que G,, es una multifunciéon medible
con valores no vacios, entonces, por el Teorema 1.4.6, existe una funcién k: €2 — N medible
tal que

ci(epigg(w)(w, ),epig™(w, ) <1/n en Q.
Luego, se define §" := gj ) y se observa que es medible y C*.

Entonces, considerando ! := §"(w, -), se tiene que p-c.t.p. en 2

_ _ _ 1 1 2
d(epi f}, epi f.,) < d(epi [, epigy) + d(epi g, epi fo,) < o=
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sigue que (f™), converge epigraficamente uniforme a f. Finalmente, (f™), es la secuencia
deseada. ]

2.2. Selecciones integrables como minimizadores de fun-
cionales integrales

En esta seccion, se hard uso del Teorema 2.0.5 para probar que los conjuntos de seleccio-
nes p-integrables de multifunciones medibles pueden ser representados como el conjunto de
minimizadores de un funcional integral diferenciable y convexo.

El primer resultado en esta parte, es en el caso de una multifuncién medible con valores
cerrados, convexos y no vacios.

Teorema 2.2.1 Sea (2, A, 1) es un espacio de medida finita y completo. Sea p > 1. Sea
M: Q= X un multifunciéon medible con valores cerrados, convexos y no vacios tal que el
conjunto de selecciones p-integrables S%, es no vacfo. Entonces, existe un normal integrand
C>™ y convexo ¢: 2 x X — [0,00) tal que

St = {:c e LP(9), X): / o((w))dp = 0} (2.15)
Ademas, el funcional integral Z, es Frechet diferenciable, donde su derivada estd dada por
/ Dy, (z(w))dp para todo x € LP(Q2, X). (2.16)

Donde la integral anterior es la de Gelfand. Si p > 2, entonces Z,, es de clase C*.

DEMOSTRACION. Considerar el normal integrand ¢ asociado a M dado por el Teorema 2.0.7.
Sea xo € S%,. Entonces, por (2.7),

0<Z,(x)<k- sup | Dey,(2)| ||z — o, paratodoz e LP(Q,X),
(w,z)eQx X

donde )
o @) sip e (1 00),
B M(Q>7 si p = 0.

Entonces, el funcional Z, es finito sobre LP(£2, X). La igualdad (2.15) puede ser facilmen-
te verificada usando las propiedades de ¢. Por como se defini6 ¢ en el Teorema 2.0.7
es que w — Dy, (z(w)) es débil* medible, ademas como el espacio es de medida finita,
w i (Dy,(x(w)),y) es integrable para todo y € X, por lo tanto w +— Dy, (z(w)) es Gelfand
integrable.

Ahora, se procede a probar que Z, satisface (2.16) cuando p € (1,00]. En efecto, por la
medibilidad de ¢, la integral en el lado derecho de (2.16) estd bien definida. Ademés, por la
férmula de Taylor ([11, Theorem 5.6.2]), para todo (w,z) € Q x X

e (@ + h) — @u(@) — Dou(@) (W)l < Cal|A]I*, (2.17)

donde Cy 1= sup, yyeaxx [[D*¢u(z)||. Fijar € > 0 y considerar una secuencia de funciones
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(hj) C LP(£2, X) convergiendo en norma a 0. Entonces, se puede encontrar j, € N tal que
para todo 7 > 7jo
u(Aj) <e sipe(l,00),

pn(A;) =0 si p = oo,

donde, A; := {w € Q: ||h;(w)|| > ¢}. Ahora, se consideran las cantidades

B = [T+ hy) = To(@) = | Dipuw(e)) (hy(w))dn|.

8= | [, Tw)dn).

5= | [ Tyw)dn,

donde
T} (w) i= u(@(w) + h(w)) = u(r(w)) — Dpu(x(w)) (hy(w)).

Estimacion de 6} . Es claro que 6} = 0 para p = 0. Luego, en el caso p > 2, sean u € LP(Q, X)
con |lul|, <1, usando (2.7) y la Proposicién 1.3.11, se tiene que

IN
5
€

(0(@) + b)) = eulo@)l dp+ [ 1Deu(w(w))(hy(w))ldy
Cr [, Whs(@)ldpeC [ iyl
= zca/ ()l dpa

—1
< 20(A) T [hlly < 2CaIhsllye™

IN

luego, se tiene que §; < 2C - 51)771thHp.
Estimacion de 5]2 : Usando (2.17) y la Proposicién 1.3.11, para p € (1,00) se tiene que

p-1
B} < Cop(Q) 7 ||yl - <.

Mientras que si p = oo se tiene que 57 < Cou(€2)||hyll,-€. Entonces, usando estas estimaciones,
sipe (1,00)

B;

T <20, -7 +C'2,u( )ijthijwE para todo j > jo.
p

y sip = oo, Hh H < Cou(R) - . Por lo tanto, se concluye que para p € (1, 0]

Hhin <I (z+hy) / Do (x(w)) (hy(w ))du> — 0,

cuando j — oo. Por tltimo, es claro que LP(Q, X) 2 h — [, Do, (z(w))(h(w)) es lineal y
continua (por Holder), asi que esto prueba que Z, es Frechet diferenciable. Para ver que es
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Clsip>2 seaue LP(Q,X) con ||ull, <1, entonces

| /QDsDw(y(w))(U(W)) — Do (z(w))(u(w))dp|
/Q | Deu(y(w))(w(w)) = Doy (z(w))(u(w))dp

< 1) 7 Ny =l - llully < w(Q) 7 lly = ]l

IA

se sigue que ||DZ,(y) — DZ,(z)| < u(Q)%Hy — x|, lo que prueba que x — DZ,(z) es
continua. [

Observacion 2.2.2 Cuando p = 1, el resultado anterior no se cumple. En efecto, considerar
X =R, Q=[0,1] y la cualquier funcién ¢: X — [0,00) convexa, C* y no lineal (que puede
estar asociada, por ejemplo, a la multifuncién M: w=¢~1(0)). No es dificil ver que Z, es
Gateaux-diferenciable en L'(Q, X) y su derivada es DZ,(z) = [, {¢'(x(w)), )du. Si I, es
Frechet-diferenciable, entonces su derivada de Frechet coincide con su derivada de Gateaux.
Se pueden tomar las funciones h. := 1y, para cada € > 0. Sea a € Ry la funciéon z,: 2 — R
que cumple que z,(w) = a para todo w € 2, entonces

thHl [ Z(he + 2a) = Lp(wa) = DLp(wa)(he)| = i!w(a +1) —ep(a) — ¢'(a)e|
=|p(a+1) — ¢ (a) — p(a)l,

luego si se escoge a € R tal que p(a + 1) — p(a) # ¢'(a), entonces la cantidad anterior no
converge a cero. Esto prueba que Z,, en general no es Frechet diferenciable en L'(£, X).

Observacién 2.2.3 Si p = oo, se puede probar, usando las misma ideas de la demostracién
del Teorema 2.2.1, que el funcional Z,, (definido en (2.15)) es de clase C*°, donde su derivada
estd dada por DFZ,(z)(hy, ..., hy) = [q Doy (x(w))(hi(w), ..., hg(w))dpu.

El siguiente resultado es una versiéon mas general del Teorema 2.2.1 donde ahora se considera
una multifuncién aleatoria definida sobre €2 x H a valores en X, las ideas de la demostracion
son bastante similares.

Teorema 2.2.4 Sea (9, A, ) un espacio de medida finita y completo. Sea p > 2. Sea
M : Q x H= X una multifuncién satisfaciendo las hipotesis del Teorema 2.0.5. Suponga que

existe v € Hyy € LP(Q, X) tal que p-c.t.p. (z,y(w)) € gph(M,,). Entonces, existe un normal
integrand C' y convexo en X, ¢: Q x H x X — [0,00) tal que

Shi(x) = {y e LP(Q,X): / Yoz, y(w))dp = O}, (2.18)
donde S%,(z) denota el conjunto de selecciones p-integrables de w = M (w,z), para cada
x € H. Ademas, el funcional integral 7., es Frechet diferenciable sobre H x LP(€, X), con
derivada dada por

DI, (x,y) = / Dy, (z,y(w))dp para x € Hy y € LP(Q, X), (2.19)

Q

donde la integral anterior es la Gelfand. Si p > 3, entonces Z,, es de clase C'.
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DemosTRACION. Considere el integrand ¢ asociado a M dado por el Teorema 2.0.5. Por hipo-
tesis, existe xg € H tal que S%,(xq) # 0, luego sea yo € Sh,(xo). Entonces, en virtud de (2.1),
si (x,y) € Hx LP(Q, X)

Ly(,y) < /Q(Hﬂf—xo”"'”y(w)—yo(w)”)ti%%||D¢w(($7y(w))+t($0,yo(w)))”dﬂ

< G /Q(Hx = ol + [y (w) = yo() DUy ()l + llyo()l + V)(l[z]| + [[zoll + 1)dp
< Culllzll + [lzoll +1)([lz = ol /Q(Hy(w)ll + lwo(w)l] + 1)dp

+ /Q(Ily(w) = Yo(W)I([[y ()]l + llyo(w) [l + 1)dp)
< Ci(flzll + lzoll + 1) (llz — ol /Q(IIy(W)II + lwo(@)l] + 1)dp (2.20)

3 [ (@) + () + Ddp)

luego, como p € (2, 00] y la medida es finita entonces LP(Q, X) estd contenido en L'(Q, X) N
L*(Q, X), por lo tanto las integrales en (2.20) son finitas, luego 0 < Z,(z,y) < oo, asi que
T, toma valores finitos en H x LP(€, X). La igualdad (2.18) puede ser facilmente verificada
gracias a las propiedades de ¢. De igual manera que en el teorema anterior, se verifica que
w— Dy, (x,y(w)) es Gelfand integrable.

Ahora, se procede a demostrar que Z,, satisface (2.19). En efecto, como ¢ es medible, la
integral en el lado derecho de (2.19) estd bien definida. Ademés, por la férmula de Taylor,
para todo (w,z,y) € @ x H x X

I ((x,y) + (h, k) = u(,y) = Dou(z,y)(h, )| < Ral|(h, k)%, (2.21)
donde
R, = ind 1D pu((z,y) + t(h, k)| < Co(L + Iyl + [[E[) (L + ([lz]] + [|2]))"),

gracias al Teorema 2.0.5-(e). Fijar € > 0 y considerar una secuencia (h;, k;) C H x LP(2, X)
convergiendo a (. Entonces, se puede encontrar j, € N tal que para todo j > jo

a; = p(A;) <e sipe(2,00),
pn(A;) =0 si p = oo,

donde, A; := {w e Q: ||(h;,kj(w))|| > e}. Ahora, se consideran las cantidades

Tj(w) == @u((2,y(w)) + (hy, k;(w))) = pu(, y(w)) — Dew(@, y(w))(hy, ki (w))-

Para hacer las estimaciones de estas cantidades, sera 1til la desigualdad de Hoélder y el teo-
rema del valor medio. También se considerara la norma usual en H x LP(§2, X') dada por

1
I ﬂj =

8= | [ Tiw)dn

/. Tw)dp

J

B = H/AQTj(w)dM

donde
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Gz, I = Nl + [yl

Estimacion de 5]1 - Es claro que 5]1 = 0 para p = oo. Entonces, se verd el caso p € (2,00).
Usando (2.7) y la Proposicién 1.3.11, y se define ~,, := C,,(1 + (||=]| + ||2;])™), entonces

J, 1T5@)ld
< 16 () (i, Ry @) = @l y(@D) i+ [ 1D, 06 g )l

< /Av(1+ [y ()l + 1[F5 @) DRy, k(@) lldpe

J

+ /A L+ Dy @)D+ lalDll g ks ()l

<2-m /A_(l + g () + 115 @) D Ay, k() lldpe

J

p=2 p=1 p=1
<21 (|Chg, kI (A 7 - (sl + llylly + 2(82) ) (1 + u(2) 77)
<21 (Chg, kpIE-em - (sl + llyllp + () 7)1+ u(€2) 7).
Esto permite concluir que

BE< 2y [y k) e - (K5l + [yl + ()7 ) (1 + u(2) 7).

Estimacion de ﬂjz : Usando (2.21) y con argumentos similares a los de antes, se obtiene que
sip € [2,00)

p—1

B2 < 2 ma(L+ ()T ) - Ikl + gl + () ()7 1|y, kI

y si p = oo, entonces 37 < - ya(1+ ||kl + |yllp) - I(hy, kj)|| - 1(€2). Entonces, gracias a estas
estimaciones, se concluye que para p € (2, o]

1
T 5l (Isa((%y) + (hy, k;)) — (2, y) —/ D%(%y(w))(hwkj(w))d@ — 0,
[(hy, k)| Q
si 7 — o00. De forma similar que en el Teorema 2.2.1 se prueba que si p > 3, entonces
(z,y) — DI, es continua, y por lo tanto Z, es de clase C'. O

2.3. Ejemplos en Optimizacion

En esta seccion se muestran dos ejemplos donde los resultados previos pueden ser utilizados
para dar condiciones de optimalidad en problemas de optimizacion.

El primer ejemplo trata sobre la minimizacién de una funcién con restricciones de equilibrio,
la cual involucra una multifuncién.

Ejemplo 2.3.1 (Optimizacién con restricciones de equilibrio) Considerar el siguiente pro-
blema:
min ¢(z, y)

2.22
stye M(z)yxzeC, (2.22)
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donde ¢ : R*xR™ — R es la funcién objetivo, C' C R* es un conjunto cerrado, y M : R®* =2 R™
es una multifunciéon p-w-usc con valores convexos, gph(M) es cerrado. Se ha demostrado que
las condiciones de optimalidad para esta clase de problemas pueden ser escritas en términos
de reglas de Fermat generalizadas involucrando subdiferenciales de 1), conos normales de
gph M y C (ver, e.g., [33, Chapter 5.2.1]). En este caso, la multifuncién no depende de
alguna variable en un espacio de medida, entonces al aplicar el Teorema 2.0.5, se obtiene una
funcién C>, ¢: R* xR™ — [0, 00) tal que gph(M) = {(z,y) € R* xR™: p(z,y) = 0}. Luego,
por [33, Proposition 5.2], se tiene que, si (Z,7) es una solucién local del problema (2.22),
entonces

A

(=)@, Y) C Nepn(annexen (T, 7).
Si ademas, Ngpnar)(Z,7) N (—=Nexen (Z,7)) = {(0,0)}, por [33, Theorem 3.4] se tiene que

A

8(—¢)(T, g) - ngh(M)<T7 y) N NC'X]Rm (Ta ?) = ngh(M)(Ta g) N NC(T) X {0}7
luego, como gph(M) = {(x,y) € R®* x R™: ¢(x,y) < 0}, por [10, Theorem 6.2]

ngh(M) (f> @) C lim sup R+V(,0(.T, y) :
(z.y) (= Y)

Es decir, en este caso, el calculo de la condicién de optimalidad se facilita gracias a la
representacion suave de la multifuncion. Il

El segundo ejemplo corresponde a un problema de optimizacion estocastica en dos etapas.
Este tipo de problema en un vector inicial de decision, que luego de la realizacion de un
fenomeno aleatorio, se incluye esta informacién, y entonces se debe hacer una eleccion, todo
esto con el minimo costo (ver [50, 40] para mas detalles).

Ejemplo 2.3.2 (Optimizacién estocéstica en dos etapas) Sea (€2, .4, P) un espacio de proba-
bilidad, y considere la formulacion del problema de optimizacion estocastica en dos etapas

min Zy(x, y) /w w, z,y(w))P(dw)
sty(w) e M(w,z) ctp.we QaweR yye LP(Q,R™),

(2.23)

donde M : Q x R* = R™ es una multifuncién aleatoria satisfaciendo las hipdtesis del Teorema
205y ¥: Q2 xR®* x R™ — R es un normal integrand, el cual es convexo con respecto a la
variable en R™ y satisface (2.11). Notar que el problema (2.23) puede ser reescrito como

min 7, (x / Y(w,z,y(w))P(dw)

Luego, si el normal integrand C*®, ¢: Q x R* x R™ — [0,00) es el representante de la
multifuncion M dado por el Teorema 2.0.5. Entonces, suponiendo que el conjunto factible es
no vacio, gracias al Teorema 2.2.4, el problema puede reescribirse como

minZ,(x / Y(w, z,y(w))P(dw)
st Zy(z,y ) =0
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Luego, para dar una condicién de optimalidad, por una una parte es necesario el calculo del
cono normal de {(z,y) : Z,(x,y) = 0}, el Teorema 2.2.4 asegura que el funcional Z, es de
clase C! cuando p > 3, pero dado que este no es convexo, es mas complejo verificar si los
puntos de ese conjunto satisfacen alguna condiciéon de calificacion. Para mostrar un célculo
explicito, se simplificard el problema (2.23) por el siguiente:

minZy(z,y) : /wwxy P(dw)
stylw) € M(w) ctp.we Qe Cyye LP(Q,R™),

(2.24)

donde M : QQ = R™ es una multifuncién medible con valores convexos, cerrados y no vacios, y
ademas C' C R® es cerrado. Luego por el Teorema 2.2.1, existe una funcion ¢ : 2 x R™ — R,
convexa y C* tal que (2.15) se tiene, por lo tanto el problema (2.24) puede reescribirse como

minZ,(x,y) : /1/way P(dw)
stZy,(y) =0,z € C.

(2.25)

Luego, sea D := {y € L?(Q,R™): Z,(y) < 0}, entonces si (z,y) es una solucién local de
(2.25)

9(—Iy)(x,y) C Nexpla,y) = No(z) x Np(y),

pero por el Teorema (2.2.1), el funcional Z, es convexo y C* si p > 2, as{ que por [10, Theorem
3.1], se tiene que

Np(y) =limsup R, DZ,(z) = limsup Ry [/Q Dy, (z(w))P(dw)| .

z—Y zZ—Y

49



Capitulo 3

Funcionales Integrales en Espacios de
Banach no Separables

3.1. Intercambio del infimo con la integral sobre fun-
ciones continuas

La férmula de intercambio del infimo con la integral, muestra que minimizar un funcional
integral sobre un espacio de funciones medibles equivale a integrar el infimo del integrand.
En [45, Theorem 14.60] se prueba un resultado de intercambio integral en dimensién finita,
sobre un espacio de funciones descomponible, donde la funcién que se considera es un normal
integrand. El proposito de esta seccion, es dar un resultado de intercambio en un espacio de
Banach general, donde se considera el problema de minimizar un funcional integral sobre el
espacio de funciones continuas de un espacio métrico a un Banach.

Acéd se considera un espacio de Banach X y (T, d) un espacio métrico, con estructura medible
(T, A, n), donde A es o-finita y completa con p regular interna y B(7T') C A.

Lema 3.1.1 Sea X un espacio de Banach y T' un espacio métrico. Sea f: T'x X — R una
funcién tal que t =2 epi f; es Isc. Entonces,

(a) El mapeo (t,z*) — f(z*) es Isc, donde X* se considera con la topologia débil*.
(b) La funcién infimal m¢(t) := inf,ex f(t, z) es usc.

(c) Si se asume que para todo ¢ € T la funcién f; es lsc, entonces para todo ¢(-) € C(T, X)
la funcion t — f;(p(t)) es A-medible.

DEMOSTRACION. (a) Sea t € T, z* € X* y o € R con f/(z*) > «, entonces por definicién,
existe x € X tal que (z*,z) — fi(z) > a. Luego, por la continuidad del producto de dualidad
(-,-) se tiene que existe vecindades abiertas Wi € N, Wy € N+ y n > 0 tal que

(W w) —a >n> fi(x), Yw e Wy, Yw* € Ws. (3.1)

Entonces, se tiene que (z, fi(x)) € epifi N (W x (—o0,n)), luego, como t = epi f; es lsc,
existe U € N, tal que

epi ft’ N (Wl X (_00777)) 7é ®7 vt € U7
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entonces, usando (3.1), se tiene que para todo ¢’ € U existe wy € Wi tal que
fr(wy) <n < (W wp) — a,Yw* € Ws.

En consecuencia, f;(w*) > «, para todo t' € U y w* € W5, de donde se concluye que f* es
Isc.

(b) Notando que m¢(t) = inf,ex f(t,2) = —sup,ex(0,2) — f(t,x) = —f;(0), luego, se
concluye por (a) que my es usc.

(¢) Ahora, para cada k € N, se define

C{ fa), sl sl < 1k,
R B b v

Se probara que para cada k € N, la multifuncién ¢t = epi g (¢, ) es Isc. En efecto, considerar
teT, (x,a) € X xRy un conjunto abierto U x V tal que (z,«) € epigx(t,-)N (U x V). Por
lo tanto, || — ¢(t)|| < 1/k, por continuidad se pueden tomar abiertos Uy € N, y W € N,
con Uy C U tal que ||/ — ¢(t')|| < 1/k para todo (t',2') € W x U;. Particularmente,
(z,a) € epi fy N (U; x V), entonces como ¢t = epi f; es lsc, existe Wi € N, con W C W tal
que epi fy N (U x V) # () para todo ¢ € Wy. Por lo tanto, epigx(t',-) N (U x V) # () para
todo t € Wy, que prueba que t = epi gx(t, -) es lsc.

Ahora, t — inf,ex gr(t,x) = —g;(t,0) es usc (por la parte anterior) y en consecuencia
medible. Finalmente, dado que f; es semicontinua inferior, se tiene que

(t.0(1)) = sup int gult, ), Vi €T,

keN €
de acd se concluye que t — f(t, #(t)) es medible. O

El siguiente lema es un resultado de selecciéon continua para conjuntos de subnivel.

Lema 3.1.2 Sea f: T x X — R una funcién tal que B > t=epi f; es Isc y toma valores
convexos y cerrados, donde B C T. Si existe una funcion a: B — R que es Isc y que

cumple que m¢(t) < a(t),Vt € B, entonces existe una funciéon continua z: B — X tal que
F(t.2(t)) < a(t), ¥t € B.

DEMOSTRACION. Se define la multifuncion G: B = X dada por
Gt)={reX: f(t,x) <at)}.

Es claro que para todo t € B, G(t) es convexo, cerrado y no vacio, pues my(t) < a(t). Ahora,
se probard que G es Isc. En efecto, considerar ¢ € B y un conjunto abierto V' C X tal que
G(t) NV # 0, entonces, sea z € V tal que fi(z) < a(t). Como my(t) < a(t), existe z € X
tal que fi(z) < a(t). Considerar zy := (1 — Az + Az con A € (0,1), como zy, — z cuando
A — 0, se tiene que existe \g > 0 tal que z, € V para todo A € (0, \g), y por convexidad,
fi(zx) < a(t). Sefija X € (0, X9) y 1 € (fi(2x), a(t)). Por un lado, dado que «a es Isc, la funcién
(t,7) € B x R— a(t) — v es Isc, entonces existe Uy x I € Nz, tal que a(t) > v para todo
(t,~) € Uy x I. Por otro lado, como epi f;NV # 0, donde V := V x I, existe Uy € N; tal que

epi fy NV £ 0, para todo t € Us, por lo tanto G(t) NV # () para todo t € U; NUs, lo que
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prueba que G es lsc.

Entonces, por el Teorema 1.4.7, se tiene que existe z € C(B, X) con z(t) € G(t) para todo
t € B, entonces f(t,z(t)) < «a(t),Vt € B. O

El lema anterior motivard un resultado de seleccién medible de multifunciones a valores en
un Banach no separable, mas adelante se detallara esto.

La funcién infimal (asociada a f) es la funcién m;: T'— R dada por

my(t) == inf fi(x).

zeX

Se define
D.(my) :={h € C(T,R) N L*(T): ms(t) < h(t), para todo t € T'}.

Si T' es un espacio métrico, entonces para cualquier funcién semicontinua superior g: T' — R
existe una funcién continua h: T — R tal que g(¢) < h(t), para todo t € T (ver, e.g., [18,
Chapter VIII, Theorem 4.3, p. 171]). Sin embargo, no es claro cuando el conjunto D.(my)
es no vacio en un espacio de medida cualquiera. A pesar de esto, cuando este conjunto es no
vacio, se puede probar que el valor de la integral de my es igual al infimo de la integral de
las funciones en D.(my), como muestra el siguiente Lema.

Lema 3.1.3 Sea f: T x X — R una funcién tal que ¢t =epi f; es Isc. Si se asume que
D.(myg) # 0, la siguiente igualdad se tiene:

/Tmf(t)du _ inf {/T B(t)dy: B € Dc(mf)}. (3.2)

DEMOSTRACION. Primero que todo, considerar F el conjunto de todas las funciones continuas
0: T — R tal que my(t) < €(t) para todo t € T, el cual es no vacio (ver, e.g., [8, Chapter
IX, §6, Proposition 5]). Entonces, por [7, Theorem 4.7.1] existe una secuencia de funciones
continuas (¢;) C F tal que £(t) := inf;, £;(t) satisface que para todo ¢ € F

0(t) < LU(t), p-c.t.p. (3.3)

Ademas, la secuencia puede considerarse decreciente. Entonces, por el Teorema 1.3.5 se tiene
que

/:ngu = inf {/Tﬁ(t)d,u: pe Dc(mf)} :

Ahora, suponga por contradiccién que existe un conjunto medible A con pu(A) > 0 tal que
my(t) < {(t) para todo t € A. Entonces, existe § € R tal que p(Ag) > 0, donde

Ag = {t: my(t) < B < {(t)}.

Dado que p es o-finito y regular interna, se puede encontrar un conjunto compacto K C Ag
tal que p(K) > 0. Ahora, para cada t € K, por [8, Chapter IX, §6, Proposition 5| existe una
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funcién p; € F tal que py(t) < B, y por la continuidad de p; existe U; € N, tal que
pi(t) < B, Vt' € Uy.

Entonces, se tiene que (U;);ex es un recubrimiento abierto de K y por la compacidad, existe
t1, ..., t, € K tal que K C U, Uy,. Entonces, existe ¢ tal que u(K NU;,) > 0y por lo tanto
n(AzNUy,) > 0. Entonces, py, contradice la minimalidad de ¢ en (3.3) y esto prueba (3.2). O

Ahora, se presenta el principal resultado en esta parte, el cual establece el intercambio del
infimo con la integral.

Teorema 3.1.4 Sea T un espacio métrico y u una medida o-finita y regular interna sobre
A. Se asume que D.(my) # 0. Sea f: T x X — R una funcién tal que f; € I'(X) para todo
teT,yt=epif; eslsc. Entonces,

1nf{/ £t (0)dp: & € C(T, X)} /Tmf(t)d,u. (3.4)

DEMOSTRACION. Primero, en (3.4), la desigualdad > siempre se tiene, entonces, se probara
la opuesta. Sea 3 € D.(my), por el Lema 3.1.2, se tiene que existe una funciéon continua
z: T — X tal que f(t,x(t)) < p(t),Vt € T. Entonces,

mf{/f £))dp: ¢()GCTX} /ftx du</6

Por lo tanto, por el Lema 3.1.3, la igualdad (3.4) se tiene. O

La siguiente proposicién establece una condicién suficiente para asegurar que D.(my) sea no
vacio cuando [ mg(t)dp < oco.

Proposicién 3.1.5 Si (7,d) es un espacio métrico separable, y u cumple que, para todo
x €T, existe U € N, tal que u(U) < oo, entonces, el conjunto D.(my) es no vacio.

DEMOSTRACION. La demostracion sera dividida en las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 1: Existe un recubrimiento abierto (U,)neny de T tal que u(cl(U,)) < ooy

U, C U,.1 para todo n € N.

Demostracion de la Afirmacion 1: Primero que todo, notar que para todo = € T, exis-

te O, € N, tal que pu(O,) < oo, como = € O,, existe r, > 0 tal que V, :== {y € T :

d(z,y) < r.} C {y € T:d(z,y) < ry} C O, entonces cl(V,) C O,. Luego, se tiene que

(V)zer es un recubrimiento abierto de 7', por lo tanto, usando [51, Theorem 2.3.17| existe

un subrecubrimiento numerable (V,);en de Ty se puede definir U,, := U, V,,, que satisface
p(el(Un)) < 325y p(el(Va,)) < ooy se concluye.

Afirmacién 2: Existe una funcién continua e integrable ¢: T — (0, 00).

Demostracion de la Afirmacion 2: Por la Afirmacién 1, existe un recubrimiento abierto

(Up)nen de T tal que p(cl(U,)) < oo, para todo n € N. Como (U, ),en €s un recubrimiento

abierto de T', existe una particién de la unidad {p,: T — [0, 1]} subordinada a (U,) tal que

Snen(t) = 1,¥t € T, supp(¢,) C U, para todo n € N, {supp(p,)} es un recubrimiento

localmente finito y ¢, es continua para todo n € N (ver [18, Chap. VIII, Sec. 5, Theorem

4.2]). Como u(U,) < oo, se tiene que ¢, € L'(T). Ahora, escogiendo una secuencia de

53



nimeros reales positivos (g;)ien tal que g; [7¢; < Ql para todo ¢ € N, entonces, se puede
definir ¢ := Y ,cn €i9i, la cual es continua, integrable y ¢(t) > 0,Vt € T.

Afirmacion 3: Sea ¢: T — R una funciéon acotada superiormente tal que existe un conjunto
abierto V', con supp (¢) C V' 'y u(cl(V)) < oo. Entonces D.(¢) # 0.

Demostracion de la Afirmacion 3: Sea F' := supp(¢). Usando [19, Urysohn’s Lemma 4.15],
existe una funcién continua ¢: T' — [0, 1] tal que £|p = 1y ¢|yc = 0, es claro que supp(¢) C
cl(V) y como pu(cl(V)) < oo, £ € LY(T). Se define M := sup{4(t): t € T} < oo, y también
se toma la funcién ¢ obtenida en la Afirmacion 2, luego la funcién g(t) := M - £(t) + p(t) es
continua e integrable, y g(t) > ¢(t),Vt € T, entonces g € D.(¢).

Afirmacién 4: D.(my) # 0.

Demostracion de la Afirmacion 4: Como [ my(t) < oo, entonces la funcién p := max{my, 0}
es integrable. Ahora, se considera el mismo recubrimiento abierto (U;);eny encontrado en la
Afirmacién 1. Como my es usc, para todo n € N, el conjunto V,, = {t € T: m(t) < n}
es abierto, se puede definir O,, := U, N'V,,, dado que (U,),en s una secuencia creciente de
conjuntos, se tiene que T' = U,y Oy Se toma una particién de la unidad {¢;: T — [0, 1]}ien
subordinada a {O;};en tal que Y ey pi(t) = 1,Vt € T, supp(y;) C O; para todo i € N,
{supp(p;) }ien s un recubrimiento localmente finito y ¢; es continua para todo i € N. Se
define 1; := p - ¢; para todo i € N. Es claro que supp; C supp; C O; y ;(t) <i,Vt € T
entonces es acotada superiormente y supp; C U;, que satisface p(cl(U;)) < oo. Por la
Afirmacién 3, se tiene que D.(1;) # 0, y por el Lema 3.1.3, para todo i € N, existe 3; € D.(¢;)
tal que

| Bitdn < [ it m+f

Se define 3 := > ey i y como 0 < ¢; < B; y B; es continua, f es lsc. También, se tiene que

my(t) < p(t) = p(t) D @i(t) =D wilt) < Bt

1eN €N

Vv Sien®i = p. Ademds, se tiene que [r[(t)du < [rp(t)du + 1 < oo, pues p € LY(T).
Por lo tanto, 8 es una funcién Isc e integrable tal que my(t) < B(t),Vt € T. Finalmente,
usando [18, Chap VIII, Sec. 5, Theorem 4.3], existe una funcién continua h: T'— R tal que
my(t) < h(t) < B(t),Vt € T y entonces h € D.(my). O

3.2. Lusin integrands y propiedades basicas

En esta seccion se introducira la nocion de Lusin integrand y algunas propiedades de esta clase
de funciones. Esta clase de funciones jugara un rol importante en los resultados posteriores a
esta seccion, pues esto permitira considerar funciones a valores en la recta extendida. Ademas,
en esta seccion, se mostraran condiciones suficientes para asegurar que ciertas funciones sean
Lusin integrand, lo que hace que esta nocion sea estable bajo operaciones que son cominmente
utilizadas en optimizacion y teoria de control.

Definicién 3.2.1 La funcién f: T'x X — R es un Lusin integrand (con respecto a (T, A, 11)),
si para cada A € A con pu(A) < oo y todo € > 0 existe un conjunto compacto B C A con
u(A\B) < € tal que B > t = epi f; es Isc. Ademds, una familia de funciones f;: T x X — R,
i € I, es llamada uniformemente de Lusin (con respecto a (T,.A, ), si para cada A € A
con p(A) < ooy todo € > 0 existe un conjunto compacto B C A con u(A\B) < ¢ tal que
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B > t=epi fi(t,-) es Isc, para todo i € 1.

Para multifunciones generales, la nocién anterior puede ser extendida como muestra la si-
guiente definicion.

Definicién 3.2.2 Una multifuncién C': T'= X se dice de Lusin (con respecto a (T, A, i), si
para todo A € A con p(A) < ooy todo € > 0 existe un compacto B C A con u(A\B) < ¢
tal que B  t =2 C(t) es lsc. Ademads, una familia de multifunciones C;: T == X, ¢ € I, se dice
uniformemente de Lusin (con respecto a (7', A, p1), si para todo A € A con u(A) < ooy todo
e > 0 existe un compacto B C A con pu(A\B) < € tal que B 3 t = C;(t) es Isc, para todo
1€ 1.

El siguiente Lema establece la estabilidad bajo ciertas operaciones con Lusin integrands, y
algunas propiedades que cumplen dichas funciones.

Lema 3.2.3 Se cumplen las siguientes afirmaciones

(a) Sean f,g: T x X — R Lusin integrands, entonces la inf-convolucién fCg: (t,z)
infyex{f:(y) + g:(x — y)} es un Lusin integrand.

(b) Sea f: T x X — R una funcién simple, esto es,

ft.z) = f: ai(B)oila),

donde a;: T'— R son funciones medibles y ¢;: X — R son funciones continuas. Si para
cada compacto K C T'y x € X, la serie converge uniformemente en K (x fijo), entonces
f es un Lusin integrand.

(c) Sea f: T'x X — R un Lusin integrand, entonces (¢,x) + cl f;(z) es un Lusin integrand.

(d) Si f: T x X — R es un Lusin integrand, entonces para todo « € R la multifuncién
Tot={reX: f(t,x) <a}

es de Lusin.

(e) Si X esseparabley C': T'= X es una multifuncién a valores cerrados, entonces C': T'= X
es una multifuncién de Lusin si y s6lo si C' es medible. En particular, f: T'x X — R es
un normal integrand si y sélo si f es un Lusin integrand.

DEMOSTRACION. Primero que todo, se probara la siguiente afirmacion:

Afirmacién 1: Dada una funcién h: T'x X — R y un conjunto B C T, entonces B >
t =epih; es Isc siy sélosi B > t=2epi,hy := {(x,a): h(t,z) < a} es lsc.

Demostracion de la Afirmacion 1: En efecto, sea U x I un conjunto abierto de X x R, es
claro que

{te B: epiggN(UNI)#0D} ={t € B: epiyg: N (U x I) # 0},

y se puede concluir directamente.
(a) Sea A € A con u(A) < ooy € > 0, es posible escoger un compacto B C A tal que
u(A\ B) <etal que B> t=3epif; y B> t=3epig sean Isc. Ademas, se tiene que

epiy(fOg): = epi, fi + epiy g;-
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Usando la Afirmacién 1, se tiene que B € t=Sepi, f; y B 3 t=epi, g; son lsc y por [23,
Proposition 2.59 (a)] se puede obtener que B > ¢t = epi (fOg); es lsc. Finalmente, por la
Afirmacion 1, se tiene que B 3 t = epi( fTg); es Isc.

(b) Sea A € A con pu(A) < ooy e > 0. Por el Corolario 1.3.13, para todo n € N, existe un
conjunto compacto K, C A con u(A\ K,,) < 5. tal que a,: K, — R es continua. Tomando
K = Nyen Kn, se tiene que u(A\ K) < ¢, se probara que K > t = epi f; es Isc. En efecto, sea
U x I un abierto de X xR, si se toma € K tal que existe (Z,4) € Ux Iy f(f,#) < &, usando
la hipétesis, se tiene que K >t — f(t,2) es continua. Como [ es abierto, existe 8 € I tal que
> &, entonces por continuidad, se puede encontrar una vecindad V' de ¢ tal que f (t,2) < B
para todo t € V' y esto prueba que {t € K: epi fyN(U xI) # 0} es un conjunto abierto en K.

(c) En este caso, se tiene que epicl f; = cl(epi f;) para todo ¢t € T, y usando el hecho que
para todo abierto U x  C X xRy BCT

{teB:epifin(Ux1I)#0} = {te B: cllepify) N (U xI)# 0}
= {te€ B: epi(cl fy) N (U x I) # 0},

se puede concluir que (¢, z) + cl fy(z) es un Lusin integrand.

(d) Sea A € A con p(A) < ooy e > 0, entonces existe K C A compacto tal que u(A\ K) < ¢
tal que K > t = epi f; es Isc. Se probard que C: K > t={z € X: f(t,z) < a} es lsc. Sea
U un abierto de X y V = {t € K: C(t)NU # 0}. Sea t € V, luego existe # € U tal que
f(t,#) < a, por tanto existe § > 0 tal que f(f,2) < o — &, notar que

V={teK:epifyN(UX (a—0d,a)) #0}

es una vecindad de ¢ (en K), y ademds si t € V existe (x,8) € U x (a — §,a) tal que
f(t,x) < B < a por tanto t € V, luego V' C V), esto implica que V es un abierto de K, y
entonces C' es Isc.

(e) Si C' es una multifuncién de Lusin, existe una secuencia disjunta de compactos con medida
finita (K, )nen tal que K, 2 t =2 C(t) eslscy u(T\(Upen Kr)) = 0. Es claro que K, 5 t = C(¢)
es medible para todo n € N por lo tanto, como (T, A, u) es completo, T > t==C(t) es
medible. Reciprocamente, si C' es medible, por la Proposicion 1.4.1 y el Teorema 1.4.6, existe
z: dom C — X medible tal que C(t) = cl({zx(t) }ren) para todo t € dom C. Como C' es
medible, domC € A. Sea A € A con u(A) < ooy € > 0, luego existe K1 C AN domC
compacto tal que u((ANdomC)\ K1) < /2y x: K3 — X es continua para todo k € N
(Corolario 1.3.13), luego si U es un abierto de X, se sigue que

{te Ki: Ct)nU #£0} = J#;'(U)nKyNndom C = | 27" (U) N Ky,

JjeN JjEN

que es un abierto de K. Ademads, como u es regular interna, existe un compacto Ky C
A\ dom C tal que p((A\ domC)\ Ks) < ¢/2, si K = K; U Ky, se tiene que u(A\ K) < ¢,
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luego si U es abierto de X entonces

{te K:C(t)nU #0} = |J2;"(U)NK,

jeN

y esto es un abierto de K pues xj_l(U) N Ky = () para todo 7, por tanto K 3 t = C(t) es lsc,
y asi C' es una multifunciéon de Lusin. Para lo ultimo, basta aplicar lo recién demostrado en
T > t=epif; y ocupar la Proposicion 1.4.3. O

Cuando X no es separable, existen multifunciones medibles que no son multifunciones de
Lusin, por lo tanto el Lema 3.2.3-(e) no es cierto en el caso no separable, como muestra el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.4 Se considera el espacio de Banach X = ¢%(]0,1]) (que es no separable) y
T =0, 1] con la medida de Lebesgue, ademas, se considera la base canénica de X denotada
por {es}scpo,1) donde (eg)s =1y (es): = 0sit # s. Se define la multifunciéon F': "= X como
F(t) = {es: s < t}, entonces F es medible a valores cerrados y F' no es una multifuncién de
Lusin. En efecto, sea 2 € X y £ > 0, se define f := inf{t € [0,1]: |le; — z| < £}, entonces

(£,1] sile;—=ll =«

{te[o,u:c(t)m{yeX:Hy—xu<e}¢@}={[5 .

que es un conjunto medible en cualquier caso, lo que prueba que C' es medible. Por otro
lado, sea K C [0, 1] es un conjunto compacto con medida no nula, entonces K es infinito no
numerable por tanto existe s € K y una secuencia (s,) C K tal que s, — sy s, < $ para
todo n € N. Luego,

(te[0,1: CH)N{yeX: |les—yll < 1/2} £0} = [s,1] N K,

que no puede ser abierto en K por la existencia de la secuencia (s,). De esta manera, la
multifunciéon C' no es de Lusin.

Para el siguiente resultado, sera necesario definir otra propiedad para multifunciones. Una
multifuncion F': T'x X =Y es de Scorza-Dragoni (con respecto a (T, A, u), si para cada
A€ A con pu(A) < ooy cada € > 0 existe un compacto B C A con u(A\B) < ¢ tal que
F: BxX 3Y eslscy tiene grafo cerrado. Particularmente, una funcion f: T'x X — Y se dice
una funcién de Scorza-Dragoni, con respecto a (T, A, i), si la multifuncién F(t,x) := {f(t,z)}
es de Scorza-Dragoni, esto es, para todo A € A con u(A) < oo y todo € > 0, existe un
compacto B C A con pu(A\B) < ¢ tal que f: B x X — Y es continua.

Observacion 3.2.5 La propiedad de Scorza-Dragoni ha sido usada por diversos autores.
En concreto, el primer resultado que menciona esta clase de mapeos fue probado en [1],
para funciones reales y continuidad en vez de semicontinuidad inferior de multifunciones.
Posteriormente, resultados similares fueron probados para multifunciones (ver, e.g., [13, 22,
45])). En la referencias [48, 28, 31, 1] se encuentran resultados més profundos y discusiones.

Proposicién 3.2.6 Sea f: T x X — R un Lusin integrand, g: T x X — R una funcién de

Scorza-Dragoni. Sea F': R x R — R una funcién usc tal que Vo € R: F(-,x) es creciente.
Entonces F(f(+,+),g(-,-)) es un Lusin integrand. En particular, f + ¢ y f — ¢ son Lusin
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integrands y si g toma valores positivos, entonces f - g también es un Lusin integrand.

DEMOSTRACION. Sea A € A con pu(A) < oo y € > 0, entonces existe un conjunto compacto
K C Acon u(A\ K) < e tal que K o t=3epif; es Iscy g|kxx es continua. Se probard que
K > t=epi F(fi(-),g:(-)) es Isc. En efecto, sea U x I un abierto de X x R, se toma f € K
tal que existe (#,&) € U x I 'y F(f(t,2),9(,%)) < &, luego como F es usc, existe J; x I,
vecindad de (f(%, %), g(f,2)), tal que F(s,t) < & para todo (s,t) € J; x I;. También, como
g es continua en (£, %), existe una vecindad V x U; de (£, ) tal que g(t,z) € J; para todo
(t,x) € V x Uy, donde U; C U y se puede ver que V; :={t € T: epi fy NU; X I} # (}} es una
vecindad e ¢ en K, porque K 3 t =3 epi f, es Isc. Ahora, si se toma t € V N V4, se tiene que
existe (z,a) € Uy x I tal que f(t,x) < ay g(t,x) € J; entonces

F(f(t,x),9(t,x)) < Fla, g(t, z)) < &,

y esto prueba que {t € T: epi F(fi(-),q:(-)) N (U x I) # 0} es un conjunto abierto de K,
entonces K > t =2 epi F(fi(),9¢(-)) es Isc. Para la tltima parte, basta tomar las funciones

Respecto a familias uniformemente de Lusin, se pueden enunciar las siguientes propiedades.

Lema 3.2.7 Se cumplen las siguientes afirmaciones

(a) Sea {f;: T x X — R}ie; una familia uniformemente de Lusin. Entonces f(t,z) :=
inf;e; f;(t,x) es un Lusin integrand.

(b) Sea {f;: T x X — R};c; una familia uniformemente de Lusin. Si g: T x X — R es una
funcién de Scorza-Dragoni. Entonces, la familia {f; — g}ier es uniformemente de Lusin.

(c) Sean fi: T x X — R para i € N funciones que son Lusin integrand con respecto a
p. Entonces inf,cn f; es un Lusin integrand con respecto a p y {f;}ien es una familia
uniformemente de Lusin.

(d) Sea {C;: T = X}ic; una familia de multifunciones, entonces {C;: T'= X };c; es una
familia uniformemente de Lusin de multifunciones si y sélo si {(t,z) — dc;) (@) }icr €
una familia uniformemente de Lusin.

DEMOSTRACION. (a) Sea A € A con u(A) < ooy € > 0. Como {f;}ic; es una familia uni-
formemente de Lusin, se tiene que existe un conjunto compacto K C A con u(A\ K) < ¢
tal que K > t=3epi f;(t,-) es Isc para todo i € I. Se afirma que K > t=3epif; es Isc.
En efecto, sea U x J C X x R un conjunto abierto, luego si £ € K es tal que existe
(2,4) € U x J con f(£,2) < &, se puede encontrar 3 € J con > @&, entonces f(£,2) < f,
y luego existe i € I tal que f;(,2) < B. Como K > t=epi fi(t,-) es lIsc, el conjunto
V={te K: epifi(t, )N(UxJ) #0} € N;,yesclaroque V C {t € K: epi f,N(UxJ) # 0},
esto prueba que K >t =epi f; es Isc.

(b) Sea A € A con u(A) < ocoye > 0. Como {f;}icr es una familia uniformemente de Lusin,
se tiene que existe un conjunto compacto K C A con pu(A\ K) < ¢ tal que K > t = epi fi(t, )
es Isc para todo ¢ € I y g|kxx es continua. Se afirma que K > t=3epi(fi(t, ) —q) e

Isc para todo i € I. En efecto, sea U x J C X x R un conjunto abierto, si t € K es
tal que existe (#,4) € U x J con fi(f,2) — g(f,2) < &, se puede escoger 3 € J con

58



B > &, entonces fi(f,#) — g(f,#) < [ y entonces existe n € R tal que f;(f,2) < n <
g(t, z) + By por continuidad, existe una vecindad V x U; de (t,#) con U; C U tal que
g(t,x) > n — B para todo (t,z) € V x Uy. Como K > t=3epi fi(t,-) es Isc, el conjunto
Vi = {t € K: epifi(t,) N (V4 x (—o0,m)) # 0} € N; y entonces si t € V N Vi, exis-
te (z,0) € Vi x (—o0,n) tal que fi(t,z) < o <n < g(t,x)+ 5 = fi(t,z) —g(t,z) < B lo
que prueba que {t € K: epi(fi(t,-)—g,)N(UxJ) # 0} es un conjunto abierto para todoi € I.

(c) Sea A € A con u(A) < ooy e > 0. Para todo n € N, se puede escoger un compacto
K, C Atal que u(K,) < 57 y Kn, > t=epi f,(t,-). Entonces, definiendo K = ey Ky, ¥
entonces p(A\ K) < ey para todon € N, K 5t =epi f,(t,-), lo que prueba esta parte.

(d) Para cada i € I, epidc,sy = Ci(t) x [0,00). Sea i € I y U x J un abierto de X x R,
entonces

{teT: epi(SCi(t)ﬂ(UX J) # 0}
={teT:Ci(t)NnU #0y JNJ0,00) # 0}

JfteT:CGi)ynU#0}  siJN[0,00) #0,
|0 si J N [0,00) = 0.

esto prueba directamente la afirmacion, por las definiciones correspondientes. Il

La siguiente proposicion muestra la preservacion de la propiedad de Lusin integrand bajo
operaciones de infimo y supremo.

Teorema 3.2.8 Sea F': T'x X =Y una multifunciéon de Scorza-Dragoniy f: Tx X xY — R
una funciéon de Scorza-Dragoni. Entonces, la funcién marginal

v(t,z) == inf{f(t,x,y): y € F(t,x)},

es un Lusin integrand. Ademaés, si F' toma valores localmente compactos, es decir, para todo
(t,z) € T x X, existe una vecindad U de (t,z) tal que F(U) es relativamente compacto,
luego

u(t,z) ==sup{f(t,z,y): y € F(t,2)},

es un Lusin integrand.

DEMOSTRACION. Se considera A € A con pu(A) < ooy € > 0. Como f es una funciéon de
Scorza-Dragoni y F' es una multifuncién de Scorza-Dragoni, existe un conjunto compacto
BC Acon u(A\B)<etalque f: BX X XY — Rescontinuay F: Bx X=3Y eslscy
su grafo es cerrado.

Afirmacién 1: B 3t =epiv; es Isc.

Demostracion de la Afirmacion 1: Se toma t € {t € B: epiv,N(UNI) # 0} donde U x I es
un abierto de X x R, entonces existe (Z,&) € U x I tal que v(f, %) < &, y se puede encontrar
§ €Y con ¢ € F(t,#) tal que f(£,2,9) < &. Se puede escoger 3 > @&, porque I es abierto y
por continuidad existe O; x U; x Vi, vecindad de (£, ,7), tal que f(t,z,y) < 3 para todo
(t,z,y) € O1 xU; x Vi donde U; C U. Por otro lado, como F|p es lsc, existe Oy x Us vecindad
de (,%) tal que Oy x Uy C {(t,7) € B x X: F(t,z) NV # 0}, donde U, C U. Entonces, si
t € O1N Oy, se puede tomar = € Uy NUs y encontrar y € V] tal que y € F(t, )NV, entonces
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f(t,x,y) < B = v(t,z) < B, por lo tanto O; N Oy C {t € B: epivy, N (UNI) # 0} y esto
prueba que B 3 t =2 epiv; es Isc.

Afirmacion 2: Si I’ toma valores localmente compacto, entonces B 5 t = epiu, es Isc.
Demostracion de la Afirmacion 2: En efecto, se considera un conjunto abierto U x [ de X xR
y se supone que D := {t € B: epiu;NU x I # ()} no es un conjunto abierto, entonces existe
t € Dy una secuencia t,, — £ (¢, € B) tal que para todon € N, epiu,, N(U xI) = (). Ademés,
se tiene que existe V) x Uy € ./\/(g@) tal que F'(V; x Uj) es relativamente compacto. Ahora,
se sabe que existe (&, &) € U x I tal que u(f,2) < @&, se toma y € I con 7y > & entonces
para todo n € N, u(t,, ) > 7 y entonces existe y,, € F(t,, ) tal que f(t,,Z,y,) > 7. Como
tn, — t, existe N tal que t, € Vi si n > N, entonces y, € F(V; x Uy) cuandon > N y
entonces existe § € Y y una subsucesion {y,m) } tal que yy4,) — 9. Como F|p tiene el grafo
cerrado, se obtiene que § € F(,1), pero se tiene que J(tgn)> T, Yg(m)) > v para todo n € N
y por continuidad f(¢,%,9) > v > & por lo tanto u(f,4) > &. Esto es una contradiccién,
entonces D es un conjunto abierto y entonces B > t = epiu, es Isc.

Finalmente, estas dos afirmaciones prueban que las funciones v y u son integrands de Lusin
con las respectivas hipétesis. Il

Un resultado de selecciéon medible

El Teorema 1.4.6 da un resultado de selecciéon medible para multifunciones a valores en
un Banach separable, este resultado es una potente herramienta que da lugar a muchas
aplicaciones, especialmente en optimizacién de funcionales integrales (ver, e.g., [45, Theorem
14.60] o [38, Theorem 6.4.16]). Con este mismo propdésito, en esta seccién se mostrard un
resultado de seleccion medible en el caso donde X no es necesariamente separable, es por
esto que se define una importante clase de integrands.

Definicién 3.2.9 Una funcién f: T x X — R se dice un integrand admisible si existe
una familia uniformemente de Lusin {f;: T'x X — R}cs tal que para todo (i,t) € I x T
fi(t,") € T(X) y epi fy = cl(epi(inf;c; fi(t,-))) para todo t € T.

Evidentemente, un Lusin integrand h: T x X — R que cumple que h; € T'(X) para todo
t € T, es un integrand admisible. Ademés, gracias al Lema 3.2.7-(a) y el Lema 3.2.3-(c)
se tiene que un integrand admisible resulta ser un Lusin integrand. La siguiente proposicion
muestra que cuando X es separable, la nociéon de integrand admisible se reduce a la de normal
integrand.

Proposicién 3.2.10 Sea X un espacio de Banach separable, sea f: T'x X — R una funcién.
Entonces, f es un integrand admisible si y s6lo si f es un normal integrand.

DEMOSTRACION. Si f es un integrand admisible, entonces es un Lusin integrand, luego por el
Lema 3.2.3-(e) se tiene que f es un normal integrand. Para probar la reciproca, sea D =
dom(epi f), por el Teorema 1.4.6, existen funciones medibles z,,: D — X y a,,: D — R tal
que epi f; = cl({x,(t), an(t) }nen) para todo t € D, entonces puede definirse la funcion,

fa: DX X3 (t,x) = ant) + 8wy (2),

mientras que si t ¢ D, entonces se define f,(¢,-) = oo para todo n € N. Se tiene que
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fu(t,-) € T'(X) para todo n € N y es facil ver que f, es un Lusin integrand pues

. Tn(t)} X |a,(t),00) site D,
epi f,(1.) = § 7olO} X Jan(t). o)
0 sité¢ D.
entonces por la Proposicién 3.2.7-(¢c), { fi }ien es una familia uniformemente de Lusin y epi f; =
cl(epi(inf,en fn(t,+))), por lo tanto f es un integrand admisible. O

Cuando X es un espacio de Banach cualquiera, la siguiente proposicion muestra que cuando
la funcién es semicontinua superior en 7', esta resulta un integrand admisible.

Proposicién 3.2.11 Sea f: T x X — R una funcién. Si f; es lsc para todo t € Ty para
todo A € A con p(A) < ooy € > 0, existe un compacto K C A tal que u(A\ K) < ¢
y K 5t~ f(t,x) es usc para todo x € X. Entonces, f es un integrand admisible. En
particular, si f es una funcién de Scorza-Dragoni tal que para todo t € T, f; es lsc, esta
resulta ser un integrand admisible.

DEMOSTRACION. Sea z € X, se define f,: T'x X — R como

fx(t,y):{f(t’x) sty =,

00 siy # x.

Es claro que f.(t,-) € I'(X). Se probara que epi f; = cl(epi(inf,cx f.(¢,-))). En efecto, si
(CL’,O() €epify = f(t,x) < «, sigue que fx(tax) = f(t7x) < a = infex fz(tvx) <
a = (z,a) € epi(inf,ex f.(¢,-)) lo que prueba que epi f; C cl(epi(inf,cx f.(¢,-))). Para
ver la inclusion reciproca, sea (z,a) € cl(epi(inf,ex f.(¢,-))) entonces existe una secuencia
(Tn, an)p Cepi(inf,ex f.(t,-)) tal que z,, = =y o, — a, luego inf e x f.(t, z,) < a,, < an+%
para todo n € N, luego existe z, € X tal que f,, (t,x,) < o, + % por tanto z, = =z, para
todo n € N y entonces f(t,x,) < a, + %, asl que tomando n — oo y ocupando que f;
es Isc, f(t,z) < liminf f(¢,2,) < « por tanto (z,«) € epi f; y asi se concluye la igualdad
epi fi = cl(epi(inf.cx f.(¢,+))). Por otro lado, sea A € A con u(A) < ooy € > 0 luego existe
K C A compacto tal que p(A\ K) < ¢ y para todo x € X, K 3t — f(t,z) es usc, se
verd que K > t=epi f,(t,-) es Isc para todo z € X. Sea U x J un abierto de X x R, sea
U={tc K: epif.(t,)N (U x J) # 0} entonces si t € U se tiene que existe y € Uy € J,
tal que f,(f,y) < By por tanto f(,z) < 3, como f(-,z) es usc, entonces existe V;, vecindad
de f en K, tal que f(t,x) < § para todo t € V}, entonces claramente V; C U y por tanto U
es un abierto en K, lo que prueba que K > t =epi f,(¢,) es Isc, luego {f,: T X X — R},cx
es una familia uniformemente de Lusin, por tanto f es un integrand admisible. m

Ademas, es posible definir una nocién similar para multifunciones, se dird que C': T'== X es
una multifuncién admisible si existe una familia uniformemente de Lusin {C;: T'= X },¢; tal
que C(t) = cl(U;er Ci(t)) para todo t € T'y C; toma valores convexos y cerrados para todo
1 € I. En este contexto, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.12 C': T'= X es una multifuncién admisible si y sélo si (¢, x) — doq ()
es un integrand admisible.

DEMOSTRACION. Si C': T'=2 X es admisible, C(t) = cl(U;e; Ci(t)) para todo t € T donde
{C;: T = X}ier es una familia uniformemente de Lusin y C; toma valores convexos y ce-
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rrados para todo ¢ € I. Teniendo en cuenta la Proposicion 3.2.7-(d), se tiene que ((¢,z) —
dc,(t)())icr es una familia uniformemente de Lusin. Ademds, epidc(y = cl(epi(infics 0¢,))),
puesto que epi(inficr ¢, 1)) = Uier Ci(t) x [0, 00) y entonces

cl(epi(%relﬁ doyy) = cl (U C’i(t)> x [0, 00)

= C(t) x [0,00) = epidc)

lo que prueba que (t,z) — d¢@)(z) es un integrand admisible. Para probar la inclusién
opuesta, se supondra que (t,2) + dcw)(z) es un integrand admisible, entonces existe una
familia uniformemente de Lusin {f;};c; con f; € T'(X) para todo ¢ € I, tal que

epidow) = cl(epi(iig fi(t,-))) = C(t) x [0,00).
Para todo (i,e) € I x [—1,1] =: J, se considera la multifuncién C§: T'=2 X definida por
CE(t) = el({w € X+ filt,2) < e}),

se probard que C(t) = cl(Ug ey C5 (t)). Six € C(t), entonces (x,0) € cl(epi(infics fi(t,))),
luego existe z, — = y «a, — 0 tal que para todo n € N existe i € I con fi(t,z,) <
an = T, € C{(t) y entonces x, € U;-)es C5 (t) para todo n € N, luego tomando n — oo,
r € cl(Ugiees Ci(1)). Six € cl(Uyees G5 (t)), existe una secuencia (x,) tal que x, — x y
(in,€n) € J con f; (t,x,) < &, para todon € N, y entonces (z,,,) € epi(inf;e; fi(t,)), luego
(T, en) € C(t) x[0,00), y entonces z, € C(t) para todo n € N,y como C(t) es cerrado, sigue
que z € C(t). Finalmente, {C;: T = X }(;-)cs es uniformemente de Lusin gracias al Lema
3.2.3-(d) y [38, Proposition 6.1.19]. O

El siguiente Lema es la versiéon medible del Lema 3.1.2. Ahora, se considera el infimo de una
familia que es uniformente de Lusin.

Lema 3.2.13 Sea {f;}ic; una familia de funciones que es uniformemente de Lusin, también,
se asume que f;(t,-) € I'(X) paratodoi € I yt € T. Sea A C T con A € A. Se considera
f(t,x) == infcs f;(t, ) y suponga que existe una funcién medible a: A — R tal que my(t) <
a(t),Vt € A. Entonces, existe una funcién fuertemente medible z: A — X tal que f(¢,z(t)) <
a(t) p-c.t.p. en A.

DEMOSTRACION. Sea A’ = {t € A: a(t) < oo}, claramente A’ € A. Como { f; }ics es una familia
uniformemente de Lusin, a: A” — R es una funcién medible y u es o-finita, se puede escoger
una secuencia disjunta de compactos con medida finita (B, )nen tal que p(A"\ (U,en Br)) = 0,
y para todo n € N, a: B, — R es una funcién continua y B, > t=3epi fi(t,-) es lsc,
Vi € I. Fijando n € N, se toma t € B, dado que ms(t) < a(t), existe i(t) € I tal que
my,,, (t) < a(t), por el Lema 3.1.1-(b), my,,, es usc en B, y dado que a|p, es continua, se
tiene que existe U, € N; (U; C B,) tal que mfl.m(s) < a(s),Vs € U;. Notar que (Up)iep,
es un recubrimiento abierto de B,, y por compacidad, existen ¢1,...,t; € B, tal que B, =
Ui:l Ui,, por el Lema 3.1.2 se tiene que existe una funcién continua z;, : Uy, — X tal que
fitt) (5,24, (5)) < a(s),Vs € Uy, , entonces f(s,x4,(s)) < afs), Vs € Uy,. Se define la funcion
Tn: B, — X dada por z,(t) = S_, x,(t)14, donde Ay = U, \ U=l U, para k > 1y
Ay = Uy, y se observa que f(t,z,(t)) < «(t),Vt € B,. Finalmente, se define la funcién
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medible 2’: A’ — X (la cual es fuertemente medible) dada por z/(t) = >0, x,(t)1p,, y se
tiene que f(t,2'(t)) < a(t),Vt € Unen Bn, luego, basta considerar xy € X cualquiera y tomar
x(t) = a'(t)1a + wola\a y se tiene que x es fuertemente medible y f(¢,z(t)) < a(t) para
todo = € A, y se concluye el resultado. O]

El siguiente Lema muestra una propiedad de funciones que sera util mas adelante.

Lema 3.2.14 Sean f,g: X — R funciones tal que epi f = cl(epig). Entonces 12)f(f(:v) =
inf g(x).

zeX

DeEMOSTRACION. Es claro que

inf f(z) = inf{a: (z,a) €epif,z e X}

zeX
= inf{a: (z,a) € cl(epi f),z € X}
= inf{a: (z,a) € epig,z € X} = ig)f(g(:v),

y se concluye. O

El resultado anterior sera clave para probar una nueva version del Lema 3.2.13, esta vez, para
integrands admisibles.

Teorema 3.2.15 Sea f un integrand admisible. Sea A C T con A € A. Suponga que existe
una funciéon medible a: A — R tal que m¢(t) < a(t),Vt € A. Entonces, existe una funcién
fuertemente medible z: A — X tal que f(t,z(t)) < a(t) p-c.t.p. en A.

DEMOSTRACION. Sea { f; }ies la familia uniformemente de Lusin tal que
epi fi = cl(epi(inf fi(t,-))),

con f;(t,-) € I'(X),¥(i,t) € I x T. Se considera ¢(t,z) := inf;c; fi(t, x), se tiene que epi f; =
cl(epig;) para todo t € T, por lo tanto, por el Lema 3.2.14, se tiene que, para todo t € T,
my(t) = mgy(t). Ahora, se puede aplicar el Lema 3.2.13 a la familia {f;};c; y obtener una
funcién fuertemente medible x: A — X tal que g(t,z(t)) < «a(t) p-c.t.p. en A, entonces
f(t,z(t)) < at) p-c.t.p. en A pues f < g puntualmente. O

Del teorema anterior y los resultados previos se desprende directamente que existen seleccio-
nes medibles para multifunciones admisibles, como establece el siguiente corolario.

Corolario 3.2.16 Sea C': T'= X una multifuncién admisible, entonces existe una funcién
fuertemente medible z: dom C' — X tal que z(t) € C(t) p-c.t.p. en dom C.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 3.2.12 se tiene que (¢, z) — do (@) es un integrand admi-
sible, ademas inf,cx dc()(2) = 0 para todo t € dom C. Luego si se toma a(t) = 1 para todo
t € T, se tiene que inf,cx ¢ (z) < a(t),Vt € dom C, sigue por el Teorema 3.2.15 que existe
x: dom C — X fuertemente medible tal que do(2(t)) < a(t) =1 p-c.t.p. en dom C' lo que
implica que z(t) € C(t) p-c.t.p. en dom C'. O
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3.3. Conjugada de Funcionales Integrales sobre espa-
cios descomponibles

En esta seccion se mostrara la formula de la conjugada de Fenchel para un funcional integral,
cuando este es definido sobre un espacio de funciones descomponible y el integrand que define
el funcional es admisible, sin asumir hipétesis de separabilidad del espacio X. Esta formula
se fue desarrollada en [14, Theorem VII-7] en el caso separable, mientras que en [14, Theorem
VII-14] se muestra un resultado parcial en espacios reflexivos (no necesariamente separables),
donde se asume una hipotesis muy particular sobre el integrand.

Siguiendo las ideas de [14], sea £ un espacio vectorial de funciones fuertemente medibles
x: T — X. Se dice que L es descomponible si para cada x € L, y toda funcién fuertemente
medible y: T'— X con y(T') relativamente compacto, y cada conjunto A € A con p(A) < oo,
la funcién x14c + y1 4 pertenece L.

Lema 3.3.1 Sea p una medida regular interna, o-finita y completa sobre un espacio métrico
T y un Lusin integrand f: T'x X — R, donde f; es Isc para todot € T. Siz: T — X y
z*: T — X* son funciones fuertemente medibles, entonces t — f(t,z(t)) y t — f*(t,2*(¢))
son A-medibles.

DEMOSTRACION. Se define ¢(t) := f(¢,x(t)). Primero se considera A € A con pu(A) < oo. se
afirma que existe un conjunto medible B C A con pu(A\B) = 0 tal que ¢ es medible en
B. En efecto, se considera una secuencia creciente de conjuntos compactos B} C A tal que
p(A\ Uken BE) = 0y B > t =epi f; es Isc para todo k, por el Lema 3.1.1-(a), se tiene que
[* es medible sobre Bi x X*, pues f* es lIsc, entonces B} 3t — f*(t,2*(t)) es medible para
todo k € N y por tanto t — f*(t,2*(t)) es A-medible pues (T, A, 1) es completo. Ademés,
por el Corolario 1.3.13 aplicado a |4, existe una secuencia creciente de compactos Bf C A
tal que p(A\ Upen Bi) = 0y B  t + z(t) es continua. Se define By := Bj N B?, entonces
por el Lema 3.1.1-(c), ¢ es medible en By, entonces definiendo B := ey By se tiene que
pu(A\B) = 0, y la funciéon B > t — f(t,z(t)) es A-medible, y por tanto es A-medible en T
ya que la medida es completa. Il

Sean z:T'— X y *: T'— X* funciones fuertemente medibles, se definen

Iy(w) = [ Sta@)dpy () = [ (e (0)ap. (35)

Si f: T x X — R es un Lusin integrand con f; Isc para todo t € T, el Lema anterior
respalda que las integrales estén bien definidas. Para funciones débil* medibles, la definicion
anterior no tiene sentido, pues la conclusion del Lema 3.3.1 no es cierta en general en ese
caso. En efecto, si X es un espacio de Banach no separable, pueden existir funciones débil*
medibles z*: T — X* tal que la funcién ¢ — f*(¢,2*(¢)) no es medible. Por ejemplo, si
X = ¢%(]0,1]) (que es un Hilbert con el producto (z,y) := StepTeye) y T = [0,1] con
la medida de Lebesgue, ademés se considera la base canénica (e;)icjo1] C X. Se sabe que
existe I C [0, 1] tal que I no es Lebesgue medible. Se define la funciéon z*: T — X* dada
por z*(t) = e;17(t) — e/ L 1)\s(t). Ademds, se considera la funcién f: (t,z) € T x X — dc(x)
donde C' = {zr € X:0 <z <1, Vt € [0,1]} (f es admisible), es facil ver que f*(t,y*) =
sup,co(y*, ). Notar que, si z € X, el conjunto {t € [0, 1]: z; # 0} es numerable, entonces la
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funcion t — (x*(t), x) es medible para todo z € X, entonces x* es débil* medible, pero
{teT: f*(t,2"(t)) >0} = {teT: sup(z*(t),x) > 0}
zeC

= {tel:supax;>0tU{t¢I: infx, <0} =1,
zeC zeC
y por lo tanto la funcién ¢t — f*(¢,2*(t)) no es medible.

El siguiente resultado dice que los integrands admisibles cumplen las mismas propiedades
expuestas en el Lema 3.3.1.

Lema 3.3.2 Sea f un integrand admisible. Si z: T" — X y z*: T — X* son funciones
fuertemente medibles, entonces los mapeos t — f(t,z(t)) y t — f*(t,2*(t)) son A-medibles.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.2.7-(a) y el Lema 3.2.3-(c) f es un Lusin integrand, ademads f;
sea lsc para todo t € T', entonces esto es una consecuencia directa del Lema 3.3.1. O

El Lema 3.3.2 dice que la definicién en (3.5) puede ser extendida al caso en que f es un
integrand admisible. Ahora se procede a mostrar el principal resultado de esta seccién, el cual
establece una férmula de la conjugada de Fenchel para el funcional integral de un integrand
admisible.

Teorema 3.3.3 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico 7T'. Sea f
un integrand admisible. También, sea £ un espacio descomponible de funciones fuertemente
medibles, tal que existe u € £ con Zp(u) < oco. Si 2*: T — X* es una funcién fuertemente
medible tal que para todo = € £ la funcién t — (x*(t), z(t)) es integrable. Entonces

Zp«(2") = sup {/T ((x*(t),z(t)) — f(t,z(t))) du: = € E} : (3.6)

DEMOSTRACION. Primero, si existe algin v € £ tal que Zr(v) = —oo, el resultado se tiene
trivialmente, entonces se puede asumir que Zy(v) > —oo para todo v € L, asi se tendra que
Zr(u) € R. Se define ¢(t,x) = f(t,z) — (x*(t),x). Notar que f*(¢t,2*(t)) > (x*(t),u(t)) —
f(t,u(t)) =:g(t) y g € LY(T) pues Z;(u) € R luego, por la Proposicién 1.3.7

Zp-(7) = [ £ @)dn=suwp { [ o0): 0 € LAT) y o(t) < 10,27 (0) prctop. | . (3.7

El resto de la demostracion esta dividido en las siguientes Afirmaciones:
Afirmacion 1: La funcién ¢ es un integrand admisible.
Demostracion de la Afirmacion 1: Sea { f;}ies la familia uniformemente de Lusin tal que

epi fy = cl(epi(inf fi(t,))),

con fi(t,-) € T'(X),V(i,t) € I x T. Se considera g;(t,z) := fi(t,z) — (x*(t),x) y se pro-
bara que epivy; = cl(epi(inf;er gi(t,-))). En efecto, es claro que inf;er g;(t,-) > 1y puntual-
mente, entonces epi(inf,c; g;(¢,-)) C epivy para todo t € T y como 1, es lsc, se tiene que
cl(epi(inf;er g5(t,+))) C epity. Para probar la inclusiéon opuesta, sea (z, ) € epit)y, entonces
fi(z) — (x*(t),z) < . Si U x J es una vecindad de (z, «), se puede escoger § € J con § > «
tal que fi(x) — (z*(t), ) < [y entonces existe n € R tal que fi(z) — 5 <n < (x*(t), x), por
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continuidad existe una vecindad de x, U; C U, tal que para todo «’ € Uy, (z*(t),2’) > n, por
otro lado, se tiene que f(t,x) < S+4n, por lo tanto epi(inf;c; f;(¢,-)) N (Uy x (—o0, B+1n)) # 0,
asi, existe (Z,&) € Uy x (—oo, 5+ n) tal que inf,e; f;(¢,2) < & < B+n < B+ (x*(t),2) y
por lo tanto inf;e; g;(t,2) < 3, entonces epi(inf;er g;(¢,-)) N (U x J) # 0 lo que prueba que
(z,a) € cl(epi(inf;es gi(t,-))). Finalmente, por el Corolario 1.3.13, se tiene que para todo
A€ A con u(A) < coye >0, existe un conjunto compacto K C A con u(A\ K) < ¢ tal
que z*: K — X* es continua, entonces K x X > (t,z) — (z*(t), ) es continua, entonces por
el Lema 3.2.7-(b), se tiene que {g;}ic; es una familia uniformemente de Lusin y se concluye.

Afirmacién 2: La férmula (3.6) se tiene.

Demostracién de la Afirmacién 2: Sea e >0y € LY(T) tal que f*(t,z*(t)) > B(t) p-c.t.p.
se puede asumir que esta desigualdad es vélida en todo 7', entonces my,(t) < —3(t) para todo
t € T, luego por el Teorema 3.2.15 existe una funcion fuertemente medible y: T" — X tal que
W(t,y(t)) < —5(t) p-c.t.p., luego, por la Proposicién 1.3.14, existe un conjunto compacto de
medida finita B C T tal que

[ 1s@ldn<e/2y [ o ut)lde < /2

ya que By (-, u(-)) son integrables y ademés por el Corolario 1.3.13 se puede asumir que
B >t~ y(t) es continua. Luego,

/Bﬁ@)d'u < /B<:C*(t),y(t)> — f(t,y(t)du,

Ahora, como y es continua sobre B y este es compacto, se tiene que y(B) es compacto,
entonces como L es descomponible (extendiendo y a todo T, por cero fuera de B) la funcién
z(t) == u(t)1pe + y(t)1p pertenece a Ly

[ s0du= [ stan+ [ Bty
< [ (@), y(0) = F(t.y(1) du+2/2
<ef2+ [ (@0 20) = ft.2O) du+ [ (. u®)du
et [ (0, 2(0) = f(t.2() du
< e+ sup {/T ((z*(t), z(t)) — F(t, (1)) dp: x € /:} .

Lo anterior se cumple para todo 8 € L'(T) tal que 3(t) < f*(t,z*(t)) p-c.t.p., entonces por
(3.7) se sigue que

sup {/T (2™ (8), 2(8)) — F(t,2(8)) dpu(t): = € E} be>Tn(a").

Por la arbitrariedad de € > 0, se concluye la desigualdad < en (3.6). La desigualdad opuesta
siempre se tiene, asi que se concluye la demostracién. Il
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Ahora, se considera el problema de optimizacion

minZ¢(x), (3.8)

zeL

donde la funcién f, como en el Teorema 3.3.3, es un integrand admisible. Con esto, es posible
dar condiciones de optimalidad al problema (3.8).

Corolario 3.3.4 Bajo las mismas suposiciones del Teorema 3.3.3, se tiene que = € L resuelve
el problema de optimizacion (3.8) si y sélo si para casi todo ¢t € T, Z(t) resuelve el problema
de optimizacién

min f;(x).

rzeX

DeMOSTRACION. Usando el Teorema 3.3.3, es claro que
Ii(z) = inf{Zf(x): v € L} = —sup{—Zs(z): x € L}
= —T;(0) = /T ;g)f( fi(z)dp.

Entonces, se tiene que f;(Z(t)) = inf.cx fi(x) p-c.t.p. que concluye la demostracién. O

Se define P, como el conjunto de funciones fuertemente medibles x*: T' — X* tal que para
todo x € L, la funcién t — (x*(t), z(t)) es integrable. El conjunto P, es un espacio vectorial.
Usando esta notacion, el funcional Zy«: P, — R estéd bien definido. En el caso en que tanto £
como P, tengan estructura de espacios vectoriales topologicos, se asumira que Ly P, estan
en dualidad, donde el producto de dualidad esta dado por

<-,->: LxPr—R
(e,0%) = [ (0. 2(0)dn.

Para € > 0 se define el conjunto Z(e) := {¢ € LY(T): £(t) > 0 p-c.t.p.y [;4(t)du < e}. El
siguiente corolario muestra una caracterizacién del subdiferencial del operador Zy, obtenido
gracias al Teorema 3.3.3.

Corolario 3.3.5 Bajo las hipdtesis del Teorema 3.3.3, se tiene que para todo x € £ donde
|Zs(z)] <ocoye>0

0.Zs(x) = |J {a* € Pe: 2*(t) € Oy fe(x(t)) pc.tp.}. (3.9)

neZ(e)

DEMOSTRACION. En este caso, se tiene que

0.11(a) = {4 € Pe: Iy(y) +2 2 Iyw) + [ (5" (0).9(0) — a(0)), Vy € L]
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Entonces,

" € 0.Zs(x)

S+ Ii(y) = Iya) + [ @ (0).y(t) = a(®))d vy € £

e+ [ (@ (0. 20) = St a@)du = sup { [ &0 y(O)du = Tr(w): y € £}
Tj(@) — [ (@0 o(®)dp+ Iy (") < &

/T(f(t,x(t)) — (& (t), x()) + f*(t, 2*(t)))dp < €.

[

Ahora, por la desigualdad de Young-Fenchel (ver [55, Theorem 2.3.1 (ii)]), se tiene que
n(t) == f(t,z(t)) — (x*(t),x(t)) + f*(t,2*(t)) > 0 para todo t € T', luego n € Z(e) y ademas
por [55, Theorem 2.4.2 (ii)]

[t a@t) = (2*(1), 2(t)) + [, 27 (1) <n(t) == 27(t) € Oy fi(x(t)),

lo que prueba que z* pertenece al conjunto del lado derecho en (3.9). Reciprocamente, si
existe n € Z(e) tal que x*(t) € Oy fe(x(t)) p-c.t.p. con &* € P,, entonces por [55, Theorem
2.4.2 (ii)]

(1) € Oy fua() potp. = f(La) - (@ (1), 2(6) + [ (L (1) < nlt) pectp.
— (@) +Zp-(") — (@"2) < [ lt)du <
= Ii(x) + (Zy)"(@") = (¢",2) <€
= 2" € 0.Is(x),
lo que prueba la igualdad. O]

El caso £ = LP(T, X).

Para cada p € [1,00], el espacio LP(T, X) es descomponible. Cuando X es un espacio de
Asplund, se tiene que X* cumple la propiedad de Radon Nikodym (Proposicién 1.3.24) y
entonces por el Teorema 1.3.22, para X espacio de Asplund, si p < oo, el espacio dual de
LP(T, X) se identifica con LY(T, X*), donde 1/p+1/q =1, y si p = 00, el dual de L>(T, X)
esta caracterizado por la suma directa L*(T, X*) & L¥"¢(T, X).

Proposiciéon 3.3.6 Suponga que X es un espacio de Asplund. Considere p,q € [1,00] con
1/p+1/q=1.5i L= LP(T,X), entonces Py = LI(T, X*).

DEMOSTRACION. Primero que todo, si * € LI(T, X*), usando la desigualdad de Hélder (1 <
p < 00), es claro que (z*(+),x(+)) € L}(T) para todo z € LP(T, X) (cuando p =10 p = o0, la
estimacion es obvia), y esto prueba que LY(T, X*) C P.. Por otro lado, si * € P,, se puede
definir la siguiente funcién, ¢: LP(T, X) — L'(T) dada por

v ) = (@ (), 2().

Es claro que ¢ esta bien definida y es lineal, se vera que ¢ tiene el grafo cerrado. En efecto,
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sea (Tp)nen C LP(T, X) una secuencia tal que z, — x en LP(T, X) y p(x,) — y € L'(T).
Como x, — z en LP(T, X) v (p(Zn))nen es convergente en L'(T), se tiene que existe una
subsecuencia (z,, )yen la cual converge c.t.p. a z y ¢(x,,) converge c.t.p. a y. Ahora, dado
que ©(x,, ) = (x*(*), pn, (+)) v T,, converge c.t.p. a x, se tiene que p(z,,) converge c.t.p. a
¢(x), entonces y = (). Esto prueba que ¢ tiene grafo cerrado y entonces por el Teorema
1.1.8, se tiene que ¢ es una funciéon continua. Entonces, existe C' > 0 tal que

J 16 @.2(6)dn < Clal),

y entonces, el funcional lineal
0z e LP(T,X) s / (* (1), 2(t))dp
T

es continuo, entonces ¢ € LP(T,X)*. Por tanto, si p < oo, entonces z* € LI(T, X*) pues
LP(T, X)* se identifica con LY(T, X*).

Sip = oo, se tiene que £ € L>=(T, X)*, y entonces existe y* € L'(T, X*) y una medida singular
\ tal que ¢ = (y*, ) + </A\7 -). Se va a probar que x* = y*. Por contradiccion, si z* # y*, se
considera h* := z* — y*, entonces existe ¢ > 0 tal que el conjunto A := {t € T": ||h*(t)|| > ¢}
tiene medida positiva, dado que p es o-finita, se puede asumir que p(A) < oco. Ahora, se puede
considerar un conjunto compacto K C A tal que u(K) > 0y h*: K — X* es continua, luego
se define la multifuncion

I''Kst={re X: (h'(t),z) >}

Como K C A, es facil ver que I' toma valores convexos, cerrados y no vacios. También, I" es
Isc. En efecto, sea U un conjunto abierto de X, considere £ € K tal que I'(£)NU # ), entonces
existe # € U tal que (h*({),#) > ¢, como U es abierto, existe T € U tal que (h*(f),T) > .
Dado que h*: K — X* es continua, existe V' € N; tal que (h*(t),Z) > ¢ para todot € V' y
esto prueba que {t € K: I'(t) N U # ()} es un conjunto abierto de K, entonces I es Isc. Por
el Teorema 1.4.7, existe ¢ € C(K, X) tal que ¢(t) € I'(t), para todo t € K.

Por otro lado, dado que \ es singular, se tiene que existe (A,) C A tal que T" = U, ey An,
A, C A,y1 y para todo B € A con u(B) < 00, A|lgna, = 0, para todo n € N. En este caso,
se tiene que

~

Roo) = [ (@), x(0)dp.

Es claro que existe j € N tal que pu(K N A;j) > 0 (pues pu(K) > 0) y entonces para todo
v € Lo(T, X),

/KQAKh*(t)?x(t))du =0.

Como ¢ € C(K, X), se tiene que plx € L>®(T,X) y ademds ¢(t) € I'(t) para todo t € K,
entonces

/zmA.<h*(t)’ () 1k (t))dp = p(A; N K) -2 >0,

lo que es una contradiccién, entonces h* = 0, luego z* = y* € LY(T,X). Finalmente, se
concluye que P, = LT, X*) para todo p,g > 1con 1/p+1/q = 1. O
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El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.3.3 y el Corolario 3.3.5.

Corolario 3.3.7 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico 7'
Considere un integrand admisible f. Suponga que X es un espacio de Asplund, y considere el
funcional integral Z; definido sobre el espacio de funciones p-integrables LP(T, X'), entonces
bajo las hipdtesis del Teorema 3.3.3, se cumple la siguiente formula

(Zs)*(z*) = Ly« (x) para todo z* € LT, X™) para p € [1, o0],
ysipé€[l00)y |Zp(z)| < oo

0Ly (x U {o7 € LUT, X7): 2*(t) € Oy fe(x(t)) prc.top.},

neZ(e)

donde 1/p+1/q = 1.

Notar que el Teorema 3.3.3 entrega una expresion para la conjugada de Z; sobre un espacio
de funciones fuertemente medibles (que fue denotado por P.), determinado por el conjunto
descomponible L. El espacio dual de L (7T, X') no es un espacio de funciones fuertemente me-
dibles, y de hecho, el Corolario 3.3.7 entrega la férmula de la conjugada sélo sobre L*(T, X*).
El objetivo es entregar una férmula de la conjugada del funcional sobre el dual de L>°(T, X),
y asi también calcular su e-subdiferencial. Este resultado generaliza [30, Theorem 6.4], en
donde se obtiene la misma férmula, pero cuando X es un espacio de Banach separable. Las
ideas de la demostraciéon, son similares a las expuestas en dicho resultado.

Teorema 3.3.8 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico (7, d).
Considere un integrand admisible f. Suponga que X es un espacio de Asplund, y considerar
el funcional integral Z; definido sobre el espacio L>(T, X)) donde existe u € L*>(T,X) tal
que Z;(u) < oo, entonces para todo z* € LY(T, X*) y \* € L*°(T, X)* una medida singular,
se tiene la siguiente formula

(Zs)" (2" + X*) = L= (") + Odomz; (A7) (3.10)

Ademds, para todo e > 0y x € L™(T, X) donde |Z;(z)| < oo, si v* € LY T, X*) y \* €
Lsm8(T, X), entonces v* +\* € 9.Zy(x) siy slo si existe €1,60 > 0y £ € Z(g1) coney+eg < &
tal que

v*(t) € e fil@(t)) pret.p. y A" € Nggz, ().
DEMOSTRACION. Primero que todo, si existe v € L>(T, X)) tal que Z;(v) = —o0, se tiene que
(Zp)*(z*+X*) =00y (Zy)*(x*) = Ly (x*) = 00, asi que (3.10) se tiene trivialmente. De ahora
en adelante se asumird que Zy(v) > —oo para todo v € L>(T, X), por lo tanto |Z;(u)| < oo,

ademds domZ; # (), por ende Z; es propia. Por el Corolario 3.3.7, (Z;)*(2*) = Zs«(x*) para
r* € LY(T, X*), luego, se tiene que

(Zp)*(z"+ X)) = sup{(z"+ X", 2) —Zp(x): . € L=(T, X)}
sup{(z*,z) — Zy(x) + (\",z): x € domZ}
< (Zp)"(2") + sup{(\",2): « € domZ;}
= Ip(z )+Ud0m1f(>‘*)
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Ahora, se probard la desigualdad opuesta. Sea ¢ > 0, si Zy-(z*) < oo, se puede tomar
r1 € domZ; tal que (z*,21) — Zp(x1) > Ij+(2*) — e y si Zp-(2*) = oo, se puede escoger
xy € domZy tal que (z*,x1) —Zy(x;) > 1. Similarmente, se puede tomar x, € domZ; tal que

<)\*,I2> Z UdomIf()\*) —¢€ sl UdomIf()‘*) < 09,
1 . .
(AN, 29) > B si Odomz; (A") = 00,

Como z1, 29 € domZy, por la Proposicién 1.3.6 existe A € A con p(A) < oo tal que

(@ (), x1(t)) = f(t,21(8))|dp < ¢,

(@ (), 22(t)) = f(t,2a2(t))|dp < e

AC‘

AC‘

Ahora, como A\* es una medida singular, existe una secuencia (A4,) C A tal que T' = U,,eny An
con A, C A,y y para todo B € A con u(B) < 00, A*|4,np = 0 para todo n € N. Ahora, se

considera
(t) site ANA,,
palty = {10 c
zo(t) sit e (AN A,)C.

Se tiene que \*|4,na = 0 para todo n € N, asi que (\*,y,) = (\*,x9) para todo n € N.
Ademés, como p(A) < oo, se tiene que (AN AS) — 0, luego se puede escoger k € N tal que
para i =1,2

[l (@), = St ai(0)ldp < e
ANAS
Ahora, se puede ver que

(Zp) (2" +A") = (2" + N yw) — Zr(yr)
= (N, @) + (2%, yk) — Zr(yr)-

Por otro lado,

o = Zew) = [ 0.0 0) ~ f(n (0)d

o 02200 = ()l
= @) =T = [ @a(0) = f(t (1)
= [y 220 = £ ()

-|-/Ac(x*(t),x2(t)) — f(t,22(t))dp

+ (@"(8), (1)) — f (¢, 22(t))dp

AnAg
(", 21) — Lp(xq) — 4de.

v
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Entonces, se obtiene que
(Ze) (™ + X*) > (A", 29) + (2", 1) — Ly(2q) — 4e.
Finalmente, si Zy«(2*) = 00 0 0gomz,(A*) = 00, se tiene que

21 1
(X", 23) + (2%, 21) — T;(21) > min {5’ ~ T (@) — €=+ Caomz, () - g} ,

y tomando € — 07, se obtiene que (Zy)*(2* + \*) = co. Cuando Zy-(2*) < 00 y Gdomz;(N*) <
o0, se obtiene que para todo € > 0

(Zp)* (2" + X*) > Ly (27) + Odomz, (") — 6¢,

entonces tomando € — 0% se obtiene que (Zy)*(z* + A*) > Zp+(2*) + 0qomz, (A*). En ambos
casos, se puede concluir que

(Zy)" (2" + A7) = Zp(27) + Odomz, (A")-

Para probar la ultima propiedad, se considera ¢ > 0y v € L>(T, X) donde |Z(v)| < oo.
Notar que, por [55, Theorem 2.4.2 (ii)] y la férmula (3.10):

VN €0 Zp(v) = Zp(v)+ (L) (v +N) = (0T + A u) <¢
< If("U) +If* (’U*) — <U*,U> + UdomIf()\*> —
Luego, sea ((t) = f(t,v(t)) + f*(t,v ( ) — (v*(t),v(t)) (£(t) > 0 por la desigualdad de

t —
Fenchel-Young), y es claro que ¢ € L'(T,R,) por tanto u-c.t.p. se tiene que £(t) < oo.
Ademds, sea e, 1= Ty(v) +ZLy-(v*) — (v*,v) = [ €(t)dp y €2 := Tdgomz, (A") — (A*, v), entonces

(A" v) <e.

v+ AN € 0.Zp(v) = /é(t)du+52§5 = g, +ey<e.
T

Se tiene ademdas que ¢ € Z(eg1) y p-c.t.p.

Fv(8) + f (8,07 (1) = (W (1), v(t)) < L(t) <00 = v*(t) € D fi(v(1)),

y también ogomz, (A*)— (A", v) < &2 = A" € N§J,, 7, (v). Reciprocamente, si existe £1,£2 > 0
con e+ e eyl € Z(er) tal que v*(t) € Iy fe(v(t)) p-c.t.p. y A" € Ngoyz, (v) entonces

ft, ())+f(tv()) (v™(2), v(t)) < £(¢) p-c.t.p.
= Zi(v) + Iy (v") - </T€ Jdp < e,

y (A, u —wv) < ey Vu € domZy entonces daomz, (A*) — (A, v) < &9, y asi

Tr(v) + (Zp) (0" + A7) — (0" + X", 0)
= Zf(v) + Zp- (V") + Odomz, (A") — (V" + A", v)
= (Zy(v) + L= (v") = (v7,0)) + (Gdomz, (A7) — (A", 0))
< & +e g
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lo que prueba que v* + \* € 0.Z;(v). ]

Ahora, se considera la siguiente clase de funcionales integrales definidos sobre el espacio de
Asplund X, dados por

xH/Tft(x)d,u.

Donde f se considera un Lusin integrand con f; € I'(X) para todo ¢t € T.

Lema 3.3.9 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico T'. Consi-
derar un Lusin integrand f: T x X — R con f; € I'(X) para todo t € T. Suponer que X es
un espacio de Asplund, y asuma que existe una funcién integrable k € LY(T), zg € L>=(T, X)
con |Z¢(xg)| < ooy e >0 tal que

F(t,x) < k(t),Va € Bo(zo(t)), ¥t € T.

Entonces, Z; es continua en z, sobre L>(T', X)) (en la topologia fuerte) y Zy es propia.

DEMOSTRACION. Sea (z,,) C L*®(T, X) una secuencia con x, — x¢ en L>(T,X), se probara
que Zy(x,) — Zp(xg). En efecto, en primer lugar notar que como f(-,o(-)) € L*(T') entonces
fi(xo(t)) € R p-c.t.p. por lo tanto f; es propia p-c.t.p, ademds, como k € L'(T), entonces
k(t) < oo, p-c.t.p. entonces f; es acotada superiormente en una vecindad de z(t), entonces
por [55, Theorem 2.2.11] se tiene que f; es Lipschitz continua en B.(zo(¢)) con constante
Ce(k(t) — fi(zo(t))), p-c.t.p., donde C. := L. Por lo tanto, fi(2,(t)) — fi(wo(t)), p-c.t.p.,
también existe N € N tal que para todo n > N, ||z, (t) — zo(t)|| < &, p-c.t.p. y entonces si
n > N, p-c.t.p. se tiene que

(£, 2n(t) — St 20(t))] Ce(k(t) = ft, wo(0))) l2n(t) — zo(t)]]

e-Ce- (k(t) — f(t,z0(1)))

t) — f(t,zo(t))) + | f(t, z0(t))] € L*(T), entonces por

<
<

y por lo tanto |f(t,z,(t))] <e-C.-(k
el Teorema 1.3.5

—~

[ FEaa®)dn— [ Ftzo(®)dn,

y se puede concluir que Zy(x,,) = Zr(x¢). Por tltimo, dado que f; es continua en z((t) p-c.t.p.
se tiene que Oy fi(x(t)) es no vacio (ver [55, Theorem 2.4.12]), luego, u-c.t.p. existe z; € X*
tal que

(27,0 = wo(t)) + filwo(t)) < frlw), Ve € X.

De acé sigue que si h € X con ||h]| <1y 0 < A < e entonces

felwo(t) + Ah) — fi(zo(t))
A

por lo tanto ||x}]| < C. - (k(t) — fi(xo(t))), entonces si x € L>(T, X), se tiene que

(@7, 2(t) = 2o(t)) = =llz = @olloo - Cc - (K(t) = filwo(1))),

(g, h) <

< CL(k(t) — fe(zo(t))),
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entonces
pec.t.p. fi(x(t)) = filzo(t)) — llo — zolle - Cc - (K(t) = filwo(1))),
sigue que Zr(x) > —o0, lo que muestra que Z; es propia. O

Con el Lema anterior, es posible calcular el subdiferencial de Ey, como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 3.3.10 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico 7'
Considerar un Lusin integrand f: T x X — R con f; € I'(X) para todo t € T. Suponer
que X es un espacio de Asplund, y asuma que existe una funciéon k € L(T), xy € X con
|E¢(z0)] < 00y d >0 tal que

F(t,2) < k(t),Vz € Bs(zo),Vt € T.

Entonces, para todo z € X tal que |Ef(z)| <ocoye>0

0.Ey@) = U [ duofil@)dn+ Nz, (2), (3.12)

€1,62>0
LeZ(e1)
e1tea<e

donde I )
/Tan(t)ft(x)dﬂ = {/Tm (t)dp € X™ | z*(t) € Oy fi(z) p-a.e. }

DEMOSTRACION. Para todo = € X, se define ¢,.: T'— X dado por ¢,(t) = x,Vt € T, es claro
que ¢, € L®(T, X) para todo z € X. Si se considera ®: X — L>°(T, X ) dada por ®(z) = ¢,
la cual es lineal y continua, se puede ver que £y = Z; o ®. Por el Corolario 3.3.9, se tiene que
Zy es propia y continua en ¢,, y usando la regla de la cadena (ver, e.g. [55, Theorem 2.8.1]),
para todo x € dom Ey, se tiene la siguiente igualdad

0:Ef(x) = 0:(Zy 0o @)(x) = P*0.Zs(P(x)). (3.13)
Para z* € L' (T, X) y \* € L¥"¢(T, X), se puede ver que

O (2" + \) = /T(:v*(t), Vg + F(AY). (3.14)

Para probar la igualdad (3.12), por un lado, si z* € X* pertenence al conjunto del lado
derecho de la igualdad (3.12), existen £1,e9 > 0 con g1 + e < ey £ € Z(eg1) tal que

v € [ O fi@)dp+ Ny, @)

y entonces, existe v* € LY(T, X*) y X € Niom g, () tal que 2 = [1(v*(t), )dp + A y p-c.t.p.
v*(t) € Oy fi(x), por lo tanto, se tiene que

pret.p., —fu(y) + fi(@) + (v* (1), y — x) < L(t) Vy € dom Ey
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e integrando esta desigualdad se obtiene que

~Ej(y) + (@) + [ (0" (0),y—2) < [ tdu < 1.

También se tiene que A € N3

domEf(x) = <)‘ay - ZL’> S 62,Vy € dom Ef, sigue que

E¢(x) — E¢(y) + /T<v*(t),y —2)+ (N\y—1x) <e+e<e¢, VyedomkEy,

y esto equivale a [ (v*(¢),-)dp + A = 2* € 0.E¢(z). Por otro lado, si 2* € 0.E¢(x), por
(3.13), existe u* = v* + \* € 0.Z;(®(z)) (con v* € LY T, X*) y \* € L*"(T, X)) tal que
r* = ®*(u*). En virtud del Teorema 3.3.8, existe 1,60 > 0y £ € Z(e1) con g1 + g9 < ¢ tal
que v*(t) € Oy fe(x) prc.t.p. y A € Ngoyz, (P(2)). Entonces, se tiene que [(v*(t),-)dp €
J7 0wy fe()dp, y dado que A € Nyomz, (®(7)), sigue que (\*,y — ®(z)) < &, Vy € domZy, es
claro que si y € dom E, entonces ®(y) € dom Ty, luego (\*, ®(y) — P(x)) < e3,Vy € dom Ey,
esto implica que (*(X"),y — ) < &2, Vy € dom Ef, entonces ®*(\*) € Ny, g, (x), por lo
tanto

= O (u")
= O"(v" + %)
= [ (@), Y+ (1)
e [ oo fi@)du+ N, (@)

Esto muestra que 2* pertenece al conjunto del lado derecho en la igualdad (3.12). Esto finaliza
la demostracion. O

También, bajo ciertas hipdtesis, es posible calcular la conjugada de Ey, lo cual extiende el
resultado mostrado en [42, Theorem 23 (c)].

Teorema 3.3.11 Sea p una medida regular interna o-finita sobre un espacio métrico 7'
Considere un Lusin integrand f: T'x X — R con f; € I'(X) para todo ¢t € T. Suponga que
X es un espacio de Asplund, y asuma que domZ; = L®(T, X), que existe 2o € X tal que
|Ef(z0)] < 0o, una funcién k € L (T) y € > 0 tal que

f(t,z) < k(t),Vo € B.(xg),Vt € T.

Entonces,
(Ep)*(a*) = inf{Z-(v*): v* € LY(T, X*) y / v (t)dp = x*}. (3.15)
T
DEMOSTRACION. Si existe T € X tal que Ef(T) = —oo, es claro que (Ef)*(z*) = oo para
todo z* € X*, pero ademads se tiene que Zy(®(T)) = —oo, asi que también se tiene que

0o = (Zy)*(v*) = Zy(v*) para todo v* € LY(T, X*), por lo tanto en ese caso la igualdad
(3.15) se tiene. Entonces, se asumird que E; es una funciéon propia. Por el Lema 3.3.9, se
puede observar que Zy es propia y continua en zy. Usando la misma notacién del Teorema
3.3.10, se tiene que Ey = Zy o @ y el operador adjunto de ® fue calculado en (3.14). Por [24,
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Theorem 3, p. 179] y el Teorema 3.3.8, para x* € X*, se tiene que
(Ep)"(2") = (Zyo®@)"(z")

* 1 * * sing
_ inf{(If)*(v*+)\*): vt € LNT, X*),\* € L (T,X),}

Q*(v* + \*) = a*
, ) vt e LYT,X*), \ € L8(T. X),

Ademas, se tiene que ogomz, (A\*) = 0o para todo \* € L*¢(T', X )\ {0}. Lo tltimo indica que
el infimo en (3.16) no depende de A\*, entonces se concluye que

(Ef)*(z*) = inf {If* (v*): v* € LNT, X*) y ®*(v*) = x*},

pero la condicion ®*(v*) = z* significa que [, v*(t)du = z* y se concluye. O

3.4. Subdiferencial de Clarke de Funcionales Integrales

El propésito de esta seccion es caracterizar el subdiferencial de Clarke del funcional z €
LP(T, X) — Zs(z) cuando f no satisface hipétesis de convexidad, utilizando los resultados
previos. Se sigue considerando a X como un espacio de Asplund.

Teorema 3.4.1 Sean p,q € [1, 0] tal que % + % =1.Seax € LP(T,X). Sea f: Tx X - R
un integrand admisible tal que:

(a) Sip € [l,00), existe k, € LY(T,R;) tal que f; es k,(t)-Lipschitz en X, para todot € T'.

(b) Si p = oo, entonces existe ¢ > 0y ko € LY(T,R,) tal que f; es koo (t)-Lipschitz en
B.(z(t)) para todo t € T.

Ademads, se supone que la funcién T'x X > (t,v) — df;(z(t); v) es un Lusin integrand entonces
se tiene que

AT (z;0) < / df,(x(t);v(t))du, Yo € LP(T, X). (3.17)
T
Ademas, la siguiente inclusion se tiene
OZs(z) C {o* € LYT, X*): 2*(t) € Of;(x(t)) p-c.t.p.}. (3.18)

DeEMOSTRACION. Como (¢, v) — dfi(x(t); v) es un Lusin integrand, se tiene que t — df(z(t); v(t))
es una funcién medible (Lema 3.3.1). Se define para y € X, v € LP(T, X) y s > 0

Spy,v,s(t) — f(tv Y+ 57)(;)) - f(tv y) )

Sip € [1,00), dado que f; es k,(t)-Lipschitz, |p,,s(t)] < ky(t)||v(t)| para todo t € T'. Si
p = 00, entonces |y, ()] < koo(t)||v(t)|| para todot € T, y € B.ja(z(t)) y s < 3y Por la
desigualdad de Hoélder, se tiene que k,(+)||v(-)|| € L'(T) para todo p € [1, cc]. Entonces, para

todo p € [1,00], t = dfy(z(t);v(t)) pertenece a L'(T). Ahora, por contradiccién, si (3.17) no
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se tiene, sigue que existe § > 0 y secuencias y, — = v s, — 07 tal que para todo n € N

/ f(tvyn(t) + SnU(t)) B f(tvyn(t)) / dft( ( ) ( ))d/lj + 5

Sn

Luego,

s [ £ 0)  50(8) = F0.,(0)

n—00 T Sn

dn> [ dfi(a(@);v(®))dp+ 6.
Por lo tanto, salvo subsucesion, se tiene que p-c.t.p. y,(t) — z(t). Entonces, u-c.t.p.

o F00) 5000 = F0s0) S0 00D = 00
n—eo n y—z(t),s—0+

= dfy(z(t),v(t)),

y por lo tanto

i sup £ E:n(8) + 500(8)) = £ 2,1

T n—oo Sn

dn < | dhe(t),o(0)dn,
pero, en virtud del Lema de Fatou (ver [7, Theorem 2.8.3]), se tiene que

St yn(t) + s,0(t)) — f(t,yn(t))dM

| drtae),o@)dp > [ timsup

T n—oo Sn
n—o0 STL
> / dfs (2 (8): v())dpt + 0,

que es una contradiccion. Se sigue que

S (ORI B (TP PR

S
yihﬁ,sHO"'

Con el resultado anterior, se probara la inclusion
0Z;(z) C {z* € LYT, X*): 2*(t) € Ofi(z(t)) p-c.t.p.}.

En efecto, si x* € 0Z;(x) = dI;(z;v) > (z*,v),Yv € LP(T,X), si se define g(t,u) :=
dfi(z(t);u), se tiene que para todo v € LP(T, X), Z,(v) > (z*,v), es claro que Z,(0) = 0,
por lo tanto z* € 0Z,(0). Ahora, como ¢; es convexa y Lipschitz, y g es un Lusin integrand,
las hipdétesis del Teorema 3.3.3 se tienen, y por lo tanto se puede aplicar el Corolario 3.3.5,
obteniendo que z* € 0yZ,(0) equivale a z*(t) € 9pg:(0) p-c.t.p. y como ¢;(0) = 0 para todo
t € T, sigue que p-c.t.p., (z*(t),v) < dfy(z(t);v),Vv € X y asf p-c.t.p., z*(t) € dfi(z(t)). O

De los supuestos del Teorema 3.4.1, la tinica hipdtesis que no es facil verificar es que el mapeo
(t,v) — dfi(x(t);v) sea un Lusin mtegrand Recordar que siempre la funcién (x, v) — df;(x; v)
es usc para todo t € T' (ver [16, Chapter 2, Proposition 1.1 (b)]). En la siguiente proposicién,
se entregan condiciones que aseguran el cumplimiento de dicha hipotesis.
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Proposicién 3.4.2 Se asume que f: T x X — R es un Lusin integrand tal que f; es k(t)-
Lipschitz donde k esta definido igual que en el Teorema 3.4.1.

(a) Sila funcion (t,z,v) — dfi(z;v) es usc, entonces, para cualquier funcién fuertemente
medible z: T — X, la funcién (¢,v) — dfi(x(t);v) es un Lusin integrand.

(b) Si f; es convexa para todo t € T y f es una funcién de Scorza-Dragoni, entonces
(t,v) — dfi(x(t);v) es un Lusin integrand.

DEMOSTRACION. (a) Sea A C T con u(A) < ooy € > 0. Por el Corolario 1.3.13, existe un
subconjunto compacto B C A con pu(A\ B) < € tal que z: B — X es continua. Por otro
lado, sea U x I un conjunto abierto de X x R, si € B es tal que existe (0,4) € U x I
con df;(z(t);9) < &. Dado que (t,x,v) — dfy(z;v) es usc, se tiene que existe una vecindad
V x U, x Uy de (, 2(), ) tal que df,(z;v) < & para todo (t,z,v) € V xU; x U,. Finalmente, se
puede ver que si t € V Nz~ (U;) (que es una vecindad de #), entonces df;(x(t); 9) < & y asi el
conjunto {t € B: (UxI)Nepidf;(x(t);-) # 0} es abierto, y se concluye que (t,v) — df;(z(t); v)
es un Lusin integrand.

(b) Como para cada t € T, f; es convexa, entonces (ver [16, Proposition 4.3, Chapter 2])

dfi(z(t);v) = fi(z(t);v) = inf [t x(t) + sv) — f(t, x(t))

s>0 S

sea A € A con pu(A) < ooy e > 0, luego existe un compacto K tal que p(A\ K) < ¢,
z: K = Xy f: KxX — R son continuas. Sea U x J un abierto de X x R, luego, sea t € K
tal que existe © € U y o, B € I tal que df;(2(f);0) < a < 8, luego existe s > 0 tal que

filad) + 50) = filw(d) _

S

fe(x(t)+s0)—fie (x(t))

s

pero se observa que K >t — es continua, por lo tanto existe V', vecindad

de t en K tal que

fe(@(t) + s0) — fi(z(t)) <B. VeV

entonces sigue que df;(x(t); 9) < [ para todo t € V', lo que prueba que K > t = epidf;(z(t);-)
es Isc, y entonces (t,v) — df;(x(t);v) es un Lusin integrand. O

Respecto al operador E definido en (3.11), se pueden obtener resultados similares a los del
Teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.3 Sea f: T x X — R una funcién tal que ¢ — f(¢,x) es medible para todo
r € X. Sea v € X, suponga que existe e > 0y k € LY(T,R,) tal que f; es k(t)-Lipschitz en
B.(z) para todo t € T'y que (t,v) — df;(x;v) es un Lusin integrand, entonces

dE;(z)(v) < / df,(z)(v)dp, Yo € X, (3.19)

OE;(x) C {/Tx*(t)d,u: v € LYT, X*) y z*(t) € 0f,(x) ,u—a.e.}. (3.20)
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DemosTrACION. En efecto, notar que si y € B.jo(z), v € X y s < 3o

‘fw +50) = SED) gyl

S

por lo tanto
|dfi(z;v)| < ||v||k(t) para todo t € T, (3.21)

asi que t — dfy(z;v) € LY(T), para todo v € X. Por el lema de Fatou (ver [7, Theorem
2.8.3]), se tiene que

0B, (3 0) — mnamtéfxy+8?-—ﬁwhi

s—0t y—x

1L

fuly + S? — fily) du = /Tdft(ﬁf;v)d%

< lim sup
T s—0+ y—x

y se concluye (3.19). Por otra parte, sea z* € OE(x), sigue que (z*,v) < dE;(z;v) para todo
v € X, luego, por (3.19) se tiene que

(@, 0) < [ diilwsv)dp, v € X.
T

Si se define g: (¢,v) — dfi(x;v), entonces (x*,v) < Ey(v),Vv € X, entonces como E,(0) =0,
z* € 0yE,y(0). Ademds, por hipdtesis se tiene que g es un Lusin integrand, ademés g; es

convexa para todo ¢ € T y por (3.21) sigue que |g(t,v)| < k(t)||v]|, por lo tanto, por el
Teorema 3.3.10,

%&@zéﬂw@w
B {/Ty*(t)du: y' e LNT, X) y y"(t) € 0g:(0) u—c.t.p.}

—{ [y ®du: v € LT X) v " () € Dhl) pctp |

pues dom E, = X por (3.21) y 0og:(0) = Of,(z) para todo t € T, asi que se concluye
(3.20). O

Observacién 3.4.4 Cuando f es convexa, para que (t,v) — dfi(z;v) sea un Lusin integrand
y t — f(t,x) sea medible para todo = € X, basta que f sea un Lusin integrand y f; es lsc
para todo t € T.

Otra observacién importante trata acerca de la caracterizacion total del subdiferencial de
Clarke y bajo que condicién se cumple.

Observacion 3.4.5 Una funcién f: T x X — R localmente lipschitz en x se dice regular
en z si dfy(z;v) = fl(x;v) = limy_o+ M para todo t € T y para todo v € X. Una
aplicacion directa del lema de Fatou permite concluir que si bajo las hipétesis del Teorema
3.4.1 y si f; es regular en z(t) para todo t € T entonces la desigualdad (3.17) y la inclusién
(3.18) se convierten en igualdades. De igual manera, bajo las hipétesis del Teorema 3.4.3 y si

fi es regular en  para todo t € T', entonces la desigualdad (3.19) y la inclusion (3.20) llegan
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a ser igualdades.

3.5. Un problema de Calculo de Variaciones

En esta seccion, se considera un espacio de Asplund X, tal que X satisface la propiedad de
Radon-Nikodym y el siguiente problema de calculo de variaciones
min /(x +/ f(t,x(t),(t))dt (3.22)
v e AOIP([a, b, X), (@ <a>,x<b>> e s.

Este problema se ha estudiado en [16, Theorem 5.22] y en un contexto mas general en [15,
Chapter 18], pero en ambos ha sido tratado cuando X es un espacio de dimensién finita. Se
considerard p € (1,00), S C X x X es un conjunto cerrado no vacio, £: X x X — R es una
funcion localmente Lipschitz y f: [a,b] X X x X — R es un Lusin integrand tal que f(¢,,")
es k(t)-Lipschitz, donde k € L%([a,b]) con 1/p+1/q =1, por ende k € L'([a,b]). El objetivo
es entregar condiciones de optimalidad para dicho problema.

Se dird que z es solucién local de un problema de optimizaciéon min{L(y): y € Y} (con Y
Banach) si existe € > 0 tal que L(z) < L(y) para todo y € B.(z).

La siguiente proposicién muestra que se puede remover la condicién inicial y final del problema
(3.22) considerando un problema penalizado.

Proposiciéon 3.5.1 Considerando el problema anterior, x es soluciéon local del problema
(3.22), si y sélo si, (z(a),z(b)) € Sy existe K > 0 tal que para todon € N conn > K, x es
solucion local del siguiente problema

min ¢(z +/ £t 20, #(6)dt + n - d((z(a), 2(b)): S) (3.23)
eAC”’([a o, X).

DEMOSTRACION. Se define

J(z) == 0(z(a), 2(b)) + / "Rt 2(t), () dt

To(z) = +/ £t 2(t), #(8)dt + n - d((z(a), 2(b)): S).

Si z es una solucién local del problema (3.22) entonces J(z) < J(y) para todo y punto factible
del problema (3.22) y ||y — z||acr» < € para algin € > 0. Dado que ¢ es localmente lipschitz,
existe 0 > 0y M > 0 tal que

[6(z, w) = £(u, v)| < M(|[z = ull + [[w = o]]),Y(z, ), (u,v) € Bs((x(a), 2(b))).

Se toma K := M + ||k| (1 + ﬁ) Se procede por contradiccion, luego existe i € N con
i > K y una secuencia (z') C AC'?([a,b], X) tal que J;(z}') < Ji(z) = J(x) para todo

(2
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neN,y lim |zl — x| ac1» = 0. Para todo n € N, se puede encontrar (p,,0,) € S tal que

lpn = 2 (@)l + [low — 23 (D) < d((27 (a), 27 (0)); §) + €n,

J(z)—Ji(=7)

donde ¢, = min{ =57

, %} Para n € N, se considera la funcién

t—a b—t
o= 2 (b) +
(o xz())+b_a

(11 — ().

Es fécil ver que y, € AC™P([a,b], X), yn(a) = pn y yn(b) = 0, y entonces (yn(a), ya(b)) € S.
También, se tiene que

max{||lyn — 2} |lcos [[9n = #lloc} < [low — 2O + [l — ()]
< d((xf(a), 2} (0)); S) + &n.

Es claro que existe N € N tal que max{||y, — 7||o, [|[yn — 7}[|sc} < min{e,d} para todo
n > N. Ahora, para n > N se puede hacer la siguiente estimacion

Tym) = I = Uun(a), pa(b) = (a7 (a), 22 0)
+/bt%@yw» (1, 1) 7 1)
Ml = 2O + i — 27 (a)])
4 [ RO n®) — O] + 1.(6) — &7(0) e
= Ml — 2O+ i — 27 (a)])
Hllow = 2O+l = @) [ ko) (=2 + ) at

< (low = 2O + o — 2@ (M + [l (1+5=—)).

IA

y esto muestra que sin > N, J(y,) < J(z})+K(||pn—2}(a)||+|lon—2}(b)]]), y como y,, es un
punto factible para el problema (3.22) entonces J(x) < J(z)+ K (||pn—2(a) ||+ ||on—22(D)|])
para todo n > N y se obtiene que

I(w) < J(a) + Kl wa).a(0): 8) + ) < ) + 2T AED g

lo que es una contradiccion. La implicacion opuesta es directa. Il

Ahora, se sabe que z € AC™P([a,b], X) si y sblo si existe y € LP([a,b], X) tal que z(t) =
z(a) + ['y(s)ds en [a,b] (Teorema 1.3.27). Luego, se puede considerar el conjunto

A= {(u,x,y)EXpr([a B, X)2 _u+/ Vte[a,b]}.
Entonces se tiene la siguiente proposicion,

Proposicién 3.5.2 z es una solucién local del problema (3.23) si y solo si (z(a), x, %) es una
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solucion local del siguiente problema

min £(z +/ (t, (), y(D)dt + n - d((x(a), 2(b)); S) (3.24)
(u,x,y) € A.

donde n > K, con K > 0 dado por la Proposicion 3.5.1.

DEMOSTRACION. Sea

W (u, z,y) = +/ £l (), y(0)dt +n - d((z(a), 2(b)): S).

Haciendo uso de la notacion de la demostracion de la Proposicion 3.5.1, si x es una solucion
local del problema (3.23), entonces existe ¢ > 0 tal que J,(z) < J,(y) para todo y €

ACY?([a,b], X) con ||y — || ac1» < € donde n > K con K > 0 dado por la Proposicién 3.5.1,
luego, si (u, z,y) € A, entonces 2(t) = u + [} y(s)ds para todo t € [a,b], luego u = 2(a) y
ademéds y(t) = 2(t) para todo t € [a,b] y por tanto z € AC'?([a, b], X), por el Lema 1.3.29,
se sabe que existe C' > 0 (que s6lo depende de a,b y p) tal que ||z — z||, < C||z — z||acre,
luego

[(w, 2, y) = (z(a), 2, &)|| = [[u— z(a)[| + |z — zll, + [ly — &[],
= [|z(a) — z(a)[| + |z — [, + |2 — &[],
= ||z = zllacrs + Iz — ||,
< (C+ D]z = x| acre-

Luego, si ||(u, z,y) — (z(a),z, )| < e implica que ||z — z|[ac1» < € entonces W(u, z,y) =
Ju(z) > Jo(x) = W(z(a),z,2) lo que prueba que (z(a),z,t) es solucién local de (3.24).
Reciprocamente, si (z(a),z, ) es solucién local de (3.24), entonces existe € > 0 tal que
W(z(a),x, ) < W(u,z,y) donde ||(u, 2,y) — (z(a),z,)|| < e, luego, si [[w — z([ac1» < &5,
entonces |[(w(a),w,w) —(z(a),z,z)|| < e,y Jo(x) = W(z(a),z, &) < W(w(a),w,w) = J,(w)

lo que prueba que z es solucién local de (3.23). O

El siguiente Lema caracteriza el cono normal limiting del conjunto A definido anteriormente.

Lema 3.5.3 Si (u*,z*,y*) € Na(u,x,y) con (u,z,y) € A, entonces
b
Yy (t) = —/ x*(s)ds para todo t € [a, b
t

yy'(a) =" =~ [/ a"(s)ds

DeMOSTRACION. Es facil ver que A es un conjunto convexo y cerrado, luego si (u*, z*, y*) €
Na(u, z,y) entonces ((u*, 2", y*), (v, z,y)) = {(u*, 2", y"), (v, 2',y/)) para todo (v, z",y') € A
(ver [39, Proposition 6.6]). Entonces,

(' u—u) = /b(flf*(t), w'(t) — a(t))dt + /ab<y*(t), y'(t) = y(t))dt,

a

pero se tiene que z(t) = u + [ y(s)ds y 2/(t) = v’ + ['9/(s)ds para todo t € [a,b], y por lo
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tanto se obtiene que
b d b t
(u +/ t)dt,u —u'y > / %(—/ z*(s)ds, y’(s) y(s)ds)dt

—i—/b / (s)ds,y'(t) — y(t))dt
= [+ [ r (s, (1) — w0,

donde la tltima igualdad es gracias al Teorema Fundamental del Célculo. Ahora, notar que
la desigualdad

(u +/ t)dt,u — ' >/ / s)ds,y'(t) — y(t))dt

se tiene para todo v € X y v/ € LP([a,b], X), y entonces se puede concluir que y*(t) =
— [P ar(s)ds y ut = — [P a*(t)dt. O
El siguiente resultado muestra la condicién de optimalidad para el problema (3.22).

Teorema 3.5.4 Sea z una solucién local del problema (3.22), entonces existe p € AC([a, b], X*)
tal que

(pp) € OL¢(w, &)

(p(a), —p(b)) € 9l(x(a), (b)) + Ns(z(a), 2(b)).

DEMOSTRACION. Primero que todo, notar que, para n > K, el problema (3.24) puede ser
reescrito como

min (£ o @)(u,x,y) + Zr(u,z,y) + (n-d(;5) o ®)(u, z,y) + da(u, z,y) (3.25)
(u,z,y) € X x LP([a,b], X) x LP([a,b], X).

Donde ®: (u, z,y) — (u,ut [ y(s)ds) y Tp: (w,z,y) — [° f(t,z(t),y(t))dt. Por [17, Corollary
3, p. 100], se tiene que LP([a,b], X) es un espacio de Asplund. Ahora, si z es una solucién de
(3.22), por los resultados anteriores se tiene que z := (z(a),z, ) es una solucién de (3.25),
luego por la Proposicién 1.2.13 se tiene que

(0,0,0) € 0(lo®+Z+n-d(;5) 0P+ 04)(2)
COWo®)(z)+ 0Zs(2) +0((n-d(-;5)) o ®)(2) + 0da(2),

donde se ocupa la regla de la suma (ver Teorema 1.2.12). Por la regla de la cadena (ver [39,
Theorem 6.23 & Proposition 6.14 (a)]) se tiene que d(£o®)(z) C P*OU(P(z)), y similarmente,
gracias a la Proposicion 1.2.11 se obtiene que

I((nd(-;5)) o @)(2) C @*9(nd(+; 5))(®(2)) = *(ndd(-; 5)(®(2))) C "N (P(2)).
Por lo tanto, como se tiene que 0Z;(z) C 9Z;(z) (Proposicién 1.2.16), entonces

(0,0,0) € ®*AU(D(2)) + DLs(2) + B*Ng(D(2)) + Na(2).
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Dado que Z; no depende de la variable u, se tiene que 0Z(z) = {0} x 9Z;(x, ). Por otro
lado, se tiene que ®*(u*, v*) = (u* +v*,0,v*). Luego, existe (uf,v*) € I(P(2)), (ub, x*,y*) €
Na(z),y (ul, w*) € Ng(®(z)) tal que
—* (uj,v*) — (us, 2%, y*) — " (uj, w*) € 0Z;(2)
—(uj 4+ v*,0,0%) = (u3, 2%, y*) — (uj +w*,0,w*) € ILys(z)
(—uj —v" —w* —uy —uy, —2*, —v" —w* —y*) € {0} x 0Ly(z, &),

entonces ut + v* + w* + uj + ui = 0. Por el Lema (3.5.3), se tiene que y*(t) = — [P 2*(s)ds y
uy = — [P 2*(s)ds. Se define p(t) == ut + ub + uf + [ x*(s)ds, entonces p(t) = —z*(t) y

b
pt) =i s+ s+ [ o (s)ds = —v" —w' —
t
y se concluye que (p, p) € 0Z;(z, ). Finalmente, se puede ver que

b
(@), —p(b) = (u} + 5+ 5 + [ a*(s)ds, —ui — 5 — )

b
uy + uy 4+ ul + / ¥ (s)ds,v* + w)

y se finaliza la demostracion. n

Corolario 3.5.5 Suponga que f cumple las hipotesis del Teorema 3.4.1. Entonces, si x es una
solucién local del problema (3.22), existe una funcién absolutamente continua p: [a,b] — X*
tal que

(P(t), p(t)) € Of (¢, x(t), 2 (t)) t-c.t.p.

(p(a), =p(b)) € d(x(a), x(b)) + Ns(x(a), 2(b))

DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia directa del Teorema 3.5.4 y la inclusion (3.18) del
Teorema 3.4.1. O]

3.6. Aplicacién al Sweeping Process

El sweeping process es una inclusion diferencial de primer orden que involucra el cono normal
de un conjunto convexo cerrado que depende del tiempo. Fue introducido por J.J. Moreau
como un modelo de elastoplasticidad en mecénica (see [36, 37, 35]). En su forma més simple,
consiste en encontrar una solucién absolutamente continua x: [a,b] — H de la siguiente

inclusién diferencial:
{x(t) € —New(z(t)) c.t.p. t € [a,b],

c
z(a) =z € C(a) (3.26)
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Sin embargo, debido a la presencia del cono normal, la definiciéon anterior requiere implici-
tamente que z(t) € C(t) para todo t € [a, b]. Entonces, para que el sweeping process admita
una solucion en el sentido anterior, se requieren algunas propiedades de continuidad sobre la
multifuncion C. En este contexto, el primer resultado sobre la existencia de soluciones para
el sweeping process (3.26) (ver [36]) requiere que

Haus(C(t),C(s)) < klt —s| t,s € [a,b], (3.27)

donde k > 0 y Haus(A, B) es la distancia de Hausdorff entre los conjuntos cerrados A y B.
Debido a intereses practicos en problemas de mecéanica, donde saltos y colisiones pueden
ocurrir (ver, e.g., [34, 9, 52]), se han extendido las nociones de solucién al caso donde las
discontinuidades en la multifuncién C' son permitidas (tipicamente de variacién acotada). En
esta seccion, se estudiaran dos nociones de soluciones en el contexto discontinuo y se probara
que ambas nociones son equivalentes con hipdtesis bastante generales.

En lo que sigue, H serd un espacio de Hilbert. La primera definicion estd basada en [53] y es
la nocién de solucién mas utilizada.

Definicién 3.6.1 Se dice que z: [a,b] — H es una solucion en el sentido de medidas dife-
renciales del sweeping process (3.26) si

(a) El mapeo x(-) es de variacién acotada en [a, b], continuo a la derecha, y satisface x(a) =
zo y x(t) € C(t) para todo t € [a, b].

(b) Existe una medida de Radon v con respecto a la cual la medida diferencial dx de z(-)
es absolutamente continua con %£(-) € Ll([a,b]; H) y

ji(t) € —New(x(t)) v-ctp. t€a,b].

Ahora, se define la nocién de “solucién integral”, la cual esta basada en [26, 27] (ver también
[41]).

Definicién 3.6.2 Se dice que x: [a,b] — H es una solucion integral del sweeping process
(3.26) si

(a) El mapeo x(-) es de variacién acotada en [a, b], continua a la derecha, y satisface x(a) =
xo y x(t) € C(t) para todo t € [a,b].

(b) Existe una medida de Radon positiva v con respecto a la cual la medida diferencial dx
de z(-) es absolutamente continua con %(-) € L}([a,b]; H) y para todo y € C([a,b], H)
con y(t) € C(t) v-c.t.p. t € [a,b]:

/ab <fili(t>= y(t) - x<t)> dv > 0.

Se observa que la equivalencia entre ambas definiciones no es trivial. En efecto, por un lado,
la definicién 3.6.2 requiere la existencia de selecciones continuas de C', las cuales no necesaria-
mente existen. Por otro lado, la definiciéon 3.6.1 estd basada en una caracterizacién puntual
del cono normal.
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El siguiente resultado muestra, como una consecuencia del Teorema 3.1.4, la equivalencia
entre estas dos definiciones para una multifuncién C': [a,b] = H que toma valores convexos,
cerrados, no vacios y acotados.

Teorema 3.6.3 Sea C': [a,b] = H una multifuncién que cumple (3.27), que toma valores
convexos, cerrados, no vacios y acotados. Entonces, z(-) es una solucién integral si, y sélo si
z(+) es una solucién en el sentido de medidas diferenciales.

DEMOSTRACION. Por un lado, si z(-) es una solucién en el sentido de medidas diferenciales
(Definicién 3.6.1), es suficiente integrar la funcién (2£(-),y(-) — z(-)) en [a,b], para toda
funcion y € C([a, b], H) que cumple que y(t) € C(t) v-c.t.p., y luego concluir que z(-) es una
solucién integral.

Por otro lado, sea x: [a,b] — H una solucién integral, i.e., para todo y € C([a,b], H) con

y(t) € C(t) v-ct.p. t € [a,b]:
_/ab <Zi(t)vy(t) - l’(t)> dv >0

Entonces, se tiene que

izt { [ {5000 = 20)) + o (o) € Cllatl. 1)} 20

Ahora, se define
)= {000 = 20)) + e o)

Es posible probar que f es un Lusin integrand. En efecto, sea A € L([a,b]) y € > 0, se puede
escoger un conjunto compacto K C A con v(A\ K) < ¢ tal que fl—l”f: K —Hyxz: K— H son

continuas (Corolario 1.3.13). Entonces, K x X 3 (t,y) — <%(t),y - :I;(t)> es continua, por
lo tanto, esta es un funcién de Scorza-Dragoni. También, se observa que para todo t € [a, b],
epidow = C(t)x[0,00) y como C es Isc (ver [38, Proposition 6.1.37]), se tiene que t = epi ¢
es Isc, entonces por 3.2.6, K 5 t = epi f; es Isc. Por el Teorema 3.1.4, existe una secuencia
creciente de compactos (K, ),en tal que

B, = inf{/Kn Fild(t))dv: ¢ € C(Kn,H)} _ /K inf f,(y)dv,

n yeH

con v([a,b] \ (UK,)) = 0. Para todo n € N, existe ¢,, € C(K,, H) tal que

Bt = [ Rlon(®)in

lo que implica que ¢,(t) € C(t) v-c.t.p. t € K,,. Sin perdida de generalidad se puede asumir
que ¢,(t) € C(t) para todo t € K, (si no, reducir el compacto usando que v es una medida
de Radon). Si U,(t) :={z € H: ||¢n(t) — z|| < 1/n}, se considera la multifuncion

. t ite K.
Nt = U, (t) site K,
H sité¢ K,
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que tiene grafo abierto y M, (t) N C(t) # § para todo t € [a,b]. Entonces, en virtud de [38,
Proposition 6 1.24], la multifunciéon M,, N C' es lIsc. Por [38, Proposition 6.1.19], se tiene que
M, (t) :=cl(M,(t) N C(t)) es Isc y

AU NO®E)  siteK,,

Mot {O(t) sité¢ K,

Es claro que M,, toma valores convexos, cerrados y no vacios. Entonces, por el Teorema 1.4.7,
se obtiene una selecciéon continua de M,,, denotada por ¢,, que satisface: ||¢,(t) =@, ()| < 1/n
para todo t € K,, y @,(t) € C(t), VYt € H. Ahora, se observa que

b
[ fa®)dy = [ flen®)dy + [ (6.0) = filpa(®)dv

o R RO
Bt [ Fiout) — floul®)d = [ filou(®)dr.

[a,b]\ K

v

Ademads, por una parte

‘/Kn fe(@n(t)) — filpn(t))dv

< [ 10n(t) = filbpu(t)) v
:/ <fj<>¢n<> o))
‘Z(t)’dy

dv

y por otra parte,

/[a,b]\Kn ft((pn(t))dV < /[a,b]\Kn |ft(§0n(t)>’dl/
dx
- /[a,b]\Kn <d1/() nlt) _m(t)> dv
dx o
Lo |0 o st < [ %00 a

donde R > 0 satisface que supc(,, diam(C(t)) < R. Tal R existe, pues C' toma valores
acotados, y la hipdtesis (3.27) permite probar que C' tiene valores uniformemente acotados.
Por lo tanto, para todo n € N,

Bn—i_*_ﬁ_*

du t Hdl/.

dx
e a-nf, I

Entonces, si n — 00, se obtiene que liminf,, .., 5, > . Ademas,

lim inf 5, :hyllll)g.}fén ;g};ft(y)dy: lim inf fi(y )dy—/a inf ft( )dv

n—o0 K, ye ye
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donde fue usado el Teorema 1.3.5, dado que t — inf ey fi(y) es integrable. Por lo tanto,

b
i >0 >0.
/a inf f(t,y)dv =20
Finalmente, como inf ey f(¢,y) < 0 v-c.t.p. t € [a,b] (porque z(t) € C(t) v-c.t.p.. t € [a,b]),
se concluye que inf,cq f(t,y) > 0 v-c.t.p. ¢t € [a,b], lo que prueba que z(-) es una solucién
en el sentido de medidas diferenciales. O

Observacién 3.6.4 La condicién (3.27) se puede relajar. En efecto, por un lado, se puede
pedir que exista una funcién r: [a, b] — R absolutamente continua tal que Haus(C'(t), C(s)) <
|r(t) — r(s)| para todo t,s € [a,b]. También se puede cambiar pidiendo que t +— C(t) sea
continua respecto a la distancia de Hausdorff y int C'(¢t) # () para todo ¢ € [a,b]. Ambas
condiciones garantizan que el problema expuesto en la Definicién 3.6.1 tiene solucién (ver
[29, Theorem 8 & Theorem 9]) y el Teorema 3.6.3 se cumple.
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Conclusiones

En esta tesis, se obtuvieron resultados muy satisfactorios que generalizaron los trabajos
que se tenian como motivacion previa. Por un lado, el Teorema 2.0.5 nos da una basta carac-
terizacion de multifunciones medibles a partir de los minimizadores de un normal integrand
C*, que gracias a las propiedades de la multifuncién, cumple propiedades de convexidad,
continuidad débil y ademas sus derivadas estan acotadas por polinomios. Esto fue util para
deducir la existencia de aproximaciones suaves (Corolario 2.1.1) tanto para multifunciones
como también para normal integrands (Corolario 2.1.2 y Teorema 2.1.3). Estos resultados,
ademas, sirvieron para dar aplicaciones en problemas de optimizacion, como muestran los
ejemplos 2.3.1 y 2.3.2, los cuales consisten en representar conjuntos factibles de problemas de
optimizacién que involucran multifunciones como conjunto de nivel o subnivel de una funcion
suave, gracias a los resultados previos mostrados en el capitulo.

Por otro lado, se demostré una férmula de intercambio integral sobre espacios de funciones
continuas a valores en un espacio de Banach general, extendiendo este resultado que sélo se
conocia sobre espacios de Banach separables y especificamente en espacios descomponibles.
Se logré extender la férmula de la conjugada de Fenchel de un funcional integral a espacios
de Banach no separables cuando este se define sobre un espacio descomponible, consideran-
do una clase de integrands mas reducida, que son los integrands admisibles, cuya definicion
depende de una clase mas grande, que son los integrand de Lusin. Esta clase de funciones
permitia superar el obstaculo de no tener selecciones medibles de conjuntos de subnivel del
integrand, para el caso de un normal integrand en un espacio no separable, que impedia
extender directamente el caso separable al caso general. En esta buisqueda de selecciones me-
dibles, se demostré un resultado de seleccion para multifunciones admisibles de un espacio
de medida (con estructura de espacio métrico) a un Banach cualquiera (Corolario 3.2.16). Se
detall6 el caso particular de la férmula de la conjugada, cuando el funcional se define sobre
espacios de funciones p-integrables (donde p € [1,00]) a valores en un Asplund sin hipétesis
de separabilidad, en este caso, se obtuvo una féormula para el e-subdiferencial del funcional
integral (¢ > 0), también se estudia el caso en donde el funcional integral se define sobre
funciones constantes, es decir, resulta ser una funcién sobre el espacio X (como muestra
(3.11)). Las aplicaciones de estos resultados, por una parte, muestran una desigualdad pa-
ra la subderivada de Clarke del funcional integral, que permite obtener una descripcién del
subdiferencial de Clarke del funcional. Con el resultado anterior, se muestra una condiciéon
de optimalidad para un problema de calculo de variaciones. Finalmente, gracias a la féormu-
la de intercambio integral, se demuestra que la formulacion clasica del sweeping process es
equivalente a la formulacion integral del mismo problema.

Como trabajo futuro, respecto a los resultados obtenidos en el Capitulo 2, se podria inten-
tar regularizar algin problema de control éptimo ocupando el Teorema 2.1.3 o el Corolario
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2.1.4 para probar existencia de soluciones a esos problemas. En el estudio de la férmula de
la conjugada de Fenchel, surgieron varias preguntas que aun estan abiertas, principalmente
acerca de la clase de integrands para los cuales la féormula es véalida. En efecto, no es claro
si la clase de integrands admisibles esté estrictamente contenida en la clase de integrands de
Lusin que son lsc puntualmente, o si en algin caso son iguales (en el caso separable esto estd
resuelto gracias a la Proposicién 3.2.10), pero esto puede resultar dificil de comprobar, por
lo que seria mas 1til ver si el Teorema 3.2.15 se sigue cumpliendo para Lusin integrands que
son Isc puntualmente. También seria prudente estudiar qué tan lejanas estan estas clases de
funciones de la nocién de normal integrand en el caso general, pues esta clase es mucho mas
versatil de trabajar. Con respecto al subdiferencial de Clarke del funcional integral, queda
por explorar un poco maés si las hipotesis exigidas en el Teorema 3.4.1 pueden relajarse, pues
comprobar que la subderivada de Clarke sea un Lusin integrand puede resultar complicado.
Sobre el problema de célculo de variaciones que se presenta en (3.22), es posible hacer un
intento de debilitar aiin méas las hipdtesis sobre la continuidad de las funciones que definen
la funcién objetivo, por ejemplo, ver como cambia la condicién de optimalidad si es que sélo
se asume que el integrand f es localmente Lipschitz, hipotesis que usualmente es asumida en
problemas de este estilo (ver e.g. [15, Theorem 18.1}).
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