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INTEGRALES

En esta tesis, se extiende un resultado de Azagra y Ferrera (en [4]), el cual muestra
que todo conjunto convexo y cerrado en un espacio de Banach separable puede expresarse
como el conjunto de minimizadores de una función convexa, infinitamente diferenciable y
positiva, esto se extiende a una versión aleatoria en un contexto de multifunciones, en donde,
bajo ciertas hipótesis, se logra dar una representación suave de tal multifunción, además esto
permite deducir resultados relacionados a la aproximación suave de multifunciones y funciones
en algún sentido. Por otra parte, se extiende la fórmula de la conjugada de Fenchel de un
funcional integral cuando el espacio de Banach es general (no necesariamente separable), y
sus consecuencias directas.

El primer capítulo de esta tesis entrega herramientas preliminares que serán útiles para el
posterior desarrollo. En el segundo capítulo se introduce el concepto de multifunción pseudo-
débil semicontinua superior (p-w usc) para luego mostrar el resultado de representación suave
de una multifunción aleatoria M : Ω×H⇒X que cumple dicha noción de semicontinuidad
e hipótesis adicionales, además se describen casos particulares de ese Teorema y también se
muestran resultados de aproximación suave de multifunciones y funciones que se deducen
a partir del mismo. Por último, en el tercer capítulo se parte mostrando una fórmula de
intercambio integral sobre el espacio de funciones continuas bajo el supuesto de semiconti-
nuidad inferior de la multifunción epígrafo del integrand. Luego, se introduce la noción de
Lusin integrand e integrand admisible, y enseguida se muestra la fórmula de la conjugada de
Fenchel cuando el integrand es admisible en un Banach no necesariamente separable, luego,
se calcula el ε-subdiferencial del funcional integral en el caso donde el funcional se define
sobre el espacio de funciones p-integrables. Finalmente, se muestran algunas aplicaciones de
los resultados previos, por una parte se muestra el cálculo del subdiferencial de Clarke del
funcional integral. También se dan condiciones de optimalidad a un problema de cálculo de
variaciones, y también se prueba la equivalencia de dos formulaciones referentes al sweeping
process.
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Introducción

Las multifunciones surgen de varias formas en problemas de optimización. Por ejemplo, si
se considera la familia de problemas de optimización (Pλ)λ∈Y en un espacio de Banach X,
una multifunción L : Y ⇒X puede relacionar cada parámetro λ con el conjunto factible del
problema Pλ, o también podría asociarle el conjunto de soluciones óptimas del problema Pλ,
o en un problema de optimización cualquiera, la multifunción puede ser parte del conjunto
factible. También surgen en el contexto de inclusiones diferenciales, dando una generalización
a la típica ecuación diferencial, en donde se permite que la velocidad en cada punto perte-
nezca a un conjunto de valores factibles. En tales situaciones, es natural preguntarse como
varía la multifunción a medida que varía el parámetro del dominio. De acá nacen diversas
nociones de continuidad o medibilidad de multifunciones, y bajo alguna de estas hipótesis se
intenta estudiar problemas que las relacionan.

Dada una multifunción M definida entre dos espacios con alguna estructura medible y/o to-
pológica, una pregunta de interés es cuando existen selecciones, ya sean medibles o continuas.
El Teorema de Kuratowski-Ryll Nardzewski (ver [38, Theorem 6.3.17]) prueba la existencia
de selecciones medibles cuando la multifunción es medible y toma valores cerrados en un espa-
cio Polaco, posteriormente se probó algo más general bajo la hipótesis de que la mutifunción
sea grafo-medible y tome valores en un espacio de Suslin, este es el llamado Teorema de
Yankov–von Neumann–Aumann (ver [38, Theorem 6.3.20]), por su generalidad, este teorema
de selección es muy utilizado cuando la multifunción toma valores en un espacio de Banach
separable. Cuando el espacio de llegada no es separable, son escasos los resultados en donde
existen selecciones medibles en algún sentido. Sin embargo, Ernest Michael en [32] probó un
resultado de selección continua bajo hipótesis de convexidad y continuidad. Más tarde, en
[14, Corollary VII-13] se probó que una multifunción a valores en un espacio reflexivo (no
necesariamente separable) cumpliendo hipótesis de continuidad bien particulares, tiene una
selección medible.

Para dar condiciones de optimalidad a un problema de optimización min{f(x) : x ∈ S},
típicamente si la función f no tiene propiedades de suavidad, es necesario conocer su subdife-
rencial (hay varias alternativas que se pueden tomar), además del cono normal del conjunto
S, y de ahí derivar la conocida regla de Fermat: 0 ∈ ∂f(x)+NS(x) si x es una solución local/-
global del problema. El análisis variacional ofrece una extensa teoría que estudia el problema
anterior en un contexto bastante general, la que comienza con el estudio de propiedades y
reglas de cálculo para el cono normal de conjuntos y multifunciones, y luego pasar a definir el
subdiferencial de una función usando el cono normal del epígrafo de la función, por lo tanto
conocer propiedades de conos normales tiene gran importancia. Un caso en donde el cálculo
del cono normal es explícito, es cuando este se representa como el conjunto de subnivel o
de nivel de una función suave, que bajo ciertas hipótesis el cono normal está dado por el
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cono generado por los gradientes de la función en el punto dado, así que es bastante deseable
tener una representación de conjuntos y multifunciones como conjuntos de nivel o subnivel
de alguna función suave. Esto no siempre es posible, en espacios de Banach no separables
existen ejemplos en donde el conjunto {0} no se puede representar como los minimizadores
de una función de clase C2 (ver, e.g., [21]), pero en un Banach separable, en [4, Theorem 1]
se muestra que un conjunto convexo y cerrado siempre se puede representar como los mini-
mizadores de una función convexa de clase C∞.

Los funcionales integrales toman lugar en muchas áreas de la matemática, estos están defi-
nidos por

If (x) :=
∫
T
f(t, x(t))dµ, x ∈ X

donde X es un espacio vectorial de funciones medibles desde un espacio de medida (T,A, µ)
y tomando valores en un Banach X, y f : T ×X → R es el integrand que define al funcional.
Cuando f es un normal integrand (ft es semicontinua inferior para todo t ∈ T y f esA⊗B(X)-
medible) y X es un Banach separable, el problema de describir el subdiferencial (convexo,
de Clarke, de Frechet) del funcional ha sido ampliamente estudiado, tomando como punto
de partida el cálculo de la conjugada de Fenchel en un espacio dual adecuado. Rockafellar a
finales de los años 60 en sus trabajos [43, 44] da un basto análisis en dimensión finita, cuya
extensión a espacios separables se encuentran en [42]. A grandes rasgos, la técnica para derivar
una fórmula explícita de la conjugada de Fenchel del funcional integral, consiste en considerar
la multifunción que a cada t ∈ T le asocia el conjunto de subnivel de la función f(t, ·) en α(t)
donde α : T → R es una función medible, como f es un normal integrand, esta multifunción
es medible con valores cerrados, y gracias a que el espacio es separable, tiene una selección
medible, este es el paso clave en la demostración, y justamente si el espacio no es separable,
asegurar la existencia de una selección medible no es trivial. Cuando la multifunción toma
valores débil compactos, es posible asegurar la existencia de selecciones medibles con hipótesis
bien particulares (ver [12, Theorem 2.5]), pero como bien se sabe, los conjuntos de subnivel
de funciones propias no son acotados necesariamente, por tanto la multifunción no tomará
valores débil compactos en general. Así que, el estudio de este problema en el plano general,
requiere una investigación previa acerca de selecciones medibles para una multifunción que
toma valores en un Banach no necesariamente separable.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se darán antecedentes preliminares, acerca de definiciones, resultados cono-
cidos que serán útiles en este trabajo y la notación que será usada posteriormente.

1.1. Elementos de Análisis

1.1.1. Topología

Sea (X, τ) un espacio topológico. Normalmente no se le otorgará un símbolo a la topología,
simplemente se hablará de abiertos en el espacio en cuestión. Dado A ⊂ X, los conjuntos
cl(A), int(A), bd(A) denotarán la clausura, interior y frontera de A, respectivamente. Dado
x ∈ X, se define el conjunto Nx = {U ⊂ X : U es abierto con x ∈ U}, a los conjuntos de Nx
se les llamará vecindades de x.

Para un espacio topológico (X, τ) y un subconjunto A ⊂ X, se define la topología traza en
A, como la familia τA = {A ∩ U : U ∈ τ}. Se verifica que τA es una topología en A. Para
referirse a los elementos de τA, simplemente se dirán abiertos de A.

Dados dos espacios topológicos X e Y , el conjunto C(X, Y ) denotará el espacio de las fun-
ciones continuas de X en Y .

Sea (T, d) un espacio métrico. Si A ⊂ T es un subconjunto no vacío, se define la función
distancia al conjunto A como

d(x;A) = inf{d(x, y) : y ∈ A},

también se define
N(A, ε) = {y ∈ T : d(y;A) < ε}.

Se dice que un subconjunto A ⊂ T es acotado si existe x0 ∈ T tal que sup{d(x, x0) : x ∈
A} <∞.

Definición 1.1.1 Sea X un espacio topológico.

Se dice que (Uα)α∈Λ es un recubrimiento de X si X = ⋃
α∈Λ Uα. Cuando cada Uα es

abierto, se dice que (Uα)α∈Λ es un recubrimiento abierto de X.
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Dados los recubrimientos de X, (Uα)α∈Λ y (Vβ)β∈Γ, se dice que (Uα)α∈Λ es un refina-
miento de (Vβ)β∈Γ si para todo α ∈ Λ existe β ∈ Γ tal que Uα ⊂ Vβ.

Un recubrimiento (Uα)α∈Λ de X se dice localmente finito si para todo x ∈ X, existe
U ∈ Nx tal que U intersecta sólo a un número finito de conjuntos en (Uα)α∈Λ.

Un espacio topológico de Hausdorff se dice paracompacto, si todo recubrimiento abierto
(Uα)α∈Λ de X tiene un refinamiento localmente finito.

Proposición 1.1.2 Un espacio métrico (T, d) es un espacio paracompacto.

Demostración. [46]

En la siguiente definición se muestra la noción de partición de la unidad.

Definición 1.1.3 Sea X un espacio topológico. Si (Uα)α∈Λ es un recubrimiento abierto de
X, se dice que una familia de funciones continuas {fα : X → [0, 1]}α∈Λ es una partición de la
unidad subordinada al recubrimiento (Uα)α∈Λ si

(a) La familia (supp(fα))α∈Λ es un recubrimiento localmente finito de X.

(b) ∑α∈Λ fα(x) = 1, para todo x ∈ X.

(c) Para todo α ∈ Λ, supp(fα) ⊂ Uα.

donde supp(f) := cl ({x ∈ X : f(x) 6= 0}).

Teorema 1.1.4 Sea (T, d) un espacio métrico, dado un recubrimiento abierto (Uα)α∈Λ, en-
tonces existe una partición de la unidad subordinada a (Uα)α∈Λ.

Demostración. En [18, Theorem 4.2, chap. VIII] se prueba el resultado cuando T es para-
compacto y con la Proposición 1.1.2, se concluye.

Sea (T, d) un espacio métrico, si A,B ⊂ T son cerrados y no vacíos, se define

Haus(A,B) := inf{ε > 0: A ⊂ N(B, ε) y B ⊂ N(A, ε)}.

Notar que esta cantidad puede valer ∞. Se define

K := {A ⊂ T : A es cerrado, acotado y no vacío},

para A,B ∈ K se tiene que Haus(A,B) <∞. Acerca de este espacio y esta función, se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 1.1.5 Sea (T, d) un espacio métrico, con K y Haus(·, ·) definidos igual que
antes, entonces (K,Haus) es un espacio métrico y para todo A,B ∈ K,

Haus(A,B) = sup
x∈T
|d(x;A)− d(x;B)|.
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Demostración. Es claro que siA,B ∈ K, entonces Haus(A,B) = Haus(B,A), y si Haus(A,B) =
0 entonces A ⊂ N(B, ε) y B ⊂ N(A, ε) para todo ε > 0, de acá sigue que, como A,B son
cerrados, A ⊂ B y B ⊂ A, entonces A = B. Por otra parte, sean A,B ∈ K. Sea x ∈ T y
ε > 0, entonces existe δ > 0 tal que

Haus(A,B) + ε/2 ≥ δ,

de donde se tiene que A ⊂ N(B, δ) y B ⊂ N(A, δ). Luego, existe y ∈ B tal que

d(x;B) + ε/2 ≥ d(x, y).

Luego, para todo z ∈ A

d(x;A)− d(x;B) ≤ d(x, z)− d(x, y) + ε/2 ≤ d(y, z) + ε/2.

Luego, d(x;A)− d(x;B) ≤ d(y;A) + ε/2 pero y ∈ N(A, δ) entonces d(y;A) < δ, luego

d(x;A)− d(x;B) ≤ d(y;A) + ε/2 < δ + ε/2 ≤ Haus(A,B) + ε,

análogamente se prueba que d(x;B)−d(x;A) ≤ Haus(A,B)+ε por lo tanto, para todo x ∈ T
y ε > 0 se tiene que |d(x;A)− d(x;B)| ≤ Haus(A,B) + ε y así supx∈T |d(x;A)− d(x;B)| ≤
Haus(A,B)+ε para todo ε > 0 por lo tanto supx∈T |d(x;A)−d(x;B)| ≤ Haus(A,B). Ahora,
se define η := supx∈T |d(x;A)− d(x;B)|, notar que max{supx∈A d(x;B), supy∈B d(y;A)} ≤ η,
luego A ⊂ N(B, η + ε) y B ⊂ N(A, η + ε) para todo ε > 0, por lo tanto η + ε ≥ Haus(A,B)
para todo ε > 0, luego η ≥ Haus(A,B), así se concluye que

Haus(A,B) = sup
x∈T
|d(x;A)− d(x;B)|.

Luego, sean A,B,C ∈ K, entonces si x ∈ T

|d(x;A)− d(x;B)| ≤ |d(x;A)− d(x;C)|+ |d(x;C)− d(x;B)| ≤ Haus(A,C) + Haus(C,B).

Por lo tanto, Haus(A,B) ≤ Haus(A,C) + Haus(C,B). Así, (K,Haus) es un espacio métrico.

1.1.2. Análisis Funcional

A menos que se diga lo contrario, (X, ‖ · ‖) y (H, 〈·, ·〉) denotarán un espacio de Banach con
norma ‖ · ‖ y un espacio de Hilbert con producto interno 〈·, ·〉, respectivamente. El espacio
dual de X se denotará por X∗ y su norma inducida por X en este espacio viene dada por

‖`‖ = sup
x 6=0

|`(x)|
‖x‖

, ` ∈ X∗.

La bola con centro en x y radio r > 0 será denotada por Br(x) = {y ∈ X : ‖y − x‖ ≤ r} y
en este caso se tiene que

int(Br(x)) = {y ∈ X : ‖y − x‖ < r}.
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Dado un conjunto no vacío A ⊂ X, la función soporte de A está definida por

σA : X∗ → R ∪ {∞}
x∗ 7→ sup

x∈A
〈x∗, x〉.

Cuando A ⊂ X∗, la función soporte de A es definida sobre X por σA(x) = sup
x∗∈A
〈x∗, x〉.

Dado S ⊂ X, se denota por span(S) al subespacio vectorial más pequeño que contiene a S.

Para un espacio de banachX, se define sobre este la topología más pequeña que hace que cada
elemento x∗ ∈ X∗ sea una función continua deX en R, a esta se le denomina la topología débil
y es denotada por σ(X,X∗), esta tiene por base a los conjuntos ⋂i∈I{x ∈ X : |〈x∗i , x−x0〉| < ε}
para I finito, x∗i ∈ X∗, x0 ∈ X y ε > 0. La convergencia esta caracterizada de la siguiente
manera: La secuencia (xn)n∈N converge a x en la topología σ(X,X∗) si y solamente si para
todo x∗ ∈ X∗, lim

n→∞
〈x∗, xn〉 = 〈x∗, x〉. Se dice que (xn)n∈N converge débil a x, y se denota por

xn ⇀ x.

Sobre X∗, se puede definir la topología más pequeña que hace que los funcionales linea-
les (`x : X∗ → R)x∈X definidos por `x(x∗) = 〈x∗, x〉, sean continuos. Esta topología es
llamada la topología débil∗, es denotada por σ(X∗, X) y tiene por base a los conjuntos⋂
i∈I{x∗ : |〈x∗ − x∗0, xi〉| < ε} para I finito, xi ∈ X, x∗0 ∈ X∗ y ε > 0. Cuando una se-

cuencia (x∗n)n∈N converge a x∗ en la topología σ(X∗, X) , equivale a que para cada x ∈ X,
lim
n→∞
〈x∗n, x〉 = 〈x∗, x〉. Se dice que (x∗n)n∈N converge débil∗ a x∗, y se denota por xn ∗

⇀ x.

Los siguientes resultados, son las formas geométricas del Teorema de Hanh-Banach [47, Theo-
rem 3.4].

Teorema 1.1.6 (Teorema de Hanh-Banach, primera forma geométrica) Sea X un espacio
de Banach. Sean A,B ⊂ X, dos conjuntos convexos y no vacíos tales que A ∩ B 6= ∅. Se
asume además que uno de ellos es abierto. Entonces, existen ` ∈ X∗ y α ∈ R tal que

`(x) ≤ α ≤ `(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Hanh-Banach, segunda forma geométrica) Sea X un espacio
de Banach. Sean A,B ⊂ X, dos conjuntos convexos, cerrados y no vacíos tales que A∩B 6= ∅.
Se asume además que uno de ellos es compacto. Entonces, existen ` ∈ X∗, α ∈ R y ε > 0 tal
que

`(x) + ε ≤ α ≤ `(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Teorema 1.1.8 (Teorema del Grafo Cerrado) Sean X,Y espacios de Banach. Si T : X → Y
es una función lineal que cumple que su grafo dado por {(x, y) ∈ X ×Y : y = Tx} es cerrado
en X × Y . Entonces T es continuo.

Demostración. [19, Theorem 5.12].

Definición 1.1.9 Un espacio de AsplundX, es un espacio de Banach que cumple la siguiente
propiedad: Cada subespacio separable Y ⊂ X, tiene dual Y ∗ separable.
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1.2. Elementos de Análisis Convexo
Sea X un espacio de Banach. Primero que todo, se define la recta real extendida por
R := R∪{∞,−∞}. Con respecto a esto, se asumirán las siguiente convenciones:∞+(−∞) =
(−∞) +∞ =∞, 0 · ∞ = 0 · (−∞) = 0.

Una función f : X → R se dice convexa si

∀x, y ∈ X,∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Para una función cualquiera f : X → R se definen los siguientes conjuntos:

El epígrafo de f :
epi f := {(x, α) ∈ X × R : f(x) ≤ α}.

El epígrafo estricto de f :

epis f := {(x, α) ∈ X × R : f(x) < α}.

El conjunto de subnivel en λ ∈ R de f :

[f ≤ λ] := {x ∈ X : f(x) ≤ λ}

El dominio de f :
dom f := {x ∈ X : f(x) <∞}.

El soporte de f :
supp f := cl({x ∈ X : f(x) 6= 0}).

Proposición 1.2.1 Sea f : X → R una función.

f es convexa si y solo si su epígrafo es un conjunto convexo.

Si f es convexa, entonces para todo λ ∈ R, [f ≤ λ] es convexo.

Demostración. [5, Proposition 8.4, Corollary 8.5].

Definición 1.2.2 Una función f : X → R se dice

semicontinua inferior (lsc) en x si para todo λ ∈ R con λ < f(x), existe δ > 0 tal que
para todo y ∈ Bδ(x) se tiene que f(y) > λ. Si f es lsc en todo x ∈ X entonces se dice
que f es lsc.

semicontinua superior (usc) en x si para todo λ ∈ R con λ > f(x), existe δ > 0 tal que
para todo y ∈ Bδ(x) se tiene que f(y) < λ. Si f es usc en todo x ∈ X entonces se dice
que f es usc.

De la definición anterior, se deduce que, f es lsc si y solo si −f es usc.

Proposición 1.2.3 Sea f : X → R una función. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
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(a) f es lsc.

(b) Para todo α ∈ R, [f ≤ α] es un conjunto cerrado en X.

(c) epi f es cerrado en X × R.

(d) Para todo x ∈ X y (xn)n∈N secuencia tal que xn → x, se tiene que

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x).

Demostración. [5, Lemma 1.24].

Sea f : X → R una función cualquiera. Se define la envoltura semicontinua inferior de f ,
denotada por cl f , como la mayor función lsc que minora a f , esto es:

cl f(x) := sup{φ(x) : φ : X → R es lsc y φ ≤ f}.

Proposición 1.2.4 Sean f, g : X → R funciones. Entonces, g es la envoltura semicontinua
inferior de f si y sólo si epi g = cl(epi f).

Demostración. Suponga que g = cl f , luego claramente g es lsc, por tanto epi g es cerrado y
además g ≤ f entonces cl(epi f) ⊂ epi g. Para ver la inclusión opuesta, sea (x̂, α̂) ∈ epi g, si
(x̂, α̂) /∈ cl(epi f), se tiene que existe ε > 0 tal que para todo x ∈ Bε(x̂) y α ∈ (α̂ − ε, α̂ + ε)
se tiene que f(x) > α, luego, es posible definir la siguiente función

φ(x) :=


α̂ + ε/2 si x ∈ {y ∈ X : ‖y − x̂‖ < ε},

min{α̂ + ε/2, g(x)} si x ∈ {y ∈ X : ‖y − x̂‖ = ε},
g(x) si x ∈ {y ∈ X : ‖y − x̂‖ > ε}.

por construcción, φ ≤ f y φ es lsc, luego φ(x̂) ≤ g(x̂) ≤ α̂, lo que es una contradicción,
luego (x̂, α̂) ∈ cl(epi f), y entonces epi g = cl(epi f). Para ver la implicancia opuesta, se
supone que epi g = cl(epi f), por lo probado recién, se tiene que cl(epi f) = epi cl f , por tanto
epi g = epi cl f , luego g = cl f y se concluye.

Una función f : X → R se dice propia si dom f 6= ∅ y f(x) > −∞ para todo x ∈ X. El
conjunto de funciones f : X → R que son convexas y lsc es denotado por Γ(X). Además, se
define

Γ0(X) := Γ(X) ∩ {f : X → R|f es propia},

es decir, el conjunto de las funciones propias, convexas y lsc.

Lema 1.2.5 Sea f : X → R una función tal que f ∈ Γ(X) y existe x ∈ X tal que f(x) = −∞,
entonces f no toma valores finitos.

Demostración. Si existe x ∈ X tal que |f(x)| < ∞, entonces se observa que si t ∈ (0, 1)
entonces

f(tx+ (1− t)x) ≤ tf(x) + (1− t)f(x) = −∞

esto prueba que si tn → 0+ entonces lim infn→∞ f(tnx + (1 − tn)x) = −∞, pero como f es
lsc entonces lim infn→∞ f(tnx+ (1− tn)x) ≥ f(x) pero esto contradice que |f(x)| <∞, sigue
que f no toma valores finitos.
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Para un conjunto S ⊂ X, se define su función indicadora como

δS(t) :=
{

0 si t ∈ S,
∞ si t /∈ S.

Dado un problema de optimización min{f(x) : x ∈ X} donde f : X → R es una función, se
dirá que x ∈ dom f es una solución local de dicho problema, si existe ε > 0 tal que para todo
x ∈ Bε(x), f(x) ≥ f(x).

1.2.1. Conjugada de Fenchel

Para una función f : X → R, se define la conjugada de Fenchel de f como

f ∗ : X∗ → R
x∗ 7→ sup

x∈X
〈x∗, x〉 − f(x).

Es claro que f ∗ ∈ Γ(X∗). De la definición, es evidente que para todo x ∈ dom f y x∗ ∈ X∗:

f ∗(x∗) + f(x) ≥ 〈x∗, x〉.

La desigualdad anterior se le conoce como la desigualdad de Fenchel-Young. Notar que si
dom f 6= ∅ entonces para todo x∗ ∈ X∗, f ∗(x∗) > −∞, por otro lado si dom f = ∅ entonces
f ∗ ≡ −∞, otro caso es cuando dom f 6= ∅ y f no es propia, en ese caso se tiene que f ∗ ≡ ∞.
Respecto a cuando la función conjugada resulta ser propia, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.2.6 f ∗ ∈ Γ0(X∗) si y sólo si dom f 6= ∅ y existe x∗ ∈ X∗ y α ∈ R tal que
f(x) ≥ 〈x∗, x〉+ α para todo x ∈ X.

Demostración. Si f ∗ ∈ Γ0(X∗), entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que f ∗(x∗) ∈ R luego para
todo x ∈ X, f(x) ≥ 〈x∗, x〉 − f ∗(x∗). Recíprocamente, si existe x∗ ∈ X∗ y α ∈ R tal que
f(x) ≥ 〈x∗, x〉 + α para todo x ∈ X, entonces f ∗(x∗) ≤ −α y f ∗(x∗) > −∞, y así por el
Lema 1.2.5 se concluye.

1.2.2. Teoría de Subdiferenciales

Para f : X → R y x ∈ X tal que |f(x)| < ∞, define la derivada direccional de f en x en la
dirección h como

f ′(x;h) = lim
t→0+

f(x+ th)− f(x)
t

, (1.1)

cuando este limite existe. Si f ′(x; ·) ∈ X∗, se dice que f es Gâteaux-diferenciable en x, y
si además el límite definido en (1.1) existe uniformemente en h, se dice que f es Fréchet-
diferenciable (o diferenciable) en x, y su derivada en x es denotada porDf(x). Si f es convexa,
el límite definido en (1.1) siempre existe en R ∪ {−∞} pues la función t 7→ f(x+th)−f(x)

t
es

creciente en (0,∞).

Se dirá que una función f : X → R es de clase Ck si esta es k veces diferenciable y su k-ésima
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derivada es continua en todo x ∈ X. Si para todo k, la función es de clase Ck, se dirá que la
función es de clase C∞.

Sea f : X → R y ε ≥ 0, se define el ε-subdiferencial de f en x, donde |f(x)| < ∞, como el
conjunto

∂εf(x) := {x∗ ∈ X∗ : f(y) + ε ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉,∀y ∈ X}.

Cuando |f(x)| = ∞, se define ∂εf(x) := ∅. Si ε = 0, ∂0f(x) representa al subdiferencial
convexo. Una observación importante es que si −∞ ∈ f(X), entonces ∂εf(x) = ∅ para todo
x ∈ X. Para S ⊂ X con x ∈ S, se define el ε-cono normal de S en x, como

N ε
S(x) := ∂εδS(x) = {x∗ ∈ X : 〈x∗, y − x〉 ≤ ε,∀y ∈ S}.

Si ε = 0, N0
S(x) es llamado el cono normal convexo de S en x ∈ S.

Esta es la noción de subdiferencial más conocida, y cuando se trata de de funciones convexas
no necesariamente diferenciables, generaliza bien la noción de derivada, en donde los resul-
tados clásicos de optimización diferenciable se siguen cumpliendo. Cuando la convexidad no
se tiene, es necesario generalizar la noción anterior. Existen varias formas de hacerlo, acá se
definen algunas de ellas, las cuales coinciden cuando se mantiene la convexidad.

Definición 1.2.7 Sea f : X → R una función propia. Para x ∈ dom f , se define el subdife-
rencial de Fréchet de f en x como el conjunto

∂̂f(x) =
{
x∗ ∈ X∗ : lim inf

‖h‖→0

f(x+ h)− f(x)− 〈x∗, h〉
‖h‖

≥ 0
}
.

Evidentemente, se tiene que ∂0f(x) ⊂ ∂̂f(x) para todo x ∈ X. Además, si f es convexa, en-
tonces ambos subdiferenciales coinciden con el subdiferencial convexo. El siguiente resultado
entrega una condición necesaria cuando una función tiene un mínimo local (ver [39, Theorem
4.12]).

Teorema 1.2.8 Sea f : X → R una función que alcanza un mínimo local en x ∈ dom f ,
entonces 0 ∈ ∂̂f(x).
Lamentablemente, el subdiferencial de Fréchet no posee reglas de cálculo directas para la
suma y la composición. Afortunadamente, por aproximación, se puede definir un nuevo sub-
diferencial que cumple reglas de cálculo bastante cómodas en espacios de Asplund.

Definición 1.2.9 Sea X un espacio de Asplund. Sea f : X × R una función propia con
x ∈ dom f . El subdiferencial limiting de f en x, denotado por ∂f(x), es el conjunto de todos
los x∗ ∈ X∗ para los cuales existe una secuencia (x∗n, xn) ∈ X∗×X tal que x∗n ∈ ∂̂f(xn) para
todo n ∈ N, x∗n converge débil∗ a x∗ y (xn, f(xn))→ (x, f(x)).

Definición 1.2.10 Sea S ⊂ X. Se define el cono normal limiting de S en x ∈ S como el
conjunto NS(x) := ∂δS(x), y si x /∈ S, entonces se define NS(x) := ∅.
Cuando S es un conjunto convexo, entonces, el cono normal limiting, coincide con el cono
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normal convexo ([39, Proposition 6.6]). En general, el cono normal limiting puede ser carac-
terizado de la siguiente manera:

Proposición 1.2.11 Sea S ⊂ X con X un espacio de Asplund. Entonces se tiene que

NS(x) =
⋃
λ>0

λ∂dS(x).

Con las hipótesis adecuadas, se cumple la regla de la suma para el subdiferencial limiting,
como se muestra en el siguiente Teorema (ver [39, Theorem 6.22]):

Teorema 1.2.12 Sea X un espacio de Asplund. Si f es un función localmente Lipschitz
alrededor de x (i.e. existe ε > 0 y L > 0 tal que f es L-Lipschitz en Bε(x)) y g es una función
lsc en x y finita en x. Entonces

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x).

También es posible dar una condición necesaria cuando una función tiene un mínimo local,
usando el subdiferencial limiting.

Proposición 1.2.13 Sea f : X → R una función que tiene un mínimo local en x ∈ dom f .
Entonces 0 ∈ ∂f(x).

Demostración. Por el Teorema 1.2.8, se tiene que 0 ∈ ∂̂f(x). Luego, según la Definición 1.2.9,
basta escoger (x∗n, xn) = (0, x) para todo n ∈ N y se obtiene que 0 ∈ ∂f(x).

Definición 1.2.14 Sea f : X → R una función localmente Lipschitz alrededor de x. Se define
la subderivada de Clarke de f en x, en la dirección v como

df(x; v) := lim sup
y→x, t→0+

f(y + tv)− f(y)
t

.

Se tiene que df(x; ·) es subaditiva, positivamente homogénea y además df(·; ·) es usc, co-
mo función de (x, v) (ver [16, Chapter 2, Proposition 1.1]). A partir de esto, se define el
subdiferencial de Clarke.

Definición 1.2.15 Sea f : X → R una función localmente Lipschitz alrededor de x. Se define
el subdiferencial de Clarke de f en x como el conjunto

∂f(x) := {x∗ ∈ X : df(x; v) ≥ 〈x∗, v〉, ∀v ∈ X}.

Acá también se tiene que ∂0f(x) ⊂ ∂f(x). La relación entre este objeto y el subdiferencial
limiting está dado en el siguiente resultado (ver, e.g., [39, Theorem 6.10]).

Proposición 1.2.16 Sea X un espacio de Asplund. Sea f : X → R y x ∈ X tal que f es
localmente Lipschitz alrededor de x. Entonces se tiene que ∂f(x) = co∗(∂f(x)), donde co∗(A)
es el convexo y débil∗ cerrado más pequeño que contiene a A.
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1.2.3. Cuerpos Convexos

Definición 1.2.17 Un subconjunto S ⊂ X se dice un cuerpo convexo C∞ cuando S es un
convexo, cerrado, de interior no vacío y bdS es una subvariedad C∞ de codimensión 1.
Al respecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.2.18 Sea f : X → R una función C∞. Sea λ ∈ R tal que Df(x) 6= 0 para
todo x ∈ X que cumple que f(x) = λ. Entonces,

(a) El conjunto {x ∈ X : f(x) = λ} es una subvariedad C∞ de codimensión 1.

(b) Si además f es convexa y existe x̂ ∈ X con f(x̂) < λ, entonces el conjunto {x ∈
X : f(x) ≤ λ} es un cuerpo convexo C∞.

Demostración. Para ver que B := {x ∈ X : f(x) = λ} es una subvariedad C∞, basta notar
que si Df(x) 6= 0 para todo x ∈ B, entonces f ′(x) es sobreyectiva para todo x ∈ B, luego por
[2, Proposition 2 & Definition 3, Chapter 2] se tiene directamente que B es una subvariedad
C∞ de codimensión 1.
Para probar (b), dado que f es convexa y continua, se tiene que C := {x ∈ X : f(x) ≤ λ} es
un convexo cerrado, además como f(x̂) < λ, dicho conjunto tiene interior no vacío. También,
como f es convexa y continua, se tiene que bdC = B, luego por lo recién probado, se tiene
que C es un cuerpo convexo C∞.

1.3. Teoría de la Medida

1.3.1. Espacios medibles

Se dice que (A,A, µ) es un espacio de medida si A es una σ-álgebra definida sobre A y µ
es una medida definida sobre A. A los conjuntos pertenecientes a A se les llama conjuntos
medibles. Se dice que el espacio es de medida finita cuando µ(A) < ∞. Cuando existe una
secuencia de conjuntos medibles (An)n∈N con µ(An) < ∞,∀n ∈ N tal que A = ⋃

n∈NAn, se
dice que el espacio de medida es σ-finito.

En un espacio de medida, un conjunto N se dice despreciable si existe S ∈ A con µ(S) = 0
tal que N ⊂ S. Un espacio de medida se dice completo cuando todo conjunto despreciable
es medible. Además, para un espacio de medida (A,A, µ) cualquiera, se denota por A a la
sigma-álgebra más pequeña que contiene a A y a todos los conjuntos despreciables.

Se dice que una función f : A → B es medible (donde (B,B, ν) es un espacio de medida) si
f−1(B) ∈ A para todo B ∈ B.

Cuando se dice que cierta propiedad se cumple µ-c.t.p. en A, quiere decir que existe B ∈ A
con µ(A \B) = 0 tal que dicha propiedad se cumple en B.

Dado un espacio topológico X, se toma en él la σ-álgebra más que pequeña que hace que
todos los abiertos de X sean medibles, esta σ-álgebra se denota por B(X) la cual es denomi-
nada la σ-álgebra de Borel, y los conjuntos medibles son llamados Borelianos. Cuando no se
especifique la σ-álgebra sobre un espacio topológico, se asumirá que se trata de la σ-álgebra
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Boreliana.

Para un conjunto C ⊂ A, se define la función indicatriz de C por

1C(t) :=
{

1 si t ∈ C,
0 si t /∈ C.

Claramente, 1C : A→ R es medible si y solamente si C es un conjunto medible.

Sea X un espacio de Banach. Una función s : A→ X se dice simple, si existen A1, ..., An ∈ A
disjuntos y x1, ..., xn ∈ X tal que s(t) = ∑n

k=1 xk1Ak(t). Una función f : A → X se dice
fuertemente medible si esta es límite puntual (c.t.p.) de funciones simples. La noción de
medibilidad y fuerte medibilidad coinciden cuando X es un espacio separable.
Una función f : A→ X se dice débil medible, si para todo x∗ ∈ X, la función t 7→ 〈x∗, f(t)〉
es medible. Se dice que una función f : A → X∗ es débil∗ medible si para todo x ∈ X, la
función t 7→ 〈f(t), x〉 es medible. Las nociones de fuerte medibilidad y débil medibilidad están
relacionadas en el siguiente resultado (ver [17, Teorema II.2]):

Teorema 1.3.1 (Teorema de medibilidad de Pettis) Sea (A,A, µ) un espacio de medida
finita y X un espacio de Banach. Una función f : A→ X es fuertemente medible si y sólo si
f es débil medible y existe B ⊂ A con µ(A \B) = 0 tal que f(B) ⊂ X es separable.

Una aplicación directa del Teorema anterior, es que la medibilidad fuerte se preserva bajo
límite puntual.

Proposición 1.3.2 Sea (A,A, µ) un espacio de medida σ-finito. Sea {fn : A → X}n∈N una
secuencia de funciones fuertemente medibles, que convergen puntualmente c.t.p. a f : A→ X,
entonces f es fuertemente medible.

Demostración. Sea (An)n∈N una partición medible de A con µ(An) < ∞ para todo n. Para
k ∈ N fijo, por el Teorema 1.3.1, se tiene que, para todo n existe Bk

n ⊂ Ak tal que µ(Ak\Bk
n) =

0 y fn(Bk
n) es separable. Se define Bk = ⋂

nB
k
n, luego µ(Ak \ Bk) = 0 y puede asumirse que

f = lim fn puntualmente en Bk, entonces f(Bk) es separable. Además Ak 3 t 7→ 〈x∗, f(t)〉 =
limn→∞〈x∗, fn(t)〉 para todo x∗ ∈ X∗, que es medible, así que por el Teorema 1.3.1 se tiene
que f : Ak → X es fuertemente medible para todo k ∈ N. Luego, existe una secuencia de
funciones simples (skn : Ak → X)k∈N tal que limn→∞ s

k
n(t) = f(t) c.t.p. en Ak, por lo tanto se

puede definir `m(t) = ∑m
j=1 s

j
m(t)1Aj , que es una función simple y `m → f c.t.p. en A, lo que

prueba que f es fuertemente medible.

1.3.2. Integración

Para funciones medibles a valores reales, se usará la teoría de integración de Lebesgue (que es
la usual). Para una función medible cualquiera f : A→ R se adoptará la siguiente convención
acerca de la integral:∫

A
f(t)dµ :=

∫
A

max{f(t), 0}dµ+
∫
A

min{f(t), 0}dµ, (1.2)
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donde se asumirá que ∞−∞ = ∞. Luego, para que
∫
A f(t)dµ ∈ R, necesariamente las dos

integrales del lado derecho de (1.2) deben pertenecer a R. Además, si
∫
A f(t)dµ <∞ entonces∫

A max{f(t), 0}dµ ∈ R.

Cuando se consideren funciones tomando valores en un Banach cualquiera, se ocupará la in-
tegral de Böchner, la cual está especialmente definida sobre funciones fuertemente medibles.

Para una función simple s : A → X definida por s(t) = ∑n
k=1 xk1Ak(t), la integral se define

naturalmente como ∫
A
s(t)dµ :=

n∑
k=1

xkµ(Ak).

Se tiene que la integral actúa linealmente sobre las funciones simples, además haciendo uso
de la desigualdad triangular, se tiene que para cada función simple s,∥∥∥∥∫

A
s(t)dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
A
‖s(t)‖dµ.

Definición 1.3.3 Sea f : A→ X una función fuertemente medible. Se dice que f es Bochner
integrable o simplemente integrable, si existe una secuencia (sn)n∈N de funciones simples tales
que sn → f c.t.p. y

lim
n→∞

∫
A
‖sn(t)− f(t)‖dµ = 0.

De esta manera, la integral de f se define por∫
A
f(t)dµ := lim

n→∞

∫
A
sn(t)dµ.

Un ejercicio rutinario es probar que la definición anterior es independiente de la secuencia
(sn)n∈N.
Para funciones reales, se definen los espacios

Lp(A) :=
{
f : A→ R medible con

∫
A
|f(x)|pdµ <∞

}
,

donde p ∈ [1,∞]. Se sabe que Lp(A) es un espacio de Banach con la norma

‖f‖p :=
(∫

A
|f(t)|pdµ

)1/p
,

si p <∞, y ‖f‖∞ := inf{α : α ≥ |f(t)| µ-c.t.p} si p =∞.

Para funciones f : A → X∗ que son débil∗ medibles, la integral de Böchner no es posible
utilizarla, por lo que es necesario tomar otro camino.

Lema 1.3.4 Sea f : A → X∗ una función débil∗ medible tal que para todo x ∈ X, t 7→
〈f(t), x〉 es integrable, entonces para todo E ∈ A, existe x∗E ∈ X∗ tal que

〈x∗E, x〉 =
∫
E
〈f(t), x〉dµ
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o equivalentemente que
∫
E〈f(t), ·〉dµ ∈ X∗.

Demostración. Para E ∈ A, se define el funcional lineal ` : x 7→ 〈f(·), x1E〉 entre X y L1(A),
es claro que es lineal, y además tiene el grafo cerrado. En efecto, si (xn) ⊂ X y g ∈ L1(A) son
tales que xn → x ∈ X y 〈f(·), xn1E〉 → g en L1(A), es posible extraer una subsecuencia tal
que 〈f(t), xnk1E(t)〉 → g(t) t-c.t.p. en A, pero es claro que 〈f(t), xnk1E(t)〉 → 〈f(t), x1E(t)〉
así que g(t) = 〈f(t), x1E(t)〉 t-c.t.p. y se concluye que el grafo de ` es cerrado. Por el Teorema
1.1.8 se tiene que ` es un funcional lineal continuo, así que existe C > 0 tal que para todo
x ∈ X ∫

E
|〈f(t), x〉| ≤ C‖x‖

esto prueba que x 7→
∫
E〈f(t), x〉 es un funcional lineal continuo, por tanto existe x∗E ∈ X∗

tal que 〈x∗E, x〉 =
∫
E〈f(t), x〉dµ para todo x ∈ X.

De esta manera, para f : A → X∗ débil∗ medible, se define la integral de Gelfand de f en
E ∈ A como el elemento x∗E dado por el Lema 1.3.4 y que se denota por

∫
E f(t)dµ, cuando

no hay ambigüedad.

Un resultado famoso ([19, Theorem 2.24]) y que será útil en este trabajo es el siguiente.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Convergencia Dominada) Sea (fn)n∈N, f ⊂ L1(A) tal que

fn → f c.t.p.

Existe una función g ∈ L1(A) tal que |fn| ≤ g µ-c.t.p. para todo n ∈ N.

Entonces f ∈ L1(A) y
∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

Como aplicación de lo anterior, se tiene el siguiente resultado en un espacio de medida σ-
finito.

Proposición 1.3.6 Sea (A,A, µ) un espacio de medida σ-finito. Si f ∈ L1(A), entonces para
todo ε > 0 existe B ∈ A con µ(B) <∞ tal que∫

Bc
f(t)dµ < ε.

Demostración. Como el espacio es σ-finito, existe una partición medible (An)n∈N tal que
µ(An) <∞,∀n ∈ N. Se define Bn := ⋃n

j=1Aj, entonces es claro que fn := f1Bn → f µ-c.t.p.
cuando n→∞ y además |fn(t)| ≤ |f(t)| para todo t ∈ A, por tanto por el Teorema 1.3.5

lim
n→∞

∫
Bn
f(t)dµ =

∫
A
f(t)dµ,

luego existe N tal que para todo n ≥ N |
∫
A\Bn f(t)dµ| < ε de donde se concluye el resultado

pues se observa que
∫
BcN

f(t)dµ < ε y µ(BN) <∞.

Proposición 1.3.7 Sea (A,A, µ) un espacio de medida σ-finito y f : A → R una función
medible tal que existe g ∈ L1(A) con f(t) ≥ g(t) µ-c.t.p.. Entonces∫

A
f(t)dµ = sup

{∫
A
φ(t) : φ ∈ L1(A) y φ(t) < f(t) µ-c.t.p.

}
.
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Demostración. El supremo del lado derecho es evidentemente menor o igual que
∫
A f(t)dµ

por definición. Para ver la desigualdad no trivial, se procede estudiando dos casos:

Caso 1:
∫
A f(t)dµ < ∞. Sea (An)n una partición medible de A con µ(An) < ∞ para

todo n. En este caso, para ε > 0, se define φε(t) := ∑
n∈N(f(t)− ε

2nµ(An))1An(t), luego se
tiene que φε(t) < f(t) para todo t ∈ A y

∫
A
φε(t)dµ =

∑
n∈N

∫
An

(
f(t)− ε

2nµ(An)1An(t)
)
dµ =

∫
A
f(t)dµ− ε.

Como ε > 0 es arbitrario y φε ∈ L1(T ), se concluye la desigualdad deseada.

Caso 2:
∫
A f(t)dµ =∞. Se define f+ := max{f, 0}, en este caso se tiene que

∫
T f

+(t)dµ =
∞. Sea B = {t ∈ A : f+(t) > 0} y para cada k ∈ N, sea Bk := {t ∈ B : f+(t) < k},
luego si (Ak)k∈N una secuencia creciente de conjuntos medibles con µ(Ak) <∞ tal que⋃
k Ak = A, entonces ⋃k Ak ∩Bk = B. Sea

hk(t) :=
(

1− 1
k

)
f+(t)1Ak∩Bk(t).

Por el Teorema de Convergencia Monótona ([19, Corollary 2.17]), se tiene que

lim
k→∞

∫
A
hk(t)dµ =

∫
A
f+(t)dµ =∞. (1.3)

Es claro que hk ∈ L1(A) para todo k (por construcción) y hk > 0 en Ak∩Bk. Además por
el Caso 1, existe h ∈ L1(A) tal que h(t) < g(t) µ-c.t.p., luego, se define fk := h1Bc+hk1B,
notar que si t ∈ Bc, entonces fk(t) = h(t) < g(t) ≤ f(t) µ-c.t.p en Bc, ahora si t ∈ B,
entonces f(t) = f+(t) > (1− 1

k
)f+(t) para todo k, luego f(t) > fk(t) en B, y por (1.3)∫

A
fk(t)dµ =

∫
Bc
h(t)dµ+

∫
B
hk(t)dµ→∞.

Esto prueba la desigualdad deseada.

Cuando se tiene una función f ∈ L1(A) (que le llamamos integrable), es válido el siguiente
resultado útil (ver [49, Lema 3.3.4]):

Proposición 1.3.8 (Continuidad de la integral) Sea f ∈ L1(A). Entonces, para todo ε > 0,
existe δ > 0 tal que para todo B ∈ A con µ(B) < δ, se tiene que

∫
B
|f(t)|dµ < ε.

Proposición 1.3.9 Sea (fn)n∈N ⊂ L1(A) tal que fn → f en L1(A). Luego, existe una
subsecuencia (fnk)k∈N tal que fnk → f c.t.p.

Demostración. [19, Corollary 2.32]

El siguiente resultado muestra una desigualdad integral, conocida como la desigualdad de
Hölder:
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Proposición 1.3.10 Sean p, q ∈ R con p ∈ [1,∞] y 1/p + 1/q = 1. Sea f ∈ Lp(A) y
g ∈ Lq(A) entonces se tiene que

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Demostración. [19, Chapter 6]

Una aplicación del resultado anterior, es la siguiente proposición.

Proposición 1.3.11 Sea (A,A, µ) un espacio de medida finita. Sea k ∈ N \ {0} y p ≥ k,
entonces si f1, ..., fk ∈ Lp(A) se tiene que

‖f1 · ... · fk‖1 ≤ µ(A)
p−k
p ‖f1 · ... · fk‖p/k ≤ µ(A)

p−k
p ‖f1‖p · ... · ‖fk‖p

Demostración. La aplicación sucesiva de la desigualdad de Hölder, permite obtener que

‖f1 · ... · fk‖p/k ≤ ‖f1‖p · ... · ‖fk‖p,

además, como el espacio es de medida finita, nuevamente por Hölder se tiene que

‖f1 · ... · fk‖1 ≤ µ(A)
p−k
p ‖f1 · ... · fk‖p/k.

1.3.3. Teorema de Lusin

Se considera el espacio de medida (A,A, µ), en donde se asumirá que A es un espacio métrico
y que B(A) ⊂ A. Se dice que la medida µ es regular interna, si para cada C ∈ A con
µ(C) <∞ y para cada ε > 0, existe un conjunto compacto K ⊂ C tal que µ(C \K) < ε. En
este contexto, se tiene el siguiente resultado que relaciona la medibilidad y la continuidad de
una función (ver [7, Teorema 7.1.13]):

Teorema 1.3.12 (Teorema de Lusin) Sea X un espacio de Banach separable y f : A → X
una función medible. Entonces, para cada C ∈ A con µ(C) <∞ y ε > 0, existe un conjunto
compacto K ⊂ C tal que µ(C \K) < ε y f : K → X es continua.

Si se asume que la función f sea fuertemente medible, entonces se puede quitar la hipótesis
de separabilidad de X gracias al Teorema 1.3.1, y obtener el mismo resultado.

Corolario 1.3.13 Sea X un espacio de Banach y f : A → X una función fuertemente
medible. Entonces, para cada C ∈ A con µ(C) < ∞ y ε > 0, existe un conjunto compacto
K ⊂ C tal que µ(C \K) < ε y f : K → X es continua.

Demostración. Sea C ∈ A con µ(C) < ∞. Por el Teorema 1.3.1, se tiene que existe B ⊂ C
con µ(C \ B) = 0 tal que S := f(B) es separable. Sea N := C \ B. Se define el subespacio
cerrado Y := cl(span(S)), claramente es un espacio de Banach, y como S es separable,
entonces Y es separable, luego, se tiene que f : B → Y es medible, entonces, para ε > 0 se
puede aplicar el Teorema 1.3.12, donde se obtiene un conjunto compacto K ⊂ C \N tal que
µ((C \N) \K) < ε y f : K → Y es continua. Dado que µ(N) = 0, se tiene que µ(C \K) < ε
y f : K → X es continua.
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Cuando la medida es regular interna, se puede obtener un resultado similar a la Proposición
1.3.6.

Proposición 1.3.14 Sea (A,A, µ) un espacio de medida σ-finito donde µ es regular interna.
Si f ∈ L1(A), entonces para todo ε > 0, existe B compacto de medida finita tal que∫

Bc
f(t)dµ < ε.

Demostración. En efecto, sea ε > 0, por la Proposición 1.3.6 existe C ∈ A con µ(C) < ∞
tal que

∫
Cc f(t)dµ < ε

2 , además, por la continuidad de la integral (Proposición 1.3.8) se tiene
que existe δ > 0 tal que si µ(Y ) < δ entonces

∫
Y f(t)dµ < ε

2 . Como µ es regular interna,
entonces existe B ⊂ C compacto tal que µ(C \B) < δ, por tanto∫

Bc
f(t)dµ =

∫
Cc
f(t)dµ+

∫
C\B

f(t)dµ < ε

2 + ε

2 = ε,

y se tiene el resultado.

Si la medida es regular interna, entonces las funciones continuas de A en X resultan fuerte-
mente medibles, como establece el siguiente resultado.

Proposición 1.3.15 Sea (A,A, µ) un espacio de medida σ-finito donde µ es regular interna.
Sea f : A→ X una función continua, entonces f es fuertemente medible.

Demostración. Sea B ⊂ A con B ∈ A de medida finita. Como la medida es regular interna,
entonces existe una secuencia disjunta (Kn)n∈N de compactos de medida finita tal que µ(B \
(⋃nKn)) = 0. Como Kn es compacto, este es separable, luego por continuidad f(Kn) es
separable, y entonces f(⋃nKn) = ⋃

n f(Kn) es separable, además si x∗ ∈ X∗, t 7→ 〈x∗, f(t)〉
es continua y por tanto medible, luego por el Teorema 1.3.1, f |B es fuertemente medible.
Entonces, si (An)n∈N es una secuencia creciente de conjuntos medible de medida finita con
A = ⋃

nAn entonces f |An es fuertemente medible y f |An → f puntualmente y entonces por
la Proposición 1.3.2, f es fuertemente medible.

1.3.4. El espacio Lp(A,X).
Para funciones fuertemente medibles, anteriormente se detalló la construcción de la integral
de Böchner. Tomando en cuenta esto, es posible definir los espacios Lp(A,X), de clases de
equivalencia de la relación de igualdad de funciones µ-c.t.p., de la siguiente manera con
p ∈ [1,∞]:

Lp(A,X) := {x : A→ X es fuertemente medible con ‖x(t)‖p <∞} ,

donde ‖x‖p := (
∫
T ‖x(t)‖pdµ)1/p, si p <∞ y si p =∞, ‖x‖p := inf{α ≥ 0: α ≥ ‖x(t)‖ µ-c.t.p.}.

Para p ∈ [1,∞], x 7→ ‖x‖p define una norma que además hace a Lp(T,X) un espacio de Ba-
nach. Si X = R, simplemente se denota Lp(A).

Sobre L∞(A,X)∗ se definen las medidas singulares.

Definición 1.3.16 Un funcional λ ∈ L∞(A,X)∗ se dice que es una medida singular respecto
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a µ si satisface la siguiente propiedad: Para cada S ∈ A que puede ser escrito como unión
numerable de conjuntos de medida finita, existe una secuencia (An)n∈N ⊂ A tal que S =⋃
n∈NAn, An ⊂ An+1 para todo n ∈ N y λ|An∩B = 0 para todo B ∈ A con µ(B) < ∞ y

n ∈ N. En este caso, para C ∈ A, λ|C está definida por λ|C(x) := 〈λ, x1C〉, ∀x ∈ L∞(A,X).
En el caso de estar en un espacio de medida σ-finito, la definición anterior puede simplificarse,
como muestra el siguiente resultado:

Proposición 1.3.17 Si (A,A, µ) es un espacio de medida σ-finito, entonces λ ∈ L∞(A,X)∗
es una medida singular respecto a µ si y sólo si existe una secuencia (An) ⊂ A tal que
An ⊂ An+1 ⊂ A para todo n ∈ N, A = ⋃

n∈NAn y λ|An∩B = 0 para todo B ∈ A con
µ(B) <∞ y n ∈ N.

Demostración. La necesidad es clara pues como el espacio es σ-finito, A es una unión nu-
merable de conjuntos de medida finita y basta aplicar la definición. Ahora se verá que es
suficiente. Sea S ∈ A un conjunto que es unión numerable de conjuntos de medida finita, por
un lado se tiene que existe (An) ⊂ A tal que An ⊂ An+1 ⊂ A para todo n ∈ N, A = ⋃

n∈NAn
y λ|An∩B = 0 para todo B ∈ A con µ(B) < ∞ y n ∈ N, luego si se considera la secuencia
A′n := An∩S, se tiene que A′n ⊂ A′n+1 para todo n ∈ N, también se verifica que S = ⋃

n∈NA
′
n

y si B ∈ A con µ(B) <∞, entonces λ|A′n∩B = λ|An∩(S∩B) = 0 pues µ(S ∩ B) ≤ µ(B) <∞ y
entonces se concluye el resultado.

Si f, g : A→ X∗ son funciones débil∗ medibles, se define la relación de “igualdad débil” dada
por f ∼ g ⇐⇒ ∀x ∈ X, 〈f(t), x〉 = 〈g(t), x〉 µ-c.t.p.. Esta es una relación de equivalencia.

Definición 1.3.18 Sea p ∈ [1,∞]. Se dice que una función x∗ : A→ X∗ pertenece al conjunto
Lp(A,X∗w∗) si esta es débil∗ medible y además existe h ∈ Lp(A) tal que µ-c.t.p. ‖x∗(t)‖ ≤ h(t).
Sobre este espacio se define la seminorma

Np(x∗) := inf{‖h‖p : h ∈ Lp(A) y µ-c.t.p. ‖x∗(t)‖ ≤ h(t)}.

A partir de Lp(A,X∗w∗), se define el espacio de clases de equivalencia con la igualdad débil,
llamado Lp(A,X∗w∗) con la norma ‖f‖p := inf{Np(g) : f ∼ g}, donde siempre se escoge un
único representante de cada clase de equivalencia.
Es bien conocido que el espacio dual de Lp(A)se identifica con Lq(A) donde q el conjugado
de p, es decir, cumple que 1/p+ 1/q = 1 (donde p <∞ y se exige que A sea σ-finito si p = 1,
ver [19, p. 188]). Para X cualquiera, este resultado puede ser generalizado, como se muestra
en el siguiente resultado (ver [25, p. 99] y [30, Theorem 4.1]):

Teorema 1.3.19 Sea A un espacio de medida σ-finito y X un espacio de Banach. Entonces,
el espacio dual de Lp(A,X) con 1 ≤ p < ∞ se identifica con Lq(A,X∗w∗) (q es el conjugado
de p). Para p =∞, se tiene la siguiente caracterización de su dual

L∞(A,X)∗ ∼= L1(A,X∗w∗)⊕ Lsing(A,X),

es decir, si p < ∞, para todo Φ ∈ Lp(A,X)∗ existe un único x∗ ∈ Lq(A,X∗w∗) tal que
Φ =

∫
A〈x∗(t), ·〉dµ, y si p = ∞, para todo Φ ∈ L∞(A,X)∗ existe únicos x∗ ∈ L1(A,X∗w∗) y

λ ∈ Lsing(A,X) tal que Φ =
∫
A〈x∗(t), ·〉+ λ.
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La caracterización anterior es bastante general, y será más cómodo el trabajo con funciones
fuertemente medibles, que con funciones débil∗ medibles (más adelante se detallará que pro-
blema hay con esto). Al igual que en el caso real, se mostrará el caso en que se cumple la
identificación de Lp(A,X)∗ con Lq(A,X∗). Con este propósito, se introducen los siguientes
conceptos.

Definición 1.3.20 Sea ν : A → X, se dice que ν es

una medida vectorial, si para cada secuencia disjunta (An) ⊂ A se tiene que

ν(
⋃
n∈N

An) =
∑
n∈N

ν(An).

de variación acotada si

sup{
∑
B∈π
‖ν(B)‖ : π partición medible finita de A} <∞.

Además, si β es una medida definida en A y se cumple que si para cada A ∈ A con β(A) = 0
entonces ν(A) = 0, se dice que ν es absolutamente continua con respecto a β y se denota por
ν � β.

Definición 1.3.21 Se dice que un espacio de Banach X satisface la propiedad de Radon-
Nikodym si para cualquier espacio de medida (A,A, µ) completo y σ-finito y para cualquier
medida vectorial ν : A → X que es de variación acotada y absolutamente continua respec-
to a µ, existe una función f ∈ L1(A,X) tal que para todo B ∈ A se tiene que ν(B) =

∫
B fdµ.

La propiedad anterior es suficiente para que el dual de Lp(A,X) se identifique con Lq(A,X∗)
cuando p ∈ [1,∞), como muestra el siguiente resultado demostrado en [17, Theorem 1, p.
98].

Teorema 1.3.22 Sea X un espacio de Banach tal que su dual X∗ cumple la propiedad de
Radon-Nikodym, entonces si p ∈ [1,∞) y q es su conjugado, el espacio dual de Lp(A,X) se
identifica con Lq(A,X∗).
El caso p = ∞ mostrado en [30, Theorem 4.1], también puede ser simplificado cuando X∗
cumple la propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 1.3.23 Sea X un espacio de Banach tal que su dual X∗ cumple la propiedad de
Radon-Nikodym, entonces el dual de L∞(A,X) se identifica con L1(A,X∗)⊕Lsing(A,X) con
Lsing(A,X) el subespacio de medidas singulares definidas en L∞(A,X).

Demostración. Sea Φ ∈ L∞(A,X)∗, por [30, Theorem 4.1] existen únicos x∗ ∈ L1(A,X∗w∗)
y λ ∈ Lsing(A,X) tales que Φ =

∫
A〈x∗(t), ·〉dµ + λ, basta probar que existe y∗ ∈ L1(A,X∗)

tal que
∫
A〈x∗(t), ·〉dµ =

∫
A〈y∗(t), ·〉dµ. En efecto, se define ν : A → X∗ dada por 〈ν(E), x〉 =∫

A〈x∗(t), x1E〉dµ, evidentemente, ν es una medida vectorial y ν � µ. Sea (Ei)ni=1 una partición
medible finita de A, como x∗ ∈ L1(A,X∗w∗), entonces sea h ∈ L1(A) tal que µ-c.t.p. se tiene
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que ‖x∗(t)‖ ≤ h(t) entonces
n∑
i=1
‖ν(Ei)‖ =

n∑
i=1

sup{〈ν(Ei), x〉 : ‖x‖ ≤ 1}

=
n∑
i=1

sup
{∫

A
〈x∗(t), x1Ei〉dµ : ‖x‖ ≤ 1

}

≤
n∑
i=1

sup
{∫

Ei
〈x∗(t), x〉dµ : ‖x‖ ≤ 1

}

≤
n∑
i=1

sup
{∫

Ei
h(t)dµ : ‖x‖ ≤ 1

}
=

n∑
i=1

∫
Ei
h(t)dµ =

∫
A
h(t)dµ = ‖h‖1

y por la Definición 1.3.18, sigue que ∑n
i=1 ‖ν(Ei)‖ ≤ ‖x∗‖1, por lo tanto ν es de variación

acotada, luego por la propiedad de Radon-Nikodym existe y∗ ∈ L1(A,X∗) tal que∫
A
〈x∗(t), x1E〉dµ =

∫
A
〈y∗(t), x1E〉dµ,

para todo x ∈ X y E ∈ A. De lo anterior se deduce fácilmente que si s ∈ L∞(A,X) y
esta toma valores en un conjunto numerable entonces

∫
A〈x∗(t), s(t)〉dµ =

∫
A〈y∗(t), s(t)〉dµ.

Ahora, sea B ∈ A con medida finita y x ∈ L∞(B,X), por el Teorema 1.3.1, existe N ∈ A
con µ(N) = 0 y una secuencia (xn) ⊂ X tal que x(B \ N) = cl({xn}n∈N), luego, para
ε > 0 se define B1 := {t ∈ B : ‖x(t) − x1‖ < ε} e inductivamente los conjuntos Bk := {t ∈
B \⋃k−1

i=1 Bi : ‖x(t)− xk‖ < ε}, así definiendo sε(t) := ∑∞
k=1 xk1Bk se tiene que ‖x− sε‖∞ ≤ ε

por construcción y se observa que sε toma valores en un conjunto numerable. Así, como
(A,A, µ) es un espacio de medida σ-finito, se sigue que para todo x ∈ L∞(A,X) y ε > 0,
existe s ∈ L∞(A,X) tal que s toma valores en un conjunto numerable y ‖s − x‖∞ ≤ ε,
así que existe una secuencia (sn) ⊂ L∞(A,X) tal que cada sn toma valores en un conjunto
numerable y ‖sn − x‖∞ → 0. Usando el Teorema 1.3.5, se concluye que

∫
A〈x∗(t), x(t)〉dµ =∫

A〈y∗(t), x(t)〉dµ, así que se tiene el resultado.

Proposición 1.3.24 Un espacio de Banach X es de Asplund si y sólo si X∗ cumple la
propiedad de Radon-Nikodym.

Demostración. [17, Corollary 6 p.82]

También, se enuncia la versión general de la Proposición 1.3.9.

Proposición 1.3.25 Sea (fn)n∈N ⊂ Lp(A,X) tal que fn → f en Lp(A,X) con p ∈ [1,∞].
Luego, existe una subsecuencia (fnk)k∈N tal que fnk → f c.t.p.

Demostración. Para p =∞ es directo. Para p <∞, basta definir la función gn(t) := ‖fn(t)−
f(t)‖p, es claro que gn ∈ L1(A) y se tiene que gn → 0 en L1(A), por lo tanto basta aplicar la
Proposición 1.3.9 a (gn) y se concluye.

1.3.5. El espacio AC1,p([a, b], X).
Sean p ∈ [1,∞], a, b ∈ R con a < b.
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Definición 1.3.26 Sea f : [a, b]→ X una función. Se dice que f es absolutamente continua
si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para cualquier conjunto de intervalos disjuntos
([an, bn])∞n=1 con [an, bn] ⊂ I y ∑∞n=1 |bn − an| < δ se tiene que ∑∞n=1 ‖f(bn)− f(an)‖ < ε.
Se denota por AC1,p([a, b], X), al conjunto de las funciones f , que son absolutamente con-
tinuas en [a, b], derivables c.t.p. y cumplen que f ′ ∈ Lp([a, b], X). El siguiente resultado
caracteriza las funciones de AC1,p([a, b], X).

Teorema 1.3.27 SeaX un espacio de Banach que satisface la propiedad de Radon-Nikodym.
La función f : [a, b]→ X es absolutamente continua si y sólo si existe g ∈ Lp(I,X) tal que

f(t) = f(a) +
∫ t

a
g(t)dt, ∀t ∈ [a, b].

Demostración. [20, Remark 2.2.23].

El siguiente resultado es fundamental.

Proposición 1.3.28 Con la norma ‖f‖AC1,p := ‖f(a)‖+ ‖ḟ‖p, el espacio AC1,p([a, b], X) es
un espacio de Banach cuando X satisface la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostración. Sea (fn)n∈N una secuencia de Cauchy en AC1,p([a, b], X). Notar que si t ∈ [a, b]
y m,n ∈ N

‖fm(t)− fn(t)‖ = ‖fm(a)− fn(a) +
∫ t

a
(ḟm(s)− ḟn(s))ds‖

≤ ‖fm(a)− fn(a)‖+
∫ t

a
‖ḟm(s)− ḟn(s)‖ds

≤ ‖fm(a)− fn(a)‖+ ‖ḟm − ḟn‖1

≤ ‖fm(a)− fn(a)‖+ (b− a)1/q‖ḟm − ḟn‖p
≤ (1 + (b− a)1/q)‖fm − fn‖AC1,p ,

y esto prueba que (fn)n∈N es de Cauchy para la norma ‖ · ‖∞ en C([a, b], X). Como X
es Banach, el espacio (C([a, b], X), ‖ · ‖∞) es Banach, luego existe f ∈ C([a, b], X) tal que
lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0. Además, notar que (ḟn)n∈N es una secuencia de Cauchy en Lp([a, b], X)
entonces, como este es un espacio de Banach, existe g ∈ Lp([a, b], X) tal que lim

n→∞
‖ḟn−g‖p =

0, se verá que ḟ = g. Notar que para todo t ∈ [a, b] y para todo n ∈ N

fn(t) = fn(a) +
∫ t

a
ḟn(s)ds.

Tomando limite, en n, se tiene que

f(t) = f(a) +
∫ t

a
g(s)ds,

sigue por el Teorema 1.3.27 que f ∈ AC1,p([a, b], X), además, claramente lim
n→∞

‖fn−f‖AC1,p =
0, lo que prueba que AC1,p([a, b], X) es un Banach.

La norma ‖ · ‖p y la norma ‖ · ‖AC1,p se relacionan de la siguiente forma:
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Lema 1.3.29 Sea p ∈ [1,∞). Existe C > 0 tal que para todo x ∈ AC1,p([a, b], X):

‖x‖p ≤ C‖x‖AC1,p .

Demostración. En efecto, por convexidad de t 7→ tp, si c, d son números no negativos, entonces

cp + dp ≤ (c+ d)p ≤ 2p−1(cp + dp).

Luego,

‖x‖pp =
∫ b

a
‖x(t)‖pdt

=
∫ b

a
‖x(a) +

∫ t

a
ẋ(s)ds‖pdt

≤
∫ b

a
2p−1(‖x(a)‖p + ‖

∫ t

a
ẋ(s)ds‖p)dt

≤ 2p−1(b− a)‖x(a)‖p +
∫ b

a
(
∫ b

a
‖ẋ(s)‖ds)pdt

≤ 2p−1(b− a)‖x(a)‖p +
∫ b

a
(b− a)p−1‖ẋ‖ppdt

= 2p−1(b− a)‖x(a)‖p + (b− a)p‖ẋ‖pp
≤ max{2p−1(b− a), (b− a)p}(‖x(a)‖p + ‖ẋ‖pp)
≤ max{2p−1(b− a), (b− a)p}(‖x(a)‖+ ‖ẋ‖p)p

= max{2p−1(b− a), (b− a)p}‖x‖pAC1,p ,

donde ha utilizado la desigualdad de Hölder. Finalmente, tomando

C := (max{2p−1(b− a), (b− a)p})1/p,

se concluye el resultado.

1.4. Teoría de Multifunciones
Sean X, Y conjuntos no vacíos. Se dice que M : X⇒Y es una multifunción si para cada
x ∈ X, M(x) es un subconjunto de Y . Cuando los valores de M son singletons, M es sim-
plemente una función. Típicamente, una multifunción se denotará como X 3 x⇒M(x) o,
cuando no haya ambigüedad sobre el espacio en que está definida, como x⇒M(x).

Para una multifunción M : X⇒Y , se pueden definir los siguientes conjuntos

- El grafo de M ,
gph(M) := {(x, y) ∈ X × Y : y ∈M(x)}.

- El dominio de M ,
dom(M) := {x ∈ X : M(x) 6= ∅}.
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- Para A ⊂ X y B ⊂ Y ,

M(A) :=
⋃
x∈A

M(x),

M−(B) := {x ∈ X : B ∩M(x) 6= ∅},
M+(B) := {x ∈ X : M(x) ⊂ B}.

Además, se dice que f : X → Y es una selección de M si f(x) ∈ M(x) para todo x ∈ X.
Cuando X, Y son espacios topológicos, se dice que

- M es semicontinua inferior (lsc) en x si M−(V ) ∈ Nx para todo V abierto de Y con
M(x) ∩ V 6= ∅. Si M es lsc en todo punto de dom(M) entonces se dice que M es lsc
en X. Esto ultimo equivale a que M−(O) es abierto en X, para cada conjunto abierto
O ⊂ Y .

- M es semicontinua superior (usc) en x si M+(V ) ∈ Nx para todo V abierto de Y con
M(x) ⊂ V . Si M es usc en todo punto de X entonces se dice que M es usc en X. Esto
ultimo equivale a que M+(O) es abierto en X, para cada conjunto abierto O ⊂ Y .

Si (Ω,A, µ) un espacio de medida y X un espacio topológico, se dice que la multifunción
M : Ω⇒X es medible si M−(O) ∈ A para cada conjunto abierto O ⊂ X. Además, M es
grafo-medible si gph(M) ∈ A⊗B(X), donde B(X) es la σ-álgebra de Borel asociada a X. Por
otro lado, cuando se tiene una función medible x : Ω→ X tal que ∀ω ∈ Ω: x(ω) ∈M(ω), se
dice que x es una selección medible de M .

Si X, Y son espacios topológicos, se dice que M : Ω × X⇒Y es una multifunción aleatoria
cuando la multifunción Ω 3 ω⇒ gph(Mω) es una multifunción medible y toma valores cerra-
dos. Aquí, Mω denota a la multifunción X 3 x⇒M(ω, x), para cada ω ∈ Ω.

Una función f : Ω × X → R se dice un normal integrand, si fω := f(ω, ·) es lsc para todo
ω ∈ Ω y f es A⊗ B(X)-medible. A partir de f , se define la multifunción epígrafo, dada por

epi f : ω⇒ epi fω = {(x, α) ∈ X × R : f(ω, x) ≤ α}

Proposición 1.4.1 Sea X un espacio de Banach. Sea f : Ω × X → R. Entonces t⇒ epi ft
tiene el grafo medible y toma valores cerrados si y solamente si f es un normal integrand.

Demostración. [14, Lemma VII-1].

Proposición 1.4.2 Sea X un espacio de Banach separable. Sea f : Ω ×X → R un normal
integrand. Entonces, f ∗(ω, x∗) = sup

x∈X
〈x∗, x〉 − f(ω, x) es un normal integrand convexo.

Demostración. [14, Lemma VII-2].

Las propiedades de medibilidad pueden ser caracterizadas cuando X es un espacio métrico
separable y completo (espacio Polaco).

Proposición 1.4.3 ([14]) Sea (X, d) un espacio Polaco, (Ω,A, µ) un espacio de medida com-
pleto y σ-finito. Para una multifunción M : Ω⇒X con valores cerrados no vacíos, considerar
las siguientes afirmaciones:
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(a) M es medible.

(b) Para todo x ∈ X, el mapeo ω 7→ d(x;M(ω)) es medible.

(c) Existe una secuencia de selecciones medibles (fk)k de M tal que M(ω) ⊂ cl({fk(ω)}k)
para todo ω ∈ Ω.

(d) M es grafo medible.

Entonces, (a)⇐⇒ (b)⇐⇒ (c)⇐⇒ (d).
Se dice que una función f : Ω × X → R es de Carathéodory si f(·, x) es medible para todo
x ∈ X y f(ω, ·) es continua para todo ω ∈ Ω.

Proposición 1.4.4 Sea X un espacio de Banach separable y (Ω,A, µ) un espacio de medida.
Sea f una función de Carathéodory. Entonces f es A⊗ B(X)-medible.

Demostración. [3, Lemma 8.2.6].

Un espacio topológico S es llamado un espacio de Suslin si existe un espacio Polaco Y y
una función continua f : Y → S tal que f(Y ) = S. Es bien sabido que un espacio Polaco
tambien es de Suslin, y cualquier espacio de Suslin es separable. Además, la unión numerable
de espacios de Suslin resulta un espacio de Suslin [38].

Proposición 1.4.5 Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach separable. Entonces, su dual X∗
dotado con la topología débil∗ es un espacio de Suslin.

Demostración. Gracias al Teorema de Banach Alaoglu [19, Teorema 5.18], el conjunto B∗ :=
{x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ ≤ 1} es compacto en la topología débil∗. Dado que X es separable, B∗ es
metrizable, entonces B∗ es un espacio Polaco, por lo tanto, nB∗ := {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ ≤ n} es
un espacio Polaco para todo n ∈ N. Ahora, como X∗ =

⋃
n∈N

nB∗, se concluye que X∗ es un

espacio de Suslin porque es una unión numerable de espacios de Suslin.

Cuando X∗, dotado con la topología fuerte (dada por la norma), es separable, X∗ es un
espacio de Suslin (con la topología fuerte).

Para un espacio de Suslin X, se tiene un resultado útil de selección medible gracias a Yankov-
von Neumann-Aumann, el cual es descrito en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.6 (Teorema de selección medible) ([14]) Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida
completo, σ-finito y X un espacio de Suslin. Sea M : Ω⇒X una multifución grafo-medible
con valores no vacíos. Entonces, existe una secuencia de selecciones medibles fk : Ω→ X de
M tal que

M(ω) ⊂ cl({fk(ω)}k) para todo ω ∈ Ω.

En particular, M tiene una selección medible.
Para p ∈ [1,∞], el conjunto de selecciones medible de M p-integrables es denotado por SpM .
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1.4.1. Convergencia de Multifunciones

Sea X un espacio de Banach. Dada una secuencia de conjuntos (Ak)k ⊂ X, el límite superior
y inferior (Ak) son definidos, respectivamente, por

lim supAk = {x ∈ X : lim inf d(x;Ak) = 0},
lim inf Ak = {x ∈ X : lim sup d(x;Ak) = 0}.

Además, una secuencia de conjuntos (Ak) ⊂ X converge en el sentido de Painlevé-Kuratowski
a A si lim supAk = lim inf Ak = A. Si X es de dimensión finita, entonces la convergencia de
Painlevé-Kuratowski es metrizable sobre el espacio de conjuntos cerrados y no vacíos con la
métrica:

d̄(A,B) =
∫ ∞

0
e−ρdρ(A,B)dρ, (1.4)

donde A,B ⊂ X y dρ(A,B) := max
x∈Bρ(0)

|d(x;A) − d(x;B)| para ρ ≥ 0 (ver [45, cap 4.I] para
más detalles).

Se introduce la noción de convergencia esencialmente uniforme de multifunciones. Una se-
cuencia de multifunciones medibles (Mk : Ω⇒Rd)k con valores cerrados y no vacíos converge
esencialmente uniforme a la multifunción M : Ω⇒Rd (también con valores cerrados y no
vacíos) respecto a la distancia (1.4) si

‖d̄(Mk,M)‖∞ := inf{t : t ≥ d̄(Mk(ω),M(ω)) c.t.p. w ∈ Ω} → 0, (1.5)

cuando k →∞.

La noción anterior induce una convergencia de funciones a través de sus epígrafos. Una
secuencia de normal integrands (fk : Ω × Rd → R)k converge epigráficamente uniforme a
f : Ω× Rd → R si la secuencia (ω⇒ epi fkω)k converge esencialmente uniforme a ω⇒ epi fω.

1.4.2. Teorema de Selección de Michael

Sea (T, d) un espacio métrico y un espacio de Banach X. Dada una multifunción M : T ⇒X,
es de utilidad saber cuando existen selecciones de M que cumplan alguna propiedad de
continuidad. En este contexto, se tiene el siguiente resultado (ver [38, Theorem 6.3.6]),

Teorema 1.4.7 Sea (T, d) un espacio métrico y X un espacio de Banach. Sea M : T ⇒X
una multifunción que toma valores cerrados, convexos y no vacíos, y además, es semicontinua
inferior, entonces existe x ∈ C(T,X) tal que x(t) ∈M(t) para todo t ∈ T .

Observación 1.4.8 El Teorema anterior sigue siendo cierto en un contexto más general,
inclusive. Si T es un espacio paracompacto, también se tiene el resultado de selección.
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Capítulo 2

Representación suave de
multifunciones medibles

En esta primera parte se probó que una multifunción aleatoria satisfaciendo ciertas propie-
dades de continuidad puede ser descrita como el conjunto de minimizadores de un normal
integrand. Este resultado tiene como motivación generalizar el siguiente Teorema (por Azagra
y Ferrera, ver [4]):

Teorema 2.0.1 Para cada conjunto convexo y cerrado C en un espacio de Banach separable
X, existe una función f : X → [0,∞) convexa, C∞ tal que f−1(0) = C (y, en particular,
también f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ X \ C).
En el caso que describirá a continuación, la idea es generalizar este resultado a un contexto
de multifunciones. La propiedad de continuidad requerida para probar el teorema principal
está dada en la siguiente definición.

Definición 2.0.2 Una multifunción M : H⇒X se dice pseudo-débil semicontinua superior
(p-w-usc) en x ∈ H si para todo α ∈ R y y∗ ∈ X∗ conM(x) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α} y η > 0,
existe ε > 0 tal que

M(x′) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α + η} para todo x′ ∈ Bε(x).

Además, M se dice pseudo-débil semicontinua superior si la propiedad se satisface para todo
x ∈ H.

Observación 2.0.3 La noción anterior de semicontinuidad superior es más débil que la
noción usual (cuando a X se le dota de la topología débil), incluso en dimensión finita. Para
ver esto, se considera H = R, X = R2, el conjunto

C = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x ≥ 0},

y la multifunción
M : t⇒ t(1, 0) + C.

Primero, se verá queM es p-w-usc, en efecto, sea t ∈ R yM(t) ⊂ {u ∈ R2 : 〈y∗, u〉 < α} para
algún y∗ ∈ R2, α ∈ R. Fijar η > 0, sea ε > 0 tal que ε < η

1+‖y∗‖ , entonces si s ∈ (t− ε, t+ ε),
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entonces se toma u ∈M(s), sigue que u+ (t− s)(1, 0) ∈M(t), luego:

〈y∗, u〉 = 〈y∗, u+ (t− s)(1, 0)〉 − (t− s)〈y∗, (1, 0)〉
< α + |t− s|‖y∗‖ < α + ε‖y∗‖ < α + η.

Esto muestra que M(s) ⊂ {u ∈ R2 : 〈y∗, u〉 < α + η} para todo s ∈ (t − ε, t + ε). Por
otro lado, se tiene que para cualquier s ∈ R, M(s) ⊂ {(x, y) ∈ R2 : x > s}, pero si se
escoge ε > 0, se puede tomar t ∈ (s − ε, s) y se observa que (s, 1

s−t) ∈ M(t), y entonces
M(t) * {(x, y) ∈ R2 : x > s}, lo que muestra que M no es usc en ningún punto.

Ejemplo 2.0.4 Se considera un espacio de Hilbert H. Se verá que si A : H⇒H es un
operador maximalmente monótono (ver [5, Definition 20.20]) y dom(A) = H, el operador
A es p-w-usc. En efecto, por [5, Corollary 21.20], A es localmente acotado en todo H, esto
quiere decir que para cada x ∈ H, existe ε > 0 tal que A(Bε(x)) es un conjunto acotado. Sea
x ∈ H y se supone que

Ax ⊂ {u ∈ H : 〈y∗, u〉 < α},

para algún y∗ ∈ H y α ∈ R. Si A no es p-w-usc en x, se tiene que existe η > 0 y (xn, yn) ∈
gph(A) tal que xn → x que satisface 〈y∗, yn〉 ≥ α + η. Dado que A es localmente acotado,
existe ε > 0 tal que A(Bε(x)) es acotado, esto implica que (yn)n∈N es una secuencia acotada,
entonces se puede encontrar un punto de acumulación débil y ∈ H y una subsecuencia tal
que ynj ⇀ y, entonces por [5, Proposition 20.38 (i)] sigue que (x, y) ∈ gph(A) entonces
〈y∗, y〉 < α pero para todo j ∈ N, 〈y∗, ynj〉 ≥ α + η y por la convergencia débil se obtiene
una contradicción, esto muestra que A es p-w-usc.

Teorema 2.0.5 Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida completo y σ-finito, H un espacio de
Hilbert separable y X un espacio de Banach separable. SiM : Ω×H⇒X es una multifunción
aleatoria tal que para todo ω ∈ Ω, Mω : H⇒X es p-w-usc con valores convexos, entonces
existe un normal integrand ϕ : Ω×H ×X → [0,∞) tal que

(a) Para todo ω ∈ Ω, gphMω = {(x, y) ∈ H ×X : ϕω(x, y) = 0}.

(b) Para todo ω ∈ Ω, la función (x, y) 7→ ϕω(x, y) es C∞.

(c) Para todo (ω, x) ∈ Ω×H, la función y 7→ ϕω(x, y) es convexa.

(d) Existe L ≥ 0 tal que para todo (ω, y) ∈ Ω×X, la función x 7→ ϕω(x, y)+L(‖y‖+1)‖x‖2

es convexa.

(e) Para todo k ∈ N∗, existen constantes positivas Ck, Rk tal que para todo (x, y) ∈ H ×X

sup
ω∈Ω
‖Dkϕω(x, y)‖ ≤ Ck(‖y‖+ 1)(‖x‖k + 1), (2.1)

sup
ω∈Ω
‖Dk

yϕω(x, y)‖ ≤ Rk(‖x‖+ 1), (2.2)

donde Dkϕω y Dk
yϕω denotan, respectivamente, la k-derivada de ϕω y la k-derivada

respecto a y.

(f) Para todo ω ∈ Ω, la función (x, y) 7→ ϕω(x, y) satisface la siguiente propiedad de conti-
nuidad: si xn → x y yn ⇀ y, entonces ϕω(xn, yn)→ ϕω(x, y).
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Demostración. Para el conjunto medible Ω∅ := {ω ∈ Ω: gphMω = ∅}, se puede considerar
ϕω ≡ 1 para todo ω ∈ Ω∅, además sea Ω′ := {ω ∈ Ω: gphMω = H ×X}, si ω ∈ Ω′ entonces
basta tomar ϕω ≡ 0. Entonces, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que Ω∅ = Ω′ = ∅.
De ahora en adelante, se considera a X∗ con la topología débil∗. Dado que X es un Banach
separable, X∗ es un espacio de Suslin. Es importante mencionar que, cuando X∗ con la
topología usual (de la norma) es separable, el desarrollo siguiente puede realizarse con esa
topología.
El resto de la demostración está dividida en las siguientes partes.
Afirmación 1: El mapeo F : Ω⇒H ×X × (0,∞)×X∗ × R definido por

F(ω) := {(x, y, ε, y∗, α) ∈ H ×X × (0,∞)×X∗ × R :
gphMω ∩ (int(Bε(x))× {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α}) = ∅ y 〈y∗, y〉 < α},

tiene valores no vacíos y su grafo es medible.
Demostración de la Afirmación 1 : Sea ω ∈ Ω, como Ω′ = ∅, existe (x, y) /∈ gphMω, luego
y /∈Mω(x), si Mω(x) 6= ∅, por el Teorema de Hahn-Banach existe y∗ ∈ X∗, α ∈ R y ε > 0 tal
que 〈y∗, u〉 + ε < α < 〈y∗, y〉 para todo u ∈ Mω(x), entonces Mω(x) ⊂ {u : 〈y∗, u〉 < α − ε},
luego como Mω es p-w-usc, existe δ > 0 tal que Mω(x′) ⊂ {u : 〈y∗, u〉 < α} para todo
x′ ∈ Bδ(x), así que

gphMω ∩ (int(Bδ(x))× {u ∈ X : 〈−y∗, u〉 < −α}) = ∅,

y además 〈−y∗, y〉 < −α, por lo que (x, y, δ,−y∗,−α) ∈ F(ω). Si Mω(x) = ∅, basta tomar
cualquier y∗ 6= 0 y α = 〈y∗, y〉− ε con ε > 0, y proceder de forma similar a lo anterior usando
que Mω es p-w-usc. Entonces, F tiene valores no vacíos. Por otro lado, para probar que F
tiene el grafo medible, se considera la multifunción G : H×(0,∞)×X∗×R⇒H×X definida
por

G(x, ε, y∗, α) := (int(Bε(x))× {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α})c.

Notar que
G(x, ε, y∗, α) = G1(x, ε)×X ∪ H ×G2(y∗, α),

con G1(x, ε) := {a ∈ H : ‖x − a‖ ≥ ε} y G2(y∗, α) := {u ∈ X : 〈y∗, u〉 ≥ α}. Entonces, para
cada conjunto abierto U ⊂ H, se obtiene que

G−1 (U) = {(x, ε) ∈ H × (0,∞) : existe a ∈ U tal que ‖x− a‖ ≥ ε}.

Luego, tomando (ak)k∈N ⊂ U denso, se obtiene que

G−1 (U) =
⋃
k∈N
{(x, ε) ∈ H × (0,∞) : ‖x− ak‖ ≥ ε},

lo cual implica que G1 es una multifunción medible. Similarmente, es fácil ver que si V ⊂ X
es un abierto y (bn)n∈N ⊂ V es un denso numerable, entonces

G−2 (V ) =
⋃
k∈N
{(y∗, α) ∈ X∗ × R : 〈y∗, bk〉 ≥ α},
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y por tanto G2 es medible. Entonces, G es medible. Ahora, notar que

gph(Mω) ∩ (int(Bε(x))× {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α}) = ∅
⇔ gph(Mω) ⊂ G(x, ε, y∗, α)
⇔ d((v, w);G(x, ε, y∗, α)) ≤ 0 para todo (v, w) ∈ gph(Mω)
⇔ d((vk(ω), wk(ω));G(x, ε, y∗, α)) ≤ 0 para todo k ∈ N,

donde (vk, wk)k es una secuencia de selecciones medibles de gphMω con

gphMω = cl((vk(ω), wk(ω))k),∀ω ∈ Ω,

que existe gracias al Teorema 1.4.6. Además, la función (v, w) 7→ d((v, w);G(x, ε, y∗, α)) es
continua y (x, ε, y∗, α) 7→ d((v, w);G(x, ε, y∗, α)) es B(H×(0,∞)×X∗×R) medible. Entonces,
para todo k ∈ N, por la Proposición 1.4.4, la función (ω, x, ε, y∗, α) 7→ d((vk(·), wk(·));G(·))
es A⊗B(H × (0,∞)×X∗×R) medible. Por lo tanto, el grafo de F puede reescribirse como

gph(F) = {(ω, x, y, ε, y∗, α) : Φ(ω, x, ε, y∗, α) ≤ 0 y 〈y∗, y〉 < α},

donde Φ(ω, x, ε, y∗, α) := sup
k∈N

d((vk(ω), wk(ω));G(x, ε, y∗, α)) y de aquí es posible concluir

que gph(F) es un conjunto medible.

Afirmación 2: Existen funciones medibles xk : Ω → H, εk : Ω → (0,∞), y∗k : Ω → X∗,
αk : Ω→ R tal que para todo ω ∈ Ω

(gphMω)c =
⋃
k∈N

int(Bεk(ω)(xk(ω)))× {u ∈ X : 〈y∗k(ω), u〉 < αk(ω)}. (2.3)

Demostración de la Afirmación 2 : Gracias a la Afirmación 1 y el Teorema 1.4.6, existe una
secuencia de selecciones medibles (xk, yk, εk, y∗k, αk) de F tal que

F(ω) ⊂ cl(xk(ω), yk(ω), εk(ω), y∗k(ω), αk(ω))k) para todo ω ∈ Ω. (2.4)

Se probará que la secuencia (xk, yk, εk, y∗k, αk)k satisface (2.3).
En efecto, por un lado, la inclusión ⊃ se sigue por construcción. Por otro lado, para probar
la inclusión ⊂, sea (x, y) /∈ gphMω, es decir, y /∈Mω(x).
Si Mω(x) = ∅, se toma cualquier y∗ ∈ X∗ y α ∈ R tal que 〈y∗, y〉 < α, y la vecindad
U := {u ∈ X : 〈y∗, u〉 > α + ξ} con ξ > 0 fijo (cualquiera). Entonces, Mω(x) ⊂ U , y como
Mω es p-w-usc, existe ε > 0 tal que para todo x′ ∈ Bε(x) la siguiente inclusión se tiene:

Mω(x′) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉+ ξ > α + ξ}.

Entonces, se sigue que

gph(Mω) ∩ (int(Bε(x))× {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α}) = ∅.

Ahora, si Mω(x) 6= ∅, por el Teorema de Hahn-Banach (Mω(x) es convexo y cerrado), existe
y∗ ∈ X∗ y β > α tal que

〈y∗, z〉 ≥ β, para todo z ∈Mω(x) y 〈y∗, y〉 < α.
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Además, existe ξ > 0 tal que β > ξ > α. Considerar la vecindad U := {u ∈ X : 〈y∗, u〉 > ξ}.
Entonces, Mω(x) ⊂ U y como Mω es p-w-usc, existe ε > 0 tal que para todo x′ ∈ Bε(x) la
siguiente inclusión se tiene:

Mω(x′) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉+ (ξ − α) > ξ}.

Entonces, gph(Mω) ∩ (int(Bε(x))× {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α}) = ∅.
Por lo tanto, en cualquier caso, existe ε > 0, y∗ ∈ X∗ y α ∈ R tal que (x, y, ε, y∗, α) ∈ F(ω)
y 〈y∗, y〉 < α. Se define δ := α− 〈y∗, y〉 > 0. Entonces, por (2.4), existe j ∈ N tal que

(xj(ω), yj(ω), εj(ω), y∗j (ω), αj(ω)) ∈ F(ω),

y
max{‖x− xj(ω)‖, |εj(ω)− ε|} < ε/2, max{|αj(ω)− α|, |〈y∗j (ω)− y∗, y〉|} < δ/2.

Entonces, dado que ‖x−xj(ω)‖ ≤ ε/2 < εj(ω), se obtiene que x ∈ int(Bεj(ω)(xj(ω))). Además,

〈y∗j (ω), y〉 = 〈y∗j (ω)− y∗, y〉+ 〈y∗, y〉
< δ/2 + 〈y∗, y〉 = δ/2 + α− δ
< δ/2 + (αj(ω) + δ/2)− δ = αj(ω).

Por lo tanto, (x, y) ∈ int(Bεj(ω)(xj(ω)))× {u ∈ X : 〈y∗j (ω), u〉 < αj(ω)}.
Afirmación 3: Existen funciones medibles x∗k : Ω→ H, αk : Ω→ R, z∗k : Ω→ X∗, βk : Ω→ R
tales que

gphMω =
⋂
k∈N

(Ak(ω)×Bk(ω))c para todo ω ∈ Ω,

donde Ak y Bk están definidos por

Ak(ω) = {x ∈ H : 〈x, x∗k(ω)〉 − 1
2‖x‖

2 > βk(ω)},

Bk(ω) = {u ∈ X : 〈z∗k(ω), u〉 > γk(ω)}.

Demostración de la Afirmación 3 : Por un lado, notar que,

int(Bεk(ω)(xk(ω))) = {x ∈ H : 1
2‖x− xk‖

2 <
1
2εk(ω)2}

= {x ∈ H : 1
2‖x‖

2 − 〈x, xk(ω)〉+ 1
2‖xk(ω)‖2 <

1
2εk(ω)2}

= {x ∈ H : 〈x, x∗k(ω)〉 − 1
2‖x‖

2 > βk(ω)} =: Ak(ω),

donde βk(ω) := 1
2‖xk(ω)‖2 − 1

2εk(ω)2 y x∗k(ω) = xk(ω). Por otro lado, definiendo z∗k = −y∗k
y γk = −αk, se puede tomar Bk(ω) := {u ∈ X : 〈z∗k(ω), u〉 > γk(ω)}, lo que prueba la
Afirmación.
Afirmación 4: Prueba del Teorema 2.0.5:
Siguiendo las ideas de [4], se considera una función θ : R→ [0,∞) convexa y C∞ tal que

θ(s) =

0 si s ≤ 0,
s+ b si s ≥ 1,

(2.5)
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para algún b ∈ (−1, 0). Esta función es posible construirla tomando cualquier función C∞
con soporte contenido en [0, 1] y además positiva, por ejemplo ψ, y luego integrarla dos
veces, es decir, tomar θ(t) =

∫ t
−∞(

∫ s
−∞ ψ(u)du)ds. Es importante notar que b no juega un rol

importante en la demostración. Sin embargo, se hace notar que no puede ocurrir que b = 0.
La función θ satisface la siguiente desigualdad:

θ(s) ≤ θ(1) + |s|+ |b| para todo s ∈ R.

Además, para cada k ∈ N \ {0}, su k-ésima derivada es uniformemente acotada, i.e.,

‖θ(k)‖∞ := sup{|θ(k)(s)| : s ∈ R} <∞.

Ahora, se considera la función ϕ : Ω×H ×X → [0,∞) definida por

ϕω(x, y) =
∑
n∈N

θ1
n(ω, x) · θ2

n(ω, y)
ζn(ω)nξn(ω)n2n , (2.6)

donde
θ1
n(ω, x) := θ

(
1

ζn(ω)(〈x∗n(ω), x〉 − 1
2‖x‖

2 − βn(ω))
)
,

θ2
n(ω, y) := θ

(
1

ξn(ω)(〈z∗n(ω), y〉 − γn(ω))
)
,

ζn(ω) := 1 + |βn(ω)|+ ‖x∗n(ω)‖,
ξn(ω) := 1 + ‖z∗n(ω)‖+ |γn(ω)|.

Gracias a la Afirmación 3, es fácil ver que para todo ω ∈ Ω, la siguiente equivalencia se tiene:

ϕω(x, y) = 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ gphMω.

Puesto que θ es convexa, la función y 7→ ϕω(x, y) es convexa para todo (ω, x) ∈ Ω × H.
Además, por [54, Proposition 4.1], la función x 7→ ϕω(x, y) + L‖y‖‖x‖2 es convexa, para
algún L ≥ 0, que dependerá de la constante de Lipschitz de θ.
Usando la fórmula de Faá di Bruno (ver, e.g., [6, Lemma 5.1]), para todo k ∈ N\{0}, existen
constantes Ck, Rk > 0 (independientes de ω, x y y) tal que

‖Dkθ1
n(ω, x)‖ ≤ Ck(‖x‖k + 1) y ‖Dkθ2

n(ω, y)‖ ≤ Rk.

Entonces, por la Regla de Leibniz aplicada a ϕω, estas desigualdades implican que (2.1) y
(2.2) se tienen. Entonces, ϕω es una función C∞.

Para finalizar, se probará la afirmación (f). Sea xk → x en H y yk ⇀ y en X. Es claro
que para todo n ∈ N y ω ∈ Ω, θ1

n(ω, xk) → θ1
n(ω, x) y θ2

n(ω, yk) → θ2
n(ω, y) cuando k → ∞.

Entonces, cuando k →∞,

θ1
n(ω, xk) · θ2

n(ω, yk)
ζn(ω)nξn(ω)n2n → θ1

n(ω, x) · θ2
n(ω, y)

ζn(ω)nξn(ω)n2n .

Finalmente, por el Teorema 1.3.5, se concluye que para todo ω ∈ Ω, ϕω(xk, yk) → ϕω(x, y),
lo que termina la demostración.
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Observación 2.0.6 El Teorema 2.0.5 fue enunciado cuando el espacio H es un Hilbert sepa-
rable. Sin embargo, la demostración puede ser modificada cuando H es un Banach separable
donde su norma es diferenciable en X \ {0}, y en tal caso se obtiene una función ϕ con la
misma regularidad que la norma de H. En efecto, sea H un espacio de Banach separable con
su norma C1 en X \ {0}. Entonces, se puede reemplazar el conjunto Ak(ω) de la Afirmación
3 por

Ak(ω) = {x ∈ H : ‖x− xk(ω)‖p < εk(ω)p},

donde p > 1 es fijo. En la Afirmación 4, las funciones θ1
n y ζn pueden ser modificadas por

θ1
n(ω, x) = θ(εn(ω)p − ‖x− xn(ω)‖p),
ζn(ω) = 1 + εn(ω)p + ‖xn(ω)‖p−1.

Con este cambio, la función ϕ se define de la misma manera que en (2.6). La función obtenida
ϕ es C1 y gracias a que ‖D(‖ · ‖p)(x)‖ ≤ p‖x‖p−1, existe M > 0 tal que para todo (ω, x, y) ∈
Ω×H ×X

‖Dϕω(x, y)‖ ≤M(‖x‖p−1 + 1)(‖y‖+ 1).

Además, (2.2) se tiene y para todo x ∈ H, y 7→ ϕω(x, y) es C∞.
Como una consecuencia del Teorema 2.0.5, se puede obtener el resultado principal de [4]. Más
precisamente, [4, Theorem 1] establece que cada conjunto convexo y cerrado en un Banach
separable puede ser visto como el conjunto de minimizadores de una función C∞ y convexa.
Gracias al Teorema 2.0.5, es posible concluir algo más fuerte: los valores de una multifunción
medible con valores convexos y cerrados pueden ser escritos como los minimizadores de un
normal integrand C∞ y convexo.

Corolario 2.0.7 Sea M : Ω⇒X una multifunción medible que tiene valores convexos y
cerrados. Entonces, existe un normal integrand ϕ : Ω × X → [0,∞) convexo tal que para
todo ω ∈ Ω, la función x 7→ ϕω(x) es C∞ y

M(ω) = {x ∈ X : ϕω(x) = 0} para todo ω ∈ Ω.

Además, para todo k ∈ N \ {0},

sup
(ω,x)∈Ω×X

‖Dkϕω(x)‖ <∞. (2.7)

Demostración. Se define H = {0}. Es suficiente aplicar el Teorema 2.0.5 a la multifunción
M̂ : Ω×H⇒X definida por M̂(ω, x) = M(ω). En efecto, es claro que gph M̂ω = H ×M(ω)
y, entonces, ω⇒ gph M̂ω es una multifunción aleatoria (i.e., es medible con valores cerrados).
Además, para todo ω ∈ Ω, M̂ω es p-w-usc (puesto que es constante). Entonces, por el Teorema
2.0.5, se puede encontrar un normal integrand φ : Ω×{0}×X → [0,∞) que es C∞ y cumple
las propiedades descritas en dicho teorema. Entonces, la función ϕω := φω(0, ·) es un normal
integrand C∞ sobre Ω×X. Además, se tiene que para todo ω ∈ Ω,

y ∈M(ω) ⇐⇒ (0, y) ∈ gph M̂ω ⇐⇒ φω(0, y) = 0 ⇐⇒ ϕω(y) = 0.

La convexidad de la función ϕω se sigue del Teorema 2.0.5-(c). Finalmente, (2.7) se concluye
del Teorema 2.0.5-(e).
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El Teorema 2.0.5 permite dar una representación para multifunciones medibles con valores
cerrados sobre un espacio de Hilbert separable.

Corolario 2.0.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y M : Ω⇒H una multifunción
medible con valores cerrados. Entonces, existe un normal integrand ϕ : Ω ×H → [0,∞) tal
que

(a) Para todo ω ∈ Ω, M(ω) = {x ∈ H : ϕω(x) = 0}.

(b) Para todo ω ∈ Ω, la función x 7→ ϕω(x) es C∞ y para algún L ≥ 0 la función x 7→
ϕω(x) + L‖x‖2 es convexa.

(c) Para todo k ∈ N \ {0}, existen constantes ak, bk > 0 tal que para todo x ∈ H

sup
ω∈Ω
‖Dkϕω(x)‖ ≤ ak‖x‖k + bk. (2.8)

Observación 2.0.9 Es importante mencionar que en el Corolario 2.0.8, a pesar de que los
valores de M(ω) son simplemente cerrados, la función obtenida ϕω no está tan lejos de ser
convexa. De hecho, ϕω es la diferencia de funciones convexas: ϕω = (ϕω + L‖ · ‖2)− L‖ · ‖2.

Demostración. Se considera X = {0} y la multifunción M̂ : Ω×H⇒X definida por

M̂(ω, x) =

{0} si x ∈M(ω),
∅ si x /∈M(ω).

Es claro que gph M̂ω = M(ω)×{0}. Entonces, M̂ es una multifunción aleatoria. Para probar
que M̂ es p-w-usc, sea ω ∈ Ω y se supone que M̂ω(x) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α} para y∗ ∈ X∗ =
{0} y α ∈ R. Por un lado, si M̂ω(x) = {0}, entonces claramente {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α} = X.
Por otro lado, si M̂ω(x) = ∅, entonces x /∈ M(ω). Dado que M(ω) es cerrado, existe ε > 0
tal que Bε(x) ∩M(ω) = ∅ y entonces M̂ω(x′) = ∅ si x′ ∈ Bε(x). Entonces, para cada η > 0,
M̂ω(x′) ⊂ {u ∈ X : 〈y∗, u〉 < α + η}. Por lo tanto, M es p-w-usc.
Gracias al Teorema 2.0.5, existe φ : Ω×H ×{0} → [0,∞), que es un normal integrand C∞ y
representa a la multifunción M̂ . Entonces, la función ϕω := φω(·, 0) es un normal integrand
C∞ tal que para todo ω ∈ Ω

x ∈M(ω) ⇐⇒ (x, 0) ∈ gph M̂ω ⇐⇒ φω(x, 0) = 0 ⇐⇒ ϕω(x) = 0.

Finalmente, gracias al Teorema 2.0.5-(d), la función x 7→ ϕω(x) + L‖x‖2 es convexa para
algún L ≥ 0, además la desigualdad (2.8) se tiene gracias a 2.0.5-(e).

Por último, el siguiente teorema muestra una representación de multifunciones con valores
en el espacio dual, similar al Corolario 2.0.7, donde se prueba que la semicontinuidad inferior
de los epígrafos de las funciones soporte induce continuidad en ambas variables del normal
integrand.

Teorema 2.0.10 Sea T un espacio métrico yX un espacio de Banach separable. Si C : T ⇒X∗

es una multifunción con valores convexos, débil∗ cerrados y no vacíos tal que t⇒ epiσC(t) es
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lsc. Entonces, existe un normal integrand convexo ϕ : T ×X∗ → [0,∞) donde ϕt es C∞ para
todo t ∈ T y cumple que

x∗ ∈ C(t)⇔ ϕ(t, x∗) = 0 para todo (t, x∗) ∈ T ×X∗.

Además, ϕ puede ser escogido tal que, para todo k ∈ N \ {0}, la función (t, x∗) 7→ Dkϕt(x∗)
es continua con sup

(t,x∗)∈T×X∗
‖Dkϕt(x∗)‖ <∞.

Demostración. Es claro que para todo t ∈ T , el conjunto epi σC(t) ⊂ X × R es cerrado,
convexo y además es no vacío pues (0, 0) ∈ epiσC(t). Luego, como consecuencia de [38,
Theorem 6.3.11], existen funciones continuas zn : T → X y γn : T → R tal que para todo
t ∈ T

epiσC(t) = cl((zn(t), γn(t))n).

Entonces, se considera la función ϕ : T ×X∗ → [0,∞) definida por

ϕ(t, x∗) =
∑
n∈N

1
2n
θn(t, x∗)
ξn(t) ,

donde

θn(t, x∗) := θ

(
1

ξn(t)(〈x∗, zn(t)〉 − γn(t))
)

y ξn(t) := 1 + ‖zn(t)‖+ |γn(t)|.

Aquí θ es la función C∞ y convexa definida en (2.5). Entonces, se observa que

ϕ(t, x∗) = 0 ⇐⇒ θn(t, x∗) = 0,∀n ∈ N

⇐⇒ θ

(
1

ξn(t)(〈x∗, zn(t)〉 − γn(t))
)

= 0, ∀n ∈ N

⇐⇒ 〈x∗, zn(t)〉 ≤ γn(t), ∀n ∈ N
⇐⇒ 〈x∗, y〉 ≤ α, ∀(y, α) ∈ epiσC(t). (2.9)

Luego, si x∗ ∈ C(t) y (y, α) ∈ epiσC(t) se tiene que 〈x∗, y〉 ≤ σC(t)(y) ≤ α y entonces
ϕ(t, x∗) = 0. Recíprocamente, si ϕ(t, x∗) = 0, por contradicción, se supone que x∗ /∈ C(t),
gracias a que C(t) es débil∗ cerrado y convexo, por el Teorema de Hahn-Banach (ver [47,
Theorem 3.4 (b)]) sigue que existe x ∈ X, α ∈ R y ε > 0 tal que para todo y∗ ∈ C(t)

〈y∗, x〉+ ε ≤ α ≤ 〈x∗, x〉,

y por tanto σC(t)(x) + ε ≤ 〈x∗, x〉, luego (x, 〈x∗, x〉 − ε) ∈ epiσC(t) y entonces por (2.9)
〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x〉 − ε lo que es falso y se llega a una contradicción, entonces x∗ ∈ C(t). Por
tanto,

ϕ(t, x∗) = 0 ⇐⇒ x∗ ∈ C(t).

El resultado sigue de argumentos similares a los dados en la prueba del Teorema 2.0.5.
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2.1. Aproximación de multifunciones aleatorias y fun-
ciones

En esta sección se mostrarán algunas aplicaciones del Teorema 2.0.5, relacionadas con la
aproximación suave de multifunciones aleatorias y normal integrands.

Corolario 2.1.1 Sea H un espacio de Hilbert separable y X un espacio de Banach separable.
Sea M : Ω×H⇒X una multifunción aleatoria tal que, para todo ω ∈ Ω, Mω es p-w-usc con
valores convexos. Entonces, existe una secuencia de multifunciones aleatoriasMk : Ω×H⇒X
con valores convexos tal que:

(a) Para todo ω ∈ Ω, gphMk+1
ω ⊂ gphMk

ω para todo k ∈ N y⋂
k∈N

gphMk
ω = gphMω.

(b) Para todo ω ∈ Ω, cl‖·‖×w(lim sup gphMk
ω) ⊂ gphMω, donde cl‖·‖×w denota la adherencia

(secuencial) respecto a la topología producto en H × X cuando a X se le dota de la
topología débil.

(c) Para todo ω ∈ Ω, si x ∈ dom(Mω) y k ∈ N, existe una vecindad U de x tal que para
todo x′ ∈ U , los conjuntos Mk

ω(x′) son cuerpos convexos C∞.

(d) Si para ω ∈ Ω, dom(Mω) = H, entonces para todo k ∈ N, la frontera del conjunto
gphMk

ω es una subvariedad C∞.

Demostración. Por el Teorema 2.0.5, existe una función ϕ que es C∞ tal que para todo ω ∈ Ω

(x, y) ∈ gph(Mω) ⇐⇒ ϕω(x, y) = 0.

Se considera εk ↓ 0 y la multifunción Mk(ω, x) := {z ∈ X : ϕω(x, z) ≤ εk}. Se probará que
(Mk)k∈N es la secuencia de multifunciones requerida.
Afirmación 1: Mk es multifunción aleatoria
Demostración de la Afirmación 1 : Por la continuidad de ϕω y la medibilidad de ϕ(·, x, y) para
todo (x, y) ∈ H × X, es claro que Mk es una multifunción aleatoria con valores convexos.
Entonces, por la continuidad de ϕω, la multifunción ω⇒ gph(Mk

ω) es medible con valores
cerrados. Además, por la convexidad y continuidad de ϕω(x, ·), el conjunto Mk(ω, x) es
convexo y cerrado.
Afirmación 2: La parte a) se tiene.
Demostración de la Afirmación 2 : Por un lado, es claro que gph(Mω) ⊂ gph(Mk

ω) para todo
k ∈ N. Por otro lado, para todo (x, y) ∈ H × X tal que ϕω(x, y) ≤ εk y para todo k ∈ N,
se tiene que ϕω(x, y) = 0. En efecto, dado que εk → 0+, resulta que ⋂k∈N gphMk

ω = gphMω

para todo ω ∈ Ω.
Afirmación 3: La parte b) se tiene.
Demostración de la Afirmación 3 : Sea (x, y) ∈ cl‖·‖×w(lim sup gphMk

ω). Entonces, existe una
secuencia (xnk , ynk) ∈ gph(Mnk

ω ), donde (nk)k∈N ⊂ N es estrictamente creciente, tal que
xnk → x y ynk ⇀ y. Entonces, dado que ϕ es ‖ · ‖-débil continua y ϕω(xnk , ynk) ≤ εnk , se
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sigue que ϕω(x, y) = 0. Entonces, (x, y) ∈ gphMω y así

cl‖·‖×w(lim sup gphMk
ω) ⊂ gphMω para todo ω ∈ Ω.

Afirmación 4: La parte c) se tiene
Demostración de la Afirmación 4 : Se fija x ∈ dom(Mω) y k ∈ N. Entonces, existe y ∈ X
tal que ϕω(x, y) = 0. Por la continuidad de ϕω, es posible encontrar una vecindad U × V de
(x, y) tal que la siguiente implicación se tiene:

(x′, y′) ∈ U × V ⇒ ϕω(x′, y′) < εk.

Sea x′ ∈ U . Entonces, dado que V ⊂ Mk
ω(x′), Mk

ω(x′) es un convexo, cerrado de interior no
vacío. Sea z ∈ bdMk

ω(x′) := {v ∈ X : ϕω(x′, v) = εk}. Entonces, observando que ϕω(x′, ·) es
una función C∞ y convexa, se obtiene que

Dyϕω(x′, v) = 0 ⇐⇒ v es un mínimo de ϕω(x′, ·).

Además, ϕω(x′, y) < εk = ϕω(x′, z). Entonces, Dyϕ(x′, z) 6= 0 para todo z ∈ bdMk
ω(x′),

entonces por la Proposición 1.2.18-(b), Mk
ω(x′) es un cuerpo convexo C∞.

Afirmación 5: La parte d) se tiene:
Demostración de la afirmación 5 : Suponga que dom(Mω) = H. Es claro que el conjunto
{(x, y) ∈ H × X : ϕω(x, y) < εk} es no vacío. Entonces, gphMk

ω tiene interior no vacío.
Además, gracias a que dom(Mω) = H y ϕω(x, ·) es convexa para todo x ∈ H,

bd gphMk
ω = {(x, y) ∈ H ×X : ϕω(x, y) = εk}.

Sea (x, y) ∈ bd gphMk
ω , como x ∈ domMω, sigue que existe y′ ∈ X tal que ϕω(x, y′) = 0.

Entonces, si Dϕ(x, y) = 0, se tiene que Dyϕ(x, y) = 0. Luego, por convexidad, y es un
mínimo de la función ϕω(x, ·). Sin embargo, dado que ϕω(x, y′) < ϕω(x, y), se obtiene una
contradicción. Por lo tanto, Dϕω(x, y) 6= 0 y se puede aplicar la Proposición 1.2.18-(a) para
concluir que bd gphMk

ω es una subvariedad C∞.

El resultado anterior entrega una nueva técnica para aproximar multifunciones aleatorias.
En efecto, en el siguiente resultado, se construye una secuencia de aproximaciones cuyos
valores son cuerpos convexos C∞. Acá se hará uso de la noción de convergencia esencialmente
uniforme de multifunciones la cual fue definida en (1.5).

Corolario 2.1.2 Sea M : Ω⇒Rd una multifunción medible con valores cerrados, convexos
y no vacíos. Entonces, existe una secuencia de multifunciones medibles Sk : Ω⇒Rd conver-
giendo esencialmente uniforme a M y cuyos valores son cuerpos convexos C∞ para todo
ω ∈ Ω.

Demostración. Sea X = Rd y H = {0} y al igual que en la prueba del Corolario 2.0.7, se
considera la multifunción aleatoria M̂(ω, x) := M(ω). Se toma la secuencia de multifunciones
aleatorias (Mk)k asociada a la secuencia (εk)k con εk → 0+ que entrega el Corolario 2.1.1.
Entonces, los valores de Mk son cuerpos convexos C∞, y por el Corolario 2.1.1-(a), se tiene
que para todo ω ∈ Ω

d̄(Mk(ω),M(ω))→ 0 cuando k →∞. (2.10)
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donde d̄ es la distancia definida en (1.4). Se toma la función f : Ω×N→ [0,∞) definida por
f(ω, k) = d̄(Mk(ω),M(ω)). Usando la definición de la distancia d y la Proposición 1.4.3-(b),
es claro que ω 7→ f(ω, k) es medible para todo k ∈ N. Luego, para todo n ∈ N, la multifunción
Jn : ω ⇒ {k ∈ N : f(ω, k) ≤ 1/n} es medible pues si I es abierto en R entonces

J−n (I) = {ω ∈ Ω: Jn(ω) ∩ I 6= ∅}
=

⋃
k∈I∩N

{ω ∈ Ω: k ∈ Jn(ω)}

=
⋃

k∈I∩N
{ω ∈ Ω: f(ω, k) ≤ 1/n},

que es medible ya que ω 7→ f(ω, k) es medible y la unión es numerable. Además, dada la
convergencia (2.10), Jn(ω) es no vacío y cerrado para todo ω ∈ Ω. Entonces, existe una
selección medible λn : Ω→ N tal que

d̄(Mλn(ω)(ω),M(ω)) ≤ 1
n

para todo ω ∈ Ω.

Finalmente, por (2.10), la multifunción medible Sn : ω ⇒ Mλn(ω)(ω) converge esencialmente
uniforme a M con respecto a la métrica definida en (1.4).

El siguiente resultado trata de aproximación de normal integrands, por normal integrands
C∞.

Teorema 2.1.3 Sea f : Ω ×H ×X → R un normal integrand. Se asume que f es convexa
respecto a la variable en X y que la función conjugada

x 7→ f ∗ω(x, x∗) := sup
y∈X
〈x∗, y〉 − fω(x, y) (2.11)

es semicontinua superior para todo ω ∈ Ω y x∗ ∈ X∗. Entonces, existe una secuencia creciente
de normal integrands C∞, fk : Ω×H ×X → R tales que para todo ω ∈ Ω

lim
k
fk(ω, x, z) = sup

k
fk(ω, x, z) = f(ω, x, z) para todo (x, z) ∈ H ×X. (2.12)

Además, las funciones fk son convexas con respecto a la variable en X.

Demostración. Se va a considerar la multifunción M : Ω×H → X × R definida por

Mω(x) := {(y, α) ∈ X × R : fω(x, y) ≤ α}.

Se observa que gphMω = epi fω para todo ω ∈ Ω.
Afirmación 1: La multifunción M es aleatoria con valores convexos y cerrados. Además,
para cada ω ∈ Ω, x⇒Mω(x) es p-w-usc.
Demostración de la Afirmación 1 : Dado que f es un normal integrand,M es una multifunción
aleatoria con valores no vacíos. La convexidad de los valores Mω(x) sigue de la convexidad
de f con respecto a la variable sobre X.
Para probar la propiedad p-w-usc, se toma w∗ ∈ X∗ y α, γ ∈ R tal que

Mω(x) ⊂ Cw∗,α,γ := {(u, β) ∈ X × R : 〈w∗, u〉+ αβ < γ}.
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Por la definición de Cw∗,α,γ, sigue que α ≤ 0.
Si α = 0, entonces w∗ = 0 y γ > 0. Por tanto, Cw∗,α,γ = X × R, y en este caso se tiene la
propiedad.
Por otro lado, si α < 0, entonces

〈|α|−1w∗, u〉 − fω(x, u) < γ|α|−1 para todo u ∈ X,

lo que implica que f ∗ω(x, |α|−1w∗) ≤ γ|α|−1. Por la hipótesis de semicontinuidad superior de la
función conjugada (2.11), para todo η > 0, existe ε > 0 tal que f ∗(x′, |α|−1w∗) < (γ+η)|α|−1

para todo x′ ∈ Bε(x). Por lo tanto, para todo u ∈ X

〈|α|−1w∗, u〉 − fω(x′, u) < (γ + η)|α|−1.

Finalmente, si (u, β) ∈ Mω(x′) para x′ ∈ Bε(x), entonces (u, β) ∈ Cw∗,α,γ+η, lo que prueba
que H 3 x⇒Mω(x) es p-w-usc para todo ω ∈ Ω.
Afirmación 2: Existe una secuencia de normal integrands (fk)k satisfaciendo lo establecido
en el Teorema.
Demostración de la Afirmación 2 : Dado que domMω = H para todo ω ∈ Ω, se puede aplicar
el Corolario 2.1.1-(d) para obtener una secuencia de multifunciones aleatorias (Mk)k tal que
para todo k ∈ N y ω ∈ Ω, la frontera del conjunto gphMk

ω es una subvariedad C∞ y⋂
k∈N

gphMk
ω = gphMω ∀ω ∈ Ω.

Entonces, para todo k ∈ N, existe un normal integrand fk : Ω × H × X → R que es C∞
tal que gphMk

ω = epi fkω para todo k ∈ N y ω ∈ Ω. Para probar esto, notar que gphMk
ω =

{(x, y, α) : ϕω(x, y, α) ≤ εk}, además la función α 7→ ϕω(x, y, α) es decreciente para todo
(x, y) ∈ H × X, por lo tanto gphMk

ω es el epígrafo de alguna función (ver e.g. [45, pag.
7]), esa función C∞ dado que la frontera de gphMk

ω es una variedad C∞ de codimensión 1.
Además, para todo ω ∈ Ω y k ∈ N, fk+1

ω ≤ fkω ≤ fω puntualmente. Luego,

sup
k∈N

fkω(x, y) ≤ fω(x, y) para todo (x, y) ∈ H ×X.

Ahora, si (x, y) ∈ H×X, se toma α := supk∈N fkω(x, y), el cual satisface que (x, y, α) ∈ gphMk
ω

para todo k ∈ N. Finalmente, (x, y, α) ∈ gphMω, entonces fω(x, y) ≤ α, lo que prueba
(2.12).

El siguiente resultado muestra condiciones suficientes que permiten verificar la condición
(2.11) del Teorema 2.1.3.

Proposición 2.1 Bajo las hipótesis del Teorema 2.1.3, la condición de semicontinuidad
superior (2.11) se cumple en los siguientes casos:

(a) Para todo ω ∈ Ω, la función fω : H ×X → R es uniformemente continua.

(b) El espacio X es reflexivo, para todo ω ∈ Ω, si xn → x y yn ⇀ y, entonces

fω(x, y) ≤ lim sup fω(xn, yn),
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y para todo ω ∈ Ω y x ∈ H, existe δ > 0, α > 0 y β ∈ R tal que

α‖y‖2 + β ≤ fω(x′, y) para todo (x′, y) ∈ Bδ(x)×X. (2.13)

Demostración. (a): Fijar ω ∈ Ω y sea y∗ ∈ X∗, ε > 0 y una secuencia (xn)n ⊂ H convergiendo
a x. Por la continuidad uniforme de fω, existe δ > 0 tal que si ‖x − x′‖ < δ y ‖y − y′‖ < δ
entonces |f(x, y)− f(x′, y′)| < ε. Luego, ya que xn → x, existe N ∈ N tal que ‖xn − x‖ < δ
para n ≥ N . Entonces, para todo y ∈ X y n ≥ N , |fω(xn, y)− fω(x, y)| < ε. Entonces, para
todo n ≥ N ,

sup
y∈X

fω(x, y)− fω(xn, y) ≤ ε.

Por lo tanto, usando la última desigualdad, se obtiene que para todo n ≥ N ,

f ∗ω(xn, y∗) = sup
y∈X
〈y∗, y〉 − fω(xn, y)

= sup
y∈X
〈y∗, y〉 − fω(x, y) + fω(x, y)− fω(xn, y)

≤ sup
y∈X
〈y∗, y〉 − fω(x, y) + sup

y∈X
fω(x, y)− fω(xn, y)

≤ f ∗ω(x, y∗) + ε.

Tomando n→∞ en la desigualdad anterior, se obtiene que, para todo ε > 0

lim sup
n→∞

f ∗ω(xn, y∗) ≤ f ∗ω(x, y∗) + ε,

lo que implica (2.11).
(b) Fijar y∗ ∈ X∗ y ω ∈ Ω. Se probará primero que la función x 7→ f ∗ω(x, y∗) toma valores
finitos. En efecto, por (2.13), para todo y ∈ X

〈y∗, y〉 − fω(x, y) ≤ ‖y∗‖‖y‖ − α‖y‖2 − β

= −α
(
‖y‖ − ‖y

∗‖
2α

)2

− β − ‖y
∗‖2

4α2

≤ −β − ‖y
∗‖2

4α2 ,

lo que implica que f ∗ω(x, y∗) ≤ −β − ‖y
∗‖2

4α2 <∞ para todo x ∈ H.
Para probar la semicontinuidad superior, se procede por contradicción. Si la función x 7→
f ∗ω(x, y∗) no es semicontinua superior en x ∈ H, existe (xn) ⊂ H convergiendo a x y ε > 0
tal que

f ∗ω(x, y∗) + ε ≤ lim sup
n→∞

f ∗ω(xn, y∗).

Entonces, existe una subsucesión (xnk)k, tal que

f ∗ω(x, y∗) + ε

2 ≤ f ∗ω(xnk , y∗).

Sea δ > 0 tal que (2.13) se tiene. Entonces, existe N ∈ N tal que xnk ∈ Bδ(x) para todo
k ≥ N . Usando la definición de la conjugada, se puede encontrar (ynk)k ⊂ X tal que para
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todo k se tiene que
f ∗ω(xnk , y∗) ≤

ε

4 + 〈y∗, ynk〉 − fω(xnk , ynk).

Por lo tanto, para todo k

f ∗ω(x, y∗) + fω(xnk , ynk) + ε

4 ≤ 〈y
∗, ynk〉. (2.14)

Además, usando (2.13), para k ≥ N se tiene que

f ∗ω(x, y∗) + ε

4 ≤ 〈y
∗, ynk〉 − fω(xnk , ynk) ≤ −α

(
‖ynk‖ −

‖y∗‖
2α

)2

− β − ‖y
∗‖2

4α2 ,

lo que muestra que la secuencia (ynk) es acotada. Entonces, sin pérdida de generalidad, se
puede asumir que ynk converge débil a algún y ∈ X (pues X es reflexivo). Entonces, por
hipótesis, fω(x, y) ≤ lim sup fω(xnk , ynk) y 〈y∗, ynk〉 → 〈y∗, y〉. Finalmente, si se toma límite
en (2.14), se obtiene una contradicción con la definición de conjugada.

Para probar el siguiente resultado, será necesario extender la noción de función prox-acotada
al contexto de normal integrands (ver, e.g., [45, Definition 1.23]). Un normal integrand f : Ω×
Rd → R ∪ {∞} se dice prox-acotado si existe una función medible λ : Ω → (0,∞) tal que
para todo ω ∈ Ω existe x ∈ Rd satisfaciendo

eλ(ω)fω(x) := inf
z∈Rd
{fω(z) + 1

2λ(ω)‖x− z‖
2} > −∞.

El siguiente resultado es una versión funcional del Corolario 2.1.2, también puede ser visto
como una extensión del Teorema 2.1.3 para funciones a valores en la recta extendida, definidas
sobre espacios de dimensión finita.

Corolario 2.1.4 Sea f : Ω × Rd → R ∪ {∞} un normal integrand prox-acotado. Entonces,
existe una secuencia (fk)k de normal integrands que son C∞, cumplen que fk ≤ f , y convergen
epigráficamente uniforme a f .

Demostración. Como f es prox-acotada y [45, Theorem 1.25], existe una función λf : Ω →
(0,∞) tal que para todo λ ∈ (0, λf (ω)] la función

eλ fω(x) := inf
y∈Rd

fω(y) + 1
2λ‖x− y‖

2,

toma valores finitos, es continua y eλ fω(x) → fω(x) para todo x ∈ Rd. Además, notar que
g : (ω, y) 7→ fω(y) + 1

2λ‖y‖
2 es un normal integrand y eλ fω(x) = 1

2λ‖x‖
2 − g∗ω( 1

λ
x). Por la

Proposición 1.4.2, g∗ es un normal integrand y así (ω, x) 7→ eλ fω(x) es A⊗ B(Rd)-medible.
Afirmación 1: Para todo n ∈ N, la multifunción

Mn : ω⇒{λ ∈ (0, λf (ω)) : d̄(epi fω, epi eλ fω) ≤ 1/n},

es grafo-medible con valores no vacíos.
Demostración de la Afirmación 1 : Notar que ω⇒ epi fω y ω⇒ cl(epi eλ fω) son multifunciones
medibles por la Proposición 1.4.1. Si ϕ(ω, λ) := d̄(epi fω, epi eλ fω), usando la Proposición
1.4.3 y la definición de la métrica d̄, se sigue que ω 7→ ϕ(ω, λ) es medible para todo λ > 0.
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Por otro lado, por [45, Theorem 1.25], se tiene que λ 7→ ϕ(ω, λ) es continua en (0, λf (ω)]
para todo ω ∈ Ω, ahora, se define

φ(ω, λ) =

ϕ(ω, λ) si λ < λf (ω)
ϕ(ω, λf (ω)) si λ ≥ λf (ω),

es claro que para todo λ > 0, la función φ(·, λ) es medible y para todo ω ∈ Ω, la función
λ 7→ φ(ω, λ) es continua por construcción, luego por la Proposición 1.4.4, φ es A⊗B((0,∞))-
medible, además

gph(Mn) = {(ω, λ) ∈ Ω× (0, λf (ω)) : ϕ(ω, λ) ≤ 1/n}
= φ−1([0, 1/n]) ∩ {(ω, λ) ∈ Ω× (0,∞) : λ < λf (ω)}

que es medible, esto indica que Mn es grafo medible, además como eλ fω(x) → fω(x) para
todo x ∈ Rd se tiene que ϕ(ω, λ) → 0 si λ → 0+ para todo ω ∈ Ω, luego Mn(ω) es no vacío
para todo ω ∈ Ω.

Entonces, en virtud del Teorema 1.4.6, es posible encontrar una función medible λn : Ω→ R
con λn(ω) ∈ (0, λf (ω)) y tal que

d̄(epi fω, epi eλn(ω) fω) ≤ 1/n para todo ω ∈ Ω.

Se define gnω := eλn(ω) fω, que es un normal integrand (por la misma razón por la cual (ω, x) 7→
eλ fω lo es). Por el Teorema 2.1.3 (aplicado sobre H = Rd y X = {0}), se puede encontrar
una secuencia (gnk )k de normal integrands C∞ tal que gnk (ω, ·) ≤ gnk+1(ω, ·) ≤ gn(ω, ·) en Ω y

sup
k∈N

gnk (ω, x) = gn(ω, x) para todo x ∈ H.

Afirmación 2: Para todo n ∈ N, existe un normal integrand ĝn que es C∞ tal que

d̄(epi ĝn(ω, ·), epi gn(ω, ·)) ≤ 1/n en Ω.

Demostración de la Afirmación 2 : Se define la multifunción

Gn : ω ∈ Ω⇒{k ∈ N : d̄(epi gnk (ω, ·), epi gn(ω, ·)) ≤ 1/n}.

Usando el mismo argumento del Corolario 2.1.2, se tiene que Gn es una multifunción medible
con valores no vacíos, entonces, por el Teorema 1.4.6, existe una función k : Ω→ N medible
tal que

d̄(epi gnk(ω)(ω, ·), epi gn(ω, ·)) ≤ 1/n en Ω.

Luego, se define ĝn := gnk(·) y se observa que es medible y C∞.
Entonces, considerando fnω := ĝn(ω, ·), se tiene que µ-c.t.p. en Ω

d̄(epi fnω , epi fω) ≤ d̄(epi fnω , epi gnω) + d̄(epi gnω, epi fω) ≤ 1
n

+ 1
n

= 2
n
,
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sigue que (fn)n converge epigráficamente uniforme a f . Finalmente, (fn)n es la secuencia
deseada.

2.2. Selecciones integrables como minimizadores de fun-
cionales integrales

En esta sección, se hará uso del Teorema 2.0.5 para probar que los conjuntos de seleccio-
nes p-integrables de multifunciones medibles pueden ser representados como el conjunto de
minimizadores de un funcional integral diferenciable y convexo.
El primer resultado en esta parte, es en el caso de una multifunción medible con valores
cerrados, convexos y no vacíos.

Teorema 2.2.1 Sea (Ω,A, µ) es un espacio de medida finita y completo. Sea p > 1. Sea
M : Ω⇒X un multifunción medible con valores cerrados, convexos y no vacíos tal que el
conjunto de selecciones p-integrables SpM es no vacío. Entonces, existe un normal integrand
C∞ y convexo ϕ : Ω×X → [0,∞) tal que

SpM =
{
x ∈ Lp(Ω, X) : Iϕ(x) :=

∫
Ω
ϕω(x(ω))dµ = 0

}
, (2.15)

Además, el funcional integral Iϕ es Frechet diferenciable, donde su derivada está dada por

DIϕ(x) =
∫

Ω
Dϕω(x(ω))dµ para todo x ∈ Lp(Ω, X). (2.16)

Donde la integral anterior es la de Gelfand. Si p ≥ 2, entonces Iϕ es de clase C1.

Demostración. Considerar el normal integrand ϕ asociado a M dado por el Teorema 2.0.7.
Sea x0 ∈ SpM . Entonces, por (2.7),

0 ≤ Iϕ(x) ≤ κ · sup
(ω,x)∈Ω×X

‖Dϕω(x)‖ · ‖x− x0‖p, para todo x ∈ Lp(Ω, X),

donde

κ =

µ(Ω)
p
p−1 , si p ∈ (1,∞),

µ(Ω), si p =∞.

Entonces, el funcional Iϕ es finito sobre Lp(Ω, X). La igualdad (2.15) puede ser fácilmen-
te verificada usando las propiedades de ϕ. Por como se definió ϕ en el Teorema 2.0.7
es que ω 7→ Dϕω(x(ω)) es débil∗ medible, además como el espacio es de medida finita,
ω 7→ 〈Dϕω(x(ω)), y〉 es integrable para todo y ∈ X, por lo tanto ω 7→ Dϕω(x(ω)) es Gelfand
integrable.
Ahora, se procede a probar que Iϕ satisface (2.16) cuando p ∈ (1,∞]. En efecto, por la
medibilidad de ϕ, la integral en el lado derecho de (2.16) está bien definida. Además, por la
fórmula de Taylor ([11, Theorem 5.6.2]), para todo (ω, x) ∈ Ω×X

‖ϕω(x+ h)− ϕω(x)−Dϕω(x)(h)‖ ≤ C2‖h‖2, (2.17)

donde Ck := sup(ω,x)∈Ω×X ‖Dkϕω(x)‖. Fijar ε > 0 y considerar una secuencia de funciones
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(hj) ⊂ Lp(Ω, X) convergiendo en norma a 0. Entonces, se puede encontrar j0 ∈ N tal que
para todo j ≥ j0

µ(Aj) ≤ ε si p ∈ (1,∞),
µ(Aj) = 0 si p =∞,

donde, Aj := {ω ∈ Ω: ‖hj(ω)‖ > ε}. Ahora, se consideran las cantidades

βj :=
∣∣∣∣Iϕ(x+ hj)− Iϕ(x)−

∫
Ω
Dϕω(x(ω))(hj(ω))dµ

∣∣∣∣ ,
β1
j :=

∣∣∣∣∣
∫
Aj
Tj(ω)dµ

∣∣∣∣∣ ,
β2
j :=

∣∣∣∣∣
∫
Acj

Tj(ω)dµ
∣∣∣∣∣ ,

donde
T kj (ω) := ϕω(x(ω) + hj(ω))− ϕω(x(ω))−Dϕω(x(ω))(hj(ω)).

Estimación de β1
j : Es claro que β1

j = 0 para p =∞. Luego, en el caso p ≥ 2, sean u ∈ Lp(Ω, X)
con ‖u‖p ≤ 1, usando (2.7) y la Proposición 1.3.11, se tiene que∫

Aj
|Tj(ω)|dµ

≤
∫
Aj
|ϕω(x(ω) + hj(ω))− ϕω(x(ω))| dµ+

∫
Aj
|Dϕω(x(ω))(hj(ω))|dµ

≤ C1

∫
Aj
‖hj(ω)‖dµ+ C1

∫
Aj
‖hj(ω)‖dµ

= 2C1

∫
Aj
‖hj(ω)‖dµ

≤ 2C1µ(Aj)
p−1
p ‖hj‖p ≤ 2C1‖hj‖pε

p−1
p ,

luego, se tiene que β1
j ≤ 2C1 · ε

p−1
p ‖hj‖p.

Estimación de β2
j : Usando (2.17) y la Proposición 1.3.11, para p ∈ (1,∞) se tiene que

β2
j ≤ C2µ(Ω)

p−1
p ‖hj‖p · ε.

Mientras que si p =∞ se tiene que β2
j ≤ C2µ(Ω)‖hj‖p·ε. Entonces, usando estas estimaciones,

si p ∈ (1,∞)

βj
‖hj‖p

≤ 2C1 · ε
p−1
p + C2µ(Ω)

p−1
p ‖hj‖p · ε para todo j ≥ j0.

y si p =∞, βj
‖hj‖p ≤ C2µ(Ω) · ε. Por lo tanto, se concluye que para p ∈ (1,∞]

1
‖hj‖p

(
Iϕ(x+ hj)− Iϕ(x)−

∫
Ω
Dϕω(x(ω))(hj(ω))dµ

)
→ 0,

cuando j → ∞. Por último, es claro que Lp(Ω, X) 3 h 7→
∫
Ω Dϕω(x(ω))(h(ω)) es lineal y

continua (por Hölder), así que esto prueba que Iϕ es Frechet diferenciable. Para ver que es
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C1 si p ≥ 2, sea u ∈ Lp(Ω, X) con ‖u‖p ≤ 1, entonces

|
∫

Ω
Dϕω(y(ω))(u(ω))−Dϕω(x(ω))(u(ω))dµ|

≤
∫

Ω
|Dϕω(y(ω))(u(ω))−Dϕω(x(ω))(u(ω))|dµ

≤ µ(Ω)
p−2
p ‖y − x‖p · ‖u‖p ≤ µ(Ω)

p−2
p ‖y − x‖p

se sigue que ‖DIϕ(y) − DIϕ(x)‖ ≤ µ(Ω)
p−2
p ‖y − x‖p lo que prueba que x 7→ DIϕ(x) es

continua.

Observación 2.2.2 Cuando p = 1, el resultado anterior no se cumple. En efecto, considerar
X = R, Ω = [0, 1] y la cualquier función ϕ : X → [0,∞) convexa, C∞ y no lineal (que puede
estar asociada, por ejemplo, a la multifunción M : ω⇒ϕ−1(0)). No es difícil ver que Iϕ es
Gateaux-diferenciable en L1(Ω, X) y su derivada es DIϕ(x) =

∫ 1
0 〈ϕ′(x(ω)), ·〉dµ. Si Iϕ es

Frechet-diferenciable, entonces su derivada de Frechet coincide con su derivada de Gateaux.
Se pueden tomar las funciones hε := 1[0,ε], para cada ε > 0. Sea a ∈ R y la función xa : Ω→ R
que cumple que xa(ω) = a para todo ω ∈ Ω, entonces

1
‖hε‖1

|Iϕ(hε + xa)− Iϕ(xa)−DIϕ(xa)(hε)| =
1
ε
|εϕ(a+ 1)− εϕ(a)− ϕ′(a)ε|

= |ϕ(a+ 1)− ϕ′(a)− ϕ(a)|,

luego si se escoge a ∈ R tal que ϕ(a + 1) − ϕ(a) 6= ϕ′(a), entonces la cantidad anterior no
converge a cero. Esto prueba que Iϕ en general no es Frechet diferenciable en L1(Ω, X).

Observación 2.2.3 Si p =∞, se puede probar, usando las misma ideas de la demostración
del Teorema 2.2.1, que el funcional Iϕ (definido en (2.15)) es de clase C∞, donde su derivada
está dada por DkIϕ(x)(h1, ..., hk) =

∫
Ω D

kϕω(x(ω))(h1(ω), ..., hk(ω))dµ.
El siguiente resultado es una versión más general del Teorema 2.2.1 donde ahora se considera
una multifunción aleatoria definida sobre Ω×H a valores en X, las ideas de la demostración
son bastante similares.

Teorema 2.2.4 Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida finita y completo. Sea p > 2. Sea
M : Ω×H⇒X una multifunción satisfaciendo las hipótesis del Teorema 2.0.5. Suponga que
existe x ∈ H y y ∈ Lp(Ω, X) tal que µ-c.t.p. (x, y(ω)) ∈ gph(Mω). Entonces, existe un normal
integrand C∞ y convexo en X, ϕ : Ω×H ×X → [0,∞) tal que

SpM(x) =
{
y ∈ Lp(Ω, X) : Iϕ(x, y) :=

∫
Ω
ϕω(x, y(ω))dµ = 0

}
, (2.18)

donde SpM(x) denota el conjunto de selecciones p-integrables de ω⇒M(ω, x), para cada
x ∈ H. Además, el funcional integral Iϕ es Frechet diferenciable sobre H × Lp(Ω, X), con
derivada dada por

DIϕ(x, y) =
∫

Ω
Dϕω(x, y(ω))dµ para x ∈ H y y ∈ Lp(Ω, X), (2.19)

donde la integral anterior es la Gelfand. Si p ≥ 3, entonces Iϕ es de clase C1.

45



Demostración. Considere el integrand ϕ asociado a M dado por el Teorema 2.0.5. Por hipó-
tesis, existe x0 ∈ H tal que SpM(x0) 6= ∅, luego sea y0 ∈ SpM(x0). Entonces, en virtud de (2.1),
si (x, y) ∈ H × Lp(Ω, X)

Iϕ(x, y) ≤
∫

Ω
(‖x− x0‖+ ‖y(ω)− y0(ω)‖) sup

t∈[0,1]
‖Dϕω((x, y(ω)) + t(x0, y0(ω)))‖dµ

≤ C1

∫
Ω

(‖x− x0‖+ ‖y(ω)− y0(ω)‖)(‖y(ω)‖+ ‖y0(ω)‖+ 1)(‖x‖+ ‖x0‖+ 1)dµ

≤ C1(‖x‖+ ‖x0‖+ 1)(‖x− x0‖
∫

Ω
(‖y(ω)‖+ ‖y0(ω)‖+ 1)dµ

+
∫

Ω
(‖y(ω)− y0(ω)‖(‖y(ω)‖+ ‖y0(ω)‖+ 1)dµ)

≤ C1(‖x‖+ ‖x0‖+ 1)(‖x− x0‖
∫

Ω
(‖y(ω)‖+ ‖y0(ω)‖+ 1)dµ (2.20)

+3
∫

Ω
(‖y(ω)‖2 + ‖y0(ω)‖2 + 1)dµ),

luego, como p ∈ (2,∞] y la medida es finita entonces Lp(Ω, X) está contenido en L1(Ω, X)∩
L2(Ω, X), por lo tanto las integrales en (2.20) son finitas, luego 0 ≤ Iϕ(x, y) < ∞, así que
Iϕ toma valores finitos en H × Lp(Ω, X). La igualdad (2.18) puede ser fácilmente verificada
gracias a las propiedades de ϕ. De igual manera que en el teorema anterior, se verifica que
ω 7→ Dϕω(x, y(ω)) es Gelfand integrable.
Ahora, se procede a demostrar que Iϕ satisface (2.19). En efecto, como ϕ es medible, la
integral en el lado derecho de (2.19) está bien definida. Además, por la fórmula de Taylor,
para todo (ω, x, y) ∈ Ω×H ×X

‖ϕω((x, y) + (h, k))− ϕω(x, y)−Dϕω(x, y)(h, k)‖ ≤ R2‖(h, k)‖2, (2.21)

donde

Rn := sup
t∈[0,1]

‖Dnϕω((x, y) + t(h, k))‖ ≤ Cn(1 + ‖y‖+ ‖k‖)(1 + (‖x‖+ ‖h‖)n),

gracias al Teorema 2.0.5-(e). Fijar ε > 0 y considerar una secuencia (hj, kj) ⊂ H ×Lp(Ω, X)
convergiendo a 0. Entonces, se puede encontrar j0 ∈ N tal que para todo j ≥ j0

αj := µ(Aj) ≤ ε si p ∈ (2,∞),
µ(Aj) = 0 si p =∞,

donde, Aj := {ω ∈ Ω : ‖(hj, kj(ω))‖ > ε}. Ahora, se consideran las cantidades

βj :=
∥∥∥∥∫

Ω
Tj(ω)dµ

∥∥∥∥ , β1
j :=

∥∥∥∥∥
∫
Aj
Tj(ω)dµ

∥∥∥∥∥ , β2
j :=

∥∥∥∥∥
∫
Acj

Tj(ω)dµ
∥∥∥∥∥ ,

donde

Tj(ω) := ϕω((x, y(ω)) + (hj, kj(ω)))− ϕω(x, y(ω))−Dϕω(x, y(ω))(hj, kj(ω)).

Para hacer las estimaciones de estas cantidades, será útil la desigualdad de Hölder y el teo-
rema del valor medio. También se considerará la norma usual en H × Lp(Ω, X) dada por
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‖(x, y)‖ := ‖x‖+ ‖y‖p.

Estimación de β1
j : Es claro que β1

j = 0 para p = ∞. Entonces, se verá el caso p ∈ (2,∞).
Usando (2.7) y la Proposición 1.3.11, y se define γn := Cn(1 + (‖x‖+ ‖hj‖)n), entonces∫

Aj
|Tj(ω)|dµ

≤
∫
Aj
| (ϕω((x, y(ω)) + (hj, kj(ω)))− ϕω(x, y(ω))) |dµ+

∫
Aj
|Dϕω(x, y(ω))(hj, kj(ω))|dµ

≤γ1

∫
Aj

(1 + ‖y(ω)‖+ ‖kj(ω)‖)‖(hj, kj(ω))‖dµ

+
∫
Aj
C1(1 + ‖y(ω)‖)(1 + ‖x‖)‖(hj, kj(ω))‖dµ

≤2 · γ1

∫
Aj

(1 + ‖y(ω)‖+ ‖kj(ω)‖)‖(hj, kj(ω))‖dµ

≤2 · γ1 · ‖(hj, kj)‖ · µ(Aj)
p−2
p · (‖kj‖p + ‖y‖p + µ(Ω)

p−1
p )(1 + µ(Ω)

p−1
p )

≤2 · γ1 · ‖(hj, kj)‖ · ε
p−2
p · (‖kj‖p + ‖y‖p + µ(Ω)

p−1
p )(1 + µ(Ω)

p−1
p ).

Esto permite concluir que

β1
j ≤ 2 · γ1 · ‖(hj, kj)‖ · ε

p−2
p · (‖kj‖p + ‖y‖p + µ(Ω)

p−1
p )(1 + µ(Ω)

p−1
p ).

Estimación de β2
j : Usando (2.21) y con argumentos similares a los de antes, se obtiene que

si p ∈ [2,∞)

β2
j ≤ ε · γ2(1 + µ(Ω)

p−1
p ) · (‖kj‖p + ‖y‖p + µ(Ω)

p−1
p )µ(Ω)

p−2
p ‖(hj, kj)‖.

y si p =∞, entonces β2
j ≤ ε · γ2(1 + ‖kj‖p + ‖y‖p) · ‖(hj, kj)‖ ·µ(Ω). Entonces, gracias a estas

estimaciones, se concluye que para p ∈ (2,∞]

1
‖(hj, kj)‖

(
Iϕ((x, y) + (hj, kj))− Iϕ(x, y)−

∫
Ω
Dϕω(x, y(ω))(hj, kj(ω))dµ

)
→ 0,

si j → ∞. De forma similar que en el Teorema 2.2.1 se prueba que si p ≥ 3, entonces
(x, y) 7→ DIϕ es continua, y por lo tanto Iϕ es de clase C1.

2.3. Ejemplos en Optimización
En esta sección se muestran dos ejemplos donde los resultados previos pueden ser utilizados
para dar condiciones de optimalidad en problemas de optimización.
El primer ejemplo trata sobre la minimización de una función con restricciones de equilibrio,
la cual involucra una multifunción.

Ejemplo 2.3.1 (Optimización con restricciones de equilibrio) Considerar el siguiente pro-
blema:

minψ(x, y)
s.t y ∈M(x) y x ∈ C,

(2.22)
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donde ψ : Rs×Rm → R es la función objetivo, C ⊂ Rs es un conjunto cerrado, yM : Rs⇒Rm

es una multifunción p-w-usc con valores convexos, gph(M) es cerrado. Se ha demostrado que
las condiciones de optimalidad para esta clase de problemas pueden ser escritas en términos
de reglas de Fermat generalizadas involucrando subdiferenciales de ψ, conos normales de
gphM y C (ver, e.g., [33, Chapter 5.2.1]). En este caso, la multifunción no depende de
alguna variable en un espacio de medida, entonces al aplicar el Teorema 2.0.5, se obtiene una
función C∞, ϕ : Rs×Rm → [0,∞) tal que gph(M) = {(x, y) ∈ Rs×Rm : ϕ(x, y) = 0}. Luego,
por [33, Proposition 5.2], se tiene que, si (x, y) es una solución local del problema (2.22),
entonces

∂̂(−ψ)(x, y) ⊂ Ngph(M)∩C×Rm(x, y).

Si además, Ngph(M)(x, y) ∩ (−NC×Rm(x, y)) = {(0, 0)}, por [33, Theorem 3.4] se tiene que

∂̂(−ψ)(x, y) ⊂ Ngph(M)(x, y) ∩NC×Rm(x, y) = Ngph(M)(x, y) ∩NC(x)× {0},

luego, como gph(M) = {(x, y) ∈ Rs × Rm : ϕ(x, y) ≤ 0}, por [10, Theorem 6.2]

Ngph(M)(x, y) ⊂ lim sup
(x,y)→(x,y)

R+∇ϕ(x, y).

Es decir, en este caso, el cálculo de la condición de optimalidad se facilita gracias a la
representación suave de la multifunción.
El segundo ejemplo corresponde a un problema de optimización estocástica en dos etapas.
Este tipo de problema en un vector inicial de decisión, que luego de la realización de un
fenómeno aleatorio, se incluye esta información, y entonces se debe hacer una elección, todo
esto con el mínimo costo (ver [50, 40] para más detalles).

Ejemplo 2.3.2 (Optimización estocástica en dos etapas) Sea (Ω,A,P) un espacio de proba-
bilidad, y considere la formulación del problema de optimización estocástica en dos etapas

min Iψ(x, y) :=
∫

Ω
ψ(ω, x, y(ω))P(dω)

s.t y(ω) ∈M(ω, x) c.t.p. ω ∈ Ω, x ∈ Rs y y ∈ Lp(Ω,Rm),
(2.23)

dondeM : Ω×Rs⇒Rm es una multifunción aleatoria satisfaciendo las hipótesis del Teorema
2.0.5 y ψ : Ω × Rs × Rm → R es un normal integrand, el cual es convexo con respecto a la
variable en Rm y satisface (2.11). Notar que el problema (2.23) puede ser reescrito como

min Iψ(x, y) :=
∫

Ω
ψ(ω, x, y(ω))P(dω)

s.t y ∈ SpM(x), x ∈ Rs.

Luego, si el normal integrand C∞, ϕ : Ω × Rs × Rm → [0,∞) es el representante de la
multifunción M dado por el Teorema 2.0.5. Entonces, suponiendo que el conjunto factible es
no vacío, gracias al Teorema 2.2.4, el problema puede reescribirse como

min Iψ(x, y) :=
∫

Ω
ψ(ω, x, y(ω))P(dω)

s.t Iϕ(x, y) = 0.
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Luego, para dar una condición de optimalidad, por una una parte es necesario el cálculo del
cono normal de {(x, y) : Iϕ(x, y) = 0}, el Teorema 2.2.4 asegura que el funcional Iϕ es de
clase C1 cuando p > 3, pero dado que este no es convexo, es más complejo verificar si los
puntos de ese conjunto satisfacen alguna condición de calificación. Para mostrar un cálculo
explícito, se simplificará el problema (2.23) por el siguiente:

min Iψ(x, y) :=
∫

Ω
ψ(ω, x, y(ω))P(dω)

s.t y(ω) ∈M(ω) c.t.p. ω ∈ Ω, x ∈ C y y ∈ Lp(Ω,Rm),
(2.24)

dondeM : Ω⇒Rm es una multifunción medible con valores convexos, cerrados y no vacíos, y
además C ⊂ Rs es cerrado. Luego por el Teorema 2.2.1, existe una función ϕ : Ω×Rm → R,
convexa y C∞ tal que (2.15) se tiene, por lo tanto el problema (2.24) puede reescribirse como

min Iψ(x, y) :=
∫

Ω
ψ(ω, x, y(ω))P(dω)

s.t Iϕ(y) = 0, x ∈ C.
(2.25)

Luego, sea D := {y ∈ Lp(Ω,Rm) : Iϕ(y) ≤ 0}, entonces si (x, y) es una solución local de
(2.25)

∂̂(−Iψ)(x, y) ⊂ NC×D(x, y) = NC(x)×ND(y),

pero por el Teorema (2.2.1), el funcional Iϕ es convexo y C1 si p > 2, así que por [10, Theorem
3.1], se tiene que

ND(y) = lim sup
z→y

R+DIϕ(z) = lim sup
z→y

R+

[∫
Ω
Dϕω(z(ω))P(dω)

]
.
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Capítulo 3

Funcionales Integrales en Espacios de
Banach no Separables

3.1. Intercambio del ínfimo con la integral sobre fun-
ciones continuas

La fórmula de intercambio del ínfimo con la integral, muestra que minimizar un funcional
integral sobre un espacio de funciones medibles equivale a integrar el ínfimo del integrand.
En [45, Theorem 14.60] se prueba un resultado de intercambio integral en dimensión finita,
sobre un espacio de funciones descomponible, donde la función que se considera es un normal
integrand. El propósito de esta sección, es dar un resultado de intercambio en un espacio de
Banach general, donde se considera el problema de minimizar un funcional integral sobre el
espacio de funciones continuas de un espacio métrico a un Banach.

Acá se considera un espacio de Banach X y (T, d) un espacio métrico, con estructura medible
(T,A, µ), donde A es σ-finita y completa con µ regular interna y B(T ) ⊂ A.

Lema 3.1.1 Sea X un espacio de Banach y T un espacio métrico. Sea f : T ×X → R una
función tal que t⇒ epi ft es lsc. Entonces,

(a) El mapeo (t, x∗) 7→ f ∗t (x∗) es lsc, donde X∗ se considera con la topología débil∗.

(b) La función infimal mf (t) := infx∈X f(t, x) es usc.

(c) Si se asume que para todo t ∈ T la función ft es lsc, entonces para todo φ(·) ∈ C(T,X)
la función t 7→ ft(φ(t)) es A-medible.

Demostración. (a) Sea t ∈ T , x∗ ∈ X∗ y α ∈ R con f ∗t (x∗) > α, entonces por definición,
existe x ∈ X tal que 〈x∗, x〉− ft(x) > α. Luego, por la continuidad del producto de dualidad
〈·, ·〉 se tiene que existe vecindades abiertas W1 ∈ Nx, W2 ∈ Nx∗ y η > 0 tal que

〈w∗, w〉 − α > η > ft(x), ∀w ∈ W1, ∀w∗ ∈ W2. (3.1)

Entonces, se tiene que (x, ft(x)) ∈ epi ft ∩ (W1 × (−∞, η)), luego, como t⇒ epi ft es lsc,
existe U ∈ Nt tal que

epi ft′ ∩ (W1 × (−∞, η)) 6= ∅, ∀t′ ∈ U,
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entonces, usando (3.1), se tiene que para todo t′ ∈ U existe wt′ ∈ W1 tal que

ft′(wt′) < η < 〈w∗, wt′〉 − α,∀w∗ ∈ W2.

En consecuencia, f ∗t′(w∗) > α, para todo t′ ∈ U y w∗ ∈ W2, de donde se concluye que f ∗ es
lsc.
(b) Notando que mf (t) = infx∈X f(t, x) = − supx∈X〈0, x〉 − f(t, x) = −f ∗t (0), luego, se
concluye por (a) que mf es usc.
(c) Ahora, para cada k ∈ N, se define

gk(t, x) :=
{
f(t, x), si ‖x− φ(t)‖ < 1/k,
∞, si ‖x− φ(t)‖ ≥ 1/k.

Se probará que para cada k ∈ N, la multifunción t⇒ epi gk(t, ·) es lsc. En efecto, considerar
t ∈ T , (x, α) ∈ X×R y un conjunto abierto U ×V tal que (x, α) ∈ epi gk(t, ·)∩ (U × V ). Por
lo tanto, ‖x − φ(t)‖ < 1/k, por continuidad se pueden tomar abiertos U1 ∈ Nx y W ∈ Nt
con U1 ⊂ U tal que ‖x′ − φ(t′)‖ < 1/k para todo (t′, x′) ∈ W × U1. Particularmente,
(x, α) ∈ epi ft ∩ (U1 × V ), entonces como t⇒ epi ft es lsc, existe W1 ∈ Nt con W1 ⊂ W tal
que epi ft′ ∩ (U1 × V ) 6= ∅ para todo t′ ∈ W1. Por lo tanto, epi gk(t′, ·) ∩ (U × V ) 6= ∅ para
todo t ∈ W1, que prueba que t⇒ epi gk(t, ·) es lsc.

Ahora, t 7→ infx∈X gk(t, x) = −g∗k(t, 0) es usc (por la parte anterior) y en consecuencia
medible. Finalmente, dado que ft es semicontinua inferior, se tiene que

f(t, φ(t)) = sup
k∈N

inf
x∈X

gk(t, x), ∀t ∈ T,

de acá se concluye que t 7→ f(t, φ(t)) es medible.

El siguiente lema es un resultado de selección continua para conjuntos de subnivel.

Lema 3.1.2 Sea f : T × X → R una función tal que B 3 t⇒ epi ft es lsc y toma valores
convexos y cerrados, donde B ⊂ T . Si existe una función α : B → R que es lsc y que
cumple que mf (t) < α(t),∀t ∈ B, entonces existe una función continua x : B → X tal que
f(t, x(t)) ≤ α(t),∀t ∈ B.

Demostración. Se define la multifunción G : B⇒X dada por

G(t) := {x ∈ X : f(t, x) ≤ α(t)}.

Es claro que para todo t ∈ B, G(t) es convexo, cerrado y no vacío, pues mf (t) < α(t). Ahora,
se probará que G es lsc. En efecto, considerar t̄ ∈ B y un conjunto abierto V ⊂ X tal que
G(t̄) ∩ V 6= ∅, entonces, sea x ∈ V tal que ft̄(x) ≤ α(t̄). Como mf (t̄) < α(t̄), existe z ∈ X
tal que ft̄(z) < α(t̄). Considerar zλ := (1 − λ)x + λz con λ ∈ (0, 1), como zλ → x cuando
λ → 0, se tiene que existe λ0 > 0 tal que zλ ∈ V para todo λ ∈ (0, λ0), y por convexidad,
ft̄(zλ) < α(t̄). Se fija λ ∈ (0, λ0) y η ∈ (ft̄(zλ), α(t̄)). Por un lado, dado que α es lsc, la función
(t, γ) ∈ B × R 7→ α(t)− γ es lsc, entonces existe U1 × I ∈ N(t̄,η) tal que α(t) > γ para todo
(t, γ) ∈ U1× I. Por otro lado, como epi ft̄ ∩ V̂ 6= ∅, donde V̂ := V × I, existe U2 ∈ Nt̄ tal que
epi ft ∩ V̂ 6= ∅, para todo t ∈ U2, por lo tanto G(t) ∩ V 6= ∅ para todo t ∈ U1 ∩ U2, lo que
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prueba que G es lsc.

Entonces, por el Teorema 1.4.7, se tiene que existe x ∈ C(B,X) con x(t) ∈ G(t) para todo
t ∈ B, entonces f(t, x(t)) ≤ α(t), ∀t ∈ B.

El lema anterior motivará un resultado de selección medible de multifunciones a valores en
un Banach no separable, más adelante se detallará esto.

La función infimal (asociada a f) es la función mf : T → R dada por

mf (t) := inf
x∈X

ft(x).

Se define

Dc(mf ) := {h ∈ C(T,R) ∩ L1(T ) : mf (t) < h(t), para todo t ∈ T}.

Si T es un espacio métrico, entonces para cualquier función semicontinua superior g : T → R
existe una función continua h : T → R tal que g(t) < h(t), para todo t ∈ T . (ver, e.g., [18,
Chapter VIII, Theorem 4.3, p. 171]). Sin embargo, no es claro cuando el conjunto Dc(mf )
es no vacío en un espacio de medida cualquiera. A pesar de esto, cuando este conjunto es no
vacío, se puede probar que el valor de la integral de mf es igual al ínfimo de la integral de
las funciones en Dc(mf ), como muestra el siguiente Lema.

Lema 3.1.3 Sea f : T × X → R una función tal que t⇒ epi ft es lsc. Si se asume que
Dc(mf ) 6= ∅, la siguiente igualdad se tiene:∫

T
mf (t)dµ = inf

{∫
T
β(t)dµ : β ∈ Dc(mf )

}
. (3.2)

Demostración. Primero que todo, considerar F el conjunto de todas las funciones continuas
` : T → R tal que mf (t) < `(t) para todo t ∈ T , el cual es no vacío (ver, e.g., [8, Chapter
IX, §6, Proposition 5]). Entonces, por [7, Theorem 4.7.1] existe una secuencia de funciones
continuas (`k) ⊂ F tal que ˆ̀(t) := infk `k(t) satisface que para todo ` ∈ F

ˆ̀(t) ≤ `(t), µ-c.t.p. (3.3)

Además, la secuencia puede considerarse decreciente. Entonces, por el Teorema 1.3.5 se tiene
que ∫

T

ˆ̀dµ = inf
{∫

T
β(t)dµ : β ∈ Dc(mf )

}
.

Ahora, suponga por contradicción que existe un conjunto medible A con µ(A) > 0 tal que
mf (t) < ˆ̀(t) para todo t ∈ A. Entonces, existe β ∈ R tal que µ(Aβ) > 0, donde

Aβ := {t : mf (t) < β < ˆ̀(t)}.

Dado que µ es σ-finito y regular interna, se puede encontrar un conjunto compacto K ⊂ Aβ
tal que µ(K) > 0. Ahora, para cada t ∈ K, por [8, Chapter IX, §6, Proposition 5] existe una
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función ρt ∈ F tal que ρt(t) < β, y por la continuidad de ρt existe Ut ∈ Nt tal que

ρt(t′) < β, ∀t′ ∈ Ut.

Entonces, se tiene que (Ut)t∈K es un recubrimiento abierto de K y por la compacidad, existe
t1, ..., tn ∈ K tal que K ⊂ ⋃n

i=1 Uti . Entonces, existe i tal que µ(K ∩ Uti) > 0 y por lo tanto
µ(Aβ∩Uti) > 0. Entonces, ρti contradice la minimalidad de ˆ̀en (3.3) y esto prueba (3.2).

Ahora, se presenta el principal resultado en esta parte, el cual establece el intercambio del
ínfimo con la integral.

Teorema 3.1.4 Sea T un espacio métrico y µ una medida σ-finita y regular interna sobre
A. Se asume que Dc(mf ) 6= ∅. Sea f : T ×X → R una función tal que ft ∈ Γ(X) para todo
t ∈ T , y t⇒ epi ft es lsc. Entonces,

inf
{∫

T
f(t, φ(t))dµ : φ ∈ C(T,X)

}
=
∫
T
mf (t)dµ. (3.4)

Demostración. Primero, en (3.4), la desigualdad ≥ siempre se tiene, entonces, se probará
la opuesta. Sea β ∈ Dc(mf ), por el Lema 3.1.2, se tiene que existe una función continua
x : T → X tal que f(t, x(t)) ≤ β(t), ∀t ∈ T . Entonces,

inf
{∫

T
f(t, φ(t))dµ : φ(·) ∈ C(T,X)

}
≤
∫
T
f(t, x(t))dµ ≤

∫
T
β(t)dµ.

Por lo tanto, por el Lema 3.1.3, la igualdad (3.4) se tiene.

La siguiente proposición establece una condición suficiente para asegurar que Dc(mf ) sea no
vacío cuando

∫
T mf (t)dµ <∞.

Proposición 3.1.5 Si (T, d) es un espacio métrico separable, y µ cumple que, para todo
x ∈ T , existe U ∈ Nx tal que µ(U) <∞, entonces, el conjunto Dc(mf ) es no vacío.

Demostración. La demostración será dividida en las siguientes afirmaciones:
Afirmación 1: Existe un recubrimiento abierto (Un)n∈N de T tal que µ(cl(Un)) < ∞ y
Un ⊂ Un+1 para todo n ∈ N.
Demostración de la Afirmación 1 : Primero que todo, notar que para todo x ∈ T , exis-
te Ox ∈ Nx tal que µ(Ox) < ∞, como x ∈ Ox, existe rx > 0 tal que Vx := {y ∈ T :
d(x, y) < rx} ⊂ {y ∈ T : d(x, y) ≤ rx} ⊂ Ox entonces cl(Vx) ⊂ Ox. Luego, se tiene que
(Vx)x∈T es un recubrimiento abierto de T , por lo tanto, usando [51, Theorem 2.3.17] existe
un subrecubrimiento numerable (Vxi)i∈N de T y se puede definir Un := ⋃n

i=1 Vxi , que satisface
µ(cl(Un)) ≤ ∑n

i=1 µ(cl(Vxi)) <∞ y se concluye.
Afirmación 2: Existe una función continua e integrable ϕ : T → (0,∞).
Demostración de la Afirmación 2 : Por la Afirmación 1, existe un recubrimiento abierto
(Un)n∈N de T tal que µ(cl(Un)) < ∞, para todo n ∈ N. Como (Un)n∈N es un recubrimiento
abierto de T , existe una partición de la unidad {ϕn : T → [0, 1]} subordinada a (Un) tal que∑
n ϕn(t) = 1,∀t ∈ T , supp(ϕn) ⊂ Un para todo n ∈ N, {supp(ϕn)} es un recubrimiento

localmente finito y ϕn es continua para todo n ∈ N (ver [18, Chap. VIII, Sec. 5, Theorem
4.2]). Como µ(Un) < ∞, se tiene que ϕn ∈ L1(T ). Ahora, escogiendo una secuencia de
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números reales positivos (εi)i∈N tal que εi
∫
T ϕi <

1
2i para todo i ∈ N, entonces, se puede

definir ϕ := ∑
i∈N εiϕi, la cual es continua, integrable y ϕ(t) > 0, ∀t ∈ T .

Afirmación 3: Sea φ : T → R una función acotada superiormente tal que existe un conjunto
abierto V , con supp (φ) ⊂ V y µ(cl(V )) <∞. Entonces Dc(φ) 6= ∅.
Demostración de la Afirmación 3 : Sea F := supp(φ). Usando [19, Urysohn’s Lemma 4.15],
existe una función continua ` : T → [0, 1] tal que `|F = 1 y `|V c = 0, es claro que supp(`) ⊂
cl(V ) y como µ(cl(V )) < ∞, ` ∈ L1(T ). Se define M := sup{φ(t) : t ∈ T} < ∞, y también
se toma la función ϕ obtenida en la Afirmación 2, luego la función g(t) := M · `(t) + ϕ(t) es
continua e integrable, y g(t) > φ(t),∀t ∈ T , entonces g ∈ Dc(φ).
Afirmación 4: Dc(mf ) 6= ∅.
Demostración de la Afirmación 4 : Como

∫
T mf (t) <∞, entonces la función p := max{mf , 0}

es integrable. Ahora, se considera el mismo recubrimiento abierto (Ui)i∈N encontrado en la
Afirmación 1. Como mf es usc, para todo n ∈ N, el conjunto Vn = {t ∈ T : mf (t) < n}
es abierto, se puede definir On := Un ∩ Vn, dado que (Un)n∈N es una secuencia creciente de
conjuntos, se tiene que T = ⋃

n∈NOn. Se toma una partición de la unidad {ϕi : T → [0, 1]}i∈N
subordinada a {Oi}i∈N tal que ∑i∈N ϕi(t) = 1, ∀t ∈ T , supp(ϕi) ⊂ Oi para todo i ∈ N,
{supp(ϕi)}i∈N es un recubrimiento localmente finito y ϕi es continua para todo i ∈ N. Se
define ψi := p · ϕi para todo i ∈ N. Es claro que suppψi ⊂ suppϕi ⊂ Oi y ψi(t) ≤ i,∀t ∈ T
entonces es acotada superiormente y suppψi ⊂ Ui, que satisface µ(cl(Ui)) < ∞. Por la
Afirmación 3, se tiene que Dc(ψi) 6= ∅, y por el Lema 3.1.3, para todo i ∈ N, existe βi ∈ Dc(ψi)
tal que ∫

T
βi(t)dµ ≤

∫
T
ψi(t)dµ+ 1

2i .

Se define β := ∑
i∈N βi y como 0 ≤ ψi < βi y βi es continua, β es lsc. También, se tiene que

mf (t) ≤ p(t) = p(t)
∑
i∈N

ϕi(t) =
∑
i∈N

ψi(t) < β(t),

y ∑
i∈N ψi = p. Además, se tiene que

∫
T β(t)dµ ≤

∫
T p(t)dµ + 1 < ∞, pues p ∈ L1(T ).

Por lo tanto, β es una función lsc e integrable tal que mf (t) < β(t), ∀t ∈ T . Finalmente,
usando [18, Chap VIII, Sec. 5, Theorem 4.3], existe una función continua h : T → R tal que
mf (t) < h(t) < β(t),∀t ∈ T y entonces h ∈ Dc(mf ).

3.2. Lusin integrands y propiedades básicas
En esta sección se introducirá la noción de Lusin integrand y algunas propiedades de esta clase
de funciones. Esta clase de funciones jugará un rol importante en los resultados posteriores a
esta sección, pues esto permitirá considerar funciones a valores en la recta extendida. Además,
en esta sección, se mostrarán condiciones suficientes para asegurar que ciertas funciones sean
Lusin integrand, lo que hace que esta noción sea estable bajo operaciones que son comúnmente
utilizadas en optimización y teoría de control.

Definición 3.2.1 La función f : T×X → R es un Lusin integrand (con respecto a (T,A, µ)),
si para cada A ∈ A con µ(A) < ∞ y todo ε > 0 existe un conjunto compacto B ⊂ A con
µ(A\B) < ε tal que B 3 t⇒ epi ft es lsc. Además, una familia de funciones fi : T ×X → R,
i ∈ I, es llamada uniformemente de Lusin (con respecto a (T,A, µ), si para cada A ∈ A
con µ(A) < ∞ y todo ε > 0 existe un conjunto compacto B ⊂ A con µ(A\B) < ε tal que
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B 3 t⇒ epi fi(t, ·) es lsc, para todo i ∈ I.
Para multifunciones generales, la noción anterior puede ser extendida como muestra la si-
guiente definición.

Definición 3.2.2 Una multifunción C : T ⇒X se dice de Lusin (con respecto a (T,A, µ), si
para todo A ∈ A con µ(A) < ∞ y todo ε > 0 existe un compacto B ⊂ A con µ(A\B) < ε
tal que B 3 t⇒C(t) es lsc. Además, una familia de multifunciones Ci : T ⇒X, i ∈ I, se dice
uniformemente de Lusin (con respecto a (T,A, µ), si para todo A ∈ A con µ(A) <∞ y todo
ε > 0 existe un compacto B ⊂ A con µ(A\B) < ε tal que B 3 t⇒Ci(t) es lsc, para todo
i ∈ I.
El siguiente Lema establece la estabilidad bajo ciertas operaciones con Lusin integrands, y
algunas propiedades que cumplen dichas funciones.

Lema 3.2.3 Se cumplen las siguientes afirmaciones

(a) Sean f, g : T × X → R Lusin integrands, entonces la inf-convolución f�g : (t, x) 7→
infy∈X{ft(y) + gt(x− y)} es un Lusin integrand.

(b) Sea f : T ×X → R una función simple, esto es,

f(t, x) =
∞∑
k=1

ai(t)ϕi(x),

donde ai : T → R son funciones medibles y ϕi : X → R son funciones continuas. Si para
cada compacto K ⊂ T y x ∈ X, la serie converge uniformemente en K (x fijo), entonces
f es un Lusin integrand.

(c) Sea f : T ×X → R un Lusin integrand, entonces (t, x) 7→ cl ft(x) es un Lusin integrand.

(d) Si f : T ×X → R es un Lusin integrand, entonces para todo α ∈ R la multifunción

T 3 t⇒{x ∈ X : f(t, x) < α}

es de Lusin.

(e) SiX es separable y C : T ⇒X es una multifunción a valores cerrados, entonces C : T ⇒X
es una multifunción de Lusin si y sólo si C es medible. En particular, f : T ×X → R es
un normal integrand si y sólo si f es un Lusin integrand.

Demostración. Primero que todo, se probará la siguiente afirmación:
Afirmación 1: Dada una función h : T × X → R y un conjunto B ⊂ T , entonces B 3
t⇒ epiht es lsc si y sólo si B 3 t⇒ epis ht := {(x, α) : h(t, x) < α} es lsc.
Demostración de la Afirmación 1 : En efecto, sea U × I un conjunto abierto de X × R, es
claro que

{t ∈ B : epi gt ∩ (U ∩ I) 6= ∅} = {t ∈ B : epis gt ∩ (U × I) 6= ∅},

y se puede concluir directamente.
(a) Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, es posible escoger un compacto B ⊂ A tal que
µ(A \B) < ε tal que B 3 t⇒ epi ft y B 3 t⇒ epi gt sean lsc. Además, se tiene que

epis(f�g)t = epis ft + epis gt.
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Usando la Afirmación 1, se tiene que B ∈ t⇒ epis ft y B 3 t⇒ epis gt son lsc y por [23,
Proposition 2.59 (a)] se puede obtener que B 3 t⇒ epis(f�g)t es lsc. Finalmente, por la
Afirmación 1, se tiene que B 3 t⇒ epi(f�g)t es lsc.

(b) Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0. Por el Corolario 1.3.13, para todo n ∈ N, existe un
conjunto compacto Kn ⊂ A con µ(A \Kn) < ε

2n tal que an : Kn → R es continua. Tomando
K = ⋂

n∈NKn, se tiene que µ(A \K) < ε, se probará que K 3 t⇒ epi ft es lsc. En efecto, sea
U×I un abierto de X×R, si se toma t̂ ∈ K tal que existe (x̂, α̂) ∈ U×I y f(t̂, x̂) ≤ α̂, usando
la hipótesis, se tiene que K 3 t 7→ f(t, x̂) es continua. Como I es abierto, existe β ∈ I tal que
β > α̂, entonces por continuidad, se puede encontrar una vecindad V de t̂ tal que f(t, x̂) < β
para todo t ∈ V y esto prueba que {t ∈ K : epi ft∩(U×I) 6= ∅} es un conjunto abierto en K.

(c) En este caso, se tiene que epi cl ft = cl(epi ft) para todo t ∈ T , y usando el hecho que
para todo abierto U × I ⊂ X × R y B ⊂ T

{t ∈ B : epi ft ∩ (U × I) 6= ∅} = {t ∈ B : cl(epi ft) ∩ (U × I) 6= ∅}
= {t ∈ B : epi(cl ft) ∩ (U × I) 6= ∅},

se puede concluir que (t, x) 7→ cl ft(x) es un Lusin integrand.

(d) Sea A ∈ A con µ(A) <∞ y ε > 0, entonces existe K ⊂ A compacto tal que µ(A\K) < ε
tal que K 3 t⇒ epi ft es lsc. Se probará que C : K 3 t⇒{x ∈ X : f(t, x) < α} es lsc. Sea
U un abierto de X y V = {t ∈ K : C(t) ∩ U 6= ∅}. Sea t̂ ∈ V , luego existe x̂ ∈ U tal que
f(t̂, x̂) < α, por tanto existe δ > 0 tal que f(t̂, x̂) < α− δ, notar que

V = {t ∈ K : epi ft ∩ (U × (α− δ, α)) 6= ∅}

es una vecindad de t̂ (en K), y además si t ∈ V existe (x, β) ∈ U × (α − δ, α) tal que
f(t, x) ≤ β < α por tanto t ∈ V , luego V ⊂ V , esto implica que V es un abierto de K, y
entonces C es lsc.

(e) Si C es una multifunción de Lusin, existe una secuencia disjunta de compactos con medida
finita (Kn)n∈N tal queKn 3 t⇒C(t) es lsc y µ(T \(⋃n∈NKn)) = 0. Es claro queKn 3 t⇒C(t)
es medible para todo n ∈ N por lo tanto, como (T,A, µ) es completo, T 3 t⇒C(t) es
medible. Recíprocamente, si C es medible, por la Proposición 1.4.1 y el Teorema 1.4.6, existe
xk : domC → X medible tal que C(t) = cl({xk(t)}k∈N) para todo t ∈ domC. Como C es
medible, domC ∈ A. Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, luego existe K1 ⊂ A ∩ domC
compacto tal que µ((A ∩ domC) \ K1) < ε/2 y xk : K1 → X es continua para todo k ∈ N
(Corolario 1.3.13), luego si U es un abierto de X, se sigue que

{t ∈ K1 : C(t) ∩ U 6= ∅} =
⋃
j∈N

x−1
j (U) ∩K1 ∩ domC =

⋃
j∈N

x−1
j (U) ∩K1,

que es un abierto de K1. Además, como µ es regular interna, existe un compacto K2 ⊂
A \ domC tal que µ((A \ domC) \K2) < ε/2, si K = K1 ∪K2, se tiene que µ(A \K) < ε,
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luego si U es abierto de X entonces

{t ∈ K : C(t) ∩ U 6= ∅} =
⋃
j∈N

x−1
j (U) ∩K,

y esto es un abierto de K pues x−1
j (U) ∩K2 = ∅ para todo j, por tanto K 3 t⇒C(t) es lsc,

y así C es una multifunción de Lusin. Para lo último, basta aplicar lo recién demostrado en
T 3 t⇒ epi ft y ocupar la Proposición 1.4.3.

Cuando X no es separable, existen multifunciones medibles que no son multifunciones de
Lusin, por lo tanto el Lema 3.2.3-(e) no es cierto en el caso no separable, como muestra el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.4 Se considera el espacio de Banach X = `2([0, 1]) (que es no separable) y
T = [0, 1] con la medida de Lebesgue, además, se considera la base canónica de X denotada
por {es}s∈[0,1] donde (es)s = 1 y (es)t = 0 si t 6= s. Se define la multifunción F : T ⇒X como
F (t) = {es : s ≤ t}, entonces F es medible a valores cerrados y F no es una multifunción de
Lusin. En efecto, sea x ∈ X y ε > 0, se define t̂ := inf{t ∈ [0, 1] : ‖et − x‖ < ε}, entonces

{t ∈ [0, 1] : C(t) ∩ {y ∈ X : ‖y − x‖ < ε} 6= ∅} =

(t̂, 1] si ‖et̂ − x‖ ≥ ε

[t̂, 1] si ‖et̂ − x‖ < ε
,

que es un conjunto medible en cualquier caso, lo que prueba que C es medible. Por otro
lado, sea K ⊂ [0, 1] es un conjunto compacto con medida no nula, entonces K es infinito no
numerable por tanto existe s ∈ K y una secuencia (sn) ⊂ K tal que sn → s y sn < s para
todo n ∈ N. Luego,

{t ∈ [0, 1] : C(t) ∩ {y ∈ X : ‖es − y‖ < 1/2} 6= ∅} = [s, 1] ∩K,

que no puede ser abierto en K por la existencia de la secuencia (sn). De esta manera, la
multifunción C no es de Lusin.
Para el siguiente resultado, será necesario definir otra propiedad para multifunciones. Una
multifunción F : T × X⇒Y es de Scorza-Dragoni (con respecto a (T,A, µ), si para cada
A ∈ A con µ(A) < ∞ y cada ε > 0 existe un compacto B ⊂ A con µ(A\B) < ε tal que
F : B×X⇒Y es lsc y tiene grafo cerrado. Particularmente, una función f : T×X → Y se dice
una función de Scorza-Dragoni, con respecto a (T,A, µ), si la multifunción F (t, x) := {f(t, x)}
es de Scorza-Dragoni, esto es, para todo A ∈ A con µ(A) < ∞ y todo ε > 0, existe un
compacto B ⊂ A con µ(A\B) < ε tal que f : B ×X → Y es continua.

Observación 3.2.5 La propiedad de Scorza-Dragoni ha sido usada por diversos autores.
En concreto, el primer resultado que menciona esta clase de mapeos fue probado en [1],
para funciones reales y continuidad en vez de semicontinuidad inferior de multifunciones.
Posteriormente, resultados similares fueron probados para multifunciones (ver, e.g., [13, 22,
45])). En la referencias [48, 28, 31, 1] se encuentran resultados más profundos y discusiones.

Proposición 3.2.6 Sea f : T ×X → R un Lusin integrand, g : T ×X → R una función de
Scorza-Dragoni. Sea F : R × R → R una función usc tal que ∀x ∈ R : F (·, x) es creciente.
Entonces F (f(·, ·), g(·, ·)) es un Lusin integrand. En particular, f + g y f − g son Lusin
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integrands y si g toma valores positivos, entonces f · g también es un Lusin integrand.

Demostración. Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, entonces existe un conjunto compacto
K ⊂ A con µ(A \K) < ε tal que K 3 t⇒ epi ft es lsc y g|K×X es continua. Se probará que
K 3 t⇒ epiF (ft(·), gt(·)) es lsc. En efecto, sea U × I un abierto de X × R, se toma t̂ ∈ K
tal que existe (x̂, α̂) ∈ U × I y F (f(t̂, x̂), g(t̂, x̂)) < α̂, luego como F es usc, existe J1 × I1,
vecindad de (f(t̂, x̂), g(t̂, x̂)), tal que F (s, t) < α̂ para todo (s, t) ∈ J1 × I1. También, como
g es continua en (t̂, x̂), existe una vecindad V × U1 de (t̂, x̂) tal que g(t, x) ∈ J1 para todo
(t, x) ∈ V ×U1, donde U1 ⊂ U y se puede ver que V1 := {t ∈ T : epi ft ∩U1 × I1 6= ∅} es una
vecindad e t̂ en K, porque K 3 t⇒ epi ft es lsc. Ahora, si se toma t ∈ V ∩ V1, se tiene que
existe (x, α) ∈ U1 × I1 tal que f(t, x) ≤ α y g(t, x) ∈ J1 entonces

F (f(t, x), g(t, x)) ≤ F (α, g(t, x)) < α̂,

y esto prueba que {t ∈ T : epiF (ft(·), gt(·)) ∩ (U × I) 6= ∅} es un conjunto abierto de K,
entonces K 3 t⇒ epiF (ft(·), gt(·)) es lsc. Para la última parte, basta tomar las funciones
(x, y) 7→ x+ y, (x, y) 7→ x− y y (x, y) 7→ x · |y|.

Respecto a familias uniformemente de Lusin, se pueden enunciar las siguientes propiedades.

Lema 3.2.7 Se cumplen las siguientes afirmaciones

(a) Sea {fi : T × X → R}i∈I una familia uniformemente de Lusin. Entonces f(t, x) :=
infi∈I fi(t, x) es un Lusin integrand.

(b) Sea {fi : T ×X → R}i∈I una familia uniformemente de Lusin. Si g : T ×X → R es una
función de Scorza-Dragoni. Entonces, la familia {fi − g}i∈I es uniformemente de Lusin.

(c) Sean fi : T × X → R para i ∈ N funciones que son Lusin integrand con respecto a
µ. Entonces infn∈N fi es un Lusin integrand con respecto a µ y {fi}i∈N es una familia
uniformemente de Lusin.

(d) Sea {Ci : T ⇒X}i∈I una familia de multifunciones, entonces {Ci : T ⇒X}i∈I es una
familia uniformemente de Lusin de multifunciones si y sólo si {(t, x) 7→ δCi(t)(x)}i∈I es
una familia uniformemente de Lusin.

Demostración. (a) Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0. Como {fi}i∈I es una familia uni-
formemente de Lusin, se tiene que existe un conjunto compacto K ⊂ A con µ(A \ K) < ε
tal que K 3 t⇒ epi fi(t, ·) es lsc para todo i ∈ I. Se afirma que K 3 t⇒ epi ft es lsc.
En efecto, sea U × J ⊂ X × R un conjunto abierto, luego si t̂ ∈ K es tal que existe
(x̂, α̂) ∈ U × J con f(t̂, x̂) ≤ α̂, se puede encontrar β̂ ∈ J con β̂ > α̂, entonces f(t̂, x̂) < β̂,
y luego existe i ∈ I tal que fi(t̂, x̂) < β̂. Como K 3 t⇒ epi fi(t, ·) es lsc, el conjunto
V = {t ∈ K : epi fi(t, ·)∩(U×J) 6= ∅} ∈ Nt̂, y es claro que V ⊂ {t ∈ K : epi ft∩(U×J) 6= ∅},
esto prueba que K 3 t⇒ epi ft es lsc.

(b) Sea A ∈ A con µ(A) <∞ y ε > 0. Como {fi}i∈I es una familia uniformemente de Lusin,
se tiene que existe un conjunto compacto K ⊂ A con µ(A\K) < ε tal que K 3 t⇒ epi fi(t, ·)
es lsc para todo i ∈ I y g|K×X es continua. Se afirma que K 3 t⇒ epi(fi(t, ·) − gt) es
lsc para todo i ∈ I. En efecto, sea U × J ⊂ X × R un conjunto abierto, si t̂ ∈ K es
tal que existe (x̂, α̂) ∈ U × J con fi(t̂, x̂) − g(t̂, x̂) ≤ α̂, se puede escoger β̂ ∈ J con
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β̂ > α̂, entonces fi(t̂, x̂) − g(t̂, x̂) < β̂ y entonces existe η ∈ R tal que fi(t̂, x̂) < η <

g(t̂, x̂) + β̂ y por continuidad, existe una vecindad V × U1 de (t̂, x̂) con U1 ⊂ U tal que
g(t, x) > η − β̂ para todo (t, x) ∈ V × U1. Como K 3 t⇒ epi fi(t, ·) es lsc, el conjunto
V1 = {t ∈ K : epi fi(t, ·) ∩ (V1 × (−∞, η)) 6= ∅} ∈ Nt̂ y entonces si t ∈ V ∩ V1, exis-
te (x, α) ∈ V1 × (−∞, η) tal que fi(t, x) ≤ α < η < g(t, x) + β̂ ⇒ fi(t, x) − g(t, x) < β̂ lo
que prueba que {t ∈ K : epi(fi(t, ·)−gt)∩(U×J) 6= ∅} es un conjunto abierto para todo i ∈ I.

(c) Sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0. Para todo n ∈ N, se puede escoger un compacto
Kn ⊂ A tal que µ(Kn) < ε

2n y Kn 3 t⇒ epi fn(t, ·). Entonces, definiendo K = ⋂
n∈NKn, y

entonces µ(A \K) < ε y para todo n ∈ N, K 3 t⇒ epi fn(t, ·), lo que prueba esta parte.

(d) Para cada i ∈ I, epi δCi(t) = Ci(t) × [0,∞). Sea i ∈ I y U × J un abierto de X × R,
entonces

{t ∈ T : epi δCi(t) ∩ (U × J) 6= ∅}
= {t ∈ T : Ci(t) ∩ U 6= ∅ y J ∩ [0,∞) 6= ∅}

=

{t ∈ T : Ci(t) ∩ U 6= ∅} si J ∩ [0,∞) 6= ∅,
∅ si J ∩ [0,∞) = ∅.

esto prueba directamente la afirmación, por las definiciones correspondientes.

La siguiente proposición muestra la preservación de la propiedad de Lusin integrand bajo
operaciones de ínfimo y supremo.

Teorema 3.2.8 Sea F : T×X⇒Y una multifunción de Scorza-Dragoni y f : T×X×Y → R
una función de Scorza-Dragoni. Entonces, la función marginal

v(t, x) := inf{f(t, x, y) : y ∈ F (t, x)},

es un Lusin integrand. Además, si F toma valores localmente compactos, es decir, para todo
(t, x) ∈ T × X, existe una vecindad U de (t, x) tal que F (U) es relativamente compacto,
luego

u(t, x) := sup{f(t, x, y) : y ∈ F (t, x)},

es un Lusin integrand.

Demostración. Se considera A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0. Como f es una función de
Scorza-Dragoni y F es una multifunción de Scorza-Dragoni, existe un conjunto compacto
B ⊂ A con µ(A \ B) < ε tal que f : B ×X × Y → R es continua y F : B ×X⇒Y es lsc y
su grafo es cerrado.
Afirmación 1: B 3 t⇒ epi vt es lsc.
Demostración de la Afirmación 1 : Se toma t̂ ∈ {t ∈ B : epi vt ∩ (U ∩ I) 6= ∅} donde U × I es
un abierto de X ×R, entonces existe (x̂, α̂) ∈ U × I tal que v(t̂, x̂) ≤ α̂, y se puede encontrar
ŷ ∈ Y con ŷ ∈ F (t̂, x̂) tal que f(t̂, x̂, ŷ) ≤ α̂. Se puede escoger β > α̂, porque I es abierto y
por continuidad existe O1 × U1 × V1, vecindad de (t̂, x̂, ŷ), tal que f(t, x, y) < β para todo
(t, x, y) ∈ O1×U1×V1 donde U1 ⊂ U . Por otro lado, como F |B es lsc, existe O2×U2 vecindad
de (t̂, x̂) tal que O2 × U2 ⊂ {(t, x) ∈ B ×X : F (t, x) ∩ V1 6= ∅}, donde U2 ⊂ U . Entonces, si
t ∈ O1∩O2, se puede tomar x ∈ U1∩U2 y encontrar y ∈ V1 tal que y ∈ F (t, x)∩V1, entonces
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f(t, x, y) < β ⇒ v(t, x) < β, por lo tanto O1 ∩ O2 ⊂ {t ∈ B : epi vt ∩ (U ∩ I) 6= ∅} y esto
prueba que B 3 t⇒ epi vt es lsc.
Afirmación 2: Si F toma valores localmente compacto, entonces B 3 t⇒ epiut es lsc.
Demostración de la Afirmación 2 : En efecto, se considera un conjunto abierto U×I de X×R
y se supone que D := {t ∈ B : epiut ∩U × I 6= ∅} no es un conjunto abierto, entonces existe
t̂ ∈ D y una secuencia tn → t̂ (tn ∈ B) tal que para todo n ∈ N, epiutn∩(U×I) = ∅. Además,
se tiene que existe V1 × U1 ∈ N(t̂,x̂) tal que F (V1 × U1) es relativamente compacto. Ahora,
se sabe que existe (x̂, α̂) ∈ U × I tal que u(t̂, x̂) ≤ α̂, se toma γ ∈ I con γ > α̂ entonces
para todo n ∈ N, u(tn, x̂) > γ y entonces existe yn ∈ F (tn, x̂) tal que f(tn, x̂, yn) > γ. Como
tn → t̂, existe N tal que tn ∈ V1 si n ≥ N , entonces yn ∈ F (V1 × U1) cuando n ≥ N y
entonces existe ŷ ∈ Y y una subsucesión {yg(n)} tal que yg(n) → ŷ. Como F |B tiene el grafo
cerrado, se obtiene que ŷ ∈ F (t̂, x̂), pero se tiene que f(tg(n), x̂, yg(n)) > γ para todo n ∈ N
y por continuidad f(t̂, x̂, ŷ) ≥ γ > α̂ por lo tanto u(t̂, x̂) > α̂. Esto es una contradicción,
entonces D es un conjunto abierto y entonces B 3 t⇒ epiut es lsc.
Finalmente, estas dos afirmaciones prueban que las funciones v y u son integrands de Lusin
con las respectivas hipótesis.

Un resultado de selección medible

El Teorema 1.4.6 da un resultado de selección medible para multifunciones a valores en
un Banach separable, este resultado es una potente herramienta que da lugar a muchas
aplicaciones, especialmente en optimización de funcionales integrales (ver, e.g., [45, Theorem
14.60] o [38, Theorem 6.4.16]). Con este mismo propósito, en esta sección se mostrará un
resultado de selección medible en el caso donde X no es necesariamente separable, es por
esto que se define una importante clase de integrands.

Definición 3.2.9 Una función f : T × X → R se dice un integrand admisible si existe
una familia uniformemente de Lusin {fi : T × X → R}i∈I tal que para todo (i, t) ∈ I × T
fi(t, ·) ∈ Γ(X) y epi ft = cl(epi(infi∈I fi(t, ·))) para todo t ∈ T .
Evidentemente, un Lusin integrand h : T × X → R que cumple que ht ∈ Γ(X) para todo
t ∈ T , es un integrand admisible. Además, gracias al Lema 3.2.7-(a) y el Lema 3.2.3-(c)
se tiene que un integrand admisible resulta ser un Lusin integrand. La siguiente proposición
muestra que cuando X es separable, la noción de integrand admisible se reduce a la de normal
integrand.

Proposición 3.2.10 Sea X un espacio de Banach separable, sea f : T×X → R una función.
Entonces, f es un integrand admisible si y sólo si f es un normal integrand.

Demostración. Si f es un integrand admisible, entonces es un Lusin integrand, luego por el
Lema 3.2.3-(e) se tiene que f es un normal integrand. Para probar la recíproca, sea D =
dom(epi f), por el Teorema 1.4.6, existen funciones medibles xn : D → X y αn : D → R tal
que epi ft = cl({xn(t), αn(t)}n∈N) para todo t ∈ D, entonces puede definirse la función,

fn : D ×X 3 (t, x) 7→ αn(t) + δ{xn(t)}(x),

mientras que si t /∈ D, entonces se define fn(t, ·) = ∞ para todo n ∈ N. Se tiene que
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fn(t, ·) ∈ Γ(X) para todo n ∈ N y es fácil ver que fn es un Lusin integrand pues

epi fn(t, ·) =

{xn(t)} × [αn(t),∞) si t ∈ D,
∅ si t /∈ D.

entonces por la Proposición 3.2.7-(c), {fi}i∈N es una familia uniformemente de Lusin y epi ft =
cl(epi(infn∈N fn(t, ·))), por lo tanto f es un integrand admisible.

Cuando X es un espacio de Banach cualquiera, la siguiente proposición muestra que cuando
la función es semicontinua superior en T , esta resulta un integrand admisible.

Proposición 3.2.11 Sea f : T × X → R una función. Si ft es lsc para todo t ∈ T y para
todo A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, existe un compacto K ⊂ A tal que µ(A \ K) < ε
y K 3 t 7→ f(t, x) es usc para todo x ∈ X. Entonces, f es un integrand admisible. En
particular, si f es una función de Scorza-Dragoni tal que para todo t ∈ T , ft es lsc, esta
resulta ser un integrand admisible.

Demostración. Sea x ∈ X, se define fx : T ×X → R como

fx(t, y) =

f(t, x) si y = x,

∞ si y 6= x.

Es claro que fx(t, ·) ∈ Γ(X). Se probará que epi ft = cl(epi(infz∈X fz(t, ·))). En efecto, si
(x, α) ∈ epi ft =⇒ f(t, x) ≤ α, sigue que fx(t, x) = f(t, x) ≤ α =⇒ infz∈X fz(t, x) ≤
α =⇒ (x, α) ∈ epi(infz∈X fz(t, ·)) lo que prueba que epi ft ⊂ cl(epi(infz∈X fz(t, ·))). Para
ver la inclusión recíproca, sea (x, α) ∈ cl(epi(infz∈X fz(t, ·))) entonces existe una secuencia
(xn, αn)n ⊂ epi(infz∈X fz(t, ·)) tal que xn → x y αn → α, luego infz∈X fz(t, xn) ≤ αn < αn+ 1

n

para todo n ∈ N, luego existe zn ∈ X tal que fzn(t, xn) < αn + 1
n
por tanto zn = xn para

todo n ∈ N y entonces f(t, xn) < αn + 1
n
, así que tomando n → ∞ y ocupando que ft

es lsc, f(t, x) ≤ lim inf f(t, xn) ≤ α por tanto (x, α) ∈ epi ft y así se concluye la igualdad
epi ft = cl(epi(infz∈X fz(t, ·))). Por otro lado, sea A ∈ A con µ(A) <∞ y ε > 0 luego existe
K ⊂ A compacto tal que µ(A \ K) < ε y para todo x ∈ X, K 3 t 7→ f(t, x) es usc, se
verá que K 3 t⇒ epi fx(t, ·) es lsc para todo x ∈ X. Sea U × J un abierto de X × R, sea
U = {t ∈ K : epi fx(t, ·) ∩ (U × J) 6= ∅} entonces si t̂ ∈ U se tiene que existe y ∈ U y β ∈ J ,
tal que fx(t̂, y) < β y por tanto f(t̂, x) < β, como f(·, x) es usc, entonces existe Vt̂, vecindad
de t̂ en K, tal que f(t, x) < β para todo t ∈ Vt̂, entonces claramente Vt̂ ⊂ U y por tanto U
es un abierto en K, lo que prueba que K 3 t⇒ epi fx(t, ·) es lsc, luego {fx : T ×X → R}x∈X
es una familia uniformemente de Lusin, por tanto f es un integrand admisible.

Además, es posible definir una noción similar para multifunciones, se dirá que C : T ⇒X es
una multifunción admisible si existe una familia uniformemente de Lusin {Ci : T ⇒X}i∈I tal
que C(t) = cl(⋃i∈I Ci(t)) para todo t ∈ T y Ci toma valores convexos y cerrados para todo
i ∈ I. En este contexto, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.2.12 C : T ⇒X es una multifunción admisible si y sólo si (t, x) 7→ δC(t)(x)
es un integrand admisible.

Demostración. Si C : T ⇒X es admisible, C(t) = cl(⋃i∈I Ci(t)) para todo t ∈ T donde
{Ci : T ⇒X}i∈I es una familia uniformemente de Lusin y Ci toma valores convexos y ce-
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rrados para todo i ∈ I. Teniendo en cuenta la Proposición 3.2.7-(d), se tiene que ((t, x) 7→
δCi(t)(x))i∈I es una familia uniformemente de Lusin. Además, epi δC(t) = cl(epi(infi∈I δCi(t))),
puesto que epi(infi∈I δCi(t)) = ⋃

i∈I Ci(t)× [0,∞) y entonces

cl(epi(inf
i∈I

δCi(t)) = cl
(⋃
i∈I
Ci(t)

)
× [0,∞)

= C(t)× [0,∞) = epi δC(t)

lo que prueba que (t, x) 7→ δC(t)(x) es un integrand admisible. Para probar la inclusión
opuesta, se supondrá que (t, x) 7→ δC(t)(x) es un integrand admisible, entonces existe una
familia uniformemente de Lusin {fi}i∈I con fi ∈ Γ(X) para todo i ∈ I, tal que

epi δC(t) = cl(epi(inf
i∈I

fi(t, ·))) = C(t)× [0,∞).

Para todo (i, ε) ∈ I × [−1, 1] =: J , se considera la multifunción Cε
i : T ⇒X definida por

Cε
i (t) = cl({x ∈ X : fi(t, x) < ε}),

se probará que C(t) = cl(⋃(i,ε)∈J C
ε
i (t)). Si x ∈ C(t), entonces (x, 0) ∈ cl(epi(infi∈I fi(t, ·))),

luego existe xn → x y αn → 0 tal que para todo n ∈ N existe i ∈ I con fi(t, xn) <
αn ⇒ xn ∈ Cαn

i (t) y entonces xn ∈
⋃

(i,ε)∈J C
ε
i (t) para todo n ∈ N, luego tomando n → ∞,

x ∈ cl(⋃(i,ε)∈J C
ε
i (t)). Si x ∈ cl(⋃(i,ε)∈J C

ε
i (t)), existe una secuencia (xn) tal que xn → x y

(in, εn) ∈ J con fin(t, xn) < εn para todo n ∈ N, y entonces (xn, εn) ∈ epi(infi∈I fi(t, ·)), luego
(xn, εn) ∈ C(t)× [0,∞), y entonces xn ∈ C(t) para todo n ∈ N, y como C(t) es cerrado, sigue
que x ∈ C(t). Finalmente, {Cε

i : T ⇒X}(i,ε)∈J es uniformemente de Lusin gracias al Lema
3.2.3-(d) y [38, Proposition 6.1.19].

El siguiente Lema es la versión medible del Lema 3.1.2. Ahora, se considera el ínfimo de una
familia que es uniformente de Lusin.

Lema 3.2.13 Sea {fi}i∈I una familia de funciones que es uniformemente de Lusin, también,
se asume que fi(t, ·) ∈ Γ(X) para todo i ∈ I y t ∈ T . Sea A ⊂ T con A ∈ A. Se considera
f(t, x) := infi∈I fi(t, x) y suponga que existe una función medible α : A→ R tal que mf (t) <
α(t), ∀t ∈ A. Entonces, existe una función fuertemente medible x : A→ X tal que f(t, x(t)) ≤
α(t) µ-c.t.p. en A.

Demostración. Sea A′ = {t ∈ A : α(t) <∞}, claramente A′ ∈ A. Como {fi}i∈I es una familia
uniformemente de Lusin, α : A′ → R es una función medible y µ es σ-finita, se puede escoger
una secuencia disjunta de compactos con medida finita (Bn)n∈N tal que µ(A′\(⋃n∈NBn)) = 0,
y para todo n ∈ N, α : Bn → R es una función continua y Bn 3 t⇒ epi fi(t, ·) es lsc,
∀i ∈ I. Fijando n ∈ N, se toma t ∈ Bn, dado que mf (t) < α(t), existe i(t) ∈ I tal que
mfi(t)(t) < α(t), por el Lema 3.1.1-(b), mfi(t) es usc en Bn y dado que α|Bn es continua, se
tiene que existe Ut ∈ Nt (Ut ⊂ Bn) tal que mfi(t)(s) < α(s), ∀s ∈ Ut. Notar que (Ut)t∈Bn
es un recubrimiento abierto de Bn y por compacidad, existen t1, ..., tj ∈ Bn tal que Bn =⋃j
k=1 Utk , por el Lema 3.1.2 se tiene que existe una función continua xtk : Utk → X tal que

fi(tk)(s, xtk(s)) ≤ α(s),∀s ∈ Utk , entonces f(s, xtk(s)) ≤ α(s), ∀s ∈ Utk . Se define la función
xn : Bn → X dada por xn(t) = ∑j

k=1 xtk(t)1Ak donde Ak = Utk \
⋃k−1
`=1 Ut` para k > 1 y

A1 = Ut1 , y se observa que f(t, xn(t)) ≤ α(t), ∀t ∈ Bn. Finalmente, se define la función
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medible x′ : A′ → X (la cual es fuertemente medible) dada por x′(t) = ∑∞
n=1 xn(t)1Bn , y se

tiene que f(t, x′(t)) ≤ α(t), ∀t ∈ ⋃n∈NBn, luego, basta considerar x0 ∈ X cualquiera y tomar
x(t) = x′(t)1A′ + x01A\A′ y se tiene que x es fuertemente medible y f(t, x(t)) ≤ α(t) para
todo x ∈ A, y se concluye el resultado.

El siguiente Lema muestra una propiedad de funciones que será útil más adelante.

Lema 3.2.14 Sean f, g : X → R funciones tal que epi f = cl(epi g). Entonces inf
x∈X

f(x) =
inf
x∈X

g(x).

Demostración. Es claro que

inf
x∈X

f(x) = inf{α : (x, α) ∈ epi f, x ∈ X}

= inf{α : (x, α) ∈ cl(epi f), x ∈ X}
= inf{α : (x, α) ∈ epi g, x ∈ X} = inf

x∈X
g(x),

y se concluye.

El resultado anterior será clave para probar una nueva versión del Lema 3.2.13, esta vez, para
integrands admisibles.

Teorema 3.2.15 Sea f un integrand admisible. Sea A ⊂ T con A ∈ A. Suponga que existe
una función medible α : A → R tal que mf (t) < α(t), ∀t ∈ A. Entonces, existe una función
fuertemente medible x : A→ X tal que f(t, x(t)) ≤ α(t) µ-c.t.p. en A.

Demostración. Sea {fi}i∈I la familia uniformemente de Lusin tal que

epi ft = cl(epi(inf
i∈I

fi(t, ·))),

con fi(t, ·) ∈ Γ(X), ∀(i, t) ∈ I × T . Se considera g(t, x) := infi∈I fi(t, x), se tiene que epi ft =
cl(epi gt) para todo t ∈ T , por lo tanto, por el Lema 3.2.14, se tiene que, para todo t ∈ T ,
mf (t) = mg(t). Ahora, se puede aplicar el Lema 3.2.13 a la familia {fi}i∈I y obtener una
función fuertemente medible x : A → X tal que g(t, x(t)) ≤ α(t) µ-c.t.p. en A, entonces
f(t, x(t)) ≤ α(t) µ-c.t.p. en A pues f ≤ g puntualmente.

Del teorema anterior y los resultados previos se desprende directamente que existen seleccio-
nes medibles para multifunciones admisibles, como establece el siguiente corolario.

Corolario 3.2.16 Sea C : T ⇒X una multifunción admisible, entonces existe una función
fuertemente medible x : domC → X tal que x(t) ∈ C(t) µ-c.t.p. en domC.

Demostración. Por la Proposición 3.2.12 se tiene que (t, x) 7→ δC(t)(x) es un integrand admi-
sible, además infx∈X δC(t)(x) = 0 para todo t ∈ domC. Luego si se toma α(t) = 1 para todo
t ∈ T , se tiene que infx∈X δC(t)(x) < α(t), ∀t ∈ domC, sigue por el Teorema 3.2.15 que existe
x : domC → X fuertemente medible tal que δC(t)(x(t)) ≤ α(t) = 1 µ-c.t.p. en domC lo que
implica que x(t) ∈ C(t) µ-c.t.p. en domC.
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3.3. Conjugada de Funcionales Integrales sobre espa-
cios descomponibles

En esta sección se mostrará la fórmula de la conjugada de Fenchel para un funcional integral,
cuando este es definido sobre un espacio de funciones descomponible y el integrand que define
el funcional es admisible, sin asumir hipótesis de separabilidad del espacio X. Esta fórmula
se fue desarrollada en [14, Theorem VII-7] en el caso separable, mientras que en [14, Theorem
VII-14] se muestra un resultado parcial en espacios reflexivos (no necesariamente separables),
donde se asume una hipótesis muy particular sobre el integrand.

Siguiendo las ideas de [14], sea L un espacio vectorial de funciones fuertemente medibles
x : T → X. Se dice que L es descomponible si para cada x ∈ L, y toda función fuertemente
medible y : T → X con y(T ) relativamente compacto, y cada conjunto A ∈ A con µ(A) <∞,
la función x1Ac + y1A pertenece L.

Lema 3.3.1 Sea µ una medida regular interna, σ-finita y completa sobre un espacio métrico
T y un Lusin integrand f : T × X → R, donde ft es lsc para todo t ∈ T . Si x : T → X y
x∗ : T → X∗ son funciones fuertemente medibles, entonces t 7→ f(t, x(t)) y t 7→ f ∗(t, x∗(t))
son A-medibles.

Demostración. Se define ϕ(t) := f(t, x(t)). Primero se considera A ∈ A con µ(A) < ∞. se
afirma que existe un conjunto medible B ⊂ A con µ(A\B) = 0 tal que ϕ es medible en
B. En efecto, se considera una secuencia creciente de conjuntos compactos B1

k ⊂ A tal que
µ(A\⋃k∈NB1

k) = 0 y B1
k 3 t⇒ epi ft es lsc para todo k, por el Lema 3.1.1-(a), se tiene que

f ∗ es medible sobre B1
k ×X∗, pues f ∗ es lsc, entonces B1

k 3 t 7→ f ∗(t, x∗(t)) es medible para
todo k ∈ N y por tanto t 7→ f ∗(t, x∗(t)) es A-medible pues (T,A, µ) es completo. Además,
por el Corolario 1.3.13 aplicado a x|A, existe una secuencia creciente de compactos B2

k ⊂ A
tal que µ(A\⋃k∈NB2

k) = 0 y B2
k 3 t 7→ x(t) es continua. Se define Bk := B1

k ∩ B2
k, entonces

por el Lema 3.1.1-(c), ϕ es medible en Bk, entonces definiendo B := ⋃
k∈NBk se tiene que

µ(A\B) = 0, y la función B 3 t 7→ f(t, x(t)) es A-medible, y por tanto es A-medible en T
ya que la medida es completa.

Sean x : T → X y x∗ : T → X∗ funciones fuertemente medibles, se definen

If (x) =
∫
T
f(t, x(t))dµ y If∗(x∗) =

∫
T
f ∗(t, x∗(t))dµ. (3.5)

Si f : T × X → R es un Lusin integrand con ft lsc para todo t ∈ T , el Lema anterior
respalda que las integrales estén bien definidas. Para funciones débil∗ medibles, la definición
anterior no tiene sentido, pues la conclusión del Lema 3.3.1 no es cierta en general en ese
caso. En efecto, si X es un espacio de Banach no separable, pueden existir funciones débil∗
medibles x∗ : T → X∗ tal que la función t 7→ f ∗(t, x∗(t)) no es medible. Por ejemplo, si
X = `2([0, 1]) (que es un Hilbert con el producto 〈x, y〉 := ∑

t∈[0,1] xtyt) y T = [0, 1] con
la medida de Lebesgue, además se considera la base canónica (et)t∈[0,1] ⊂ X. Se sabe que
existe I ⊂ [0, 1] tal que I no es Lebesgue medible. Se define la función x∗ : T → X∗ dada
por x∗(t) = et1I(t)− et1[0,1]\I(t). Además, se considera la función f : (t, x) ∈ T ×X 7→ δC(x)
donde C = {x ∈ X : 0 ≤ xt ≤ 1, ∀t ∈ [0, 1]} (f es admisible), es fácil ver que f ∗(t, y∗) =
supx∈C〈y∗, x〉. Notar que, si x ∈ X, el conjunto {t ∈ [0, 1] : xt 6= 0} es numerable, entonces la
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función t 7→ 〈x∗(t), x〉 es medible para todo x ∈ X, entonces x∗ es débil∗ medible, pero

{t ∈ T : f ∗(t, x∗(t)) > 0} = {t ∈ T : sup
x∈C
〈x∗(t), x〉 > 0}

= {t ∈ I : sup
x∈C

xt > 0} ∪ {t /∈ I : inf
x∈C

xt < 0} = I,

y por lo tanto la función t 7→ f ∗(t, x∗(t)) no es medible.

El siguiente resultado dice que los integrands admisibles cumplen las mismas propiedades
expuestas en el Lema 3.3.1.

Lema 3.3.2 Sea f un integrand admisible. Si x : T → X y x∗ : T → X∗ son funciones
fuertemente medibles, entonces los mapeos t 7→ f(t, x(t)) y t 7→ f ∗(t, x∗(t)) son A-medibles.

Demostración. Por el Lema 3.2.7-(a) y el Lema 3.2.3-(c) f es un Lusin integrand, además ft
sea lsc para todo t ∈ T , entonces esto es una consecuencia directa del Lema 3.3.1.

El Lema 3.3.2 dice que la definición en (3.5) puede ser extendida al caso en que f es un
integrand admisible. Ahora se procede a mostrar el principal resultado de esta sección, el cual
establece una fórmula de la conjugada de Fenchel para el funcional integral de un integrand
admisible.

Teorema 3.3.3 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico T . Sea f
un integrand admisible. También, sea L un espacio descomponible de funciones fuertemente
medibles, tal que existe u ∈ L con If (u) < ∞. Si x∗ : T → X∗ es una función fuertemente
medible tal que para todo x ∈ L la función t 7→ 〈x∗(t), x(t)〉 es integrable. Entonces

If∗(x∗) = sup
{∫

T
(〈x∗(t), x(t)〉 − f(t, x(t))) dµ : x ∈ L

}
. (3.6)

Demostración. Primero, si existe algún v ∈ L tal que If (v) = −∞, el resultado se tiene
trivialmente, entonces se puede asumir que If (v) > −∞ para todo v ∈ L, así se tendrá que
If (u) ∈ R. Se define ψ(t, x) = f(t, x) − 〈x∗(t), x〉. Notar que f ∗(t, x∗(t)) ≥ 〈x∗(t), u(t)〉 −
f(t, u(t)) =: g(t) y g ∈ L1(T ) pues If (u) ∈ R luego, por la Proposición 1.3.7

If∗(x∗) =
∫
T
f ∗(t, x∗(t))dµ = sup

{∫
T
φ(t) : φ ∈ L1(T ) y φ(t) < f ∗(t, x∗(t)) µ-c.t.p.

}
. (3.7)

El resto de la demostración está dividido en las siguientes Afirmaciones:
Afirmación 1: La función ψ es un integrand admisible.
Demostración de la Afirmación 1 : Sea {fi}i∈I la familia uniformemente de Lusin tal que

epi ft = cl(epi(inf
i∈I

fi(t, ·))),

con fi(t, ·) ∈ Γ(X),∀(i, t) ∈ I × T . Se considera gi(t, x) := fi(t, x) − 〈x∗(t), x〉 y se pro-
bará que epiψt = cl(epi(infi∈I gi(t, ·))). En efecto, es claro que infi∈I gi(t, ·) ≥ ψt puntual-
mente, entonces epi(infi∈I gi(t, ·)) ⊂ epiψt para todo t ∈ T y como ψt es lsc, se tiene que
cl(epi(infi∈I gi(t, ·))) ⊂ epiψt. Para probar la inclusión opuesta, sea (x, α) ∈ epiψt, entonces
ft(x)− 〈x∗(t), x〉 ≤ α. Si U × J es una vecindad de (x, α), se puede escoger β ∈ J con β > α
tal que ft(x)− 〈x∗(t), x〉 < β y entonces existe η ∈ R tal que ft(x)− β < η < 〈x∗(t), x〉, por
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continuidad existe una vecindad de x, U1 ⊂ U , tal que para todo x′ ∈ U1, 〈x∗(t), x′〉 > η, por
otro lado, se tiene que f(t, x) < β+η, por lo tanto epi(infi∈I fi(t, ·))∩(U1×(−∞, β+η)) 6= ∅,
así, existe (x̂, α̂) ∈ U1 × (−∞, β + η) tal que infi∈I fi(t, x̂) ≤ α̂ < β + η < β + 〈x∗(t), x̂〉 y
por lo tanto infi∈I gi(t, x̂) < β, entonces epi(infi∈I gi(t, ·)) ∩ (U × J) 6= ∅ lo que prueba que
(x, α) ∈ cl(epi(infi∈I gi(t, ·))). Finalmente, por el Corolario 1.3.13, se tiene que para todo
A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, existe un conjunto compacto K ⊂ A con µ(A \K) < ε tal
que x∗ : K → X∗ es continua, entonces K×X 3 (t, x) 7→ 〈x∗(t), x〉 es continua, entonces por
el Lema 3.2.7-(b), se tiene que {gi}i∈I es una familia uniformemente de Lusin y se concluye.

Afirmación 2: La fórmula (3.6) se tiene.
Demostración de la Afirmación 2 : Sea ε > 0 y β ∈ L1(T ) tal que f ∗(t, x∗(t)) > β(t) µ-c.t.p.
se puede asumir que esta desigualdad es válida en todo T , entonces mψ(t) < −β(t) para todo
t ∈ T , luego por el Teorema 3.2.15 existe una función fuertemente medible y : T → X tal que
ψ(t, y(t)) ≤ −β(t) µ-c.t.p., luego, por la Proposición 1.3.14, existe un conjunto compacto de
medida finita B ⊂ T tal que∫

Bc
|β(t)|dµ < ε/2 y

∫
Bc
|ψ(t, u(t))|dµ < ε/2,

ya que β y ψ(·, u(·)) son integrables y además por el Corolario 1.3.13 se puede asumir que
B 3 t 7→ y(t) es continua. Luego,∫

B
β(t)dµ ≤

∫
B
〈x∗(t), y(t)〉 − f(t, y(t))dµ,

Ahora, como y es continua sobre B y este es compacto, se tiene que y(B) es compacto,
entonces como L es descomponible (extendiendo y a todo T , por cero fuera de B) la función
z(t) := u(t)1Bc + y(t)1B pertenece a L y∫

T
β(t)dµ =

∫
B
β(t)dµ+

∫
Bc
β(t)dµ

≤
∫
B

(〈x∗(t), y(t)〉 − f(t, y(t))) dµ+ ε/2

≤ ε/2 +
∫
T

(〈x∗(t), z(t)〉 − f(t, z(t))) dµ+
∫
Bc
ψ(t, u(t))dµ

≤ ε+
∫
T

(〈x∗(t), z(t)〉 − f(t, z(t))) dµ

≤ ε+ sup
{∫

T
(〈x∗(t), x(t)〉 − f(t, x(t))) dµ : x ∈ L

}
.

Lo anterior se cumple para todo β ∈ L1(T ) tal que β(t) < f ∗(t, x∗(t)) µ-c.t.p., entonces por
(3.7) se sigue que

sup
{∫

T
(〈x∗(t), x(t)〉 − f(t, x(t))) dµ(t) : x ∈ L

}
+ ε ≥ If∗(x∗).

Por la arbitrariedad de ε > 0, se concluye la desigualdad ≤ en (3.6). La desigualdad opuesta
siempre se tiene, así que se concluye la demostración.
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Ahora, se considera el problema de optimización

min
x∈L
If (x), (3.8)

donde la función f , como en el Teorema 3.3.3, es un integrand admisible. Con esto, es posible
dar condiciones de optimalidad al problema (3.8).

Corolario 3.3.4 Bajo las mismas suposiciones del Teorema 3.3.3, se tiene que x̄ ∈ L resuelve
el problema de optimización (3.8) si y sólo si para casi todo t ∈ T , x̄(t) resuelve el problema
de optimización

min
x∈X

ft(x).

Demostración. Usando el Teorema 3.3.3, es claro que

If (x̄) = inf{If (x) : x ∈ L} = − sup{−If (x) : x ∈ L}

= −If∗(0) =
∫
T

inf
x∈X

ft(x)dµ.

Entonces, se tiene que ft(x̄(t)) = infx∈X ft(x) µ-c.t.p. que concluye la demostración.

Se define PL como el conjunto de funciones fuertemente medibles x∗ : T → X∗ tal que para
todo x ∈ L, la función t 7→ 〈x∗(t), x(t)〉 es integrable. El conjunto PL es un espacio vectorial.
Usando esta notación, el funcional If∗ : PL → R está bien definido. En el caso en que tanto L
como PL tengan estructura de espacios vectoriales topológicos, se asumirá que L y PL están
en dualidad, donde el producto de dualidad está dado por

〈·, ·〉 : L × PL → R

(x, x∗) 7→
∫
T
〈x∗(t), x(t)〉dµ.

Para ε ≥ 0 se define el conjunto Z(ε) := {` ∈ L1(T ) : `(t) ≥ 0 µ-c.t.p. y
∫
T `(t)dµ ≤ ε}. El

siguiente corolario muestra una caracterización del subdiferencial del operador If , obtenido
gracias al Teorema 3.3.3.

Corolario 3.3.5 Bajo las hipótesis del Teorema 3.3.3, se tiene que para todo x ∈ L donde
|If (x)| <∞ y ε ≥ 0

∂εIf (x) =
⋃

η∈Z(ε)
{x∗ ∈ PL : x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x(t)) µ-c.t.p.}. (3.9)

Demostración. En este caso, se tiene que

∂εIf (x) =
{
y∗ ∈ PL : If (y) + ε ≥ If (x) +

∫
T
〈y∗(t), y(t)− x(t)〉, ∀y ∈ L

}
.

67



Entonces,

x∗ ∈ ∂εIf (x)

⇐⇒ ε+ If (y) ≥ If (x) +
∫
T
〈x∗(t), y(t)− x(t)〉dµ , ∀y ∈ L

⇐⇒ ε+
∫
T

(〈x∗(t), x(t)〉 − f(t, x(t)))dµ ≥ sup
{∫

T
〈x∗(t), y(t)〉dµ− If (y) : y ∈ L

}
⇐⇒ If (x)−

∫
T
〈x∗(t), x(t)〉dµ+ If∗(x∗) ≤ ε

⇐⇒
∫
T

(f(t, x(t))− 〈x∗(t), x(t)〉+ f ∗(t, x∗(t)))dµ ≤ ε.

Ahora, por la desigualdad de Young-Fenchel (ver [55, Theorem 2.3.1 (ii)]), se tiene que
η(t) := f(t, x(t))− 〈x∗(t), x(t)〉+ f ∗(t, x∗(t)) ≥ 0 para todo t ∈ T , luego η ∈ Z(ε) y además
por [55, Theorem 2.4.2 (ii)]

f(t, x(t))− 〈x∗(t), x(t)〉+ f ∗(t, x∗(t)) ≤ η(t) ⇐⇒ x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x(t)),

lo que prueba que x∗ pertenece al conjunto del lado derecho en (3.9). Recíprocamente, si
existe η ∈ Z(ε) tal que x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x(t)) µ-c.t.p. con x∗ ∈ PL, entonces por [55, Theorem
2.4.2 (ii)]

x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x(t)) µ-c.t.p. ⇐⇒ f(t, x(t))− 〈x∗(t), x(t)〉+ f ∗(t, x∗(t)) ≤ η(t) µ-c.t.p.

=⇒ If (x) + If∗(x∗)− 〈x∗, x〉 ≤
∫
T
η(t)dµ ≤ ε

=⇒ If (x) + (If )∗(x∗)− 〈x∗, x〉 ≤ ε

=⇒ x∗ ∈ ∂εIf (x),

lo que prueba la igualdad.

El caso L = Lp(T,X).
Para cada p ∈ [1,∞], el espacio Lp(T,X) es descomponible. Cuando X es un espacio de
Asplund, se tiene que X∗ cumple la propiedad de Radon Nikodym (Proposición 1.3.24) y
entonces por el Teorema 1.3.22, para X espacio de Asplund, si p < ∞, el espacio dual de
Lp(T,X) se identifica con Lq(T,X∗), donde 1/p+ 1/q = 1, y si p =∞, el dual de L∞(T,X)
está caracterizado por la suma directa L1(T,X∗)⊕ Lsing(T,X).

Proposición 3.3.6 Suponga que X es un espacio de Asplund. Considere p, q ∈ [1,∞] con
1/p+ 1/q = 1. Si L = Lp(T,X), entonces PL = Lq(T,X∗).

Demostración. Primero que todo, si x∗ ∈ Lq(T,X∗), usando la desigualdad de Hölder (1 <
p <∞), es claro que 〈x∗(·), x(·)〉 ∈ L1(T ) para todo x ∈ Lp(T,X) (cuando p = 1 o p =∞, la
estimación es obvia), y esto prueba que Lq(T,X∗) ⊂ PL. Por otro lado, si x∗ ∈ PL, se puede
definir la siguiente función, ϕ : Lp(T,X)→ L1(T ) dada por

x 7→ ϕ(x) = 〈x∗(·), x(·)〉.

Es claro que ϕ está bien definida y es lineal, se verá que ϕ tiene el grafo cerrado. En efecto,
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sea (xn)n∈N ⊂ Lp(T,X) una secuencia tal que xn → x en Lp(T,X) y ϕ(xn) → y ∈ L1(T ).
Como xn → x en Lp(T,X) y (ϕ(xn))n∈N es convergente en L1(T ), se tiene que existe una
subsecuencia (xnk)k∈N la cual converge c.t.p. a x y ϕ(xnk) converge c.t.p. a y. Ahora, dado
que ϕ(xnk) = 〈x∗(·), xnk(·)〉 y xnk converge c.t.p. a x, se tiene que ϕ(xnk) converge c.t.p. a
ϕ(x), entonces y = ϕ(x). Esto prueba que ϕ tiene grafo cerrado y entonces por el Teorema
1.1.8, se tiene que ϕ es una función continua. Entonces, existe C > 0 tal que∫

T
|〈x∗(t), x(t)〉|dµ ≤ C‖x‖p,

y entonces, el funcional lineal

` : x ∈ Lp(T,X) 7→
∫
T
〈x∗(t), x(t)〉dµ

es continuo, entonces ` ∈ Lp(T,X)∗. Por tanto, si p < ∞, entonces x∗ ∈ Lq(T,X∗) pues
Lp(T,X)∗ se identifica con Lq(T,X∗).

Si p =∞, se tiene que ` ∈ L∞(T,X)∗, y entonces existe y∗ ∈ L1(T,X∗) y una medida singular
λ̂ tal que ` = 〈y∗, ·〉 + 〈λ̂, ·〉. Se va a probar que x∗ = y∗. Por contradicción, si x∗ 6= y∗, se
considera h∗ := x∗ − y∗, entonces existe ε > 0 tal que el conjunto A := {t ∈ T : ‖h∗(t)‖ > ε}
tiene medida positiva, dado que µ es σ-finita, se puede asumir que µ(A) <∞. Ahora, se puede
considerar un conjunto compacto K ⊂ A tal que µ(K) > 0 y h∗ : K → X∗ es continua, luego
se define la multifunción

Γ: K 3 t⇒{x ∈ X : 〈h∗(t), x〉 ≥ ε}.

Como K ⊂ A, es fácil ver que Γ toma valores convexos, cerrados y no vacíos. También, Γ es
lsc. En efecto, sea U un conjunto abierto de X, considere t̂ ∈ K tal que Γ(t̂)∩U 6= ∅, entonces
existe x̂ ∈ U tal que 〈h∗(t̂), x̂〉 ≥ ε, como U es abierto, existe x ∈ U tal que 〈h∗(t̂), x〉 > ε.
Dado que h∗ : K → X∗ es continua, existe V ∈ Nt̂ tal que 〈h∗(t), x〉 > ε para todo t ∈ V y
esto prueba que {t ∈ K : Γ(t) ∩ U 6= ∅} es un conjunto abierto de K, entonces Γ es lsc. Por
el Teorema 1.4.7, existe ϕ ∈ C(K,X) tal que ϕ(t) ∈ Γ(t), para todo t ∈ K.

Por otro lado, dado que λ̂ es singular, se tiene que existe (An) ⊂ A tal que T = ⋃
n∈NAn,

An ⊂ An+1 y para todo B ∈ A con µ(B) < ∞, λ̂|B∩An = 0, para todo n ∈ N. En este caso,
se tiene que

〈λ̂, x〉 =
∫
T
〈h∗(t), x(t)〉dµ.

Es claro que existe j ∈ N tal que µ(K ∩ Aj) > 0 (pues µ(K) > 0) y entonces para todo
x ∈ L∞(T,X), ∫

K∩Aj
〈h∗(t), x(t)〉dµ = 0.

Como ϕ ∈ C(K,X), se tiene que ϕ1K ∈ L∞(T,X) y además ϕ(t) ∈ Γ(t) para todo t ∈ K,
entonces ∫

K∩Aj
〈h∗(t), ϕ(t)1K(t)〉dµ ≥ µ(Aj ∩K) · ε > 0,

lo que es una contradicción, entonces h∗ = 0, luego x∗ = y∗ ∈ L1(T,X). Finalmente, se
concluye que PL = Lq(T,X∗) para todo p, q ≥ 1 con 1/p+ 1/q = 1.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.3.3 y el Corolario 3.3.5.

Corolario 3.3.7 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico T .
Considere un integrand admisible f . Suponga que X es un espacio de Asplund, y considere el
funcional integral If definido sobre el espacio de funciones p-integrables Lp(T,X), entonces
bajo las hipótesis del Teorema 3.3.3, se cumple la siguiente fórmula

(If )∗(x∗) = If∗(x∗) para todo x∗ ∈ Lq(T,X∗) para p ∈ [1,∞],

y si p ∈ [1,∞) y |If (x)| <∞:

∂εIf (x) =
⋃

η∈Z(ε)
{x∗ ∈ Lq(T,X∗) : x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x(t)) µ-c.t.p.},

donde 1/p+ 1/q = 1.
Notar que el Teorema 3.3.3 entrega una expresión para la conjugada de If sobre un espacio
de funciones fuertemente medibles (que fue denotado por PL), determinado por el conjunto
descomponible L. El espacio dual de L∞(T,X) no es un espacio de funciones fuertemente me-
dibles, y de hecho, el Corolario 3.3.7 entrega la fórmula de la conjugada sólo sobre L1(T,X∗).
El objetivo es entregar una fórmula de la conjugada del funcional sobre el dual de L∞(T,X),
y así también calcular su ε-subdiferencial. Este resultado generaliza [30, Theorem 6.4], en
donde se obtiene la misma fórmula, pero cuando X es un espacio de Banach separable. Las
ideas de la demostración, son similares a las expuestas en dicho resultado.

Teorema 3.3.8 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico (T, d).
Considere un integrand admisible f . Suponga que X es un espacio de Asplund, y considerar
el funcional integral If definido sobre el espacio L∞(T,X) donde existe u ∈ L∞(T,X) tal
que If (u) <∞, entonces para todo x∗ ∈ L1(T,X∗) y λ∗ ∈ L∞(T,X)∗ una medida singular,
se tiene la siguiente fórmula

(If )∗(x∗ + λ∗) = If∗(x∗) + σdom If (λ∗). (3.10)

Además, para todo ε ≥ 0 y x ∈ L∞(T,X) donde |If (x)| < ∞, si v∗ ∈ L1(T,X∗) y λ∗ ∈
Lsing(T,X), entonces v∗+λ∗ ∈ ∂εIf (x) si y sólo si existe ε1, ε2 ≥ 0 y ` ∈ Z(ε1) con ε1 +ε2 ≤ ε
tal que

v∗(t) ∈ ∂`(t)ft(x(t)) µ-c.t.p. y λ∗ ∈ N ε2
dom If (x).

Demostración. Primero que todo, si existe v ∈ L∞(T,X) tal que If (v) = −∞, se tiene que
(If )∗(x∗+λ∗) =∞ y (If )∗(x∗) = If∗(x∗) =∞, así que (3.10) se tiene trivialmente. De ahora
en adelante se asumirá que If (v) > −∞ para todo v ∈ L∞(T,X), por lo tanto |If (u)| <∞,
además dom If 6= ∅, por ende If es propia. Por el Corolario 3.3.7, (If )∗(x∗) = If∗(x∗) para
x∗ ∈ L1(T,X∗), luego, se tiene que

(If )∗(x∗ + λ∗) = sup{〈x∗ + λ∗, x〉 − If (x) : x ∈ L∞(T,X)}
= sup{〈x∗, x〉 − If (x) + 〈λ∗, x〉 : x ∈ dom If}
≤ (If )∗(x∗) + sup{〈λ∗, x〉 : x ∈ dom If}
= If∗(x∗) + σdom If (λ∗).
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Ahora, se probará la desigualdad opuesta. Sea ε > 0, si If∗(x∗) < ∞, se puede tomar
x1 ∈ dom If tal que 〈x∗, x1〉 − If (x1) ≥ If∗(x∗) − ε y si If∗(x∗) = ∞, se puede escoger
x1 ∈ dom If tal que 〈x∗, x1〉−If (x1) ≥ 1

ε
. Similarmente, se puede tomar x2 ∈ dom If tal que

〈λ∗, x2〉 ≥ σdom If (λ∗)− ε si σdom If (λ∗) <∞,

〈λ∗, x2〉 ≥
1
ε

si σdom If (λ∗) =∞.

Como x1, x2 ∈ dom If , por la Proposición 1.3.6 existe A ∈ A con µ(A) <∞ tal que∫
Ac
|〈x∗(t), x1(t)〉 − f(t, x1(t))|dµ < ε,∫

Ac
|〈x∗(t), x2(t)〉 − f(t, x2(t))|dµ < ε.

Ahora, como λ∗ es una medida singular, existe una secuencia (An) ⊂ A tal que T = ⋃
n∈NAn

con An ⊂ An+1 y para todo B ∈ A con µ(B) <∞, λ∗|An∩B = 0 para todo n ∈ N. Ahora, se
considera

yn(t) =

x1(t) si t ∈ A ∩ An,
x2(t) si t ∈ (A ∩ An)c.

Se tiene que λ∗|An∩A = 0 para todo n ∈ N, así que 〈λ∗, yn〉 = 〈λ∗, x2〉 para todo n ∈ N.
Además, como µ(A) <∞, se tiene que µ(A∩Acn)→ 0, luego se puede escoger k ∈ N tal que
para i = 1, 2 ∫

A∩Ac
k

|〈x∗(t), xi(t)〉 − f(t, xi(t))|dµ < ε.

Ahora, se puede ver que

(If )∗(x∗ + λ∗) ≥ 〈x∗ + λ∗, yk〉 − If (yk)
= 〈λ∗, x2〉+ 〈x∗, yk〉 − If (yk).

Por otro lado,

〈x∗, yk〉 − If (yk) =
∫
A∩Ak
〈x∗(t), x1(t)〉 − f(t, x1(t))dµ

+
∫
Ac∪Ac

k

〈x∗(t), x2(t)〉 − f(t, x2(t))dµ

= 〈x∗, x1〉 − If (x1)−
∫
Ac
〈x∗(t), x1(t)〉 − f(t, x1(t))dµ

−
∫
A∩Ac

k

〈x∗(t), x1(t)〉 − f(t, x1(t))dµ

+
∫
Ac
〈x∗(t), x2(t)〉 − f(t, x2(t))dµ

+
∫
A∩Ac

k

〈x∗(t), x2(t)〉 − f(t, x2(t))dµ

≥ 〈x∗, x1〉 − If (x1)− 4ε.
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Entonces, se obtiene que

(If )∗(x∗ + λ∗) ≥ 〈λ∗, x2〉+ 〈x∗, x1〉 − If (x1)− 4ε.

Finalmente, si If∗(x∗) =∞ o σdom If (λ∗) =∞, se tiene que

〈λ∗, x2〉+ 〈x∗, x1〉 − If (x1) ≥ min
{2
ε
,
1
ε

+ If∗(x∗)− ε,
1
ε

+ σdom If (λ∗)− ε
}
,

y tomando ε→ 0+, se obtiene que (If )∗(x∗+λ∗) =∞. Cuando If∗(x∗) <∞ y σdom If (λ∗) <
∞, se obtiene que para todo ε > 0

(If )∗(x∗ + λ∗) ≥ If∗(x∗) + σdom If (λ∗)− 6ε,

entonces tomando ε → 0+ se obtiene que (If )∗(x∗ + λ∗) ≥ If∗(x∗) + σdom If (λ∗). En ambos
casos, se puede concluir que

(If )∗(x∗ + λ∗) = If∗(x∗) + σdom If (λ∗).

Para probar la última propiedad, se considera ε ≥ 0 y v ∈ L∞(T,X) donde |If (v)| < ∞.
Notar que, por [55, Theorem 2.4.2 (ii)] y la fórmula (3.10):

v∗ + λ∗ ∈ ∂εIf (v) ⇐⇒ If (v) + (If )∗(v∗ + λ∗)− 〈v∗ + λ∗, v〉 ≤ ε

⇐⇒ If (v) + If∗(v∗)− 〈v∗, v〉+ σdom If (λ∗)− 〈λ∗, v〉 ≤ ε.

Luego, sea `(t) := f(t, v(t)) + f ∗(t, v∗(t)) − 〈v∗(t), v(t)〉 (`(t) ≥ 0 por la desigualdad de
Fenchel-Young), y es claro que ` ∈ L1(T,R+) por tanto µ-c.t.p. se tiene que `(t) < ∞.
Además, sea ε1 := If (v) + If∗(v∗)−〈v∗, v〉 =

∫
T `(t)dµ y ε2 := σdom If (λ∗)−〈λ∗, v〉, entonces

v∗ + λ∗ ∈ ∂εIf (v) =⇒
∫
T
`(t)dµ+ ε2 ≤ ε =⇒ ε1 + ε2 ≤ ε.

Se tiene además que ` ∈ Z(ε1) y µ-c.t.p.

f(t, v(t)) + f ∗(t, v∗(t))− 〈v∗(t), v(t)〉 ≤ `(t) <∞ =⇒ v∗(t) ∈ ∂`(t)ft(v(t)),

y también σdom If (λ∗)−〈λ∗, v〉 ≤ ε2 =⇒ λ∗ ∈ N ε2
dom If (v). Recíprocamente, si existe ε1, ε2 ≥ 0

con ε1 + ε2 ≤ ε y ` ∈ Z(ε1) tal que v∗(t) ∈ ∂`(t)ft(v(t)) µ-c.t.p. y λ∗ ∈ N ε2
dom If (v) entonces

f(t, v(t)) + f ∗(t, v∗(t))− 〈v∗(t), v(t)〉 ≤ `(t) µ-c.t.p.

=⇒ If (v) + If∗(v∗)− 〈v∗, v〉 ≤
∫
T
`(t)dµ ≤ ε1,

y 〈λ∗, u− v〉 ≤ ε2 ∀u ∈ dom If entonces σdom If (λ∗)− 〈λ∗, v〉 ≤ ε2, y así

If (v) + (If )∗(v∗ + λ∗)− 〈v∗ + λ∗, v〉
= If (v) + If∗(v∗) + σdom If (λ∗)− 〈v∗ + λ∗, v〉
= (If (v) + If∗(v∗)− 〈v∗, v〉) + (σdom If (λ∗)− 〈λ∗, v〉)
≤ ε1 + ε2 ≤ ε,
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lo que prueba que v∗ + λ∗ ∈ ∂εIf (v).

Ahora, se considera la siguiente clase de funcionales integrales definidos sobre el espacio de
Asplund X, dados por

Ef : X → R (3.11)

x 7→
∫
T
ft(x)dµ.

Donde f se considera un Lusin integrand con ft ∈ Γ(X) para todo t ∈ T .

Lema 3.3.9 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico T . Consi-
derar un Lusin integrand f : T ×X → R con ft ∈ Γ(X) para todo t ∈ T . Suponer que X es
un espacio de Asplund, y asuma que existe una función integrable k ∈ L1(T ), x0 ∈ L∞(T,X)
con |If (x0)| <∞ y ε > 0 tal que

f(t, x) ≤ k(t),∀x ∈ Bε(x0(t)),∀t ∈ T.

Entonces, If es continua en x0 sobre L∞(T,X) (en la topología fuerte) y If es propia.

Demostración. Sea (xn) ⊂ L∞(T,X) una secuencia con xn → x0 en L∞(T,X), se probará
que If (xn)→ If (x0). En efecto, en primer lugar notar que como f(·, x0(·)) ∈ L1(T ) entonces
ft(x0(t)) ∈ R µ-c.t.p. por lo tanto ft es propia µ-c.t.p, además, como k ∈ L1(T ), entonces
k(t) < ∞, µ-c.t.p. entonces ft es acotada superiormente en una vecindad de x0(t), entonces
por [55, Theorem 2.2.11] se tiene que ft es Lipschitz continua en Bε(x0(t)) con constante
Cε(k(t) − ft(x0(t))), µ-c.t.p., donde Cε := 1

ε
. Por lo tanto, ft(xn(t)) → ft(x0(t)), µ-c.t.p.,

también existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N , ‖xn(t) − x0(t)‖ ≤ ε, µ-c.t.p. y entonces si
n ≥ N , µ-c.t.p. se tiene que

|f(t, xn(t))− f(t, x0(t))| ≤ Cε(k(t)− f(t, x0(t)))‖xn(t)− x0(t)‖
≤ ε · Cε · (k(t)− f(t, x0(t)))

y por lo tanto |f(t, xn(t))| ≤ ε · Cε · (k(t) − f(t, x0(t))) + |f(t, x0(t))| ∈ L1(T ), entonces por
el Teorema 1.3.5 ∫

T
f(t, xn(t))dµ→

∫
T
f(t, x0(t))dµ,

y se puede concluir que If (xn)→ If (x0). Por último, dado que ft es continua en x0(t) µ-c.t.p.
se tiene que ∂0ft(x0(t)) es no vacío (ver [55, Theorem 2.4.12]), luego, µ-c.t.p. existe x∗t ∈ X∗
tal que

〈x∗t , x− x0(t)〉+ ft(x0(t)) ≤ ft(x),∀x ∈ X.

De acá sigue que si h ∈ X con ‖h‖ ≤ 1 y 0 < λ < ε entonces

〈x∗t , h〉 ≤
ft(x0(t) + λh)− ft(x0(t))

λ
≤ Cε(k(t)− ft(x0(t))),

por lo tanto ‖x∗t‖ ≤ Cε · (k(t)− ft(x0(t))), entonces si x ∈ L∞(T,X), se tiene que

〈x∗t , x(t)− x0(t)〉 ≥ −‖x− x0‖∞ · Cε · (k(t)− ft(x0(t))),

73



entonces
µ-c.t.p. ft(x(t)) ≥ ft(x0(t))− ‖x− x0‖∞ · Cε · (k(t)− ft(x0(t))),

sigue que If (x) > −∞, lo que muestra que If es propia.

Con el Lema anterior, es posible calcular el subdiferencial de Ef , como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 3.3.10 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico T .
Considerar un Lusin integrand f : T × X → R con ft ∈ Γ(X) para todo t ∈ T . Suponer
que X es un espacio de Asplund, y asuma que existe una función k ∈ L1(T ), x0 ∈ X con
|Ef (x0)| <∞ y δ > 0 tal que

f(t, x) ≤ k(t),∀x ∈ Bδ(x0), ∀t ∈ T.

Entonces, para todo x ∈ X tal que |Ef (x)| <∞ y ε ≥ 0

∂εEf (x) =
⋃

ε1,ε2≥0
`∈Z(ε1)
ε1+ε2≤ε

∫
T
∂`(t)ft(x)dµ+N ε2

domEf
(x), (3.12)

donde ∫
T
∂η(t)ft(x)dµ :=

{∫
T
x∗(t)dµ ∈ X∗ | x∗ ∈ L1(T,X∗) y

x∗(t) ∈ ∂η(t)ft(x) µ-a.e.

}
.

Demostración. Para todo x ∈ X, se define φx : T → X dado por φx(t) = x,∀t ∈ T , es claro
que φx ∈ L∞(T,X) para todo x ∈ X. Si se considera Φ: X → L∞(T,X) dada por Φ(x) = φx,
la cual es lineal y continua, se puede ver que Ef = If ◦Φ. Por el Corolario 3.3.9, se tiene que
If es propia y continua en φx0 y usando la regla de la cadena (ver, e.g. [55, Theorem 2.8.1]),
para todo x ∈ domEf , se tiene la siguiente igualdad

∂εEf (x) = ∂ε(If ◦ Φ)(x) = Φ∗∂εIf (Φ(x)). (3.13)

Para x∗ ∈ L1(T,X) y λ∗ ∈ Lsing(T,X), se puede ver que

Φ∗(x∗ + λ∗) =
∫
T
〈x∗(t), ·〉dµ+ Φ∗(λ∗). (3.14)

Para probar la igualdad (3.12), por un lado, si x∗ ∈ X∗ pertenence al conjunto del lado
derecho de la igualdad (3.12), existen ε1, ε2 ≥ 0 con ε1 + ε2 ≤ ε y ` ∈ Z(ε1) tal que

x∗ ∈
∫
T
∂`(t)ft(x)dµ+N ε2

domEf
(x),

y entonces, existe v∗ ∈ L1(T,X∗) y λ ∈ N ε2
domEf

(x) tal que x∗ =
∫
T 〈v∗(t), ·〉dµ + λ y µ-c.t.p.

v∗(t) ∈ ∂`(t)ft(x), por lo tanto, se tiene que

µ-c.t.p., −ft(y) + ft(x) + 〈v∗(t), y − x〉 ≤ `(t) ∀y ∈ domEf
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e integrando esta desigualdad se obtiene que

−Ef (y) + Ef (x) +
∫
T
〈v∗(t), y − x〉 ≤

∫
T
`(t)dµ ≤ ε1.

También se tiene que λ ∈ N ε2
domEf

(x)⇒ 〈λ, y − x〉 ≤ ε2, ∀y ∈ domEf , sigue que

Ef (x)− Ef (y) +
∫
T
〈v∗(t), y − x〉+ 〈λ, y − x〉 ≤ ε1 + ε2 ≤ ε, ∀y ∈ domEf ,

y esto equivale a
∫
T 〈v∗(t), ·〉dµ + λ = x∗ ∈ ∂εEf (x). Por otro lado, si x∗ ∈ ∂εEf (x), por

(3.13), existe u∗ = v∗ + λ∗ ∈ ∂εIf (Φ(x)) (con v∗ ∈ L1(T,X∗) y λ∗ ∈ Lsing(T,X)) tal que
x∗ = Φ∗(u∗). En virtud del Teorema 3.3.8, existe ε1, ε2 ≥ 0 y ` ∈ Z(ε1) con ε1 + ε2 ≤ ε tal
que v∗(t) ∈ ∂`(t)ft(x) µ-c.t.p. y λ∗ ∈ N ε2

dom If (Φ(x)). Entonces, se tiene que
∫
T 〈v∗(t), ·〉dµ ∈∫

T ∂`(t)ft(x)dµ, y dado que λ ∈ Ndom If (Φ(x)), sigue que 〈λ∗, y−Φ(x)〉 ≤ ε2, ∀y ∈ dom If , es
claro que si y ∈ domEf , entonces Φ(y) ∈ dom If , luego 〈λ∗,Φ(y)−Φ(x)〉 ≤ ε2,∀y ∈ domEf ,
esto implica que 〈Φ∗(λ∗), y − x〉 ≤ ε2, ∀y ∈ domEf , entonces Φ∗(λ∗) ∈ N ε2

domEf
(x), por lo

tanto

x∗ = Φ∗(u∗)
= Φ∗(v∗ + λ∗)

=
∫
T
〈v∗(t), ·〉dµ+ Φ∗(λ∗)

∈
∫
T
∂`(t)ft(x)dµ+N ε2

domEf
(x).

Esto muestra que x∗ pertenece al conjunto del lado derecho en la igualdad (3.12). Esto finaliza
la demostración.

También, bajo ciertas hipótesis, es posible calcular la conjugada de Ef , lo cual extiende el
resultado mostrado en [42, Theorem 23 (c)].

Teorema 3.3.11 Sea µ una medida regular interna σ-finita sobre un espacio métrico T .
Considere un Lusin integrand f : T ×X → R con ft ∈ Γ(X) para todo t ∈ T . Suponga que
X es un espacio de Asplund, y asuma que dom If = L∞(T,X), que existe x0 ∈ X tal que
|Ef (x0)| <∞, una función k ∈ L1(T ) y ε > 0 tal que

f(t, x) ≤ k(t),∀x ∈ Bε(x0), ∀t ∈ T.

Entonces,
(Ef )∗(x∗) = inf{If∗(v∗) : v∗ ∈ L1(T,X∗) y

∫
T
v∗(t)dµ = x∗}. (3.15)

Demostración. Si existe x ∈ X tal que Ef (x) = −∞, es claro que (Ef )∗(x∗) = ∞ para
todo x∗ ∈ X∗, pero además se tiene que If (Φ(x)) = −∞, así que también se tiene que
∞ = (If )∗(v∗) = If∗(v∗) para todo v∗ ∈ L1(T,X∗), por lo tanto en ese caso la igualdad
(3.15) se tiene. Entonces, se asumirá que Ef es una función propia. Por el Lema 3.3.9, se
puede observar que If es propia y continua en x0. Usando la misma notación del Teorema
3.3.10, se tiene que Ef = If ◦Φ y el operador adjunto de Φ fue calculado en (3.14). Por [24,
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Theorem 3, p. 179] y el Teorema 3.3.8, para x∗ ∈ X∗, se tiene que

(Ef )∗(x∗) = (If ◦ Φ)∗(x∗)

= inf
{

(If )∗(v∗ + λ∗) : v∗ ∈ L1(T,X∗), λ∗ ∈ Lsing(T,X),
Φ∗(v∗ + λ∗) = x∗

}

= inf
{
If∗(v∗) + σdom If (λ∗) : v∗ ∈ L1(T,X∗), λ∗ ∈ Lsing(T,X),

Φ∗(v∗ + λ∗) = x∗

}
. (3.16)

Además, se tiene que σdom If (λ∗) =∞ para todo λ∗ ∈ Lsing(T,X) \ {0}. Lo último indica que
el ínfimo en (3.16) no depende de λ∗, entonces se concluye que

(Ef )∗(x∗) = inf
{
If∗(v∗) : v∗ ∈ L1(T,X∗) y Φ∗(v∗) = x∗

}
,

pero la condición Φ∗(v∗) = x∗ significa que
∫
T v
∗(t)dµ = x∗ y se concluye.

3.4. Subdiferencial de Clarke de Funcionales Integrales
El propósito de esta sección es caracterizar el subdiferencial de Clarke del funcional x ∈
Lp(T,X) 7→ If (x) cuando f no satisface hipótesis de convexidad, utilizando los resultados
previos. Se sigue considerando a X como un espacio de Asplund.

Teorema 3.4.1 Sean p, q ∈ [1,∞] tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Sea x ∈ Lp(T,X). Sea f : T ×X → R
un integrand admisible tal que:

(a) Si p ∈ [1,∞), existe kp ∈ Lq(T,R+) tal que ft es kp(t)-Lipschitz en X, para todo t ∈ T .

(b) Si p = ∞, entonces existe ε > 0 y k∞ ∈ L1(T,R+) tal que ft es k∞(t)-Lipschitz en
Bε(x(t)) para todo t ∈ T .

Además, se supone que la función T×X 3 (t, v) 7→ dft(x(t); v) es un Lusin integrand entonces
se tiene que

dIf (x; v) ≤
∫
T
dft(x(t); v(t))dµ, ∀v ∈ Lp(T,X). (3.17)

Además, la siguiente inclusión se tiene

∂If (x) ⊂ {x∗ ∈ Lq(T,X∗) : x∗(t) ∈ ∂ft(x(t)) µ-c.t.p.}. (3.18)

Demostración. Como (t, v) 7→ dft(x(t); v) es un Lusin integrand, se tiene que t 7→ dft(x(t); v(t))
es una función medible (Lema 3.3.1). Se define para y ∈ X, v ∈ Lp(T,X) y s > 0

ϕy,v,s(t) := f(t, y + sv(t))− f(t, y)
s

.

Si p ∈ [1,∞), dado que ft es kp(t)-Lipschitz, |ϕy,v,s(t)| ≤ kp(t)‖v(t)‖ para todo t ∈ T . Si
p =∞, entonces |ϕy,v,s(t)| ≤ k∞(t)‖v(t)‖ para todo t ∈ T , y ∈ Bε/2(x(t)) y s < ε

2‖v‖∞ . Por la
desigualdad de Hölder, se tiene que kp(·)‖v(·)‖ ∈ L1(T ) para todo p ∈ [1,∞]. Entonces, para
todo p ∈ [1,∞], t 7→ dft(x(t); v(t)) pertenece a L1(T ). Ahora, por contradicción, si (3.17) no
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se tiene, sigue que existe δ > 0 y secuencias yn
p−→ x y sn → 0+ tal que para todo n ∈ N∫

T

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

dµ >
∫
T
dft(x(t); v(t))dµ+ δ.

Luego,

lim sup
n→∞

∫
T

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

dµ ≥
∫
T
dft(x(t); v(t))dµ+ δ.

Por lo tanto, salvo subsucesión, se tiene que µ-c.t.p. yn(t)→ x(t). Entonces, µ-c.t.p.

lim sup
n→∞

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

≤ lim sup
y→x(t),s→0+

f(t, y + sv(t))− f(t, y)
s

= dft(x(t), v(t)),

y por lo tanto∫
T

lim sup
n→∞

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

dµ ≤
∫
T
dft(x(t), v(t))dµ,

pero, en virtud del Lema de Fatou (ver [7, Theorem 2.8.3]), se tiene que
∫
T
dft(x(t), v(t))dµ ≥

∫
T

lim sup
n→∞

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

dµ

≥ lim sup
n→∞

∫
T

f(t, yn(t) + snv(t))− f(t, yn(t))
sn

dµ

≥
∫
T
dft(x(t); v(t))dµ+ δ,

que es una contradicción. Se sigue que

lim sup
y
p−→x,s→0+

∫
T

f(t, y(t) + sv(t))− f(t, y(t))
s

dµ ≤
∫
T
dft(x(t); v(t))dµ.

Con el resultado anterior, se probará la inclusión

∂If (x) ⊂ {x∗ ∈ Lq(T,X∗) : x∗(t) ∈ ∂ft(x(t)) µ-c.t.p.}.

En efecto, si x∗ ∈ ∂If (x) ⇒ dIf (x; v) ≥ 〈x∗, v〉, ∀v ∈ Lp(T,X), si se define g(t, u) :=
dft(x(t);u), se tiene que para todo v ∈ Lp(T,X), Ig(v) ≥ 〈x∗, v〉, es claro que Ig(0) = 0,
por lo tanto x∗ ∈ ∂Ig(0). Ahora, como gt es convexa y Lipschitz, y g es un Lusin integrand,
las hipótesis del Teorema 3.3.3 se tienen, y por lo tanto se puede aplicar el Corolario 3.3.5,
obteniendo que x∗ ∈ ∂0Ig(0) equivale a x∗(t) ∈ ∂0gt(0) µ-c.t.p. y como gt(0) = 0 para todo
t ∈ T , sigue que µ-c.t.p., 〈x∗(t), v〉 ≤ dft(x(t); v), ∀v ∈ X y así µ-c.t.p., x∗(t) ∈ ∂ft(x(t)).

De los supuestos del Teorema 3.4.1, la única hipótesis que no es fácil verificar es que el mapeo
(t, v) 7→ dft(x(t); v) sea un Lusin integrand. Recordar que siempre la función (x, v) 7→ dft(x; v)
es usc para todo t ∈ T (ver [16, Chapter 2, Proposition 1.1 (b)]). En la siguiente proposición,
se entregan condiciones que aseguran el cumplimiento de dicha hipótesis.
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Proposición 3.4.2 Se asume que f : T ×X → R es un Lusin integrand tal que ft es k(t)-
Lipschitz donde k está definido igual que en el Teorema 3.4.1.

(a) Si la función (t, x, v) 7→ dft(x; v) es usc, entonces, para cualquier función fuertemente
medible x : T → X, la función (t, v) 7→ dft(x(t); v) es un Lusin integrand.

(b) Si ft es convexa para todo t ∈ T y f es una función de Scorza-Dragoni, entonces
(t, v) 7→ dft(x(t); v) es un Lusin integrand.

Demostración. (a) Sea A ⊂ T con µ(A) < ∞ y ε > 0. Por el Corolario 1.3.13, existe un
subconjunto compacto B ⊂ A con µ(A \ B) < ε tal que x : B → X es continua. Por otro
lado, sea U × I un conjunto abierto de X × R, si t̂ ∈ B es tal que existe (v̂, α̂) ∈ U × I
con dft̂(x(t̂); v̂) ≤ α̂. Dado que (t, x, v) 7→ dft(x; v) es usc, se tiene que existe una vecindad
V ×U1×U2 de (t̂, x(t̂), v̂) tal que dft(x; v) ≤ α̂ para todo (t, x, v) ∈ V ×U1×U2. Finalmente, se
puede ver que si t ∈ V ∩x−1(U1) (que es una vecindad de t̂), entonces dft(x(t); v̂) ≤ α̂ y así el
conjunto {t ∈ B : (U×I)∩epi dft(x(t); ·) 6= ∅} es abierto, y se concluye que (t, v) 7→ dft(x(t); v)
es un Lusin integrand.
(b) Como para cada t ∈ T , ft es convexa, entonces (ver [16, Proposition 4.3, Chapter 2])

dft(x(t); v) = f ′t(x(t); v) = inf
s>0

f(t, x(t) + sv)− f(t, x(t))
s

sea A ∈ A con µ(A) < ∞ y ε > 0, luego existe un compacto K tal que µ(A \ K) < ε,
x : K → X y f : K×X → R son continuas. Sea U ×J un abierto de X×R, luego, sea t̂ ∈ K
tal que existe v̂ ∈ U y α, β ∈ I tal que dft̂(x(t̂); v̂) ≤ α < β, luego existe s > 0 tal que

ft̂(x(t̂) + sv̂)− ft̂(x(t̂))
s

< β,

pero se observa que K 3 t 7→ ft(x(t)+sv̂)−ft(x(t))
s

es continua, por lo tanto existe V , vecindad
de t̂ en K tal que

ft(x(t) + sv̂)− ft(x(t))
s

< β, ∀t ∈ V,

entonces sigue que dft(x(t); v̂) < β para todo t ∈ V , lo que prueba que K 3 t⇒ epi dft(x(t); ·)
es lsc, y entonces (t, v) 7→ dft(x(t); v) es un Lusin integrand.

Respecto al operador Ef definido en (3.11), se pueden obtener resultados similares a los del
Teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.3 Sea f : T × X → R una función tal que t 7→ f(t, x) es medible para todo
x ∈ X. Sea x ∈ X, suponga que existe ε > 0 y k ∈ L1(T,R+) tal que ft es k(t)-Lipschitz en
Bε(x) para todo t ∈ T y que (t, v) 7→ dft(x; v) es un Lusin integrand, entonces

dEf (x)(v) ≤
∫
T
dft(x)(v)dµ,∀v ∈ X, (3.19)

y
∂Ef (x) ⊂

{∫
T
x∗(t)dµ : x∗ ∈ L1(T,X∗) y x∗(t) ∈ ∂ft(x) µ-a.e.

}
. (3.20)
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Demostración. En efecto, notar que si y ∈ Bε/2(x), v ∈ X y s < ε
2‖v‖ ,∣∣∣∣∣f(t, y + sv)− f(t, y)

s

∣∣∣∣∣ ≤ k(t)‖v‖,

por lo tanto
|dft(x; v)| ≤ ‖v‖k(t) para todo t ∈ T, (3.21)

así que t 7→ dft(x; v) ∈ L1(T ), para todo v ∈ X. Por el lema de Fatou (ver [7, Theorem
2.8.3]), se tiene que

dEf (x; v) = lim sup
s→0+,y→x

∫
T

ft(y + sv)− ft(y)
s

dµ

≤
∫
T

lim sup
s→0+,y→x

ft(y + sv)− ft(y)
s

dµ =
∫
T
dft(x; v)dµ,

y se concluye (3.19). Por otra parte, sea x∗ ∈ ∂Ef (x), sigue que 〈x∗, v〉 ≤ dEf (x; v) para todo
v ∈ X, luego, por (3.19) se tiene que

〈x∗, v〉 ≤
∫
T
dft(x; v)dµ,∀v ∈ X.

Si se define g : (t, v) 7→ dft(x; v), entonces 〈x∗, v〉 ≤ Eg(v),∀v ∈ X, entonces como Eg(0) = 0,
x∗ ∈ ∂0Eg(0). Además, por hipótesis se tiene que g es un Lusin integrand, además gt es
convexa para todo t ∈ T y por (3.21) sigue que |g(t, v)| ≤ k(t)‖v‖, por lo tanto, por el
Teorema 3.3.10,

∂0Eg(0) =
∫
T
∂0gt(0)dµ

=
{∫

T
y∗(t)dµ : y∗ ∈ L1(T,X) y y∗(t) ∈ ∂0gt(0) µ-c.t.p.

}
=
{∫

T
y∗(t)dµ : y∗ ∈ L1(T,X) y y∗(t) ∈ ∂ft(x) µ-c.t.p.

}
,

pues domEg = X por (3.21) y ∂0gt(0) = ∂ft(x) para todo t ∈ T , así que se concluye
(3.20).

Observación 3.4.4 Cuando f es convexa, para que (t, v) 7→ dft(x; v) sea un Lusin integrand
y t 7→ f(t, x) sea medible para todo x ∈ X, basta que f sea un Lusin integrand y ft es lsc
para todo t ∈ T .
Otra observación importante trata acerca de la caracterización total del subdiferencial de
Clarke y bajo que condición se cumple.

Observación 3.4.5 Una función f : T × X → R localmente lipschitz en x se dice regular
en x si dft(x; v) = f ′t(x; v) = limλ→0+

ft(x+λv)−ft(x)
λ

para todo t ∈ T y para todo v ∈ X. Una
aplicación directa del lema de Fatou permite concluir que si bajo las hipótesis del Teorema
3.4.1 y si ft es regular en x(t) para todo t ∈ T entonces la desigualdad (3.17) y la inclusión
(3.18) se convierten en igualdades. De igual manera, bajo las hipótesis del Teorema 3.4.3 y si
ft es regular en x para todo t ∈ T , entonces la desigualdad (3.19) y la inclusión (3.20) llegan
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a ser igualdades.

3.5. Un problema de Cálculo de Variaciones
En esta sección, se considera un espacio de Asplund X, tal que X satisface la propiedad de
Radon-Nikodym y el siguiente problema de cálculo de variaciones

min `(x(a), x(b)) +
∫ b

a
f(t, x(t), ẋ(t))dt (3.22)

x ∈ AC1,p([a, b], X), (x(a), x(b)) ∈ S.

Este problema se ha estudiado en [16, Theorem 5.22] y en un contexto más general en [15,
Chapter 18], pero en ambos ha sido tratado cuando X es un espacio de dimensión finita. Se
considerará p ∈ (1,∞), S ⊂ X ×X es un conjunto cerrado no vacío, ` : X ×X → R es una
función localmente Lipschitz y f : [a, b]×X ×X → R es un Lusin integrand tal que f(t, ·, ·)
es k(t)-Lipschitz, donde k ∈ Lq([a, b]) con 1/p+ 1/q = 1, por ende k ∈ L1([a, b]). El objetivo
es entregar condiciones de optimalidad para dicho problema.

Se dirá que x es solución local de un problema de optimización min{L(y) : y ∈ Y } (con Y
Banach) si existe ε > 0 tal que L(x) ≤ L(y) para todo y ∈ Bε(x).

La siguiente proposición muestra que se puede remover la condición inicial y final del problema
(3.22) considerando un problema penalizado.

Proposición 3.5.1 Considerando el problema anterior, x es solución local del problema
(3.22), si y sólo si, (x(a), x(b)) ∈ S y existe K > 0 tal que para todo n ∈ N con n > K, x es
solución local del siguiente problema

min `(x(a), x(b)) +
∫ b

a
f(t, x(t), ẋ(t))dt+ n · d((x(a), x(b));S) (3.23)

x ∈ AC1,p([a, b], X).

Demostración. Se define

J(x) := `(x(a), x(b)) +
∫ b

a
f(t, x(t), ẋ(t))dt,

y
Jn(x) := `(x(a), x(b)) +

∫ b

a
f(t, x(t), ẋ(t))dt+ n · d((x(a), x(b));S).

Si x es una solución local del problema (3.22) entonces J(x) ≤ J(y) para todo y punto factible
del problema (3.22) y ‖y− x‖AC1,p ≤ ε para algún ε > 0. Dado que ` es localmente lipschitz,
existe δ > 0 y M > 0 tal que

|`(z, w)− `(u, v)| ≤M(‖z − u‖+ ‖w − v‖), ∀(z, w), (u, v) ∈ Bδ((x(a), x(b))).

Se toma K := M + ‖k‖1
(
1 + 1

b−a

)
. Se procede por contradicción, luego existe i ∈ N con

i > K y una secuencia (xni ) ⊂ AC1,p([a, b], X) tal que Ji(xni ) < Ji(x) = J(x) para todo
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n ∈ N, y lim
n→∞

‖xni − x‖AC1,p = 0. Para todo n ∈ N, se puede encontrar (µn, σn) ∈ S tal que

‖µn − xni (a)‖+ ‖σn − xni (b)‖ ≤ d((xni (a), xni (b));S) + εn,

donde εn = min{J(x)−Ji(xni )
2K , 1

n
}. Para n ∈ N, se considera la función

yn(t) := xni (t) + t− a
b− a

(σn − xni (b)) + b− t
b− a

(µn − xni (a)).

Es fácil ver que yn ∈ AC1,p([a, b], X), yn(a) = µn y yn(b) = σn y entonces (yn(a), yn(b)) ∈ S.
También, se tiene que

max{‖yn − xni ‖∞, ‖ẏn − ẋni ‖∞} ≤ ‖σn − xni (b)‖+ ‖µn − xni (a)‖
≤ d((xni (a), xni (b));S) + εn.

Es claro que existe N ∈ N tal que max{‖yn − x‖∞, ‖yn − xni ‖∞} ≤ min{ε, δ} para todo
n ≥ N . Ahora, para n ≥ N se puede hacer la siguiente estimación

J(yn)− J(xni ) = `(yn(a), yn(b))− `(xni (a), xni (b))

+
∫ b

a
f(t, yn(t), ẏn(t))− f(t, xni (t), ẋni (t))dt

≤ M(‖σn − xni (b)‖+ ‖µn − xni (a)‖)

+
∫ b

a
k(t)(‖yn(t)− xni (t)‖+ ‖ẏn(t)− ẋni (t)‖)dt

= M(‖σn − xni (b)‖+ ‖µn − xni (a)‖)

+(‖σn − xni (b)‖+ ‖µn − xni (a)‖)
∫ b

a
k(t)

(
t− a
b− a

+ 1
b− a

)
dt

≤ (‖σn − xni (b)‖+ ‖µn − xni (a)‖)
(
M + ‖k‖1

(
1 + 1

b− a

))
,

y esto muestra que si n ≥ N , J(yn) ≤ J(xni )+K(‖µn−xni (a)‖+‖σn−xni (b)‖), y como yn es un
punto factible para el problema (3.22) entonces J(x) ≤ J(xni )+K(‖µn−xni (a)‖+‖σn−xni (b)‖)
para todo n ≥ N y se obtiene que

J(x) ≤ J(xni ) +K(d((xi(a), xi(b));S) + εn) ≤ Ji(xni ) + J(x)− Ji(xni )
2 < J(x),

lo que es una contradicción. La implicación opuesta es directa.

Ahora, se sabe que x ∈ AC1,p([a, b], X) si y sólo si existe y ∈ Lp([a, b], X) tal que x(t) =
x(a) +

∫ t
a y(s)ds en [a, b] (Teorema 1.3.27). Luego, se puede considerar el conjunto

A :=
{

(u, x, y) ∈ X × Lp([a, b], X)2 : x(t) = u+
∫ t

a
y(s)ds, ∀t ∈ [a, b]

}
.

Entonces se tiene la siguiente proposición,

Proposición 3.5.2 x es una solución local del problema (3.23) si y solo si (x(a), x, ẋ) es una
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solución local del siguiente problema

min `(x(a), x(b)) +
∫ b

a
f(t, x(t), y(t))dt+ n · d((x(a), x(b));S) (3.24)

(u, x, y) ∈ A.

donde n > K, con K > 0 dado por la Proposición 3.5.1.

Demostración. Sea

W (u, x, y) := `(x(a), x(b)) +
∫ b

a
f(t, x(t), y(t))dt+ n · d((x(a), x(b));S).

Haciendo uso de la notación de la demostración de la Proposición 3.5.1, si x es una solución
local del problema (3.23), entonces existe ε > 0 tal que Jn(x) ≤ Jn(y) para todo y ∈
AC1,p([a, b], X) con ‖y− x‖AC1,p ≤ ε donde n > K con K > 0 dado por la Proposición 3.5.1,
luego, si (u, z, y) ∈ A, entonces z(t) = u +

∫ t
a y(s)ds para todo t ∈ [a, b], luego u = z(a) y

además y(t) = ż(t) para todo t ∈ [a, b] y por tanto z ∈ AC1,p([a, b], X), por el Lema 1.3.29,
se sabe que existe C > 0 (que sólo depende de a, b y p) tal que ‖z − x‖p ≤ C‖z − x‖AC1,p ,
luego

‖(u, z, y)− (x(a), x, ẋ)‖ = ‖u− x(a)‖+ ‖z − x‖p + ‖y − ẋ‖p
= ‖z(a)− x(a)‖+ ‖z − x‖p + ‖ż − ẋ‖p
= ‖z − x‖AC1,p + ‖z − x‖p
≤ (C + 1)‖z − x‖AC1,p .

Luego, si ‖(u, z, y) − (x(a), x, ẋ)‖ ≤ ε implica que ‖z − x‖AC1,p ≤ ε entonces W (u, z, y) =
Jn(z) ≥ Jn(x) = W (x(a), x, ẋ) lo que prueba que (x(a), x, ẋ) es solución local de (3.24).
Recíprocamente, si (x(a), x, ẋ) es solución local de (3.24), entonces existe ε > 0 tal que
W (x(a), x, ẋ) ≤ W (u, z, y) donde ‖(u, z, y)− (x(a), x, ẋ)‖ ≤ ε, luego, si ‖w − x‖AC1,p ≤ ε

C+1 ,
entonces ‖(w(a), w, ẇ)− (x(a), x, ẋ)‖ ≤ ε, y Jn(x) = W (x(a), x, ẋ) ≤ W (w(a), w, ẇ) = Jn(w)
lo que prueba que x es solución local de (3.23).

El siguiente Lema caracteriza el cono normal limiting del conjunto A definido anteriormente.

Lema 3.5.3 Si (u∗, x∗, y∗) ∈ NA(u, x, y) con (u, x, y) ∈ A, entonces

y∗(t) = −
∫ b

t
x∗(s)ds para todo t ∈ [a, b]

y y∗(a) = u∗ = −
∫ b
a x
∗(s)ds.

Demostración. Es fácil ver que A es un conjunto convexo y cerrado, luego si (u∗, x∗, y∗) ∈
NA(u, x, y) entonces 〈(u∗, x∗, y∗), (u, x, y)〉 ≥ 〈(u∗, x∗, y∗), (u′, x′, y′)〉 para todo (u′, x′, y′) ∈ A
(ver [39, Proposition 6.6]). Entonces,

〈u∗, u− u′〉 ≥
∫ b

a
〈x∗(t), x′(t)− x(t)〉dt+

∫ b

a
〈y∗(t), y′(t)− y(t)〉dt,

pero se tiene que x(t) = u +
∫ t
a y(s)ds y x′(t) = u′ +

∫ t
a y
′(s)ds para todo t ∈ [a, b], y por lo
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tanto se obtiene que

〈u∗ +
∫ b

a
x∗(t)dt, u− u′〉 ≥

∫ b

a

d

dt
〈−

∫ b

t
x∗(s)ds,

∫ t

a
y′(s)− y(s)ds〉dt

+
∫ b

a
〈y∗(t) +

∫ b

t
x∗(s)ds, y′(t)− y(t)〉dt

=
∫ b

a
〈y∗(t) +

∫ b

t
x∗(s)ds, y′(t)− y(t)〉dt,

donde la última igualdad es gracias al Teorema Fundamental del Cálculo. Ahora, notar que
la desigualdad

〈u∗ +
∫ b

a
x∗(t)dt, u− u′〉 ≥

∫ b

a
〈y∗(t) +

∫ b

t
x∗(s)ds, y′(t)− y(t)〉dt

se tiene para todo u′ ∈ X y y′ ∈ Lp([a, b], X), y entonces se puede concluir que y∗(t) =
−
∫ b
t x
∗(s)ds y u∗ = −

∫ b
a x
∗(t)dt.

El siguiente resultado muestra la condición de optimalidad para el problema (3.22).

Teorema 3.5.4 Sea x una solución local del problema (3.22), entonces existe p ∈ AC1,q([a, b], X∗)
tal que

(ṗ, p) ∈ ∂If (x, ẋ)

y
(p(a),−p(b)) ∈ ∂`(x(a), x(b)) +NS(x(a), x(b)).

Demostración. Primero que todo, notar que, para n > K, el problema (3.24) puede ser
reescrito como

min (` ◦ Φ)(u, x, y) + If (u, x, y) + (n · d(·;S) ◦ Φ)(u, x, y) + δA(u, x, y) (3.25)
(u, x, y) ∈ X × Lp([a, b], X)× Lp([a, b], X).

Donde Φ: (u, x, y) 7→ (u, u+
∫ b
a y(s)ds) y If : (u, x, y) 7→

∫ b
a f(t, x(t), y(t))dt. Por [17, Corollary

3, p. 100], se tiene que Lp([a, b], X) es un espacio de Asplund. Ahora, si x es una solución de
(3.22), por los resultados anteriores se tiene que z := (x(a), x, ẋ) es una solución de (3.25),
luego por la Proposición 1.2.13 se tiene que

(0, 0, 0) ∈ ∂(` ◦ Φ + If + n · d(·;S) ◦ Φ + δA)(z)
⊂ ∂(` ◦ Φ)(z) + ∂If (z) + ∂((n · d(·;S)) ◦ Φ)(z) + ∂δA(z),

donde se ocupa la regla de la suma (ver Teorema 1.2.12). Por la regla de la cadena (ver [39,
Theorem 6.23 & Proposition 6.14 (a)]) se tiene que ∂(`◦Φ)(z) ⊂ Φ∗∂`(Φ(z)), y similarmente,
gracias a la Proposición 1.2.11 se obtiene que

∂((nd(·;S)) ◦ Φ)(z) ⊂ Φ∗∂(nd(·;S))(Φ(z)) = Φ∗(n∂d(·;S)(Φ(z))) ⊂ Φ∗NS(Φ(z)).

Por lo tanto, como se tiene que ∂If (z) ⊂ ∂If (z) (Proposición 1.2.16), entonces

(0, 0, 0) ∈ Φ∗∂`(Φ(z)) + ∂If (z) + Φ∗NS(Φ(z)) +NA(z).
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Dado que If no depende de la variable u, se tiene que ∂If (z) = {0} × ∂If (x, ẋ). Por otro
lado, se tiene que Φ∗(u∗, v∗) = (u∗+v∗, 0, v∗). Luego, existe (u∗1, v∗) ∈ ∂`(Φ(z)), (u∗2, x∗, y∗) ∈
NA(z), y (u∗3, w∗) ∈ NS(Φ(z)) tal que

−Φ∗(u∗1, v∗)− (u∗2, x∗, y∗)− Φ∗(u∗3, w∗) ∈ ∂If (z)
−(u∗1 + v∗, 0, v∗)− (u∗2, x∗, y∗)− (u∗3 + w∗, 0, w∗) ∈ ∂If (z)
(−u∗1 − v∗ − w∗ − u∗2 − u∗3,−x∗,−v∗ − w∗ − y∗) ∈ {0} × ∂If (x, ẋ),

entonces u∗1 + v∗ +w∗ + u∗2 + u∗3 = 0. Por el Lema (3.5.3), se tiene que y∗(t) = −
∫ b
t x
∗(s)ds y

u∗2 = −
∫ b
a x
∗(s)ds. Se define p(t) := u∗1 + u∗2 + u∗3 +

∫ b
t x
∗(s)ds, entonces ṗ(t) = −x∗(t) y

p(t) = u∗1 + u∗2 + u∗3 +
∫ b

t
x∗(s)ds = −v∗ − w∗ − y∗,

y se concluye que (ṗ, p) ∈ ∂If (x, ẋ). Finalmente, se puede ver que

(p(a),−p(b)) = (u∗1 + u∗2 + u∗3 +
∫ b

a
x∗(s)ds,−u∗1 − u∗2 − u∗3)

= (u∗1 + u∗2 + u∗3 +
∫ b

a
x∗(s)ds, v∗ + w∗)

= (u∗1 + u∗3, v
∗ + w∗)

= (u∗1, v∗) + (u∗3, w∗)
∈ ∂`(Φ(z)) +NS(Φ(z)) = ∂`(x(a), x(b)) +NS(x(a), x(b)),

y se finaliza la demostración.

Corolario 3.5.5 Suponga que f cumple las hipótesis del Teorema 3.4.1. Entonces, si x es una
solución local del problema (3.22), existe una función absolutamente continua p : [a, b]→ X∗

tal que
(ṗ(t), p(t)) ∈ ∂f(t, x(t), ẋ(t)) t-c.t.p.

y
(p(a),−p(b)) ∈ ∂`(x(a), x(b)) +NS(x(a), x(b))

Demostración. Esto es una consecuencia directa del Teorema 3.5.4 y la inclusión (3.18) del
Teorema 3.4.1.

3.6. Aplicación al Sweeping Process
El sweeping process es una inclusión diferencial de primer orden que involucra el cono normal
de un conjunto convexo cerrado que depende del tiempo. Fue introducido por J.J. Moreau
como un modelo de elastoplasticidad en mecánica (see [36, 37, 35]). En su forma más simple,
consiste en encontrar una solución absolutamente continua x : [a, b] → H de la siguiente
inclusión diferencial: {

ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) c.t.p. t ∈ [a, b],
x(a) = x0 ∈ C(a).

(3.26)
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Sin embargo, debido a la presencia del cono normal, la definición anterior requiere implíci-
tamente que x(t) ∈ C(t) para todo t ∈ [a, b]. Entonces, para que el sweeping process admita
una solución en el sentido anterior, se requieren algunas propiedades de continuidad sobre la
multifunción C. En este contexto, el primer resultado sobre la existencia de soluciones para
el sweeping process (3.26) (ver [36]) requiere que

Haus(C(t), C(s)) ≤ κ|t− s| t, s ∈ [a, b], (3.27)

donde κ ≥ 0 y Haus(A,B) es la distancia de Hausdorff entre los conjuntos cerrados A y B.
Debido a intereses prácticos en problemas de mecánica, donde saltos y colisiones pueden
ocurrir (ver, e.g., [34, 9, 52]), se han extendido las nociones de solución al caso donde las
discontinuidades en la multifunción C son permitidas (típicamente de variación acotada). En
esta sección, se estudiarán dos nociones de soluciones en el contexto discontinuo y se probará
que ambas nociones son equivalentes con hipótesis bastante generales.
En lo que sigue, H será un espacio de Hilbert. La primera definición está basada en [53] y es
la noción de solución más utilizada.

Definición 3.6.1 Se dice que x : [a, b] → H es una solución en el sentido de medidas dife-
renciales del sweeping process (3.26) si

(a) El mapeo x(·) es de variación acotada en [a, b], continuo a la derecha, y satisface x(a) =
x0 y x(t) ∈ C(t) para todo t ∈ [a, b].

(b) Existe una medida de Radon ν con respecto a la cual la medida diferencial dx de x(·)
es absolutamente continua con dx

dν
(·) ∈ L1

ν([a, b];H) y

dx

dν
(t) ∈ −NC(t)(x(t)) ν-c.t.p. t ∈ [a, b].

Ahora, se define la noción de “solución integral”, la cual está basada en [26, 27] (ver también
[41]).

Definición 3.6.2 Se dice que x : [a, b] → H es una solución integral del sweeping process
(3.26) si

(a) El mapeo x(·) es de variación acotada en [a, b], continua a la derecha, y satisface x(a) =
x0 y x(t) ∈ C(t) para todo t ∈ [a, b].

(b) Existe una medida de Radon positiva ν con respecto a la cual la medida diferencial dx
de x(·) es absolutamente continua con dx

dν
(·) ∈ L1

ν([a, b];H) y para todo y ∈ C([a, b], H)
con y(t) ∈ C(t) ν-c.t.p. t ∈ [a, b]:

∫ b

a

〈
dx

dν
(t), y(t)− x(t)

〉
dν ≥ 0.

Se observa que la equivalencia entre ambas definiciones no es trivial. En efecto, por un lado,
la definición 3.6.2 requiere la existencia de selecciones continuas de C, las cuales no necesaria-
mente existen. Por otro lado, la definición 3.6.1 está basada en una caracterización puntual
del cono normal.
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El siguiente resultado muestra, como una consecuencia del Teorema 3.1.4, la equivalencia
entre estas dos definiciones para una multifunción C : [a, b]⇒H que toma valores convexos,
cerrados, no vacíos y acotados.

Teorema 3.6.3 Sea C : [a, b]⇒H una multifunción que cumple (3.27), que toma valores
convexos, cerrados, no vacíos y acotados. Entonces, x(·) es una solución integral si, y sólo si
x(·) es una solución en el sentido de medidas diferenciales.

Demostración. Por un lado, si x(·) es una solución en el sentido de medidas diferenciales
(Definición 3.6.1), es suficiente integrar la función 〈dx

dν
(·), y(·) − x(·)〉 en [a, b], para toda

función y ∈ C([a, b], H) que cumple que y(t) ∈ C(t) ν-c.t.p., y luego concluir que x(·) es una
solución integral.
Por otro lado, sea x : [a, b] → H una solución integral, i.e., para todo y ∈ C([a, b], H) con
y(t) ∈ C(t) ν-c.t.p. t ∈ [a, b]:

∫ b

a

〈
dx

dν
(t), y(t)− x(t)

〉
dν ≥ 0

Entonces, se tiene que

β := inf
{∫ b

a

〈
dx

dν
(t), y(t)− x(t)

〉
+ δC(t)(y(t))dν : y ∈ C([a, b], H)

}
≥ 0.

Ahora, se define

ft(y) :=
〈
dx

dν
(t), y − x(t)

〉
+ δC(t)(y).

Es posible probar que f es un Lusin integrand. En efecto, sea A ∈ L([a, b]) y ε > 0, se puede
escoger un conjunto compacto K ⊂ A con ν(A\K) < ε tal que dx

dν
: K → H y x : K → H son

continuas (Corolario 1.3.13). Entonces, K ×X 3 (t, y) 7→
〈
dx
dν

(t), y − x(t)
〉
es continua, por

lo tanto, esta es un función de Scorza-Dragoni. También, se observa que para todo t ∈ [a, b],
epi δC(t) = C(t)×[0,∞) y como C es lsc (ver [38, Proposition 6.1.37]), se tiene que t⇒ epi δC(t)
es lsc, entonces por 3.2.6, K 3 t⇒ epi ft es lsc. Por el Teorema 3.1.4, existe una secuencia
creciente de compactos (Kn)n∈N tal que

βn := inf
{∫

Kn
ft(φ(t))dν : φ ∈ C(Kn, H)

}
=
∫
Kn

inf
y∈H

ft(y)dν,

con ν([a, b] \ (⋃Kn)) = 0. Para todo n ∈ N, existe φn ∈ C(Kn, H) tal que

βn + 1
n
≥
∫
Kn
ft(φn(t))dν,

lo que implica que φn(t) ∈ C(t) ν-c.t.p. t ∈ Kn. Sin perdida de generalidad se puede asumir
que φn(t) ∈ C(t) para todo t ∈ Kn (si no, reducir el compacto usando que ν es una medida
de Radon). Si Un(t) := {x ∈ H : ‖φn(t)− x‖ < 1/n}, se considera la multifunción

M̂n : t⇒

Un(t) si t ∈ Kn,

H si t /∈ Kn,
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que tiene grafo abierto y M̂n(t) ∩ C(t) 6= ∅ para todo t ∈ [a, b]. Entonces, en virtud de [38,
Proposition 6.1.24], la multifunción M̂n ∩ C es lsc. Por [38, Proposition 6.1.19], se tiene que
Mn(t) := cl(M̂n(t) ∩ C(t)) es lsc y

Mn : t⇒

cl(Un(t) ∩ C(t)) si t ∈ Kn,

C(t) si t /∈ Kn.

Es claro queMn toma valores convexos, cerrados y no vacíos. Entonces, por el Teorema 1.4.7,
se obtiene una selección continua deMn, denotada por ϕn que satisface: ‖ϕn(t)−φn(t)‖ ≤ 1/n
para todo t ∈ Kn y ϕn(t) ∈ C(t), ∀t ∈ H. Ahora, se observa que∫

Kn
ft(φn(t))dν =

∫ b

a
ft(ϕn(t))dν +

∫
Kn
ft(φn(t))− ft(ϕn(t))dν

−
∫

[a,b]\Kn
ft(ϕn(t))dν

≥ β +
∫
Kn
ft(φn(t))− ft(ϕn(t))dν −

∫
[a,b]\Kn

ft(ϕn(t))dν.

Además, por una parte∣∣∣∣∫
Kn
ft(φn(t))− ft(ϕn(t))dν

∣∣∣∣ ≤ ∫
Kn
|ft(φn(t))− ft(ϕn(t))|dν

=
∫
Kn

∣∣∣∣∣
〈
dx

dν
(t), φn(t)− ϕn(t)

〉∣∣∣∣∣ dν
≤ 1

n

∫ b

a

∥∥∥∥∥dxdν (t)
∥∥∥∥∥ dν.

y por otra parte,∣∣∣∣∣
∫

[a,b]\Kn
ft(ϕn(t))dν

∣∣∣∣∣ ≤
∫

[a,b]\Kn
|ft(ϕn(t))|dν

=
∫

[a,b]\Kn

∣∣∣∣∣
〈
dx

dν
(t), ϕn(t)− x(t)

〉∣∣∣∣∣ dν
≤

∫
[a,b]\Kn

∥∥∥∥∥dxdν (t)
∥∥∥∥∥ · ‖ϕn(t)− x(t)‖dν ≤ R

∫
[a,b]\Kn

∥∥∥∥∥dxdν (t)
∥∥∥∥∥ dν,

donde R > 0 satisface que supt∈[a,b] diam(C(t)) ≤ R. Tal R existe, pues C toma valores
acotados, y la hipótesis (3.27) permite probar que C tiene valores uniformemente acotados.
Por lo tanto, para todo n ∈ N,

βn + 1
n
≥ β − 1

n

∫ b

a

∥∥∥∥∥dxdν (t)
∥∥∥∥∥ dν −R

∫
[a,b]\Kn

∥∥∥∥∥dxdν (t)
∥∥∥∥∥ dν.

Entonces, si n→∞, se obtiene que lim infn→∞ βn ≥ β. Además,

lim inf
n→∞

βn = lim inf
n→∞

∫
Kn

inf
y∈H

ft(y)dν = lim
n→∞

∫
Kn

inf
y∈H

ft(y)dν =
∫ b

a
inf
y∈H

ft(y)dν,
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donde fue usado el Teorema 1.3.5, dado que t 7→ infy∈H ft(y) es integrable. Por lo tanto,
∫ b

a
inf
y∈H

f(t, y)dν ≥ β ≥ 0.

Finalmente, como infy∈H f(t, y) ≤ 0 ν-c.t.p. t ∈ [a, b] (porque x(t) ∈ C(t) ν-c.t.p.. t ∈ [a, b]),
se concluye que infy∈H f(t, y) ≥ 0 ν-c.t.p. t ∈ [a, b], lo que prueba que x(·) es una solución
en el sentido de medidas diferenciales.

Observación 3.6.4 La condición (3.27) se puede relajar. En efecto, por un lado, se puede
pedir que exista una función r : [a, b]→ R absolutamente continua tal que Haus(C(t), C(s)) ≤
|r(t) − r(s)| para todo t, s ∈ [a, b]. También se puede cambiar pidiendo que t 7→ C(t) sea
continua respecto a la distancia de Hausdorff y intC(t) 6= ∅ para todo t ∈ [a, b]. Ambas
condiciones garantizan que el problema expuesto en la Definición 3.6.1 tiene solución (ver
[29, Theorem 8 & Theorem 9]) y el Teorema 3.6.3 se cumple.
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Conclusiones

En esta tesis, se obtuvieron resultados muy satisfactorios que generalizaron los trabajos
que se tenían como motivación previa. Por un lado, el Teorema 2.0.5 nos da una basta carac-
terización de multifunciones medibles a partir de los minimizadores de un normal integrand
C∞, que gracias a las propiedades de la multifunción, cumple propiedades de convexidad,
continuidad débil y además sus derivadas están acotadas por polinomios. Esto fue útil para
deducir la existencia de aproximaciones suaves (Corolario 2.1.1) tanto para multifunciones
como también para normal integrands (Corolario 2.1.2 y Teorema 2.1.3). Estos resultados,
además, sirvieron para dar aplicaciones en problemas de optimización, como muestran los
ejemplos 2.3.1 y 2.3.2, los cuales consisten en representar conjuntos factibles de problemas de
optimización que involucran multifunciones como conjunto de nivel o subnivel de una función
suave, gracias a los resultados previos mostrados en el capítulo.

Por otro lado, se demostró una fórmula de intercambio integral sobre espacios de funciones
continuas a valores en un espacio de Banach general, extendiendo este resultado que sólo se
conocía sobre espacios de Banach separables y específicamente en espacios descomponibles.
Se logró extender la fórmula de la conjugada de Fenchel de un funcional integral a espacios
de Banach no separables cuando este se define sobre un espacio descomponible, consideran-
do una clase de integrands más reducida, que son los integrands admisibles, cuya definición
depende de una clase más grande, que son los integrand de Lusin. Esta clase de funciones
permitía superar el obstáculo de no tener selecciones medibles de conjuntos de subnivel del
integrand, para el caso de un normal integrand en un espacio no separable, que impedía
extender directamente el caso separable al caso general. En esta búsqueda de selecciones me-
dibles, se demostró un resultado de selección para multifunciones admisibles de un espacio
de medida (con estructura de espacio métrico) a un Banach cualquiera (Corolario 3.2.16). Se
detalló el caso particular de la fórmula de la conjugada, cuando el funcional se define sobre
espacios de funciones p-integrables (donde p ∈ [1,∞]) a valores en un Asplund sin hipótesis
de separabilidad, en este caso, se obtuvo una fórmula para el ε-subdiferencial del funcional
integral (ε ≥ 0), también se estudia el caso en donde el funcional integral se define sobre
funciones constantes, es decir, resulta ser una función sobre el espacio X (como muestra
(3.11)). Las aplicaciones de estos resultados, por una parte, muestran una desigualdad pa-
ra la subderivada de Clarke del funcional integral, que permite obtener una descripción del
subdiferencial de Clarke del funcional. Con el resultado anterior, se muestra una condición
de optimalidad para un problema de cálculo de variaciones. Finalmente, gracias a la fórmu-
la de intercambio integral, se demuestra que la formulación clásica del sweeping process es
equivalente a la formulación integral del mismo problema.

Como trabajo futuro, respecto a los resultados obtenidos en el Capítulo 2, se podría inten-
tar regularizar algún problema de control óptimo ocupando el Teorema 2.1.3 o el Corolario
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2.1.4 para probar existencia de soluciones a esos problemas. En el estudio de la fórmula de
la conjugada de Fenchel, surgieron varias preguntas que aún están abiertas, principalmente
acerca de la clase de integrands para los cuales la fórmula es válida. En efecto, no es claro
si la clase de integrands admisibles está estrictamente contenida en la clase de integrands de
Lusin que son lsc puntualmente, o si en algún caso son iguales (en el caso separable esto está
resuelto gracias a la Proposición 3.2.10), pero esto puede resultar difícil de comprobar, por
lo que sería más útil ver si el Teorema 3.2.15 se sigue cumpliendo para Lusin integrands que
son lsc puntualmente. También sería prudente estudiar qué tan lejanas están estas clases de
funciones de la noción de normal integrand en el caso general, pues esta clase es mucho más
versátil de trabajar. Con respecto al subdiferencial de Clarke del funcional integral, queda
por explorar un poco más si las hipótesis exigidas en el Teorema 3.4.1 pueden relajarse, pues
comprobar que la subderivada de Clarke sea un Lusin integrand puede resultar complicado.
Sobre el problema de cálculo de variaciones que se presenta en (3.22), es posible hacer un
intento de debilitar aún más las hipótesis sobre la continuidad de las funciones que definen
la función objetivo, por ejemplo, ver como cambia la condición de optimalidad si es que sólo
se asume que el integrand f es localmente Lipschitz, hipótesis que usualmente es asumida en
problemas de este estilo (ver e.g. [15, Theorem 18.1]).
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Normal integrand, 24
prox-acotado, 41

p-w-usc, 27
Partición de la unidad, 4
Propiedad de Radon-Nikodym, 20

Scorza-Dragoni, 57
Selección medible, 24
Subdiferencial, 10

convexo, 10
de Clarke, 11
de Fréchet, 10
limiting, 10

Sweeping process, 84

Topología débil, 6
Topología débil∗, 6
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