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CONDICIONES DE OPTIMALIDAD PARA LA PROGRAMACIÓN
CÓNICA CON RESTRICCIONES DE COMPLEMENTARIEDAD

El principal proposito de esta tesis es estudiar la generalización cónica a los proble-
mas MPCC, denominados CMPCC (Conic Mathematical Programs with Complementarity
Constraints). Debido a la dificultad para calificar los puntos en estos problemas (e.g., la ca-
lificación de restricciones de Robinson no se cumple en ningún punto factible), es necesario
formular nuevos conceptos y definiciones de puntos estacionarios, con los cuales se pueden
escribir condiciones de optimalidad duales. A partir de los resultados existentes para MPCC
y con recientes resultados expuestos para el cono de las matrices semidefinidas y el cono
de segundo orden, se presentan definiciones generales, junto con nuevas nociones de puntos
faciales. Finalmente, se estudia la relación entre las distintas nociones. Por el otro lado, usan-
do uno de los resultados de Chi Ngoc Do, se estudia la relación entre el cono tangente del
cono de complementariedad con el subdiferencial de la segunda subderivada de la funcion
indicatriz. Adicionalmente, a conocimiento del autor, se define por primera vez la segunda
subderivada parabólica. Así, a partir de una nueva versión del teorema de Do, se estudia
la relación entre el conjunto tangente de segundo orden del cono de complementariedad y
el subdiferencial de la segunda subderivada parabólica. Finalmente, se presenta una nueva
calificación de restricción facial con la cual se pueden escribir condiciones de optimalidad
primales.
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ON OPTIMALITY CONDITIONS FOR NONLINEAR CONIC
PROGRAMMING WITH COMPLEMENTARITY CONSTRAINTS

The main purpose of this thesis is to study the conic generalization of MPCC pro-
blems, called Conic Mathematical Programs with Complementarity Constraints (CMPCC).
Due to the difficulty in qualifying the points in these problems (e.g., the Robinson constraint
qualification does not hold at any feasible point), it is necessary to formulate new concepts
and definitions of stationary points with which dual optimality conditions can be written.
Building on existing results for MPCC and recently reported results for the cone of semide-
finite matrices and the second-order cone, general definitions are presented, along with new
notions of facial points. Finally, the relationship between all of them is studied. On the other
hand, using one of Chi Ngoc Do’s results, the relationship between the tangent cone of the
complementarity cone with the subdifferential of the second subderivative of the indicator
function is studied. Additionally, to the author’s knowledge, the second parabolic subderiva-
tive is defined for the first time. Thus, from a new version of Do’s theorem, the relationship
between the second order tangent set of the complementarity cone and the subdifferential of
the second parabolic subderivative is studied. Finally, a new facial constraint qualification is
presented with which primal optimality conditions can be written.
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Introducción

La programación con restricciones de complementariedad (MPCC por sus siglas en
inglés) consta de problemas de optimización finito dimensionales en los cuales la restricción
toma la forma

G(x) ≥ 0, H(x) ≥ 0, G(x)>H(x) = 0,

con G,H : Rn → Rm funciones de clase C2. La complementariedad en la restricción provoca
dificultades a la hora de trabajar con estos problemas, e.g., la calificación de restricciones de
Mangasarian-Fromovitz no se cumple en ningún punto factible [1, 2]. Dado lo anterior, diver-
sos autores han contribuido para reformular los problemas MPCC obteniendo, por ejemplo,
nuevos y diferentes conceptos para puntos estacionarios. En las últimas dos décadas el pro-
blema MPCC ha sido profundamente estudiado, tanto desde el ámbito teórico [3, 4, 2, 5, 6, 7]
como el numérico [6, 8].

El principal foco de esta tesis consiste en estudiar la generalización cónica a los proble-
mas MPCC. Sea E un espacio Euclidiano de producto interno 〈·, ·〉 y norma inducida || · ||
(típicamente E = Rm), y sea K ⊂ E un cono propio con su cono dual K∗ ⊂ E. Entonces
interesa estudiar los problemas de optimización con restricciones del tipo

min
x∈Rn

f(x); s.a. G(x) ∈ K, H(x) ∈ K∗,
〈
G(x), H(x)

〉
= 0.

Estos problemas denominados de programación cónica con restricciones de complementarie-
dad (CMPCC por sus siglas en inglés) han sido objeto de estudio en los últimos años para
elecciones particulares del cono K, por ejemplo, al considerar el cono de las matrices semidefi-
nidas positivas [9, 10, 11], o el cono de segundo orden [12, 13, 14, 15]. Asimismo, al considerar
K = Rn

+, el ortante no negativo, se recupera el problema MPCC.

La relevancia de estudiar los problemas CMPCC recae en su rol y participación en
modelos de ingeniería, equilibrios económicos, juegos multi-level [3, 16], y en equilibrios de
Nash [17]. Estos problemas también guardan gran relación con las condiciones de KKT [18] y
por esto, con los problemas bilevel, incluso cuando estos problemas no son equivalentes (e.g.,
[19, 20, 21]).

La organización de esta tesis es como sigue: En el Capítulo 1 se exponen las bases
matemáticas en las que se fundamenta este trabajo. De este modo, se presentan los princi-
pales resultados en Teoría de Conos, así también herramientas del Análisis Variacional tales
como los elementos de la Geometría Variacional, definiciones para Límite de funciones tanto
univaluadas como multivaluadas, y Generalizaciones de la derivada como la subderivada, el
subdiferencial, la derivada gráfica, entre otras. Finalmente, se presenta el problema a estudiar
junto con sus reformulaciones más recurrentes en la literatura.
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Análogo al resultado en MPCC, en el Capítulo 2 se muestra que la calificación de
restricciones de Robinson no se cumple en ningún punto factible para los problemas CMPCC.
Esto motiva a presentar diferentes definiciones para puntos estacionarios. Luego se recopilan
las principales definiciones de la literatura, y se obtienen nociones para el problema general
CMPCC. Se estudian las relaciones entre las diferentes definiciones. Finalmente se entregan
dos nuevas nociones para puntos estacionarios débiles a partir de conceptos geométricos del
problema. Estas nociones son comparadas con las presentadas anteriormente.

Una de las formulaciones más estudiadas es la cual reemplaza la restricción de comple-
mentariedad por la restricción(

G(x), H(x)
)
∈M dondeM :=

{
(s, s∗) : s ∈ K, s∗ ∈ K∗, 〈s, s∗〉 = 0

}
.

ComoM (o bien, el cono de complementariedad de K) es un conjunto no convexo, la teoría
clásica de optimización con restricciones no es aplicable. En esta línea de análisis no convexo,
en el Capítulo 3 se relaciona el cono tangente de M con el subdiferencial de la segunda
subderivada de la función indicatriz δK, usando uno de los resultados de Do [22, Teo. 3.9].
Además, de acuerdo al estudio realizado, se define por primera vez la segunda subderivada
parabólica. Luego, a través de una extensión del resultado de Do, se caracteriza el conjunto
tangente de segundo orden deM vía el subdiferencial de la segunda subderivada parabólica de
la función δK. En último lugar, se presentan estimaciones para los conos normales asociados a
M. A partir de estos elementos se presentan condiciones de optimalidad de primer y segundo
orden. A modo de conclusión, se hace una síntesis del trabajo, destacando las principales
contribuciones, y se discuten posibles extensiones y generalizaciones a los resultados.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se exponen las nociones, definiciones y resultados básicos que se utilizan
a lo largo de este trabajo. Las demostraciones correspondientes no son entregadas en su
totalidad, y por lo tanto, en cada sección se dan referencias pertinentes para encontrar dichos
resultados.

Debido a que la extensión del problema MPCC que se estudiará corresponde a una
generalización cónica, es importante rescatar los principales resultados relacionado al estudio
de conos. Por esto, en la Sección 1.1 se presentan los principales resultados en Teoría de
Conos. En la Sección 1.2 se introducen las definiciones y resultados provenientes del Análi-
sis Variacional, donde se estudian los conjuntos tangentes y normales, sus propiedades, sus
reglas de cálculo, entre otros. En la Sección 1.3 se muestran los resultados del Análisis Va-
riacional cuando el conjunto a estudiar es un cono. Con base en el Análisis Variacional, en la
Sección 1.4 se introducen nuevas definiciones para límite y convergencia de funciones, tanto
univaluadas como multivaluadas. Estas nociones fundamentales son aplicadas en la Sección
1.5, obteniendo los principales resultados en Diferenciabilidad Generalizada. Finalmente, la
Sección 1.6 entrega una descripción más detallada del problema a estudiar, así como las
principales reformulaciones presentes en la literatura.

La notación utilizada en este trabajo es la usual: B(x, r) denota la bola (abierta) cen-
trada en x con radio r. Para un conjunto C, se denota por intC, riC, clC, bdC, coC, coneC,
a su interior, interior relativo, clausura, frontera, envoltura convexa, y envoltura cónica res-
pectivamente. Se denota por o(t) : R+ → Rm a un mapeo con la propiedad que o(t)/t → 0
cuando t ↓ 0. Para una función f : Rn → R, ∇f(x) denota su gradiente, y ∇2f(x) denota su
Hessiano. En el caso de funciones generales F : Rn → X, su primera y segunda derivada son
denotadas por DF (x) y D2F (x) respectivamente. Para un operador A : X → Y , A∗ : Y → X
denota su operador adjunto.

1.1. Teoría de conos
En esta sección se entregan los principales resultados en Teoría de conos, los cuales

pueden ser encontrados en los trabajos de Barker [23, 24]. En todas las definiciones se con-
siderará que el espacio a trabajar es E, un espacio Euclidiano dotado del producto interno
〈·, ·〉, y su norma inducida || · ||. Estas nociones pueden ser directamente extendidas a espacios
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de Hilbert de dimensión infinita, ver por ejemplo [25]. En primer lugar, es necesario entregar
la definición geométrica de cono.

Definición 1.1.1 (Cono) Se dice que K ⊆ E es un cono si para todo s ∈ K y todo α > 0 se
tiene que

αs ∈ K

Adicionalmente, algunos autores incorporan en la definición de cono que el conjunto K
también sea un conjunto convexo. En este trabajo de ser necesario enfatizar que el cono es
convexo se le dirá cono convexo. También se puede notar que la definición no implica que el
0 pertenezca al cono.

Definición 1.1.2 (Cono puntiagudo) Sea K ⊆ E un cono, se dice que K es puntiagudo si

K ∩ (−K) = {0}.

Análogamente se puede entender que un cono es puntiagudo si el único subespacio
vectorial contenido en el cono, es el espacio trivial dado por {0}. La siguiente definición
engloba estas propiedades deseables en un cono.

Definición 1.1.3 (Cono propio) Se dice que K ⊆ E es un cono propio si es un cono, es
convexo, es cerrado, es puntiagudo y tiene interior no vacío.

A menos que se indique lo contrario, en las propiedades y resultados que serán presen-
tados en este trabajo se asumirá que K es un cono propio. Esto es útil pues la mayoría de los
conos de interés en la programación cónica son propios: los conos poliedrales, el cono de las
matrices semidefinidas positivas, el cono de segundo orden, etc. A continuación, se definen los
conos duales y polares, definiciones importantes debido a su participación en la restricción
de complementariedad.

Definición 1.1.4 Sea K ⊆ E. Se define el cono dual de K y el cono polar de K, denotados
por K∗ y K◦ respectivamente, a los conjuntos

K∗ := {s∗ ∈ E : 〈s, s∗〉 ≥ 0 ∀s ∈ K},
K◦ := {s∗ ∈ E : 〈s, s∗〉 ≤ 0 ∀s ∈ K},

de donde se obtiene inmediatamente que K◦ = −K∗.

Cuando el cono K es tal que K = K∗, el cono recibe el nombre de autodual. Algunos
conos importantes como el ortante no negativo, el cono de las matrices semidefinidas positivas
y el cono de segundo orden, son autoduales. A pesar de que no todos los conos propios cumplen
esto, la siguiente proposición muestra cómo el cono dual de un cono propio sigue manteniendo
estas buenas propiedades.

Proposición 1.1.5 Si K es un cono propio, entonces K∗ también lo es, y además K∗∗ (el
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cono bidual, o el cono dual de K∗) es igual a K.

Una de las definiciones más importantes en la Teoría de Conos es lo que se denomina
“cara”. Por un lado, esta definición tiene alto impacto en el estudio de propiedades geométricas
de los conos (e.g. [26, 27]). Por el otro, ha sido una pieza clave en el estudio de los problemas
de optimización con restricciones cónicas (e.g. [28, 29]). Si bien no existe una definición única
en la literatura, todas son equivalentes a la siguiente definición de cara.

Definición 1.1.6 (Cara) Sea K un cono y sea F ⊆ K. Se dice que F es una cara de K
(denotado por F �K) si

∀s ∈ F, ∀s1, s2 ∈ K tal que s = s1 + s2 =⇒ s1, s2 ∈ F.

Todas las cara de K, desde la cara trivial {0} hasta K mismo, también son conos.
Una subclase de las caras son las llamadas caras expuestas. Su definición permite conocer
explícitamente el conjunto, ya que proviene de una intersección de conjuntos.

Definición 1.1.7 (Cara expuesta) Sea F�K una cara del cono K. Se dice que F es una cara
expuesta de K si se puede escribir como la intersección de K con un hiperplano soportante
dado por s∗ ∈ K∗, i.e.,

F = K ∩ {s∗}⊥.

Claramente toda cara expuesta es una cara. No obstante, la otra implicancia no siempre
es cierta. Esto motiva la siguiente definición que resume aquellos conos donde esto sí se
cumple.

Definición 1.1.8 (Cono facialmente expuesto) Se dice que el cono K es facialmente expuesto
si todas sus caras son caras expuestas.

No todos los conos propios son facialmente expuesto. Una revisión de ejemplos de esto
se pueden encontrar en [27]. Al estudiar la factibilidad de problemas con restricciones cónicas,
Lourenço introdujo la noción de función residual facial [30, Def. 16], la cual fue extendida a
funciones residual facial de un paso [31, Def. 3.4]. Esta función muestra cotas de error a la
distancia a una cara expuesta.

Definición 1.1.9 (Función residual facial de un paso) Sea K un cono propio y sea s∗ ∈ K∗.
Una función ψK,s∗ : R+ × R+ → R+ se dice una función residual facial de un paso para K y
s∗ si

1. ψK,s∗ es no negativa y monótona no decreciente en cada argumento.

2. ψK,s∗(0, t) = 0 para todo t ∈ R+.

3. Para todo s ∈ spanK y ε ≥ 0:

d(s,K) ≤ ε, 〈s, s∗〉 ≤ ε =⇒ d(s,K ∩ {s∗}⊥) ≤ ψK,s∗(ε, ||s||).
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Observación Siempre se pueden encontrar funciones residual facial para cualquier cono K
y s∗ ∈ K∗ dados. Más aún, siempre se puede encontrar una de ellas que sea continua [30,
Sec. 3.2].

El concepto de dualidad entre las caras de un conoK y su dualK∗ ha sido profundamente
estudiado (e.g. [32]). A partir del ortogonal de la cara F :

F⊥ := {s∗ ∈ E : 〈s, s∗〉 = 0, ∀s ∈ F},

se definen las caras duales.

Definición 1.1.10 (Cara dual) Sea F �K. Se define la cara dual de F como

FD := K∗ ∩ F⊥.

Cuando se refiere a una cara del cono dual F∗ �K∗, para evitar confusión, se suele denotar
la cara dual de F∗ como

F δ
∗ := K ∩ F⊥∗ .

Observación En esta definición se ha utilizado la notación de Barker para notar la cara
dual. Otros autores denotan ambas caras duales por F∆ y F∆

∗ (e.g. [33]), donde además se
les denomina caras complementarias o caras conjugadas.

Proposición 1.1.11 Las caras duales corresponden efectivamente a caras del cono dual, i.e.,

FD �K∗, F δ
∗ �K.

La siguiente proposición [32, Prop. 3.3] es una caracterización para las caras duales, la
cual simplifica el conjunto F⊥ a simplemente estudiar un hiperplano de la forma s⊥ (donde
s⊥ := {s}⊥). Adicionalmente, la proposición revela que todas las caras duales son caras
expuestas.

Proposición 1.1.12 Sea F �K una cara del cono K, y sea s̄ ∈ riF . Entonces

FD = K∗ ∩ s̄⊥.

Si F∗ �K∗, con s̄∗ ∈ riF∗. Entonces

F δ
∗ = K ∩ s̄∗⊥.

Otro elemento de interés al estudiar las caras de un cono K, es el concepto de cara
minimal (en el sentido de la inclusión) que contenga a cierto elemento s ∈ K. A continuación,
se presenta su definición junto con la notación utilizada.

Definición 1.1.13 Sea s ∈ K, entonces Φ(s) denota la cara minimal de K que contiene a
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s, o bien
Φ(s) =

⋂
s∈F�K

F.

Del mismo modo, si s∗ ∈ K∗, Φ(s∗) denota la cara minimal de K∗ que contiene a s∗, o bien

Φ(s∗) =
⋂

s∗∈F∗�K∗
F∗.

El siguiente lema resume propiedades conocidas con respecto a la proyección ortogonal a
un cono, cuyas demostraciones se pueden ver en los trabajos de Hiriart-Urruty & Lemaréchal
[34, Teo 3.2.3 y 3.2.5].

Lema 1.1.14 Sea K ∈ E un cono convexo y cerrado, sea ΠK la proyección ortogonal a K, y
sea x ∈ E. Entonces:

1. v = ΠK(x) ⇐⇒ v ∈ K, v − x ∈ K∗, 〈v − x, v〉 = 0;

2. ΠK(αx) = αΠK(x) para todo α ≥ 0 y ΠK(−x) = −Π−K(x);

3. (Descomposición de Moreau) Para todo x ∈ E, se tiene que

x = ΠK(x)− ΠK∗(−x); 〈ΠK(x),ΠK∗(−x)〉 = 0.

Hay situaciones donde el cono K puede ser parametrizado localmente. Esto es de interés,
particularmente en los problemas de programación cónica, pues permite cambiar inclusiones
de la forma

s ∈ K,

por otras que sean más fácil de estudiar. Se presenta a continuación la reducción cónica [35,
Def. 3.135].

Definición 1.1.15 (Reducción cónica de clase Ck) Sea K ⊂ E un cono propio en E un
espacio Euclidiano, y sea K ⊂ Rm un cono puntiagudo. Se dice que K es Ck-cono reducible a
K en el punto s̄ ∈ K si existe una vecindad N de s̄ y un mapeo Ξs̄ : N → Rm de clase Ck tal
que

i) DΞs̄(s̄) : E→ Rm es sobreyectiva,

ii) K ∩N = {y ∈ N : Ξs̄(y) ∈ K},

iii) Ξs̄(s̄) = 0.

La condición ii) se puede interpretar como que localmente el conjunto K es definido a
partir de la restricción Ξs̄(y) ∈ K. Esto permite reescribir restricciones del tipo

G(y) ∈ K por Ξs̄(G(y)) ∈ K,

las cuales son equivalentes en una vecindad de s̄. Además, la condición iii) nos indica que el
punto x̄ desde el cual hacemos nuestro análisis, coincide con el 0 (o bien la punta) del cono
K. Los conos poliedrales [35, Ej. 3.139] son ejemplos de conos C∞-cono reducible en todas
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partes. El cono de las matrices semidefinidas positivas [35, Ej. 3.140], y el cono de segundo
orden [36, Lema 15] cumplen con ser C2-cono reducible en todos sus puntos.

1.2. Geometría variacional
El análisis variacional moderno renueva la antigua relación entre el Cálculo Diferencial

y la Optimización. De este modo, han surgido numerosas herramientas las cuales se ocupan
del estudio de problemas de optimización con restricciones, prestando especial atención al
análisis de sensibilidad y su estabilidad. Una característica destacable del análisis variacional
moderno es la presencia de técnicas de optimización aplicadas a funciones no diferenciales
en el sentido clásico, técnicas que pueden enmarcarse en la teoría general de multifunciones.
En las siguientes secciones se enuncian las principales herramientas y resultados del análisis
variacional y de la diferenciabilidad generalizada, los cuales serán clave para el estudio pos-
terior del problema CMPCC. Todos estas definiciones y resultados están escritas en términos
de los espacios Rn y Rm. Sin embargo, pueden ser interpretados sin problemas en espacios
Euclidianos. Para mayor comprensión de los resultados, se pueden consultar los trabajo de
Gferer et al. [37], de Mordukhovich [38] y de Rockafellar & Wets [39].

La Geometría Variacional comienza su estudio con funciones multivaluadas, o bien,
funciones que tienen conjuntos como imagen. Para comenzar el estudio es fundamental de-
finir el límite de una familia de funciones multivaluadas. Clásicamente, la forma de abordar
esto consiste en estudiar los “semilímites”, los cuales siempre existen. Para esto es necesario
presentar la convergencia en el sentido de Painlevé-Kuratowski de una sucesión de conjuntos.

Definición 1.2.1 Para una sucesión de conjuntos {Cν}ν∈N ⊆ Rn, se definen el límite inferior
y el límite superior de Painlevé-Kuratowski por:

lim inf
ν→∞

Cν : = {v ∈ Rn : lim sup
ν→∞

d(v, Cν) = 0}

= {v ∈ Rn : ∀ε > 0, B(v, ε) ∩ Cν 6= ∅ para ν suficientemente grande},
lim sup
ν→∞

Cν : = {v ∈ Rn : lim inf
ν→∞

d(v, Cν) = 0}

= {v ∈ Rn : ∀ε > 0, B(v, ε) ∩ Cν 6= ∅ para una cantidad infinita de ν ∈ N}.

El límite de la sucesión existe cuando los semilímites son iguales:

C := lim
ν→∞

Cν = lim inf
ν→∞

Cν = lim sup
ν→∞

Cν .

Entonces {Cν}ν∈N converge a C en el sentido de Painlevé-Kuratowski y se denota Cν PK−−→ C.

Asimismo, se pueden extender estas nociones de semilímites para mapeos multivaluados.
Esto permite incluso describir la propiedad de continuidad de estos mapeos.

Definición 1.2.2 Sea F : Rn ⇒ Rm, denotamos por lim infx′→x F (x) y lim supx′→x F (x) al
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límite inferior y superior de Painlevé-Kuratowski, definidos por:

lim inf
x′→x

F (x′) : =
⋂

xν→x
lim inf
ν→∞

F (xν)

=
{
v ∈ Rm : ∀xk → x, ∃vk → v con vk ∈ F (xk)

}
,

lim sup
x′→x

F (x′) : =
⋃

xν→x
lim sup
ν→∞

F (xν)

=
{
v ∈ Rm : ∃xk → x, vk → v con vk ∈ F (xk)

}
.

El límite de la función multivaluada existe si ambos semilímites son iguales:

L := lim
x′→x

F (x′) = lim inf
x′→x

F (x′) = lim sup
x′→x

F (x′),

y se denota por
F (x′) PK−−→ L.

Cuando F (x′) PK−−→ F (x), se dice que la función multivaluada F es continua en x.

Una noción primitiva para variación en un punto s ∈ Rn viene al considerar una direc-
ción d 6= 0 y reemplazar s por s+ τd para valores muy pequeños de τ . Esta noción, presente
por ejemplo en las derivadas direccionales, se vuelve difícil de aplicar en la presencia de res-
tricciones donde variaciones en línea recta podrían violarlas. Pensando en sentido contrario,
se pueden entender las sucesiones que convergen a s cumpliendo todas las restricciones como
un tipo de variación, donde incluso se puede mantener el concepto de dirección. A continua-
ción, se presenta la definición de conjuntos tangente, los cuales, a partir de los semilímites
anteriores, extienden la noción de variación dado el punto s ∈ Rn.

Definición 1.2.3 (Conjuntos Tangente) Sea S ⊆ Rn y s ∈ S. El cono tangente regular (o
de Clarke), el cono tangente interior, y el cono (Bouligand-Severi) tangente a S en s son
definidos respectivamente por

T̂S(s) := lim inf
t↓0, s′

S−→s

S − s′

t
=
{
d ∈ Rn : ∀tk ↓ 0, sk S−→ s, ∃dk → d con sk + tkdk ∈ S

}
,

T iS(s) := lim inf
t↓0

S − s
t

= {d ∈ Rn : ∀tk ↓ 0,∃dk → d con s+ tkdk ∈ S} ,

TS(s) := lim sup
t↓0

S − s
t

= {d ∈ Rn : ∃tk ↓ 0, dk → d con s+ tkdk ∈ S} .

Para s ∈ S y d ∈ TS(s), los conjuntos tangente interior y exterior de segundo orden en la
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dirección d son definidos respectivamente por

T i,2S (s; d) : = lim inf
t↓0

S − s− td
1
2t

2

=
{
w ∈ Rn : ∀tk ↓ 0,∃wk → w, tal que s+ tkd+ 1

2t
2
kwk ∈ S

}
;

T 2
S(s; d) : = lim sup

t↓0

S − s− td
1
2t

2

=
{
w ∈ Rn : ∃tk ↓ 0, wk → w, tal que s+ tkd+ 1

2t
2
kwk ∈ S

}
.

El conjunto S se dice ser geométricamente derivable en s ∈ S si T iS(s) = TS(s). Además, si
T i,2S (s; d) = T 2

S(s; d) para d ∈ TS(s), el conjunto S se dice ser geométricamente derivable de
segundo orden en s para la dirección d, o bien, parabólicamente derivable en s para d.

Observación Cuando no exista confusión, “cono tangente” refiere al cono Bouligand-Severi
tangente, y “conjunto tangente de segundo orden” al conjunto tangente exterior de segundo
orden.

Es posible notar que el cono tangente regular en todos los casos es un cono convexo y
cerrado. El cono tangente siempre es un cono cerrado y es convexo si el conjunto S lo es. Por
otro lado, el conjunto tangente exterior de segundo orden puede ser un conjunto no convexo
incluso si S lo es. Además, mientras que el cono tangente siempre contiene al vector nulo, el
conjunto tangente exterior de segundo orden puede ni siquiera ser un cono e incluso ser vacío
[35, Ej. 3.29]. Para un estudio completo de las diferentes definiciones de conos tangente y
conjuntos tangente de segundo orden, se recomienda consultar el trabajo de Giorgi et al. [40].
La siguiente Proposición [41, Lema 4] entrega aproximaciones superiores e inferiores para el
conjunto tangente exterior de segundo orden.

Proposición 1.2.4 Sea S ⊂ Rn un conjunto convexo y sea s ∈ S y d ∈ Rn. Entonces para
todo w ∈ T 2

S(s, d) se tiene que

w + TTS(s)(d) ⊂ T 2
S(s; d) ⊂ TTS(s)(d).

En particular, si 0 ∈ T 2
S(s; d), entonces T 2

S(s; d) = TTS(s)(d).

La siguiente definición presenta una propiedad que relaciona el conjunto tangente de
segundo orden y el conjunto S.

Definición 1.2.5 (Regularidad exterior de segundo orden) El conjunto S se dice exterior-
mente regular de segundo orden en s ∈ S si para cualquier sucesión {sn}n∈N ⊂ S de la forma
sn := s+ tnd+ 1

2t
2
nrn, donde tn ↓ 0 y tnrn → 0, se cumple que

lim
n→∞

d
(
rn, T

2
S(s; d)

)
= 0.

La regularidad exterior de segundo orden significa que el conjunto tangente de segundo
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orden es una aproximación superior de segundo orden para el conjunto S en s para la dirección
d. Esta propiedad es clave para el estudio de condiciones de optimalidad de segundo orden
en el sentido de que no exista gap entre las condiciones necesarias y suficientes [42, Teo. 4.1]

La contraparte natural al concepto “tangente” es el concepto de normalidad, el cual
toma sus bases desde los resultados del Análisis Convexo.

Definición 1.2.6 (Conos Normales) Sea S ⊆ Rn y s ∈ clS, el cono normal proximal a S
en s es definido por

Nπ
S (s) :=

{
v ∈ Rn : ∃M > 0, tal que 〈v, s′ − s〉 ≤M ||s′ − s||2 ∀s′ ∈ S

}
;

el cono normal regular o de Fréchet a S en s es definido por

N̂S(s) :=
{
v ∈ Rn : 〈v, s′ − s〉 ≤ o (||s′ − s||) , ∀s′ ∈ S

}
;

el cono normal limitante o de Mordukhovich a S en s es definido por

NS(s) := lim sup
s′
S→s

N̂S(s′);

y el cono normal de Clarke a S en s es N c
S(s) := cl coNS(s).

Los conos normales corresponden a una definición dual de los conos tangenciales. Esto se
puede evidenciar en la siguiente proposición que muestra cómo se comportan estos conjuntos
al ver sus conos duales.

Proposición 1.2.7 Sea S ⊆ Rn cerrado y s ∈ S, se cumplen las correspondencias de duali-
dad dadas por

N̂S(s) = −
(
TS(s)

)∗
,

T̂S(s) = −
(
NS(s)

)∗
= −

(
N c
S(s)

)∗
,

N c
S(s) = −

(
T̂S(s)

)∗
.

Finalmente, se presentan las definiciones de regularidad métrica y subregularidad mé-
trica de mapeos multivaluados.

Definición 1.2.8 (Regularidad métrica) Un mapeo multivaluado G : Rn ⇒ Rm se dice
métricamente regular con módulo κ > 0 cerca del punto (s, s∗) ∈ gphG si existen vecindades
U y V de s y s∗ respectivamente tal que

d(s̃, G−1(s̃∗)) ≤ κd(s̃∗, G(s̃)) ∀(s̃, s̃∗) ∈ U × V .

Fijando s̃∗ = s∗ se obtiene la siguiente condición, la cual evidentemente es más débil
que regularidad métrica.
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Definición 1.2.9 (Subregularidad métrica) Un mapeo multivaluado G : Rn ⇒ Rm se dice
métricamente subregular con módulo κ > 0 cerca del punto (s, s∗) ∈ gphG si existe vecindad
U de s tal que

d(s̃, G−1(s∗)) ≤ κd(s∗, G(s̃)) ∀s̃ ∈ U .

En los últimos años se han considerado versiones aún más débil de esta propiedad, por
ejemplo la subregularidad métrica direccional [43, Def. 1].

Definición 1.2.10 (Subregularidad métrica direccional) Un mapeo multivaluado G : Rn ⇒
Rm se dice métricamente subregular con módulo κ > 0 cerca del punto (s, s∗) ∈ gphG en la
dirección d si existen ρ, δ > 0 tal que

d(s̃, G−1(s∗)) ≤ κd(s∗, G(s̃)) ∀s̃ ∈ s+ Vρ,δ(d),

donde

Vρ,δ(d) :=
{

B(0, ρ) d = 0
{0} ∪ {w ∈ B(0, ρ) \ {0} :

∣∣∣∣∣∣ w
||w|| −

d
||d||

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ} d 6= 0

denota la vecindad direccional en la dirección d.

1.3. Geometría variacional para conos propios
En esta sección se estudian las aplicaciones de los elementos del Análisis Variacional

cuando el conjunto objetivo es un cono propio K. Más aún, la caracterización de los conos
tangentes y los conos normales a K puede ser realizada a través de las caras minimales. En
efecto, el siguiente lema entrega la descripción de los conos tangentes de K y de su dual K∗.

Lema 1.3.1 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios, s ∈ K y s∗ ∈ K∗. Entonces

TK(s) =
(
Φ(s)D

)∗
, TK∗(s∗) =

(
Φ(s∗)δ

)∗
. (1.1)

donde Φ(·)D y Φ(·)δ son los definidos en 1.1.10 y 1.1.13.

Demostración. Se prueba solo la segunda igualdad ya que, dado que K∗∗ = K, la primera es
análoga. Se puede reducir la demostración a estudiar tres casos, que coinciden en estudiar
donde se encuentra el elemento s∗.

1. Si s∗ = 0, entonces

Φ(s∗) = {0} =⇒ Φ(s∗)δ = K =⇒
(
Φ(s∗)δ

)∗
= K∗.

Se obtiene la igualdad 1.1 pues TK∗(0) = K∗.

2. Si s∗ ∈ intK∗, entonces

Φ(s∗) = K∗ =⇒ Φ(s∗)δ = {0} =⇒
(
Φ(s∗)δ

)∗
= E
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Nuevamente se obtiene la igualdad 1.1 porque para s∗ ∈ intK∗: TK∗(s∗) = E.

3. El último caso (s∗ ∈ bdK∗ \ {0}) se aborda por doble inclusión. Primero, la inclusión
hacia la derecha (⊆). Sea d∗ ∈ TK∗(s∗), entonces

∃tn → 0+, d∗n → d∗ tal que s∗ + tnd
∗
n ∈ K∗ ∀n ∈ N.

Sea y ∈ Φ(s∗)δ ⊂ K. Como para todo n ∈ N se tiene que s∗ + tnd
∗
n ∈ K∗, entonces

〈s∗ + tnd
∗
n, y〉 ≥ 0 ∀n ∈ N.

Por la definición de cara dual 1.1.10, 〈s∗, y〉 = 0, por lo que en realidad cumple que

〈tnd∗n, y〉 ≥ 0 ∀n ∈ N.

Como tn > 0 ∀n ∈ N, entonces

〈d∗n, y〉 ≥ 0 ∀n ∈ N =⇒ 〈d∗, y〉 ≥ 0.

Lo anterior es válido para cualquier y ∈ Φ(s∗)δ, lo que implica que d∗ ∈
(
Φ(s∗)δ

)∗
. Se

estudia ahora la inclusión hacia la izquierda (⊇). Esta es analizada por contrarrecíproca.
Si d∗ 6∈ TK∗(s∗), entonces el Teorema de Hahn-Banach es utilizado para separar TK∗(s∗)
y {d∗}, i.e., existe un vector l 6= 0 tal que

〈l, y〉 ≤ 0 < 〈l, d∗〉 ∀y ∈ TK∗(s∗).

Lo anterior es equivalente a que l ∈ NK∗(s∗) = −[TK∗(s∗)]∗. Como K∗ (y también K) es
un cono propio, tenemos que el cono NK∗(s∗) es igual (−K)∩ {s∗}⊥ [35, Ej. 2.62] por lo
que

l ∈ (−K) ∩ {s∗}⊥ o bien − l ∈ K ∩ {s∗}⊥ = Φ(s∗)δ.

Pero por la desigualdad entregada por el Teorema de Hahn-Banach, 〈−l, d∗〉 < 0 por
lo que d∗ 6∈

(
Φ(s∗)δ

)∗
, con lo que se obtiene el resultado en los tres casos y con ello se

concluye el lema.

Cuando K es un cono propio, tanto K como K∗ cumplen con ser conos convexos. Es
por esto que el Lema 1.3.1 nos entrega inmediatamente una caracterización para los conos
normales de K y de K∗ a partir de la Proposición 1.2.7.

Lema 1.3.2 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios, s ∈ K y s∗ ∈ K∗. Entonces

NK(s) = −Φ(s)D, NK∗(s∗) = −Φ(s∗)δ;

donde Φ(·)D y Φ(·)δ son los definidos en 1.1.10 y 1.1.13.

Los lemas 1.3.1 y 1.3.2 muestran cómo una definición propia de la Teoría de Conos, como
lo es la cara minimal, se encuentra relacionado con los elementos del Análisis Variacional. El
siguiente lema aborda el concepto de convergencia de conjuntos al considerar la sucesión de
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caras minimales de K.

Lema 1.3.3 Sea K ⊂ Rn un cono propio facialmente expuesto, sean s ∈ K, {sn}n∈N ⊂ K
una sucesión tal que sn→s. Entonces existe una subsucesión sm(n) y una cara F �K tal que
Φ(sm(n)) converge (en el sentido de Painlevé-Kuratowski) a F , y cumple que Φ(s) ⊂ F .

Demostración. Como K es un cono facialmente expuesto, se tiene que para cada cara existe
un vector en K∗ el cual expone dicha cara, i.e., existen {s∗n}n∈N ⊂ K∗ tal que

Φ(sn) = K ∩ {s∗n}⊥.

Se puede suponer que dichos vectores cumplen que ||s∗n|| ≤ 1, de modo que s∗n converge (pa-
sando por subsucesión de ser necesario) a algún vector s∗ ∈ K∗. Se enuncia a continuación el
Teorema de Compacidad de Conjuntos de Zarankiewicz para sucesiones de conjuntos cerra-
dos [44], el cual asegurará que se trabaja con una sucesión de conjuntos que convergen en el
sentido de Painlevé-Kuratowski.

Teorema de Bolzano-Weierstrass Generalizado. Sean {An} una sucesión de conjun-
tos cerrados en un espacio métrico separable (X , d). Entonces {An} tiene una subsucesión
convergente en el sentido de Painlevé-Kuratowski.

Gracias al teorema, se puede asumir (pasando nuevamente por una subsucesión) que Φ(sn) es
convergente en el sentido de Painlevé-Kuratowski a cierto conjunto F . Más aún, se demostrará
que F es la cara expuesta por s∗. Como todas las caras cumplen que Φ(sn) ⊆ K el cual es
cerrado, se tiene que F ⊆ K. Para la primera inclusión (⊆) sea s̄ ∈ F con lo que existe una
sucesión Φ(sn) 3 s̄n → s̄. Al notar que para todo n ∈ N

〈s̄, s∗〉 =
〈
s̄− s̄n, s∗

〉
+
〈
s̄n, s

∗ − s∗n
〉

+
〈
s̄n, s

∗
n

〉
. (1.2)

Los primeros dos términos del lado derecho convergen a 0 porque s̄n → s̄ y s∗n → s∗. El tercer
término es siempre nulo porque

s̄n ∈ Φ(sn) = K ∩ {s∗n}⊥.

Al tomar límite en la ecuación (1.2) obtenemos que s̄ ∈ K∩{s∗}⊥ con lo que F ⊂ K∩{s∗}⊥.
Para la otra inclusión (⊇) sea s̄ ∈ K ∩ {s∗}⊥, y se considera la sucesión dada por

s̄n := ΠΦ(sn)(s̄) = ΠK∩{s∗n}⊥(s̄).

Como Φ(sn) converge a F , se tiene que ΠΦ(sn)(s̄)→ ΠF (s̄) [39, Prop. 4.9]. Así, basta ver que
ΠF (s̄) = s̄ para concluir la inclusión. Para esto se utiliza la función de residuo facial de un
paso (Def. 1.1.9) ψK,s∗ , sobre la cual se tiene la desigualdad

||s̄− ΠK∩{s∗n}⊥(s̄)|| = d
(
s̄,K ∩ {s∗n}⊥

)
≤ ψK,s∗

(
〈s̄, s∗n〉, ||s̄||

)
.

Dado que 〈s̄, s∗n〉 → 0, gracias a las propiedades de la función ψK,s∗ (ver Def. 1.1.9), se obtiene
que

||s̄− ΠK∩{s∗n}⊥(s̄)|| → 0,

lo que concluye que s̄ = ΠF (s̄) y por lo tanto K ∩ {s∗}⊥ ⊂ F . Así, se ha demostrado que
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la sucesión de caras Φ(sn) converge en el sentido de Painlevé-Kuratowski a otra cara F .
Finalmente, se puede notar que s ∈ F pues sn ∈ Φ(sn) y sn → s por lo que, como F es una
cara de K, contiene la cara minimal de s, con lo que se concluye el lema en su totalidad.

Observación Para la demostración del Lema anterior se ha utilizado que el cono es facial-
mente expuesto. En particular, se ha utilizado para incorporar la función de residuo facial y
así demostrar que el límite F es efectivamente una cara. Está abierta la demostración para
el caso general (donde no se considere que el cono es facialmente expuesto). En ese caso se
puede probar que la sucesión de caras converge (pasando por subsucesión) a algún conjunto
F ⊂ K, mas no es inmediato obtener que este conjunto es una cara de K.

1.4. Límite de funciones
En esta sección se presentan nociones sobre la convergencia de una familia de funciones

univaluadas y multivaludas. Estas definiciones tienen su origen en el estudio del Análisis Va-
riacional, precisamente la convergencia definida por los semilímites de Painlevé-Kuratowski.
Además, serán importantes para entregar los conceptos en Diferenciabilidad Generalizada
en la siguiente sección. Se inicia esta sección presentando definiciones claves sobre funciones
univaluadas. Para una función f : Rn → R, su epigrafo viene dado por

epi f :=
{

(x, α) ∈ Rn × R : f(x) ≤ α
}
,

y su dominio es el conjunto

dom f := {x ∈ Rn : f(x) < +∞} .

La noción de epigrafo se puede utilizar para caracterizar muchas propiedades para las funcio-
nes a valores en los reales extendidos. Entre las más importantes, una función f : Rn → R es
inferior semicontinua si y solo si epi f es un conjunto cerrado, y es convexa si y solo si epi f
es un conjunto convexo. A partir de este concepto, se puede introducir una nueva noción de
convergencia para sucesiones de funciones a valores en los reales extendidos.

Definición 1.4.1 (epi-límites) Para cualquier sucesión {f ν}ν∈N de funciones en Rn, el epi-
límite inferior e-lim infν f ν es la función cuyo epigrafo es el límite superior de los conjuntos
epi f ν:

epi
(

e-lim inf
ν∈N

f ν
)

:= lim sup
ν∈N

(epi f ν) .

El epi-límite superior e-lim supν f ν es la función cuyo epigrafo es el límite inferior de los
conjuntos epi f ν:

epi
(

e-lim sup
ν∈N

f ν
)

:= lim inf
ν∈N

(epi f ν) .

Cuando estas funciones coinciden, se dice que la función epi-límite, denotada por e-limν f
ν,

existe y coincide con el epi-límite superior e inferior. En este caso se dice que las funciones
f ν epi-convergen a f , lo cual se simboliza por f ν e−→ f . Así,

f ν
e−→ f ⇐⇒ epi f ν PK−−→ epi f.
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Estas definiciones se pueden caracterizar por medio de límites inferiores y superiores de
sucesiones reales, tal como muestra la siguiente proposición [39, Prop. 7.2].

Proposición 1.4.2 (caracterización de epi-límites) Sea {f ν}ν∈N una sucesión de funciones
en Rn, y sea x cualquier punto en Rn. Entonces

e-lim inf
ν∈N

f ν (x) = min
{
α ∈ R : ∃xν → x tal que lim inf

ν∈N
f ν(xν) = α

}
.

e-lim sup
ν∈N

f ν (x) = min
{
α ∈ R : ∃xν → x tal que lim sup

ν∈N
f ν(xν) = α

}
.

Más aún, f ν e−→ f si y solo si en cada punto x se tiene que{
lim infν f ν(xν) ≥ f(x) para toda sucesión xν → x,

lim supν f ν(xν) ≤ f(x) para alguna sucesión xν → x.

La siguiente definición extiende el conocido límite puntual de funciones univaludas
para aquellas multivaluadas. Al igual que en el caso anterior, esto es posible al utilizar los
semilímites de Painlevé-Kuratowski como se muestra en la siguiente definición.

Definición 1.4.3 (Límite puntual de mapeos) Para una sucesión de mapeos multivaluados
F ν : Rn ⇒ Rm, el límite puntual inferior y el límite puntual superior vienen dados por los
mapeos p-lim infν F ν y p-lim supν F ν definidos en cada punto x por(

p-lim inf
ν∈N

F ν

)
(x) := lim inf

ν∈N
F ν(x),(

p-lim sup
ν∈N

F ν

)
(x) := lim sup

ν∈N
F ν(x).

Cuando estas funciones coinciden, entonces el límite puntual, denotado por p-limν F
ν, existe

y se dice que las funciones F ν convergen puntualmente a F , lo cual se simboliza por F ν p−→ F .
Así

F ν p−→ F ⇐⇒ F ν(x) PK−−→ F (x) ∀x ∈ Rn.

La convergencia puntual es una noción atractiva de estudiar debido a que coincide con
el concepto clásico de convergencia puntual cuando los mapeos son univaluados. Una última
definición de convergencia es la que nace a partir de estudiar el gráfico de una función:

Definición 1.4.4 Sea F : Rn ⇒ Rm un mapeo multivaluado. Se define el gráfico de F por

gphF :=
{

(x, y) ∈ Rn × Rm : y ∈ F (x)
}
.

Definición 1.4.5 (Límite gráfico de mapeos) Para una sucesión de mapeos multivaluados
F ν : Rn → Rm, el límite gráfico inferior g-lim infν F ν es el mapeo cuyo gráfico es el límite
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inferior de los conjuntos gphF ν:

gph
(

g-lim inf
ν∈N

F ν

)
:= lim inf

ν∈N
(gphF ν) .

A su vez, el límite gráfico superior g-lim infν F ν es el mapeo cuyo gráfico es el límite superior
de los conjuntos gphF ν:

gph
(

g-lim sup
ν∈N

F ν

)
:= lim sup

ν∈N
(gphF ν) .

Cuando estas funciones coinciden, entonces el límite gráfico, denotado por g-limν F
ν, existe

y se dice que las funciones F ν convergen gráficamente a F , lo cual se simboliza por F ν g−→ F .
Así

F ν g−→ F ⇐⇒ gphF ν PK−−→ gphF.

Una completa revisión de las propiedades de estos límites se puede encontrar en los
trabajos de Rockafellar & Wets [39].

1.5. Diferenciabilidad generalizada
La Diferenciabilidad generalizada extiende los conceptos de derivada en dos situaciones

importantes: Por un lado, cuando la función no es suave (incluso discontinua). Por otro lado,
cuando la función es multivaluada. Existen muchas otras definiciones fuera de las enunciadas a
continuación, pero en el marco de este trabajo solo serán presentadas las siguientes: derivadas
direccionales, subderivadas, subdiferenciales, derivadas gráficas y coderivadas.

El primer concepto a definir son las derivadas direccionales [35, Def. 2.45], noción bien
conocida y utilizada en el área de la optimización.

Definición 1.5.1 (Derivada direccional) Para una función F : Rn → Rm, la derivada direc-
cional de F en s en la dirección d se define como

F ′(s; d) := lim
t↓0

F (s+ td)− F (s)
t

,

cuando el límite existe. Si F es direccionalmente diferenciable en s para d, su segunda deri-
vada direccional parabólica en w se define por

F ′′(s; d;w) := lim
t↓0

F
(
s+ td+ 1

2t
2w
)
− F (s)− tF ′(s; d)

1
2t

2 ,

cuando el límite existe. Más aún, si el siguiente límite existe

F ′′(s; d;w) = lim
t↓0

w′→w

F
(
s+ td+ 1

2t
2w′

)
− F (s)− tF ′(s; d)

1
2t

2 ,

entonces se dice que F es parabólica direccionalmente diferenciable de segundo orden en s
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según d, w en el sentido de Hadamard.

En general, la parabólica diferenciabilidad direccional de segundo orden en el sentido
de Hadamard es más fuerte que la primera definición. Sin embargo, estos conceptos coinciden
cuando F es localmente Lipschitz en s. Además, cuando F es parabólica direccionalmente
diferenciable en s según d, w en el sentido de Hadamard, entonces se cumple que

F
(
s+ td+ 1

2t
2w + o(t2)

)
= F (s) + tF ′(s; d) + 1

2t
2F ′′(s; d, w) + o(t2).

A continuación, se presentan las subderivadas [39, Cap. 8], las cuales guardan relación
con la derivada direccional cuando la función considerada tiene como recorrido R. No obs-
tante, aún cuando la derivada direccional respectiva exista, su valor puede diferir al de la
subderivada.

Definición 1.5.2 (Subderivada) Para una función f : Rn → R y un punto s con f(s) finito,
la función subderivada de f en s se define por

df(s)(d) := lim inf
τ↓0
d′→d

f(s+ τd′)− f(s)
τ

.

La siguiente proposición muestra que, como es una generalización de la derivada, coin-
cide con ella en el caso diferenciable. También se revela el resultado de la subderivada al ser
evaluada en la función indicatriz de un conjunto.

Proposición 1.5.3 Sea f : Rn → R una función de clase C1 en s, entonces se cumple que

df(s)(d) = f ′(s; d) = ∇f(s)>d.

Para δC, la función indicatriz del conjunto C ⊂ Rn con s ∈ C, se cumple que

dδC(s)(d) = δTC(s)(d).

En la misma línea, a continuación se presentan dos definiciones para la segunda subde-
rivada [39, Cap. 13]. Una de ellas recoge la noción de segundo orden al utilizar la (primera)
subderivada. La otra puede ser evaluada en distintos vectores s∗ ∈ Rn.

Definición 1.5.4 (Segunda subderivada) Para una función f : Rn → R y un punto s con
f(s) finito, la segunda subderivada de f en s relativa a s∗ ∈ Rn es definida por

d2f(s|s∗)(d) := lim inf
τ↓0
d′→d

∆2
τf(s|s∗)(d′),

donde
∆2
τf(s|s∗)(d) := f(s+ τd)− f(s)− τ〈s∗, d〉

1
2τ

2 .

18



La segunda subderivada de f (sin mención a s∗) es definida por

d2f(s)(d) := lim inf
τ↓0
d′→d

∆2
τf(s)(d′),

donde
∆2
τf(s)(d) := f(s+ τd)− f(s)− τdf(s)

1
2τ

2 .

Al igual que en la (primera) subderivada, la segunda subderivada generaliza el concepto
de segunda derivada, y la siguiente proposición muestra esta igualdad cuando la función es
de clase C2.

Proposición 1.5.5 Sea f : Rn → R una función de clase C2 en s, entonces se cumple que

d2f
(
s|∇f(s)

)
(d) = d2f(s)(d) = ∇2f(s)(d, d).

Para δC, la función indicatriz del conjunto C ⊂ Rn tal que s ∈ C, se cumple que

d2δC(s)(d) = δTC(s)(d).

Definición 1.5.6 Sea s un punto donde la función f : Rn → R es finita. Se dice que f es
dos veces epi-diferenciable en s para s∗ si las funciones ∆2

τf(s|s∗) epi-convergen a d2f(s|s∗)
cuando τ ↓ 0. Si además la función d2f(s|s∗) es propia, se dice que f es propiamente dos
veces epi-diferenciable en s para s∗.

Observación A pesar de la semejanza entre ambas segundas subderivadas, como por ejemplo
en el caso diferenciable escogiendo s∗ = ∇f(s), al ser evaluadas en la función indicatriz ocurre
un fenómeno importante a destacar. Mientras que la segunda subderivada de δC entrega (al
igual que la primera subderivada) la indicatriz del cono tangente, i.e. δTC(s), la segunda
subderivada relativa a algún s∗ es una función no trivial. Rockafellar & Wets conjeturaron
que la segunda subderivada de la función indicatriz de un conjunto C relativa a algún s∗

se encuentra relacionada con la curvatura del conjunto [39]. Esta observación será retomada
más adelante en este trabajo.

La segunda subderivada relativa a s∗ tiene un buen comportamiento en el caso convexo.
En primer lugar, cuando f es una función convexa, inferiormente semicontinua y propia, su
segunda subderivada en s relativa a s∗ es una función convexa. La siguiente proposición
nos muestra el resultado de Rockafellar & Wets en relación a la conjugada convexa [39,
Prop. 13.20 & Teo. 13.21].

Proposición 1.5.7 Sea f : Rn → R una función convexa, inferiormente semicontinua y
propia, y sea f ∗ su conjugada convexa. Sea s ∈ dom f y s∗ ∈ ∂f(s). Entonces f es pro-
piamente dos veces epi-diferenciable en s para s∗ si y solo si f ∗ es propiamente dos veces
epi-diferenciable en s∗ para s. En dicho caso la función d2f(s|s∗) también es convexa y no
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negativa, y se cumple la relación de conjugada

1
2d2f(s|s∗) ∗←−→ 1

2d2f ∗(s∗|s).

La segunda subderivada permite presentar una nueva definición para la regularidad
de conjuntos como muestra la siguiente proposición [45, Def. 3.1]. Esta propiedad es estric-
tamente más débil que la regularidad de segundo orden (Def. 1.2.5), y tiene importantes
aplicaciones en condiciones de optimalidad suficientes de segundo orden en término de las
segundas subderivadas [39, Cap. 13].

Definición 1.5.8 (Regularidad parabólica de conjuntos) Un conjunto no vacío C ⊂ Rn

se dice parabólicamente regular en s ∈ C para s∗ ∈ Rn si para cualquier d ∈ Rn con
d2δC(s|s∗)(d) < ∞ entonces existe, entre todas las sucesiones tn ↓ 0 y dn → d que cum-
plen que

∆2
tnδC(s|s∗)(dn)→ d2δC(s|s∗)(d) cuando n→∞,

sucesiones que además cumplen que

lim sup
n→∞

||dn − d||
tn

<∞.

A continuación, se presenta la subderivada parabólica [39, Cap. 13]. Esta aplicación se
relaciona con la derivada direccional parabólica de segundo orden.

Definición 1.5.9 (Subderivada parabólica) Para una función f : Rn → R, la subderivada
parabólica de f en s relativa a d ∈ Rn con df(s)(d) finito es definida por

dpf(s)(d)(w) := lim inf
τ↓0
w′→w

f(s+ τd+ 1
2τ

2w′)− f(s)− τdf(s)(d)
1
2τ

2 .

Observación En la literatura a la subderivada parabólica se le denota por d2f(s)(d|w),
siendo una notación similar a la utilizada para la segunda subderivada. La distinción realizada
en este trabajo tomará más sentido en el Capítulo 3 cuando se presente la segunda subderivada
parabólica.

La siguiente proposición [39, Ej. 13.60; Ej. 13.62], de forma análoga a la Proposición
1.5.3, muestra como se comporta la subderivada parabólica en dos casos de interés.

Proposición 1.5.10 Para la función indicatriz δC de un conjunto C ⊂ Rn, dado un punto
s ∈ C y una dirección d ∈ TC(s), se tiene que

dpδC(s)(d)(w) = δT 2
C(s;d)(w).
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Además, cuando f es de clase C2 en s, se tiene

dpf(s)(d)(w) = f ′′(s; d;w) = ∇2f(s)(d, d) +∇f(s)>w.

La siguiente proposición [39, Prop. 13.64] muestra una de las relaciones más importantes
entre la segunda subderivada y la subderivada parabólica.

Proposición 1.5.11 Para f : Rn → R, cualquier punto s con f(s) finito, cualquier vector
d tal que df(s)(d) sea finito, y para cualquier vector s∗ tal que df(s)(d) = 〈d, s∗〉, entonces
se cumple que

inf
w

{
dpf(s)(d)(w)− 〈w, s∗〉

}
≥ d2f(s|s∗)(d).

El término de subdiferencial se origina inicialmente como generalizaciones del gradiente
de funciones convexas. No obstante, el concepto ha sido replanteado múltiples veces, ob-
teniendo resultados frente a la ausencia de convexidad. A continuación, se presentan las
generalizaciones más utilizadas en el área del Análisis Variacional no convexo.

Definición 1.5.12 (Subdiferencial) Para una función f : Rn → R y un punto s con f(s)
finito, se define el subdiferencial regular o de Fréchet de f en s como el conjunto

∂̂f(s) :=
{
s∗ : lim inf

h→0

f(s+ h)− f(s)− 〈s∗, h〉
||h||

≥ 0
}

;

el subdiferencial limitante o de Mordukovich o básico de f en s como el conjunto

∂f(s) := lim sup
s′→s

∂̂f(s′).

Cuando f es Lipschitz continua en s, entonces

∂cf(s) := co ∂f(s)

denota al subdiferencial de Clarke de f en s.

Al igual que en los casos anteriores, la siguiente proposición muestra cómo esta definición
corresponde a una generalización del gradiente, y cómo extiende la definición original para
funciones convexas.

Proposición 1.5.13 Sea f : Rn → R continuamente diferenciable en s. Entonces

∂̂f(s) = ∂f(s) = {∇f(s)}.

Sea f̃ : Rn → R una función convexa. Entonces

∂̂f̃(s) = ∂f̃(s) = ∂cof̃(s),

donde ∂cof̃(s) corresponde al subdiferencial convexo clásico del Análisis Convexo.
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Para un estudio más completo de los subdiferenciales y sus propiedades, se referencian
los trabajos de Kruger [46], de Mordukhovich [47], y de Clarke [48]. El siguiente Teorema,
demostrado por primera vez por Attouch [49, Teo. 3.66], relaciona la epi-convergencia de
funciones, con la convergencia gráfica de sus subdiferenciales.

Lema 1.5.14 (Teorema de Attouch) Sean {ϕ}n∈N y ϕ funciones propias, convexas e infe-
riormente semicontinuas. Entonces ϕ = e-limϕn si y solo si se cumplen:

(i) ∂ϕ = g-lim ∂ϕn.

(ii) ∃(xn, vn)→ (x, v) con vn ∈ ∂ϕn(xn), v ∈ ∂ϕ(x), ϕn(xn)→ ϕ(x).

El estudio sobre diferenciabilidad generalizada también ha abordado otro tipos de fun-
ciones como son las funciones multivaluadas. Las siguientes definiciones hacen uso de los
elementos definidos en la geometría variacional para extraer nuevas nociones sobre diferen-
ciabilidad.

Definición 1.5.15 (Derivada gráfica) Para un mapeo multivaluado F : Rn ⇒ Rm y un par
(s, s∗) tal que s∗ ∈ F (s), se define la derivada gráfica de F en s para s∗ como el mapeo
multivaluado DF (s|s∗) : Rn ⇒ Rm tal que

DF (s|s∗)(d) :=
{
d∗ ∈ Rm : (d, d∗) ∈ TgphF (s, s∗)

}
= lim sup

τ↓0
d′→d

∆τF (s|s∗)(d′),

donde
∆τF (s|s∗)(d′) := F (s+ τd′)− s∗

τ
.

Además, se dirá que F es proto-diferenciable en s para s∗ si los mapeos ∆τF (s|s∗) convergen
gráficamente a DF (s|s∗)(d) cuando τ ↓ 0.

El Lema 1.5.16 presentado a continuación [22, Teo. 3.9], es importante por dos razones.
En primer lugar, relaciona tres de las generalizaciones enunciadas (segunda subderivada,
subdiferencial y derivada gráfica). En segundo lugar, es una de las herramientas más utilizadas
en el análisis variacional en los últimos años (ver por ejemplo Mohammadi et al. [45]).

Lema 1.5.16 Sea f : Rn → R una función convexa, propia e inferiormente semicontinua.
Sean s ∈ Rn, s∗ ∈ ∂f(s). Entonces el mapeo ∂f es proto-diferenciable en s para s∗ si y solo
si f es dos veces epi-diferenciable en s para s∗, y se cumple que

D (∂f) (s|s∗) = ∂
(1

2d2f(s|s∗)
)
.

El lema anterior puede ser enunciado para una familia más grande de funciones, por
ejemplo que en vez de ser convexas sean prox-regulares y subdiferencialmente continuas [39,
Teo. 13.40]. También se puede relajar la hipótesis sin suponer ninguna de estas características
(no convexas, prox-regular ni subdiferencialmente continuas), pero utilizando en su lugar el
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subdiferencial proximal [50, Prop. 4.2]. Como las funciones convexas, propias e inferiormente
semicontinuas cumplen ser prox-regulares y subdiferencialmente continuas en cada punto de
su dominio [39, Ej. 13.30], es suficiente el enunciado presentado en el Lema 1.5.16 para este
trabajo. Esto porque el caso de interés será cuando la función sea la indicatriz de un cono
propio K, la cual es convexa, propia e inferiormente semicontinua.

Definición 1.5.17 (Coderivada) Para un mapeo multivaluado F : Rn ⇒ Rm y un par (s, s∗)
tal que s∗ ∈ F (s), se define la coderivada de F en s para s∗ como el mapeo multivaluado
D∗F (s|s∗) : Rm ⇒ Rn tal que

D∗F (s|s∗)(d∗) :=
{
d ∈ Rn : (d,−d∗) ∈ NgphF (s, s∗)

}
.

Las próximas dos definiciones corresponden a extensiones para derivadas de orden su-
perior. En primer lugar, la derivada gráfica de segundo orden que, análogo a la derivada
gráfica, utiliza el conjunto tangente de segundo orden [51, 52].

Definición 1.5.18 (Derivada gráfica de segundo orden) Para F : Rn ⇒ Rm y (s, s∗, d, d∗)
tales que s∗ ∈ F (s) y d∗ ∈ DF (s|s∗)(d), se define la derivada gráfica de segundo orden de F
en (s, s∗) para la dirección (d, d∗) como el mapeo multivaluado D2F (s|s∗)(d|d∗) : Rn ⇒ Rm

tal que

D2F (s|s∗)(d|d∗)(w) :=
{
w∗ ∈ Rm : (w,w∗) ∈ T 2

gphF

(
(s, s∗), (d, d∗)

)}
= lim sup

τ↓0
w′→w

∆2
τF (s|s∗)(d|d∗)(w′),

donde
∆2
τF (s|s∗)(d|d∗)(w′) :=

F (s+ τd+ 1
2τ

2w′)− s∗ − τd∗
1
2τ

2 .

Además, se dirá que F es dos veces proto-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗) si los mapeos
∆2
τF (s|s∗)(d|d∗) convergen gráficamente a D2F (s|s∗)(d|d∗) cuando τ ↓ 0.

En segundo lugar, se presenta el subdiferencial de segundo orden [53], el cual se define
a partir de la composición del subdiferencial con la coderivada.

Definición 1.5.19 (Subdiferencial de segundo orden) Sea f : Rn → R una función finita
en s, y sea s∗ ∈ ∂f(s). Entonces el subdiferencial de segundo orden de f en s relativo a s∗
viene dado por

∂2f(s|s∗)(d∗) := D∗ (∂f) (s|s∗)(d∗).

Al igual que en todos los casos anteriores, la siguiente proposición muestra el resultado
de la derivada gráfica, la coderivada, la derivada gráfica de segundo orden y el subdiferencial
de segundo orden frente a una función diferenciable.
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Proposición 1.5.20 Sea f una función univaluada de clase C1. Entonces se cumple que

Df
(
s|f(s)

)
(d) =

{
∇f(s)d

}
; D∗f

(
s|f(s)

)
(d∗) =

{
∇f(s)∗d∗

}
.

Más aún, si f es de clase C2, entonces

D2f
(
s|f(s)

)(
d|∇f(s)d

)
(w) =

{
∇2f(s)(d, d) +∇f(s)w

}
;

∂2f(s|∇f)(d∗) =
{
∇2f(s)d∗

}
.

1.6. Descripción del problema
En esta sección se presenta el problema principal a estudiar en la presente tesis, acom-

pañado de sus principales reformulaciones. Se debe recordar que a lo largo de este trabajo
se considerará a E, un espacio Euclidiano dotado del producto interno 〈·, ·〉 y con la norma
inducida por el producto interno || · ||. En la mayoría de los ejemplos que se discutirán, E será
escogido como el espacio Rm para cierto m ≥ 1. No obstante, también serán de interés otros
espacios como por ejemplo Sm, el espacio de las matrices simétricas de dimensión m×m.

Sean f : Rn → R, G,H : Rn → E funciones de clase C2. Sea además K ⊂ E un cono
propio, y K∗ ⊂ E el cono dual de K. Este trabajo se centra en estudiar el problema de
Programación Cónica con Restricciones de Complementariedad CMPCC (por sus siglas en
inglés Conic Mathematical Programming with Complementarity Constrains) dado por

min
x∈Rn

f(x); (CMPCC)

s.a. K 3 G(x) ⊥ H(x) ∈ K∗.

La notación presentada en la restricción del problema en realidad es una simplificación para
las siguientes tres restricciones:

G(x) ∈ K, H(x) ∈ K∗,
〈
G(x), H(x)

〉
= 0.

El problema anterior se puede entender como un problema de programación cónica,
donde el cono convexo viene dado por K := K ×K∗ × {0} y la restricción viene dada por(

G(x), H(x),
〈
G(x), H(x)

〉)
∈ K . (1.3)

Más aún, como G(x) ∈ K y H(x) ∈ K∗, entonces, por definición de cono dual, siempre se
cumple que su producto interno es no negativo, o bien〈

G(x), H(x)
〉
≥ 0.

Dado lo anterior, se puede reformular el problema a uno de programación cónica donde el
cono propio viene dado por K := K×K∗×R− y la restricción también viene dada por (1.3).
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Esta reformulación en la literatura es nombrada por (K-CMPCC), y se puede escribir como:

min
x∈Rn

f(x); (K-CMPCC)

s.a. G(x) ∈ K, H(x) ∈ K∗,〈
G(x), H(x)

〉
≤ 0.

Otra forma de reformular el problema CMPCC consiste en trasladar la complementariedad
en la restricción desde la función hasta el conjunto objetivo. En otras palabras, consiste en
estudiar el problema

min
x∈Rn

f(x); (M-CMPCC)

s.a.
(
G(x), H(x)

)
∈M(K),

donde
M(K) :=

{
(s, s∗) : s ∈ K, s∗ ∈ K∗, 〈s, s∗〉 = 0

}
.

En la literatura,M(K) es conocido como el Cono/Conjunto de Complementariedad de
K. Cuando no exista ambigüedad, se usará indistintamenteM(K) yM para denotarlo. Es
inmediato notar que el conjuntoM es un cono, pero no es convexo. Esto genera que el proble-
ma M-CMPCC sea complicado de abordar pues toda la teoría clásica para la programación
cónica convexa no es aplicable. Aún así, esta es una de las formulaciones más estudiadas
en la literatura debido a que se pueden encontrar condiciones de optimalidad basadas en
calificaciones de restricciones que se cumplen en el problema, ver por ejemplo [5].

Una última reformulación usual en la literatura consta de utilizar la primera propiedad
del Lema 1.1.14, la cual dice que

(s, s∗) ∈M ⇐⇒ s = ΠK(s− s∗).

Con esto se puede reescribir CMPCC para obtener el problema C-CMPCC:

min
x∈Rn

f(x); (C-CMPCC)

s.a. ΠK
(
G(x)−H(x)

)
−G(x) = 0.

El principal conflicto con los problemas (C-CMPCC) es que la función ΠK no es una
función suave. Esto ocasiona que no se pueda utilizar la teoría clásica suave para optimización,
y se necesiten técnicas relacionadas al Análisis no suave.

En el Capítulo 2 se presentarán los puntos estacionarios que se obtienen al estudiar
condiciones de optimalidad en las distintas reformulaciones del problema (CMPCC). En el
Capítulo 3 se estudiarán propiedades geométricas del conjunto de complementariedadM(K).
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Capítulo 2

Puntos Estacionarios y Condiciones de
Primer Orden

2.1. Introducción y contexto
Este capítulo comienza evidenciando cómo, de forma análoga al caso MPCC donde la

calificación de restricciones de Mangasarian-Fromovitz falla en todo punto, en la generaliza-
ción CMPCC la calificación de Robinson falla en todo punto factible. Esto motiva a realizar
una revisión de los puntos estacionarios existentes en la literatura para el problema MPCC.
Adicionalmente, en los últimos años se ha prestado atención al estudio del problema CMPCC
cuando se considera el cono de matrices simétricas semidefinidas positivas o el cono de segun-
do orden. El objetivo de este capítulo es, a partir de lo presentado en la literatura, reconocer
las distintas definiciones de puntos estacionarios para el caso general CMPCC. Además en
este capítulo se discute cómo se relacionan las distintas definiciones. Finalmente, presentan-
do nuevas definiciones de puntos estacionarios débiles, las cuales se encuentran basadas en
conceptos geométricos como lo son las caras de los conos.

2.2. Condiciones de primer orden para un problema de
optimización general

Es necesario comenzar el capítulo entregando las condiciones necesarias de primer orden
para el problema cónico no lineal de la forma

min
x∈Rn

f(x);

s.a. h(x) = 0, (CNLP)
g(x) ≤ 0,
F (x) ∈ K,

donde f : Rn → R, h : Rn → Rp, g : Rn → Rq, F : Rn → Rm son funciones continuamente
diferenciables, y K es un convexo cerrado en Rm. Se define por L : Rn×Rp×Rq ×Rm → R,

L(x, µ, λ, η) := f(x) + 〈µ, h(x)〉+ 〈λ, g(x)〉+ 〈η, F (x)〉,
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la función lagrangeana del problema (CNLP).

Definición 2.2.1 (Calificación de restricción de Robinson [54]) Se dice que la calificación
de restricción de Robinson se cumple en un punto factible x̄ de (CNLP), si los gradientes
∇hi(x̄), i = 1, . . . , p son linealmente independientes y existe un vector d ∈ Rn tal que

∇hi(x̄)>d = 0, i = 1, . . . , p,
∇gi(x̄)>d < 0, i ∈ I :=

{
i|gi(x̄) = 0, i = 1, . . . , q

}
,

F (x̄) +DF (x̄)d ∈ intK.

A continuación, se presenta la condición necesaria de primer orden para (CNLP) bajo
la calificación de restricción de Robinson [35].

Lema 2.2.2 Sea x̄ un mínimo local de (CNLP) tal que la calificación de restricción de
Robinson se cumple en él. Entonces existen multiplicadores de KKT (µ, λ, η) ∈ Rp×Rq×Rm

tal que

∇xL(x̄, µ, λ, η) = 0,
λ ≥ 0, 〈λ, g(x̄)〉 = 0,

η ∈ NK (F (x̄)) .

2.3. Falla de la calificación de Robinson
Por completitud en este trabajo, se demuestra que la calificación de restricciones de

Robinson no se cumple en ningún punto factible del problema (CMPCC) cuando se le estudia
como un problema de optimización con restricciones cónicas y convexas.

Lema 2.3.1 La calificación de restricciones de Robinson no se cumple en ningún punto facti-
ble del problema (CMPCC) al estudiarlo como un problema de optimización con restricciones
cónicas convexas.

Demostración. Esta demostración está basada en el trabajo de Zhang et al. [55] para el
cono de segundo orden. Para una demostración más general en problemas con restricciones
de complementariedad en espacios de Banach y utilizando la calificación de restricciones de
Kurcyusz-Robinson-Zowe, se puede consultar el trabajo de Mehlitz [56, Cap. 3]. Para el caso
general finito dimensional, se considera la reformulación convexa (K-CMPCC). Siguiendo la
estructura del problema (CNLP), hay ausencia de funciones g, h, y se identifica

F (x) :=
(
G(x), H(x),

〈
G(x), H(x)

〉)
,

junto con K = K × K∗ × R−. Si se supone que existe un punto x̄ factible para CMPCC
que cumple la calificación de restricción de Robinson, entonces se puede encontrar un vector
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d ∈ Rn tal que

G(x̄) +DG(x̄)d ∈ intK, (2.1)
H(x̄) +DH(x̄)d ∈ intK∗, (2.2)〈

DG(x̄)d,H(x̄)
〉

+
〈
G(x̄), DH(x̄)d

〉
< 0. (2.3)

Al definir A := G(x̄) +DG(x̄)d ∈ intK, B := H(x̄) +DH(x̄)d ∈ intK∗, entonces

DG(x̄)d = A−G(x̄) y DH(x̄)d = B −H(x̄).

Como G(x̄) ∈ K, H(x̄) ∈ K∗,
〈
G(x̄), H(x̄)

〉
= 0, se cumple que

〈
DG(x̄)d,H(x̄)

〉
+
〈
G(x̄), DH(x̄)d

〉
=
〈
A,H(x̄)

〉
+
〈
B,G(x̄)

〉
− 2

〈
G(x̄), H(x̄)

〉
≥ 0, (2.4)

lo cual es una contradicción con la desigualdad (2.3).

Este resultado extiende lo que ocurre en el caso (MPCC) con la calificación de Mangasarian-
Fromovitz para el caso (CMPCC). Como la calificación de restricciones de Robinson falla en
todos los puntos factibles de (CMPCC), la condición clásica de KKT podría no cumplirse en
un mínimo local. Por la dificultad para calificar soluciones del problema, se debe seguir un
camino similar al caso (MPCC), donde se han formulado otras definiciones para puntos esta-
cionarios. Estas definiciones, acompañadas de sus calificaciones de restricciones respectivas,
son las que entregarán condiciones necesarias de primer orden para el problema.

2.4. Puntos estacionarios en la literatura
2.4.1. Puntos estacionarios en MPCC

Es importante estudiar las definiciones de puntos estacionarios para (MPCC) puesto
que serán la base para definirlos en el caso general (CMPCC). De los trabajo de Ye [4,
5] obtenemos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes para el problema MPCC
descrito por

min
x∈Rn

f(x); s.a. 0 ≤ G(x) ⊥ H(x) ≥ 0. (MPCC)

A continuación, se presentan las principales definiciones presentes en sus trabajos. Hay que
destacar que estos no son los únicos resultados presentes en la literatura. En los últimos años
muchos autores han complementado estos resultados, ver por ejemplo [7, 57, 58, 59].

Definición 2.4.1 (Punto B-estacionario) Un punto x̄ factible para (MPCC) se dice ser un
punto Bouligand estacionario (B-estacionario) si

∇f(x̄)>d ≥ 0 ∀d ∈ TF(x̄),

donde F es el conjunto factible, i.e., F :=
{
x : 0 ≤ G(x) ⊥ H(x) ≥ 0

}
.
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Cualquier solución óptima del problema (MPCC) será un punto B-estacionario. El
problema con esta caracterización se centra en la dificultad de expresar el cono tangente
del conjunto factible. Otras definiciones para puntos estacionarios que sean más sencillas de
aplicar serán de mayor utilidad para resolver estos problemas. Dado un vector x̄ factible para
(MPCC), se definen los siguientes conjuntos de índices:

α = α(x̄) :=
{
i : Gi(x̄) = 0, Hi(x̄) > 0

}
,

β = β(x̄) :=
{
i : Gi(x̄) = 0, Hi(x̄) = 0

}
,

γ = γ(x̄) :=
{
i : Gi(x̄) > 0, Hi(x̄) = 0

}
.

Al conjunto de índices β se le conoce como el conjunto degenerado. Cuando β es vacío, se
dice que el vector x̄ satisface complementariedad estricta. A continuación, se presentan las
principales concepciones de condiciones estacionarias duales para el problema (MPCC).

Definición 2.4.2 (Punto S-estacionario para MPCC) Un punto x̄ factible para (MPCC) se
dice ser un punto fuertemente estacionario (S-estacionario por su nombre en inglés) si se
cumple la condición de KKT para el problema MPCC relajado (R-MPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (R-MPCC)

s.a. Gi(x) = 0, i ∈ α,
Hi(x) = 0, i ∈ γ,
Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, i ∈ β.

Definición 2.4.3 (Punto M-estacionario para MPCC) Un punto x̄ factible para (MPCC)
se dice ser un punto Mordukhovich estacionario (M-estacionario) si se cumple la condición
no suave de KKT involucrando el subgradiente limitante para el problema (M-MPCC) en el
punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (M-MPCC)

s.a.
(
G(x), H(x)

)
∈M,

dondeM es el cono de complementariedad del ortante no negativo, y el problema (M-MPCC)
coincide con el problema (M-CMPCC) al considerar K = Rn

+.

Definición 2.4.4 (Punto C-estacionario para MPCC) Un punto x̄ factible para (MPCC) se
dice ser un punto Clarke estacionario (C-estacionario) si se cumple la condición no suave de
KKT utilizando el gradiente generalizado de Clarke en la reformulación no suave del problema
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MPCC (NS-MPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (NS-MPCC)

s.a. Gi(x) = 0, i ∈ α,
Hi(x) = 0, i ∈ γ,
min

{
Gi(x), Hi(x)

}
= 0, i ∈ β.

Definición 2.4.5 (Punto A-estacionario para MPCC) Sea (β1, β2) una partición de β tal
que β1 ∪ β2 = β y β1 ∩ β2 = ∅. El punto x̄ factible para (MPCC) se dice ser un punto
alternativamente estacionario (A-estacionario) si se cumple la condición de KKT para el
problema MPCC alternativo (A-MPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (A-MPCC)

s.a. Gi(x) = 0, i ∈ α ∪ β2,

Hi(x) = 0, i ∈ γ ∪ β1,

Gi(x) ≥ 0, i ∈ β1,

Hi(x) ≥ 0, i ∈ β2.

Definición 2.4.6 (Punto W-estacionario para MPCC) Un punto x̄ factible para (MPCC)
se dice ser un punto débilmente estacionario (W-estacionario por su nombre en inglés) si se
cumple la condición de KKT para el problema MPCC ajustado (T-MPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (T-MPCC)

s.a. Gi(x) = 0, i ∈ α,
Hi(x) = 0, i ∈ γ,
Gi(x) = 0 = Hi(x), i ∈ β.

Las definiciones anteriores están relacionadas entre si, y el siguiente diagrama resume
esta relación.

=⇒ C-estacion. =⇒
S-estacion. =⇒ M-estacion. W-estacion.

=⇒ A-estacion. =⇒

Se puede notar que todas las definiciones para puntos estacionarios provienen de estu-
diar las condiciones de optimalidad de otro problema, el cual se encuentra relacionado con
el problema (MPCC). Por esto es importante encontrar calificaciones de restricciones que
nos permitan asegurar que estas definiciones se cumplan en óptimos locales del problema
principal. En la literatura, se han presentado muchas de ellas, por ejemplo: MPEC Abadie
CQ, MPEC Kuhn-Tucker CQ, entre otras [5]. Flegel & Kanzow demostraron que, bajo la
calificación de restricciones de Guignard, todo punto B-estacionario es también un punto
S-estacionario [60]. Ye postuló que la condición M-estacionaria es la más apropiada para el
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estudio de los problemas (MPCC). Esto debido a que es suficientemente fuerte (solo por
debajo de la condición S-estacionaria), y se cumple bajo casi todas las calificaciones de res-
tricciones definidas para el problema [5]. Para cerrar esta Sección, se presenta la calificación
de restricciones generalizada de Mangasarian-Fromovitz para los problemas MPCC, con la
cual se escribe la condición necesaria de primer orden para la M-estacionaridad.

Definición 2.4.7 (MPCC-GMFCQ) Sea x̄ un punto factible para (MPCC) tal que G,H
son funciones continuamente diferenciables en x̄. Diremos que la calificación de restricciones
generalizada de Mangasarian-Fromovitz para MPCC se cumple en x̄ si

i) para toda partición de β en los conjuntos P,Q,R con R 6= ∅, existe una dirección d tal
que

∇Gi(x̄)>d = 0 ∀i ∈ α ∪Q,
∇Hi(x̄)>d = 0 ∀i ∈ γ ∪ P,
∇Gi(x̄)>d ≥ 0, ∇Hi(x̄)>d ≥ 0 i ∈ R;

y para algún i ∈ R o bien ∇Gi(x̄)>d > 0 o ∇Hi(x̄)>d > 0.

ii) para toda partición de β en conjuntos P,Q, los gradientes

∇Gi(x̄) ∀i ∈ α ∪Q,
∇Hi(x̄) ∀i ∈ γ ∪ P,

son linealmente independientes y existe una dirección d tal que

∇Gi(x̄)>d = 0 ∀i ∈ α ∪Q,
∇Hi(x̄)>d = 0 ∀i ∈ γ ∪ P.

Teorema 2.4.8 (Condición necesaria del tipo Kuhn-Tucker para puntos M-estacionarios)
Sea x̄ un óptimo local del problema (MPCC) tal que G,H son funciones continuamente dife-
renciables en x̄. Si MPCC-GMGCQ se cumple en x̄, entonces x̄ es un punto M-estacionario.

2.4.2. Puntos estacionarios en SDCMPCC
En esta Sección se resumen los resultados para puntos estacionarios en el problema de

complementariedad asociado al cono de matrices simétricas semidefinidas descrito por:

min
x∈Rn

f(x); 0 � G(x) ⊥ H(x) � 0. (SDCMPCC)

Es importante recalcar que el problema no está presentado de la misma forma en la que se
han planteado los problemas (CMPCC). Sin embargo, esto no es ningún inconveniente, pues
su restricción es equivalente a

0 � G(x) ⊥ −H(x) � 0.
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La razón de estudiar esta variación del problema es la siguiente descomposición. Dado un
punto x̄ factible para (SDCMPCC), se define A := G(x̄) + H(x̄). Entonces, se puede hallar
una descomposición por valores propios de la forma

A = P

Λα

0β
Λγ

P>, (2.5)

donde

α :=
{
i : λi(A) > 0

}
, β :=

{
i : λi(A) = 0

}
, γ :=

{
i : λi(A) < 0

}
, P =

[
Pα Pβ Pγ

]
.

A continuación, se presentan las definiciones de puntos estacionarios para este problema.
Para definir la condición S-estacionaria en el problema (SDCMPCC) se parte de la base de
que en los problemas (MPCC) esta condición es equivalente a encontrar un multiplicador
proximal en el problema (M-MPCC) [4, Teo. 3.2]. Partiendo de esto, se presenta la definición
entregada por Ding et al. [9, Def. 5.1], la cual es escrita gracias a un previo cálculo explícito
del cono normal proximal.

Definición 2.4.9 (Punto S-estacionario para SDCMPCC) Sea x̄ una solución factible de
(SDCMPCC). Tomando A := G(x̄) + H(x̄) y su descomposición por valores propios como
en (2.5). Se dice que x̄ es un punto S-estacionario para el problema (SDCMPCC) si existe
un multiplicador proximal para el problema (M-CMPCC) al considerar el cono de las ma-
trices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la función H). Esto es
equivalente a que existan (ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, (2.6)
Γ̃Gαα = 0, Γ̃Gαβ = 0, Γ̃Gβα = 0,
Γ̃Hγγ = 0, Γ̃Hγβ = 0, Γ̃Hβγ = 0,

Σαγ ◦ Γ̃Gαγ + (Eαγ − Σαγ) ◦ Γ̃Hαγ = 0,
Γ̃Gββ � 0, Γ̃Hββ � 0;

donde Γ̃G = P>ΓGP , Γ̃H = P>ΓHP , Σ ∈ Sm es definido por

Σij := max{λi(A), 0} −max{λj(A), 0}
λi(A)− λj(A) , i, j = 1, . . . ,m, con 0

0 := 1;

y E es una matrix de m×m tal que todas sus entradas son unos.

La definición para punto M-estacionario, al igual que en el caso (MPCC), proviene del
cono normal limitante del cono de complementariedad M(Sm+ ). La siguiente definición [9,
Def. 6.1] es escrita gracias al cálculo previo del cono normal limitante.

Definición 2.4.10 (Punto M-estacionario para SDCMPCC) Sea x̄ una solución factible
de (SDCMPCC). Tomando A := G(x̄) + H(x̄) y su descomposición por valores propios
como en (2.5). Diremos que x̄ es un punto M-estacionario para el problema (SDCMPCC) si
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existe un multiplicador limitante para el problema (M-CMPCC) al considerar el cono de las
matrices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la función H). Esto
es equivalente a que existan (ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, (2.7)
Γ̃Gαα = 0, Γ̃Gαβ = 0, Γ̃Gβα = 0,
Γ̃Hγγ = 0, Γ̃Hγβ = 0, Γ̃Hβγ = 0,

Σαγ ◦ Γ̃Gαγ + (Eαγ − Σαγ) ◦ Γ̃Hαγ = 0,

y existe una matriz ortogonal Q ∈ O|β|, una partición de β de la forma (β+, β0, β−), y matrices
Ξ1 y Ξ2 definidas como en las ecuaciones (25) y (26) del trabajo de Ding et al. [9] tal que

Ξ1 ◦Q>Γ̃GββQ+ Ξ2 ◦Q>Γ̃HββQ = 0, (2.8)
Q>β0Γ̃GββQβ0 � 0, Q>β0Γ̃HββQβ0 � 0, (2.9)

donde Γ̃G, Γ̃H , Σ ∈ Sm y E son como en la Def. 2.4.9.

El punto C-estacionario se define a partir de la condición de KKT no suave por medio
del subdiferencial de Clarke en el problema (C-CMPCC). Del mismo modo que en los casos
anteriores, Ding et al., [9, Def. 7.1] presentan la definición gracias a un previo cálculo del
conjunto de multiplicadores.

Definición 2.4.11 (Punto C-estacionario para SDCMPCC) Sea x̄ una solución factible de
(SDCMPCC). Tomando A := G(x̄) +H(x̄) y su descomposición por valores propios como en
(2.5). Diremos que x̄ es un punto C-estacionario para el problema (SDCMPCC) si se cumple
la condición de KKT no-suave para el problema (C-CMPCC) al considerar el cono de las
matrices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la función H(·)). Esto
es equivalente a que existan (ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, (2.10)
Γ̃Gαα = 0, Γ̃Gαβ = 0, Γ̃Gβα = 0,
Γ̃Hγγ = 0, Γ̃Hγβ = 0, Γ̃Hβγ = 0,

Σαγ ◦ Γ̃Gαγ + (Eαγ − Σαγ) ◦ Γ̃Hαγ = 0,〈
Γ̃Gββ, Γ̃Hββ

〉
≤ 0;

donde Γ̃G, Γ̃H , Σ ∈ Sm y E son como en 2.4.9.

En último lugar, Wu et al. [10] entregaron la noción para punto débilmente estacionario
(W-estacionario) para el problema (SDCMPCC). Esta noción se encuentra basada únicamen-
te en una relajación en las condiciones que debe cumplir el multiplicador de modo que sea
implicada por todas las demás, por lo que no proviene de un problema ajustado como en el
caso (MPCC).

Definición 2.4.12 (Punto W-estacionario para SDCMPCC) Sea x̄ una solución factible de
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(SDCMPCC). Tomando A := G(x̄) +H(x̄) y su descomposición por valores propios como en
(2.5). Diremos que x̄ es un punto W-estacionario para el problema (SDCMPCC) si existen
(ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, (2.11)
Γ̃Gαα = 0, Γ̃Gαβ = 0, Γ̃Gβα = 0,
Γ̃Hγγ = 0, Γ̃Hγβ = 0, Γ̃Hβγ = 0,

Σαγ ◦ Γ̃Gαγ + (Eαγ − Σαγ) ◦ Γ̃Hαγ = 0;

donde Γ̃G, Γ̃H , Σ ∈ Sm y E son como en 2.4.9.

El siguiente diagrama resume la relación encontrada por Ding et al. [9] entre los puntos
estacionarios presentados, junto con la definición de débilmente estacionario.

S-estacion. =⇒ M-estacion. =⇒ C-estacion. =⇒ W-estacion.

Adicionalmente los autores presentan nuevas calificaciones de restricciones mediante
las cuales se satisfacen las condiciones de optimalidad de estos puntos estacionarios (ver por
ejemplo [9, Cor. 5.1, Teo. 6.1, Teo. 7.1]). Al igual que en el caso MPCC, presentaremos la
condición necesaria de primer orden para la condición M-estacionaria.

Teorema 2.4.13 (Condición necesaria del tipo Kuhn-Tucker para puntos M-estacionarios)
Sea x̄ un óptimo local del problema (SDCMPCC) tal que G,H son funciones continuamente
diferenciables en x̄. Si el problema (M-CMPCC) asociado al cono de las matrices semidefini-
das positivas cumple con ser Clarke calmado en x̄, y se cumple la calificación de restricciones
SDCMPCC-LICQ, i.e., no existe un vector no nulo (ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, (2.12)
Γ̃Gαα = 0, Γ̃Gαβ = 0, Γ̃Gβα = 0,
Γ̃Hγγ = 0, Γ̃Hγβ = 0, Γ̃Hβγ = 0,

Σαγ ◦ Γ̃Gαγ + (Eαγ − Σαγ) ◦ Γ̃Hαγ = 0.

Entonces x̄ es un punto M-estacionario del problema (SDCMPCC).

2.4.3. Puntos estacionarios en SOCMPCC
En esta Sección se resumen los resultados para puntos estacionarios en el problema de

complementariedad asociado al cono de segundo orden:

min
x∈Rn

f(x); QM 3 G(x) ⊥ H(x) ∈ QM , (SOCMPCC)

donde f : Rn → R, G,H : Rn → RM son funciones dos veces continuamente diferenciables,
QM := Qm1 ×Qm2 × · · · × QmJ con M = ∑J

j=1mj y

Qmj :=
{

(s0, s̄) ∈ R× Rmj−1 : s0 ≥ ||s̄||
}
,
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con G(x) =
(
G1(x), G2(x), . . . , GJ(x)

)
y H(x) =

(
H1(x), H2(x), . . . , HJ(x)

)
. Además, dado

un punto s = (s0, s̄) ∈ R×Rmj−1, se denota a su reflexión por ŝ := (s0,−s̄). Dado un punto
x̄ factible para (SOCMPCC), se definen los siguientes conjuntos de índices, los cuales vienen
a ser análogos para los conjuntos α, β, γ definidos para (MPCC); y para la descomposición
de valores propios realizada para (SDCMPCC).

N1(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) = 0, Hj(x̄) ∈ intQmj

}
,

N2(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) ∈ intQmj , Hj(x̄) = 0

}
,

N3(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) ∈ bdQmj \ {0}, Hj(x̄) ∈ bdQmj \ {0}

}
,

N4(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) = 0, Hj(x̄) ∈ bdQmj \ {0}

}
,

N5(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) ∈ bdQmj \ {0}, Hj(x̄) = 0

}
,

N6(x̄) :=
{
j : Gj(x̄) = 0, Hj(x̄) = 0

}
.

Claramente N1(x̄) ∪ N2(x̄) ∪ N3(x̄) ∪ N4(x̄) ∪ N5(x̄) ∪ N6(x̄) = {1, 2, . . . , J}. Se dice que
el punto x̄ satisface complementariedad estricta si Gj(x̄) + Hj(x̄) ∈ intQmj para todo j,
i.e., N4(x̄) ∪N5(x̄) ∪N6(x̄) = ∅. Las siguientes definiciones para puntos estacionarios fueron
entregadas por Ye & Zhou [61].

Definición 2.4.14 (Punto W-estacionario para SOCMPCC) Sea x̄ una solución factible
para (SOCMPCC). Esta se dice ser un punto débilmente estacionario (W-estacionario) si
existe un multiplicador (λG, λH) ∈ RM × RM tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗λG +DH(x̄)∗λH = 0,
λHj = 0 si j ∈ N1(x̄), λGj = 0 si j ∈ N2(x̄), (2.13)

λGj ⊥ Gj(x̄), λHj ⊥ Hj(x̄),
(
Gj(x̄)

)
0
λ̂Gj +

(
Hj(x̄)

)
0
λHj ∈ RGj(x̄) si j ∈ N3(x̄).

Al igual que en el caso de las matrices semidefinidas, esta definición no proviene de la
condición de optimalidad de un problema ajustado, y es presentada para ser implicada por
todas las demás definiciones. A continuación, se presentan las definiciones para los puntos
S-, M-estacionarios. Estas provenientes del computo de los conos normal regular y limitante
sobre el cono de complementariedad.

Definición 2.4.15 (Punto S-estacionario para SOCMPCC) Sea x̄ una solución factible para
(SOCMPCC). Esta se dice ser un punto fuertemente estacionario (S-estacionario) si existe
un multiplicador (λG, λH) ∈ RM × RM tal que cumple (2.13), y además

λHj ∈ R−Ĥj(x̄),
〈
λGj , Ĥj(x̄)

〉
≤ 0 si j ∈ N4(x̄),

λGj ∈ R−Ĝj(x̄),
〈
λHj , Ĝj(x̄)

〉
≤ 0 si j ∈ N5(x̄),

λGj ∈ −Qmj , λHj ∈ −Qmj si j ∈ N6(x̄).

O equivalentemente si
(
λGj , λ

H
j

)
∈ N̂M(Qmj )

(
Gj(x̄), Hj(x̄)

)
, i = 1, . . . , J .
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Definición 2.4.16 (Punto M-estacionario para SOCMPCC) Sea x̄ una solución factible
para (SOCMPCC). Esta se dice ser un punto Mordukhovich estacionario (M-estacionario)
si existe un multiplicador (λG, λH) ∈ RM × RM tal que cumple (2.13), y además

λGj ∈ Rmj , λHj = 0 ó λGj ⊥ Ĥj(x̄), λHj ∈ RĤj(x̄) ó
λHj ∈ R−Ĥj(x̄),

〈
λGj , Ĥj(x̄)

〉
≤ 0 si j ∈ N4(x̄),

λGj = 0, λHj ∈ Rmj ó λGj ∈ RĜj(x̄), λHj ⊥ Ĝj(x̄) ó
λGj ∈ R−Ĝj(x̄),

〈
λHj , Ĝj(x̄)

〉
≤ 0 si j ∈ N5(x̄),

λGj ∈ −Qmj , λHj ∈ −Qmj ó
λHj = 0, λGj ∈ Rmj ó λGj = 0, λHj ∈ Rmj ó
λGj ∈ R−ξj, λHj ∈ {ξj}◦ ó λHj ∈ R−ξj, λGj ∈ {ξj}◦ ó
λGj ⊥ ξj, λ

H
j ⊥ ξ̂j, αjλ̂

G
j + (1− αj)λHj ∈ Rξj

para cierto αj ∈ [0, 1] y cierto ξj ∈ Cj si j ∈ N6(x̄);

donde Cj := {(1, w) ∈ R× Rmj−1 : ||w|| = 1}.

O equivalentemente si
(
λGj , λ

H
j

)
∈ NM(Qmj )

(
Gj(x̄), Hj(x̄)

)
, i = 1, . . . , J .

Del cálculo del subdiferencial de Clarke, también se puede entregar explícitamente la
condición C-estacionaria, la cual se presenta a continuación.

Definición 2.4.17 (Punto C-estacionario para SOCMPCC) Sea x̄ una solución factible para
(SOCMPCC). Esta se dice ser un punto Clarke estacionario (C-estacionario) si existe un
multiplicador (λG, λH) ∈ RM × RM tal que cumple (2.13), y además

λHj ∈ RĤj(x̄) si j ∈ N4(x̄),
λGj ∈ RĜj(x̄) si j ∈ N5(x̄),〈
λGj , λ

H
j

〉
≥ 0 si j ∈ N6(x̄).

O equivalentemente, si existe un multiplicador que satisface la condición de KKT no suave
por medio del subdiferencial de Clarke del problema (C-CMPCC) para el cono de segundo
orden.

El siguiente diagrama resume la relación encontrada por Ye & Zhou entre los puntos
estacionarios presentados. Podemos notar que la estructura es consistente con lo hallado en
los casos (MPCC) y (SDCMPCC).

S-estacion. =⇒ M-estacion. =⇒ C-estacion. =⇒ W-estacion.

Se presenta a continuación la condición necesaria para la condición M-estacionaria para
el caso (SOCMPCC) [61, Teo. 5.7].

Teorema 2.4.18 (Condición necesaria para puntos M-estacionarios) Sea x̄ un óptimo local
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del problema (SOCMPCC) tal que G,H son funciones continuamente diferenciables en x̄.
Entonces x̄ es un punto M-estacionario si se cumple una de las siguientes calificaciones de
restricciones:

1. Tanto G como H son funciones afines y mj ≤ 2 para j = 1, . . . , J .

2. El punto x̄ cumple la calificación de restricciones SOCMPCC-NNAMCQ ,i.e.,no existe
un vector no nulo (λG, λH) tal que

DG(x̄)∗λG +DH(x̄)∗λH = 0,
(
λGj , λ

H
j

)
∈ NM(Qmj )

(
Gj(x̄), Hj(x̄)

)
, i = 1, . . . , J.

2.4.4. Puntos estacionarios de Wachsmuth para CMPCC
En esta sección se exponen las definiciones de Wachsmuth [62, 63] para puntos esta-

cionarios en el problema (CMPCC). Los resultados originalmente fueron escritos para conos
K ⊂ X donde X es cualquier espacio de Banach, incluso de dimensión infinita. Estas defini-
ciones son presentadas para el caso donde el espacio X = E es Euclideano.

Definición 2.4.19 (Punto S-estacionario en el sentido de Wachsmuth) Sea K ⊂ E un cono
propio. Sea x̄ una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un
punto fuertemente estacionario en el sentido de Wachsmuth (S-estacionario de Wachsmuth)
si se cumple la condición de KKT para el problema CMPCC relajado (R-CMPCC) en el
punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (R-CMPCC)

s.a. G(x) ∈ TK∗
(
H(x̄)

)∗
,

H(x) ∈ TK
(
G(x̄)

)∗
.

Dado que K y K∗ son conos propios, se puede reescribir el problema (R-CMPCC)
utilizando los resultados encontrados en la Sección 1.3.

Lema 2.4.20 Sea K un cono propio. El problema (R-CMPCC) se puede reescribir, mediante
el uso del Lema 1.3.1 como

min
x∈Rn

f(x);

s.a. G(x) ∈ Φ
(
H(x̄)

)δ
,

H(x) ∈ Φ
(
G(x̄)

)D
.

Definición 2.4.21 (Punto W-estacionario en el sentido de Wachsmuth) Sea K ⊂ E un cono
propio. Sea x̄ una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un
punto débilmente estacionario en el sentido de Wachsmuth (W-estacionario de Wachsmuth)
si se cumple la condición de KKT para el problema CMPCC apretado (T-CMPCC) en el
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punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (T-CMPCC)

s.a. G(x) ∈ TK∗
(
H(x̄)

)∗⋂(
TK
(
G(x̄)

)∗)⊥
,

H(x) ∈ TK
(
G(x̄)

)∗⋂(
TK∗

(
H(x̄)

)∗)⊥
.

Nuevamente se pueden utilizar las propiedades para reescribir el problema (T-CMPCC)
como muestra el siguiente Lema.

Lema 2.4.22 Sea K un cono propio. El problema (T-CMPCC) se puede reescribir, mediante
el uso del Lema 1.3.1 como

min
x∈Rn

f(x);

s.a. G(x) ∈ Φ
(
H(x̄)

)δ⋂(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
,

H(x) ∈ Φ
(
G(x̄)

)D⋂(
Φ
(
H(x̄)

)δ)⊥
.

Estos resultados fueron desarrollados por Wachsmuth para coincidir con las definicio-
nes de puntos fuertemente estacionarios y débilmente estacionarios en (MPCC). En este
trabajo se han reescrito estos problemas cambiando los conos tangentes por caras minimales.
Esto ayuda a entenderlos desde otra perspectiva, y será la base para presentar los puntos
estacionarios faciales en la Sección 2.6 posterior. Wachsmuth presentó condiciones de optima-
lidad a partir de la calificación de restricciones de Robinson-Zowe-Kurcyusz (RZKCQ) [64,
Eq. (1.4)]. El siguiente teorema muestra el resultado de aplicar lo encontrado por Wachsmuth
[62, Prop. 4.8].

Teorema 2.4.23 Sea x̄ factible para (CMPCC). Además, se asume que se cumple que

DG(x̄)Rn = E× E,

donde G(x) =
(
G(x), H(x)

)
. Entonces x̄ cumple RZKCQ para el problema (T-CMPCC). En

particular, si x̄ es un mínimo local para (CMPCC), entonces x̄ es un punto S-estacionario
en el sentido de Wachsmuth.

2.5. Generalizaciones para CMPCC
Con base en lo presentado anteriormente, se presentan las definiciones generales para

puntos estacionarios en el problema (CMPCC). Estos resultados son resumidos, comentados
y comparados. En particular, se estudian las relaciones entre las distintas definiciones que se
pueden presentar para los puntos S-, M-, C- y W-estacionarios.

38



2.5.1. Puntos B-estacionarios
La definición de punto B-estacionario puede ser directamente extendida al problema

general (CMPCC) como se muestra a continuación.

Definición 2.5.1 (Punto B-estacionario para CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea
x̄ una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto
Bouligand estacionario (B-estacionario) si

∇f(x̄)>d ≥ 0 ∀d ∈ TF(x̄),

donde F denota el conjunto factible, i.e., F := {x : K 3 G(x) ⊥ H(x) ∈ K∗}.

Igual que en los demás casos, esta noción primal de punto estacionario se cumple en
cualquier óptimo. Sin embargo, es complicada de aplicar debido a la dificultad para explí-
citamente el cono tangente del conjunto factible. Esta noción será retomada en el Capítu-
lo 3.

2.5.2. Puntos S-estacionarios
Se ha visto cómo la condición fuerte estacionaria (S-estacionario) del punto (G(x̄), H(x̄))

se ha generalizado de diversas formas para coincidir con la definición en el problema (MPCC).
Por ejemplo en (SDCMPCC) al buscar un multiplicador en el cono normal proximal del
conjunto de complementariedad del cono de matrices semidefinidas positivas

Nπ
M(Sm+ )

(
G(x̄), H(x̄)

)
;

en (SOCMPCC) a partir de multiplicadores en el cono normal regular del conjunto de com-
plementariedad del cono de segundo orden

N̂M(Qm)
(
G(x̄), H(x̄)

)
;

y Wachsmuth lo ha definido a partir de la condición de KKT del problema relajado (R-CMPCC),
lo cual es equivalente a estudiar multiplicadores en el conjunto

NΦ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D
(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Desde las definiciones de cono normal proximal y regular, es evidente la inclusión

Nπ
M

(
G(x̄), H(x̄)

)
⊆ N̂M

(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Esto muestra directamente cómo la condición S-estacionaria a partir del cono proximal impli-
ca la condición S-estacionaria a partir del cono regular. Para poder relacionar estos resultados
con el punto S-estacionario de Wachsmuth, se estudia la relación entre el cono normal regular
del conjunto de complementariedadM con el cono normal resultante al estudiar el problema
(R-CMPCC). Esta relación no es una consecuencia de la descripción de los conjuntos, como
se puede observar en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1 Se considera el problema (CMPCC) asociado a cualquier cono propio K en el
punto

(
G(x̄), H(x̄)

)
= (0, 0), entonces

Φ
(
G(x̄)

)
= {0} =⇒ Φ

(
G(x̄)

)D
= K∗,

Φ
(
H(x̄)

)
= {0} =⇒ Φ

(
H(x̄)

)δ
= K.

Es claro queM(K) ⊂ K ×K∗ = Φ (H(x̄))δ × Φ (G(x̄))D lo que a su vez implica que

NΦ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D
(
G(x̄), H(x̄)

)
⊂ N̂M

(
G(x̄), H(x̄)

)
,

donde se ha utilizado que el conjunto Φ (H(x̄))δ × Φ (G(x̄))D es convexo.

Ejemplo 2 Si ahora se considera que
(
G(x̄), H(x̄)

)
∈ intK × {0}, entonces

Φ
(
G(x̄)

)
= K =⇒ Φ

(
G(x̄)

)D
= {0},

Φ
(
H(x̄)

)
= {0} =⇒ Φ

(
H(x̄)

)δ
= K.

En este caso se obtiene la inclusión

Φ (H(x̄))δ × Φ (G(x̄))D = K × {0} ⊂ M(K),

la cual implica la inclusión de los conos normales

N̂M
(
G(x̄), H(x̄)

)
⊂ NΦ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D

(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Con estos dos ejemplos se ha visto que no existe una inclusión entreM y el conjunto
Φ (H(x̄))δ × Φ (G(x̄))D. A pesar de esto, en esta sección se probará que los conos normales
siempre cumplen una inclusión. La siguiente proposición muestra una relación que será de
utilidad para la demostración de aquello.

Proposición 2.5.2 Sea (s, s∗) ∈M y sea (s̄, s̄∗) ∈ Φ(s∗)δ × Φ(s)D. Entonces

(s̄, s∗) ∈M∩ Φ(s∗)δ × Φ(s)D,
(s, s̄∗) ∈M∩ Φ(s∗)δ × Φ(s)D.

Demostración. Notemos que

M =
{

(s̄, s̄∗) ∈ K ×K∗ : s̄ ⊥ s̄∗
}
,

Φ(s∗)δ × Φ(s)D =
{

(s̄, s̄∗) ∈ K ×K∗ : s̄ ⊥ s∗, s ⊥ s̄∗
}
,

con lo que es directo encontrar las inclusiones propuestas.

Se procede a enunciar el siguiente teorema, el cual evidencia la relación entre los conos
normales en las definiciones para punto fuertemente estacionario en los problemas (CMPCC),
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la cual se cumple sea cual sea el punto enM desde donde se estudian estos conos.

Teorema 2.5.3 Sea (s, s∗) ∈ M. Entonces se cumple la siguiente inclusión de los conos
normales:

N̂M(s, s∗) ⊂ NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗).

Demostración. Por contrarrecíproca, sea (v, v∗) 6∈ NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗). El Teorema de Hahn-
Banach permite separar {(v, v∗)} del conjunto NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗), o bien, existe un vector
no nulo (p, p∗) ∈ Rn × Rn y c ∈ R tal que〈

(p, p∗); (v, v∗)
〉
> c >

〈
(p, p∗); (v̄, v̄∗)

〉
∀(v̄, v̄∗) ∈ NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗).

Como NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗) es un cono que contiene al (0, 0), es fácil ver que c > 0 con lo que
se puede reescribir la desigualdad para obtener la siguiente:〈

(p, p∗); (v, v∗)
〉
> 0 ≥

〈
(p, p∗); (v̄, v̄∗)

〉
∀(v̄, v̄∗) ∈ NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗).

Para (v, v∗) se puede notar que si el primer término en la desigualdad (el producto interno
en Rn × Rn) es mayor a 0, entonces

〈p, v〉 > 0 o bien 〈p∗, v∗〉 > 0.

Como Φ(s∗)δ × Φ(s)D es un conjunto convexo, entonces es directo de la desigualdad que

(p, p∗) ∈
(
NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗)

)◦
= TΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗),

y por lo tanto se puede describir (p, p∗) mediante sucesiones (pn, p∗n) → (p, p∗) y tn ↓ 0 tal
que para todo n ∈ N: (

s+ tnpn, s
∗ + tp∗n

)
∈ Φ(s∗)δ × Φ(s)D.

Sin pérdida de generalidad, se asume que 〈p, v〉 = c̄ > 0 para cierto valor de c̄. Si esto no
ocurre, entonces 〈p∗, v∗〉 > 0 y se puede realizar un desarrollo análogo. Por la Proposición
2.5.2 se cumple que para todo n ∈ N:(

s+ tnpn, s
∗
)
∈M.

Además, para cualquier n ∈ N se cumple que〈
(s+ tnpn, s

∗)− (s, s∗); (v, v∗)
〉

||(s+ tnpn, s∗)− (s, s∗)|| =

〈
(tnpn, 0); (v, v∗)

〉
tn||(pn, 0)|| =

〈
(pn, 0); (v, v∗)

〉
||(pn, 0)|| = 〈pn, v〉

||pn||
.

Este término no depende de tn, y su valor límite viene dado por

〈pn, v〉
||pn||

−−−→
n→∞

c̄

||p||
= cte. > 0.
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Para finalizar, es directo notar que s+ tnpn → s y que

lim sup
(s̄,s̄∗)M→(s,s∗)

〈
(s̄, s̄∗)− (s, s∗); (v, v∗)

〉
||(s̄, s̄∗)− (s, s∗)|| ≥ lim

n→∞

〈
(s+ tnpn, s

∗)− (s, s∗); (v, v∗)
〉

||(s+ tnpn, s∗)− (s, s∗)||

= c̄

||p||
= cte. > 0.

Por definición de cono normal regular esto significa que (v, v∗) 6∈ N̂M(s, s∗), concluyendo que

N̂M(s, s∗) ⊂ NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗).

A pesar de que en algunos casos es posible obtener la inclusión en el otro sentido (como
fue evidenciado en los ejemplos presentados), se verá cómo en el siguiente ejemplo esto no
se cumple. Con esto ya no es posible garantizar que la igualdad de los conjuntos sea una
propiedad general.

Ejemplo 3 Se considera el cono de segundo orden Qm dado por

Qm :=
{
s = (s0, s̄) ∈ R× Rm−1 : s0 ≥ ||s̄||

}
,

y sea (s, s∗) ∈ M(Qm) tal que s ∈ bdQm \ {0} y s∗ ∈ bdQm \ {0}. Es fácil reconocer las
caras

Φ(s) = cone{s}, Φ(s∗) = cone{s∗}.

Con esto, por la estructura del cono de segundo orden, se puede notar que

Φ(s)D = cone{s∗}, Φ(s∗)δ = cone{s}.

Se obtiene entonces la descripción para el cono normal dada por

NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗) =
{

(v, v∗) : v ⊥ s, v∗ ⊥ s∗
}
.

Del resultado de Ye et al. [15, Teo. 5.1], tenemos una descripción para el cono normal de
M(Qm) dado por

N̂M(Qm)(s, s∗) = NM(Qm)(s, s∗) =
{

(v, v∗) : v ⊥ s, v∗ ⊥ s∗, s0v̂ + s∗0v
∗ ∈ Rs

}
,

donde v̂ = (v0,−v̄). Es claro que los conjuntos no coinciden debido a la descripción del cono
normal regular. También se puede notar que el cono NΦ(s∗)δ×Φ(s)D(s, s∗) tampoco se encuentra
contenido en el cono normal limitante NM(Qm)(s, s∗). Esto es relevante pues muestra que un
punto S-estacionario en el sentido de Wachsmuth no necesariamente cumple con ser un punto
M-estacionario.

Esta sección se concluye escribiendo las tres formas de presentar los puntos S-estacionarios
para los problemas (CMPCC).
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Definición 2.5.4 (Puntos S-estacionario en CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una
solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto fuertemente
estacionario proximal (S-estacionario proximal) si existe un multiplicador proximal para el
problema (M-CMPCC), i.e., existe (µ, µ∗) ∈ E× E tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ Nπ
M(K)

(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Se dice que x̄ es un punto fuertemente estacionario regular (S-estacionario regular) si existe
un multiplicador regular para el problema (M-CMPCC), i.e., existe (µ, µ∗) ∈ E× E tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ N̂M(K)
(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Se dice que x̄ es un punto fuertemente estacionario en el sentido de Wachsmuth (S-estacionario
de Wachsmuth) si existe un multiplicador para el problema relajado (R-CMPCC), i.e., existe
(µ, µ∗) ∈ E× E tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ NΦ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D
(
G(x̄), H(x̄)

)
.

La relación entre las definiciones de puntos S-estacionarios se resume en la siguiente
proposición.

Proposición 2.5.5 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Luego:

i) Si x̄ es un punto S-estacionario proximal, entonces es un punto S-estacionario regular.

ii) Si x̄ es un punto S-estacionario regular, entonces es un punto S-estacionario de Wachs-
muth.

2.5.3. Puntos M- y C-estacionarios
A pesar de que Wachsmuth comentó en sus trabajos que no es claro cómo definir otras

nociones en el caso general [62, Secc. 4.1], posteriores trabajos de investigación como los
presentados en los casos (SDCMPCC) y (SOCMPCC) sugieren definir los puntos M- y C-
estacionarios a partir de los problemas (M-CMPCC) y (C-CMPCC). Para formalizar esto, a
continuación se presentan estas definiciones en el caso general (CMPCC).

Definición 2.5.6 (Punto M-estacionario para CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄
una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto Mor-
dukhovich estacionario (M-estacionario) si existe un multiplicador limitante para el problema
(M-CMPCC) en el punto x̄, i.e., un multiplicador (µ, µ∗) tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ NM(K)
(
G(x̄), H(x̄)

)
. (2.14)
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Definición 2.5.7 (Punto C-estacionario para CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea
x̄ una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto
Clarke estacionario (C-estacionario) si se cumple la condición de KKT no suave por medio
del subdiferencial de Clarke en el problema (C-CMPCC) en el punto x̄, i.e., un multiplicador
λ ∈ E tal que

0 ∈ ∇f(x̄) +DG(x̄)∗λ−
(
DG(x̄)∗ −DH(x̄)∗

)
∂cΠK

(
G(x̄)−H(x̄)

)
λ.

Desde las definiciones y las propiedades de los conos normales, se obtiene la siguiente
proposición.

Proposición 2.5.8 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Se cumple que:

i) Si x̄ es un punto S-estacionario regular, entonces es un punto M-estacionario.

ii) Si x̄ es un punto M-estacionario, entonces es un punto C-estacionario.

Demostración. El primer punto se obtiene directamente de la inclusión del cono regular en
el cono limitante. Para demostrar el segundo, sea (µ, µ∗) el multiplicador que hace a x̄ un
punto M-estacionario. Del resultado de Ye & Zhou [15, Prop. 2.1] se obtiene que

(µ, µ∗) ∈ NM(K)
(
G(x̄), H(x̄)

)
⇐⇒ −µ∗ ∈ D∗ΠK

(
G(x̄)−H(x̄)

)
(−µ− µ∗).

Mordukhovich mostró que la envoltura convexa de la coderivada genera los adjuntos del
subdiferencial de Clarke [65, (2.23)]. En particular, de esto se obtiene que

−µ∗ ∈ D∗ΠK
(
G(x̄)−H(x̄)

)
(−µ− µ∗) =⇒ −µ∗ ∈

(
∂cΠK

(
G(x̄)−H(x̄)

))∗
(−µ− µ∗)

=⇒ −µ∗ ∈ ∂cΠK
(
G(x̄)−H(x̄)

)
(−µ− µ∗),

donde se utilizó que los elementos de ∂cΠK son autoadjuntos [66, Prop. 1]. Por lo tanto, existe
cierto A ∈ ∂cΠK

(
G(x̄)−H(x̄)

)
tal que

−µ∗ = A(−µ− µ∗).

Denotando λ := −µ− µ∗, se obtiene que

µ∗ = −Aλ, µ = Aλ− λ.

Al reemplazar en la definición de punto M-estacionario se obtiene la relación

0 = ∇f(x̄) +DG(x̄)∗(Aλ− λ) +DH(x̄)∗(−Aλ)
= ∇f(x̄) +DG(x̄)∗Aλ−DG(x̄)∗λ−DH(x̄)∗Aλ
= ∇f(x̄)−DG(x̄)∗λ+

(
DG(x̄)∗ −DH(x̄)∗

)
Aλ,

lo que demuestra que x̄ es un punto C-estacionario.
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Observación El ejemplo visto en la sección anterior muestra que no siempre existe una
relación entre los puntos S-estacionarios de Wachsmuth y M-estacionarios. Es más, en dicho
ejemplo se puede ver cómo el cono normal limitante está estrictamente contenido en el cono
del problema (R-CMPCC). Mehlitz mostró que cuando K es un cono poliédrico, la condición
S-estacionaria de Wachsmuth implica ser un punto M-estacionario [56, Prop. 3.11].

Vale mencionar que estas definiciones de puntos M- y C-estacionarios coinciden con los
resultados presentados para los casos (MPCC), (SDCMPCC) y (SOCMPCC) por lo que serán
consideradas como las generalizaciones naturales para el problema (CMPCC).

2.5.4. Puntos W-estacionarios
Al igual que para los puntos S-estacionarios, en la definición de puntos W-estacionarios

existen discrepancias en lo definido para los distintos problemas. En el problema (MPCC)
se plantea a partir del problema MPCC ajustado (T-MPCC). Wachsmuth presenta su defi-
nición para (CMPCC) como extensión de lo anterior por medio del problema (T-CMPCC).
Al considerar las definiciones para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC), se pueden
evidenciar ciertas limitaciones. Por un lado, la definición de Wu (Def. 2.4.12) solo es la relaja-
ción de las condiciones, para así obtener una condición más débil. Sin embargo, la definición
no proviene de la condición de optimalidad de un problema ajustado. Por otro lado, en el
problema (SOCMPCC) ocurre lo mismo, siendo la definición presentada por Ye & Zhou (Def.
2.4.14) una relajación de las condiciones sin un problema ajustado como base. Para el pro-
blema (SOCMPCC), Zhan et al. [67, Def. 3.4] han presentado una condición W-estacionaria
a partir de un problema apretado. No obstante, esta definición no es válida porque contiene
la restricción

Gj(x) = 0 = Hj(x), j ∈ N4(x̄) ∪N5(x̄) ∪N6(x̄),

la cual no se satisface nisiquiera por el mismo punto x̄ en las coordenadas j ∈ N4(x̄)∪N5(x̄)
(basta ver la definición de estos conjuntos). Por este motivo no se han incluido dicha definición
en el análisis, y se considerará el punto W-estacionario de Wachsmuth como la generalización
de la condición débilmente estacionaria para el problema (CMPCC). A continuación, se
presenta esta condición escrita de forma general.

Definición 2.5.9 (Punto W-estacionario en CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea
x̄ una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto
débilmente estacionario en el sentido de Wachsmuth (W-estacionario de Wachsmuth) si existe
un multiplicador para el problema ajustado (T-CMPCC), i.e., existe (µ, µ∗) ∈ E× E tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ NC

(
G(x̄), H(x̄)

)
;

donde
C :=

(
Φ
(
H(x̄)

)δ⋂(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥)
×
(

Φ
(
G(x̄)

)D⋂(
Φ
(
H(x̄)

)δ)⊥)
.

Por completitud, a continuación se muestra la relación entre la condición S-estacionaria
de Wachsmuth y la W-estacionaria de Wachsmuth en el problema general (CMPCC). La
proposición nos muestra el resultado esperado, donde la condición fuerte es más fuerte que
la débil.
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Proposición 2.5.10 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Si x̄ es un punto S-estacionario de Wachsmuth, entonces es un
punto W-estacionario de Wachsmuth.

Demostración. Primero se debe notar que el conjunto C de la definición de W-estacionario
de Wachsmuth es convexo, y cumple que

C ⊆ Φ (H(x̄))δ × Φ (G(x̄))D ,

donde en el lado derecho se puede ver el conjunto del problema (R-CMPCC). Directamente
de la definición de cono normal regular se obtiene que

NΦ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D
(
G(x̄), H(x̄)

)
= N̂Φ(H(x̄))δ×Φ(G(x̄))D

(
G(x̄), H(x̄)

)
⊆ N̂C

(
G(x̄), H(x̄)

)
= NC

(
G(x̄), H(x̄)

)
,

con lo que se obtiene que un punto S-estacionario de Wachsmuth es un punto W-estacionario
de Wachsmuth.

2.6. Puntos estacionarios faciales para CMPCC
En las secciones anteriores se han escrito las definiciones de Wachsmuth a partir de las

caras minimales de K y K∗. Esto motiva a estudiar la definición de punto estacionario basada
en el siguiente problema facial.

Definición 2.6.1 (Punto F-estacionario en CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una
solución factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que x̄ es un punto facialmente
estacionario (F-estacionario) para el problema (CMPCC) si se cumple la condición de KKT
para el problema CMPCC facial (F-CMPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (F-CMPCC)

s.a. G(x) ∈ Φ
(
G(x̄)

)
,

H(x) ∈ Φ
(
H(x̄)

)
.

Esto es equivalente a que exista (µ, µ∗) ∈ E× E tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗µ+DH(x̄)∗µ∗ = 0, (µ, µ∗) ∈ NΦ(G(x̄))×Φ(H(x̄))
(
G(x̄), H(x̄)

)
.

Esta definición es interesante por varias razones. En primer lugar, es otra forma de
describir condiciones débiles para el problema (CMPCC). Además, tiene una interpretación
geométrica sencilla al involucrar las caras minimales para los puntos donde se estudia. Final-
mente, a conocimiento del autor, es primera vez que este problema es descrito para establecer
puntos estacionarios del problema (CMPCC).
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2.6.1. Relación con los puntos W-estacionarios
Es de interés saber cómo se vincula esta definición facial con las demás condiciones.

Primero se estudiará su relación con la condición W-estacionaria de Wachsmuth. Se comienza
viendo la inclusión entre los conjuntos factibles asociados a ambos problemas.

Proposición 2.6.2 Sea K ⊂ E un cono propio y sea x̄ un punto factible para el problema
(CMPCC) asociado a K. Entonces se cumplen las siguientes inclusiones:

Φ
(
G(x̄)

)
⊆ Φ

(
H(x̄)

)δ⋂(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
,

Φ
(
H(x̄)

)
⊆ Φ

(
G(x̄)

)D⋂(
Φ
(
H(x̄)

)δ)⊥
.

Además, si K y K∗ son conos facialmente expuestos, entonces se tiene la igualdad de los
conjuntos.

Demostración. Se prueba solo la primera inclusión ya que la segunda es análoga. Como x̄ es
factible para el problema (CMPCC), entonces G(x̄) ⊥ H(x̄). Por definición de cara dual es
claro que

G(x̄) ∈ Φ
(
H(x̄)

)δ
.

Como la cara minimal de G(x̄) es la menor de las caras de K que contiene a G(x̄) y Φ
(
H(x̄)

)δ
es una cara que contiene a G(x̄), entonces se tiene la inclusión

Φ
(
G(x̄)

)
⊆ Φ

(
H(x̄)

)δ
.

La definición de cara dual establece que Φ
(
G(x̄)

)D
= K∗ ∩ Φ

(
G(x̄)

)⊥
. Es directo notar que

Φ
(
G(x̄)

)
⊥ Φ

(
G(x̄)

)⊥
y por lo tanto

Φ
(
G(x̄)

)
⊥ Φ

(
G(x̄)

)D
⇐⇒ Φ

(
G(x̄)

)
⊆
(

Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
.

Al unir ambas inclusiones se concluye la inclusión. Ahora bien, si K es un cono facialmente
expuesto, entonces existe un vector s∗ ∈ K∗ tal que

Φ
(
G(x̄)

)
= K ∩ {s∗}⊥.

Además, por la Proposición 1.1.12

Φ
(
H(x̄)

)δ
= K ∩ {H(x̄)}⊥, Φ

(
G(x̄)

)D
= K∗ ∩ {G(x̄)}⊥.

Por la definición es directo notar que

s∗ ∈ Φ
(
G(x̄)

)D
y por lo tanto

(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
⊆ {s∗}⊥.
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Junto a lo anterior, se tiene la siguiente inclusión

Φ
(
H(x̄)

)δ⋂(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
= K ∩ {H(x̄)}⊥ ∩

(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥
⊆ K ∩ {H(x̄)}⊥ ∩ {s∗}⊥

⊆ K ∩ {s∗}⊥

Con lo que se concluye la otra inclusión, y por lo tanto la igualdad de los conjuntos en el
caso de que el cono sea facialmente expuesto.

La inclusión entre el conjunto factible de (T-CMPCC) y (F-CMPCC) también rela-
ciona sus soluciones. Si x̄ es un punto factible para (CMPCC), y es solución óptima para
(T-CMPCC), entonces también es solución óptima para (F-CMPCC). Se puede mostrar
cómo se relaciona la noción de punto W-estacionario de Wachsmuth con ser un punto F-
estacionario.

Proposición 2.6.3 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Si x̄ es un punto W-estacionario de Wachsmuth, entonces es un
punto F-estacionario. Además, si los conos K y K∗ son facialmente expuestos, entonces las
definiciones son equivalentes.

Demostración. Consideremos

C =
(

Φ
(
H(x̄)

)δ⋂(
Φ
(
G(x̄)

)D)⊥)
×
(

Φ
(
G(x̄)

)D⋂(
Φ
(
H(x̄)

)δ)⊥)

de la definición de punto W-estacionario de Wachsmuth. Si los conos K y K∗ son facialmente
expuestos, por la Proposición 2.6.2 se tiene que

Φ(G(x̄))× Φ(H(x̄)) = C,

por lo que las definiciones son equivalentes porque los conjuntos factibles de ambos problemas
son iguales. En el caso general se tiene que

Φ(G(x̄))× Φ(H(x̄)) ⊆ C,

donde los conjuntos en ambos lados son convexos. Esto, junto con la inclusión de sus conos
regulares, nos da como resultado

NΦ(G(x̄))×Φ(H(x̄))
(
G(x̄), H(x̄)

)
=N̂Φ(G(x̄))×Φ(H(x̄))

(
G(x̄), H(x̄)

)
⊆ N̂C

(
G(x̄), H(x̄)

)
= NC

(
G(x̄), H(x̄)

)
,

lo que concluye la inclusión entre multiplicadores.

La condición W-estacionaria de Wachsmuth fue construida para coincidir con la con-
dición respectiva del caso (MPCC), o bien cuando se estudia el ortante no negativo en Rn.
Como el ortante no negativo es un cono facialmente expuesto, la Def. 2.4.6 también coin-
cide con la de punto F-estacionario. Esto motiva a presentar la condición facial como otra
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generalización de la condición débil del problema (MPCC). Si bien se ha comentado que
las condiciones W-estacionarias para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC) no vienen
de generalizaciones de problemas ajustados, igual pueden ser comparadas con la condición
facial. A continuación se estudian estas relaciones.

Proposición 2.6.4 Sea x̄ una solución factible del problema (SDCMPCC). Si x̄ es un punto
W-estacionario para SDCMPCC (Def. 2.4.12), entonces es un punto F-estacionario.

Demostración. Se estudiará la primera restricción ya que el resultado para la otra se obtiene
de forma análoga. Considerando la descomposición de valores propios usual, se puede ver que

Φ(G(x̄)) =

P
Mαα 0 0

0 0 0
0 0 0

P> : Mαα � 0

 .
A partir de los Lemas 1.3.1, 1.3.2, y de la caracterización del cono tangente al cono de
matrices simétricas semidefinidas positivas [68, Ec. (9)], se puede caracterizar el cono normal
a la cara Φ(G(x̄)) como

NΦ(G(x̄))(G(x̄)) =

P
Γ̃αα Γ̃αβ Γ̃αγ

Γ̃βα Γ̃ββ Γ̃βγ
Γ̃γα Γ̃γβ Γ̃γγ

P> : Γ̃αα � 0;
〈
G(x̄),Γ

〉
= 0

 .
Por la estructura de G(x̄), se puede reescribir el cono normal de la forma

NΦ(G(x̄))(G(x̄)) =

P
Γ̃αα Γ̃αβ Γ̃αγ

Γ̃βα Γ̃ββ Γ̃βγ
Γ̃γα Γ̃γβ Γ̃γγ

P> : Γ̃αα = 0

 .
Utilizando esto para ambas reestricciones se obtiene que la condición facial para (SDCMPCC)
es equivalente a que exista un multiplicador (ΓG,ΓH) ∈ Sm × Sm tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗ΓG +DH(x̄)∗ΓH = 0, Γ̃Gαα = 0, Γ̃Hγγ = 0.

Luego, esta condición es más débil que la condición W-estacionaria presentada para el pro-
blema (SDCMPCC) en la Definición 2.4.12.

Proposición 2.6.5 Sea x̄ una solución factible del problema (SOCMPCC). Si x̄ es un punto
W-estacionario para SOCMPCC (Def. 2.4.14) y además satisface complementariedad estric-
ta, entonces es un punto F-estacionario.

Demostración. La condición se puede estudiar por medio de los índices. En los conos de
segundo orden las caras son fáciles de encontrar pues solo existen tres casos:

s = 0 =⇒ Φ(s) = {0},
s ∈ intQm =⇒ Φ(s) = Qm,

s ∈ bdQm \ {0} =⇒ Φ(s) = cone{s}.
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Gracias a esto, se puede ver que la condición facial es equivalente a que exista un multiplicador
(λG, λH) ∈ RM × RM tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗λG +DH(x̄)∗λH = 0, (2.15)
λHj = 0 si j ∈ N1(x̄), λGj = 0 si j ∈ N2(x̄),
λGj ⊥ Gj(x̄), λHj ⊥ Hj(x̄) si j ∈ N3(x̄),
λHj ⊥ Hj(x̄) si j ∈ N4(x̄),
λGj ⊥ Gj(x̄) si j ∈ N5(x̄).

Claramente la condición para los índices j ∈ N3(x̄) es más débil que la condición en 2.4.14.
Si el punto x̄ cumple complementariedad estricta, entonces N4(x̄) = N5(x̄) = ∅ con lo que las
últimas dos condiciones en (2.15) no existen para ningún índice j y pueden ser omitidas. Con
esto se obtiene que si x̄ cumple la condición W-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.14)
entonces es un punto F-estacionario.

Observación Lo anterior no se cumple en cualquier caso. En el caso general las condiciones
W-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.14) y F-estacionaria no son comparables. De todas
maneras, es fácil verificar (al estudiar las definiciones) que ambas condiciones son implicadas
por la condición C-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.17).

2.6.2. Relación con el punto M-estacionario
De las secciones anteriores se conoce que la condición S-estacionaria regular implica

tanto la condición M-estacionaria como la condición S-estacionaria de Wachsmuth, pero que
de forma general no se pueden comparar estas dos últimas. Además se vió que la condición
S-estacionaria de Wachsmuth es más fuerte que la condición W-estacionaria de Wachsmuth,
la cual a su vez es más fuerte que la condición F-estacionaria. Para mostrar la relación
desde el otro lado, la siguiente proposición une la condición M-estacionaria con la condición
F-estacionaria.

Proposición 2.6.6 Sea K ⊂ E un cono propio facialmente expuesto. Sea x̄ una solución
factible del problema (CMPCC) asociado a K. Si x̄ es un punto M-estacionario, entonces es
un punto F-estacionario.

Demostración. Para cualquier (s, s∗) ∈M(K) se sabe que se tiene la inclusión

N̂M(K)(s, s∗) ⊆ NΦ(s)×Φ(s∗)(s, s∗),

Entonces, para concluir la proposición basta que se demuestre que

NM(K)(s, s∗) ⊆ NΦ(s)×Φ(s∗)(s, s∗). (2.16)
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En efecto se tiene que

NM(K)(s, s∗) = lim sup
(s′,s′∗)

M(K)
→ (s,s∗)

N̂M(K)(s′, s′∗)

⊆ lim sup
(s′,s′∗)

M(K)
→ (s,s∗)

NΦ(s′)×Φ(s′∗)(s′, s′∗).

Sea (µ, µ∗) ∈ lim sup
(s′,s′∗)

M(K)
→ (s,s∗)

NΦ(s′)×Φ(s′∗)(s′, s′∗), por lo que existen sucesiones

(sn, s∗n) M(K)→ (s, s∗) y (µn, µ∗n)→ (µ, µ∗)

tal que
(µn, µ∗n) ∈ NΦ(sn)×Φ(s∗n)(sn, s∗n).

Como K es facialmente expuesto, del Lema 1.3.3 se obtiene que (pasando por subsucesión de
ser necesario) estas sucesiones de caras convergen a ciertas caras F y F ∗, i.e.,

Φ(sn) PK−−→ F, Φ(s∗n) PK−−→ F ∗.

Por la aplicación del Teorema de Attouch a funciones indicadoras [69, Teo. 2.4] se cumple que
µ ∈ NF (s), µ∗ ∈ NF ∗(s∗). Finalmente, el Lema 1.3.3 también indica que estas caras contienen
a las caras minimales de s y de s∗ por lo que, utilizando que las caras son conjuntos convexos,
se obtiene finalmente que

(µ, µ∗) ∈ NΦ(s)×Φ(s∗)(s, s∗),

lo que demuestra (2.16), y con ello la proposición.

2.6.3. Condiciones de optimalidad basadas en puntos faciales
Una de las ventajas de obtener condiciones estacionarias débiles, como es el caso de la

condición facial, es que a partir de las condiciones necesarias para la optimalidad basadas
en puntos estacionarios más fuertes, se desprenden inmediatamente nuevas condiciones de
optimalidad faciales. Por ejemplo, a continuación se presenta la condición necesaria de opti-
malidad para puntos F-estacionarios a partir de la condición presentada por Wachsmuth [62,
Prop. 4.8].

Teorema 2.6.7 Sea x̄ factible para (CMPCC), y supongamos que se cumple que

DG(x̄)Rn = E× E,

donde G(x) =
(
G(x), H(x)

)
. Si x̄ es un mínimo local para (CMPCC), entonces x̄ es un punto

F-estacionario.

2.6.4. Puntos Facial-Reducido estacionarios
En esta sección se presenta otra manera de generalizar la condición débil estacionaria. Al

considerar como base el problema ajustado para MPCC, se puede proponer su generalización
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mediante el uso de la reducción de conos (Def. 1.1.15). Así, la restricción en el problema
(T-MPCC) es equivalente a

ΞG(x̄)
Rn+

(
G(x)

)
= 0,

ΞH(x̄)
Rn+

(
H(x)

)
= 0;

donde ΞRn+ es la reducción canónica del cono Rn
+ en G(x̄), y en H(x̄) [35, Ej. 3.138]. La

particularidad en la reducción del ortante no negativo es que se cumple la restricción Ξs̄
Rn+

(s) =
0 si y solamente si s pertenece a la cara minimal de s̄, i.e., s ∈ Φ(s̄). Esto no es cierto
con cualquier cono K y cualquier reducción de clase C2 asociada a él, e.g., al considerar la
reducción del cono de segundo orden Qm [36, Lema 15] en un punto s̄ ∈ bdQm \{0}. En este
caso la función de reducción vale 0 en cualquier punto s ∈ bdQm sin importar si pertenece o
no a la cara minimal que contiene a s̄. Lo anterior motiva definir una subclase de las funciones
de reducción que cumplan esta propiedad.

Definición 2.6.8 (Reducción facial de clase C2) Sea K ⊂ E y sea K ⊂ Rm un cono puntia-
gudo. Se dice que K es C2-cono facialmente reducible a K en el punto s̄ ∈ K si existe una
vecindad N de s̄ y un mapeo Ξs̄

K : N → Rm de clase C2 tal que

i) DΞs̄
K(s̄) : E→ Rm es sobreyectiva,

ii) K ∩N = {s ∈ N : Ξs̄
K(s) ∈ K},

iii) Ξs̄
K(s̄) = 0,

iv) Ξs̄
K(s) = 0 =⇒ s ∈ Φ(s̄).

De la definición, es directo notar que cualquier reducción facial de clase C2 es particular-
mente una reducción de clase C2. La siguiente proposición muestra una condición suficiente
para obtener una reducción facial a partir de una reducción normal.

Proposición 2.6.9 Sea K ⊂ E un cono propio, sea s̄ ∈ K tal que Φ(s̄) es una cara expuesta
por s∗ 6= 0. Sea un mapeo Ξs̄

K tal que K es C2-cono reducible en s̄ por medio del mapeo Ξs̄
K

al cono K ⊂ Rm. Si s∗ ∈ kerDΞs̄
K(s̄), entonces K es C2-cono facialmente reducible en s̄ por

medio del mapeo
(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
al cono K× R+ ⊂ Rm+1.

Demostración. Primero se puede notar que si s∗ = 0, entonces s̄ ∈ intK y Φ(s̄) = K. Luego
Ξs̄
K ≡ 0 y K = {0}. Con esto la reducción original ya era una reducción facial. Si se considera

s∗ 6= 0, basta ver que el mapeo
(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
cumple las cuatro condiciones de la definición

de reducción facial.
D
(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
(s̄) =

(
DΞs̄

K(s̄), s∗
)
.

Ya que Ξs̄
K(s̄) es función de reducción, entonces

dim ImDΞs̄
K(s̄) = m.
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Como 0 6= s∗ ∈ kerDΞs̄
K(s̄), se obtiene que

dim kerD
(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
(s̄) = dim kerDΞs̄

K(s̄)− 1,

lo que, en función del Teorema de Núcleo-Imagen, implica que

dim ImD
(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
(s̄) = m+ 1,

obteniendo que es un operador sobreyectivo. La propiedad ii) se cumple trivialmente pues
al s∗ exponer la cara Φ(s̄), se tiene que s∗ ∈ K∗, con lo que la igualdad de la propiedad se
preserva. La propiedad iii) se mantiene pues s̄ ⊥ s∗. La propiedad iv) es una consecuencia
directa de que s∗ exponga la cara Φ(s̄). Por lo que

(
Ξs̄
K(·), 〈s∗, ·〉

)
es una función de reducción

facial para el cono K en s̄.

La definición de reducción facial permite plantear un nuevo problema desde el cual
estudiar soluciones del problema (CMPCC), como también los puntos estacionarios corres-
pondientes.

Definición 2.6.10 (Punto FR-estacionario en CMPCC) Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄
una solución factible del problema (CMPCC) asociado a K tal que K es facialmente reducible
en G(x̄) y K∗ lo es en H(x̄) por funciones ΞG(x̄)

K : E→ Rm; ΞH(x̄)
K∗ : E→ Rm̃ respectivamente.

Se dice que x̄ es un punto facial-reducido estacionario (FR-estacionario) para el problema
(CMPCC) si se cumple la condición de KKT para el problema CMPCC facialmente reducido
(FR-CMPCC) en el punto x̄:

min
x∈Rn

f(x); (FR-CMPCC)

s.a. ΞG(x̄)
K

(
G(x)

)
= 0,

ΞH(x̄)
K∗

(
H(x)

)
= 0.

Esto es equivalente a que exista (ξ, ξ∗) ∈ Rm × Rm̃ tal que

∇f(x̄) +DG(x̄)∗DΞG(x̄)
K

(
G(x̄)

)∗
ξ +DH(x̄)∗DΞH(x̄)

K∗
(
H(x̄)

)∗
ξ∗ = 0.

Se puede comparar esta nueva noción de punto estacionario débil, con la noción pre-
sentada en secciones anteriores.

Proposición 2.6.11 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K tal que K es facialmente reducible en G(x̄) y K∗ lo es en H(x̄) por
funciones ΞG(x̄)

K y ΞH(x̄)
K∗ respectivamente. Si x̄ es un punto F-estacionario, entonces también

es un punto FR-estacionario.

Demostración. Por la definición de reducción facial, se satisface que(
ΞG(x̄)
K

)−1
({0}) ⊆ Φ(G(x̄)),

(
ΞH(x̄)
K∗

)−1
({0}) ⊆ Φ(H(x̄));
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por lo que existe una inclusión entre los conjuntos factibles. Con esto se puede notar que si x̄
es solución del problema facial, entonces también será solución del problema facial reducido.
Dichas inclusiones también muestran la siguiente inclusión de los conos normales

NΦ(G(x̄))(G(x̄)) ⊆ N̂(
ΞG(x̄)
K

)−1
({0})

(G(x̄)). (2.17)

Como ΞG(x̄)
K = 0 y DΞG(x̄)

K es sobreyectiva, se puede utilizar el cambio de coordenadas [39,
Ej. 6.7] para calcular el cono normal:

N̂(
ΞG(x̄)
K

)−1
({0})

(G(x̄)) = DΞG(x̄)
K

(
G(x̄)

)∗
N̂{0}(0) = DΞG(x̄)

K

(
G(x̄)

)∗
Rm. (2.18)

Finalmente, al juntar (2.17) y (2.18); se obtiene que si existe un multiplicador facial µ,
entonces existe un elemento respectivo ξ ∈ Rm tal que

µ = DΞG(x̄)
K

(
G(x̄)

)∗
ξ.

El argumento se repite de forma análoga para µ∗ y su respectivo ξ∗ ∈ Rm̃, con lo que se
concluye que desde cualquier multiplicador facial se puede encontrar un multiplicador facial
reducido.

Se ha visto cómo las diferentes nociones para puntos débilmente estacionarios fueron
escritas para coincidir con la definición original en el caso (MPCC). La siguiente proposición
resume estas equivalencias.

Proposición 2.6.12 Sea x̄ una solución factible para el problema (MPCC), o bien, para el
problema (CMPCC) con el cono Rn

+. Entonces son equivalentes:

i) x̄ es un punto W-estacionario para MPCC.

i) x̄ es un punto W-estacionario de Wachsmuth para K = Rn
+.

iii) x̄ es un punto F-estacionario.

iv) x̄ es un punto FR-estacionario.

A partir de este resultado se pueden proponer tanto la condición W-estacionaria de
Wachsmuth, o las condiciones F-, FR-estacionarias como la propuesta de generalización de
la condición W-estacionaria para el problema (MPCC), en el caso general (CMPCC). Como
se ha mostrado, en el caso general se cumple la relación

W-est. de Wachsmuth =⇒ F-estacionario =⇒ FR-estacionario.

Con esto la condición FR-estacionaria es la más débil presentada, pero es complicada
de entender pues necesita una comprensión de las funciones de reducción facial. La condición
F-estacionaria no es tan débil, pero es más directa de utilizar en la medida de que lo es
encontrar las caras de los conos K y K∗.
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2.7. Resumen de resultados
El siguiente diagrama resume las relaciones encontradas en este capítulo para las dis-

tintas nociones de puntos estacionarios del problema (CMPCC).

S-est. proximal

S-est. regular S-est. de Wachsmuth

M-estacionario

W-est. de Wachsmuth

C-estacionario

FR-estacionario F-estacionario

∗

∗∗
∗∗

donde las implicancias denotadas por ==⇒ se cumplen en el caso general que K sea un cono
propio, la implicancia ∗=⇒ cuando además K es un cono poliédrico, y las implicancias ∗∗==⇒
cuando K es un cono facialmente expuesto. Todas las relaciones que no aparecen (y que no
pueden ser deducidas por transitividad) no son conocidas.

2.8. Discusión y Comentarios
En este capítulo se presentaron las definiciones de puntos estacionarios para el problema

(MPCC), así como los recientes resultados para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC),
y los conceptos introducidos por Wachsmuth. El estudio de estos conceptos permitió formali-
zar definiciones generales para cualquier problema (CMPCC). Adicionalmente, se estudiaron
las relaciones entre estas definiciones para finalmente presentar dos nuevas nociones de pun-
tos estacionarios débiles del problema (CMPCC): los puntos F-estacionarios y los puntos
FR-estacionarios. De forma adicional al resumen presentado en la Seccion 2.7, a continuación
se presenta una serie de puntos y problemas abiertos no abordados en este capítulo:

1. A pesar de que esta tesis ha abordado el caso particular de conos K en algún espacio
Euclidiano E, muchas definiciones y resultados se pueden extender directamente a casos
más generales. Por ejemplo, las definiciones de Wachsmuth fueron originalmente escritas
para espacios de Banach. Todas las definiciones de puntos estacionarios (S-proximal, S-
regular, S-de Wachsmuth, M-, C-, W-de Wacshmuth, F-, FR-) pueden ser directamente
comprendidas en el caso infinito dimensional. Sin embargo, no todas las relaciones en-
contradas en este capítulo pueden ser extendidas en ese contexto. Por ejemplo la relación
entre punto M-estacionario y punto F-estacionario (Prop. 2.6.6) se demuestra por medio
del Lema 1.3.3 el cual a su vez utiliza que la bola cerrada es compacta. Es por esto que
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si se desea estudiar el contexto infinito dimensional (espacios de Hilbert o incluso espa-
cios de Banach), es necesario realizar una revisión completa de todas las propiedades
estudiadas.

2. Aún cuando algunos autores han encontrado relaciones entre el punto B-estacionario y
las demás definiciones (e.g., Flegel & Kanzow demostraron en el caso (MPCC) que bajo
la calificación de restricciones de Guignard todo punto B-estacionario es también un
punto S-estacionario [60]), en el caso general no hay una relación. Hay un claro trade-off
o compensación al momento de utilizar las distintas nociones. En primer lugar, los puntos
B-estacionarios se cumplen en las soluciones óptimas del problema sin la necesidad de
alguna calificación de restricción. Su problema radica en que necesitan conocer el cono
tangente al conjunto factible y, en general, es un conjunto difícil de explicitar. Todas las
demás nociones de puntos estacionarios (también llamados puntos estacionarios duales),
son más fáciles de aplicar en el sentido que utilizan conjuntos computables. Su problema
es que para garantizar que se cumplan en soluciones óptimas, estos puntos deben cumplir
con alguna calificación de restricciones.

3. Las tres nociones generales para puntos fuerte estacionarios (Def. 2.5.4) fueron cons-
truidas para coincidir con la noción fuerte estacionaria del problema (MPCC). Se ha
visto que la noción de punto S-estacionario proximal es más fuerte que la de punto
S-estacionario regular. Para los problemas más estudiados en la literatura, se ha visto
que estas dos condiciones son equivalentes. Esto debido a que el cono normal proximal
al conjunto de complementariedad coincide con el cono normal regular (para (MPCC)
ver [4], para (SDCMPCC) ver [9], y para (SOCMPCC) ver [15]). Como trabajo futuro
se plantea encontrar condiciones (de ser necesarias) que garanticen que ambos conos
normales al conjunto de complementariedad coinciden y, por lo tanto, ambas nociones
de puntos fuertemente estacionarios sean equivalentes.

4. En la Proposición 2.6.6 se vio como la condición M-estacionaria implica la condición
F-estacionaria cuando el cono K es facialmente expuesto. Bajo esta hipótesis, también
se vio que la condición F-estacionaria es equivalente a la condición W-estacionaria de
Wachsmuth (Prop. 2.6.3). Con ambas proposiciones se concluye que si K es facialmente
expuesto, entonces la condición M-estacionaria implica la condición W-estacionaria de
Wachsmuth. De esto se desprenden dos nuevas preguntas a ser estudiadas. En primer
lugar, ¿Se cumple que la condición M-estacionaria implica la condición W-estacionaria de
Wachsmuth sin la hipótesis de ser facialmente expuesto? En segundo lugar, ¿Se cumple
la relación entre las condiciones M-estacionaria y F-estacionaria bajo la ausencia de la
exposición facial de K?

5. La condición C-estacionaria cumple con ser más débil que la condición M-estacionaria
(Prop. 2.5.8). Según lo observado en las nociones de la literatura (Sección 2.4), es razo-
nable pensar que la condición C-estacionaria debe ser más fuerte que cualquier noción
débil propuesta para el caso general. En esta tesis no fueron estudiadas estas relacio-
nes por la dificultad de expresar el subdiferencial de Clarke en la definición de punto
C-estacionario. Por esto, como trabajo futuro queda encontrar condiciones para que se
cumplan las relaciones

C-est. =⇒ W-est. de Wachsmuth, C-est. =⇒ F-est.

56



6. Como fue visto en la Proposición 2.6.7, la condición F-estacionaria puede ser utilizada
para caracterizar soluciones óptimas del problema (CMPCC). Al ser de las condiciones
más débiles, se pueden utilizar todas las calificaciones de restricciones que se han emplea-
do en las distintas condiciones de optimalidad (e.g., los Teoremas 2.4.8, 2.4.13, 2.4.18,
2.4.23). Esto motiva la búsqueda de nuevas calificaciones de restricciones débiles sobre
las cuales la condición F-estacionaria (respectivamente la condición FR-estacionaria) se
satisfaga en una solución óptima.

7. La reducción del cono de segundo orden en su frontera fue uno de los ejemplos que motivó
la definición de reducción facial. Lamentablemente, no se puede utilizar la Proposición
2.6.9 para derivar una reducción facial a partir de su reducción clásica [36, Lema 15].
Esto debido a que las hipótesis no se satisfacen. En particular, el vector que expone la
cara no pertenece al Kernel de la derivada de la reducción clásica. A futuro se espera
encontrar si es que existe, o demostrar que no existe tal reducción facial para este caso.

8. Los resultados de la literatura para el problema (MPCC) utilizan los conjuntos de índices
α(x̄), β(x̄), γ(x̄). Basado en esto, en el problema (SDCMPCC) se utilizó la descomposi-
ción por valores propios para encontrar nuevos conjuntos de índices α(x̄), β(x̄), γ(x̄) sobre
los cuales basar las definiciones de puntos estacionarios. De forma similar, en el problema
(SOCMPCC) se definieron los conjuntos de índices N1(x̄), N2(x̄), N3(x̄), N4(x̄), N5(x̄) y
N6(x̄), sobre los cuales se describen los resultados. Los resultados de Wachsmuth, así
como las definiciones generales presentadas en este capítulo, son descritas a partir de
problemas generales y propiedades geométricas. Se propone como trabajo futuro estu-
diar formas de generalizar los conjuntos de índices a cualquier problema (CMPCC), y a
partir de ellos describir los puntos estacionarios.

9. Existen en la literatura muchas otras definiciones de puntos estacionarios sobre las cuales
no se ha detallado en este trabajo (por ejemplo los puntos A-estacionarios en la Definición
2.4.5). Trabajo posterior será estudiar cómo generalizar estas nociones al caso (CMPCC),
y ver su relación con las demás condiciones.
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Capítulo 3

Geometría Variacional para el Cono
de Complementariedad

3.1. Introducción y contexto
En el Capítulo 2 se estudió como los distintos conos normales del conjunto de com-

plementariedad M(K) juegan un rol importante en la descripción de puntos estacionarios
duales. Por otro lado, así como la condición B-estacionaria requiere conocer el cono tangente
del conjunto factible, la siguiente condición primal de segundo orden [70, Cor. 1.3] también
requiere conocer su conjunto tangente de segundo orden:

Teorema 3.1.1 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una solución factible del problema
(CMPCC) asociado a K, donde F denota su conjunto factible. Entonces, para todo d ∈ TF(x̄)
con ∇f(x̄)d = 0 se tiene que

∇f(x̄)>w +∇2f(x̄)(d, d) ≥ 0, ∀w ∈ T 2
F(x̄; d).

Bajo calificación de restricciones, se puede realizar regla de la cadena para escribir estos
conjuntos a partir de los conjuntos tangentes del cono de complementariedad. Esto se muestra
en la siguiente proposición [37, Prop. 5].

Proposición 3.1.2 Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ factible para el problema (CMPCC)
asociado a K, tal que el mapeo multivaluado M(x) := G(x)−M es métricamente subregular
en (x̄, 0) en la dirección d con módulo κ, donde G(x) :=

(
G(x), H(x)

)
y M es el cono de

complementariedad asociado a K. Entonces

d ∈ TF(x̄) ⇐⇒ DG(x̄)d ∈ TM(G(x̄)).

Además, para toda dirección d tal que DG(x̄)d ∈ TM(G(x̄)) se cumple que

w ∈ T 2
F(x̄; d) ⇐⇒ DG(x̄)w +D2G(x̄)(d, d) ∈ T 2

M

(
G(x̄);DG(x̄)d

)
.
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Debido a las relaciones que utilizan elementos variacionales del cono de complementa-
riedad, los autores han invertido de su esfuerzo para describir explícitamente estos conjuntos.
Por ejemplo, Wu et al. [10] a partir de cálculos sobre la proyección ortogonal, caracterizaron
el cono tangente deM cuando K es el cono de matrices semidefinidas positivas. Wachsmuth
[63] encontró el mismo resultado mediante aproximaciones tangenciales a M. Mediante el
uso de la proyección ortogonal, Ye et al. [13] realizaron un trabajo similar para el caso donde
K es el cono de segundo orden. Esto fue extendido por Chen et al. [14] quienes entregaron
una fórmula exacta para su conjunto tangente de segundo orden. De manera casi simultánea
Liu & Pan [11] realizaron un desarrollo similar para cuando K es el cono de las matrices semi-
definidas positivas. También se ha trabajado para caracterizar el cono normal, por ejemplo,
Ye et al. [15] encontraron expresiones explícitas para los conos normales proximal, regular y
limitante aM para cuando K es el cono de segundo orden. Recientemente, Thinh et al. [71]
extendieron estos resultados a los conos circulares.

El principal aporte de este capítulo consiste en estudiar nuevas formas de relacionar los
elementos de la geometría variacional del cono de complementariedadM. Para dar comienzo
con esto, a continuación se presenta un resumen de las propiedades derivadas de la proyección
ortogonal, las cuales han sido claves para los desarrollos realizados en los últimos años. Luego,
utilizando las herramientas de la diferenciabilidad generalizada, se presentan novedosos resul-
tados que caracterizan estos conjuntos a partir de subdiferenciales convexos.

3.2. Geometría variacional vía proyección ortogonal
La gran mayoría de las caracterizaciones presentes en la literatura [13, 14, 11, 15] se

basan en relacionar el cono de complementariedad con la proyección ortogonal. Esta sec-
ción tiene como objetivo exponer los principales resultados para caracterizar los elementos
variacionales deM. El origen de estos resultados se encuentra en la siguiente proposición.

Proposición 3.2.1 Sea K un cono propio y seaM el cono de complementariedad asociado
a K. Entonces se cumple que

(s, s∗) ∈M ⇐⇒ s = ΠK(s− s∗), (3.1)

donde ΠK(x) := arg min
x′∈K

||x′ − x|| denota la proyección ortogonal a K.

A partir de esta proposición se obtienen los siguientes resultados, los cuales han sido
resumidos en la siguiente proposición. Su demostración puede ser encontrar en los trabajos
[14, Prop. 4.1], [15, Prop. 2.1], y [12, Prop. 3.1].

Proposición 3.2.2 Sea K un cono propio, y seaM el cono de complementariedad asociado
a K. Entonces, para (s, s∗) ∈M se cumple que

(u, u∗) ∈ NM(s, s∗) ⇐⇒ −u∗ ∈ D∗ΠK(s− s∗)(−u− u∗). (3.2)

Si la proyección ortogonal ΠK es direccionalmente diferenciable, para (s, s∗) ∈ M, entonces
se cumple que

(d, d∗) ∈ TM(s, s∗) ⇐⇒ d = Π′K(s− s∗; d− d∗), (3.3)
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donde Π′K es la derivada direccional. Si además la proyección ortogonal ΠK es parabólica
direccionalmente diferenciable de segundo orden en el sentido de Hadamard, para (s, s∗) ∈M
y (d, d∗) ∈ TM(s, s∗), entonces se cumple que

(w,w∗) ∈ T 2
M

(
(s, s∗); (d, d∗)

)
⇐⇒ w = Π′′K(s− s∗; d− d∗;w − w∗). (3.4)

La dificultad de estas caracterizaciones radica en conocer explícitamente la proyección
ΠK, sus derivadas direccionales y su coderivada. Los trabajos donde se ha ocupado esta
caracterización contemplan un previo cálculo de la proyección en todos los casos. Esto se ha
realizado para ciertos conos como el cono de las matrices semidefinidas, y para el cono de
segundo orden.

3.3. Cono tangente del cono de complementariedad
El objetivo de esta sección es encontrar una forma alternativa para la caracterización

del cono tangente deM. Así, como las propiedades estudiadas en la sección anterior tienen
su origen en la equivalencia (3.1), en este caso se considerará comenzar por la siguiente
proposición.

Proposición 3.3.1 Sea K un cono propio y seaM el cono de complementariedad asociado
a K. Entonces se cumple que

(s, s∗) ∈M ⇐⇒ −s∗ ∈ ∂δK(s).

3.3.1. Función de curvatura
Dado K ⊂ E un cono propio, se presenta a continuación la función de curvatura asociada

a K. Esta definición no es novedosa: por un lado guarda mucha relación con el coeficiente
de curvatura definido en espacios de Hilbert por Goncharov & Pereira [72], coincide con el
funcional de curvatura direccional definido por Christof & Wachsmuth [73] (restringiéndose
a espacios Euclidianos), y ha sido utilizado indirectamente en otros trabajos (e.g., [74]). En
esta sección se estudiaran las principales propiedades que satisface la función de curvatura
asociada a K.

Definición 3.3.2 Sea K ⊂ E un cono propio conM el cono de complementariedad asociado
a K y sea (s, s∗) ∈ M. Se define la función de curvatura de K en s con respecto a s∗ en la
dirección d ∈ E por

CK(s, s∗)(d) :=


lim inf
τ↓0, d′→d
s+τd′∈K

〈d′, s∗〉
τ

d ∈ CK(s, s∗);

+∞ d 6∈ CK(s, s∗),

donde CK(s, s∗) := TK(s) ∩ (s∗)⊥ se denomina el cono crítico de K en (s, s∗).
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Se puede notar que la función de curvatura de K está relacionada con la segunda
subderivada, como muestra la siguiente proposición.

Proposición 3.3.3 Sea K ⊂ E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a K y sea (s, s∗) ∈M. Entonces se cumple la relación

CK(s, s∗)(d) = 1
2d2δK(s| − s∗)(d).

Demostración. Por definición de segunda subderivada se tiene que

1
2d2δK(s| − s∗)(d) = lim inf

τ↓0
d′→d̄

δK(s+ τd′)− δK(s)− τ〈−s∗, d′〉
τ 2 ,

= lim inf
τ↓0
d′→d̄

δK(s+ τd′)− τ〈−s∗, d′〉
τ 2 .

Basta notar que el valor anterior será finito si y sólo si d pertenece a TK(s). Con esto se puede
reescribir la igualdad anterior como

1
2d2δK(s| − s∗)(d) =


lim inf
τ↓0, d′→d
s+τd′∈K

−τ 〈−s
∗, d′〉
τ 2 d ∈ TK(s);

+∞ d 6∈ TK(s).

Como τ ↓ 0, es necesario que la parte superior tienda a cero (o si no el límite se indeterminará),
por lo que s∗ ⊥ d. Con esto se obtiene la definición de la función de curvatura.

Gracias a esto, la función de curvatura extrae todas las propiedades que le entrega la
segunda subderivada. A continuación se presentan las principales [39, Cap. 13].

Proposición 3.3.4 Sea K ⊂ E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a K, y sea (s, s∗) ∈ M. Entonces la función de curvatura CK(s, s∗) es una función
propia, convexa e inferiormente semicontinua, y cumple que

CK(s, s∗)(αd) = α2CK(s, s∗)(d) ∀d ∈ CK(s, s∗), α > 0.

CK(s, s∗)(αd) ≥ 0 ∀d ∈ CK(s, s∗).

Proposición 3.3.5 Sea K ⊂ E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a K, y sea (s, s∗) ∈M. La conjugada de Fenchel de CK(s, s∗) se encuentra relacionada
con la función CK∗(s∗, s) de la siguiente forma:(

CK(s, s∗)
)∗

(−d∗) = CK∗(s∗, s)(d∗)

Demostración. Por el resultado de Rockafellar & Wets [39, Teo. 13.21], como s ∈ domδK y
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que −s∗ ∈ ∂δK(s), se cumple la relación

1
2d2δK(s,−s∗)(d) ∗←−→ 1

2d2δ−K∗(s∗,−s)(−d∗) = 1
2d2δK∗(s∗,−s)(d∗)

En el lado izquierdo se reconoce la función CK(s, s∗)(d), mientras que en el lado derecho se
reconoce CK∗(s∗, s)(d∗) con lo que se concluye el resultado.

Cuando el cono K es C2-cono reducible, como corolario directo del resultado de Moham-
madi et al. [45, Teo. 6.2] se obtiene una caracterización explícita para la función de curvatura
como se muestra en el siguiente resultado.

Corolario 3.3.6 Sea K ⊂ E un cono propio que es C2-cono reducible en s ∈ K a un cono
K ⊂ Rs por medio de la función Ξ(·). Sea (s, s∗) ∈M, entonces se puede obtener la función
de curvatura mediante el cálculo

CK(s, s∗)(d) =
{

2
〈
µ,∇2Ξ(s)(d, d)

〉
d ∈ CK(s, s∗),

+∞ en otro caso,

donde µ ∈ Rs es la única solución del sistema

−s∗ = ∇Ξ(s)∗µ, µ ∈ NK (Ξ(s)) .

Para finalizar el estudio de la función de curvatura en esta sección, a continuación se
presentan algunos ejemplos donde se ha encontrado su cálculo explícito.

Ejemplo 4 Consideremos K un cono poliedral, y sea (s, s∗) ∈ M (K). Entonces se cumple
que

CK(s, s∗)(d) = δCK(s,s∗)(d).

Ejemplo 5 [45, Ej. 5.8] Consideremos Qm el cono de segundo orden dado por

Qm :=
{
s = (~s, s0) ∈ Rm−1 × R : ||~s|| ≤ s0

}
,

y sea (s, s∗) ∈M (Qm). Entonces para d = (~d, d0) ∈ CQm(s, s∗) se tiene que

CQm(s, s∗)(d) = ||s
∗||
||s||

(
d2

0 − ||~d||2
)
.

Ejemplo 6 [75, Ej. 3.7] Consideremos Sm+ el cono de las matrices simétricas semidefinidas
positivas de dimensión m × m, y sea (S, S∗) ∈ M(Sm+ ). Entonces para D ∈ CSm+ (S, S∗) se
tiene que

CSm+ (S, S∗)(D) =
〈
DS†D,S∗

〉
.
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3.3.2. Caracterización del cono tangente
En esta sección se verá como la función de curvatura, presentada en la Definición 3.3.2,

puede ser utilizada para caracterizar el cono tangente deM. En efecto, el siguiente teorema
es una aplición directa del Lema 1.5.16, y muestra esta relación mediante la utilización del
subdiferencial de la función de curvatura.

Teorema 3.3.7 Sea K ⊂ E un cono propio conM el cono de complementariedad asociado
a K, y sea (s, s∗) ∈ M. Se asume además que δK es dos veces epi-diferenciable en s para s∗
(o equivalentemente si ∂δK es proto-diferenciable en s para s∗), entonces

(d, d∗) ∈ TM(s, s∗) ⇐⇒ −d∗ ∈ ∂CK(s, s∗)(d).

Demostración. Primero se puede notar que

(x, x∗) ∈M ⇐⇒ −x∗ ∈ NK(x) ⇐⇒ −x∗ ∈ ∂δK(x) ⇐⇒ (x,−x∗) ∈ gph ∂δK.

Luego es evidente que

(d, d∗) ∈ TM(s, s∗) ⇐⇒ (d,−d∗) ∈ Tgph ∂δK(s,−s∗),

lo cual, por la Definición 1.5.15, corresponde a que −d∗ ∈ D
(
∂δK

)
(s| − s∗)(d). Por el Lema

1.5.16 esto es equivalente a que

−d∗ ∈ ∂
(1

2d2δK(s| − s∗)
)

(d).

Dado que 1
2d2δK(s| − s∗)(d) = CK(s, s∗)(d), se obtiene el resultado que concluye el Teorema.

Observación De la Proposición 3.3.4 se sabe que la función de curvatura es convexa, propia
e inferiormente semicontinua. Por lo tanto el subdiferencial empleado en este resultado es
simplemente el subdiferencial clásico del Análisis Convexo.

Así como en la caracterización de la proyección es necesario conocer su derivada di-
reccional, en este caso es necesario conocer explícitamente el subdiferencial de la función de
curvatura. No obstante, en muchos casos esta función es nula en el cono crítico, e.g., cuando
K es un cono poliedral, o bien cuando s = 0 o s∗ = 0. El siguiente corolario del Teorema
3.3.7 revela como se simplifica la caracterización del cono tangente en estos casos.

Corolario 3.3.8 Sea K ⊂ E un cono propio conM el cono de complementariedad asociado
a K, y sea (s, s∗) ∈ M. Se asume además que δK es dos veces epi-diferenciable en s para s∗
(o equivalentemente si ∂δK es proto-diferenciable en s para s∗). Si la función de curvatura es
nula en CK(s, s∗), i.e.,

CK(s, s∗)(d) = δCK(s,s∗)(d),
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entonces

TM(s, s∗) =
{

(d, d∗) ∈ TK(s)× TK∗(s∗) : s ⊥ d∗, d ⊥ s∗, d ⊥ d∗
}

=
{

(d, d∗) ∈ CK(s, s∗)× CK∗(s∗, s) : d ⊥ d∗
}
.

Observación En el corolario anterior se puede interpretar el cono tangente aM como un
tipo de conjunto de complementariedad entre CK(s, s∗) y CK∗(s∗, s).

Se ha visto como la segunda epi-diferenciabilidad de δK (o equivalentemente, la proto-
diferenciabilidad de ∂δK) es la hipótesis necesaria para que se cumplan los resultados presen-
tados en esta sección. Se puede plantear la siguiente pregunta: ¿Qué tan fácil es que un cono
propio K cumpla esta hipótesis? Por su definición, se puede ver que ∂δK es proto-diferenciable
en s para −s∗ ∈ ∂δK si y sólo si gph δK es geométricamente derivable en (s,−s∗). Esto a su vez
(bajo cambio de variable) es equivalente a queM sea geométricamente derivable en (s, s∗).
Estudiar la derivabilidad geométrica de M por definición implica conocer de antemano el
conjunto TM(s, s∗), lo cual es contradictorio con lo planteado en este capítulo donde se pre-
tende caracterizar dicho conjunto. En la literatura se han presentado diversos resultados los
cuales están relacionados (directa e indirectamente) con queM sea geométricamente deriva-
ble. El siguiente lema recopila estos resultado y, por lo tanto, da criterios para responder la
pregunta.

Lema 3.3.9 Sea K ⊂ E un cono propio con M el cono de complementariedad asociado a
K, y sea (s, s∗) ∈M. Considere los siguientes enunciados:

(i) K es C2-cono reducible en s (Def. 1.1.15).

(ii) K es regular de segundo orden en s (Def. 1.2.5).

(iii) K es parabólicamente derivable en s para cualquier d ∈ TK(s) y es parabólicamente
regular en s para s∗ (Def. 1.2.3 & Def. 1.5.8).

(iv) La proyección ΠK(x) es satisface la diferenciabilidad direccional (Def. 1.5.1).

(v) M es geométricamente derivable en (s, s∗) (Def. 1.2.3).

(vi) ∂δK es proto-diferenciable en s para −s∗ (Def. 1.5.15)

(vii) δK es dos veces epi-diferenciable en s para −s∗ (Def 1.5.6)

Entonces se cumplen las siguientes implicancias:

(i) (ii) (iv) (v) (vi)

(iii) (vii)

Demostración. Primero se puede notar que (v) ⇐⇒ (vi) ⇐⇒ (vii) es directo por el
comentario realizado anteriormente. Shapiro demostró [76, Prop. 2.1, Prop. 3.1] que si K es
C2-cono reducible en s, entonces es regular de segundo orden en s, lo cual a su vez implica
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que su proyección es direccionalmente diferenciable en todo punto x tal que ΠK(x) = s. Esto
entrega las relaciones (i) =⇒ (ii) =⇒ (iv).

La implicancia (iv) =⇒ (v) fue demostrada separadamente para el cono de segundo orden
[12, Prop. 3.1], [13, Prop. 5.2], y para el cono de las matrices semidefinidas positivas [10,
Teo. 3.1]. No obstante, la demostración, según el comentario de Ye et al. [14], puede ser
extendido a cualquier cono K.

La implicancia (i) =⇒ (iii) fue explicada en la sección de comentarios de [39, Cap. 13].
Finalmente, la implicancia (iii) =⇒ (vii) es uno de los principales resultados de Mohammadi
et al. [45]. Con esto se concluye el lema.

Con esto no solo se ha presentado la relación entre el cono tangente de M con el
subdiferencial de la función de curvatura de K, si no que también condiciones suficientes
para que se cumpla la hipótesis del teorema.

3.3.3. Cono tangente por definición
Como último desarrollo sobre el cono tangente, en esta sección se presentan dos resulta-

dos muy relacionados entre sí. En primer lugar, si se juntan la Proposición 3.3.5, el Teorema
3.3.7, y la desigualdad de Fenchel-Young (que se torna en igualdad en este caso); se obtiene
el siguiente corolario, el cual caracteriza los elementos del cono tangente deM mediante una
igualdad numérica.

Corolario 3.3.10 Sea K un cono propio con M el cono de complementariedad asociado a
K, y sea (s, s∗) ∈M. Se asume además que δK es dos veces epi-diferenciable en s para −s∗.
Entonces el par (d, d∗) pertenece al cono tangente TM(s, s∗) si y solo si

CK(s, s∗)(d) + CK∗(s∗, s)(d∗) = 〈d,−d∗〉.

Observación Se puede notar que no es necesario suponer hipótesis con respecto a la segunda
epi-diferenciabilidad de (δK)∗. Esto debido a que si se cumple alguno de los siente enunciados
del Lema 3.3.9, entonces δK es dos veces epi-diferenciable. Luego, por el Lema 1.5.7, (δK)∗
también lo es.

En segundo lugar, se presenta por definición la inclusión (d, d∗) ∈ TM(s, s∗). Esto
significa que existe una sucesión de reales tn → 0+ y sucesiones dn → d, d∗n → d∗ tal que para
todo n ∈ N: (

s+ tndn, s
∗ + tnd

∗
n

)
∈M,

lo cual se puede escribir análogamente como

s+ tndn ∈ K, s∗ + tnd
∗
n ∈ K∗,

〈
s+ tndn, s

∗ + tnd
∗
n

〉
= 0.

Utilizando la bilinealidad del producto interno, se puede desarrollar la condición de ortogo-
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nalidad para obtener la siguiente expresión:

���
�:0〈s, s∗〉 + tn〈s, d∗n〉+ tn〈dn, s∗〉+ t2n〈dn, d∗n〉 = 0,

la cual, bajo reordenamiento de términos, es igual a

〈s, d∗n〉
tn

+ 〈dn, s
∗〉

tn
= 〈dn,−d∗n〉. (3.5)

Dado que para cada n ∈ N se tienen las inclusiones

s+ tndn ∈ K, s∗ + tnd
∗
n ∈ K∗,

en (3.5) se identifican los cocientes que definen las funciones de curvatura CK(s, s∗) y CK∗(s∗, s).
Con esto se puede notar que si se toma límite en (3.5), se obtiene la igualdad proveniente del
Corolario 3.3.10.

Este resultado es atractivo porque muestra cómo Fenchel-Young para las funciones de
curvatura se encontraba escondido dentro de la definición del cono tangente de M. Este
resultado será el primer paso para la caracterización del conjunto tangente de segundo orden
deM a través de la definición de una nueva función de curvatura.

3.4. Conjunto tangente de segundo orden del cono de
complementariedad

El objetivo de esta sección es encontrar una forma alternativa para la caracterización
del conjunto tangente de segundo orden de M de una forma análoga a lo encontrado para
el cono tangente deM. La última subsección en la sección anterior motiva investigar lo que
sucede dentro de la definición del conjunto tangente de segundo orden deM.

3.4.1. Conjunto tangente de segundo orden por definición
Se comienza estudiando el conjunto tangente de segundo orden de M por definición.

Sean (s, s∗) ∈ M y (d, d∗) ∈ TM(s, s∗), se estudia la inclusión (w,w∗) ∈ T 2
M

(
(s, s∗); (d, d∗)

)
.

Esto significa que existen sucesiones tn ↓ 0, wn → w, w∗n → w∗ tal que para todo n ∈ N:(
s+ tnd+ 1

2t
2
nwn, s

∗ + tnd
∗ + 1

2t
2
nw
∗
n

)
∈M.

La condición de ortogonalidad para este caso es〈
s+ tnd+ 1

2t
2
nwn, s

∗ + tnd
∗ + 1

2t
2
nw
∗
n

〉
= 0,

66



la cual puede ser expandida a la siguiente expresión al utilizar que s ⊥ s∗ pues pertenecen a
M, y que d ⊥ s∗, s ⊥ d∗ por pertenecer a CK(s, s∗) y CK∗(s∗, s) respectivamente.

��
��:0〈s, s∗〉 + tn���

�:0〈s, d∗〉 + tn���
�:0〈d, s∗〉 + 1

2t
2
n〈s, w∗n〉+ 1

2t
2
n〈wn, s∗〉

+ t2n〈d, d∗〉+ 1
2t

3
n〈d, w∗n〉+ 1

2t
3
n〈wn, d∗〉+ 1

4t
4
n〈wn, w∗n〉 = 0.

Reordenando los términos de la expresión se obtiene

2
t2n
〈s, w∗n〉+ 2

t2n
〈wn, s∗〉+ 4

t2n
〈d, d∗〉+ 2

tn
〈d, w∗n〉+ 2

tn
〈wn, d∗〉 = 〈wn,−w∗n〉.

Como (d, d∗) ∈ TM(s, s∗), utilizando el Corolario 3.3.10 se puede reemplazar el término 〈d, d∗〉
por la suma de las funciones de curvatura (con signo negativo). Se identifica nuevamente lo
que será un análogo a la igualdad de Fenchel-Young en el límite.

2〈wn, s∗ + tnd
∗〉 − 4CK(s, s∗)(d)
t2n
↓

C2
K(s,s∗;d,d∗)

+ 2〈s+ tnd, w
∗
n〉 − 4CK∗(s∗, s)(d∗)
t2n
↓

C2
K∗ (s∗,s;d∗,d)

= 〈wn,−w∗n〉. (3.6)

Reconociendo la analogía entre los resultado en (3.5), y en (3.6), se puede proponer un
candidato para lo que serán estas funciones de curvatura de segundo orden, las cuales serán
denotadas por C2

K(s, s∗; d, d∗) y C2
K∗(s∗, s; d∗, d).

Adicionalmente, desde la Proposición 1.5.3 se conoce la relación entre la (primera)
subderivada y el cono tangente, dada por dδK(s)(d) = δTK(s)(d). Con el Lema 1.5.16, se
conoce que la segunda subderivada se relaciona con el cono tangente TM por medio de
la función de curvatura. Por otro lado, se sabe que la subderivada parabólica cumple que
dpδK(s)(d)(w) = δT 2

K(s;d)(w) (Prop. 1.5.10). Siguiendo la analogía, se busca encontrar una
“segunda subderivada parabólica”, la cual pueda ser relacionada con la función de curvatura
de segundo orden. El resultado esperado es, con propiedades similares a las utilizadas en la
sección anterior, escribir el conjunto tangente de segundo orden paraM a partir de la función
de curvatura de segundo orden.

3.4.2. Segunda subderivada parabólica
En esta sección se entrega una propuesta para la definición de la segunda subderivada

parabólica, junto con sus principales propiedades. Para entregar esta definición, primero es
necesario definir una extensión para la tercera derivada, la cual se presenta a continuación
como extensión directa de la segunda subderivada sin mención de s∗.

Definición 3.4.1 (Tercera subderivada) Sea f : Rn → R una función, sea s ∈ Rn un punto
tal que f(s) es finito. La tercera subderivada de f en s se define por

d3f(s)(d) := lim inf
τ↓0
d′→d

f(s+ τd′)− f(s)− τdf(s)(d′)− 1
2τ

2d2f(s)(d′)
1
6τ

3 .
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Existen muchas formas distintas para generalizar la tercera derivada y, por lo tanto,
muchas formas para definir terceras subderivadas (por ejemplo, al considerar direcciones s∗).
La definición anterior es escogida por tres motivos: En primer lugar, esta no será estudiada
más a fondo en este trabajo, ya que solo será necesaria para la construcción de la segunda
subderivada parabólica. En segundo lugar, la tercera subderivada generaliza correctamente la
tercera derivada en el caso que la función sea de clase C3. Por último, la tercera subderivada
será nula en el caso que es de interés en este trabajo, que es cuando la función f sea la
indicatriz de un cono propio K. La siguiente proposición muestra el cumplimiento del segundo
y tercer punto.

Proposición 3.4.2 Si f es una función de clase C3, entonces

d3f(s)(d) = f (3)(s)(d, d, d).

Además, al evaluar la tercera subderivada en la función indicatriz de un cono propio K se
tiene que

d3δK(s)(d) = δTK(s)(d).

Demostración. Para la primera parte se realiza una expansión de Taylor para la función f
en torno a s como sigue a continuación.

f(s+ τd′) = f(s) + τ〈∇f(s), d′〉+ τ 2

2 ∇
2f(s)(d′, d′) + τ 3

6 f
(3)(s)(d′, d′, d′) +O(τ 3)

Como se cumple que df(s)(d′) = 〈∇f(s), d′〉, y que d2f(s)(d′) = ∇2f(s)(d′, d′), entonces

d3f(s|s∗)(d) = lim inf
τ↓0
d′→d

τ3

6 f
(3)(s)(d′, d′, d′) +O(τ 3)

1
6τ

3 = f (3)(s)(d, d, d).

Lo que concluye el primer punto. Para el segundo, se reemplaza la función en la Definición
3.4.1 para obtener

d3δK(s)(d) = lim inf
τ↓0
d′→d

δK(s+ τd′)−��
��* 0

δK(s) − τdδK(s)(d′)− 1
2τ

2d2δK(s)(d′)
1
6τ

3 .

Basta replicar el mismo desarrollo realizado en la Proposición 1.5.5, utilizando que dδK(s)(·)
y d2δK(s)(·) son idénticas a la función δTK(s)(·). Con esto se concluye toda la Proposición.

Se presenta a continuación la propuesta de segunda subderivada parabólica. Este es
uno de los resultados principales del capítulo, desde el cual se derivará la caracterización del
conjunto tangente de segundo orden deM.
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Definición 3.4.3 (Segunda subderivada parabólica) Sea f : Rn → R una función, sean
s, s∗, d, d∗ ∈ Rn tal que f(s), d2f(s|s∗)(d), y d3f(s)(d) son finitos. La segunda subderivada
parabólica de f en (s, s∗) relativa a (d, d∗) viene dada por la función

d2
pf(s|s∗)(d|d∗)(w) := lim inf

τ↓0
w′→w

∆2
p,τf(s|s∗)(d|d∗)(w′), (3.7)

donde

∆2
p,τf(s|s∗)(d|d∗)(w) :=

f(s+ τd+ 1
2τ

2w)− f(s)− τ〈d, s∗〉 − 1
2τ

2〈w, s∗〉
1
8τ

4 (3.8)

+
−1

2τ
3〈w, d∗〉 − 1

2τ
2d2f(s|s∗)(d)− 1

6τ
3d3f(s)(d)

1
8τ

4 .

Además se dice que f es dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗)
si las funciones ∆2

p,τf(s|s∗)(d|d∗) epi-convergen a d2
pf(s|s∗)(d|d∗) cuando τ ↓ 0. Si además

la función d2
pf(s|s∗)(d|d∗) es propia, f se dice ser propiamente dos veces parabólicamente

epi-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗).

A primera vista puede parecer que la segunda subderivada parabólica posee una de-
finición complicada, e incluso carente de sentido. No obstante, el siguiente lema muestra lo
que ocurre cuando la función f es de clase C3, y como este resultado es consistente con los
obtenidos en términos de las otras subderivadas (Prop. 1.5.3, 1.5.5 y 1.5.10).

Lema 3.4.4 Sea f una función de clase C3 en s, entonces

d2
pf
(
s
∣∣∣∇f(s)

)(
d
∣∣∣∇2f(s)d

)
(w) = 2f (3)(s)(d, d, w) +∇2f(s)(w,w). (3.9)

Demostración. Basta realizar una expansión de Taylor para la función f en torno a s como
se muestra a continuación.

f
(
s+τd+ 1

2τ
2w′

)
= f(s) +

〈
∇f(s), τd+ 1

2τ
2w′

〉
+ 1

2∇
2f(s)

(
τd+ 1

2τ
2w′, τd+ 1

2τ
2w′

)
+ 1

6f
(3)(s)

(
τd+ 1

2τ
2w′, τd+ 1

2τ
2w′, τd+ 1

2τ
2w′

)
+O(τ 4),

= f(s) + τ〈∇f(s), d〉+ 1
2τ

2〈∇f(s), w′〉+ 1
2τ

2∇2f(s)(d, d) + 1
2τ

3∇2f(s)(d, w′)

+ 1
8τ

4∇2f(s)(w′, w′) + 1
6τ

3f (3)(s)(d, d, d) + 1
4τ

4f (3)(s)(d, d, w′) +O(τ 4).

Al utilizar que s∗ = ∇f(s) y d∗ = ∇2f(s)d y que f es tres veces continuamente diferenciable
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en s, se obtienen las siguientes identidades.

〈d, s∗〉 = 〈d,∇f(s)〉,
〈w′, s∗〉 = 〈w′,∇f(s)〉,
〈w′, d∗〉 = ∇2f(s)(d, w′),

d2f(s|s∗)(d) = ∇2f(s)(d, d),
d3f(s)(d) = f (3)(s)(d, d, d).

Reemplazando en la definición de la subderivada parabólica de segundo orden y utilizando la
expansión de Taylor para el primer término, se puede apreciar como la mayoría de los términos
son iguales, salvo su signo. Luego de eliminar los términos que se cancelan, la expresión (3.7)
se simplifica a la siguiente igualdad.

d2
pf(s|s∗)(d|d∗)(w) = lim inf

τ↓0
w′→w

1
4τ

4f (3)(s)(d, d, w′) + 1
8τ

4∇2f(s)(w′, w′) +O(τ 4)
1
8τ

4

= 2f (3)(s)(d, d, w) +∇2f(s)(w,w),

lo que concluye con el lema.

Observación El resultado anterior revela una razón que sustenta el nombre de la segunda
subderivada parabólica. El resultado (3.9) coincide con la derivada con respecto a s de la
subderivada parabólica de parámetros s y d, evaluada en w. En otras palabras, cuando f es
de clase C3 en s:

d2
pf
(
s
∣∣∣∇f(s)

)(
d
∣∣∣∇2f(s)d

)
(w) = 2f (3)(s)(d, d, w) +∇2f(s)(w,w)

= ∂

∂s

(
∇2f(s)(d, d) + 〈∇f(s), w〉

)
(w)

= ∂

∂s

(
dpf(s)(d)

)
(w).

Esto insinúa que la definición y nombre de la segunda subderivada parabólica tiene sentido
pues, de forma análoga a lo que sucede con la subderivada y la segunda subderivada, la
segunda subderivada parabólica puede ser entendida como la “derivada” de la (primera)
subderivada parabólica.

La siguiente proposición entrega dos propiedades clave que cumple la segunda subderiva-
da parabólica. Por un lado muestra que (igual que en todos los demás casos) es inferiormente
semicontinua. Por otro, entrega una cota para su dominio.

Proposición 3.4.5 La segunda subderivada parabólica d2
pf(s|s∗)(d|d∗) siempre es una fun-

ción inferiormente semicontinua. Si se consideran parámetros s, s∗, d, d∗ tal que las funciones
df(s), d2f(s|s∗), dpf(s)(d) y d2

pf(s|s∗)(d|d∗) son propias, entonces el dominio de la segunda
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subderivada parabólica cumple

dom d2
pf(s|s∗)(d|d∗) ⊂

w : dpf(s)(d)(w)− 〈w, s∗〉 = d2f(s|s∗)(d),

lim inf
τ↓0
w′→w

Θτ (w′) = 〈w, d∗〉+ 1
3d3f(s)(d)

,
donde la función Θτ está definida por el cociente

Θτ (w′) := ∆p,τf(s)(d)(w′)− 〈w′, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d)
τ

.

Demostración. La semicontinuidad inferior se obtiene directamente de la expresión debido a
que la segunda subderivada parabólica corresponde a un epi-limite inferior [39, Prop. 7.4].
Para el segundo punto se consideran parámetros s, s∗, d, d∗ tal que df(s), d2f(s|s∗), dpf(s)(d)
y d2

pf(s|s∗)(d|d∗) son funciones propias. Por la definición de segunda subderivada parabólica
(Def. 3.4.3) es directo concluir que para que la función sea finita, se debe cumplir que

d ∈ dom d2f(s|s∗) ∩ dom d3f(s).

Del resultado de Rockafellar & Wets [39, Prop. 13.5], se cumple que

dom d2f(s|s∗) ⊂
{
d : df(s)(d) = 〈d, s∗〉

}
.

Por lo que se pueden reordenar los términos en la definición de segunda subderivada parabó-
lica, junto con utilizar que 〈d, s∗〉 = df(s)(d), y que ∆p,τf(s)(d)(w) es el cociente diferencial
proveniente de la definición de subderivada parabólica, para obtener la siguiente caracteriza-
ción.

∆2
p,τf(s|s∗)(d|d∗)(w) = 8τ−4

(1
2τ

2∆p,τf(s)(d)(w)− 1
2τ

2〈w, s∗〉 − 1
2τ

2d2f(s|s∗)(d)

− 1
2τ

3〈w, d∗〉 − 1
6τ

3d3f(s)(d)
)

=
∆p,τf(s)(d)(w)− 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d)

τ
− 〈w, d∗〉 − 1

3d3f(s)(d)
1
4τ

.

Se consideran sucesiones wν → w y τ ν ↓ 0 tales que, sin pérdida de generalidad, la sucesión
∆2

p,τνf(s|s∗)(d|d∗)(wν) converge a un valor α ∈ R, y que por su lado, ∆p,τνf(s)(d)(wν)
converge a algún β ∈ R. El valor d2

pf(s|s∗)(d|d∗)(w) es por definición el menor α que se
puede obtener, mientras que dpf(s)(d)(w) es el menor valor β. Entonces α viene dado por el
límite

α = lim
ν

(4/τ ν)
(

∆p,τνf(s)(d)(wν)− 〈wν , s∗〉 − d2f(s|s∗)(d)
τ ν

− 〈wν , d∗〉 − 1
3d3f(s)(d)

)
,
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de donde es directo notar por álgebra de límites que

∆p,τνf(s)(d)(wν)− 〈wν , s∗〉 − d2f(s|s∗)(d) −−→ β − 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d).

Se tiene que la convergencia 〈wν , d∗〉 → 〈w, d∗〉 ∈ R, y que el valor de d3f(s)(d) es constante
y finito. Como τ ν → 0, si el denominador es positivo, entonces el cociente tenderá a infinito
y con ello toda la expresión. Escrito de otro modo,

β − 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d) > 0 =⇒ α = +∞.

Por lo tanto, para que se cumpla que d2
pf(s|s∗)(d|d∗)(w) < +∞ se debe cumplir que

β − 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d) ≤ 0,

y como dpf(s)(d)(w) es el menor de los β, implica que

dpf(s)(d)(w)− 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d) ≤ 0.

Esto junto con la Proposición 1.5.11 entregan la siguiente igualdad que deben cumplir la
subderivada parabólica con la segunda subderivada.

dpf(s)(d)(w)− 〈w, s∗〉 − d2f(s|s∗)(d) = 0.

Adicionalmente, para que el valor de α sea finito la sucesión

∆p,τνf(s)(d)(wν)− 〈wν , s∗〉 − d2f(s|s∗)(d)
τ ν

debe converger a un valor finito (el cual se denominará γ ∈ R) ya que si no, bajo el argumento
anterior, toda la expresión diverge. Repitiendo el análisis para el último conjunto de valores,
se debe cumplir que

〈wν , d∗〉 −−→ γ − 1
3d3f(s)(d),

o equivalentemente
〈w, d∗〉 = γ − 1

3d3f(s)(d).

Finalmente, cuando β coincide con dpf(s)(d)(w), se obtiene que

lim inf
τ↓0
w′→w

Θτ (w′) = 〈w, d∗〉+ 1
3d3f(s)(d),

lo que concluye con la proposición.

La segunda subderivada parabólica permite extender la noción de regularidad parabóli-
ca de conjuntos (Def. 1.5.8), la cual se define a partir de la segunda subderivada de la función
indicadora.

Definición 3.4.6 (Regularidad parabólica de segundo orden) Un conjunto no vacío C ⊂ Rn

se dice dos veces parabólicamente regular en s ∈ C para s∗, d, d∗ ∈ Rn si para cualquier
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w ∈ Rn con d2
pδC(s|s∗)(d|d∗)(w) < ∞ entonces entre todas las sucesiones tn ↓ 0 y wn → w

que cumplen que

∆2
p,tnδC(s|s∗)(d|d∗)(wn)→ d2

pδC(s|s∗)(d|d∗)(w) cuando n→∞,

existen tales sucesiones que además cumplen que

lim sup
n→∞

||wn − w||
t2n

<∞.

Dos hipótesis fundamentales para los próximos resultados se presentan a continuación.

Definición 3.4.7 Se dice que la función f satisface la hipótesis (H1) en s, s∗, d, d∗ si

d2
pf(s|s∗)(d|d∗), d2

pf
∗(s∗|s)(d∗|d) son funciones propias. (H1)

Además se dice que la función f satisface la hipótesis (H2) en s, s∗, d, d∗ si se cumple que

d3f(s)(d) = 0 = d3f ∗(s∗)(d∗). (H2)

Observación La hipótesis (H2) siempre se satisface cuando se considera la función indica-
dora f = δK.

Otra propiedad importante es cuando la función f es convexa. En dicho caso, su segunda
subderivada parabólica (bajo segunda epi-diferenciabilidad) también es convexa.

Proposición 3.4.8 Para cualquier función propia y convexa f : Rn → R, y parámetros
(s, s∗) ∈ gph ∂f , (d, d∗) ∈ gph ∂

(
1
2d2f(s|s∗)

)
. Entonces si f es dos veces parabólicamente epi-

diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗), entonces d2
pf(s|s∗)(d|d∗) también es una función convexa.

Demostración. Que f sea dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗)
significa que ∆2

p,τf(s|s∗)(d|d∗) e−→ d2
pf(s|s∗)(d|d∗). Se deduce la convexidad de d2

pf(s|s∗)(d|d∗)
debido a que el epi-límite de funciones convexas es una función convexa [39, Teo. 7.17].

De forma análoga a la segunda subderivada (Prop. 1.5.7), el siguiente teorema generaliza
la relación entre la segunda subderivada parabólica y su conjugada de Fenchel.

Teorema 3.4.9 Sea f : Rn → R una función inferiormente semicontinua, propia y convexa,
y sean (s, s∗) ∈ gph ∂f , (d, d∗) ∈ gph ∂

(
1
2d2f(s|s∗)

)
tal que f cumple la hipótesis (H2) en

s, s∗, d, d∗. Entonces f es propiamente dos veces parabólica epi-diferenciable en (s, d) para
(s∗, d∗) si y solo si f ∗ es propiamente dos veces parabólica epi-diferenciable en (s∗, d∗) para
(s, d). En ese caso se cumple la relación de conjugada

1
2d2

pf(s|s∗)(d|d∗) ∗←−→ 1
2d2

pf
∗(s∗|s)(d∗|d)
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Demostración. Se definen las funciones ϕ0 := 1
2d2

pf(s|s∗)(d|d∗) y ψ0 := 1
2d2

pf
∗(s∗|s)(d∗|d), y

para τ > 0 se definen

ϕτ (w) := 1
2∆2

p,τf(s|s∗)(d|d∗)(w),

ψτ (w) := 1
2∆2

p,τf
∗(s∗|s)(d∗|d)(w).

Así para todo τ > 0, las funciones ϕτ y ψτ son inferiormente semicontinuas, propias y
convexas. Además se cumple que ϕ0 = e-lim infτ↓0 ϕτ y ψ0 = e-lim infτ↓0 ψτ . Al aplicar
transformada de Legendre-Fenchel a la función ϕτ se obtiene

ϕ∗τ (w∗) = sup
w∈Rn

{
〈w,w∗〉 − ϕτ (w)

}

= 4τ−4 sup
w∈Rn


〈1

2τ
2w,

1
2τ

2w∗
〉
− f

(
s+ τd+ 1

2τ
2w
)

+ f(s) + 〈τd, s∗〉+
〈1

2τ
2w, s∗

〉

+
〈1

2τ
2w, τd∗

〉
+ 1

2τ
2d2f(s|s∗)(d) + 1

6d3f(s)(d)


Como se tiene que (s, s∗) ∈ gph ∂f y que (d, d∗) ∈ gph ∂

(
1
2d2f(s|s∗)

)
, se puede utilizar la

caracterización del subdiferencial vía igualdad de Fenchel-Young, i.e.,

f(s) = 〈s, s∗〉 − f ∗(s∗),
1
2τ

2d2f(s|s∗)(d) = 〈τd, τd∗〉 − 1
2τ

2d2f ∗(s∗|s)(d∗).

Adicionalmente la hipótesis (H2) permite cambiar el término correspondiente sin afectar el
resultado de la igualdad. Entonces, reemplazando términos se obtiene

ϕ∗τ (w∗) = 4τ−4 sup
w∈Rn


〈1

2τ
2w,

1
2τ

2w∗
〉
− f

(
s+ τd+ 1

2τ
2w
)

+ 〈s, s∗〉 − f ∗(s∗) + 〈τd, s∗〉

〈1
2τ

2w, s∗
〉

+
〈1

2τ
2w, τd∗

〉
+ 〈τd, τd∗〉 − 1

2τ
2d2f ∗(s∗|s)(d∗)− 1

6d3f ∗(s∗)(d∗)



= 4τ−4 sup
w∈Rn


〈
s+ τd+ 1

2τ
2w, s∗ + τd∗ + 1

2τ
2w∗

〉
− f

(
s+ τd+ 1

2τ
2w
)
− f ∗(s∗)

− 1
2τ

2d2f ∗(s∗|s)(d∗)− 1
6d3f ∗(s∗)(d∗)− 〈s, τd∗〉 −

〈
s,

1
2τ

2w∗
〉
−
〈
τd,

1
2τ

2w∗
〉
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= 4τ−4

f ∗
(
s∗ + τd∗ + 1

2τ
2w∗

)
− f ∗(s∗)− 1

2τ
2d2f ∗(s∗|s)(d∗)− 1

6d3f ∗(s∗)(d∗)

− 〈s, τd∗〉 −
〈
s,

1
2τ

2w∗
〉
−
〈
τd,

1
2τ

2w∗
〉 = ψτ (w∗).

Se puede replicar el argumento usando que f ∗∗ = f y que (1
2d2f(s|s∗))∗∗ = 1

2d2f(s|s∗) para
obtener que ψ∗τ = ϕτ . Que f sea propiamente dos veces parabólica epi-diferenciable en (s, d)
para (s∗, d∗) es lo mismo a que ϕτ e−→ ϕ0 (y es propia) cuando τ ↓ 0. Del mismo modo f ∗
es propiamente dos veces parabólica epi-diferenciable corresponde a que ψτ e−→ ψ0 (propia)
cuando τ ↓ 0. Esas condiciones son equivalentes porque la epi-convergencia se preserva bajo
transformada de Legendre-Fenchel [39, Teo. 11.34], lo cual concluye el resultado.

Faltan dos ingredientes para replicar la caracterización del cono tangente (Teo. 3.3.7)
pero ahora para el conjunto tangente de segundo orden. Por un lado aún no se ha verificado
que la segunda subderivada parabólica de la función δK coincide con la función de curvatura
encontrada en (3.6) (lo cual se desarrolla en la Sección 3.4.4). Por otro lado es necesaria
encontrar una relación similar al Lema 1.5.16, pero en este caso con la segunda subderivada
parabólica.

3.4.3. Extensión del teorema de Do
En esta sección se extiende el resultado del Lema 1.5.16 en términos de la segunda

subderivada parabólica, para extender también el Teorema 3.3.7. El siguiente Lema muestra
la relación entre los cocientes diferenciales que componen la segunda subderivada parabólica
con el de la derivada gráfica de segundo orden.

Lema 3.4.10 (Relación de cocientes) Sea f : Rn → R, s tal que f sea finita, y cualquier
s∗ ∈ ∂f(s). Entonces para todo τ > 0 se cumple que

∂
(1

2∆2
p,τf(s|s∗)(d|d∗)

)
=
(
∆2
τ∂f

)
(s|s∗)(d|d∗),

donde ∆2
p,τf(s|s∗)(d|d∗) es el cociente diferencial de la Ecuación 3.8 y

(
∆2
τ∂f

)
(s|s∗)(d|d∗)(w) :=

∂f(s+ τd+ 1
2τ

2w)− s∗ − τd∗
1
2τ

2 ,

previamente presentado en la Definición 1.5.15.

Demostración. Sea τ > 0 fijo y se considera la función

ϕ(w) := 1
2∆2

p,τf(s|s∗)(d|d∗)(w).
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Considerando la Definición 3.8, es claro que

∂ϕ(w) = 4τ−4
[1
2τ

2∂f
(
s+ τd+ 1

2τ
2w
)
− 1

2τ
2s∗ − 1

2τ
3d∗
]

= 2τ−2
[
∂f

(
s+ τd+ 1

2τ
2w
)
− s∗ − τd∗

]
=
(
∆2
τ∂f

)
(s|s∗)(d|d∗)(w),

lo que concluye el resultado.

El lema recién presentado es una versión primitiva de la versión extendida del resultado
de Do, la cual se presenta a continuación. Este resultado relaciona la segunda subderivada
parabólica con la derivada gráfica de segundo orden por medio del subdiferencial.

Teorema 3.4.11 Sea f : Rn → R una función convexa, propia e inferiormente semiconti-
nua. Sean s ∈ Rn, s∗ ∈ ∂f(s), y sean d ∈ Rn, d∗ ∈ ∂

(
1
2d2f(s|s∗)

)
(d) tal que f satisface (H1)

en s, s∗, d, d∗. Entonces el mapeo ∂f es dos veces proto-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗) si
y solo si f es dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗), y se cumple
que

D2 (∂f) (s|s∗)(d|d∗) = ∂
(1

2d2
pf(s|s∗)(d|d∗)

)
. (3.10)

Observación Para motivar la demostración del Teorema, se presenta a continuación la igual-
dad cuando la función f es tres veces continuamente diferenciable. Sea f de clase C3 y sean
s∗ = ∇f(s) y d∗ = ∇2f(s)d. En el lado izquierdo se utiliza que ∂f ≡ {∇f}, y que ∇f es de
clase C2, con lo que se puede utilizar la Proposición 1.5.20. Se obtiene en el lado izquierdo
que

D2 (∂f) (s|s∗)(d|d∗)(w) = f (3)(s)(d, d, ·) +∇2f(s)(w, ·).

Por el lado derecho, utilizando (3.9) se obtiene que

∂
(1

2d2
pf(s|s∗)(d|d∗)

)
(w) = ∇w

(1
2
[
2f (3)(s)(d, d, w) +∇2f(s)(w,w)

])
.

Como el gradiente se realiza en función del parámetro w, estas derivadas son fáciles de calcular
y solamente corresponden a

∇w

(
f (3)(s)(d, d, w)

)
= f (3)(s)(d, d, ·), ∇w

(
∇2f(s)(w,w)

)
= 2∇2f(s)(w, ·),

donde además se ha utilizado que ∇2f(s)> = ∇2f(s). Finalmente se identifica la igualdad

∇w

(1
2
[
2f (3)(s)(d, d, w) +∇2f(s)(w,w)

])
= f (3)(s)(d, d, ·) +∇2f(s)(w, ·),

la cual coincide con lo encontrado en el lado izquierdo. Con esto se ha visto que cuando f es
tres veces continuamente diferenciable (incluso sin convexidad), se obtiene el resultado del
Teorema 3.4.11. A continuación se presenta la demostración para el caso general.

Demostración. Sea f una función dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s, s∗) para
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(d, d∗). Entonces para toda sucesión tn ↓ 0 se cumple que

1
2∆2

p,tnf(s|s∗)(d|d∗) e−→ 1
2d2

pf(s|s∗)(d|d∗).

El Teorema de Attouch (Lema 1.5.14) indica la convergencia gráfica de sus subdiferenciales,
o bien que

∂
(1

2∆2
p,tnf(s|s∗)(d|d∗)

)
g−→ ∂

(1
2d2

pf(s|s∗)(d|d∗)
)
.

Por la relación de cocientes (Lema 3.4.10), esto es lo mismo que
(
∆2
τ∂f

)
(s|s∗)(d|d∗) g−→ ∂

(1
2d2

pf(s|s∗)(d|d∗)
)
.

Debido a la unicidad del límite gráfico y la definición de derivada gráfica de segundo orden
(Def. 1.5.18), se obtiene que ∂f es dos veces proto-diferenciable en (s, s∗) para (d, d∗). Además
se satisface la relación (3.10).

Para estudiar la otra implicancia, se supone que f es dos veces proto-diferenciable en (s, s∗)
para (d, d∗). Entonces, para toda sucesión tn ↓ 0 se cumple que(

∆2
tn∂f

)
(s|s∗)(d|d∗) g−→ D2 (∂f) (s|s∗)(d|d∗),

o equivalentemente, nuevamente utilizando la relación de cocientes (Lema 3.4.10),

∂
(1

2∆2
p,tnf(s|s∗)(d|d∗)

)
g−→ D2 (∂f) (s|s∗)(d|d∗). (3.11)

Como las funciones 1
2∆2

p,tnf(s|s∗)(d|d∗) son todas convexas, inferiormente semicontinuas y
propias, sus subdiferenciales correspondientes son operadores maximales monótonos. La con-
vergencia gráfica de operadores maximales monótonos también lo es [39, Teo. 13.32]. Además
la clase de los subdiferenciales de funciones convexas, propias e inferiormente semicontinuas
es cerradas bajo convergencia gráfica en la clase de los operadores maximalmente monótonos
[49, Cor. 3.65]. Por esto se debe cumplir que

D2 (∂f) (s|s∗)(d|d∗) = ∂Φ

para cierta función Φ convexa, propia e inferiormente semicontinua. Además esto entrega
directamente que ∂Φ 6= ∅, por lo que sean (w,w∗) ∈ gph ∂Φ. Claramente el valor de Φ(w)
es finito. La convergencia gráfica en (3.11) (al ser en particular un límite inferior) dice que
para cualquier sucesión wn → w, existe una sucesión w∗n → w∗ tal que

w∗n ∈ ∂
(1

2∆2
p,tnf(s|s∗)(d|d∗)

)
(wn), (3.12)

o de manera equivalente

1
2∆2

p,tnf(s|s∗)(d|d∗)(wn) + 1
2∆2

p,tnf
∗(s∗|s)(d∗|d)(w∗n) = 〈wn, w∗n〉. (3.13)

Como f satisface la hipótesis (H1), ambas sucesiones deben ser acotadas inferiormente. Si
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esto no ocurre, el valor de la segunda subderivada parabólica en w (respectivamente en w∗)
sería −∞, lo que contradice la hipótesis. Como el término 〈wn, w∗n〉 es convergente, se puede
suponer que todos los términos son convergentes (pasando por subsucesión si es necesario).
También se puede asumir, luego de sumar una constante a Φ, que

lim
n→∞

1
2∆2

p,tnf(s|s∗)(d|d∗)(wn) = Φ(w). (3.14)

En síntesis, se cumple que ∂
(

1
2∆2

p,tnf(s|s∗)(d|d∗)
)

g−→ ∂Φ, y que existen (w,w∗) ∈ gphΦ,
y sucesiones {wn}n∈N, {w∗n}n∈N tal que se satisface (3.12), y el límite (3.14). En virtud del
Teorema de Attouch (Lema 1.5.14) se concluye que las funciones 1

2∆2
p,tnf(s|s∗)(d|d∗) epi-

convergen a Φ. La unicidad del límite y la definición de segunda subderivada parabólica
(Def. 3.4.3) entregan que f es dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s, s∗) para
(d, d∗), y que la relación (3.10) es cierta. Con ambas implicancias se concluye el teorema.

3.4.4. Función de curvatura de segundo orden
Con el trabajo realizado en las secciones anteriores, es posible presentar la curvatura

de segundo orden como una consecuencia de la segunda subderivada parabólica. Se toma
como base la Proposición 3.3.3, la cual relaciona la segunda subderivada con la función
de curvatura, para definir la función de curvatura de segundo orden se comienza desde la
siguiente relación.

C2
K(s, s∗; d, d∗)(w) = 1

2d2
pδK(s| − s∗)(d| − d∗)(w).

Otro elemento importante a generalizar es la noción de conjunto crítico (Def. 3.3.2). Esta
nueva definición corresponde a la cota para el dominio de la segunda subderivada parabólica
encontrada en la Proposición 3.4.5, y difiere a otras definiciones de conjunto crítico de segundo
orden en la literatura (e.g., [77, Eq. (4.3)]).

Definición 3.4.12 (Conjunto crítico de segundo orden) Se define el conjunto crítico de
segundo orden de K en (s, s∗) ∈M con respecto a (d, d∗) ∈ TM(s, s∗) como el conjunto

C2
K(s, s∗; d, d∗) :=

w ∈ T 2
K(s, d) : 〈w, d∗〉 = lim inf

τ↓0, w′→w
s+τd+ 1

2 τ
2w′∈K

ΘKτ (w′), 〈w, s∗〉 = 2CK(s, s∗)(d)

 ,
donde la función ΘKτ está definida (en este caso) por el cociente

ΘKτ (w′) = 〈w
′, s∗〉 − 〈w, s∗〉

τ
.

Se define a continuación la función de curvatura de segundo orden.

Definición 3.4.13 Sean (s, s∗) ∈M, (d, d∗) ∈ TM(s, s∗). Se define la curvatura de segundo
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orden de K en (s, s∗) con respecto a (d, d∗) a la función

C2
K(s, s∗; d, d∗)(w) :=


lim inf
τ↓0, w′→w

s+τd+ 1
2 τ

2w′∈K

〈w′, s∗ + τd∗〉 − 2CK(s, s∗)(d)
1
2τ

2 w ∈ C2
K(s, s∗; d, d∗)

+∞ w 6∈ C2
K(s, s∗; d, d∗).

Proposición 3.4.14 Sean (s, s∗) ∈ M, (d, d∗) ∈ TM(s, s∗). Por la definición de conjunto
crítico de segundo orden, se puede reescribir la función de curvatura de segundo orden utili-
zando que cualquier w en dicho conjunto debe cumplir que 〈w, s∗〉 = 2CK(s, s∗)(d). Podemos
escribir la función como

C2
K(s, s∗; d, d∗)(w) =


lim inf
τ↓0, w′→w

s+τd+ 1
2 τ

2w′∈K

〈w′, s∗ + τd∗〉 − 〈w, s∗〉
1
2τ

2 w ∈ C2
K(s, s∗; d, d∗)

+∞ w 6∈ C2
K(s, s∗; d, d∗).

A continuación se presentan tres casos en los cuales se puede conocer o restringir el
valor de la función de curvatura de segundo orden.

Proposición 3.4.15 Sean (s, s∗) ∈M, (d, d∗) ∈ TM(s, s∗).

i) Si (s, s∗) = (0, 0), entonces C2
K(0, 0; d, d∗)(w) = CK(d, d∗)(w).

ii) Si (d, d∗) = (0, 0), entonces C2
K(s, s∗; 0, 0)(w) = CK(s, s∗)(w).

iii) Si d∗ es una dirección admisible de K∗, entonces C2
K(s, s∗; d, d∗)(w) ≥ 0 para todo w.

Demostración. El punto i) es directo de notar que

lim inf
τ↓0, w′→w
τd+ 1

2 τ
2w′∈K

〈w′, τd∗〉 − 2CK(0, 0)(d)
1
2τ

2 = lim inf
τ↓0, w′→w
d+ 1

2 τw
′∈K

〈w′, d∗〉
1
2τ

= lim inf
τ ′↓0, w′→w
d+τ ′w′∈K

〈w′, d∗〉
τ ′

= CK(d, d∗)(w).

Para el segundo punto, se puede notar que

lim inf
τ↓0, w′→w
s+ 1

2 τ
2w′∈K

〈w′, s∗〉 − 2CK(s, s∗)(0)
1
2τ

2 = lim inf
τ ′↓0, w′→w
s+τ ′w′∈K

〈w′, s∗〉
τ ′

= CK(s, s∗)(w).

Para el último punto, si w 6∈ C2
K(s, s∗; d, d∗), el resultado es directo. En el otro caso, sean w ∈

C2
K(s, s∗; d, d∗), tn ↓ 0 y wn → w tal que para todo n ∈ N se cumple que s+ tnd+ 1

2t
2
nwn ∈ K.

Se considera el numerador del cociente de la definición de función de curvatura de segundo
orden:

Xn := 〈wn, s∗ + tnd
∗〉 − 2CK(s, s∗)(d).
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Por la Prop. 3.3.5, lo anterior se puede reescribir para obtener

Xn = 〈wn, s∗〉+ 〈wn, tnd∗〉+ 2CK∗(s∗, s)(d∗) + 2〈d, d∗〉.

Como la función de curvatura es no negativa, se puede acotar Xn por

Xn ≥
〈12t

2
nwn, s

∗〉+ 〈12t
2
nwn, tnd

∗〉+ 〈tnd, tnd∗〉
1
2t

2
n

=: Yn1
2t

2
n

.

Al utilizar que s ⊥ s∗, d ⊥ s∗, s ⊥ d∗, se puede reescribir Yn por

Yn =
〈
s+ tnd+ 1

2t
2
nwn, s

∗ + tnd
∗
〉
.

Si d∗ es una dirección admisible de K∗ en s∗ (i.e., para t suf. pequeño s∗+ td∗ ∈ K∗), entonces
para n suficientemente grande se cumple que Yn ≥ 0 por ser un producto entre elementos de
K y de K∗. A su vez, esto implica que Xn ≥ 0 y, por lo tanto, que el límite en n ∈ N del
cociente de la función de curvatura de segundo orden es no negativo. Como esto es válido
para cualquier sucesión, también lo es para el lim inf con lo que se concluye el resultado.

3.4.5. Caracterización del conjunto tangente de segundo orden
La función de curvatura de segundo orden corresponde al límite de los cocientes en-

contrados en la definición del conjunto tangente de segundo orden deM en (3.6). Más aún,
a partir de la extensión del teorema de Do se puede enunciar la relación entre el conjunto
tangente de segundo orden con el subdiferencial de la función de curvatura de segundo orden.

Teorema 3.4.16 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios, sea (s, s∗) ∈ M y (d, d∗) ∈ TM(s, s∗) tal
que δK es propiamente dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s,−s∗) para (d,−d∗),
entonces

(w,w∗) ∈ T 2
M

(
(s, s∗); (d, d∗)

)
⇐⇒ −w∗ ∈ ∂C2

K(s, s∗; d, d∗)(w).

Demostración. Primero se debe notar que si δK es propiamente dos veces parabólicamente
epi-diferenciable en (s,−s∗) para (d,−d∗), entonces (por el Teo. 3.4.9) δK cumple la hipótesis
(H1). Luego, similar a la demostración del Teorema 3.3.7, se puede notar que

(w,w∗) ∈ T 2
M

(
(s, s∗); (d, d∗)

)
⇐⇒ (w,−w∗) ∈ T 2

gph ∂δK

(
(s,−s∗); (d,−d∗)

)
,

lo cual, por la definición de derivada gráfica de segundo orden, corresponde a que

−w∗ ∈ D2
(
∂δK

)
(s| − s∗)(d| − d∗)(w).

Luego, utilizando el Teorema 3.4.11 lo anterior equivale a que

−w∗ ∈ ∂
(1

2d2
pδK(s| − s∗)(d| − d∗)

)
(w),
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con lo que se concluye por la construcción de la función de curvatura de segundo orden.

En el Lema 3.3.9 se mostraron enunciados que aseguran el cumplimiento de la segunda
epi-diferenciabilidad de δK (o equivalentemente, la proto-diferenciabilidad de ∂δK). De forma
análoga se puede realizar el estudio para la segunda parabólica epi-diferenciabilidad de δK o
bien, la segunda proto-diferenciabilidad de ∂δK. Por su definición, se puede ver que ∂δK es
dos veces proto-diferenciable en (s,−s∗) para (d,−d∗) si y sólo si gph δK es parabólicamente
derivable en (s,−s∗) para (d,−d∗). Esto a su vez (bajo cambio de variable) es equivalente a
queM sea parabólicamente derivable en (s, s∗) para (d, d∗). Adicionalmente, Chen et al.[14]
mostraron que la diferenciabilidad direccional parabólia en el sentido de Hadamard de la
proyección ortogonal es condición suficiente para la derivabilidad parabólica deM. Esto se
resume en el siguiente lema.

Lema 3.4.17 Sea K un cono propio conM el cono de complementariedad asociado a K, y
sea (s, s∗) ∈M y (d, d∗) ∈ TM(s, s∗). Considere los siguientes enunciados:

(i) La proyección ΠK(x) es parabólica direccionalmente diferenciable de segundo orden en
el sentido de Hadamard (Def. 1.5.1).

(ii) M es parabólicamente derivable en (s, s∗) para (d, d∗) (Def. 1.2.3).

(iii) ∂δK es dos veces proto-diferenciable en (s,−s∗) para (d,−d∗) (Def. 1.5.18)

(iv) δK es dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s,−s∗) para (d,−d∗) (Def 3.4.3)

Entonces se cumplen las siguientes implicancias:

(i) (ii) (iii) (iv)

3.5. Cono normal del conjunto de complementariedad
En esta sección se busca replicar el trabajo realizado para el cono tangente y el conjunto

tangente de segundo orden de M, en el cono normal. Como se muestra en la siguiente
proposición, se puede reescribir el cono normal limitante deM a través del subdiferencial de
segundo orden de la función indicadora del cono K.

Proposición 3.5.1 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios y sea (s, s∗) ∈M, entonces

(u, u∗) ∈ NM(s, s∗) ⇐⇒ u ∈ ∂2δK(s,−s∗)(u∗).

Demostración. Directo de utilizar la definición de subdiferencial de segundo orden y notar
que (s, s∗) ∈M ⇐⇒ −s∗ ∈ ∂δK(s).

Esta proposición, al igual que (3.2) la cual utiliza la coderivada de ΠK, corresponde úni-
camente a un cambio de nombre para el conjunto, y no sirve para caracterizar sus elementos.
Para compensar esto, a continuación se revisan algunas propiedades que permiten estimar el
cono normal deM.
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Proposición 3.5.2 Sean K ⊂ E un cono propio y sea (s, s∗) ∈M. Entonces

(d, d∗) ∈ TM(s, s∗) =⇒ (−d∗, d) ∈ NM(s, s∗),

o equivalentemente, [
0 − Id
Id 0

]
TM(s, s∗) ⊂ NM(s, s∗).

Demostración. Sea (d, d∗) ∈ TM(s, s∗), lo cual es equivalente a que

(d,−d∗) ∈ gph D (∂δK) (s| − s∗). (3.15)

El resultado de Rockafellar & Watts [39, Teo. 13.57] establece la inclusión

D (∂δK) (s| − s∗) ⊂ D∗ (∂δK) (s| − s∗),

lo cual, junto con (3.15), implica que

(d,−d∗) ∈ gph D∗ (∂δK) (s| − s∗) ⇐⇒ (−d∗,−d) ∈ Ngph ∂δK(s,−s∗),

lo cual es equivalente a que (−d∗, d) ∈ NM(s, s∗) concluyendo el resultado.

La proposición anterior entrega un primer estimador para el cono normal limitante de
M. Sin embargo, también revela una dificultad: Cuando se satisface alguno de los enunciados
del Lema 3.3.9, el cono tangente de M proviene del subdiferencial de la función convexa y
propia CK(s, s∗). Debido a que el subdiferencial de una función con tales características es
un operador maximal monótono, entonces el subdiferencial de segundo orden de δK (y por
lo tanto el cono normal limitante deM) no puede ser encontrado como el subdiferencial de
alguna función convexa. Esto significa que no es posible encontrar o definir otra función de
curvatura sobre la cual se utilice su subdiferencial para caracterizar al cono normal limitante.
A pesar de eso, gracias a la Proposición 1.2.7, se puede utilizar la caracterización del cono
tangente para describir el cono normal regular deM.

Proposición 3.5.3 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios tal que se cumple alguno de los enunciados
del Lema 3.3.9, y sea (s, s∗) ∈M, entonces

N̂M(s, s∗) =
{

(λ∗, λ) ∈ Rn × Rn : 〈d, λ∗〉 ≤ 〈λ, d∗〉 ∀(d, d∗) ∈ gph ∂CK(s, s∗)
}
.

Para poder utilizar este resultado, previamente se necesita conocer la función de curva-
tura y su subdiferencial. En contraste, el siguiente resultado es más débil, ya que no requiere
alguna de las hipótesis del Lema 3.3.9. En consecuencia, solo entrega aproximaciones para el
cono normal de Fréchet deM.

Lema 3.5.4 Sean K,K∗ ⊂ E conos propios, y sea (s, s∗) ∈ M, entonces se tienen las
siguientes cotas superior e inferior (en el sentido de la inclusión) para el cono normal de
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Fréchet deM:(
−Φ(s)D

)
×
(
−Φ(s∗)δ

)
⊆ N̂M(s, s∗) ⊆ NΦ(s∗)δ(s)×NΦ(s)D(s∗)

⊆ NΦ(s)(s)×NΦ(s∗)(s∗).

donde Φ denota la cara minimal (Def. 1.1.13).

Demostración. Por definición del cono tangente:

TM(s, s∗) ⊆ TK(s)× TK∗(s)
=
(
Φ(s)D

)∗
×
(
Φ(s∗)δ

)∗
.

=⇒ N̂M(s, s∗) = (TM(s, s∗))◦

⊇

(Φ(s)D
)∗
×
(
Φ(s∗)δ

)∗◦

⊇ −Φ(s)D ×−Φ(s∗)δ.

Lo que concluye la primera inclusión. La segunda inclusión viene dada por el Teorema 2.5.3
y la tercerera es una consecuencia directa de la Prop. 2.6.3.

El siguiente lema es una consecuencia de la Proposición 2.6.6, y muestra que el producto
de conos normales de las caras minimales también acota el cono normal limitante deM.

Lema 3.5.5 Sea K ⊂ E un cono propio facialmente expuesto, y sea (s, s∗) ∈ M, entonces
se tienen la siguiente cota superior (en el sentido de la inclusión) para el cono normal de
Mordukhovich deM:

NM(s, s∗) ⊆ NΦ(s)(s)×NΦ(s∗)(s∗),

donde Φ denota la cara minimal (Def. 1.1.13).

3.6. Geometría variacional vía subdiferenciales
En este capítulo se han presentado algunos resultados que caracterizan elementos de

la Geometría Variacional del cono de complementariedad. Los resultados a mencionar son
aquellos que permiten caracterizar dichos elementos a partir de subdiferenciales de funciones
convexas. La siguiente proposición resume estos resultados, y a la vez sirve de analogía con
el resultado visto en la Sección 3.2 en términos de la proyección ortogonal.

Proposición 3.6.1 Sea K ⊂ E un cono propio y sea M el cono de complementariedad
asociado a K. Entonces se cumple que

(s, s∗) ∈M ⇐⇒ −s∗ ∈ ∂δK(s), (3.16)
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y que
(u, u∗) ∈ NM(s, s∗) ⇐⇒ u ∈ ∂2δK(s,−s∗)(u∗). (3.17)

Si δK es dos veces epi-diferenciable en s para −s∗, entonces

(d, d∗) ∈ TM(s, s∗) ⇐⇒ −d∗ ∈ ∂CK(s, s∗)(d) (3.18)

Si además δK es propiamente dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (s,−s∗) para
(d,−d∗), entonces

(w,w∗) ∈ T 2
M

(
(s, s∗); (d, d∗)

)
⇐⇒ −w∗ ∈ ∂C2

K(s, s∗; d, d∗)(w). (3.19)

3.7. Condiciones de optimalidad bajo calificación facial
Se ha visto que para estudiar la condición B-estacionaria y el Teo. 3.1.1 (el cual

actúa como una condición B-estacionaria de segundo orden), es necesaria alguna califica-
ción de restricciones como por ejemplo la subregularidad métrica del mapeo multivaluado
M(x) := G(x) −M en (x̄, 0) en la dirección d con módulo κ, donde G(x) :=

(
G(x), H(x)

)
.

En efecto, esta calificación se puede asegurar mediante una calificación más fuerte, como lo es
la condición suficiente de primer orden para la subregularidad métrica direccional (FOSCMS)
[37, Prop. 4], [78, Teo. 1].

Proposición 3.7.1 La función multivaluada M(x) = G(x)−M es métricamente subregular
en (x̄, 0) en la dirección d la cual cumple que ∇G(x̄)d ∈ TM(G(x̄)) si se cumple la condición
suficiente de primer orden para la subregularidad métrica (FOSCMS) en dirección d:

∇G(x̄)∗(λ, λ∗) = 0, (λ, λ∗) ∈ NM
(
G(x̄);∇G(x̄)d

)
=⇒ (λ, λ∗) = 0. (FOSCMS)

La condición (FOSCMS) sigue siendo difícil de evaluar en la medida que lo es conocer
el cono normal limitante de M. Por esto, a continuación se presenta una nueva condición
suficiente para la subregularidad métrica basada en las propiedades geométricas que se han
estudiado en los capítulos 2 y 3. El trade-off o la compensación de ser una calificación más
fuerte (y que por lo tanto podría no satisfacerse con facilidad), es que es más fácil de estudiar.

Teorema 3.7.2 (Condición facial de primer orden para la subregularidad métrica) La fun-
ción multivaluada M(x) = G(x)−M es métricamente subregular en (x̄, 0) si K es facialmen-
te expuesto, y se cumple la condición facial de primer orden para la subregularidad métrica
(FCMS):

DG(x̄)∗λ+DH(x̄)∗λ∗ = 0,
λ ∈ NΦ(G(x̄))

(
G(x̄)

)
λ∗ ∈ NΦ(H(x̄))

(
H(x̄)

) =⇒ (λ, λ∗) = 0. (FCMS)

Demostración. Basta mostrar que lo anterior implica la condición suficiente establecida en
la Prop. 3.7.1 tomando la dirección d igual a 0. Así la condición (FOSCMS) (la cual está

84



escrita para el problema (M-CMPCC)) se puede reescribir como:

DG(x̄)∗λ+DH(x̄)∗λ∗ = 0
(λ, λ∗) ∈ NM

(
G(x̄), H(x̄)

)} =⇒ (λ, λ∗) = 0.

Como el Lema 3.5.5 entrega la inclusión

NM
(
G(x̄), H(x̄)

)
⊆ NΦ(G(x̄))

(
G(x̄)

)
×NΦ(H(x̄))

(
H(x̄)

)
,

es directa la implicancia entre las condiciones, y por lo tanto se concluye el Teorema.

Observación La condición (FCMS) corresponde al criterio de Mordukhovich para la regu-
laridad métrica en x̄ del problema con restricciones(

G(x), H(x)
)
∈ Φ(G(x̄))× Φ(H(x̄)),

criterio que a su vez es equivalente a la calificación de restricciones de Robinson, pues el
conjunto es convexo.

A partir de la condición (FCMS) se pueden reescribir las condiciones de optimalidad
como ejemplifica la siguiente proposición.

Proposición 3.7.3 Sea K ⊂ E un cono propio y facialmente expuesto. Sea x̄ una solución
factible del problema (CMPCC) asociado a K, tal que δK es dos veces epi-diferenciable en
G(x̄) para −H(x̄), y que satisface la condición facial de primer orden para la subregularidad
métrica (FCMS). Entonces

∇f(x̄)>d ≥ 0, ∀d ∈
{
d : −DH(x̄)d ∈ ∂CK

(
G(x̄), H(x̄)

)(
DG(x̄)d

)}
.

Además, para toda dirección d tal que DG(x̄)d ∈ TM(G(x̄)) con ∇f(x̄)>d = 0, y que cumple
que δK es propiamente dos veces parabólicamente epi-diferenciable en (G(x̄),−H(x̄)) para
(DG(x̄)d,−DH(x̄)d). Entonces

∇f(x̄)>w +∇2f(x̄)(d, d) ≥ 0, ∀w ∈
{
w : −DH(x̄)w −D2H(x̄)(d, d) ∈

∂C2
K

(
G(x̄), H(x̄);DG(x̄)d,DH(x̄)d

)(
DG(x̄)w +D2G(x̄)(d, d)

)}
.

3.8. Discusión y Comentarios
Este capítulo se centró en el estudio de los elementos de la geometría variacional re-

ferentes al cono de complementariedad. En esa línea, una de las principales y novedosas
contribuciones de este capítulo fue la definición de la segunda subderivada parabólica (Def.
3.4.3). Sin embargo, su fin en este trabajo solo consistió en introducir la noción de función
de curvatura de segundo orden, y así caracterizar el conjunto tangente de segundo orden
(Teo. 3.4.16). Análogo al Capítulo 2, a continuación se discuten líneas de trabajo y preguntas
abiertas no abordadas en este capítulo:
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1. Al estudiar problemas de la forma minx f(x); s.a. x ∈ C, con f una función propia,
convexa e inferiormente semicontinua, y C es un conjunto convexo, se han escrito con-
diciones de optimalidad de primer orden en términos de la (primera) subderivada [39,
Teo. 8.15], de segundo orden en términos de la segunda subderivada [39, Teo. 13.24], y
versiones parabólicas para condiciones de optimalidad de segundo orden escritas por la
subderivada parabólica [39, Teo. 13.66]. Esto se resume en la siguiente proposición.

Proposición. Considere el problema de minimización

min
x∈Rn

f0(x); x ∈ C ⊂ Rn,

donde f0 : Rn → R es una función propia, convexa e inferiormente semicontinua, y C
un conjunto convexo. Entonces:

i) Si df0(x̄)(d) ≥ 0 para todo d ∈ TC(x̄), entonces x̄ es una solución óptima.

ii) Si f0 sólo es una función propia, y se cumple que 0 ∈ ∂f(x̄) y d2f0(x̄|0)(d) > 0 para
todo d 6= 0, entonces x̄ es un óptimo local.

iii) Si f0 sólo es una función propia, y x̄ es un óptimo local, entonces df0(x̄)(d) ≥ 0
para todo d, y en el caso de que d 6= 0 con df0(x̄)(d) = 0, también se cumple que
infw dpf0(x̄)(d)(w) ≥ 0.

En este marco, una línea de investigación sería estudiar la aplicación de la segunda sub-
derivada parabólica en la escritura de nuevas condiciones de optimalidad para problemas
generales.

2. Uno de los resultados clave para la caracterización del cono tangente fue el Lema 1.5.16,
el cual fue presentado por Do en 1992. Este resultado está escrito en términos de una
función f convexa, propia e inferiormente semicontinua. En la literatura se han pre-
sentado resultados más generales, e.g., Rockafellar & Wets presentan una versión más
débil, donde la función f se asume prox-regular y subdiferencialmente continua [39,
Teo. 13.40]. En este capítulo se ha presentado una extensión al resultado de Do utilizan-
do la segunda subderivada parabólica, donde se ha asumido que la función f es convexa,
propia e inferiormente semicontinua (Teo. 3.4.11). Una línea de trabajo es estudiar si el
resultado generalizado es cierto para una familia de funciones más grande.

3. Como se puede desprender de los trabajos de Mohammadi (e.g., [45, 75, 79]), el dominio
de la función de curvatura domCK(s, s∗) coincide con el cono crítico de K en (s, s∗):
CK(s, s∗). En este capítulo se ha definido la curvatura de segundo orden con su dominio
contenido en el denominado conjunto crítico de segundo orden de K: C2

K(s, s∗; d, d∗).
Basado en las técnicas de demostración utilizadas por Mohammadi et al., parecen ser
necesarias otras herramientas (entre ellas, definiciones adicionales de nuevas subderiva-
das) para determinar si el dominio domC2

K(s, s∗; d, d∗) coincide con el conjunto crítico
de segundo orden.

4. La función
lim inf
τ↓0, w′→w

s+τd+ 1
2 τ

2w′∈K

ΘKτ (w′)

aparece al acotar el dominio de la segunda subderivada parabólica (Prop. 3.4.5). Esta
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función puede ser entendida como una “subderivada” intermedia. En este trabajo no se
ha estudiado esta función, y solo ha sido introducida para definir el conjunto crítico de
segundo orden. Además, bajo cierta regularidad, se puede probar que su valor es nulo,
por ejemplo, si se considera la regularidad parabólica de segundo orden (Def. 3.4.6). En
este caso el conjunto crítico de segundo orden se puede obtener por

C2
K(s, s∗; d, d∗) =

{
w ∈ T 2

K(s, d) : 〈w, d∗〉 = 0, 〈w, s∗〉 = 2CK(s, s∗)(d)
}
.

5. El Lema 3.4.17 es análogo al Lema 3.3.9. Es inmediato notar que el primero está menos
desarrollado en término de las distintas condiciones que implican el resultado final. Por
un lado, la segunda regularidad parabólica de conjuntos presentada en el punto anterior
puede corresponder a un enunciado que ayude a generalizar el punto (iii) del Lema
3.3.9. Por otro lado, la C2-cono reducibilidad de K no es suficiente para asegurar que el
conjuntoM sea parabólicamente derivable. Siguiendo la demostración de Shapiro [76,
Prop. 2.1], parece ser necesario una especie de doble reducibilidad de clase C2, o bien
que el cono K sea C2-cono reducibilidad en s a cierto cono K, y a su vez, K también
sea C2-cono reducibilidad en una vecindad del 0. Esta hipótesis no es descabellada,
pues los grandes ejemplos en la programación cónica cumplen esta propiedad, e.g., los
conos poliedrales, el cono de las matrices semidefinidas positivas y el cono de segundo
orden. Estas propiedades deben ser estudiadas con mayor rigurosidad, y podrían entregar
condiciones necesarias para los enunciados del Lema 3.4.17.

6. En la línea del punto anterior, se ha visto que para satisfacer las hipótesis del Teo-
rema 3.4.11, basta con que la función f sea propiamente dos veces parabólicamente
epi-diferenciable. Se espera encontrar condiciones, de ser necesarias, que aseguren que la
segunda subderivada parabólica sea una función propia. En el caso contrario, se espera
demostrar si esto se obtiene directamente de que f sea una función convexa, propia e
inferiormente semicontinua.

7. Las caracterizaciones encontradas en este capítulo vienen a ser equivalente a las utili-
zadas en la literatura en término de la proyección ortogonal (Sec. 3.2). Como ambas
caracterizaciones describen los mismos conjuntos, desde el punto de vista teóricos no
existe una ventaja entre utilizar un método o el otro. Una importante línea de investi-
gación puede indicar cuando conviene utilizar cada caracterización. También se puede
estudiar cual caracterización es más fácil de utilizar desde el punto de vista numérico
(por ejemplo para aproximar estos conjuntos computacionalmente).

8. En el Capítulo 2 se visualizó como muchos autores han generalizado ciertas calificaciones
de restricciones clásicas de la optimización (MPEC Abadie CQ, MPEC Kuhn-Tucker
CQ, entre otras). En trabajos más recientes, los autores han trabajado con calificaciones
variacionales, como lo es la subregularidad métrica en problemas con restricciones de
complementariedad (e.g. [80, 43, 81]). En la Sección 3.7 se presentó la Condición Facial
de Primer Orden para la Subregularidad Métrica (FCMS), la cual fue utilizada para
presentar las condiciones necesarias de primer y segundo orden en término de las fun-
ciones de curvaturas (Prop. 3.7.3). Una línea de trabajo futuro une los capítulos 2 y 3:
basado en los resultados recientes, se espera demostrar que la subregularidad métrica,
y (FCMS) indirectamente, sea una calificación de restricciones que asegure los distintos
puntos estacionarios definidos en el Capítulo 2.
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9. Recientemente Gfrerer et al. [37] presentaron una condición necesaria de segundo orden,
la cual puede ser extrapolada al siguiente resultado.

Condición necesaria de segundo orden. Sea K ⊂ E un cono propio. Sea x̄ una
solución factible del problema (CMPCC) asociado a K, tal que satisface la condición
facial de primer orden para la subregularidad métrica (FCMS). Entonces existe un mul-
tiplicador (µ, µ∗) que cumple (2.14) (multiplicador de Mordukhovich) tal que

∇2
x,xL

(
x̄, (µ, µ∗)

)
(d, d)− σ̂T 2

M(K)(G(x̄);DG(x̄)d)

(
(µ, µ∗)

)
≥ 0.

para toda dirección d ∈ C(x̄) tal que T 2
M(K)(G(x̄);DG(x̄)d) 6= ∅, donde

C(x̄) := {d : DG(x̄)d ∈ TM(G(x̄)), ∇f(x̄)>d ≤ 0}

denota el cono crítico del problema de optimización, y

σ̂S(λ) := lim inf
λ̃→λ

inf
u

{
〈λ̃, u〉 : λ̃ ∈ N̂S(u)

}
define la función soporte inferior generalizada de S.

Uno de los elementos novedosos introducidos por los autores es la función soporte inferior
generalizada, sobre la cual es posible escribir el resultado anterior. En función de lo reali-
zado en la Sección 3.4.5, se busca a futuro caracterizar el valor σ̂T 2

M(K)(G(x̄);DG(x̄)d)

(
(µ, µ∗)

)
,

así como utilizar las funciones de curvatura para reescribir condiciones de segundo orden
para (CMPCC).

10. Todos los resultados en este capítulo fueron estudiados para espacios euclidianos. Las
definiciones tienen sentido en contextos más generales, como lo pueden ser los espacios
de Hilbert o incluso de Banach. En dimensión infinita el concepto de epi-convergencia
difiere al de Mosco-convergencia [82, Def. 1]. Así, se pueden definir las subderivadas
a partir de estas distintas nociones de convergencia. Esto abre distintas ramas para
comprender estos elementos.
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Conclusiones

El estudio de los problemas CMPCC se ha incrementado desde los primeros trabajos
acerca el problema MPCC en los noventa, hasta ciertos problemas particulares (SOCMPCC,
SDCMPCC, etc) en los últimos años. El principal horizonte de este trabajo fue entender
diferentes resultados para los distintos casos particulares, para así comprender los problemas
CMPCC y sus propiedades de una forma general.

Debido a la dificultad para calificar el problema y garantizar las condiciones de KKT, los
autores han presentado distintas condiciones de optimalidad duales a partir de otras nociones
de puntos estacionarios. Para poder entender estas nociones, el Capítulo 2 inició entregando
una recopilación de los resultados presentes en la literatura. En base a esto, en la Sección
2.5 se formalizaron estas definiciones para cualquier problema CMPCC. En la Sección 2.6
se presentaron por primera vez, a conocimiento del autor, dos puntos estacionarios basados
en el concepto geométrico de la cara del cono (Puntos F-estacionario y FR-estacionario). Se
estudió la relación entre todos los puntos estacionarios (Secc. 2.7) encontrando que los dos
nuevos puntos presentados son los más débiles, pero que coinciden con la noción débil para el
caso MPCC. Finalmente, a partir de certeras calificaciones de restricciones, se pueden escribir
condiciones de optimalidad a partir de las definiciones de puntos estacionarios.

Para estudiar las condiciones de optimalidad primales (de primer y segundo orden), los
autores han encontrado expresiones para el cono tangente, el conjunto tangente de segundo
orden y los distintos conos normales al conjunto de complementariedadM(K). Estas se basan
casi en su totalidad en las propiedades de la proyección ortogonal (Sec. 3.2). En el Capítulo
3 se presentan nuevos aprontes para caracterizar estos objetos:

En la Sección 3.3 se encontró la relación entre el subdiferencial de la función de curvatura
de K con los elementos del cono tangente de M(K) (Teo. 3.3.7). Esto fue realizado al
reunir los conceptos de segunda subderivada, derivada gráfica, y el teorema de Do (Lema
1.5.16).

Con inspiración en lo realizado para el cono tangente, en la Sección 3.4 se definió por
primera vez, a conocimiento del autor, la segunda subderivada parabólica (Def. 3.4.3).
Se demostró una extensión del teorema de Do (Teo. 3.4.11) el cual reúne la segunda
subderivada parabólica con el concepto de derivada gráfica de segundo orden. Se utilizó
esta extensión para caracterizar el conjunto tangente de segundo orden deM(K) a partir
de la función de curvatura de segundo orden de K (Teo. 3.4.16).

En la Sección 3.5 se mostró que el cono normal limitante a M(K) se puede escribir a
partir de subdiferencial de segundo orden de δK. Además se presentaron cotas inferiores
y superiores (en términos de la inclusión) para el mismo.
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Estas caracterizaciones se pueden utilizar en las condiciones de optimalidad primales
bajo la presencia de alguna calificación de restricción que permitan realizar la regla de la
cadena en la descripción de los conjuntos. En la Sección 3.7 se discutió esto, donde además
se presenta una nueva calificación de restricción basado en el problema facial (Teo. 3.7.2).

Las definiciones y resultados presentados en este trabajo proponen un sinfín de lineas
de trabajo futuro. En las Secciones 2.8, y 3.8 se discutieron y comentaron las principales
preguntas abiertas que tuvieron origen en lo entregado en esta tesis.
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