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CONDICIONES DE OPTIMALIDAD PARA LA PROGRAMACION
CONICA CON RESTRICCIONES DE COMPLEMENTARIEDAD

El principal proposito de esta tesis es estudiar la generalizaciéon conica a los proble-
mas MPCC, denominados CMPCC (Conic Mathematical Programs with Complementarity
Constraints). Debido a la dificultad para calificar los puntos en estos problemas (e.g., la ca-
lificacién de restricciones de Robinson no se cumple en ningtin punto factible), es necesario
formular nuevos conceptos y definiciones de puntos estacionarios, con los cuales se pueden
escribir condiciones de optimalidad duales. A partir de los resultados existentes para MPCC
y con recientes resultados expuestos para el cono de las matrices semidefinidas y el cono
de segundo orden, se presentan definiciones generales, junto con nuevas nociones de puntos
faciales. Finalmente, se estudia la relacion entre las distintas nociones. Por el otro lado, usan-
do uno de los resultados de Chi Ngoc Do, se estudia la relacién entre el cono tangente del
cono de complementariedad con el subdiferencial de la segunda subderivada de la funcion
indicatriz. Adicionalmente, a conocimiento del autor, se define por primera vez la segunda
subderivada parabdlica. Asi, a partir de una nueva version del teorema de Do, se estudia
la relacion entre el conjunto tangente de segundo orden del cono de complementariedad y
el subdiferencial de la segunda subderivada parabdlica. Finalmente, se presenta una nueva
calificacion de restriccion facial con la cual se pueden escribir condiciones de optimalidad
primales.
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ON OPTIMALITY CONDITIONS FOR NONLINEAR CONIC
PROGRAMMING WITH COMPLEMENTARITY CONSTRAINTS

The main purpose of this thesis is to study the conic generalization of MPCC pro-
blems, called Conic Mathematical Programs with Complementarity Constraints (CMPCC).
Due to the difficulty in qualifying the points in these problems (e.g., the Robinson constraint
qualification does not hold at any feasible point), it is necessary to formulate new concepts
and definitions of stationary points with which dual optimality conditions can be written.
Building on existing results for MPCC and recently reported results for the cone of semide-
finite matrices and the second-order cone, general definitions are presented, along with new
notions of facial points. Finally, the relationship between all of them is studied. On the other
hand, using one of Chi Ngoc Do’s results, the relationship between the tangent cone of the
complementarity cone with the subdifferential of the second subderivative of the indicator
function is studied. Additionally, to the author’s knowledge, the second parabolic subderiva-
tive is defined for the first time. Thus, from a new version of Do’s theorem, the relationship
between the second order tangent set of the complementarity cone and the subdifferential of
the second parabolic subderivative is studied. Finally, a new facial constraint qualification is
presented with which primal optimality conditions can be written.
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Introduccion

La programacion con restricciones de complementariedad (MPCC por sus siglas en
inglés) consta de problemas de optimizacién finito dimensionales en los cuales la restricciéon
toma la forma

G(z) >0, H(z)>0, G(x) H(z)=0,

con G, H : R® — R™ funciones de clase C?. La complementariedad en la restriccién provoca
dificultades a la hora de trabajar con estos problemas, e.g., la calificacién de restricciones de
Mangasarian-Fromovitz no se cumple en ningin punto factible [1, 2]. Dado lo anterior, diver-
sos autores han contribuido para reformular los problemas MPCC obteniendo, por ejemplo,
nuevos y diferentes conceptos para puntos estacionarios. En las tltimas dos décadas el pro-
blema MPCC ha sido profundamente estudiado, tanto desde el &mbito tedrico [3, 4, 2, 5, 6, 7]
como el numérico [6, §].

El principal foco de esta tesis consiste en estudiar la generalizacion conica a los proble-
mas MPCC. Sea E un espacio Euclidiano de producto interno (-,-) y norma inducida || - ||
(tipicamente E = R™), y sea K C E un cono propio con su cono dual £* C E. Entonces
interesa estudiar los problemas de optimizacién con restricciones del tipo

916161%{511 f(z); sa Gx)ek, H(z)ek, <G(:E),H(x)> = 0.
Estos problemas denominados de programacion cénica con restricciones de complementarie-
dad (CMPCC por sus siglas en inglés) han sido objeto de estudio en los tltimos anos para
elecciones particulares del cono K, por ejemplo, al considerar el cono de las matrices semidefi-
nidas positivas [9, 10, 11], o el cono de segundo orden [12, 13, 14, 15]. Asimismo, al considerar
K = R, el ortante no negativo, se recupera el problema MPCC.

La relevancia de estudiar los problemas CMPCC recae en su rol y participaciéon en
modelos de ingenieria, equilibrios econémicos, juegos multi-level [3, 16], y en equilibrios de
Nash [17]. Estos problemas también guardan gran relacién con las condiciones de KKT [18] y
por esto, con los problemas bilevel, incluso cuando estos problemas no son equivalentes (e.g.,
[19, 20, 21]).

La organizacién de esta tesis es como sigue: En el Capitulo 1 se exponen las bases
matematicas en las que se fundamenta este trabajo. De este modo, se presentan los princi-
pales resultados en Teoria de Conos, asi también herramientas del Analisis Variacional tales
como los elementos de la Geometria Variacional, definiciones para Limite de funciones tanto
univaluadas como multivaluadas, y Generalizaciones de la derivada como la subderivada, el
subdiferencial, la derivada grafica, entre otras. Finalmente, se presenta el problema a estudiar
junto con sus reformulaciones mas recurrentes en la literatura.



Analogo al resultado en MPCC, en el Capitulo 2 se muestra que la calificacién de
restricciones de Robinson no se cumple en ningtin punto factible para los problemas CMPCC.
Esto motiva a presentar diferentes definiciones para puntos estacionarios. Luego se recopilan
las principales definiciones de la literatura, y se obtienen nociones para el problema general
CMPCC. Se estudian las relaciones entre las diferentes definiciones. Finalmente se entregan
dos nuevas nociones para puntos estacionarios débiles a partir de conceptos geométricos del
problema. Estas nociones son comparadas con las presentadas anteriormente.

Una de las formulaciones mas estudiadas es la cual reemplaza la restriccion de comple-
mentariedad por la restriccion

(G(;U),H(:E)) eM donde M = {(s,s*) cse, s" e, (s,5%) = 0}.

Como M (o bien, el cono de complementariedad de K) es un conjunto no convexo, la teoria
clasica de optimizacion con restricciones no es aplicable. En esta linea de anélisis no convexo,
en el Capitulo 3 se relaciona el cono tangente de M con el subdiferencial de la segunda
subderivada de la funcién indicatriz 0, usando uno de los resultados de Do [22, Teo. 3.9].
Ademas, de acuerdo al estudio realizado, se define por primera vez la segunda subderivada
parabolica. Luego, a través de una extension del resultado de Do, se caracteriza el conjunto
tangente de segundo orden de M via el subdiferencial de la segunda subderivada parabdlica de
la funcién dx. En tltimo lugar, se presentan estimaciones para los conos normales asociados a
M. A partir de estos elementos se presentan condiciones de optimalidad de primer y segundo
orden. A modo de conclusién, se hace una sintesis del trabajo, destacando las principales
contribuciones, y se discuten posibles extensiones y generalizaciones a los resultados.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen las nociones, definiciones y resultados basicos que se utilizan
a lo largo de este trabajo. Las demostraciones correspondientes no son entregadas en su
totalidad, y por lo tanto, en cada seccién se dan referencias pertinentes para encontrar dichos
resultados.

Debido a que la extension del problema MPCC que se estudiard corresponde a una
generalizacion conica, es importante rescatar los principales resultados relacionado al estudio
de conos. Por esto, en la Seccién 1.1 se presentan los principales resultados en Teoria de
Conos. En la Seccion 1.2 se introducen las definiciones y resultados provenientes del Anéli-
sis Variacional, donde se estudian los conjuntos tangentes y normales, sus propiedades, sus
reglas de calculo, entre otros. En la Seccién 1.3 se muestran los resultados del Analisis Va-
riacional cuando el conjunto a estudiar es un cono. Con base en el Anélisis Variacional, en la
Seccion 1.4 se introducen nuevas definiciones para limite y convergencia de funciones, tanto
univaluadas como multivaluadas. Estas nociones fundamentales son aplicadas en la Seccion
1.5, obteniendo los principales resultados en Diferenciabilidad Generalizada. Finalmente, la
Seccién 1.6 entrega una descripcion mas detallada del problema a estudiar, asi como las
principales reformulaciones presentes en la literatura.

La notacién utilizada en este trabajo es la usual: B(z,r) denota la bola (abierta) cen-
trada en x con radio r. Para un conjunto C, se denota por int C, ri C, cl C, bd C, co C, cone C,
a su interior, interior relativo, clausura, frontera, envoltura convexa, y envoltura conica res-
pectivamente. Se denota por o(t) : R, — R™ a un mapeo con la propiedad que o(t)/t — 0
cuando t | 0. Para una funcién f: R" — R, Vf(z) denota su gradiente, y V2 f(x) denota su
Hessiano. En el caso de funciones generales F' : R — X su primera y segunda derivada son
denotadas por DF(z) y D*F(z) respectivamente. Para un operador A: X — Y, A*: Y — X
denota su operador adjunto.

1.1. Teoria de conos

En esta secciéon se entregan los principales resultados en Teoria de conos, los cuales
pueden ser encontrados en los trabajos de Barker [23, 24]. En todas las definiciones se con-
siderara que el espacio a trabajar es £, un espacio Euclidiano dotado del producto interno
(-,+), y sunorma inducida ||-||. Estas nociones pueden ser directamente extendidas a espacios



de Hilbert de dimensién infinita, ver por ejemplo [25]. En primer lugar, es necesario entregar
la definicién geométrica de cono.

Definicién 1.1.1 (Cono) Se dice que K C E es un cono si para todo s € K y todo o > 0 se
tiene que
as e

Adicionalmente, algunos autores incorporan en la definicién de cono que el conjunto
también sea un conjunto convexo. En este trabajo de ser necesario enfatizar que el cono es
convexo se le dird cono convexro. También se puede notar que la definicion no implica que el
0 pertenezca al cono.

Definicién 1.1.2 (Cono puntiagudo) Sea K C E un cono, se dice que K es puntiagudo si

KN (-K) = {0}.

Analogamente se puede entender que un cono es puntiagudo si el tnico subespacio
vectorial contenido en el cono, es el espacio trivial dado por {0}. La siguiente definicién
engloba estas propiedades deseables en un cono.

Definicién 1.1.3 (Cono propio) Se dice que KK C E es un cono propio si es un cono, es
convexo, es cerrado, es puntiagudo y tiene interior no vacio.

A menos que se indique lo contrario, en las propiedades y resultados que seran presen-
tados en este trabajo se asumira que K es un cono propio. Esto es ttil pues la mayoria de los
conos de interés en la programacién conica son propios: los conos poliedrales, el cono de las
matrices semidefinidas positivas, el cono de segundo orden, etc. A continuacion, se definen los
conos duales y polares, definiciones importantes debido a su participacion en la restriccién
de complementariedad.

Definicién 1.1.4 Sea K C E. Se define el cono dual de K y el cono polar de IC, denotados
por K* y K° respectivamente, a los conjuntos

Kr={s"€E:(s,s") >0 VseK},
Ke:={s"€eE:(s,s) <0 VseK},

de donde se obtiene inmediatamente que K° = —IC*.

Cuando el cono K es tal que K = K*, el cono recibe el nombre de autodual. Algunos
conos importantes como el ortante no negativo, el cono de las matrices semidefinidas positivas
y el cono de segundo orden, son autoduales. A pesar de que no todos los conos propios cumplen
esto, la siguiente proposicién muestra como el cono dual de un cono propio sigue manteniendo
estas buenas propiedades.

Proposiciéon 1.1.5 Si K es un cono propio, entonces K* también lo es, y ademas K** (el



cono bidual, o el cono dual de K*) es igual a K.

Una de las definiciones mas importantes en la Teoria de Conos es lo que se denomina
“cara”. Por un lado, esta definicion tiene alto impacto en el estudio de propiedades geométricas
de los conos (e.g. [26, 27]). Por el otro, ha sido una pieza clave en el estudio de los problemas
de optimizacién con restricciones conicas (e.g. [28, 29]). Si bien no existe una definicién tnica
en la literatura, todas son equivalentes a la siguiente definicion de cara.

Definicién 1.1.6 (Cara) Sea K un cono y sea F' C K. Se dice que F es una cara de K
(denotado por FF 1K) si

Vse F, Vsi,80 € K tal que s = 81+ 89 =—> s1,89 € I

Todas las cara de IC, desde la cara trivial {0} hasta K mismo, también son conos.
Una subclase de las caras son las llamadas caras expuestas. Su definicion permite conocer
explicitamente el conjunto, ya que proviene de una intersecciéon de conjuntos.

Definicién 1.1.7 (Cara expuesta) Sea F'<IK una cara del cono K. Se dice que F' es una cara
expuesta de K si se puede escribir como la interseccion de IC con un hiperplano soportante
dado por s* € K*, i.e.,

F=Kn{s}"

Claramente toda cara expuesta es una cara. No obstante, la otra implicancia no siempre
es cierta. Esto motiva la siguiente definicion que resume aquellos conos donde esto si se
cumple.

Definicién 1.1.8 (Cono facialmente expuesto) Se dice que el cono K es facialmente expuesto
si todas sus caras son caras erpuestas.

No todos los conos propios son facialmente expuesto. Una revision de ejemplos de esto
se pueden encontrar en [27]. Al estudiar la factibilidad de problemas con restricciones conicas,
Lourengo introdujo la nocién de funcion residual facial [30, Def. 16], la cual fue extendida a
funciones residual facial de un paso [31, Def. 3.4]. Esta funcién muestra cotas de error a la
distancia a una cara expuesta.

Definicién 1.1.9 (Funcién residual facial de un paso) Sea K un cono propio y sea s* € K*.
Una funcion ¢ s« - Ry x Ry — Ry se dice una funcion residual facial de un paso para K vy
s* si

1. Yx s« €s no negativa y mondtona no decreciente en cada argumento.
2. Yrs+(0,t) =0 para todo t € R..
3. Para todo s € spankC y € > 0:

d(s,K) <e, (s,5") <e = d(s,KN{s"}7) <t (e, Is]).



Observacién Siempre se pueden encontrar funciones residual facial para cualquier cono IC
y s € K* dados. Mdas aun, siempre se puede encontrar una de ellas que sea continua [30,
Sec. 3.2].

El concepto de dualidad entre las caras de un cono K y su dual £* ha sido profundamente
estudiado (e.g. [32]). A partir del ortogonal de la cara F:

Ft={s"cE:(ss) =0, Vs€F},

se definen las caras duales.

Definicién 1.1.10 (Cara dual) Sea F' <1 C. Se define la cara dual de F' como
FP =K' nF-.

Cuando se refiere a una cara del cono dual F, < K*, para evitar confusion, se suele denotar
la cara dual de F, como
FP:=KNF*

Observacion En esta definicién se ha utilizado la notaciéon de Barker para notar la cara
dual. Otros autores denotan ambas caras duales por F2 y F2 (e.g. [33]), donde ademds se
les denomina caras complementarias o caras conjugadas.

Proposicion 1.1.11 Las caras duales corresponden efectivamente a caras del cono dual, i.e.,
FPaK*, F’<«K.

La siguiente proposicién [32, Prop. 3.3] es una caracterizacion para las caras duales, la

cual simplifica el conjunto F* a simplemente estudiar un hiperplano de la forma s* (donde

st = {s}+). Adicionalmente, la proposicién revela que todas las caras duales son caras

expuestas.

Proposicién 1.1.12 Sea F' <1 K una cara del cono K, y sea § € ri F'. Entonces
FP =K*ns .
Si F, <A K*, con s* € ri F,. Entonces

F’ =Knst.

Otro elemento de interés al estudiar las caras de un cono K, es el concepto de cara
minimal (en el sentido de la inclusién) que contenga a cierto elemento s € K. A continuacién,
se presenta su definiciéon junto con la notacion utilizada.

Definicién 1.1.13 Sea s € K, entonces ®(s) denota la cara minimal de IC que contiene a



s, o bien

d(s)= () F

seF<k

Del mismo modo, si s* € K*, ®(s*) denota la cara minimal de KC* que contiene a s*, o bien

o(s)= (] F.

s*EFK*

El siguiente lema resume propiedades conocidas con respecto a la proyeccion ortogonal a
un cono, cuyas demostraciones se pueden ver en los trabajos de Hiriart-Urruty & Lemaréchal
[34, Teo 3.2.3 y 3.2.5].

Lema 1.1.14 Sea K € E un cono convezo y cerrado, sea Il la proyeccion ortogonal a K, y
sea x € E. Entonces:

1L.v=1k(z) <= vekK,v—x e (v—uv)=0;
2. Ui (ax) = oIl (z) para todo o > 0 y Uy (—x) = —I_x(x);

3. (Descomposicion de Moreau) Para todo x € E, se tiene que

v =g(x) — g+ (—2);  (Ug(x), - (—2)) = 0.

Hay situaciones donde el cono K puede ser parametrizado localmente. Esto es de interés,
particularmente en los problemas de programacion cénica, pues permite cambiar inclusiones
de la forma

sel,

por otras que sean mas ficil de estudiar. Se presenta a continuacién la reduccién conica [35,
Def. 3.135].

Definicién 1.1.15 (Reduccién cénica de clase C*) Sea K C E un cono propio en E un
espacio Euclidiano, y sea K C R™ un cono puntiagudo. Se dice que K es C*-cono reducible a
K en el punto 5 € K si existe una vecindad N de 5 y un mapeo Z° : N — R™ de clase C* tal
que

i) DZ5(8) : E — R™ es sobreyectiva,
W) KNN ={ye N:E=%(y) € K},
i) =5(3) = 0.

La condicion i7) se puede interpretar como que localmente el conjunto K es definido a
partir de la restriccion Z°(y) € K. Esto permite reescribir restricciones del tipo

Gy) e K por Z%(Gy)) €K,

las cuales son equivalentes en una vecindad de 5. Ademads, la condicién i7i) nos indica que el
punto z desde el cual hacemos nuestro analisis, coincide con el 0 (o bien la punta) del cono
K. Los conos poliedrales [35, Ej. 3.139] son ejemplos de conos C*-cono reducible en todas



partes. El cono de las matrices semidefinidas positivas [35, Ej. 3.140], y el cono de segundo
orden [36, Lema 15| cumplen con ser C2-cono reducible en todos sus puntos.

1.2. Geometria variacional

El analisis variacional moderno renueva la antigua relacion entre el Calculo Diferencial
y la Optimizacién. De este modo, han surgido numerosas herramientas las cuales se ocupan
del estudio de problemas de optimizacion con restricciones, prestando especial atencion al
analisis de sensibilidad y su estabilidad. Una caracteristica destacable del andlisis variacional
moderno es la presencia de técnicas de optimizacion aplicadas a funciones no diferenciales
en el sentido clasico, técnicas que pueden enmarcarse en la teoria general de multifunciones.
En las siguientes secciones se enuncian las principales herramientas y resultados del analisis
variacional y de la diferenciabilidad generalizada, los cuales seran clave para el estudio pos-
terior del problema CMPCC. Todos estas definiciones y resultados estan escritas en términos
de los espacios R"™ y R™. Sin embargo, pueden ser interpretados sin problemas en espacios
Euclidianos. Para mayor comprension de los resultados, se pueden consultar los trabajo de

Gferer et al. [37], de Mordukhovich [38] y de Rockafellar & Wets [39].

La Geometria Variacional comienza su estudio con funciones multivaluadas, o bien,
funciones que tienen conjuntos como imagen. Para comenzar el estudio es fundamental de-
finir el limite de una familia de funciones multivaluadas. Clasicamente, la forma de abordar
esto consiste en estudiar los “semilimites”, los cuales siempre existen. Para esto es necesario
presentar la convergencia en el sentido de Painlevé-Kuratowski de una sucesion de conjuntos.

Definicién 1.2.1 Para una sucesion de conjuntos {C"},en € R™, se definen el limite inferior
y el limite superior de Painlevé-Kuratowski por:

liminf C* : = {v € R" : limsup d(v,C") = 0}

V—00 V—00
={veR":V¥e >0, B(v,e) NC” # 0 para v suficientemente grande},
limsup C”: = {v € R" : liminf d(v, C") = 0}
vV—00 V—00
={veR":Ve >0, B(v,e) NC” # 0 para una cantidad infinita de v € N}.
El limite de la sucesion existe cuando los semilimites son iguales:

C := lim C" = liminf C* = limsup C".

V—00 V—r00 V—00

Entonces {C"},en converge a C' en el sentido de Painlevé-Kuratowski y se denota C* LYo}

Asimismo, se pueden extender estas nociones de semilimites para mapeos multivaluados.
Esto permite incluso describir la propiedad de continuidad de estos mapeos.

Definicién 1.2.2 Sea F' : R = R™, denotamos por liminf, ., F(x) y limsup,,_,, F(x) al



limite inferior y superior de Painlevé-Kuratowski, definidos por:

ligl_%gf F(x'): = me lim inf F'(2")
= {v € R™ : V), — 2, v, — v con vy, € F(a:k)},
limsup F(z') : = J limsup F(z")

' —x oV —sgp V00

= {v € R™: dxp — x,v, — v con vy, € F(:vk)}
El limite de la funcion multivaluada existe si ambos semilimites son iguales:

L := lim F(2') = liminf F(z) = limsup F(2'),

! !
' =z ' —x /' —x

y se denota por
F(z') 25 L.

Cuando F(z2') LK, F(x), se dice que la funcion multivaluada F es continua en x.

Una nocién primitiva para variacién en un punto s € R” viene al considerar una direc-
cién d # 0 y reemplazar s por s + 7d para valores muy pequenos de 7. Esta nocion, presente
por ejemplo en las derivadas direccionales, se vuelve dificil de aplicar en la presencia de res-
tricciones donde variaciones en linea recta podrian violarlas. Pensando en sentido contrario,
se pueden entender las sucesiones que convergen a s cumpliendo todas las restricciones como
un tipo de variacién, donde incluso se puede mantener el concepto de direccién. A continua-
cién, se presenta la definicién de conjuntos tangente, los cuales, a partir de los semilimites
anteriores, extienden la nociéon de variaciéon dado el punto s € R™.

Definicién 1.2.3 (Conjuntos Tangente) Sea S C R"™ y s € S. El cono tangente regular (o
de Clarke), el cono tangente interior, y el cono (Bouligand-Severi) tangente a S en s son
definidos respectivamente por

_S/

Ts(s) := liminf &

n = {d € R":Vt; L 0,50 5 5,3d — d con s + trdy € S},
t10,s'—>s

S —s

Tg(s) ::lir?ui)nf = {deR":Vt; | 0,3d, — d con s+ tyd, € S},

Ts(s) :zlirrtlﬁ)upst_s = {deR": 3, 10,dy = dcon s+ tyd, € S}.

Para s € S yd € Ts(s), los conjuntos tangente interior y exterior de sequndo orden en la



direccion d son definidos respectivamente por

: S—s—td
T& (s;d) : = hn&(i)nf 187252
2

1
:{wER”:‘v’tkLO,Elwk%w, talques+tkd+2tzwk65};

S—s—td
T:(s;d) : = limsup %
10 5t

1
= {wGR":HtkLO,wk—)w, tal ques+tkd+2tzwk65}.

El conjunto S se dice ser geométricamente derivable en s € S si Ti(s) = Ts(s). Ademds, si
T (s;d) = T2(s;d) para d € Ts(s), el conjunto S se dice ser geométricamente derivable de
sequndo orden en s para la direccion d, o bien, parabolicamente derivable en s para d.

Observaciéon Cuando no exista confusion, “cono tangente” refiere al cono Bouligand-Severi
tangente, y “conjunto tangente de segundo orden” al conjunto tangente exterior de segundo
orden.

Es posible notar que el cono tangente regular en todos los casos es un cono convexo y
cerrado. El cono tangente siempre es un cono cerrado y es convexo si el conjunto S lo es. Por
otro lado, el conjunto tangente exterior de segundo orden puede ser un conjunto no convexo
incluso si S lo es. Ademas, mientras que el cono tangente siempre contiene al vector nulo, el
conjunto tangente exterior de segundo orden puede ni siquiera ser un cono e incluso ser vacio
[35, Ej. 3.29]. Para un estudio completo de las diferentes definiciones de conos tangente y
conjuntos tangente de segundo orden, se recomienda consultar el trabajo de Giorgi et al. [40].
La siguiente Proposicion [41, Lema 4] entrega aproximaciones superiores e inferiores para el
conjunto tangente exterior de segundo orden.

Proposiciéon 1.2.4 Sea S C R™ un conjunto convexo y sea s € S y d € R™. Entonces para
todo w € T2(s,d) se tiene que

w + Try(s)(d) C T5(s3d) C Try(s)(d).
En particular, si 0 € T3(s;d), entonces T3(s;d) = Try(s)(d).

La siguiente definicién presenta una propiedad que relaciona el conjunto tangente de
segundo orden y el conjunto S.

Definiciéon 1.2.5 (Regularidad exterior de segundo orden) El conjunto S se dice exterior-
mente reqular de sequndo orden en s € S si para cualquier sucesion {S, }neny C S de la forma
Sp =S+ t,d+ %t%rn, donde t, L 0 y t,r, — 0, se cumple que

lim d (rn,Tg(s;d» = 0.
La regularidad exterior de segundo orden significa que el conjunto tangente de segundo
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orden es una aproximacion superior de segundo orden para el conjunto S en s para la direccién
d. Esta propiedad es clave para el estudio de condiciones de optimalidad de segundo orden
en el sentido de que no exista gap entre las condiciones necesarias y suficientes [42, Teo. 4.1]

La contraparte natural al concepto “tangente” es el concepto de normalidad, el cual
toma sus bases desde los resultados del Analisis Convexo.

Definicién 1.2.6 (Conos Normales) Sea S C R" y s € clS, el cono normal prozimal a S
en s es definido por

NZ(s) = {v €R":3M >0, tal que (v,8 —s) < M||s' —s||* Vs € S};
el cono normal reqular o de Fréchet a S en s es definido por
Ng(s) := {v ER": (v,s" —s)<o(||s —s]|), Vse S};
el cono normal limitante o de Mordukhovich a S en s es definido por

Ns(s) := limsup Ng(s');
s’is
y el cono normal de Clarke a S en s es N§(s) := clco Ng(s).
Los conos normales corresponden a una definicion dual de los conos tangenciales. Esto se

puede evidenciar en la siguiente proposicion que muestra como se comportan estos conjuntos
al ver sus conos duales.

Proposicion 1.2.7 Sea S C R" cerrado y s € S, se cumplen las correspondencias de duali-
dad dadas por

o
—~
V)
S——
I
|
=
[95)
~~
V)
S—
N———

*
[
|
VS
=
~~
V)
S—
N———

Finalmente, se presentan las definiciones de regularidad métrica y subregularidad mé-
trica de mapeos multivaluados.

Definicién 1.2.8 (Regularidad métrica) Un mapeo multivaluado G : R = R™ se dice
métricamente regular con médulo k > 0 cerca del punto (s,s*) € gph G si existen vecindades
U yV des ys* respectivamente tal que

d(3,G71(3")) < kd(3*,G(3)) V(5,5)eUxV.

Fijando §* = s* se obtiene la siguiente condicién, la cual evidentemente es mas débil
que regularidad métrica.
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Definicién 1.2.9 (Subregularidad métrica) Un mapeo multivaluado G : R = R™ se dice
métricamente subreqular con médulo k > 0 cerca del punto (s,s*) € gph G si existe vecindad
U de s tal que

d(3,G7Y(s%)) < kd(s*,G(3)) V5el.

En los dltimos anos se han considerado versiones atin mas débil de esta propiedad, por
ejemplo la subregularidad métrica direccional [43, Def. 1].

Definicién 1.2.10 (Subregularidad métrica direccional) Un mapeo multivaluado G : R* =
R™ se dice métricamente subregular con médulo k > 0 cerca del punto (s, s*) € gph G en la
direccion d si existen p,6 > 0 tal que

d(3,G7(s") < kd(s*,G(3)) Vi€ s+V,5(d),

donde

B B(0, p) a=0
Voold) := {{0} U {w e BO,p)\ {0} : ||y — il <0} d#

denota la vecindad direccional en la direccion d.

1.3. Geometria variacional para conos propios

En esta secciéon se estudian las aplicaciones de los elementos del Analisis Variacional
cuando el conjunto objetivo es un cono propio K. Mas ain, la caracterizacién de los conos
tangentes y los conos normales a K puede ser realizada a través de las caras minimales. En
efecto, el siguiente lema entrega la descripcion de los conos tangentes de K y de su dual *.

Lema 1.3.1 Sean K,KC* C E conos propios, s € K y s* € K*. Entonces
Ti(s) = (2(9)7)", Teo(s7) = (2(s")°) " (L1)
donde ®(-)P y ®(-)° son los definidos en 1.1.10 y 1.1.13.

DEMOSTRACION. Se prueba solo la segunda igualdad ya que, dado que K** = IC, la primera es
analoga. Se puede reducir la demostracién a estudiar tres casos, que coinciden en estudiar
donde se encuentra el elemento s*.

1. Si s* = 0, entonces
O(s) = {0} = (s =K = (0(s")°) =K~

Se obtiene la igualdad 1.1 pues T« (0) = £*.

2. Si s* € int ¥, entonces

O(s") = K" = O(s*)’ = {0} = (0(s")") =E
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Nuevamente se obtiene la igualdad 1.1 porque para s* € int *: Tje«(s*) = E.

3. El dltimo caso (s* € bd K* \ {0}) se aborda por doble inclusién. Primero, la inclusién
hacia la derecha (C). Sea d* € Ti«(s*), entonces

t, — 07, dF — d* tal que s* +t,d; € K*Vn € N.
Sea y € ®(s*)° C K. Como para todo n € N se tiene que s* + t,d’ € K*, entonces
(s* +tndy,y) > 0Vn € N.
Por la definicién de cara dual 1.1.10, (s*,y) = 0, por lo que en realidad cumple que
(tody:,y)y > 0Vn € N.
Como t,, > 0Vn € N, entonces

(dy,y) >0 VneN = (d*,y) > 0.

Lo anterior es valido para cualquier y € ®(s*)°, lo que implica que d* € (@(5*)5)*. Se
estudia ahora la inclusién hacia la izquierda (2). Esta es analizada por contrarreciproca.
Si d* & Ti+(s*), entonces el Teorema de Hahn-Banach es utilizado para separar Tics (s*)
y {d*}, i.e., existe un vector [ # 0 tal que

(lLLy) <0< (l,d") Vye&Tk-(s").

Lo anterior es equivalente a que [ € Ni«(s*) = —[Tic«(s%)]*. Como K* (y también K) es
un cono propio, tenemos que el cono Ny« (s*) es igual (—K) N {s*}* [35, Ej. 2.62] por lo
que

le(—K)n{s*}t obien —1e LN {s*}+=d(s*)°.

Pero por la desigualdad entregada por el Teorema de Hahn-Banach, (—I,d*) < 0 por

lo que d* ¢ (@(3*)5)*, con lo que se obtiene el resultado en los tres casos y con ello se
concluye el lema.

]

Cuando K es un cono propio, tanto I como K* cumplen con ser conos convexos. Es
por esto que el Lema 1.3.1 nos entrega inmediatamente una caracterizacion para los conos
normales de K y de K* a partir de la Proposicién 1.2.7.

Lema 1.3.2 Sean K,KC* C E conos propios, s € K y s* € K*. Entonces
Ni(s) = =®(s)”,  Ni«(s) = =@(s%)";
donde ®(-)P y ®(-)° son los definidos en 1.1.10 y 1.1.13.

Los lemas 1.3.1 y 1.3.2 muestran como una definicién propia de la Teoria de Conos, como
lo es la cara minimal, se encuentra relacionado con los elementos del Analisis Variacional. El
siguiente lema aborda el concepto de convergencia de conjuntos al considerar la sucesion de

13



caras minimales de K.

Lema 1.3.3 Sea K C R"™ un cono propio facialmente expuesto, sean s € IC, {s,}nen C K
una sucesion tal que s,—s. Entonces existe una subsucesion spn) y una cara F <1 K tal que
P (Sm(n)) converge (en el sentido de Painlevé-Kuratowski) a F', y cumple que ®(s) C F.

DemosTRACION. Como K es un cono facialmente expuesto, se tiene que para cada cara existe
un vector en K* el cual expone dicha cara, i.e., existen {s*},eny C K* tal que

d(s,) = KN {s:}.

Se puede suponer que dichos vectores cumplen que ||s}|| < 1, de modo que s} converge (pa-
sando por subsucesién de ser necesario) a algtin vector s* € K*. Se enuncia a continuaciéon el
Teorema de Compacidad de Conjuntos de Zarankiewicz para sucesiones de conjuntos cerra-
dos [44], el cual asegurard que se trabaja con una sucesién de conjuntos que convergen en el
sentido de Painlevé-Kuratowski.

Teorema de Bolzano-Weierstrass Generalizado. Sean {A,} una sucesion de conjun-
tos cerrados en un espacio métrico separable (X, d). Entonces {A,} tiene una subsucesion
convergente en el sentido de Painlevé-Kuratowsksi.

Gracias al teorema, se puede asumir (pasando nuevamente por una subsucesion) que ®(s,,) es
convergente en el sentido de Painlevé-Kuratowski a cierto conjunto F'. Mas atin, se demostrara
que F es la cara expuesta por s*. Como todas las caras cumplen que ®(s,) C K el cual es
cerrado, se tiene que F' C K. Para la primera inclusién (C) sea 5§ € F' con lo que existe una
sucesion ®(s,) 3 s, — 5. Al notar que para todo n € N

(5,57 = (5= 50.5") + (50, 5" — 55 ) + (5. 50). (1.2)

Los primeros dos términos del lado derecho convergen a 0 porque 5, — 5y s, — s*. El tercer
término es siempre nulo porque

5, € O(sp) = KN {s:}.

Al tomar limite en la ecuacién (1.2) obtenemos que 5 € KN {s*}+ con lo que FF C KN {s*}+.
Para la otra inclusién (2) sea 5 € K N {s*}*, y se considera la sucesién dada por

§n = H@(sn)(g) = HlCﬂ{s;‘l}L (g)

Como ®(s,) converge a F, se tiene que Ilgs,)(5) — I1p(5) [39, Prop. 4.9]. Asi, basta ver que
I1x(5) = s para concluir la inclusién. Para esto se utiliza la funcién de residuo facial de un
paso (Def. 1.1.9) ¢ s+, sobre la cual se tiene la desigualdad

15 = ey (3] = d(5, K0 {s33) < e (552, 11511).

Dado que (8, %) — 0, gracias a las propiedades de la funcion ¢ ¢« (ver Def. 1.1.9), se obtiene
que
|5 — ke (S)[| = 0,

lo que concluye que 5 = II(5) y por lo tanto K N {s*}+ C F. Asi, se ha demostrado que

14



la sucesiéon de caras ®(s,) converge en el sentido de Painlevé-Kuratowski a otra cara F.
Finalmente, se puede notar que s € F pues s, € ®(s,) y s, — s por lo que, como F' es una
cara de K, contiene la cara minimal de s, con lo que se concluye el lema en su totalidad. [

Observacién Para la demostracion del Lema anterior se ha utilizado que el cono es facial-
mente expuesto. En particular, se ha utilizado para incorporar la funcién de residuo facial y
asi demostrar que el limite F' es efectivamente una cara. Esta abierta la demostracién para
el caso general (donde no se considere que el cono es facialmente expuesto). En ese caso se
puede probar que la sucesién de caras converge (pasando por subsucesién) a algtin conjunto
F C K, mas no es inmediato obtener que este conjunto es una cara de K.

1.4. Limite de funciones

En esta seccion se presentan nociones sobre la convergencia de una familia de funciones
univaluadas y multivaludas. Estas definiciones tienen su origen en el estudio del Analisis Va-
riacional, precisamente la convergencia definida por los semilimites de Painlevé-Kuratowski.
Ademas, serdan importantes para entregar los conceptos en Diferenciabilidad Generalizada
en la siguiente seccion. Se inicia esta seccion presentando definiciones claves sobre funciones
univaluadas. Para una funcién f : R® — R, su epigrafo viene dado por

epi f := {(x,a) eER"xR: f(z) < a},
y su dominio es el conjunto
dom f:={x € R": f(z) < +00}.

La nocién de epigrafo se puede utilizar para caracterizar muchas propiedades para las funcio-
nes a valores en los reales extendidos. Entre las més importantes, una funcién f : R"® — R es
inferior semicontinua si'y solo si epi f es un conjunto cerrado, y es conveza si 'y solo si epi f
es un conjunto convexo. A partir de este concepto, se puede introducir una nueva nociéon de
convergencia para sucesiones de funciones a valores en los reales extendidos.

Definiciéon 1.4.1 (epi-limites) Para cualquier sucesion {f"},en de funciones en R™, el epi-
limite inferior e-liminf, f¥ es la funcion cuyo epigrafo es el limite superior de los conjuntos

epi f¥:

epi (e—lim inf f”) := lim sup (epi f").
veN veN

El epi-limite superior e-limsup, f” es la funcion cuyo epigrafo es el limite inferior de los
conjuntos epi f:

epi (e—lim sup f”) = lim@i\]nf (epi f).

veN

Cuando estas funciones coinciden, se dice que la funcion epi-limite, denotada por e-lim, fY,
existe y coincide con el epi-limite superior e inferior. En este caso se dice que las funciones
fY epi-convergen a f, lo cual se simboliza por f* < f. Asi,

= epif”iK—>epif.
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Estas definiciones se pueden caracterizar por medio de limites inferiores y superiores de
sucesiones reales, tal como muestra la siguiente proposicién [39, Prop. 7.2].

Proposicién 1.4.2 (caracterizacion de epi-limites) Sea {f"},en una sucesion de funciones
en R™, y sea x cualquier punto en R". Entonces

e—lirélNinf f¥ (z) = min {a e R: 32" — z tal que lim@i\lnf fra”) = a} .

e-limsup f¥ () = min {a € R: 32" — x tal que limsup f”(2") = a} .
veN veN

’ ’ e . . .
Mas aun, f¥ — f siy solo si en cada punto x se tiene que

{liminfl, U@y > f(
limsup, f“(z¥) < f(

x) para toda sucesion ¥ — x,
x) para alguna sucesion ¥ — x.
La siguiente definiciéon extiende el conocido limite puntual de funciones univaludas

para aquellas multivaluadas. Al igual que en el caso anterior, esto es posible al utilizar los
semilimites de Painlevé-Kuratowski como se muestra en la siguiente definicion.

Definicién 1.4.3 (Limite puntual de mapeos) Para una sucesion de mapeos multivaluados
FY : R™ = R™, el limite puntual inferior y el limite puntual superior vienen dados por los
mapeos p-liminf, FV y p-limsup, F" definidos en cada punto x por

(p—lim inf F”) (x) := liminf F"(x),

veN veN

(p—lim sup F”) (x) := limsup F”(z).

veN veN

Cuando estas funciones coinciden, entonces el limite puntual, denotado por p-lim, F", eziste
y se dice que las funciones F¥ convergen puntualmente a F, lo cual se simboliza por F* 25 F.

Asi
F* 5 F — F'(2) 25 F(z) VoeR™
La convergencia puntual es una nocion atractiva de estudiar debido a que coincide con

el concepto clasico de convergencia puntual cuando los mapeos son univaluados. Una tltima
definicién de convergencia es la que nace a partir de estudiar el grafico de una funcion:

Definicién 1.4.4 Sea F' : R™ = R™ un mapeo multivaluado. Se define el grifico de F' por

gph F:={(z,y) e R" x R™ : y € F()}.

Definicién 1.4.5 (Limite grafico de mapeos) Para una sucesion de mapeos multivaluados
FY . R™ — R™, el limite grifico inferior g-liminf, F” es el mapeo cuyo grifico es el limite
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inferior de los conjuntos gph F”:

gph (g—lim inf F”) := lim inf (gph F"”).
veN veN
A su vez, el limite grdafico superior g-liminf, F” es el mapeo cuyo grifico es el limite superior
de los conjuntos gph F":

veN veN

gph (g—lim sup F”) := lim sup (gph F").

Cuando estas funciones coinciden, entonces el limite grdfico, denotado por g-lim, F", existe
y se dice que las funciones F* convergen grdficamente a F, lo cual se simboliza por F¥ % F
Asi

F" % F < gphF" LK, gph F.

Una completa revision de las propiedades de estos limites se puede encontrar en los
trabajos de Rockafellar & Wets [39].

1.5. Diferenciabilidad generalizada

La Diferenciabilidad generalizada extiende los conceptos de derivada en dos situaciones
importantes: Por un lado, cuando la funcién no es suave (incluso discontinua). Por otro lado,
cuando la funcién es multivaluada. Existen muchas otras definiciones fuera de las enunciadas a
continuacion, pero en el marco de este trabajo solo seran presentadas las siguientes: derivadas
direccionales, subderivadas, subdiferenciales, derivadas gréaficas y coderivadas.

El primer concepto a definir son las derivadas direccionales [35, Def. 2.45], nocién bien
conocida y utilizada en el area de la optimizacion.

Definicién 1.5.1 (Derivada direccional) Para una funcion F : R™ — R™, la derivada direc-
cional de F en s en la direccion d se define como

cuando el limite existe. St F' es direccionalmente diferenciable en s para d, su sequnda deri-
vada direccional parabolica en w se define por

142 .
(s ) i lim F(s+td+ Lt2w) — F(s) — tF'(s; d)

142
t10 215
cuando el limite existe. Mas aun, si el siguiente limite existe

F(s+td+ it2w') — F(s) — tF'(s;d
F"(s;d;w) = lim ( 2 ) ) (5:4)

10 %tQ ’
w’ —w

entonces se dice que F' es parabolica direccionalmente diferenciable de sequndo orden en s
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sequn d,w en el sentido de Hadamard.

En general, la parabdlica diferenciabilidad direccional de segundo orden en el sentido
de Hadamard es mas fuerte que la primera definicién. Sin embargo, estos conceptos coinciden
cuando F' es localmente Lipschitz en s. Ademas, cuando F' es parabdlica direccionalmente
diferenciable en s segtin d, w en el sentido de Hadamard, entonces se cumple que

1 1
F <s + td + §t2w + o(t2)) = F(s) +tF'(s;d) + §t2F”(s; d, w) + o(t?).

A continuacion, se presentan las subderivadas [39, Cap. 8], las cuales guardan relacién
con la derivada direccional cuando la funcién considerada tiene como recorrido R. No obs-
tante, ain cuando la derivada direccional respectiva exista, su valor puede diferir al de la
subderivada.

Definicién 1.5.2 (Subderivada) Para una funcion f : R® — R y un punto s con f(s) finito,
la funcion subderivada de f en s se define por

df(s)(d) := limﬁ)nf fls+ Tci) — f(s).
d'—d

La siguiente proposiciéon muestra que, como es una generalizacion de la derivada, coin-
cide con ella en el caso diferenciable. También se revela el resultado de la subderivada al ser
evaluada en la funcién indicatriz de un conjunto.

Proposicién 1.5.3 Sea f : R" — R una funcién de clase C' en s, entonces se cumple que

df(s)(d) = f'(s;d) = V f(s)"d.

Para é¢, la funcion indicatriz del conjunto C' C R™ con s € C, se cumple que
doc(s)(d) = o) (d)-

En la misma linea, a continuacion se presentan dos definiciones para la segunda subde-
rivada [39, Cap. 13]. Una de ellas recoge la nociéon de segundo orden al utilizar la (primera)
subderivada. La otra puede ser evaluada en distintos vectores s* € R".

Definicién 1.5.4 (Segunda subderivada) Para una funcién f : R® — R y un punto s con
f(s) finito, la sequnda subderivada de f en s relativa a s* € R"™ es definida por

@ f(s]s)(d) = lim jnf A2 f(s]5") ().
d'—d

donde
Fls+7d) — f(s) — 75", d)

12
5T

A2 f(s]s")(d) =

18



La sequnda subderivada de f (sin mencion a s*) es definida por

@ f(5)(d) = lim inf A2 (s)(d

d'—d

donde ] .
A2 f(s)(d) = LEHTD =T 2 7dT ()

57‘

Al igual que en la (primera) subderivada, la segunda subderivada generaliza el concepto

de segunda derivada, y la siguiente proposicion muestra esta igualdad cuando la funcién es
de clase C2.

Proposicién 1.5.5 Sea f : R® — R una funcién de clase C* en s, entonces se cumple que

A2 f(s|V£(s))(d) = d*f(s)(d) = V> f(5)(d, d).
Para d¢, la funcion indicatriz del conjunto C' C R™ tal que s € C', se cumple que

d%0¢(s)(d) = Oz (s)(d).

Definicién 1.5.6 Sea s un punto donde la funcién f : R® — R es finita. Se dice que f es
dos veces epi-diferenciable en s para s* si las funciones A2 f(s|s*) epi-convergen a df(s|s*)
cuando T | 0. Si ademds la funcién d*f(s|s*) es propia, se dice que f es propiamente dos
veces epi-diferenciable en s para s*.

Observaciéon A pesar de la semejanza entre ambas segundas subderivadas, como por ejemplo
en el caso diferenciable escogiendo s* = V f(s), al ser evaluadas en la funcién indicatriz ocurre
un fenémeno importante a destacar. Mientras que la segunda subderivada de dc entrega (al
igual que la primera subderivada) la indicatriz del cono tangente, i.e. dr,(s), la segunda
subderivada relativa a algin s* es una funciéon no trivial. Rockafellar & Wets conjeturaron
que la segunda subderivada de la funcién indicatriz de un conjunto C' relativa a algin s*
se encuentra relacionada con la curvatura del conjunto [39]. Esta observacién serd retomada
mas adelante en este trabajo.

La segunda subderivada relativa a s* tiene un buen comportamiento en el caso convexo.
En primer lugar, cuando f es una funcién convexa, inferiormente semicontinua y propia, su
segunda subderivada en s relativa a s* es una funcién convexa. La siguiente proposicién
nos muestra el resultado de Rockafellar & Wets en relacién a la conjugada convexa [39,
Prop. 13.20 & Teo. 13.21].

Proposicién 1.5.7 Sea f : R® — R una funcién convexa, inferiormente semicontinua 1y
propia, y sea f* su conjugada convera. Sea s € dom f y s* € Of(s). Entonces f es pro-
piamente dos veces epi-diferenciable en s para s* si y solo si f* es propiamente dos veces
epi-diferenciable en s* para s. En dicho caso la funcion d®f(s|s*) también es convexa y no
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negativa, y se cumple la relacion de conjugada
1 2 * * 1 2 k[ ok
id f(s]s*) «— §d fr(s*]s).

La segunda subderivada permite presentar una nueva definicién para la regularidad
de conjuntos como muestra la siguiente proposicién [45, Def. 3.1]. Esta propiedad es estric-
tamente més débil que la regularidad de segundo orden (Def. 1.2.5), y tiene importantes
aplicaciones en condiciones de optimalidad suficientes de segundo orden en término de las
segundas subderivadas [39, Cap. 13].

Definicién 1.5.8 (Regularidad parabélica de conjuntos) Un conjunto no vacio C C R"™
se dice parabolicamente regular en s € C para s* € R"™ si para cualquier d € R"™ con
d?5c(s|s*)(d) < oo entonces existe, entre todas las sucesiones t, | 0 y d, — d que cum-
plen que

A} dc(s]s*)(dn) — d*0¢(s]s*)(d) cuando n — oo,

sucesiones que ademds cumplen que

d, —d
lim sup [y = dl] < 00
n—00 tn

A continuacion, se presenta la subderivada parabélica [39, Cap. 13]. Esta aplicacion se
relaciona con la derivada direccional parabélica de segundo orden.

Definicién 1.5.9 (Subderivada parabdlica) Para una funcién f : R* — R, la subderivada

parabdlica de f en s relativa a d € R™ con df(s)(d) finito es definida por

fs +7d + 57°0) — f(s) — 7df (s)(d)

2

dpf(s)(d)(w) == lir%%nf

w' —w

1
2’7’

Observacién En la literatura a la subderivada parabdlica se le denota por d?f(s)(d|w),
siendo una notacién similar a la utilizada para la segunda subderivada. La distincién realizada
en este trabajo tomara mas sentido en el Capitulo 3 cuando se presente la segunda subderivada
parabdlica.

La siguiente proposicién [39, Ej. 13.60; Ej. 13.62], de forma andloga a la Proposicién
1.5.3, muestra como se comporta la subderivada parabdlica en dos casos de interés.

Proposiciéon 1.5.10 Para la funcion indicatriz 0¢c de un conjunto C' C R™, dado un punto
s € C y una direccion d € Te(s), se tiene que

dpdc(s)(d)(w) = 072 (50 (w)-
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Ademds, cuando f es de clase C* en s, se tiene

dp f(s)(d)(w) = f"(s:dsw) = Vf(s)(d,d) + V f(5) w.

La siguiente proposicién [39, Prop. 13.64] muestra una de las relaciones mas importantes
entre la segunda subderivada y la subderivada parabdlica.

Proposicién 1.5.11 Para f : R® — R, cualquier punto s con f(s) finito, cualquier vector
d tal que df(s)(d) sea finito, y para cualquier vector s* tal que df(s)(d) = (d, s*), entonces
se cumple que

inf {dpf(5)(d)(w) — {w,5%) } > d*f(s]57)(d).

El término de subdiferencial se origina inicialmente como generalizaciones del gradiente
de funciones convexas. No obstante, el concepto ha sido replanteado multiples veces, ob-
teniendo resultados frente a la ausencia de convexidad. A continuacién, se presentan las
generalizaciones méas utilizadas en el area del Andlisis Variacional no convexo.

Definicién 1.5.12 (Subdiferencial) Para una funcién f : R® — R y un punto s con f(s)
finito, se define el subdiferencial reqular o de Fréchet de f en s como el conjunto

sri L s = Fs) = () )
Of(s) { lim intf Tl 20},

el subdiferencial limitante o de Mordukovich o bdsico de f en s como el conjunto

df(s) := limsup df(s").

s'—s
Cuando f es Lipschitz continua en s, entonces
0°f(s) :==codf(s)
denota al subdiferencial de Clarke de f en s.

Aligual que en los casos anteriores, la siguiente proposicién muestra cémo esta definicion
corresponde a una generalizacion del gradiente, y como extiende la definiciéon original para
funciones convexas.

Proposiciéon 1.5.13 Sea f : R™ — R continuamente diferenciable en s. Entonces

Of(s) = 0f(s) = {Vf(s)}.

Sea f :R" = R una funcién convexa. Entonces

Of (s) = 0f(s) = Do f (5),

donde O.,f(s) corresponde al subdiferencial convexo cldsico del Andlisis Conveo.
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Para un estudio més completo de los subdiferenciales y sus propiedades, se referencian
los trabajos de Kruger [46], de Mordukhovich [47], y de Clarke [48]. El siguiente Teorema,
demostrado por primera vez por Attouch [49, Teo. 3.66], relaciona la epi-convergencia de
funciones, con la convergencia gréafica de sus subdiferenciales.

Lema 1.5.14 (Teorema de Attouch) Sean {p},en v ¢ funciones propias, converas e infe-
riormente semicontinuas. Entonces ¢ = e-lim p,, si y solo si se cumplen:

(i) Op = g-lim D, .
El estudio sobre diferenciabilidad generalizada también ha abordado otro tipos de fun-
ciones como son las funciones multivaluadas. Las siguientes definiciones hacen uso de los

elementos definidos en la geometria variacional para extraer nuevas nociones sobre diferen-

ciabilidad.

Definicién 1.5.15 (Derivada gréfica) Para un mapeo multivaluado F : R™ = R™ y un par
(s,s%) tal que s* € F(s), se define la derivada grifica de F' en s para s* como el mapeo
multivaluado DF(s|s*) : R™ = R™ tal que

DF(s|s*)(d) := {d" € R™ : (d,d") € Tynr(s,5") }
= limsup A, F(s|s*)(d),

710
d'—d

donde
F(s+1d)—s*

T

A F(s|s*)(d) =

Ademds, se dird que F' es proto-diferenciable en s para s* si los mapeos A, F(s|s*) convergen
grdficamente a DF(s|s*)(d) cuando 7 ] 0.

El Lema 1.5.16 presentado a continuacion [22, Teo. 3.9], es importante por dos razones.
En primer lugar, relaciona tres de las generalizaciones enunciadas (segunda subderivada,
subdiferencial y derivada grafica). En segundo lugar, es una de las herramientas mas utilizadas
en el andlisis variacional en los tltimos afos (ver por ejemplo Mohammadi et al. [45]).

Lema 1.5.16 Sea f : R® — R una funcién conveza, propia e inferiormente semicontinua.
Sean s € R™, s* € 0f(s). Entonces el mapeo Of es proto-diferenciable en s para s* si y solo
si f es dos veces epi-diferenciable en s para s*, y se cumple que

D (@) (s15") = 0 (57 (s15")) .

El lema anterior puede ser enunciado para una familia mas grande de funciones, por
ejemplo que en vez de ser convexas sean prox-regulares y subdiferencialmente continuas [39,
Teo. 13.40]. También se puede relajar la hipétesis sin suponer ninguna de estas caracteristicas
(no convexas, prox-regular ni subdiferencialmente continuas), pero utilizando en su lugar el
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subdiferencial proximal [50, Prop. 4.2]. Como las funciones convexas, propias e inferiormente
semicontinuas cumplen ser prox-regulares y subdiferencialmente continuas en cada punto de
su dominio [39, Ej. 13.30], es suficiente el enunciado presentado en el Lema 1.5.16 para este
trabajo. Esto porque el caso de interés sera cuando la funciéon sea la indicatriz de un cono
propio I, la cual es convexa, propia e inferiormente semicontinua.

Definicién 1.5.17 (Coderivada) Para un mapeo multivaluado F : R™ = R™ y un par (s, s*)
tal que s* € F(s), se define la coderivada de F en s para s* como el mapeo multivaluado

D*F(s|s*) : R™ = R" tal que

D*F(s|s*)(d") : {d eR": (d,—d") € nghp(s,s*)}.

Las proximas dos definiciones corresponden a extensiones para derivadas de orden su-
perior. En primer lugar, la derivada grafica de segundo orden que, analogo a la derivada
grafica, utiliza el conjunto tangente de segundo orden [51, 52].

Definicién 1.5.18 (Derivada grafica de segundo orden) Para F' : R" = R™ y (s,s*,d,d")
tales que s* € F(s) y d* € DF(s|s*)(d), se define la derivada grdfica de sequndo orden de F
en (s,s*) para la direccion (d,d*) como el mapeo multivaluado D*F(s|s*)(d|d*) : R* = R™
tal que

D2F(s|s*)(d]d") (w) := {w" € R™ : (w,w") € T2, p((5,5), (d, d")) }
= lim sup A2 F(s|s*)(d|d*)(w"),

710
w' —w
donde F( P ) p
. . s+71d+ s7°0W") — s* — 7d*
AiF(s\s )(d|d*) (w') := 2l72 )

2

Ademdas, se dird que F es dos veces proto-diferenciable en (s,s*) para (d,d*) si los mapeos
A2 F(s|s*)(d|d*) convergen grdficamente a D*F(s|s*)(d|d*) cuando T | 0.

En segundo lugar, se presenta el subdiferencial de segundo orden [53], el cual se define
a partir de la composicion del subdiferencial con la coderivada.

Definicién 1.5.19 (Subdiferencial de segundo orden) Sea f : R™ — R una funcién finita
en s, y sea s* € 0f(s). Entonces el subdiferencial de sequndo orden de f en s relativo a s*
viene dado por

0% f(s|s*)(d") := D" (0f) (s|s")(d").
Al igual que en todos los casos anteriores, la siguiente proposicién muestra el resultado

de la derivada gréfica, la coderivada, la derivada grafica de segundo orden y el subdiferencial
de segundo orden frente a una funcion diferenciable.
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Proposicién 1.5.20 Sea f una funcion univaluada de clase C*. Entonces se cumple que
Df(slf())(d) = {Vf(s)d}; D*f(sf(s))(d") = {VS(s)d"}.
Mds atin, si f es de clase C?, entonces

D f(s1f(s)) (AIV F(s)d) (w) = {V*F(s)(d, d) + V f(s)w};
PL(sIVINA) = {V*f(s)d }.

1.6. Descripciéon del problema

En esta seccién se presenta el problema principal a estudiar en la presente tesis, acom-
paniado de sus principales reformulaciones. Se debe recordar que a lo largo de este trabajo
se considerard a E, un espacio Euclidiano dotado del producto interno (-,-) y con la norma
inducida por el producto interno || -||. En la mayoria de los ejemplos que se discutirdn, E serd
escogido como el espacio R™ para cierto m > 1. No obstante, también seran de interés otros
espacios como por ejemplo S™, el espacio de las matrices simétricas de dimensiéon m x m.

Sean f : R® = R, G, H : R* — E funciones de clase C?. Sea ademéds K C E un cono
propio, y K* C E el cono dual de K. Este trabajo se centra en estudiar el problema de
Programacion Conica con Restricciones de Complementariedad CMPCC (por sus siglas en
inglés Conic Mathematical Programming with Complementarity Constrains) dado por

min f(@); (CMPCC)

sa. K>G(x) L H(x) e K.

La notacion presentada en la restriccion del problema en realidad es una simplificacién para
las siguientes tres restricciones:

Gx) ek, H(z)eK", (G(z),H(z))=0.

El problema anterior se puede entender como un problema de programaciéon cénica,
donde el cono convexo viene dado por £ := K x K* x {0} y la restricciéon viene dada por

<G(93),H(:v), <G(a:),H(x)>) e (1.3)

Mas ain, como G(x) € K y H(z) € K*, entonces, por definiciéon de cono dual, siempre se
cumple que su producto interno es no negativo, o bien

(G(x), H(z)) > 0.

Dado lo anterior, se puede reformular el problema a uno de programacion cénica donde el
cono propio viene dado por £ := K x K* x R_ y la restriccién también viene dada por (1.3).
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Esta reformulacién en la literatura es nombrada por (K-CMPCC), y se puede escribir como:

min f(z); (K-CMPCC)

reR”™

s.a. G(z)e K, H(z)e K,
(G(x), H(z)) <0.

Otra forma de reformular el problema CMPCC consiste en trasladar la complementariedad
en la restriccién desde la funciéon hasta el conjunto objetivo. En otras palabras, consiste en
estudiar el problema

min f(z); (M-CMPCC)

rER™

sa. (G(x),H(z)) € M(K),

donde
M(K) = {(s, s):se, s" e K", (s,s%) = 0}.

En la literatura, M(K) es conocido como el Cono/Conjunto de Complementariedad de
K. Cuando no exista ambigiiedad, se usard indistintamente M(K) y M para denotarlo. Es
inmediato notar que el conjunto M es un cono, pero no es convexo. Esto genera que el proble-
ma M-CMPCC sea complicado de abordar pues toda la teoria clasica para la programacion
cénica convexa no es aplicable. Aun asi, esta es una de las formulaciones mas estudiadas
en la literatura debido a que se pueden encontrar condiciones de optimalidad basadas en
calificaciones de restricciones que se cumplen en el problema, ver por ejemplo [5].

Una ultima reformulacién usual en la literatura consta de utilizar la primera propiedad
del Lema 1.1.14, la cual dice que

(s,8") e M = s=1Ilg(s—s").
Con esto se puede reescribir CMPCC para obtener el problema C-CMPCC:

min f(z); (C-CMPCC)

z€R™

sa. Hg(G(z) - H(x)) - G(z) = 0.

El principal conflicto con los problemas (C-CMPCC) es que la funciéon IIx no es una
funcién suave. Esto ocasiona que no se pueda utilizar la teoria clasica suave para optimizacion,
y se necesiten técnicas relacionadas al Anélisis no suave.

En el Capitulo 2 se presentaran los puntos estacionarios que se obtienen al estudiar
condiciones de optimalidad en las distintas reformulaciones del problema (CMPCC). En el
Capitulo 3 se estudiardn propiedades geométricas del conjunto de complementariedad M (K).
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Capitulo 2

Puntos Estacionarios y Condiciones de
Primer Orden

2.1. Introduccién y contexto

Este capitulo comienza evidenciando céomo, de forma analoga al caso MPCC donde la
calificacion de restricciones de Mangasarian-Fromovitz falla en todo punto, en la generaliza-
cion CMPCC la calificacién de Robinson falla en todo punto factible. Esto motiva a realizar
una revision de los puntos estacionarios existentes en la literatura para el problema MPCC.
Adicionalmente, en los tltimos anos se ha prestado atencion al estudio del problema CMPCC
cuando se considera el cono de matrices simétricas semidefinidas positivas o el cono de segun-
do orden. El objetivo de este capitulo es, a partir de lo presentado en la literatura, reconocer
las distintas definiciones de puntos estacionarios para el caso general CMPCC. Ademas en
este capitulo se discute como se relacionan las distintas definiciones. Finalmente, presentan-
do nuevas definiciones de puntos estacionarios débiles, las cuales se encuentran basadas en
conceptos geométricos como lo son las caras de los conos.

2.2. Condiciones de primer orden para un problema de
optimizacién general

Es necesario comenzar el capitulo entregando las condiciones necesarias de primer orden
para el problema cénico no lineal de la forma

min - f(2);

sa. h(z) =0, (CNLP)
g(x) <0,
F(z) € K,

donde f:R* - R, h: R" - RP, g : R® - R?, F: R" — R™ son funciones continuamente
diferenciables, y K es un convexo cerrado en R™. Se define por L : R® x R?P x R? x R™ — R,

L(x, p, A, ) = f(z) + (u, h(x)) + (N, g(z)) + (n, F (1)),
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la funcién lagrangeana del problema (CNLP).

Definicién 2.2.1 (Calificacién de restriccion de Robinson [54]) Se dice que la calificacion
de restriccion de Robinson se cumple en un punto factible x de (CNLP), si los gradientes
Vhi(z), i =1,...,p son linealmente independientes y existe un vector d € R™ tal que
Vhi(z)"d=0, i=1,...,p,
Vgi()'d <0, iel:={ilgx)=0i=1,.q}
F(z)+ DF(z)d € int K.

A continuacién, se presenta la condicién necesaria de primer orden para (CNLP) bajo
la calificacién de restriccién de Robinson [35].

Lema 2.2.2 Sea z un minimo local de (CNLP) tal que la calificacion de restriccion de
Robinson se cumple en él. Entonces existen multiplicadores de KKT (p, A,n) € RP x R? x R™
tal que

Vo L(Z, u, A,n) =0,
AZ0, (Ag(x) =0,
n € N (F(z)).

2.3. Falla de la calificacion de Robinson

Por completitud en este trabajo, se demuestra que la calificaciéon de restricciones de
Robinson no se cumple en ningtin punto factible del problema (CMPCC) cuando se le estudia
como un problema de optimizacién con restricciones conicas y convexas.

Lema 2.3.1 La calificacion de restricciones de Robinson no se cumple en ningin punto facti-
ble del problema (CMPCC) al estudiarlo como un problema de optimizacion con restricciones
conicas convexas.

DeEMOSTRACION. Esta demostracion estd basada en el trabajo de Zhang et al. [55] para el
cono de segundo orden. Para una demostraciéon mas general en problemas con restricciones
de complementariedad en espacios de Banach y utilizando la calificacién de restricciones de
Kurcyusz-Robinson-Zowe, se puede consultar el trabajo de Mehlitz [56, Cap. 3]. Para el caso
general finito dimensional, se considera la reformulacién convexa (K-CMPCC). Siguiendo la
estructura del problema (CNLP), hay ausencia de funciones g, h, y se identifica

junto con # = K x K* x R_. Si se supone que existe un punto x factible para CMPCC
que cumple la calificacion de restriccién de Robinson, entonces se puede encontrar un vector
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d € R™ tal que

G(Z) + DG(Z)d € int K, 2.1)
H(Z) + DH(%)d € int K7,
(DG(7)d, H(z)) + (G(Z), DH(z)d) < 0 (2.3)

Al definir A := G(z) + DG(Z)d € int K, B := H(Z) + DH(Z)d € int K*, entonces
DG(z)d=A—-G(x) y DH(x)d=B— H(Z).

Como G(z) € K, H(x) € K*, <G(£), H(j)> =0, se cumple que

(DG(x)d, H(z)) + (G(z), DH(z)d) = (A, H(z)) + (B,G(x)) — 2(G(x), H(%))
> 0, (2.4)

lo cual es una contradiccién con la desigualdad (2.3). O

Este resultado extiende lo que ocurre en el caso (MPCC) con la calificaciéon de Mangasarian-
Fromovitz para el caso (CMPCC). Como la calificacién de restricciones de Robinson falla en
todos los puntos factibles de (CMPCC), la condicién clasica de KKT podria no cumplirse en
un minimo local. Por la dificultad para calificar soluciones del problema, se debe seguir un
camino similar al caso (MPCC), donde se han formulado otras definiciones para puntos esta-
cionarios. Estas definiciones, acompanadas de sus calificaciones de restricciones respectivas,
son las que entregaran condiciones necesarias de primer orden para el problema.

2.4. Puntos estacionarios en la literatura

2.4.1. Puntos estacionarios en MPCC

Es importante estudiar las definiciones de puntos estacionarios para (MPCC) puesto
que seran la base para definirlos en el caso general (CMPCC). De los trabajo de Ye [4,
5] obtenemos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes para el problema MPCC
descrito por

min f(z); s.a.0<G(z) L H(xz)>0. (MPCC)

z€eR™

A continuacion, se presentan las principales definiciones presentes en sus trabajos. Hay que
destacar que estos no son los tinicos resultados presentes en la literatura. En los tltimos anos
muchos autores han complementado estos resultados, ver por ejemplo [7, 57, 58, 59].

Definiciéon 2.4.1 (Punto B-estacionario) Un punto T factible para (MPCC) se dice ser un
punto Bouligand estacionario (B-estacionario) si

Vi@)'d>0 VdeTr(z),

donde F es el conjunto factible, i.e., F = {x : 0<G(z) L H(z) > 0}.
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Cualquier solucién éptima del problema (MPCC) serd un punto B-estacionario. El
problema con esta caracterizacién se centra en la dificultad de expresar el cono tangente
del conjunto factible. Otras definiciones para puntos estacionarios que sean mas sencillas de
aplicar seran de mayor utilidad para resolver estos problemas. Dado un vector  factible para
(MPCC), se definen los siguientes conjuntos de indices:

G

a(x) = {z :Gi(z) =0,H;(z) >0
B8 =B(z) = {i: Gi(z) = 0, Hy(z) = 0},
y(@) = {i: Gi(z) >0 0

Al conjunto de indices [ se le conoce como el conjunto degenerado. Cuando [ es vacio, se
dice que el vector x satisface complementariedad estricta. A continuacién, se presentan las
principales concepciones de condiciones estacionarias duales para el problema (MPCC).

g

Definicién 2.4.2 (Punto S-estacionario para MPCC) Un punto x factible para (MPCC) se
dice ser un punto fuertemente estacionario (S-estacionario por su mombre en inglés) si se
cumple la condicion de KKT para el problema MPCC relajado (R-MPCC) en el punto z:

min f(z); (R-MPCC)

Definicién 2.4.3 (Punto M-estacionario para MPCC) Un punto x factible para (MPCC)
se dice ser un punto Mordukhovich estacionario (M-estacionario) si se cumple la condicion
no suave de KKT involucrando el subgradiente limitante para el problema (M-MPCC) en el
punto x:

min f(z); (M-MPCC)

z€R™

s.a. (G(x), H(z)) € M,

donde M es el cono de complementariedad del ortante no negativo, y el problema (M-MPCC)
coincide con el problema (M-CMPCC) al considerar K = R;.

Definicién 2.4.4 (Punto C-estacionario para MPCC) Un punto Z factible para (MPCC) se
dice ser un punto Clarke estacionario (C-estacionario) si se cumple la condicidn no suave de
KKT utilizando el gradiente generalizado de Clarke en la reformulacion no suave del problema
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MPCC (NS-MPCC) en el punto z:

nre%}b f(z); (NS-MPCC)
s.a. Gi(xz)=0, i€aq,
Hi(z)=0, i€n,

Definicién 2.4.5 (Punto A-estacionario para MPCC) Sea (81, 52) una particion de [ tal
que 1 U By = By BN Py = 0. El punto T factible para (MPCC) se dice ser un punto
alternativamente estacionario (A-estacionario) si se cumple la condicion de KKT para el

problema MPCC alternativo (A-MPCC) en el punto x:

min f(@); (A-MPCC)
s.a. Gi(x) =0, i€ aUpy,

HZ(I') :0, Z€7U617

Gl(l’) 2 O, 1€ 51,

Hi(x) >0, i€ Ba.

Definicién 2.4.6 (Punto W-estacionario para MPCC) Un punto Z factible para (MPCC)
se dice ser un punto débilmente estacionario (W-estacionario por su nombre en inglés) si se
cumple la condicion de KKT para el problema MPCC ajustado (T-MPCC) en el punto x:

min f(@); (T-MPCC)
s.a. Gi(x) =0, i€a,

Hz<x) = 07 (S s

Gi(r)=0=H;(z), iep

Las definiciones anteriores estan relacionadas entre si, y el siguiente diagrama resume
esta relacion.

— C-estacion. —
S-estacion. — M-estacion. W-estacion.
— A-estacion. —

Se puede notar que todas las definiciones para puntos estacionarios provienen de estu-
diar las condiciones de optimalidad de otro problema, el cual se encuentra relacionado con
el problema (MPCC). Por esto es importante encontrar calificaciones de restricciones que
nos permitan asegurar que estas definiciones se cumplan en 6ptimos locales del problema
principal. En la literatura, se han presentado muchas de ellas, por ejemplo: MPEC Abadie
CQ, MPEC Kuhn-Tucker CQ, entre otras [5]. Flegel & Kanzow demostraron que, bajo la
calificacion de restricciones de Guignard, todo punto B-estacionario es también un punto
S-estacionario [60]. Ye postulé que la condicién M-estacionaria es la mas apropiada para el
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estudio de los problemas (MPCC). Esto debido a que es suficientemente fuerte (solo por
debajo de la condicién S-estacionaria), y se cumple bajo casi todas las calificaciones de res-
tricciones definidas para el problema [5]. Para cerrar esta Seccidn, se presenta la calificaciéon
de restricciones generalizada de Mangasarian-Fromovitz para los problemas MPCC, con la
cual se escribe la condicion necesaria de primer orden para la M-estacionaridad.

Definiciéon 2.4.7 (MPCC-GMFCQ) Sea = un punto factible para (MPCC) tal que G, H
son funciones continuamente diferenciables en x. Diremos que la calificacion de restricciones
generalizada de Mangasarian-Fromovitz para MPCC' se cumple en x si

i) para toda particion de [3 en los conjuntos P,Q, R con R # 0, existe una direccion d tal
que

VGi(z)'d=0 VicauqQ,
VH{(z)"d=0 Vie~yUP,
VGi(z)'d>0,VH(z)'d>0 i€R;
y para algin i € R o bien VG(Z)'d >0 o VH;(Z)"d > 0.
i) para toda particion de B en conjuntos P,Q, los gradientes
VGZ(CE) Vi e aUQ),
‘7fﬁ(f) Vi € W/LJ}Z
son linealmente independientes y existe una direccion d tal que

VGi(2)"d=0 VicaUuq,
VHi(z)'d=0 VieyUP.

Teorema 2.4.8 (Condicién necesaria del tipo Kuhn-Tucker para puntos M-estacionarios)
Sea & un optimo local del problema (MPCC) tal que G, H son funciones continuamente dife-
renciables en x. Si MPCC-GMGCQ se cumple en x, entonces & es un punto M-estacionario.

2.4.2. Puntos estacionarios en SDCMPCC

En esta Seccién se resumen los resultados para puntos estacionarios en el problema de
complementariedad asociado al cono de matrices simétricas semidefinidas descrito por:

min f(z); 0=G(x) L H(z) = 0. (SDCMPCC)

z€R™

Es importante recalcar que el problema no esta presentado de la misma forma en la que se
han planteado los problemas (CMPCC). Sin embargo, esto no es ningin inconveniente, pues
su restriccion es equivalente a

0<G(z) L —H(x) = 0.
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La razén de estudiar esta variacion del problema es la siguiente descomposiciéon. Dado un
punto z factible para (SDCMPCC), se define A := G(z) + H(Z). Entonces, se puede hallar
una descomposicion por valores propios de la forma

Ao
A=P 05 PT, (2.5)
A

o

donde
= {z tAi(A) > 0},@ = {@ tAN(A) = 0},7 = {2 tAi(4) < O},P = [Pa P PA,}.

A continuacion, se presentan las definiciones de puntos estacionarios para este problema.
Para definir la condicién S-estacionaria en el problema (SDCMPCC) se parte de la base de
que en los problemas (MPCC) esta condicién es equivalente a encontrar un multiplicador
proximal en el problema (M-MPCC) [4, Teo. 3.2]. Partiendo de esto, se presenta la definicién
entregada por Ding et al. [9, Def. 5.1], la cual es escrita gracias a un previo calculo explicito
del cono normal proximal.

Definicién 2.4.9 (Punto S-estacionario para SDCMPCC) Sea T una solucion factible de
(SDCMPCC). Tomando A := G(z) + H(Z) y su descomposicion por valores propios como
n (2.5). Se dice que T es un punto S-estacionario para el problema (SDCMPCC) si existe
un multiplicador proximal para el problema (M-CMPCC) al considerar el cono de las ma-
trices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la funcion H). Esto es
equivalente a que existan (I'Y,TH) € 8™ x 8™ tal que
Vf(z)+ DG(z)'T“ + DH(z)'T" =0, (2.6)
G _n TG _ G _
[y =0,T7,=0,T3,=0,
FH o TH _ o DH _
FWN_ 0, I's=0,Tg, _~07
Sy 0L + (Bay — Say) o T =0,
I, <0, I =0

donde T¢ = PTTCP, TH = PTTHP, ¥ € 8™ es definido por

o max{A(4),0) — max{A(4),0} 0
v A(A) — A (A) /

y E es una matriz de m x m tal que todas sus entradas son unos.

La definicién para punto M-estacionario, al igual que en el caso (MPCC), proviene del
cono normal limitante del cono de complementariedad M(SY"). La siguiente definicién [9,
Def. 6.1] es escrita gracias al calculo previo del cono normal limitante.

Definicién 2.4.10 (Punto M-estacionario para SDCMPCC) Sea T una solucion factible
de (SDCMPCC). Tomando A = G(z) + H(x) y su descomposicion por valores propios
como en (2.5). Diremos que T es un punto M-estacionario para el problema (SDCMPCC) si
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existe un multiplicador limitante para el problema (M-CMPCC) al considerar el cono de las
matrices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la funcion H). Esto
es equivalente a que existan ('Y, TH) € 8™ x 8™ tal que
Vf(z)+ DG(2)'T¢ + DH(z)'T" =0, (2.7)

G 6 o TG _

Loa =0, T5s=0,T5,=0,

S H S H SH

F77~: 0, %5 = 0, I'g, :~0’

EQ’Y © Fg'y + (EOé’Y o EO&’Y) © Ffw = 07

y existe una matriz ortogonal Q € OV una particion de B de la forma (B, Bo, B-), y matrices
E1 y Zq definidas como en las ecuaciones (25) y (26) del trabajo de Ding et al. [9] tal que

E10QT5Q +2,0Q'TH,Q =0, (2.8)
Q555050 20, Q5 TH;Qs0 = 0,

donde TG, TH, ¥ e 8™ y E son como en la Def. 2.4.9.

El punto C-estacionario se define a partir de la condicién de KK'T no suave por medio
del subdiferencial de Clarke en el problema (C-CMPCC). Del mismo modo que en los casos
anteriores, Ding et al., [9, Def. 7.1] presentan la definiciéon gracias a un previo célculo del
conjunto de multiplicadores.

Definicién 2.4.11 (Punto C-estacionario para SDCMPCC) Sea T una solucion factible de
(SDCMPCC). Tomando A := G(Z)+ H(Z) y su descomposicion por valores propios como en
(2.5). Diremos que T es un punto C-estacionario para el problema (SDCMPCC) si se cumple
la condicion de KKT no-suave para el problema (C-CMPCC) al considerar el cono de las
matrices semidefinidas positivas (considerando el cambio de signo para la funcion H(-)). Esto
es equivalente a que existan (% TH) € 8™ x 8™ tal que

Vf(z) + DG(2)*T¢ + DH(z)'TH =0, (2.10)
rg, =015 =014, =0,
M=o, I =0T =0,
Zay © fgw + (Bay = Yay) © fgy =0,
<fgﬁvfgﬂ> <0
donde T, TH, ¥ € 8™ y E son como en 2.4.9.

En dltimo lugar, Wu et al. [10] entregaron la nocién para punto débilmente estacionario
(W-estacionario) para el problema (SDCMPCC). Esta nocién se encuentra basada inicamen-
te en una relajacion en las condiciones que debe cumplir el multiplicador de modo que sea
implicada por todas las demas, por lo que no proviene de un problema ajustado como en el

caso (MPCC).

Definicién 2.4.12 (Punto W-estacionario para SDCMPCC) Sea T una solucion factible de
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(SDCMPCC). Tomando A := G(Z)+ H(Z) y su descomposicion por valores propios como en
(2.5). Diremos que T es un punto W-estacionario para el problema (SDCMPCC) si existen
(PE TH) € 8™ x 8™ tal que
Vf(z)+ DG(2)*T¢ + DH(z)'T" =0, (2.11)

PG _ 0 76 _ TG _

9 =0, 19, =0,T9 =0,

B H B H B H

F77~: 0, 55 = 0, I'g, :~0’

EQ’Y © Fg'y + (EOé’Y - EO&’Y) © Ffw = 07

donde T¢, TH ¥ e 8™ y E son como en 2.4.9.

El siguiente diagrama resume la relacién encontrada por Ding et al. [9] entre los puntos
estacionarios presentados, junto con la definicién de débilmente estacionario.

S-estacion. — M-estacion. — C-estacion. — W-estacion.

Adicionalmente los autores presentan nuevas calificaciones de restricciones mediante
las cuales se satisfacen las condiciones de optimalidad de estos puntos estacionarios (ver por
ejemplo [9, Cor. 5.1, Teo. 6.1, Teo. 7.1]). Al igual que en el caso MPCC, presentaremos la
condicion necesaria de primer orden para la condicion M-estacionaria.

Teorema 2.4.13 (Condicién necesaria del tipo Kuhn-Tucker para puntos M-estacionarios)
Sea & un optimo local del problema (SDCMPCC) tal que G, H son funciones continuamente
diferenciables en z. Si el problema (M-CMPCC) asociado al cono de las matrices semidefini-
das positivas cumple con ser Clarke calmado en T, y se cumple la calificacion de restricciones
SDCMPCC-LICQ, i.e., no existe un vector no nulo (% TH) € 8™ x 8™ tal que

DG(z)'T% + DH(z)'TH# =0, (2.12)
G G nG
IS, =0,I5=0T§ =0,
nH __ nH mH __
F’W~_ 0, F%B =0, Fﬁv _~O’
Sy 0T + (Bay — Say) o T = 0.

Entonces T es un punto M-estacionario del problema (SDCMPCC).

2.4.3. Puntos estacionarios en SOCMPCC

En esta Seccion se resumen los resultados para puntos estacionarios en el problema de
complementariedad asociado al cono de segundo orden:

min f(z); Qu 3 G(z) L H(z) € Qur, (SOCMPCC)

r€ER™

donde f : R" - R, G, H : R* — RM son funciones dos veces continuamente diferenciables,
QM = le X ng X X QmJ COHM:ijlmj y

Qp, = {(50,5) € Rx R™ ™" 1 59 > ||5]]},
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con G(z) = (Gl(a:), Go(x),. .. ,GJ(x)> y H(z) = (Hl(x), Hy(zx),. .. ,HJ(x)). Ademas, dado
un punto s = (8¢, 5) € R x R™~! se denota a su reflexién por § := (sp, —5). Dado un punto
z factible para (SOCMPCC), se definen los siguientes conjuntos de indices, los cuales vienen
a ser analogos para los conjuntos «, 3,7 definidos para (MPCC); y para la descomposicion
de valores propios realizada para (SDCMPCC).

Ni(®) == {j : G;(7) = 0, H(7) € int Qy },

No(Z) = {j : G;(2) € int Q,, H;(x) = 0},

Ns(®) == {j : G;(z) € bd Qm, \ {0}, H;(Z) € bd Qp,; \ {0}},
Ni(#) = {j: G4(7) = 0, Hy(7) € bd Q, \ {0},

Ns(2) = {j : G;(z) € bd Q, \ {0}, H,(z) = 0},

Ns(z) = {j : G;(x) = 0, H;(z) = 0}.

Claramente Ni(z) U No(z) U N3(Z) U Ny(Z) U N5(Z) U Ng(z) = {1,2,...,J}. Se dice que
el punto z satisface complementariedad estricta si G;(z) + H;(Z) € int Q,,, para todo j,
i.e., Ny(Z) U N;5(z) U Ng(z) = (). Las siguientes definiciones para puntos estacionarios fueron
entregadas por Ye & Zhou [61].

Definicién 2.4.14 (Punto W-estacionario para SOCMPCC) Sea T una solucion factible
para (SOCMPCC). Esta se dice ser un punto débilmente estacionario (W-estacionario) si
existe un multiplicador (A, \) € RM x RM tal que
Vf(z)+ DG(7)*\“ + DH(z)*\" =0,
M=0 si jeN(z), X =0 sijecNy(), (2.13)
N L Gi(@), ML H (), (G5(@)) AT + (H(2)) N € RGS (%) si j € Ny(#),

Al igual que en el caso de las matrices semidefinidas, esta definicién no proviene de la
condicién de optimalidad de un problema ajustado, y es presentada para ser implicada por
todas las demas definiciones. A continuacion, se presentan las definiciones para los puntos
S-, M-estacionarios. Estas provenientes del computo de los conos normal regular y limitante
sobre el cono de complementariedad.

Definicién 2.4.15 (Punto S-estacionario para SOCMPCC) Sea & una solucion factible para
(SOCMPCC). FEsta se dice ser un punto fuertemente estacionario (S-estacionario) si existe
un multiplicador (A, N) € RM x RM tal que cumple (2.13), y ademds

M eR_H;(z), (A, H,(7)) <0 sij € Na(z),
XY € R_G,(@), (M, Gy(2)) <0 si j € Ny(2),
A€ —Qpn,, M e—0Q,, sije Ng(z).

O equivalentemente si ()\G )\H) € NM(Qmj)(Gj(f), Hj(f)), i=1,...,J.

J7
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Definicién 2.4.16 (Punto M-estacionario para SOCMPCC) Sea T una solucion factible
para (SOCMPCC). Esta se dice ser un punto Mordukhovich estacionario (M-estacionario)
si existe un multiplicador (A%, M) € RM x RM tal que cumple (2.13), y ademds

NeR™ M =0 ¢ X L), \' eRH(z) 6

M e R_A;(2), (A, H,(7)) <0 sij € Ny(z),
A =0, M eRrm ¢ N eRG (@), N LGjz) o

A e R_Gy(x), (M, G5(3)) <0 si j € Ns(z),
A€ —Qm,, M e-Q,, ¢

M =0, eR™ 4 X =0,NeR™ 4

N eRg M e{gy 6 N eR.g Ae{g) o

AL g, M L& A + (1 — )M e R

para cierto o € [0,1] y cierto & € C; si j € Ng(Z);

donde Cj = {(1,w) e R x R™~1: ||w|| = 1}.
O equivalentemente si ()\G )\H> € NM(Qmj)(Gj(aE), Hj(:?:)>, i=1,...,J.

J 7

Del célculo del subdiferencial de Clarke, también se puede entregar explicitamente la
condicion C-estacionaria, la cual se presenta a continuacion.

Definicién 2.4.17 (Punto C-estacionario para SOCMPCC) Sea & una solucidon factible para
(SOCMPCC). Esta se dice ser un punto Clarke estacionario (C-estacionario) si eziste un
multiplicador (A% A € RM x RM tal que cumple (2.13), y ademds

M e R, (z) si j € Ny(2),

XS € RG;(z) sij € N5(z),

(AF M) >0 si j € No(7).

J77

I

O equivalentemente, si existe un multiplicador que satisface la condicion de KKT no suave
por medio del subdiferencial de Clarke del problema (C-CMPCC) para el cono de sequndo
orden.

El siguiente diagrama resume la relacién encontrada por Ye & Zhou entre los puntos
estacionarios presentados. Podemos notar que la estructura es consistente con lo hallado en

los casos (MPCC) y (SDCMPCC).

S-estacion. = M-estacion. — C-estacion. — W-estacion.

Se presenta a continuacién la condiciéon necesaria para la condicion M-estacionaria para

el caso (SOCMPCC) [61, Teo. 5.7].

Teorema 2.4.18 (Condicién necesaria para puntos M-estacionarios) Sea T un dptimo local
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del problema (SOCMPCC) tal que G, H son funciones continuamente diferenciables en .
Entonces x es un punto M-estacionario si se cumple una de las siguientes calificaciones de
restricciones:

1. Tanto G como H son funciones afines y m; <2 para j =1,...,J.

2. El punto x cumple la calificacion de restricciones SOCMPCC-NNAMCQ) ,i.e.,no existe
un vector no nulo (A%, M) tal que

DG(z)' A% + DH(x)" M =0, (A, \N') € Nao, ) (G;(2), Hy(@)),i=1,..., ]

2.4.4. Puntos estacionarios de Wachsmuth para CMPCC

En esta seccién se exponen las definiciones de Wachsmuth [62, 63] para puntos esta-
cionarios en el problema (CMPCC). Los resultados originalmente fueron escritos para conos
K C X donde X es cualquier espacio de Banach, incluso de dimension infinita. Estas defini-
ciones son presentadas para el caso donde el espacio X = [E es Euclideano.

Definicién 2.4.19 (Punto S-estacionario en el sentido de Wachsmuth) Sea IC C E un cono
propio. Sea T una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a KC. Se dice que T es un
punto fuertemente estacionario en el sentido de Wachsmuth (S-estacionario de Wachsmuth)
si se cumple la condicion de KKT para el problema CMPCC relajado (R-CMPCC) en el
punto x:

min f(z); (R-CMPCC)

z€R™

s.a. Glr) € Te- (H(@) ',
H(z) € T (G(x)) .

Dado que K y K* son conos propios, se puede reescribir el problema (R-CMPCC)
utilizando los resultados encontrados en la Seccién 1.3.

Lema 2.4.20 Sea KC un cono propio. El problema (R-CMPCC) se puede reescribir, mediante
el uso del Lema 1.3.1 como

Definicién 2.4.21 (Punto W-estacionario en el sentido de Wachsmuth) Sea K C E un cono
propio. Sea T una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a KC. Se dice que T es un

punto débilmente estacionario en el sentido de Wachsmuth (W-estacionario de Wachsmuth)
st se cumple la condicion de KKT para el problema CMPCC apretado (T-CMPCC) en el
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punto x:

min f(z); (T-CMPCC)

reR”™
1

s.a. G(x) € Tix (H(@)* ﬂ (T’C (G(j))*> ’
H@) € Te(6@) N (T (H@))*

Nuevamente se pueden utilizar las propiedades para reescribir el problema (T-CMPCC)
como muestra el siguiente Lema.

Lema 2.4.22 Sea KC un cono propio. El problema (T-CMPCC) se puede reescribir, mediante
el uso del Lema 1.3.1 como

min f(@);

Estos resultados fueron desarrollados por Wachsmuth para coincidir con las definicio-
nes de puntos fuertemente estacionarios y débilmente estacionarios en (MPCC). En este
trabajo se han reescrito estos problemas cambiando los conos tangentes por caras minimales.
Esto ayuda a entenderlos desde otra perspectiva, y sera la base para presentar los puntos
estacionarios faciales en la Seccién 2.6 posterior. Wachsmuth present6 condiciones de optima-
lidad a partir de la calificacion de restricciones de Robinson-Zowe-Kurcyusz (RZKCQ) [64,
Eq. (1.4)]. El siguiente teorema muestra el resultado de aplicar lo encontrado por Wachsmuth
[62, Prop. 4.8].

Teorema 2.4.23 Sea & factible para (CMPCC). Ademds, se asume que se cumple que
DG(z)R"=E x E,

donde G(x) = (G(x), H(x)) Entonces & cumple RZKCQ) para el problema (T-CMPCC). En

particular, si T es un minimo local para (CMPCC), entonces T es un punto S-estacionario
en el sentido de Wachsmuth.

2.5. (Generalizaciones para CMPCC

Con base en lo presentado anteriormente, se presentan las definiciones generales para
puntos estacionarios en el problema (CMPCC). Estos resultados son resumidos, comentados
y comparados. En particular, se estudian las relaciones entre las distintas definiciones que se
pueden presentar para los puntos S-, M-, C- y W-estacionarios.
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2.5.1. Puntos B-estacionarios

La definicién de punto B-estacionario puede ser directamente extendida al problema
general (CMPCC) como se muestra a continuacion.

Definicién 2.5.1 (Punto B-estacionario para CMPCC) Sea K C E un cono propio. Sea
T una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que T es un punto
Bouligand estacionario (B-estacionario) si

Vi@)'d>0 VdeTr(z),
donde F denota el conjunto factible, i.e., F :={x: K> G(x) L H(x) € K*}.

Igual que en los demas casos, esta nocién primal de punto estacionario se cumple en
cualquier 6ptimo. Sin embargo, es complicada de aplicar debido a la dificultad para expli-
citamente el cono tangente del conjunto factible. Esta nociéon sera retomada en el Capitu-
lo 3.

2.5.2. Puntos S-estacionarios

Se ha visto cémo la condicion fuerte estacionaria (S-estacionario) del punto (G(z), H(Z))
se ha generalizado de diversas formas para coincidir con la definicién en el problema (MPCC).
Por ejemplo en (SDCMPCC) al buscar un multiplicador en el cono normal proximal del
conjunto de complementariedad del cono de matrices semidefinidas positivas

Niysm (G(@), H(Z));

en (SOCMPCC) a partir de multiplicadores en el cono normal regular del conjunto de com-
plementariedad del cono de segundo orden

Nuiion (G(@), H(@));

y Wachsmuth lo ha definido a partir de la condicién de KKT del problema relajado (R-CMPCC),
lo cual es equivalente a estudiar multiplicadores en el conjunto

N1 z)) xa(G()P (G(:i-), H(@)-
Desde las definiciones de cono normal proximal y regular, es evidente la inclusion
N (G(@). H(z)) € Nu(G (@), H (7).

Esto muestra directamente cémo la condicién S-estacionaria a partir del cono proximal impli-
ca la condicion S-estacionaria a partir del cono regular. Para poder relacionar estos resultados
con el punto S-estacionario de Wachsmuth, se estudia la relacion entre el cono normal regular
del conjunto de complementariedad M con el cono normal resultante al estudiar el problema
(R-CMPCC). Esta relacién no es una consecuencia de la descripcién de los conjuntos, como
se puede observar en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1 Se considera el problema (CMPCC) asociado a cualquier cono propio K en el
punto (G(f),H(f)) = (0,0), entonces

(G(z)) = {0} = ®(a@)" =K,
o(H(@) = {0} = ®(H(@) =K.
Es claro que M(K) C K x K* = & (H(z))" x ® (G(Z))" lo que a su vez implica que
No@yixac? (G@), H(®@)) € Nu(G(@), H(z)),

donde se ha utilizado que el conjunto ® (H(z))’ x ® (G(z))" es convexo.

Ejemplo 2 Si ahora se considera que (G(i:), H(f)) € int £ x {0}, entonces
3(G(z)) = K = o(G()" = {0},
o(H(@) = {0} = o(H(@) =K.
En este caso se obtiene la inclusion
d(H(z))’ x ®(G(z))° = K x {0} € M(K),
la cual implica la inclusién de los conos normales

N (G(:i"), H(f)) C No(r() xa((@)P (G(f), H(f))‘

Con estos dos ejemplos se ha visto que no existe una inclusiéon entre M y el conjunto
@ (H(7))" x @ (G(z))". A pesar de esto, en esta seccién se probard que los conos normales
siempre cumplen una inclusion. La siguiente proposiciéon muestra una relacién que sera de
utilidad para la demostracion de aquello.

Proposicién 2.5.2 Sea (s,s5*) € M y sea (5,5) € ®(s*)° x ®(s)P. Entonces

(5,5") € MNB(s*)° x O(s)P,
(5,57) € MND(s)° x B(s)P,

DEMOSTRACION. Notemos que
M={(55)ekxK 515}
B(s")’ x 0(s)” = {(5,5) e Kx K" :5 L s", s L5},
con lo que es directo encontrar las inclusiones propuestas. O]

Se procede a enunciar el siguiente teorema, el cual evidencia la relacién entre los conos
normales en las definiciones para punto fuertemente estacionario en los problemas (CMPCC),
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la cual se cumple sea cual sea el punto en M desde donde se estudian estos conos.

Teorema 2.5.3 Sea (s,s*) € M. Entonces se cumple la siguiente inclusion de los conos
normales:
NM<S, S*) C N(I,(s*)éxq;,(s)D(S,S*>.

DEMOSTRACION. Por contrarreciproca, sea (v,v*) € Ng(s)sxa(s)0 (S, 5*). El Teorema de Hahn-
Banach permite separar {(v,v*)} del conjunto Ng(sysxa(s)p(8,5*), 0 bien, existe un vector
no nulo (p,p*) € R* x R" y ¢ € R tal que

((,17); (v,07)) > ¢ > ((p,07); (1,8%))  V(0,5%) € Naeryssaisp (s, 7).

Como Ng(s+)sxa(s)P (8, 5*) es un cono que contiene al (0,0), es facil ver que ¢ > 0 con lo que
se puede reescribir la desigualdad para obtener la siguiente:

((,0"); (v,0%)) > 0> ((p,p"); (8,57))  V(B,0") € Nooyswa(ep (s, 57):

Para (v,v*) se puede notar que si el primer término en la desigualdad (el producto interno
en R” x R™) es mayor a 0, entonces

(p,v) >0 obien (p*,v*) > 0.

Como ®(s*)° x ®(s)” es un conjunto convexo, entonces es directo de la desigualdad que

(p,p*) S <N<1>(5*)5><<1>(5)D(S,3*)) = T<I>(s*)5><¢(s)D(573*)7

y por lo tanto se puede describir (p,p*) mediante sucesiones (pn,ps) — (p,p*) y t, | 0 tal
que para todo n € N:
(S + tppp, 8* + tp;’;) € O(s*)° x B(s)P.

Sin pérdida de generalidad, se asume que (p,v) = ¢ > 0 para cierto valor de ¢. Si esto no
ocurre, entonces (p*,v*) > 0 y se puede realizar un desarrollo andlogo. Por la Proposicién
2.5.2 se cumple que para todo n € N:

(s + t0Pn, s*) e M.

Ademas, para cualquier n € N se cumple que

((s+tapn5) = (5,57 (0,07)  {((tapn; 005 (0,0%)) {0 (0,07)) (., v)

105+ tapn, ) = (s wllea Ol (e, Ol lpall

Este término no depende de t,,, y su valor limite viene dado por

(Pn, V)
[[pnl| 7o |p]|

= cte. > 0.
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Para finalizar, es directo notar que s + t,p, — s y que

((5,5) = (5,5 (,0)) (s +tapn,s*) = (5,87); (v,07))

G -G - G+ tupns) — (5,5

= = cte. > 0.

A

Por definicién de cono normal regular esto significa que (v,v*) € Nay(s, s*), concluyendo que

=z
‘QI 8B

]

A

N(s,5") C No(seysxa(s)p (8, 8%).
O

A pesar de que en algunos casos es posible obtener la inclusién en el otro sentido (como
fue evidenciado en los ejemplos presentados), se vera como en el siguiente ejemplo esto no
se cumple. Con esto ya no es posible garantizar que la igualdad de los conjuntos sea una
propiedad general.

Ejemplo 3 Se considera el cono de segundo orden Q™ dado por
Q= {5=(50,5) € Rx R : 59 > [|5][},

y sea (s,s*) € M(Q,,) tal que s € bd Q,,, \ {0} y s* € bd Q,,, \ {0}. Es fécil reconocer las
caras
®(s) = cone{s}, (s*) = cone{s"}.

Con esto, por la estructura del cono de segundo orden, se puede notar que
®(s)” = cone{s*}, ®(s*)° = cone{s}.
Se obtiene entonces la descripcion para el cono normal dada por
No(sysxa(s)p(5,87) = {(v,v*) v Ls, vt L 3*}.

Del resultado de Ye et al. [15, Teo. 5.1], tenemos una descripciéon para el cono normal de
M(Q,,) dado por

Npga,) (5,8 = N (s, 8") = {(v,v*) cv Ls, vt LsT, sg0 4+ sput € Rs},

donde ¢ = (vg, —v). Es claro que los conjuntos no coinciden debido a la descripcién del cono
normal regular. También se puede notar que el cono N (g5 xa(s)0 (S, 5°) tampoco se encuentra
contenido en el cono normal limitante Nyq(g,.)(5, s*). Esto es relevante pues muestra que un
punto S-estacionario en el sentido de Wachsmuth no necesariamente cumple con ser un punto
Me-estacionario.

Esta seccion se concluye escribiendo las tres formas de presentar los puntos S-estacionarios
para los problemas (CMPCC).
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Definicién 2.5.4 (Puntos S-estacionario en CMPCC) Sea K C E un cono propio. Sea T una
solucion factible del problema (CMPCC) asociado a KC. Se dice que T es un punto fuertemente

estacionario proximal (S-estacionario proximal) si existe un multiplicador prozimal para el
problema (M-CMPCQ), i.e., existe (u, u*) € E x E tal que

V(@) + DG(#)'n+ DH(E) 1w =0, (1, 1") € Niye) (G(2), H(@)).

Se dice que T es un punto fuertemente estacionario reqular (S-estacionario regular) si existe
un multiplicador regqular para el problema (M-CMPCC), i.e., existe (u, p*) € E x E tal que

VF(E)+ DG(E) p+ DH(E)'p* =0, (1) € Naaey (G(2), H()).

Se dice que T es un punto fuertemente estacionario en el sentido de Wachsmuth (S-estacionario
de Wachsmuth) si existe un multiplicador para el problema relajado (R-CMPCC), i.e., existe
(, *) € E X E tal que

V(@) + DG(x) pu+ DH(@)" " =0, (1 1) € Noar(ays xac@)? (G(j), H(f))-

La relacion entre las definiciones de puntos S-estacionarios se resume en la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 2.5.5 Sea K C E un cono propio. Sea & una solucion factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Luego:

i) Si & es un punto S-estacionario proximal, entonces es un punto S-estacionario reqular.

it) Si T es un punto S-estacionario reqular, entonces es un punto S-estacionario de Wachs-
muth.

2.5.3. Puntos M- y C-estacionarios

A pesar de que Wachsmuth coment6 en sus trabajos que no es claro como definir otras
nociones en el caso general [62, Secc. 4.1], posteriores trabajos de investigacion como los
presentados en los casos (SDCMPCC) y (SOCMPCC) sugieren definir los puntos M- y C-
estacionarios a partir de los problemas (M-CMPCC) y (C-CMPCC). Para formalizar esto, a
continuacién se presentan estas definiciones en el caso general (CMPCC).

Definicién 2.5.6 (Punto M-estacionario para CMPCC) Sea I C E un cono propio. Sea z
una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que T es un punto Mor-
dukhovich estacionario (M-estacionario) si existe un multiplicador limitante para el problema
(M-CMPCC) en el punto z, i.e., un multiplicador (u, u*) tal que

V(@) + DG@) i+ DHE) W =0, (1,1") € Ny (G(@), H(®)). (2.14)
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Definicién 2.5.7 (Punto C-estacionario para CMPCC) Sea K C E un cono propio. Sea
T una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que T es un punto
Clarke estacionario (C-estacionario) si se cumple la condicion de KKT no suave por medio
del subdiferencial de Clarke en el problema (C-CMPCC) en el punto x, i.e., un multiplicador
A € E tal que

0 € VF(Z) + DG(z)'\ - (DG(x)" — DH(%)")0TIc (G(Z) — H())

Desde las definiciones y las propiedades de los conos normales, se obtiene la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 2.5.8 Sea K C E un cono propio. Sea & una solucion factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Se cumple que:

i) Si & es un punto S-estacionario reqular, entonces es un punto M-estacionario.

it) Si T es un punto M-estacionario, entonces es un punto C-estacionario.

DEMOSTRACION. El primer punto se obtiene directamente de la inclusion del cono regular en
el cono limitante. Para demostrar el segundo, sea (p, 1*) el multiplicador que hace a z un
punto M-estacionario. Del resultado de Ye & Zhou [15, Prop. 2.1] se obtiene que

(1. 1) € Naaey (G(2), H(Z)) = —p* € D' (G(7) — H(T)) (—p — ).

Mordukhovich mostré que la envoltura convexa de la coderivada genera los adjuntos del
subdiferencial de Clarke [65, (2.23)]. En particular, de esto se obtiene que

—u" € DT (G() — H()) (- ') = —u" € (0TI (G(@) — H(@)) ) (=)
— " € Ok (G(7) — H(@))(—p — 1),

donde se utiliz6 que los elementos de 0T son autoadjuntos [66, Prop. 1]. Por lo tanto, existe
cierto A € 0TIk (G(:f) - H(a‘:)) tal que

Denotando A\ := —pu — p*, se obtiene que
we=—AN, pu=Ax—\.
Al reemplazar en la definicién de punto M-estacionario se obtiene la relacion

0=Vf(z)+ DG(x)* (AN — \) + DH(z)"(—A\)
=V f(z)+ DG(x)"AN — DG(Z)*\ — DH(Zz)" A\
= V(&) - DG(Z)"A + (DG(z)" — DH(%)") A\,
lo que demuestra que = es un punto C-estacionario. O
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Observacion El ejemplo visto en la secciéon anterior muestra que no siempre existe una
relacién entre los puntos S-estacionarios de Wachsmuth y M-estacionarios. Es mas, en dicho
ejemplo se puede ver cémo el cono normal limitante esta estrictamente contenido en el cono
del problema (R-CMPCC). Mehlitz mostré que cuando K es un cono poliédrico, la condicién
S-estacionaria de Wachsmuth implica ser un punto M-estacionario [56, Prop. 3.11].

Vale mencionar que estas definiciones de puntos M- y C-estacionarios coinciden con los
resultados presentados para los casos (MPCC), (SDCMPCC) y (SOCMPCC) por lo que serdn
consideradas como las generalizaciones naturales para el problema (CMPCC).

2.5.4. Puntos W-estacionarios

Al igual que para los puntos S-estacionarios, en la definicién de puntos W-estacionarios
existen discrepancias en lo definido para los distintos problemas. En el problema (MPCC)
se plantea a partir del problema MPCC ajustado (T-MPCC). Wachsmuth presenta su defi-
nicion para (CMPCC) como extension de lo anterior por medio del problema (T-CMPCC).
Al considerar las definiciones para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC), se pueden
evidenciar ciertas limitaciones. Por un lado, la definicion de Wu (Def. 2.4.12) solo es la relaja-
cién de las condiciones, para asi obtener una condicién mas débil. Sin embargo, la definicién
no proviene de la condicién de optimalidad de un problema ajustado. Por otro lado, en el
problema (SOCMPCC) ocurre lo mismo, siendo la definicién presentada por Ye & Zhou (Def.
2.4.14) una relajacién de las condiciones sin un problema ajustado como base. Para el pro-
blema (SOCMPCC), Zhan et al. [67, Def. 3.4] han presentado una condicién W-estacionaria
a partir de un problema apretado. No obstante, esta definicion no es valida porque contiene
la restriccion

Gj(x) =0=H;(z), j & Ny(z)UN;5(z)U Ng(z),

la cual no se satisface nisiquiera por el mismo punto z en las coordenadas j € Ny(Z) U N5(Z)
(basta ver la definicién de estos conjuntos). Por este motivo no se han incluido dicha definicién
en el analisis, y se considerara el punto W-estacionario de Wachsmuth como la generalizacion
de la condicién débilmente estacionaria para el problema (CMPCC). A continuacion, se
presenta esta condiciéon escrita de forma general.

Definicién 2.5.9 (Punto W-estacionario en CMPCC) Sea K C E un cono propio. Sea
T una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que T es un punto
débilmente estacionario en el sentido de Wachsmuth (W-estacionario de Wachsmuth) si existe
un multiplicador para el problema ajustado (T-CMPCC), i.e., existe (u, u*) € E X E tal que

V(@) + DG+ DH@ W =0, (1.p") € No(G(@), H());
donde

C = <<I>(H(:i))6ﬂ (@(G@))D)l) x (@(G(:z))Dﬂ (@(H(f))(S)L) .

Por completitud, a continuacién se muestra la relacién entre la condicién S-estacionaria
de Wachsmuth y la W-estacionaria de Wachsmuth en el problema general (CMPCC). La
proposicion nos muestra el resultado esperado, donde la condicién fuerte es mas fuerte que
la débil.
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Proposiciéon 2.5.10 Sea K C E un cono propio. Sea x una solucion factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Si & es un punto S-estacionario de Wachsmuth, entonces es un
punto W-estacionario de Wachsmuth.

DEMOSTRACION. Primero se debe notar que el conjunto C de la definicion de W-estacionario
de Wachsmuth es convexo, y cumple que

CCd(HT) xd(GE)",

donde en el lado derecho se puede ver el conjunto del problema (R-CMPCC). Directamente
de la definiciéon de cono normal regular se obtiene que

Norayixacm)? (GE) HE)) = Ny o (G@), HE))
C Ne(G(2), H(z)) = Ne(G(x), H(z)),

con lo que se obtiene que un punto S-estacionario de Wachsmuth es un punto W-estacionario

de Wachsmuth. O

2.6. Puntos estacionarios faciales para CMPCC

En las secciones anteriores se han escrito las definiciones de Wachsmuth a partir de las
caras minimales de IC y KC*. Esto motiva a estudiar la definicién de punto estacionario basada
en el siguiente problema facial.

Definicién 2.6.1 (Punto F-estacionario en CMPCC) Sea IC C E un cono propio. Sea & una
solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K. Se dice que T es un punto facialmente
estacionario (F-estacionario) para el problema (CMPCC) si se cumple la condicion de KK'T
para el problema CMPCC facial (F-CMPCC) en el punto Z:

min f(z); (F-CMPCC)

reR™

s.a. G(z) € @(G(f)),
H(z) € ®(H(z)).

Esto es equivalente a que exista (p, p*) € E X E tal que

V() +DG(z)'n+ DH(z)"w" =0, (u,p") € N@(G(i))x@(H(i))(G(j)7 H(f))-

Esta definicién es interesante por varias razones. En primer lugar, es otra forma de
describir condiciones débiles para el problema (CMPCC). Ademas, tiene una interpretacion
geométrica sencilla al involucrar las caras minimales para los puntos donde se estudia. Final-
mente, a conocimiento del autor, es primera vez que este problema es descrito para establecer
puntos estacionarios del problema (CMPCC).
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2.6.1. Relacion con los puntos W-estacionarios

Es de interés saber cémo se vincula esta definicion facial con las demds condiciones.
Primero se estudiaré su relacién con la condicién W-estacionaria de Wachsmuth. Se comienza
viendo la inclusiéon entre los conjuntos factibles asociados a ambos problemas.

Proposiciéon 2.6.2 Sea K C E un cono propio y sea x un punto factible para el problema
(CMPCC) asociado a K. Entonces se cumplen las siguientes inclusiones:

o(G(@) c o(H@) N <<I>(G(§:))D)l,
o(H(@) co(a@)’N (@(H@))‘S)l |

Ademds, si K y K* son conos facialmente expuestos, entonces se tiene la igualdad de los
conjuntos.

DEMOSTRACION. Se prueba solo la primera inclusién ya que la segunda es analoga. Como T es
factible para el problema (CMPCC), entonces G(z) L H(z). Por definicién de cara dual es
claro que

G(z) € ®(H()) .

5
Como la cara minimal de G(Z) es la menor de las caras de K que contiene a G(Z) y @(H(i))

es una cara que contiene a G(Z), entonces se tiene la inclusién
o(G(z) c @o(H(@)) .
La definicién de cara dual establece que ®(G(z))” = K* 1 ®(G(z)) . Bs directo notar que
®(G()) L cI>(G(:f:))L y por lo tanto
2(cm) La(c®)” « o(cw) < (2(c@)”)

Al unir ambas inclusiones se concluye la inclusién. Ahora bien, si K es un cono facialmente
expuesto, entonces existe un vector s* € K* tal que

®(G(7)) =K N{s"}.
Ademas, por la Proposicién 1.1.12
o(H(@) = Kn{H@}, o(G@)" =K n{G@)-

Por la definicion es directo notar que

s* e @(G(i;))D y por lo tanto <<I><G(:T:))D>L C {s*}+.
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Junto a lo anterior, se tiene la siguiente inclusion

o(H@) N (cp(c;(gz))D)L — Kn{H@)}"n (cp(G(gz-))D)L
CKN{H@} Nn{s}*
CKN{s}*

Con lo que se concluye la otra inclusiéon, y por lo tanto la igualdad de los conjuntos en el
caso de que el cono sea facialmente expuesto. O]

La inclusion entre el conjunto factible de (T-CMPCC) y (F-CMPCC) también rela-
ciona sus soluciones. Si  es un punto factible para (CMPCC), y es solucién éptima para
(T-CMPCC), entonces también es solucion éptima para (F-CMPCC). Se puede mostrar
como se relaciona la nocién de punto W-estacionario de Wachsmuth con ser un punto F-
estacionario.

Proposiciéon 2.6.3 Sea K C E un cono propio. Sea & una solucion factible del problema
(CMPCC) asociado a K. Si T es un punto W-estacionario de Wachsmuth, entonces es un
punto F-estacionario. Ademas, si los conos K y K* son facialmente expuestos, entonces las
definiciones son equivalentes.

DEMOSTRACION. Consideremos

o <q>< H@)' N <<I>(G(5:))D)L> x (@(G(af))D N (‘I’(H (9?“))5>L>

de la definiciéon de punto W-estacionario de Wachsmuth. Si los conos K y C* son facialmente
expuestos, por la Proposicién 2.6.2 se tiene que

o(G(7)) x ©(H(7)) = C,

por lo que las definiciones son equivalentes porque los conjuntos factibles de ambos problemas
son iguales. En el caso general se tiene que

B(G(7)) x B(H(Z)) C C,

donde los conjuntos en ambos lados son convexos. Esto, junto con la inclusiéon de sus conos
regulares, nos da como resultado

Noa@) <@ (G(7), H(@)) =No(@) <) (G(7), H(Z))
C No(G(#), H(7)) = No(G(2), H(z)),
lo que concluye la inclusién entre multiplicadores. Il

La condicion W-estacionaria de Wachsmuth fue construida para coincidir con la con-
dicion respectiva del caso (MPCC), o bien cuando se estudia el ortante no negativo en R™.
Como el ortante no negativo es un cono facialmente expuesto, la Def. 2.4.6 también coin-
cide con la de punto F-estacionario. Esto motiva a presentar la condicién facial como otra
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generalizacién de la condicién débil del problema (MPCC). Si bien se ha comentado que
las condiciones W-estacionarias para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC) no vienen
de generalizaciones de problemas ajustados, igual pueden ser comparadas con la condicion
facial. A continuacion se estudian estas relaciones.

Proposicion 2.6.4 Sea T una solucion factible del problema (SDCMPCC). Si z es un punto
W-estacionario para SDCMPCC (Def. 2.4.12), entonces es un punto F-estacionario.

DEMOSTRACION. Se estudiard la primera restriccion ya que el resultado para la otra se obtiene
de forma analoga. Considerando la descomposicion de valores propios usual, se puede ver que

Mo 0 0
O(Gx) =P 0 0 0|P":Myu>0
0 00

A partir de los Lemas 1.3.1, 1.3.2, y de la caracterizacién del cono tangente al cono de
matrices simétricas semidefinidas positivas [68, Ec. (9)], se puede caracterizar el cono normal
a la cara ®(G(Z)) como

Too Tap Ta,
Nao@)(G(@) = S P | Taa Tas Tay | PTiTaa < 0; (G(2),I) =0
Fva Fvﬁ Fw

Por la estructura de G(z), se puede reescribir el cono normal de la forma

faa faﬂ f‘a’y
No@)(G(Z) = P | Tpa Tgg Tpy | PT:Toa =0
Fva Pvﬂ FW

Utilizando esto para ambas reestricciones se obtiene que la condicion facial para (SDCMPCC)
es equivalente a que exista un multiplicador (I'Y, T'H) € 8™ x 8™ tal que

Vf(@)+ DG(z) T+ DH(z)'T? =0, TS, =0, T =o0.

Luego, esta condicién es més débil que la condicién W-estacionaria presentada para el pro-

blema (SDCMPCC) en la Definicién 2.4.12. O

Proposicion 2.6.5 Sea T una solucion factible del problema (SOCMPCC). Siz es un punto
W-estacionario para SOCMPCC (Def. 2.4.14) y ademds satisface complementariedad estric-
ta, entonces es un punto F-estacionario.

DEMOSTRACION. La condicién se puede estudiar por medio de los indices. En los conos de
segundo orden las caras son faciles de encontrar pues solo existen tres casos:

s=0 = &(s) = {0},
s€int Q,, = P(s) = Q,,
s €bdQ,, \ {0} = P(s) = cone{s}.
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Gracias a esto, se puede ver que la condicién facial es equivalente a que exista un multiplicador
(AG AT € RM x RM tal que

V(@) + DG(2)*\° + DH(z)*\ =0, (2.15)

M=0si jeN(z), Af=0sijeNy(2),

NS L Gi(z), ML Hy(z) st j € N3(),

ML H () st j € Ny(%),
Claramente la condicién para los indices j € N3(Z) es mas débil que la condicién en 2.4.14.
Si el punto & cumple complementariedad estricta, entonces Ny(Z) = N5(Z) = ) con lo que las
tltimas dos condiciones en (2.15) no existen para ningun indice j y pueden ser omitidas. Con

esto se obtiene que si  cumple la condicion W-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.14)
entonces es un punto F-estacionario. ]

Observacion Lo anterior no se cumple en cualquier caso. En el caso general las condiciones
W-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.14) y F-estacionaria no son comparables. De todas
maneras, es facil verificar (al estudiar las definiciones) que ambas condiciones son implicadas
por la condicién C-estacionaria para SOCMPCC (Def. 2.4.17).

2.6.2. Relacion con el punto M-estacionario

De las secciones anteriores se conoce que la condicion S-estacionaria regular implica
tanto la condiciéon M-estacionaria como la condiciéon S-estacionaria de Wachsmuth, pero que
de forma general no se pueden comparar estas dos tultimas. Ademas se vié que la condicién
S-estacionaria de Wachsmuth es mas fuerte que la condicion W-estacionaria de Wachsmuth,
la cual a su vez es mas fuerte que la condicion F-estacionaria. Para mostrar la relacion
desde el otro lado, la siguiente proposicion une la condicién M-estacionaria con la condicion
F-estacionaria.

Proposiciéon 2.6.6 Sea K C E un cono propio facialmente expuesto. Sea T una solucion
factible del problema (CMPCC) asociado a K. Si T es un punto M-estacionario, entonces es
un punto F-estacionario.
DemosTRACION. Para cualquier (s, s*) € M(K) se sabe que se tiene la inclusion

Namry(8,5%) C Nao(syxa(s+) (8,57,

Entonces, para concluir la proposicién basta que se demuestre que

Ny (8,5) € No(syxas) (s, s7). (2.16)
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En efecto se tiene que

Ny (s,8%) = limsup N (', 8™)
(s’,s’*)MxC)(s,s*)
C lim sup N@(s’)x<1>(s’*)(3/, 3/*)‘

() 5 (5,%)
Sea (p,p*) €  limsup  Nosyxa(s=) (s, ™), por lo que existen sucesiones
(s5) 5 (s,6%)

xy ML) x * *
(Sny57) =7 (5,87) ¥ (bt i) = (s 1)
tal que
(,unv ”;kz) € N@(Sn)xfb(s;) (Sna sy )
Como K es facialmente expuesto, del Lema 1.3.3 se obtiene que (pasando por subsucesién de
ser necesario) estas sucesiones de caras convergen a ciertas caras F'y F* i.e.,

D(s,) 25 F o(st) 25 P

Por la aplicacién del Teorema de Attouch a funciones indicadoras [69, Teo. 2.4] se cumple que
p € Np(s), p* € Np-(s*). Finalmente, el Lema 1.3.3 también indica que estas caras contienen
a las caras minimales de s y de s* por lo que, utilizando que las caras son conjuntos convexos,
se obtiene finalmente que

(M? M*) S NCD(S)XCP(S*)(Sa 8*)7

lo que demuestra (2.16), y con ello la proposicién. ]

2.6.3. Condiciones de optimalidad basadas en puntos faciales

Una de las ventajas de obtener condiciones estacionarias débiles, como es el caso de la
condicién facial, es que a partir de las condiciones necesarias para la optimalidad basadas
en puntos estacionarios mas fuertes, se desprenden inmediatamente nuevas condiciones de
optimalidad faciales. Por ejemplo, a continuaciéon se presenta la condicién necesaria de opti-
malidad para puntos F-estacionarios a partir de la condicién presentada por Wachsmuth [62,
Prop. 4.8].

Teorema 2.6.7 Sea = factible para (CMPCC), y supongamos que se cumple que
DG(z)R" =E x E,

donde G(z) = (G(x), H(x)) Si  es un minimo local para (CMPCC), entonces T es un punto
F-estacionario.

2.6.4. Puntos Facial-Reducido estacionarios

En esta seccion se presenta otra manera de generalizar la condicién débil estacionaria. Al
considerar como base el problema ajustado para MPCC, se puede proponer su generalizacion
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mediante el uso de la reduccién de conos (Def. 1.1.15). Asi, la restriccién en el problema
(T-MPCC) es equivalente a

donde Zgn es la reduccién candnica del cono R} en G(z), y en H(z) [35, Ej. 3.138]. La
particularidad en la reduccion del ortante no negativo es que se cumple la restriccién Eii (s) =
0 si y solamente si s pertenece a la cara minimal de s, i.e., s € ®(5). Esto no es cierto
con cualquier cono K y cualquier reduccién de clase C? asociada a él, e.g., al considerar la
reduccién del cono de segundo orden Q,, [36, Lema 15] en un punto s € bd Q,, \ {0}. En este
caso la funcion de reducciéon vale 0 en cualquier punto s € bd Q,, sin importar si pertenece o
no a la cara minimal que contiene a s. Lo anterior motiva definir una subclase de las funciones
de reduccion que cumplan esta propiedad.

Definicién 2.6.8 (Reduccién facial de clase C?) Sea K C E y sea K C R™ un cono puntia-
gudo. Se dice que K es C*-cono facialmente reducible a K en el punto 5 € K si existe una
vecindad N de 5 y un mapeo Z- : N — R™ de clase C? tal que

i) DZ3(5) : E — R™ es sobreyectiva,
i) KNN ={se N:Zi(s) € K},
i) Z5(5) = 0,

) Zi(s) =0 = s € P(s).

De la definicién, es directo notar que cualquier reduccién facial de clase C? es particular-
mente una reduccién de clase C2. La siguiente proposicién muestra una condicién suficiente
para obtener una reduccién facial a partir de una reducciéon normal.

Proposicion 2.6.9 Sea K C E un cono propio, sea s € K tal que ®(5) es una cara expuesta
por s* # 0. Sea un mapeo =5 tal que K es C*-cono reducible en s por medio del mapeo =j-
al cono K C R™. Si s* € ker D=5.(5), entonces K es C*-cono facialmente reducible en s por

medio del mapeo (Efc(), (s*, >) al cono K x R, C R™L,

DEMOSTRACION. Primero se puede notar que si s* = 0, entonces s € int K y ®(5) = K. Luego

E5 =0y K = {0}. Con esto la reduccién original ya era una reduccién facial. Si se considera

*

s* # 0, basta ver que el mapeo (Ef;(), (s*, )) cumple las cuatro condiciones de la definicién

de reduccion facial. ) i
D(Zx(), (s*,))(5) = (DER(5), 5%).
Ya que Z5(5) es funcién de reduccién, entonces

dim Im DZ}.(5) = m.
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Como 0 # s* € ker DZ}-(5), se obtiene que
dimker D(Z(+), (s*,-))(5) = dim ker DEg(s) — 1,
lo que, en funcién del Teorema de Nicleo-Imagen, implica que
dimTm D(Z (), (s,))(5) = m + 1,

obteniendo que es un operador sobreyectivo. La propiedad ii) se cumple trivialmente pues
al s* exponer la cara ®(5), se tiene que s* € K*, con lo que la igualdad de la propiedad se
preserva. La propiedad i) se mantiene pues § L s*. La propiedad iv) es una consecuencia
directa de que s* exponga la cara ®(s). Por lo que (E,‘Z"C(), (s, )) es una funcién de reduccién
facial para el cono K en s. [

La definicién de reduccién facial permite plantear un nuevo problema desde el cual
estudiar soluciones del problema (CMPCC), como también los puntos estacionarios corres-
pondientes.

Definicién 2.6.10 (Punto FR-estacionario en CMPCC) Sea K C E un cono propio. Sea
una solucion factible del problema (CMPCC) asociado a K tal que K es facialmente reducible
en G(Z) y K* lo es en H(Z) por funciones E,Cé(j) :E — R™; Efé(i) : E — R™ respectivamente.
Se dice que T es un punto facial-reducido estacionario (FR-estacionario) para el problema
(CMPCCQC) si se cumple la condicion de KKT para el problema CMPCC facialmente reducido

(FR-CMPCC) en el punto z:
IIGIIiRI}L f(z); (FR-CMPCC)

s.a. Eﬁ("?) (G(x)) =0,
= (H(z)) = 0.

Esto es equivalente a que exista (£,€*) € R™ x R™ tal que
Vf(z)+ DG(z)"DE{Y (G(2)) ¢ + DH(z) DELP (H(z)) ¢ = 0.

Se puede comparar esta nueva nocién de punto estacionario débil, con la nocién pre-
sentada en secciones anteriores.

Proposiciéon 2.6.11 Sea K C E un cono propio. Sea x una solucion factible del problema

(CMPCC) asociado a K tal que K es facialmente reducible en G(z) y K* lo es en H(x) por

. —G —H(z . . . . .,
funciones :,C(x) Y :,C*(x) respectivamente. Si T es un punto F-estacionario, entonces también

es un punto FR-estacionario.

DEMOSTRACION. Por la definicién de reduccion facial, se satisface que

(EE9) 7 (fop) C 8(G(@),  (217) ({0) C B(H(@));
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por lo que existe una inclusion entre los conjuntos factibles. Con esto se puede notar que si
es solucién del problema facial, entonces también serd soluciéon del problema facial reducido.
Dichas inclusiones también muestran la siguiente inclusién de los conos normales

A

No(a(a)(G(z)) € N (G(2)). (2.17)

(529) " cton

Como Eg@) =0y DEE@) es sobreyectiva, se puede utilizar el cambio de coordenadas [39,
Ej. 6.7] para calcular el cono normal:

A

N/ on (G(@) = DEEP(G(7)) Nioy(0) = DELP (G(z)) R™ (2.18)
(=29) o

Finalmente, al juntar (2.17) y (2.18); se obtiene que si existe un multiplicador facial p,
entonces existe un elemento respectivo £ € R™ tal que

u= D= (6@) €

El argumento se repite de forma analoga para p* y su respectivo £* € R™, con lo que se
concluye que desde cualquier multiplicador facial se puede encontrar un multiplicador facial
reducido. O

Se ha visto cémo las diferentes nociones para puntos débilmente estacionarios fueron
escritas para coincidir con la definicién original en el caso (MPCC). La siguiente proposicion
resume estas equivalencias.

Proposicién 2.6.12 Sea = una solucion factible para el problema (MPCC), o bien, para el
problema (CMPCC) con el cono R’.. Entonces son equivalentes:

i) T es un punto W-estacionario para MPCC.
i) Z es un punto W-estacionario de Wachsmuth para K = R’}.
ii1) T es un punto F-estacionario.

i) T es un punto FR-estacionario.

A partir de este resultado se pueden proponer tanto la condicién W-estacionaria de
Wachsmuth, o las condiciones F-, FR-estacionarias como la propuesta de generalizacion de
la condicién W-estacionaria para el problema (MPCC), en el caso general (CMPCC). Como
se ha mostrado, en el caso general se cumple la relacion

We-est. de Wachsmuth — F-estacionario — FR-estacionario.
Con esto la condiciéon FR-estacionaria es la mas débil presentada, pero es complicada
de entender pues necesita una comprension de las funciones de reduccion facial. La condicion

F-estacionaria no es tan débil, pero es mas directa de utilizar en la medida de que lo es
encontrar las caras de los conos Ky K*.
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2.7. Resumen de resultados

El siguiente diagrama resume las relaciones encontradas en este capitulo para las dis-
tintas nociones de puntos estacionarios del problema (CMPCC).

S-est. proximal

/

S-est. regular S-est. de Wachsmuth

M-estacionario

W-est. de Wachsmuth

C-estacionario ok

FR-estacionario <————= F-estacionario

donde las implicancias denotadas por = se cumplen en el caso general que K sea un cono

. . . . * s’ .7 . . . . ok
propio, la implicancia = cuando ademas K es un cono poliédrico, y las implicancias =—-

cuando K es un cono facialmente expuesto. Todas las relaciones que no aparecen (y que no
pueden ser deducidas por transitividad) no son conocidas.

2.8. Discusion y Comentarios

En este capitulo se presentaron las definiciones de puntos estacionarios para el problema
(MPCC), asi como los recientes resultados para los problemas (SDCMPCC) y (SOCMPCC),
y los conceptos introducidos por Wachsmuth. El estudio de estos conceptos permitié formali-
zar definiciones generales para cualquier problema (CMPCC). Adicionalmente, se estudiaron
las relaciones entre estas definiciones para finalmente presentar dos nuevas nociones de pun-
tos estacionarios débiles del problema (CMPCC): los puntos F-estacionarios y los puntos
FR-estacionarios. De forma adicional al resumen presentado en la Seccion 2.7, a continuacién
se presenta una serie de puntos y problemas abiertos no abordados en este capitulo:

1. A pesar de que esta tesis ha abordado el caso particular de conos K en algiin espacio
Euclidiano E, muchas definiciones y resultados se pueden extender directamente a casos
mas generales. Por ejemplo, las definiciones de Wachsmuth fueron originalmente escritas
para espacios de Banach. Todas las definiciones de puntos estacionarios (S-proximal, S-
regular, S-de Wachsmuth, M-, C-; W-de Wacshmuth, F-, FR-) pueden ser directamente
comprendidas en el caso infinito dimensional. Sin embargo, no todas las relaciones en-
contradas en este capitulo pueden ser extendidas en ese contexto. Por ejemplo la relacién
entre punto M-estacionario y punto F-estacionario (Prop. 2.6.6) se demuestra por medio
del Lema 1.3.3 el cual a su vez utiliza que la bola cerrada es compacta. Es por esto que
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si se desea estudiar el contexto infinito dimensional (espacios de Hilbert o incluso espa-
cios de Banach), es necesario realizar una revisién completa de todas las propiedades
estudiadas.

. Aun cuando algunos autores han encontrado relaciones entre el punto B-estacionario y
las demaés definiciones (e.g., Flegel & Kanzow demostraron en el caso (MPCC) que bajo
la calificacion de restricciones de Guignard todo punto B-estacionario es también un
punto S-estacionario [60]), en el caso general no hay una relacién. Hay un claro trade-off
o compensacion al momento de utilizar las distintas nociones. En primer lugar, los puntos
B-estacionarios se cumplen en las soluciones 6ptimas del problema sin la necesidad de
alguna calificacion de restriccién. Su problema radica en que necesitan conocer el cono
tangente al conjunto factible y, en general, es un conjunto dificil de explicitar. Todas las
dema&s nociones de puntos estacionarios (también llamados puntos estacionarios duales),
son mas faciles de aplicar en el sentido que utilizan conjuntos computables. Su problema
es que para garantizar que se cumplan en soluciones 6ptimas, estos puntos deben cumplir
con alguna calificacién de restricciones.

. Las tres nociones generales para puntos fuerte estacionarios (Def. 2.5.4) fueron cons-
truidas para coincidir con la nocién fuerte estacionaria del problema (MPCC). Se ha
visto que la nocién de punto S-estacionario proximal es mas fuerte que la de punto
S-estacionario regular. Para los problemas méas estudiados en la literatura, se ha visto
que estas dos condiciones son equivalentes. Esto debido a que el cono normal proximal
al conjunto de complementariedad coincide con el cono normal regular (para (MPCC)
ver [4], para (SDCMPCC) ver [9], y para (SOCMPCC) ver [15]). Como trabajo futuro
se plantea encontrar condiciones (de ser necesarias) que garanticen que ambos conos
normales al conjunto de complementariedad coinciden y, por lo tanto, ambas nociones
de puntos fuertemente estacionarios sean equivalentes.

. En la Proposicién 2.6.6 se vio como la condicion M-estacionaria implica la condicién
F-estacionaria cuando el cono K es facialmente expuesto. Bajo esta hipdtesis, también
se vio que la condicion F-estacionaria es equivalente a la condicion W-estacionaria de
Wachsmuth (Prop. 2.6.3). Con ambas proposiciones se concluye que si K es facialmente
expuesto, entonces la condicién M-estacionaria implica la condicion W-estacionaria de
Wachsmuth. De esto se desprenden dos nuevas preguntas a ser estudiadas. En primer
lugar, ;Se cumple que la condicion M-estacionaria implica la condicion W-estacionaria de
Wachsmuth sin la hipotesis de ser facialmente expuesto? En segundo lugar, ;Se cumple
la relacion entre las condiciones M-estacionaria y F-estacionaria bajo la ausencia de la
exposicion facial de K7

. La condiciéon C-estacionaria cumple con ser mas débil que la condicién M-estacionaria
(Prop. 2.5.8). Segtin lo observado en las nociones de la literatura (Seccién 2.4), es razo-
nable pensar que la condicién C-estacionaria debe ser mas fuerte que cualquier nociéon
débil propuesta para el caso general. En esta tesis no fueron estudiadas estas relacio-
nes por la dificultad de expresar el subdiferencial de Clarke en la definicién de punto
C-estacionario. Por esto, como trabajo futuro queda encontrar condiciones para que se
cumplan las relaciones

C-est. = W-est. de Wachsmuth, C-est. = F-est.
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6. Como fue visto en la Proposicién 2.6.7, la condicién F-estacionaria puede ser utilizada
para caracterizar soluciones 6ptimas del problema (CMPCC). Al ser de las condiciones
mas débiles, se pueden utilizar todas las calificaciones de restricciones que se han emplea-
do en las distintas condiciones de optimalidad (e.g., los Teoremas 2.4.8, 2.4.13, 2.4.18,
2.4.23). Esto motiva la busqueda de nuevas calificaciones de restricciones débiles sobre
las cuales la condicién F-estacionaria (respectivamente la condicién FR-estacionaria) se
satisfaga en una soluciéon 6ptima.

7. La reduccion del cono de segundo orden en su frontera fue uno de los ejemplos que motivé
la definicién de reduccién facial. Lamentablemente, no se puede utilizar la Proposicion
2.6.9 para derivar una reduccién facial a partir de su reduccién clasica [36, Lema 15].
Esto debido a que las hipdtesis no se satisfacen. En particular, el vector que expone la
cara no pertenece al Kernel de la derivada de la reduccién clasica. A futuro se espera
encontrar si es que existe, o demostrar que no existe tal reduccién facial para este caso.

8. Los resultados de la literatura para el problema (MPCC) utilizan los conjuntos de indices
a(z), B(z),v(Z). Basado en esto, en el problema (SDCMPCC) se utiliz6 la descomposi-
ci6én por valores propios para encontrar nuevos conjuntos de indices a (), 5(z), (&) sobre
los cuales basar las definiciones de puntos estacionarios. De forma similar, en el problema
(SOCMPCC) se definieron los conjuntos de indices Ni(z), No(x), N3(Z), Ny(Z), N5(Z) y
Ng(Z), sobre los cuales se describen los resultados. Los resultados de Wachsmuth, asi
como las definiciones generales presentadas en este capitulo, son descritas a partir de
problemas generales y propiedades geométricas. Se propone como trabajo futuro estu-
diar formas de generalizar los conjuntos de indices a cualquier problema (CMPCC), y a
partir de ellos describir los puntos estacionarios.

9. Existen en la literatura muchas otras definiciones de puntos estacionarios sobre las cuales
no se ha detallado en este trabajo (por ejemplo los puntos A-estacionarios en la Definicion
2.4.5). Trabajo posterior serd estudiar como generalizar estas nociones al caso (CMPCC),
y ver su relacion con las demés condiciones.
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Capitulo 3

Geometria Variacional para el Cono
de Complementariedad

3.1. Introduccién y contexto

En el Capitulo 2 se estudié como los distintos conos normales del conjunto de com-
plementariedad M(K) juegan un rol importante en la descripcién de puntos estacionarios
duales. Por otro lado, asi como la condiciéon B-estacionaria requiere conocer el cono tangente
del conjunto factible, la siguiente condicién primal de segundo orden [70, Cor. 1.3] también
requiere conocer su conjunto tangente de segundo orden:

Teorema 3.1.1 Sea K C E un cono propio. Sea T una solucion factible del problema
(CMPCC) asociado a IC, donde F denota su conjunto factible. Entonces, para todo d € Tx(x)
con Vf(z)d =0 se tiene que

V@) w+ V2f(@)(d,d) >0, Vwe Tiz;d).
Bajo calificacion de restricciones, se puede realizar regla de la cadena para escribir estos

conjuntos a partir de los conjuntos tangentes del cono de complementariedad. Esto se muestra
en la siguiente proposicién [37, Prop. 5.

Proposicién 3.1.2 Sea K C E un cono propio. Sea T factible para el problema (CMPCC)
asociado a IC, tal que el mapeo multivaluado M (x) := G(x) — M es mélricamente subregular

en (2,0) en la direccion d con médulo k, donde G(x) = (G(m),H(m)) y M es el cono de
complementariedad asociado a K. Entonces

deTr(z) < DG(x)d € Tp(G(Z)).
Ademds, para toda direccion d tal que DG(z)d € T (G(ZT)) se cumple que

w € THE;d) <= DG(T)w + D*G(x)(d,d) € T3,(G(x); DG(%)d).
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Debido a las relaciones que utilizan elementos variacionales del cono de complementa-
riedad, los autores han invertido de su esfuerzo para describir explicitamente estos conjuntos.
Por ejemplo, Wu et al. [10] a partir de cdlculos sobre la proyeccién ortogonal, caracterizaron
el cono tangente de M cuando K es el cono de matrices semidefinidas positivas. Wachsmuth
[63] encontrd el mismo resultado mediante aproximaciones tangenciales a M. Mediante el
uso de la proyeccién ortogonal, Ye et al. [13] realizaron un trabajo similar para el caso donde
KC es el cono de segundo orden. Esto fue extendido por Chen et al. [14] quienes entregaron
una férmula exacta para su conjunto tangente de segundo orden. De manera casi simultanea
Liu & Pan [11] realizaron un desarrollo similar para cuando K es el cono de las matrices semi-
definidas positivas. También se ha trabajado para caracterizar el cono normal, por ejemplo,
Ye et al. [15] encontraron expresiones explicitas para los conos normales proximal, regular y
limitante a M para cuando K es el cono de segundo orden. Recientemente, Thinh et al. [71]
extendieron estos resultados a los conos circulares.

El principal aporte de este capitulo consiste en estudiar nuevas formas de relacionar los
elementos de la geometria variacional del cono de complementariedad M. Para dar comienzo
con esto, a continuacion se presenta un resumen de las propiedades derivadas de la proyeccion
ortogonal, las cuales han sido claves para los desarrollos realizados en los tltimos anos. Luego,
utilizando las herramientas de la diferenciabilidad generalizada, se presentan novedosos resul-
tados que caracterizan estos conjuntos a partir de subdiferenciales convexos.

3.2. Geometria variacional via proyeccién ortogonal

La gran mayoria de las caracterizaciones presentes en la literatura [13, 14, 11, 15] se
basan en relacionar el cono de complementariedad con la proyecciéon ortogonal. Esta sec-
cién tiene como objetivo exponer los principales resultados para caracterizar los elementos
variacionales de M. El origen de estos resultados se encuentra en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.1 Sea K un cono propio y sea M el cono de complementariedad asociado
a IC. Entonces se cumple que

(s,8") e M = s=1Ilg(s —s"), (3.1)

donde M (x) := argmin ||z’ — z|| denota la proyeccion ortogonal a K.
z'ell

A partir de esta proposicion se obtienen los siguientes resultados, los cuales han sido
resumidos en la siguiente proposicion. Su demostracién puede ser encontrar en los trabajos
[14, Prop. 4.1], [15, Prop. 2.1}, y [12, Prop. 3.1].

Proposicién 3.2.2 Sea K un cono propio, y sea M el cono de complementariedad asociado
a K. Entonces, para (s,s*) € M se cumple que
(u,u*) € Npm(s,s*) <= —u* € D'l(s — s*)(—u — u"). (3.2)

Si la proyeccion ortogonal i es direccionalmente diferenciable, para (s,s*) € M, entonces
se cumple que

(d,d*) € Tpm(s,s") <= d=1)(s—s";d—d"), (3.3)
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donde i es la derivada direccional. Si ademds la proyeccion ortogonal i es parabélica
direccionalmente diferenciable de sequndo orden en el sentido de Hadamard, para (s, s*) € M
y (d,d*) € Tym(s, s*), entonces se cumple que

(w,w") € val((s, s*); (d, d*)) — w=I}(s—s5d—d5w—w"). (3.4)

La dificultad de estas caracterizaciones radica en conocer explicitamente la proyeccion
[T, sus derivadas direccionales y su coderivada. Los trabajos donde se ha ocupado esta
caracterizacion contemplan un previo célculo de la proyeccion en todos los casos. Esto se ha
realizado para ciertos conos como el cono de las matrices semidefinidas, y para el cono de
segundo orden.

3.3. Cono tangente del cono de complementariedad

El objetivo de esta seccion es encontrar una forma alternativa para la caracterizacion
del cono tangente de M. Asi, como las propiedades estudiadas en la seccién anterior tienen
su origen en la equivalencia (3.1), en este caso se considerard comenzar por la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 3.3.1 Sea K un cono propio y sea M el cono de complementariedad asociado
a IC. Entonces se cumple que

(5,5") € M <= —s* € Ddxc(s).

3.3.1. Funcion de curvatura

Dado K C E un cono propio, se presenta a continuacion la funcién de curvatura asociada
a IC. Esta definicién no es novedosa: por un lado guarda mucha relacién con el coeficiente
de curvatura definido en espacios de Hilbert por Goncharov & Pereira [72], coincide con el
funcional de curvatura direccional definido por Christof & Wachsmuth [73] (restringiéndose
a espacios Euclidianos), y ha sido utilizado indirectamente en otros trabajos (e.g., [74]). En
esta seccion se estudiaran las principales propiedades que satisface la funciéon de curvatura
asociada a IC.

Definiciéon 3.3.2 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad asociado
a K y sea (s,s*) € M. Se define la funcion de curvatura de K en s con respecto a s* en la
direccion d € E por

d/ *
lim inf (', 57) d € Cx (s, s*);
710,d'=d T
Cr(s,s*)(d) := { straex

+00 d & Cx(s,s*),

donde Cc(s,s*) := Tic(s) N (s*)" se denomina el cono critico de K en (s, s*).
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Se puede notar que la funcién de curvatura de K estd relacionada con la segunda
subderivada, como muestra la siguiente proposiciéon.

Proposicion 3.3.3 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a K y sea (s,s*) € M. Entonces se cumple la relacion

C(s,s)(d) = ;d26,c(s| — $)(d).

DEMOSTRACION. Por definicion de segunda subderivada se tiene que

dc(s+7d') — oxc(s) — 7(—s*,d')

1
§d25;c(s\ — 5")(d) = liminf

710 7'2 ’
d'—d
5 d) — 7(—s* d'
= lim inf k(s +7d) —7(=s", >
710 7'2
d'—d

Basta notar que el valor anterior serd finito si y sélo si d pertenece a Ti(s). Con esto se puede
reescribir la igualdad anterior como

_o* !
lim inf —T% d € Ti(s);
1 710,d'—d T
§d25K(S’ — 3*)<d) = { s+rd'ek
+00 d Q T;C<S).

Como 7 | 0, es necesario que la parte superior tienda a cero (o si no el limite se indeterminara),
por lo que s* L d. Con esto se obtiene la definicién de la funcién de curvatura. O

Gracias a esto, la funciéon de curvatura extrae todas las propiedades que le entrega la
segunda subderivada. A continuacién se presentan las principales [39, Cap. 13].

Proposicion 3.3.4 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a IC, y sea (s,s*) € M. Entonces la funcion de curvatura € (s,s*) es una funcion
propia, convexa e inferiormente semicontinua, y cumple que

x Ci(s, s")(ad) = a?Cx(s,s*)(d) Vd e Ck(s,s*), a>0.
n Cx(s,s")(ad) >0 Vde Cx(s,s).

Proposicién 3.3.5 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad aso-
ciado a IC, y sea (s,s*) € M. La conjugada de Fenchel de Cx(s,s*) se encuentra relacionada
con la funcion Cx«(s*, s) de la siguiente forma:

(Q:;C(s, s*)>*(—d*) — - (5", 8)(d")

DeEMOSTRACION. Por el resultado de Rockafellar & Wets [39, Teo. 13.21], como s € domdx y
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que —s* € Qo (s), se cumple la relacion
1 2 * * 1 2 * * 1 2 * *
§d d(s,—s")(d) <+— §d I (8", —s)(—d*) = id O (8™, —s)(d")

En el lado izquierdo se reconoce la funcién € (s, s*)(d), mientras que en el lado derecho se
reconoce €+ (s*, s)(d*) con lo que se concluye el resultado. ]

Cuando el cono K es C?-cono reducible, como corolario directo del resultado de Moham-
madi et al. [45, Teo. 6.2] se obtiene una caracterizacién explicita para la funciéon de curvatura
como se muestra en el siguiente resultado.

Corolario 3.3.6 Sea K C E un cono propio que es C*-cono reducible en s € K a un cono
K C R* por medio de la funcion Z(-). Sea (s,s*) € M, entonces se puede obtener la funcién
de curvatura mediante el cdlculo

1 V?E(s)(d,d)) d € Ok(s,s"),

+00 en otro caso,

Crls,5°) (d) = {2<

donde p € R? es la unica solucion del sistema
—s" = VE(s)'n, pe Ng(2(s)).

Para finalizar el estudio de la funciéon de curvatura en esta seccién, a continuacion se
presentan algunos ejemplos donde se ha encontrado su calculo explicito.

Ejemplo 4 Consideremos K un cono poliedral, y sea (s,s*) € M (K). Entonces se cumple
que
Cic(s,5")(d) = doxc(s,50)(d)-

Ejemplo 5 [45, Ej. 5.8] Consideremos Q,, el cono de segundo orden dado por
Q= {s=(5,5) ER" x R:||3]| < 5o},

y sea (s, %) € M (Q,,). Entonces para d = (d, dy) € Co, (s, s*) se tiene que

o lo5)(a) = L (a5 - 1P).

Ejemplo 6 [75, Ej. 3.7] Consideremos ST el cono de las matrices simétricas semidefinidas
positivas de dimension m x m, y sea (5,5%) € M(ST). Entonces para D € C’ST(S, S*) se
tiene que

Con(S,57)(D) = (DS'D, 5%).



3.3.2. Caracterizacion del cono tangente

En esta seccion se vera como la funcion de curvatura, presentada en la Definicion 3.3.2,
puede ser utilizada para caracterizar el cono tangente de M. En efecto, el siguiente teorema
es una apliciéon directa del Lema 1.5.16, y muestra esta relacion mediante la utilizacién del
subdiferencial de la funcién de curvatura.

Teorema 3.3.7 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad asociado
a K, y sea (s,s*) € M. Se asume ademds que dx es dos veces epi-diferenciable en s para s*
(0 equivalentemente si Odx es proto-diferenciable en s para s*), entonces

(d,d*) € Tm(s,s") <= —d" € 0Ck(s,s")(d).
DEMOSTRACION. Primero se puede notar que
(x,2") e M <= —z" € Ng(x) <= —2" € 0x(z) < (x,—2") € gph Ddr.
Luego es evidente que
(d,d") € Tm(s,s") <= (d,—d") € Typhas. (s, —s"),

lo cual, por la Definicién 1.5.15, corresponde a que —d* € D(aé;c)(s\ — s*)(d). Por el Lema
1.5.16 esto es equivalente a que

& ed <;d25,<(s| - s*)> (d).

Dado que 3d%0xc(s| — s*)(d) = €k (s, s*)(d), se obtiene el resultado que concluye el Teorema.
0

Observacién De la Proposicién 3.3.4 se sabe que la funcién de curvatura es convexa, propia
e inferiormente semicontinua. Por lo tanto el subdiferencial empleado en este resultado es
simplemente el subdiferencial clasico del Analisis Convexo.

Asi como en la caracterizacién de la proyecciéon es necesario conocer su derivada di-
reccional, en este caso es necesario conocer explicitamente el subdiferencial de la funcion de
curvatura. No obstante, en muchos casos esta funcién es nula en el cono critico, e.g., cuando
IC es un cono poliedral, o bien cuando s = 0 o s* = 0. El siguiente corolario del Teorema
3.3.7 revela como se simplifica la caracterizacion del cono tangente en estos casos.

Corolario 3.3.8 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad asociado
a IC, y sea (s,s*) € M. Se asume ademds que 0x es dos veces epi-diferenciable en s para s*
(o0 equivalentemente si Qo es proto-diferenciable en s para s*). Si la funcion de curvatura es
nula en Ci(s,s*), i.e.,

Q:/C<S7 S*)(d) - 50}6(575*)(d)7
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entonces
Trm(s,s") = {(d, d*) € Tic(s) X Ty« (s*) s L d*,d L s*, d L d*}

- {(d, d*) € Cie(s,5%) x Ce(s%,5) 1 d L d*}.

Observacién En el corolario anterior se puede interpretar el cono tangente a M como un
tipo de conjunto de complementariedad entre Ci(s, s*) y Ci+(s*, ).

Se ha visto como la segunda epi-diferenciabilidad de dx (o equivalentemente, la proto-
diferenciabilidad de 0dx) es la hipdtesis necesaria para que se cumplan los resultados presen-
tados en esta seccion. Se puede plantear la siguiente pregunta: ;Qué tan facil es que un cono
propio K cumpla esta hipotesis? Por su definicion, se puede ver que ddx es proto-diferenciable
en s para —s* € ddx siy solo si gph dx es geométricamente derivable en (s, —s*). Esto a su vez
(bajo cambio de variable) es equivalente a que M sea geométricamente derivable en (s, s*).
Estudiar la derivabilidad geométrica de M por definicién implica conocer de antemano el
conjunto Th(s, s*), lo cual es contradictorio con lo planteado en este capitulo donde se pre-
tende caracterizar dicho conjunto. En la literatura se han presentado diversos resultados los
cuales estan relacionados (directa e indirectamente) con que M sea geométricamente deriva-
ble. El siguiente lema recopila estos resultado y, por lo tanto, da criterios para responder la
pregunta.

Lema 3.3.9 Sea K C E un cono propio con M el cono de complementariedad asociado a
IC, y sea (s,s") € M. Considere los siguientes enunciados:

(i) K es C?-cono reducible en s (Def. 1.1.15).
(7i) K es reqular de seqgundo orden en s (Def. 1.2.5).

(iii) I es parabolicamente derivable en s para cualquier d € Ti(s) y es parabolicamente
reqular en s para s* (Def. 1.2.8 & Def. 1.5.8).

(iv) La proyeccion i (x) es satisface la diferenciabilidad direccional (Def. 1.5.1).
(v) M es geométricamente derivable en (s,s*) (Def. 1.2.3).

(vi) O es proto-diferenciable en s para —s* (Def. 1.5.15)

(vii) 0k es dos veces epi-diferenciable en s para —s* (Def 1.5.6)

Entonces se cumplen las siguientes implicancias:

(1) == (il) — (iv) ——= (v) <—= (vi)

\ /

DEMOSTRACION. Primero se puede notar que (v) <= (vi) <= (vii) es directo por el
comentario realizado anteriormente. Shapiro demostré [76, Prop. 2.1, Prop. 3.1] que si K es
C2-cono reducible en s, entonces es regular de segundo orden en s, lo cual a su vez implica
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que su proyeccion es direccionalmente diferenciable en todo punto x tal que Il (z) = s. Esto
entrega las relaciones (i) = (i) = ().

La implicancia (iv) = (v) fue demostrada separadamente para el cono de segundo orden
[12, Prop. 3.1], [13, Prop. 5.2], y para el cono de las matrices semidefinidas positivas [10,
Teo. 3.1]. No obstante, la demostracion, segin el comentario de Ye et al. [14], puede ser
extendido a cualquier cono K.

La implicancia (1) = (iii) fue explicada en la seccién de comentarios de [39, Cap. 13].
Finalmente, la implicancia (iii) = (vii) es uno de los principales resultados de Mohammadi
et al. [45]. Con esto se concluye el lema. O

Con esto no solo se ha presentado la relacién entre el cono tangente de M con el
subdiferencial de la funciéon de curvatura de K, si no que también condiciones suficientes
para que se cumpla la hipotesis del teorema.

3.3.3. Cono tangente por definicion

Como tltimo desarrollo sobre el cono tangente, en esta seccién se presentan dos resulta-
dos muy relacionados entre si. En primer lugar, si se juntan la Proposicion 3.3.5, el Teorema
3.3.7, y la desigualdad de Fenchel-Young (que se torna en igualdad en este caso); se obtiene
el siguiente corolario, el cual caracteriza los elementos del cono tangente de M mediante una
igualdad numérica.

Corolario 3.3.10 Sea IC un cono propio con M el cono de complementariedad asociado a
IC, y sea (s,s*) € M. Se asume ademds que S es dos veces epi-diferenciable en s para —s*.
Entonces el par (d,d*) pertenece al cono tangente Th(s,s*) si y solo si

Cic(s,s")(d) + Crex (5™, s)(d*) = (d, —d").

Observacién Se puede notar que no es necesario suponer hipétesis con respecto a la segunda
epi-diferenciabilidad de (dx)*. Esto debido a que si se cumple alguno de los siente enunciados
del Lema 3.3.9, entonces dx es dos veces epi-diferenciable. Luego, por el Lema 1.5.7, (dx)*
también lo es.

En segundo lugar, se presenta por definiciéon la inclusion (d,d*) € Tu(s,s™). Esto
significa que existe una sucesién de reales ¢, — 0% y sucesiones d,, — d, d} — d* tal que para
todo n € N:

(3 + tod,, s* + tnd;) eM,
lo cual se puede escribir analogamente como
Sttady €K, 8"+ tudy €K7, (54 tudy, 5"+ tad}) = 0.

Utilizando la bilinealidad del producto interno, se puede desarrollar la condicién de ortogo-
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nalidad para obtener la siguiente expresion:

L5570 (5, d2) + to{dn, 87 + 12 (d, d2) = 0,
la cual, bajo reordenamiento de términos, es igual a

(5,05) |, {dn, ")
ty * tn

= (d,, —d"). (3.5)

Dado que para cada n € N se tienen las inclusiones
s+tyd, € K, s +t,d, € K7,

en (3.5) se identifican los cocientes que definen las funciones de curvatura € (s, s*) y €« (s*, ).
Con esto se puede notar que si se toma limite en (3.5), se obtiene la igualdad proveniente del
Corolario 3.3.10.

Este resultado es atractivo porque muestra como Fenchel-Young para las funciones de
curvatura se encontraba escondido dentro de la definicién del cono tangente de M. Este
resultado sera el primer paso para la caracterizacion del conjunto tangente de segundo orden
de M a través de la definiciéon de una nueva funcién de curvatura.

3.4. Conjunto tangente de segundo orden del cono de
complementariedad

El objetivo de esta seccién es encontrar una forma alternativa para la caracterizacion
del conjunto tangente de segundo orden de M de una forma analoga a lo encontrado para
el cono tangente de M. La ultima subseccion en la secciéon anterior motiva investigar lo que
sucede dentro de la definicién del conjunto tangente de segundo orden de M.

3.4.1. Conjunto tangente de segundo orden por definiciéon

Se comienza estudiando el conjunto tangente de segundo orden de M por definiciéon.
Sean (s,s*) € My (d,d*) € Tym(s,s*), se estudia la inclusién (w,w*) € TJZVI((S, s*); (d, d*))
Esto significa que existen sucesiones t¢,, | 0, w,, = w, w; — w* tal que para todo n € N:

1 1
<s + tod + §tiwn, §* 4 td* + 2tiw;§> e M.

La condicién de ortogonalidad para este caso es

1 1
<s +tod + §tiwn, s* 4 t,dt + 2tiwz> =0,
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la cual puede ser expandida a la siguiente expresion al utilizar que s L s* pues pertenecen a
M,y qued L s* s L d* por pertenecer a Ci(s,s*) y Ci+(s*,s) respectivamente.

1 1
Lottty bl S (5,0 + B )

1 1 1

Reordenando los términos de la expresion se obtiene

2 2 4 2 2
*(S, w:;> + 7<wn7 S*> + 7<d’ d*> + ;<d7 w:L> + ?<wm d*> - <wn7 _w:L>'

2 2
n tn tn n n

Como (d, d*) € Tam(s, s*), utilizando el Corolario 3.3.10 se puede reemplazar el término (d, d*)
por la suma de las funciones de curvatura (con signo negativo). Se identifica nuevamente lo
que sera un analogo a la igualdad de Fenchel-Young en el limite.

2(wy,, $* + t,d*) — 4€x (s, s*)(d) N 2(s + tpd,wk) — A€k (s*, s)(d¥)

t t

= (wp, —wy).  (3.6)
+ i
C,%(s,s*;d,d*) CQK* (s*,s;d*,d)

Reconociendo la analogia entre los resultado en (3.5), y en (3.6), se puede proponer un
candidato para lo que seran estas funciones de curvatura de segundo orden, las cuales seran
denotadas por €%(s,s*;d,d*) y €%.(s*, s;d*, d).

Adicionalmente, desde la Proposicién 1.5.3 se conoce la relaciéon entre la (primera)
subderivada y el cono tangente, dada por dix(s)(d) = dr(s)(d). Con el Lema 1.5.16, se
conoce que la segunda subderivada se relaciona con el cono tangente Th; por medio de
la funcién de curvatura. Por otro lado, se sabe que la subderivada parabdlica cumple que
dydx(s)(d)(w) = 672 (sap(w) (Prop. 1.5.10). Siguiendo la analogia, se busca encontrar una
“segunda subderivada parabdlica”, la cual pueda ser relacionada con la funciéon de curvatura
de segundo orden. El resultado esperado es, con propiedades similares a las utilizadas en la
seccién anterior, escribir el conjunto tangente de segundo orden para M a partir de la funcién
de curvatura de segundo orden.

3.4.2. Segunda subderivada parabdlica

En esta seccion se entrega una propuesta para la definicién de la segunda subderivada
parabdlica, junto con sus principales propiedades. Para entregar esta definicién, primero es
necesario definir una extension para la tercera derivada, la cual se presenta a continuacion
como extension directa de la segunda subderivada sin mencién de s*.

Definicién 3.4.1 (Tercera subderivada) Sea f : R® — R una funcién, sea s € R™ un punto
tal que f(s) es finito. La tercera subderivada de f en s se define por

f(s+7d) — f(s) — Tdf(s)(d) — 372d*f(s)(d)

3 . K .
d°f(s)(d) := hr?&)nf 15 :
d'—d 6
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Existen muchas formas distintas para generalizar la tercera derivada y, por lo tanto,
muchas formas para definir terceras subderivadas (por ejemplo, al considerar direcciones s*).
La definicién anterior es escogida por tres motivos: En primer lugar, esta no sera estudiada
mas a fondo en este trabajo, ya que solo sera necesaria para la construccion de la segunda
subderivada parabdlica. En segundo lugar, la tercera subderivada generaliza correctamente la
tercera derivada en el caso que la funcién sea de clase C3. Por tltimo, la tercera subderivada
sera nula en el caso que es de interés en este trabajo, que es cuando la funcion f sea la
indicatriz de un cono propio K. La siguiente proposicién muestra el cumplimiento del segundo
y tercer punto.

Proposicién 3.4.2 Si f es una funcion de clase C3, entonces

dsf(‘s)(d) = f(3)<8) (du d, d)

Ademds, al evaluar la tercera subderivada en la funcion indicatriz de un cono propio IC se
tiene que
d®6xc(s)(d) = O1c (s)(d).

DEMOSTRACION. Para la primera parte se realiza una expansién de Taylor para la funcion f
en torno a s como sigue a continuacion.

f(s+7d) = f(s) +7(Vf(s),d) + T;VQf(s)(d’, d) + §f<3>(s)(d', d,d)+ O(1%)

Como se cumple que df(s)(d') = (Vf(s),d), y que d*f(s)(d') = V?f(s)(d',d’), entonces

(s)(d',d',d) + O(T%)

1.3
6T

@)
d®f(s|s*)(d) = limui)nf 6

d'—d

= f®(s)(d, d,d).

Lo que concluye el primer punto. Para el segundo, se reemplaza la funciéon en la Definicién
3.4.1 para obtener

06, ()(d) = lim jnf 220 T 7¢) = DetsT "~ rdie(s)(d) — 1r2d%3c(s)(d)

710 é73
d'—d

Basta replicar el mismo desarrollo realizado en la Proposicién 1.5.5, utilizando que déx(s)(-)
y d*6x(s)(-) son idénticas a la funcién 7, (s)(+). Con esto se concluye toda la Proposicién. [

Se presenta a continuacién la propuesta de segunda subderivada parabdlica. Este es

uno de los resultados principales del capitulo, desde el cual se derivara la caracterizacion del
conjunto tangente de segundo orden de M.
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Definicién 3.4.3 (Segunda subderivada parabdlica) Sea f : R™ — R una funcidn, sean
s,s8*, d,d* € R" tal que f(s), d®f(s|s*)(d), y d3f(s)(d) son finitos. La sequnda subderivada
parabdlica de f en (s,s*) relativa a (d,d*) viene dada por la funcion

2 (5]5°) (dld") ) = i nf A2 (s]s) (") (), (37
donde
SRR R Aasias s [VRiULERS & ULE Y
8
L, ) = 3 (s]s)(d) — S ()(d)

8

Ademds se dice que f es dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s,s*) para (d,d")
si las funciones A7 f(s]s*)(d|d*) epi-convergen a d2f(s|s*)(d|d*) cuando 7 | 0. Si ademds
la funcion d2f(s|s*)(d|d*) es propia, f se dice ser propiamente dos veces parablicamente
epi-diferenciable en (s, s*) para (d,d*).

A primera vista puede parecer que la segunda subderivada parabdlica posee una de-
finiciébn complicada, e incluso carente de sentido. No obstante, el siguiente lema muestra lo
que ocurre cuando la funcién f es de clase C?, y como este resultado es consistente con los
obtenidos en términos de las otras subderivadas (Prop. 1.5.3, 1.5.5 y 1.5.10).

Lema 3.4.4 Sea f una funcion de clase C* en s, entonces
A f(s|V£(5)) (d|V?F(5)d) (w) = 2D (s)(d, d, w) + V£ (5) (w, w). (3.9)

DEMOSTRACION. Basta realizar una expansion de Taylor para la funciéon f en torno a s como
se muestra a continuacion.

f<8+7d + ;’TZLU/)
1 2 1 1 2 1 9 1 9 4
:f(s)+<Vf(s),rd+27w>+2V £(s) <7d+27w,7d+27w>

1 1 1 1
+ 6f(3)(8) <7'd + 57211)’, Td + 57211)’, Td + 27'221)’) +0(h),

= F(5) + TV F(s),d) + 57V (s),w') + 5779 F(5)(dod) + TV F(s)(d,w)
P G) 0l w) gm0 (5)(d dyd) + 47 O 5) (o) + O(r),

Al utilizar que s* = V f(s) y d* = V2f(s)d y que f es tres veces continuamente diferenciable
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en s, se obtienen las siguientes identidades.

(d,s") = (d, V[ (5)),
(W', %) = (W', Vf(s)),
(W', d") = V*f(s)(d,w),
( |s” )(d) V£ (s)(d, d),
*f(s)(d) = fP(s)(d, d, d).

Reemplazando en la definicion de la subderivada parabdlica de segundo orden y utilizando la
expansion de Taylor para el primer término, se puede apreciar como la mayoria de los términos
son iguales, salvo su signo. Luego de eliminar los términos que se cancelan, la expresién (3.7)
se simplifica a la siguiente igualdad.

( ! 1 ! I
df,f(s|s*)(d\d*)( )—hr%%)nf‘ll @) (s )(d,d,w)—l—é:—iy2f(s)(w,w)+0(7_4)
8

w' —w

= 2f(3)(5>(d7 d, w) + V2f(s)(w, w),

lo que concluye con el lema. Il

Observacién El resultado anterior revela una razén que sustenta el nombre de la segunda
subderivada parabodlica. El resultado (3.9) coincide con la derivada con respecto a s de la
subderivada parabdlica de parametros s y d, evaluada en w. En otras palabras, cuando f es
de clase C? en s:

A2 f(s|V£()) (d| V2 F(s)d) (w) = 2f D (5)(d, d, w) + V2f(s)(w, w)

zi(V”ﬁﬂwwﬂ+<Vf@xw00@

= I (A (s)(d)) ()

Esto insinia que la definiciéon y nombre de la segunda subderivada parabdlica tiene sentido
pues, de forma andloga a lo que sucede con la subderivada y la segunda subderivada, la
segunda subderivada parabdlica puede ser entendida como la “derivada” de la (primera)
subderivada parabolica.

La siguiente proposicién entrega dos propiedades clave que cumple la segunda subderiva-
da parabdlica. Por un lado muestra que (igual que en todos los demés casos) es inferiormente
semicontinua. Por otro, entrega una cota para su dominio.

Proposicién 3.4.5 La sequnda subderivada parabdlica d2 f(s|s*)(d|d*) siempre es una fun-
cion inferiormente semicontinua. Si se consideran parametros s, s*,d,d* tal que las funciones
df(s), d*f(s]s*), dpf(s)(d) y d2 f(s|s*)(d|d*) son propias, entonces el dominio de la sequnda
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subderivada parabolica cumple
domdf)f(s]s*)(d|d*) C {w dp f(s)(d)(w) — (w, s*) = d%f(s]s*)(d),

o n_ o, Log
hrTni%)nf O, (w") = (w,d*) + gd f(s)(d)},

w' —w
donde la funcion O, estd definida por el cociente

Apr f(s)(d)(w) = (w', 57) = d*[f(ss")(d)

T

0. (') =

DEMOSTRACION. La semicontinuidad inferior se obtiene directamente de la expresion debido a
que la segunda subderivada parabdlica corresponde a un epi-limite inferior [39, Prop. 7.4].
Para el segundo punto se consideran pardmetros s, s*, d, d* tal que df(s), d*f(s|s*), d,f(s)(d)
y d2f(s|s*)(d|d*) son funciones propias. Por la definicién de segunda subderivada parabdlica
(Def. 3.4.3) es directo concluir que para que la funcién sea finita, se debe cumplir que

d € domd?f(s|s*) N domd®f(s).
Del resultado de Rockafellar & Wets [39, Prop. 13.5], se cumple que
dom d®f(s|s") C {d: df(s)(d) = (d,s") }.

Por lo que se pueden reordenar los términos en la definicién de segunda subderivada parabo-
lica, junto con utilizar que (d, s*) = df(s)(d), y que A, -f(s)(d)(w) es el cociente diferencial
proveniente de la definicion de subderivada parabdlica, para obtener la siguiente caracteriza-
cion.
2 * * —4 1 2 1 2 * 1 212 *
A% F(sls") @) (w) = 8774 (57280 £ ) @) ) — 573w, 57) — 572 (sls7) (@)

1 3 * 1 313
— S, d) — <7 f(s)(d)>

Bprf(s)(d)(w) = (w57 = F (sl oy L iy
. 73

1
a7

Se consideran sucesiones w” — w y 7" | 0 tales que, sin pérdida de generalidad, la sucesion
A? L f(s|s*)(d]d*)(w”) converge a un valor a € R,y que por su lado, Ay f(s)(d)(w”)
converge a algin § € R. El valor d2f(s|s*)(d|d*)(w) es por definicién el menor a que se
puede obtener, mientras que d,, f(s)(d)(w) es el menor valor /5. Entonces a viene dado por el

limite

Bpr f(@)(w") = (w87 = EF YD) o oy 1d3f<s><d>>

TV 3

o = lim(4/r") (
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de donde es directo notar por dlgebra de limites que

Apre f(s)(d)(w") = (w”,s%) = d*f(s|s")(d) — B — (w, s") — d*f(s]s")(d).

Se tiene que la convergencia (w”,d*) — (w,d*) € R, y que el valor de d*f(s)(d) es constante
y finito. Como 77 — 0, si el denominador es positivo, entonces el cociente tendera a infinito
y con ello toda la expresion. Escrito de otro modo,

B —(w,s*) —d*f(s]s*)(d) >0 = a = +oo.
Por lo tanto, para que se cumpla que d2 f(s|s*)(d|d*)(w) < 400 se debe cumplir que
B~ (w,s") — d*f(s[s")(d) < 0,
y como d, f(s)(d)(w) es el menor de los /3, implica que
dpf(s)(d)(w) — (w, s") — d*f(s|s")(d) < 0.

Esto junto con la Proposicién 1.5.11 entregan la siguiente igualdad que deben cumplir la
subderivada parabdlica con la segunda subderivada.

dpf(s)(d)(w) — (w, s*) — d*f(s]s")(d) = 0.
Adicionalmente, para que el valor de « sea finito la sucesién

Ap v f(5)(d)(w") — (w”, ") — d*f(s|5")(d)

TV

debe converger a un valor finito (el cual se denominara v € R) ya que si no, bajo el argumento
anterior, toda la expresion diverge. Repitiendo el andlisis para el tltimo conjunto de valores,
se debe cumplir que

12 * 1
<w 7d > — 7 - §d3f(8)(d>7
o equivalentemente
. 1
(1, d°) =~ 5 f(s)(d).
Finalmente, cuando /8 coincide con d, f(s)(d)(w), se obtiene que
1
limﬁ)nf O, (w') = (w,d*) + §013 f(s)(d),
w’ —w
lo que concluye con la proposicion. O
La segunda subderivada parabdlica permite extender la nocion de regularidad parabdli-

ca de conjuntos (Def. 1.5.8), la cual se define a partir de la segunda subderivada de la funcién
indicadora.

Definicién 3.4.6 (Regularidad parabdlica de segundo orden) Un conjunto no vacio C C R"
se dice dos veces parabolicamente reqular en s € C para s*,d,d* € R™ si para cualquier
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w € R™ con d2d¢(s|s*)(d|d*)(w) < oo entonces entre todas las sucesiones t, | 0 y w, — w
que cumplen que

AQ

2 1,00 (s]s")(d]d) (wn) — d2dc(s]s)(d]d*) (w) cuando n — oo,
existen tales sucesiones que ademds cumplen que

lim sup M < 00

Dos hipdtesis fundamentales para los proximos resultados se presentan a continuacion.

Definicién 3.4.7 Se dice que la funcion f satisface la hipotesis (H1) en s, s*,d,d* si
A2 f(s|s*)(d|d"), d2f*(s*|s)(d*|d) son funciones propias. (H1)
Ademdas se dice que la funcion [ satisface la hipdtesis (H2) en s, s*,d,d* si se cumple que
Ef(s)(d) =0 =d*f*(s")(d"). (H2)
Observacién La hipotesis (H2) siempre se satisface cuando se considera la funcién indica-
dora f = ix.

Otra propiedad importante es cuando la funcion f es convexa. En dicho caso, su segunda
subderivada parabélica (bajo segunda epi-diferenciabilidad) también es convexa.

Proposicién 3.4.8 Para cualquier funcién propia y conveza f : R™ — R, y pardmetros
(s,s*) € gphdf, (d,d*) € gph 0 (%de(s]s*)). Entonces si [ es dos veces parabdlicamente epi-
diferenciable en (s,s*) para (d,d*), entonces d’ f(s|s*)(d|d*) también es una funcién conveza.

DeMOSTRACION. Que f sea dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s, s*) para (d, d*)
significa que A2 _f(s]s*)(d|d*) = d2 f(s|s*)(d|d*). Se deduce la convexidad de d2 f(s]s*)(d|d*)

debido a que el epi-limite de funciones convexas es una funciéon convexa [39, Teo. 7.17]. O

De forma andloga a la segunda subderivada (Prop. 1.5.7), el siguiente teorema generaliza
la relacion entre la segunda subderivada parabdlica y su conjugada de Fenchel.

Teorema 3.4.9 Sea f : R™ — R una funcion inferiormente semicontinua, propia y conveza,
y sean (s,s*) € gphdf, (d,d*) € gpho (%de(s|s*)) tal que f cumple la hipétesis (H2) en
s,s*,d,d*. Entonces f es propiamente dos veces parabolica epi-diferenciable en (s,d) para
(s*,d*) si y solo si f* es propiamente dos veces parabdlica epi-diferenciable en (s*,d*) para
(s,d). En ese caso se cumple la relacion de conjugada

Sl ) o 2 (7))
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DEMOSTRACION. Se definen las funciones ¢g := 3d2 f(s|s*)(d|d*) y o := 3d2 f*(s*|s)(d*|d), y
para 7 > 0 se definen

prlw) == JA2 F(sls™)(dld) (),
V() = L2 P (5°]3) " d)(w).

Asi para todo 7 > 0, las funciones ¢, y 1, son inferiormente semicontinuas, propias y
convexas. Ademds se cumple que ¢y = e-liminf; o, y ¥o = e-liminf;y1,. Al aplicar
transformada de Legendre-Fenchel a la funcién ¢, se obtiene

pr(w*) = sup {{w,w") — o, (w)}

weR?

1 1 1 1
=474 sup {<72w, Tzw*> — f (S +7d+ 272w> + f(s) + (7d, s™) + <272w, s*>

weR™ 2 2

+(Grhwrd”) + 270 (5ls7) () + éd3f<s><d>}

Como se tiene que (s,s*) € gphdf y que (d,d*) € gph0 <%d2f(s|s*)>, se puede utilizar la
caracterizacion del subdiferencial via igualdad de Fenchel-Young, i.e.,

f(S) - <S,S*> - f*(s*)v
P f(s]57)(d) = (rd, 7} ;TW F(s*]9)(d).

Adicionalmente la hipdtesis (H2) permite cambiar el término correspondiente sin afectar el
resultado de la igualdad. Entonces, reemplazando términos se obtiene

1 1 1
o (w*) = 47 sup {<272w, 272w*> —f (s +7d + 272w> + (s,8") — f*(s*) + (7d, %)
weR™

(37705 + (Grow,md”) + (rd ) = SR (7 ]s)() - éd?’f*(S*)(d*)}

1 1 !
=477 sup {<s +7d+ §T2w, s +r1d" + 27'2w*> —f <S +7d + 272?1)) — f7(s%)

weR™
1

— S EP ) = G () ) — (5,7 - (s §w> - (e §w> }
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_ 47—4{]@* <S* + 7d* + ;7'211}*) — f*(S*) - ;Tdef*(S*ls)(d*) - éde*(S*)(d*)

— (s, 7d*) — <s, ;T2M*> — <Td, ;T2w*> } = (w").

Se puede replicar el argumento usando que f** = fy que (3df(s|s*))*™ = 1d*f(s|s*) para

obtener que ¥F = ¢,. Que f sea propiamente dos veces parabdlica epi-diferenciable en (s, d)
para (s*,d*) es lo mismo a que @, — g (y es propia) cuando 7 | 0. Del mismo modo f*
es propiamente dos veces parabdlica epi-diferenciable corresponde a que v, < v (propia)
cuando 7 | 0. Esas condiciones son equivalentes porque la epi-convergencia se preserva bajo
transformada de Legendre-Fenchel [39, Teo. 11.34], lo cual concluye el resultado. Il

Faltan dos ingredientes para replicar la caracterizacién del cono tangente (Teo. 3.3.7)
pero ahora para el conjunto tangente de segundo orden. Por un lado atin no se ha verificado
que la segunda subderivada parabdlica de la funcién dx coincide con la funcién de curvatura
encontrada en (3.6) (lo cual se desarrolla en la Seccién 3.4.4). Por otro lado es necesaria
encontrar una relacién similar al Lema 1.5.16, pero en este caso con la segunda subderivada
parabdlica.

3.4.3. Extension del teorema de Do

En esta seccion se extiende el resultado del Lema 1.5.16 en términos de la segunda
subderivada parabdlica, para extender también el Teorema 3.3.7. El siguiente Lema muestra
la relacién entre los cocientes diferenciales que componen la segunda subderivada parabdlica
con el de la derivada grafica de segundo orden.

Lema 3.4.10 (Relacién de cocientes) Sea f : R™ — R, s tal que f sea finita, y cualquier
s* € 0f(s). Entonces para todo T > 0 se cumple que

1
0 (382, 70613 )dl)) = (8207) (515" ),
donde A f(s]s*)(d|d*) es el cociente diferencial de la Ecuacion 3.8 y

0f(s+ 7d l7—2w _sf _ g
(820) (sls°) () (w) = HLEFTEH . ) |
2

previamente presentado en la Definicion 1.5.15.

DEMOSTRACION. Sea 7 > 0 fijo y se considera la funcion

pluw) 1= A2 (sl (dld") ).
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Considerando la Definicién 3.8, es claro que

1 1 1 1.
:4—4[2 ( 2)_2*_3*]
Op(w) = 4t 57 of | s+7d+ 5T W 5T S 5T d
1
=272 [8f (s +7d + 272w) -5t — Td*:|
= (A20f) (s|s*)(d|d") (w),
lo que concluye el resultado. O]

El lema recién presentado es una versién primitiva de la version extendida del resultado
de Do, la cual se presenta a continuacion. Este resultado relaciona la segunda subderivada
parabdlica con la derivada grafica de segundo orden por medio del subdiferencial.

Teorema 3.4.11 Sea f : R® — R una funcion conveza, propia e inferiormente semiconti-
nua. Sean s € R", s* € 0f(s), y seand € R, d* € 0 (%de(sLs*)) (d) tal que f satisface (H1)
en s,s*,d,d*. Entonces el mapeo Of es dos veces proto-diferenciable en (s, s*) para (d,d*) si
y solo si f es dos veces parabolicamente epi-diferenciable en (s,s*) para (d,d*), y se cumple
que

D (1) (sfs")(dla*) = 0 (5 (sl (dl)). (3.10)

Observaciéon Para motivar la demostracion del Teorema, se presenta a continuacion la igual-
dad cuando la funcién f es tres veces continuamente diferenciable. Sea f de clase C? y sean
s* =V f(s)y d* = V2f(s)d. En el lado izquierdo se utiliza que 0f = {V [}, y que V[ es de
clase C?, con lo que se puede utilizar la Proposicién 1.5.20. Se obtiene en el lado izquierdo
que

D*(0f) (s|s")(d|d*)(w) = fP(s)(d,d,-) + V[ (s)(w, ).

Por el lado derecho, utilizando (3.9) se obtiene que

0 (61 ) (w) = T (5 24P, dw) + V£ (5)w,w)] )

Como el gradiente se realiza en funcién del parametro w, estas derivadas son faciles de calcular
y solamente corresponden a

Vo (F9(s)(d.dw)) = FD(s)(d.d,), T (V21 () (w,w)) = 2727 (s)(w, )
donde ademés se ha utilizado que V2f(s)" = V2f(s). Finalmente se identifica la igualdad
Vo (5 2796 @ w) + V) w,w)] ) = FOE) ) + VH ) ),
la cual coincide con lo encontrado en el lado izquierdo. Con esto se ha visto que cuando f es
tres veces continuamente diferenciable (incluso sin convexidad), se obtiene el resultado del

Teorema 3.4.11. A continuacién se presenta la demostracion para el caso general.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s, s*) para

76



(d,d*). Entonces para toda sucesién t,, | 0 se cumple que
1 2 * *\ € 1 2 * *
3B, f(81s7)(d|d") = Sdy f(s]s7)(d]d").

El Teorema de Attouch (Lema 1.5.14) indica la convergencia grafica de sus subdiferenciales,
o bien que

0 (3820, F6l)l)) S 0 (S (sls)dlar))

Por la relacion de cocientes (Lema 3.4.10), esto es lo mismo que

(A207) (7)) % & (SE27(sJs")dl))

Debido a la unicidad del limite grafico y la definicién de derivada grafica de segundo orden
(Def. 1.5.18), se obtiene que df es dos veces proto-diferenciable en (s, s*) para (d, d*). Ademas
se satisface la relacién (3.10).

Para estudiar la otra implicancia, se supone que f es dos veces proto-diferenciable en (s, s*)
para (d,d*). Entonces, para toda sucesion t, | 0 se cumple que

(A2.0f) (sls™)(dld*) % D (D) (s]s")(dld"),

o equivalentemente, nuevamente utilizando la relacién de cocientes (Lema 3.4.10),
1 * * * *
0(588, /(1)) ) 4 D @) (515" (). (3.11)

Como las funciones 3A2, f(s]s*)(d|d*) son todas convexas, inferiormente semicontinuas y
propias, sus subdiferenciales correspondientes son operadores maximales monotonos. La con-
vergencia grafica de operadores maximales mon6tonos también lo es [39, Teo. 13.32]. Ademés
la clase de los subdiferenciales de funciones convexas, propias e inferiormente semicontinuas
es cerradas bajo convergencia grafica en la clase de los operadores maximalmente mondtonos
[49, Cor. 3.65]. Por esto se debe cumplir que

D (0f) (sls")(dld") = 0D

para cierta funciéon @ convexa, propia e inferiormente semicontinua. Ademas esto entrega
directamente que 0@ # (), por lo que sean (w,w*) € gph d®. Claramente el valor de @ (w)
es finito. La convergencia grafica en (3.11) (al ser en particular un limite inferior) dice que
para cualquier sucesion w,, — w, existe una sucesion w; — w* tal que

1
Wi €0 (2A;tn f(s|s*)(d|d*)) (1), (3.12)
o de manera equivalente
1 1
5850,/ (85 (") (wn) + A5, [ (s"|s)(d"|d)(wy) = (wn, w}). (3.13)

Como f satisface la hipdtesis (H1), ambas sucesiones deben ser acotadas inferiormente. Si
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esto no ocurre, el valor de la segunda subderivada parabdlica en w (respectivamente en w*)
seria —00, lo que contradice la hip6tesis. Como el término (w,,, w}) es convergente, se puede
suponer que todos los términos son convergentes (pasando por subsucesion si es necesario).
También se puede asumir, luego de sumar una constante a @, que

lim ;Afm F(s]5)(d]d*) (wn) = D (w). (3.14)

n—o0

En sintesis, se cumple que 0 (%Ag}tnf(sls*)(dm*)) 2y 9@, y que existen (w,w*) € gph®,
y sucesiones {wy tnen, {when tal que se satisface (3.12), y el limite (3.14). En virtud del
Teorema de Attouch (Lema 1.5.14) se concluye que las funciones A2, f(s[s*)(d|d*) epi-
convergen a ®. La unicidad del limite y la definicién de segunda subderivada parabdlica
(Def. 3.4.3) entregan que f es dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s, s*) para

(d,d*), y que la relacién (3.10) es cierta. Con ambas implicancias se concluye el teorema. [

3.4.4. Funcién de curvatura de segundo orden

Con el trabajo realizado en las secciones anteriores, es posible presentar la curvatura
de segundo orden como una consecuencia de la segunda subderivada parabdlica. Se toma
como base la Proposicion 3.3.3, la cual relaciona la segunda subderivada con la funcion
de curvatura, para definir la funcién de curvatura de segundo orden se comienza desde la
siguiente relacion.

Eels, '3, d)(w) = 25| — 5°)(d] — ) (w).

Otro elemento importante a generalizar es la nociéon de conjunto critico (Def. 3.3.2). Esta
nueva definiciéon corresponde a la cota para el dominio de la segunda subderivada parabdlica
encontrada en la Proposicion 3.4.5, y difiere a otras definiciones de conjunto critico de segundo
orden en la literatura (e.g., [77, Eq. (4.3)]).

Definicién 3.4.12 (Conjunto critico de segundo orden) Se define el conjunto critico de
sequndo orden de K en (s,s*) € M con respecto a (d,d*) € Tam(s,s*) como el conjunto

Cr(s,s*d,d*) == w € TE(s,d) : (w,d*) = E()rni/nf Or W), (w,s*) =2Ck(s,s*)(d) ¢,
740, w' —w
S+Td+%7’2w/€l€

donde la funcién OF estd definida (en este caso) por el cociente

(w', s*) — <w,s*>.

T

Ko\
87' (U) ) -
Se define a continuacién la funcién de curvatura de segundo orden.

Definicién 3.4.13 Sean (s,s*) € M, (d,d*) € Ty(s, s*). Se define la curvatura de sequndo
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orden de IC en (s,s*) con respecto a (d,d*) a la funcion

(W', s* + 7d*) — 2Cx(s, s*)(d)

rﬁl({%&gfw %TQ w e C}%(S, s*; d, d*)
6%(878*;61, d*)(w) = S+Td+%7_2w/€lc
e w ¢ Cf(s,s%;d, d).

Proposicion 3.4.14 Sean (s,s*) € M, (d,d*) € Tam(s,s*). Por la definicion de conjunto

critico de sequndo orden, se puede reescribir la funcion de curvatura de sequndo orden utili-

zando que cualquier w en dicho conjunto debe cumplir que (w, s*) = 2€x (s, s*)(d). Podemos

escribir la funcion como

lim inf w8+ Tld*2> mAUILY,
710, w' —w 5T

¢2IC(87 S*; d’ d*)(w) — s+Td+%7'2w’€IC

w € CE(s, s*;d,d*)

+00 w & Ci(s,s*;d,d").

A continuacién se presentan tres casos en los cuales se puede conocer o restringir el
valor de la funcién de curvatura de segundo orden.

Proposicién 3.4.15 Sean (s, s*) € M, (d,d*) € Tp(s,s*).
i) 9i (s,s*) = (0,0), entonces €%(0,0;d, d*)(w) = €x(d, d*)(w).
ii) Si (d,d*) = (0,0), entonces €% (s, s*;0,0)(w) = Cx(s, s*)(w).

i) Si d* es una direccion admisible de K*, entonces €3(s,s*;d,d*)(w) > 0 para todo w.

DemMosTRACION. El punto ) es directo de notar que

' rd*) — 2€x(0,0)(d !, d* d
lim inf wf,7d") i 2K< 0)(@) = liminf le’ ) = liminf W) = Cx(d, d")(w).
740, w' —w 5T 710, w' —w 5T 710, w' —w T
Td+%T2w,E’C d+%‘rw'€l€ d+1'w'ek
Para el segundo punto, se puede notar que
/’ * _2€ * 0 /’ *
lim inf ', 5") . 2;(;(3,3 )(0) = liminf w = Cx(s,s")(w).
740, w' —w 5T 710, w' —w T
s+%72w’€IC s+1'w' e

Para el tltimo punto, si w € C&(s, s*;d, d*), el resultado es directo. En el otro caso, sean w €
Ci(s,s*;d,d*), t, | 0y w, — w tal que para todo n € N se cumple que s+ t,d + %t%wn e K.
Se considera el numerador del cociente de la definicién de funciéon de curvatura de segundo
orden:

Xy = (wy, $* + t,d*) — 2€ (s, s¥)(d).
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Por la Prop. 3.3.5, lo anterior se puede reescribir para obtener
X = (wy, $°) + (wp, t,d™) + 2Cc (8", 8)(d*) + 2(d, d").
Como la funcién de curvatura es no negativa, se puede acotar X, por

(3t2wn, $*) 4+ (5town, tad™) + (tnd, tyd*) Y,

Al utilizar que s L s*, d L s*, s L d*, se puede reescribir Y,, por
]‘ 2 * *
Y, = <s +t,d + itnwn, s* +t,d >

Si d* es una direccién admisible de £* en s* (i.e., para t suf. pequeno s*+td* € K*), entonces
para n suficientemente grande se cumple que Y,, > 0 por ser un producto entre elementos de
Ky de K*. A su vez, esto implica que X,, > 0 y, por lo tanto, que el limite en n € N del
cociente de la funcién de curvatura de segundo orden es no negativo. Como esto es valido
para cualquier sucesion, también lo es para el liminf con lo que se concluye el resultado.

O

3.4.5. Caracterizacion del conjunto tangente de segundo orden

La funcién de curvatura de segundo orden corresponde al limite de los cocientes en-
contrados en la definicién del conjunto tangente de segundo orden de M en (3.6). Mdas ain,
a partir de la extensién del teorema de Do se puede enunciar la relaciéon entre el conjunto
tangente de segundo orden con el subdiferencial de la funcién de curvatura de segundo orden.

Teorema 3.4.16 Sean K,K* C E conos propios, sea (s,s*) € M y (d,d*) € Tr(s,s*) tal
que O es propiamente dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s, —s*) para (d, —d*),
entonces

(w, w*) € Ty, ((s,s*); (d, d*)) = —w* € (s, % d, d*)(w).
DEMOSTRACION. Primero se debe notar que si dx es propiamente dos veces parabdlicamente

epi-diferenciable en (s, —s*) para (d, —d*), entonces (por el Teo. 3.4.9) dx cumple la hipétesis
(H1). Luego, similar a la demostracién del Teorema 3.3.7, se puede notar que

(w,w*) € T ((s, s*); (d, d*)) = (w,—w*) € T} 95, ((s, —s%); (d, —d*)),
lo cual, por la definiciéon de derivada grafica de segundo orden, corresponde a que
_wt e DQ(&SK) (s] — 5°)(d] — &) (w).

Luego, utilizando el Teorema 3.4.11 lo anterior equivale a que

—w' € d (;df)é,c(ﬂ _ ) (d] — d*)) (w),
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con lo que se concluye por la construccién de la funciéon de curvatura de segundo orden. [

En el Lema 3.3.9 se mostraron enunciados que aseguran el cumplimiento de la segunda
epi-diferenciabilidad de dx (o equivalentemente, la proto-diferenciabilidad de ddx). De forma
andloga se puede realizar el estudio para la segunda parabdlica epi-diferenciabilidad de dx o
bien, la segunda proto-diferenciabilidad de ddx. Por su definicion, se puede ver que 0dx es
dos veces proto-diferenciable en (s, —s*) para (d, —d*) si y s6lo si gph dx es parabdlicamente
derivable en (s, —s*) para (d, —d*). Esto a su vez (bajo cambio de variable) es equivalente a
que M sea parabdlicamente derivable en (s, s*) para (d, d*). Adicionalmente, Chen et al.[14]
mostraron que la diferenciabilidad direccional parabdlia en el sentido de Hadamard de la
proyeccion ortogonal es condicién suficiente para la derivabilidad parabdlica de M. Esto se
resume en el siguiente lema.

Lema 3.4.17 Sea K un cono propio con M el cono de complementariedad asociado a K, y
sea (s,s*) € M y (d,d*) € Tpm(s,s*). Considere los siguientes enunciados:

(i) La proyeccion () es parabolica direccionalmente diferenciable de sequndo orden en
el sentido de Hadamard (Def. 1.5.1).

(ii) M es parabdlicamente derivable en (s,s*) para (d,d*) (Def. 1.2.3).
(iii) Do es dos veces proto-diferenciable en (s, —s*) para (d, —d*) (Def. 1.5.18)
(iv) O es dos veces parabdlicamente epi-diferenciable en (s, —s*) para (d, —d*) (Def 3.4.3)

Entonces se cumplen las siguientes implicancias:

(1) —= (i) <= (1ii) <= (iv)

3.5. Cono normal del conjunto de complementariedad

En esta secciéon se busca replicar el trabajo realizado para el cono tangente y el conjunto
tangente de segundo orden de M, en el cono normal. Como se muestra en la siguiente
proposicion, se puede reescribir el cono normal limitante de M a través del subdiferencial de
segundo orden de la funcién indicadora del cono K.

Proposicién 3.5.1 Sean KC,K* C E conos propios y sea (s,s*) € M, entonces
(u,u*) € Np(s,8%) <= u € x(s, —s*)(u*).

DEMOSTRACION. Directo de utilizar la definicién de subdiferencial de segundo orden y notar
que (s,5*) € M < —s* € 0k(s). O

Esta proposicién, al igual que (3.2) la cual utiliza la coderivada de I, corresponde tini-
camente a un cambio de nombre para el conjunto, y no sirve para caracterizar sus elementos.
Para compensar esto, a continuacion se revisan algunas propiedades que permiten estimar el
cono normal de M.
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Proposicién 3.5.2 Sean K C E un cono propio y sea (s,s*) € M. Entonces
(d,d") € Typ(s,s") = (—d*,d) € Ny(s,s¥),

o equivalentemente,
0 —Id (5,5") C Np(s, ")
Id O M 87 S : M 87 S .

DEMOSTRACION. Sea (d,d*) € Th(s,s*), lo cual es equivalente a que
(d, —d*) € gph D (9dk) (s| — s¥). (3.15)
El resultado de Rockafellar & Watts [39, Teo. 13.57] establece la inclusién
D (0dx) (s| — s*) € D* (9dr) (s| — s¥),
lo cual, junto con (3.15), implica que
(d,—d") € gphD* (00x) (s| — s*) <= (—d", —d) € Ngpnas (s, —s"),
lo cual es equivalente a que (—d*,d) € Na(s, s*) concluyendo el resultado. O

La proposicién anterior entrega un primer estimador para el cono normal limitante de
M. Sin embargo, también revela una dificultad: Cuando se satisface alguno de los enunciados
del Lema 3.3.9, el cono tangente de M proviene del subdiferencial de la funcién convexa y
propia €x(s,s*). Debido a que el subdiferencial de una funcién con tales caracteristicas es
un operador maximal mondtono, entonces el subdiferencial de segundo orden de i (y por
lo tanto el cono normal limitante de M) no puede ser encontrado como el subdiferencial de
alguna funcion convexa. Esto significa que no es posible encontrar o definir otra funcién de
curvatura sobre la cual se utilice su subdiferencial para caracterizar al cono normal limitante.
A pesar de eso, gracias a la Proposicién 1.2.7, se puede utilizar la caracterizaciéon del cono
tangente para describir el cono normal regular de M.

Proposicién 3.5.3 Sean IC, K* C E conos propios tal que se cumple alguno de los enunciados
del Lema 3.3.9, y sea (s,s*) € M, entonces

A

Np(s, s%) = {()\*, A) R X R™: (d,\*) < (A, d*) V(d,d") € gph 86@(8,5*)}.

Para poder utilizar este resultado, previamente se necesita conocer la funcién de curva-
tura y su subdiferencial. En contraste, el siguiente resultado es mas débil, ya que no requiere
alguna de las hipétesis del Lema 3.3.9. En consecuencia, solo entrega aproximaciones para el
cono normal de Fréchet de M.

Lema 3.5.4 Sean K,K* C E conos propios, y sea (s,s*) € M, entonces se tienen las
siguientes cotas superior e inferior (en el sentido de la inclusion) para el cono normal de
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Fréchet de M:

(—®(5)”) x (=0(s")") € Nuu(s,5) € Nagys(8) x Noen(s”)
C Na(s)(8) X Na(s=)(s").

donde ® denota la cara minimal (Def. 1.1.13).
DEMOSTRACION. Por definicion del cono tangente:

Trm(s,s™) C Ti(s) x Tic=(s)
= (2(5)7) % (@(s7))".

A

e NM(Svs*) = (TM(S>$*))O

((@(S)D)* x (q><s*)5)*)

D —®(s)P x —d(s*)°.

]

U

Lo que concluye la primera inclusiéon. La segunda inclusion viene dada por el Teorema 2.5.3
y la tercerera es una consecuencia directa de la Prop. 2.6.3. [

El siguiente lema es una consecuencia de la Proposiciéon 2.6.6, y muestra que el producto
de conos normales de las caras minimales también acota el cono normal limitante de M.

Lema 3.5.5 Sea K C E un cono propio facialmente expuesto, y sea (s,s*) € M, entonces
se tienen la siguiente cota superior (en el sentido de la inclusion) para el cono normal de
Mordukhovich de M :

Nu(s,5) C Nos)(s) X Nogs=)(s¥),

donde ® denota la cara minimal (Def. 1.1.13).

3.6. Geometria variacional via subdiferenciales

En este capitulo se han presentado algunos resultados que caracterizan elementos de
la Geometria Variacional del cono de complementariedad. Los resultados a mencionar son
aquellos que permiten caracterizar dichos elementos a partir de subdiferenciales de funciones
convexas. La siguiente proposiciéon resume estos resultados, y a la vez sirve de analogia con
el resultado visto en la Seccién 3.2 en términos de la proyeccién ortogonal.

Proposicion 3.6.1 Sea K C E un cono propio y sea M el cono de complementariedad
asociado a KC. Entonces se cumple que

(s,5") e M <= —s" € Jk(s), (3.16)
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Yy que
(u,u*) € Np(s,s*) <= u € (s, —s)(u*). (3.17)

Si 0 es dos veces epi-diferenciable en s para —s*, entonces
(d,d*) € Tp(s,s*) <= —d" € 0€x(s,s")(d) (3.18)

Si ademds 0k es propiamente dos veces parabolicamente epi-diferenciable en (s, —s*) para
(d,—d*), entonces

(w,w") € T3((s,57); (d,d")) <= —w" € 0 (s, s";d,d")(w). (3.19)

3.7. Condiciones de optimalidad bajo calificacién facial

Se ha visto que para estudiar la condicién B-estacionaria y el Teo. 3.1.1 (el cual
actiia como una condicion B-estacionaria de segundo orden), es necesaria alguna califica-
cién de restricciones como por ejemplo la subregularidad métrica del mapeo multivaluado
M(z) := G(x) — M en (z,0) en la direccién d con médulo x, donde G(x) := (G(x), H(:c))
En efecto, esta calificacion se puede asegurar mediante una calificaciéon mas fuerte, como lo es
la condicién suficiente de primer orden para la subregularidad métrica direccional (FOSCMS)
[37, Prop. 4], [78, Teo. 1].

Proposicion 3.7.1 La funcion multivaluada M(x) = G(x) — M es métricamente subreqular
en (z,0) en la direccion d la cual cumple que VG(z)d € Tm(G(Z)) si se cumple la condicion
suficiente de primer orden para la subregularidad métrica (FOSCMS) en direccion d:

VG(E) (A A7) =0, (\,N) € Nu(G(2); VG(2)d) = (A, \") =0. (FOSCMS)

La condicion (FOSCMS) sigue siendo dificil de evaluar en la medida que lo es conocer
el cono normal limitante de M. Por esto, a continuaciéon se presenta una nueva condicion
suficiente para la subregularidad métrica basada en las propiedades geométricas que se han
estudiado en los capitulos 2 y 3. El trade-off o la compensacion de ser una calificacion mas
fuerte (y que por lo tanto podria no satisfacerse con facilidad), es que es mas facil de estudiar.

Teorema 3.7.2 (Condicién facial de primer orden para la subregularidad métrica) La fun-
cion multivaluada M (x) = G(x) — M es métricamente subregular en (z,0) si K es facialmen-

te expuesto, y se cumple la condicion facial de primer orden para la subregqularidad métrica
(FCMS):

A € N () (G(:I_?))

DG(Z)*A + DH(Z)*\* = 0,
) @ N € Nognay (H (%))

} — (A7) =0. (FCMS)

DEMOSTRACION. Basta mostrar que lo anterior implica la condicién suficiente establecida en
la Prop. 3.7.1 tomando la direccién d igual a 0. Asi la condicién (FOSCMS) (la cual estd
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escrita para el problema (M-CMPCC)) se puede reescribir como:

DG(Z)*\ + DH(Z)*\* =0

(A, X% eNM(G<x>,H(x))} = (AN =0.

Como el Lema 3.5.5 entrega la inclusion
Nu(G(), H(Z)) € Naga) (G(@)) x Nagu) (H (@),

es directa la implicancia entre las condiciones, y por lo tanto se concluye el Teorema. O]

Observacién La condicién (FCMS) corresponde al criterio de Mordukhovich para la regu-
laridad métrica en x del problema con restricciones

(Gx), H(z)) € ©(G(Z)) x D(H(x)),

criterio que a su vez es equivalente a la calificacién de restricciones de Robinson, pues el
conjunto es convexo.

A partir de la condicién (FCMS) se pueden reescribir las condiciones de optimalidad
como ejemplifica la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.7.3 Sea I C E un cono propio y facialmente expuesto. Sea x una solucion
factible del problema (CMPCC) asociado a K, tal que dx es dos veces epi-diferenciable en
G(z) para —H(Z), y que satisface la condicion facial de primer orden para la subregqularidad
métrica (FCMS). Entonces

VD) Td>0, Vde {d . —DH(z)d € 0¢x(G(), H(7)) (DG(:E)d)}.

Ademds, para toda direccion d tal que DG(z)d € Ty (G(Z)) con Vf(Z)'d =0, y que cumple
que Ox es propiamente dos veces parabolicamente epi-diferenciable en (G(x), —H(Z)) para

(DG(z)d, —DH (z)d). Entonces
V(@) Tw+ V2FE)(d,d) >0, Ywe {w . _DH(¥)w — D*H(7)(d, d) €

0¢}.(G(x), H(x); DG(7)d, DH (7)d) (DG(T)w + D*G(z)(d, d)) }

3.8. Discusion y Comentarios

Este capitulo se centrd en el estudio de los elementos de la geometria variacional re-
ferentes al cono de complementariedad. En esa linea, una de las principales y novedosas
contribuciones de este capitulo fue la definicién de la segunda subderivada parabdlica (Def.
3.4.3). Sin embargo, su fin en este trabajo solo consistié en introducir la nocién de funcién
de curvatura de segundo orden, y asi caracterizar el conjunto tangente de segundo orden
(Teo. 3.4.16). Anélogo al Capitulo 2, a continuacién se discuten lineas de trabajo y preguntas
abiertas no abordadas en este capitulo:
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1. Al estudiar problemas de la forma min, f(z); s.a. € C, con f una funcién propia,
convexa e inferiormente semicontinua, y C' es un conjunto convexo, se han escrito con-
diciones de optimalidad de primer orden en términos de la (primera) subderivada [39,
Teo. 8.15], de segundo orden en términos de la segunda subderivada [39, Teo. 13.24], y
versiones parabolicas para condiciones de optimalidad de segundo orden escritas por la
subderivada parabdlica [39, Teo. 13.66]. Esto se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién. Considere el problema de minimizacion

min fo(z); xe€C CR"

ZERD fO( )a )

donde fy : R® — R es una funcién propia, convexa e inferiormente semicontinua, y C
un conjunto convexo. Entonces:

i) Si dfo(x)(d) > 0 para todo d € T(Z), entonces T es una solucion dptima.

ii) Si fo s6lo es una funcion propia, y se cumple que 0 € f(Z) y d*fo(Z|0)(d) > 0 para
todo d # 0, entonces T es un optimo local.

iii) Si fo sélo es una funcion propia, y T es un optimo local, entonces dfy(z)(d) > 0
para todo d, y en el caso de que d # 0 con dfy(x)(d) = 0, también se cumple que
inf,, dp, fo(Z)(d)(w) > 0.

En este marco, una linea de investigacion seria estudiar la aplicacién de la segunda sub-
derivada parabdlica en la escritura de nuevas condiciones de optimalidad para problemas
generales.

2. Uno de los resultados clave para la caracterizacién del cono tangente fue el Lema 1.5.16,
el cual fue presentado por Do en 1992. Este resultado esta escrito en términos de una
funcién f convexa, propia e inferiormente semicontinua. En la literatura se han pre-
sentado resultados mas generales, e.g., Rockafellar & Wets presentan una versiéon mas
débil, donde la funcién f se asume prox-regular y subdiferencialmente continua [39,
Teo. 13.40]. En este capitulo se ha presentado una extensién al resultado de Do utilizan-
do la segunda subderivada parabdlica, donde se ha asumido que la funciéon f es convexa,
propia e inferiormente semicontinua (Teo. 3.4.11). Una linea de trabajo es estudiar si el
resultado generalizado es cierto para una familia de funciones mas grande.

3. Como se puede desprender de los trabajos de Mohammadi (e.g., [45, 75, 79]), el dominio
de la funcién de curvatura dom €x (s, s*) coincide con el cono critico de K en (s, s*):
Ci (s, s*). En este capitulo se ha definido la curvatura de segundo orden con su dominio
contenido en el denominado conjunto critico de segundo orden de K: CZ(s, s*;d, d*).
Basado en las técnicas de demostracion utilizadas por Mohammadi et al., parecen ser
necesarias otras herramientas (entre ellas, definiciones adicionales de nuevas subderiva-
das) para determinar si el dominio dom €%-(s, s*; d, d*) coincide con el conjunto critico
de segundo orden.

4. La funcién

lim inf @f(w')
710, w' —w

8+Td+%7'2’w,€’<:

aparece al acotar el dominio de la segunda subderivada parabdlica (Prop. 3.4.5). Esta
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funcion puede ser entendida como una “subderivada” intermedia. En este trabajo no se
ha estudiado esta funcién, y solo ha sido introducida para definir el conjunto critico de
segundo orden. Ademas, bajo cierta regularidad, se puede probar que su valor es nulo,
por ejemplo, si se considera la regularidad parabdlica de segundo orden (Def. 3.4.6). En
este caso el conjunto critico de segundo orden se puede obtener por

C2(s, 5% d, d") = {w € T2(s,d) : (w,d") =0, (w,s") = 2€x(s, s*)(d)}.

. El Lema 3.4.17 es analogo al Lema 3.3.9. Es inmediato notar que el primero estd menos
desarrollado en término de las distintas condiciones que implican el resultado final. Por
un lado, la segunda regularidad parabdlica de conjuntos presentada en el punto anterior
puede corresponder a un enunciado que ayude a generalizar el punto (ii7) del Lema
3.3.9. Por otro lado, la C?-cono reducibilidad de K no es suficiente para asegurar que el
conjunto M sea parabdlicamente derivable. Siguiendo la demostraciéon de Shapiro [76,
Prop. 2.1], parece ser necesario una especie de doble reducibilidad de clase C?, o bien
que el cono K sea C2-cono reducibilidad en s a cierto cono K, y a su vez, K también
sea C2-cono reducibilidad en una vecindad del 0. Esta hipdtesis no es descabellada,
pues los grandes ejemplos en la programacion cénica cumplen esta propiedad, e.g., los
conos poliedrales, el cono de las matrices semidefinidas positivas y el cono de segundo
orden. Estas propiedades deben ser estudiadas con mayor rigurosidad, y podrian entregar
condiciones necesarias para los enunciados del Lema 3.4.17.

. En la linea del punto anterior, se ha visto que para satisfacer las hipotesis del Teo-
rema 3.4.11, basta con que la funciéon f sea propiamente dos veces parabdlicamente
epi-diferenciable. Se espera encontrar condiciones, de ser necesarias, que aseguren que la
segunda subderivada parabdlica sea una funcién propia. En el caso contrario, se espera
demostrar si esto se obtiene directamente de que f sea una funcién convexa, propia e
inferiormente semicontinua.

. Las caracterizaciones encontradas en este capitulo vienen a ser equivalente a las utili-
zadas en la literatura en término de la proyeccién ortogonal (Sec. 3.2). Como ambas
caracterizaciones describen los mismos conjuntos, desde el punto de vista tedéricos no
existe una ventaja entre utilizar un método o el otro. Una importante linea de investi-
gacion puede indicar cuando conviene utilizar cada caracterizaciéon. También se puede
estudiar cual caracterizaciéon es mas facil de utilizar desde el punto de vista numérico
(por ejemplo para aproximar estos conjuntos computacionalmente).

. En el Capitulo 2 se visualizé como muchos autores han generalizado ciertas calificaciones
de restricciones cldsicas de la optimizacién (MPEC Abadie CQ, MPEC Kuhn-Tucker
CQ, entre otras). En trabajos més recientes, los autores han trabajado con calificaciones
variacionales, como lo es la subregularidad métrica en problemas con restricciones de
complementariedad (e.g. [80, 43, 81]). En la Seccién 3.7 se presenté la Condicién Facial
de Primer Orden para la Subregularidad Métrica (FCMS), la cual fue utilizada para
presentar las condiciones necesarias de primer y segundo orden en término de las fun-
ciones de curvaturas (Prop. 3.7.3). Una linea de trabajo futuro une los capitulos 2 y 3:
basado en los resultados recientes, se espera demostrar que la subregularidad métrica,
y (FCMS) indirectamente, sea una calificacion de restricciones que asegure los distintos
puntos estacionarios definidos en el Capitulo 2.
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9.

10.

Recientemente Gfrerer et al. [37] presentaron una condicién necesaria de segundo orden,
la cual puede ser extrapolada al siguiente resultado.

Condicién necesaria de segundo orden. Sea K C E un cono propio. Sea T una
solucion factible del problema (CMPCC) asociado a IC, tal que satisface la condicion
facial de primer orden para la subreqularidad métrica (FCMS). Entonces existe un mul-
tiplicador (p, p*) que cumple (2.14) (multiplicador de Mordukhovich) tal que

Vfc,zL('f? (M? /JJ*)) <d7 d) - 6-TQ (K)(g(i“);Dg(fc)d) ((M? N*>) > 0.

M

para toda direccion d € C(z) tal que Tiy)(G(2); DG(7)d) # 0, donde
C(7) :={d: DG(z)d € T(G(Z)), Vf(z)"d <0}

denota el cono critico del problema de optimizacion, y

Gs(A) := liminf inf {(X,u) e Ng(u)}

Ao U
define la funcion soporte inferior generalizada de S.

Uno de los elementos novedosos introducidos por los autores es la funcién soporte inferior
generalizada, sobre la cual es posible escribir el resultado anterior. En funcién de lo reali-
zado en la Seccion 3.4.5, se busca a futuro caracterizar el valor 6T/2\4(,C)(g(£)'Dg(az)d) ((M’ M*))v

asi como utilizar las funciones de curvatura para reescribir condiciones de segundo orden

para (CMPCC).

Todos los resultados en este capitulo fueron estudiados para espacios euclidianos. Las
definiciones tienen sentido en contextos mas generales, como lo pueden ser los espacios
de Hilbert o incluso de Banach. En dimension infinita el concepto de epi-convergencia
difiere al de Mosco-convergencia [82, Def. 1]. Asi, se pueden definir las subderivadas
a partir de estas distintas nociones de convergencia. Esto abre distintas ramas para
comprender estos elementos.
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Conclusiones

El estudio de los problemas CMPCC se ha incrementado desde los primeros trabajos
acerca el problema MPCC en los noventa, hasta ciertos problemas particulares (SOCMPCC,
SDCMPCC, etc) en los tltimos anos. El principal horizonte de este trabajo fue entender
diferentes resultados para los distintos casos particulares, para asi comprender los problemas
CMPCC y sus propiedades de una forma general.

Debido a la dificultad para calificar el problema y garantizar las condiciones de KKT, los
autores han presentado distintas condiciones de optimalidad duales a partir de otras nociones
de puntos estacionarios. Para poder entender estas nociones, el Capitulo 2 inici6 entregando
una recopilacién de los resultados presentes en la literatura. En base a esto, en la Seccion
2.5 se formalizaron estas definiciones para cualquier problema CMPCC. En la Seccién 2.6
se presentaron por primera vez, a conocimiento del autor, dos puntos estacionarios basados
en el concepto geométrico de la cara del cono (Puntos F-estacionario y FR-estacionario). Se
estudio la relacion entre todos los puntos estacionarios (Secc. 2.7) encontrando que los dos
nuevos puntos presentados son los mas débiles, pero que coinciden con la nocién débil para el
caso MPCC. Finalmente, a partir de certeras calificaciones de restricciones, se pueden escribir
condiciones de optimalidad a partir de las definiciones de puntos estacionarios.

Para estudiar las condiciones de optimalidad primales (de primer y segundo orden), los
autores han encontrado expresiones para el cono tangente, el conjunto tangente de segundo
orden y los distintos conos normales al conjunto de complementariedad M (K). Estas se basan
casi en su totalidad en las propiedades de la proyeccién ortogonal (Sec. 3.2). En el Capitulo
3 se presentan nuevos aprontes para caracterizar estos objetos:

= En la Secciéon 3.3 se encontré la relacion entre el subdiferencial de la funcién de curvatura
de IC con los elementos del cono tangente de M(K) (Teo. 3.3.7). Esto fue realizado al
reunir los conceptos de segunda subderivada, derivada grafica, y el teorema de Do (Lema
1.5.16).

= Con inspiracién en lo realizado para el cono tangente, en la Seccién 3.4 se definié por
primera vez, a conocimiento del autor, la segunda subderivada parabdlica (Def. 3.4.3).
Se demostré una extensién del teorema de Do (Teo. 3.4.11) el cual retne la segunda
subderivada parabdlica con el concepto de derivada grafica de segundo orden. Se utiliz6
esta extension para caracterizar el conjunto tangente de segundo orden de M(K) a partir
de la funcién de curvatura de segundo orden de K (Teo. 3.4.16).

» En la Seccién 3.5 se mostré que el cono normal limitante a M(K) se puede escribir a
partir de subdiferencial de segundo orden de dx. Ademas se presentaron cotas inferiores
y superiores (en términos de la inclusién) para el mismo.
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Estas caracterizaciones se pueden utilizar en las condiciones de optimalidad primales
bajo la presencia de alguna calificacién de restriccién que permitan realizar la regla de la
cadena en la descripcion de los conjuntos. En la Seccion 3.7 se discutié esto, donde ademas
se presenta una nueva calificacion de restriccién basado en el problema facial (Teo. 3.7.2).

Las definiciones y resultados presentados en este trabajo proponen un sinfin de lineas
de trabajo futuro. En las Secciones 2.8, y 3.8 se discutieron y comentaron las principales
preguntas abiertas que tuvieron origen en lo entregado en esta tesis.
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