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RESUMEN

En esta tesis, el punto de vista Lagrangiano para las ecuaciones de evolucién (an-
tignamente conocido como el problema inverso del cdlculo de variaciones) es usado
para estudiar sistemas de ecnaciones diferenciales en primer orden en derivadas tem-
porales, tanto en dimensién finita como en dimensién infinita.

En lo que concierne a sistemas de dimensién finita, consideramos el marco general
para la construccién de Principios de Accién para ecuaciones auténomas tridimensio-
nales de primer orden. Presentamos los resultados para algunos casos integrables y no
integrables de la ecuacién Lotka—Volterra, y mostramos descripciones Lagrangianas
que son validas para sistemas que satisfacen los criterios de Shil’nikov sobre la exis-
tencia de atractores extrafios, aunque no se han verificado atin ni comportamiento
cadtico ni 6rbitas homoclinas. Las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas para es-
tos sistemas usualmente presentan una simetria de “reparametrizacién temporal”,
aunque se pueden encontrar otros tipos de invariancia, de acuerdo al kernel de
la 2-forma simpléctica asociada. La formulacién de una estructura Hamiltoniana
(corchetes de Poisson y Hamiltonianos) para estos sistemas desde el punto de vista
Lagrangiano conduce a un método para encontrar otra constante de movimiento
partiendo de una conocida, el que se aplica a algunos sistemas encontrados en la
literatura de los cuales se conoce una constante de movimiento, para encontrar la
otra y asi mostrar su integrabilidad. En particular, mostramos que el asi llamado
sistema ABC' es completamente integrable si posee una constante de movimiento/.,

Con respecto a sistemas de dimensién infinita, o ecuaciones diferenciales par-
ciales, mejoramos el punto de vista Lagrangiano para considerar términos de borde,
lo que se aplica para construir escaleras de Principios de Accién para sistemas In-
tegrables que poseen operadores hereditarios o de Nijenhuis. A partir de suposi-
ciones generales sobre el operador hereditario R, los Principios de Accién que se
“obtienen son aplicables a jerarquias completas de ecuaciones de evolucién. Usando
simetrias Noetherianas y no Noetherianas, también se construyen cantidades conser-
vadas desde los Lagrangianos. Como un ejemplo, usando el operador de recurrencia
usual R para la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV), se construye una jerarquia de-

recha de ecuaciones de evolucién (generada por la sucesiva aplicacién de R sobre
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el finico vector en el kernel de R~!) y tres jerarqufas izquierdas de ecuaciones de
evolucién (generadas por la sucesiva aplicacién de B! sobre los tres vectores gen-
eradores del kernel de R): la ecuacién KdV es un miembro de la jerarquia derecha,
mientras que la ecuacién de Sinh-Gordon (ShG), la ecuacién asociada Camassa—
Holm, y la ecuacién de Liouville son miembros de las jerarquias izquierdas. Para
todas estas ecuaciones de evolucién, se construyen recursivamente escaleras derecha
e izquierda de Principios de Accién, usando la forma factorizada de los operado-
res R y R™!, respectivamente; esto permite el célculo explicito del kernel de las
2-formas simplécticas asociadas: encontramos que las ecnaciones de Euler—Lagrange
a las que éstas dan lugar son vectores de evolucién deformados o mezclados entre las
jerarquias derecha e izquierdas. Consecuentemente, obtenemos Principios de Accién
explicitos para los sistemas deformados, los que incluyen: KdV + Liouville, KdV +
primer vector derecho (simetrfa de traslacién), y ShG + primer vector derecho, entre
otros. Algunos problemas abiertos acerca del rol de las simetrias Galileanas y de
la construccién de estructuras Hamiltonianas para los vectores izquierdos se respon-
den positivamente en nuestro esquema. Finalmente, construimos nuevas corrientes

conservadas locales y no locales, y constantes de movimiento para algunas de las

ecuaciones de evolucidn.




ABSTRACT

In this thesis, the Lagrangian approach to evolution equations (formerly known as
the inverse problem of the calculus of variations) is used to study finite dimensional
as well as infinite dimensional systems of differential equations which are first order
in time derivatives,

Regarding finite dimensional systems, we consider the general setting for con-
structing Action Principles for three-dimensional first order autonomous equations,
We present the results for some integrable and non-integrable cases of the Lotka—
Volterra equation, and we show Lagrangian descriptions which are valid for systems
satisfying Shil’nikov criteria on the existence of strange attractors, though chaotic
behavior or homiclinic orbits have nét been verified up to now. The Euler-Lagrange
equations we get for these systems usually present “time reparameterization” sym-
metry, though other kinds of invariance may be found according to the kernel of the
associated symplectic 2-form. The formulation of a Hamiltonian structure (Poisson
brackets and Hamiltonians) for these systems from the Lagrangian viewpoint leads
to a method of finding new constants of the motion starting from known ones, which
is applied to some systems found in the literature known to possess one constant
of the motion, to find the other and thus showing their integrability. In particular,
we show that the so—called ABC system is completely integrable if it possesses one
constant of the motion.

Concerning infinite dimensional systems, or partial diffgrential equations, we im-
prove the Lagrangian viewpoint so as to consider boundary terms, and this is used
to construct ladders of Action Principles for Integrable systems that possess hered-
itary or Nijenhuis operators. From general assumptions on the hereditary operator
R, the Action Principles obtained are applicable to whole hierarchies of evolution
equations. Using Noetherian and non-Noetherian symmetries, conserved quantities
are constructed from the Lagrangians as well. As an example, using the usual re-
cursion operator R for the Korteweg-de Vries (KdV) equation, one right hierarchy
(generated by successive application of R to the kernel vector of R~!) and three left
hierarchies (generated by successive application of B! to the kernel vectors of R)

of evolution vectors are constructed: the KdV equation is a member of the right




hierarchy, while the Sinh-Gordon (ShG) equation, the associated Camassa—Holm
equation, and the Liouville equation are members of the left hierarchies. For all
these evolution equations, right and left ladders of Action Principles are constructed
recursively using a factorized form of the operators R and R™!, respectively; this al-
lows for an explicit computation of the kernel of the associated symplectic 2-forms:
we find that the Euler-Lagrange equations they give rise to are deformed or mixed
evolution vectors among left and right hierarchies. Conséquently, we get explicit
Action Principles for the deformed systems, which include: KAV + Liouville, KdV
+ first right vector (translational symmetry), and ShG + first right vector, among
others. Some open problems regarding the role of the Galilean symmetries and the
construction of Hamiltonian structures for the left vectors are positively answered

in our scheme. Finally, we construct new local and nonlocal conserved currents and

constants of the motion for some of the evolution equations.
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4.3 Escaleras izquierda y derecha de 1-formas Lagrangianas estdndar. Sus
derivadas exteriores son proporcionales a los operadores simplécticos
en las escaleras, exceptuande a L@, que es cerrada. En su lugar,
la 1-forma L™ se obtiene de integrar la correspondiente ecuacién.
Para las Jerarquias KdV, esta iltima 1-forma da principios de accién
para la ecuacién Krichever-Novikov (mapeable a KdV), Sinh-Gordon,

Camassa—Holm, y Liouville, siendo posible en este iltimo caso integrar

el sistema explicitamente al proyectar la 1-forma Lagrangiana. . . . .




Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se construyen en forma sistematica teorias Lagrangianas (i.e., ob-

jetos geométricos que permiten escribir Principios Variacionales para una ecunacién

dada) para una amplia gama de sistemas, tanto en dimensién finita como en di-

mensién infinita. Se usard la formulacién de primer orden en derivadas tem-

porales, de ecuaciones auténomas de movimiento. A partir de alli, definimos un

espacio vectorial y representamos las ecuaciones de movimiento en términos de un

campo vectorial de evolucidn, el que define un flujo en la variedad respectiva.

Por ejemplo, la ecuacién Lotka—Volterra (de utilidad en fisica, [1] biologia, [2, 3] y

economia [4]):

3 =

V¥[z,y,2|
VY[z,y, 7]
Vi(z,y, 2]

z{a +bnz+bay+ b1z 2)
y{az +baz + by -+ by 2)
z{a3+ by z+ bpy+ b33 2),

representa un campo vectorial de evolucién en tres dimensiones (dimensién finita) y
la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV) [5, 6}:

-

u(z, 1) = ~Upge(z,t) — 12u(z, t) us(z,t)

(subindices denotan derivada parcial), representa un sistema en dimensién infinita

(teoria de campos).

Esta tesis contribuird a desarrollar, con mayor profundidad, métodos Lagrangianos

para estudiar estas y otras ecuaciones de evolucidn, sefialando la via para futuras




generalizaciones a mayores dimensiones (tanto en dimensién finita como en teorfa de

campos). La importancia de continuar avanzando por este camino se hace evidente

al constatar que:

-

e La literatura existente es escasa (ver, por ejemplo, las referencias {7, 8]), y

usualmente se estudia el tema desde un punto de vista que obscurece el hecho
que los vectores de evolucién y los Principios de Accién o Variacionales
Se encuentran en un mismo esquema: en nuestro formalismo, interpretamos
los Lagrangianos como l1-formas que cumplen una ecuacién covariante en
términos de derivadas de Lie a lo largo del flujo, y construimos los Principios
Variacionales haciendo un producto interior entre Ia ecuacién de evolucién

y la mencionada 1-forma (ver el capitulo 3, especialmente la seccién 3.4).

El punto de vista Lagrangiano es de gran utilidad a la hora de buscar solu-
ciones aproximadas y efectos radiativos, [9, 10] y para la construccién de
corrientes conservadas, simetrias, estructuras Hamiltonianas y otros

objetos de interés para resolver ecuaciones de evolucién. {11]

Para sistemas en dimensién finita, el punto de vista Lagrangianc usado en
el estudio de 6rbitas cuasiperiédicas ha probado ser 1itil y en cierto modo
independiente de la teoria KAM (ver la referencia {12]¢para teoremas de

existencia).

e La cuantizacién de sistemas se define naturalmente en términos de Lagran-

gianos. [13]

Luego de un breve repaso, en el capitulo 2, de los conceptos matematicos nece-

sarios, mostraré en el capitulo 3 que la construccién de teorias Lagrangianas para

un sistema dado (también llamada “problema inverso del Célculé de Variaciones”

[14, 7, 15]), la que ha estado histéricamente al nivel de la adiviﬁacién, es en realidad

un elemento fundamental en la descripcién de la evolucién de cualquier sistema.

El desarrollo presentado en esta tesis de los métodos Lagrangianos, ha permitido

realizar nuevos e inesperados avances, entre los cuales destaco:




Dimensién Infinita

Para el caso de dimensién infinita (en el capitulo 4), trabajar en coordenadas no
locales, ddndoles a los términos de borde una importancia fundamental, en lo
que se conoce como el Principio de Accién de Weiss., [16] La construccién de
Lagrangianos permitird conocer nuevas ecuaciones asociadas, llamadas ecuaciones
“deformadas” porque el vector de evolucién se modifica suméandole una combinacién
lineal de vectores en el kernel de los operadores simplécticos. Se construirin
corrientes conservadas locales y no locales a partir de los Lagrangianos, usando
simetrias Noetherianas y no-Noetherianas. [11]

Para sistemas basados en un operador de Nijenhuis [6] (como es el caso de
la ecuacién KdV), este operador permite construir jerarquias de vectores (ver la
seccién 4.2), cada uno de los cuales representa una posible ecuacién de evolucién
integrable. Existen dos tipos de jerarquias: izquierdas y derechas, y el mimero de
jerarquias dependerd de las dimensiones del kernel del operador de Nijenhuis y de su
inversa (formal). Cada jerarquia contiene un nimero infinito numerable de vectores
(ver figura 4.1).

Para cada vector de evolucién en las jerarquias, se construye en la seccién 4.5
una escalera de Principios Variacionales (i.e., un niimero infinito numerable de posi-
bles Principios Variacionales no equivalentes entre sf), cuyos respectivos operadores
simplécticos también se ordenan en una escalera, y cada uno de ellos presenta un ker-
nel (diferente) que se escribe explicitamente en términos de vectores en las jerarquias
derechas e izquierdas. Asf, se obtendran Principios Variacionales cuyas ecuaciones
de Euler—Lagrange mezclan diversos vectores en las distintas jerarquias.

En el caso que veremos en detalle (las Jerarquias KdV), se obtendrd, en términos
de simples estructuras Lagrangianas y Principios Variacionales, una descripcién unifi-
cada de: la ecuacién KdV (y ecuacién Krichever-Novikov) como miembro de la
jerarquia derecha; ecuacién Sinh-Gordon, ecuacién de Liouville, ecuacién asociada
Camassa—Holm como miembros de las jerarquias izquierdas. Del mismo modo se ob-
tendrdn Principios Variacionales cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange corresponden

a una mezcla (deformacién) de las mencionadas ecuaciones {ver la seccién 4.6).




Dimensién Finita

Para el caso de sistemas en dimensién finita (en el capitulo 5), entender algunos as-
pectos de la integrabilidad. En particular, para sistemas tridimensionales, la exis-
tencia de principios de accién puede en ciertos casos determinar (via la construccién
explicita de constantes de movimiento) si un sistema “cuasi-integrable” [17] es real-
mente integrable, y llevar a la construccién de un paréntesis de Poisson aunque no
se conozcan constantes de movimiento. En el caso de la ecuacién Lotka—Volterra, la
descripcién Lagrangiana es 1itil para describir sistemas cercanos al caos: la exis-
tencia de Lagrangianos impone ciertas condiciones sobre los puntos fijos del campo
vectorial, las que respetan los criterios de Shil'nikov para la existencia de caos espi-
ral, {18] aunque no se han obtenido hasta el momento sistemas que posean al mismo
tiempo una curva homoclina y una descripcién Lagrangiana, dejando abierta la

pregunta: jes posible esta coexistencia?




Capitulo 2

-

Matematica Preliminar

En esta seccién presentaré un repaso de las nociones que serdn iitiles para entender
la. construccién de estructuras Lagrangianas para ecuaciones de evolucién. Los ele-
mentos matematicos necesarios estdn comprendidos esencialmente en la Geometria
Diferencial, y presentados en forma especialmente clara en las referencias [15, 19)].
Las definiciones y notacién usadas aqui son similares a aquellas en las referencias

recién citadas. Se mostrardn ejemplos para ilustrar mejor algunos puntos.

2.1 Formalismo de Primer Orden y ecuaciones

Autonomas

2.1.1 Ecuaciéon de Movimiento

Una ecuacién de evolucién arbitraria para cierta(s) funcién o funciones, que tenga
como uno de sus argumentos a un parametro continuo, que llamaremos tiempo
(por ejemplo, la ecuacién de ondas en teoria de campos o la ecuacién del oscilador
arménico en dimensi6én finita), puede siempre llevarse a la ecnacién genérica de
movimiento auténoma en primer orden, mediante la definicién de nuevas variables,
de modo que las nuevas ecuaciones sean auténomas y de primer orden en derivadas

temporales: el tiempo no aparece explicitamente en las ecuaciones, y sélo aparecen

primeras derivadas temporales en las ecuaciones.




Definicién 1. Llamaremos ecuacién de movimiento o de evolucidn, a este tipo
genérico de ecnaciones. Usaremos la notacién de dimensién finita para representar

la ecuacién de movimiento:

@i_ al,b
% =V?*[¢"], a€A, (2.1)

donde A es denominado conjunto de indices: a € A es un multi-indice que en
el caso de dimensién finita sélo recorre valores discretos, y en dimensién infinita
(i.e., teoria de campos) toma valores en un producto cruz de conjuntos de indices;
un conjunto discreto que rotula los campos definidos en la teorfa, y un conjunto
continuo que representa las variables independientes (aparte del tiempo) de las que
dependen los campos. El conjunto {¢*, a € A} representa simplemente el sistema
de coordenadas en el que se escriben las ecuaciones, y {V?[g"], a € A} define las
componentes del vector de evolucién o vector velocidad o flujo, que son en

general funcionales de las coordenadas ¢° para todo valor del indice b.

2.1.2 Ejemplos

Dimensién Finita: Oscilador Arménico

Para el oscilador arménico (OA) en dimensién 1:
E(t) + wz(t) =0,

definimos ¢'(£) = z(t}, ¢*(t) = £(t), resultando la ecuacién equivalente:

92—y, ] = @,
2
gdg{ =Vou’l¢"] = —uwi¢',

(2.2)

e identificamos en este caso el conjunto de indices A = {1,2}.
1

L

Dimensién Infinita: Ecuacién de Ondas

En dimensién infinita el esquema es similar. Como ejemplo, la ecuacién de ondas

(EO) para un campo escalar real u(y,%) (y € [y_,y:] CR, £t € R) es:

o2 1 82
Eiu(y: t) ~ C—ga—yau(ya t) = 0. (2.3)




Si definimos los campos

@) = uy,i),

(2.4)
quz(y) (t) = %u(y, t) )

podemos escribir la ecuacién de ondas en primer orden:

dg:;t(y) _ VEoul(y)[qb] — quz(y},

uly) (2.5)
ﬂ?d_";f_ — VEOUZ(Y) [qb] = .clf%::fqul(Y) .

Aqui, el conjunto de indices A = {u;, us} X [y_,%.] es un producto cruz entre
el conjunto discreto {u;,us} y el conjunto continuo [y_,y:], y usamos la notacién
a = y;(y) € A. Notemos que en general las componentes del vector de evolucién
dependen de varios valores de las coordenadas: en el ejemplo precedente, Vio™®
depende de tres valores distintos (infinitesimalmente cercanos) de la coordenada

g 0"): por definicién de derivada, tenemos

0?2 ut 1
— ) = i — [qui(y+2€) _ g9 jui{y+e) u1{y)
dy? ll—rr% €2 [q 2¢ +¢"%] .

Ecuacién Korteweg—de Vries

Como tltimo ejemplo, consideremos la ecnacién Korteweg—de Vries (KdV) para el

campo u(z,t), z € [z_,z,] CR, t € R,
(2, 1) = —Upez(z,t) — 12u(x, t) u.(z, t) (2.6)

(subfndices denotan derivada parcial), que se escribe en la forma (2.1) bajo los reem-

plazos:
e del conjunto de indices A = [z_,z.] (ahora a = x € A es un indice continuo),
e de coordenadas ¢* — u* = u(z,t), y

e del campo vectorial de evolucién V{ (4] = —uger — 12uu, (se rotula (1,2)

porque es el segundo vector de la jerarquia derecha KdV):

= V(’:,z)[u]: )

Uy = —Ugge — 12uU,.




2.2 Nociones de Geometria Diferencial

2.2.1 Derivada Funcional. Delta de Dirac

Definicién 2. Sea F[g”] un funcioral de las coordenadas. La derivada funcional
3{}; actuando sobre F[g°] se denota ﬁ;F[qb} y se define mediante la variacién del
funcional, §F'[¢g”], ante variaciones arbitrarias 6¢* de las coordenadas, hasta segundo

orden en las variaciones dqg:

6F[¢"] = Flg*+6¢*] ~ Flg?]

= e o),

donde se asume aquf y en el resto del trabajo, la convencién de Einstein de suma

y/o integral sobre los indices repetidos.

En dimensién infinita, usualmente aparecen términos de borde, y distribuciones

con soporte en el borde, cuya definicién se basa en la distribucién Delta de Dirac.

Definicién 3. Sea z € [z_,z;] C R. La Delta de Dirac §(z—z,) es una distribucién

cuya propiedad es:

£t 1 si -
/ dxé(a:—mo)={ stz € o, 2]

0 en otro caso.

2.2.2 Ejemplos
Dimension finita

En este caso la derivada funcional no es mas que la derivada parcial, pues estamos

hablando de una funcién. Por ejemplo, en dimension d = 2, la variacién de la funcién
flz,y] es

7,
df[z,y] = flz + dz,y + dy] - flz,y] = g—i{x, yldz + 5{—![:3, yldy + O(6%).

Dimension infinita

Aqui las cosas son un poco distintas, pues hay que integrar, y usualmente aparecen

términos de borde al integrar por partes. Consideremos por ejemplo un campo




u(z), 7 € [z-,24] CR, y un funcional de u, Flu; o] = [+ do(u(z) +2 eu(z) u.(z)) .

Entonces la derivada funcional de Flu; o] se calcula tomando la variacién de Flu; of:

0F[w; ] = [ de{fu(z) + 2 6u(z) us(z) + 2 0 u(z) du(z))

- ) . (2.7)
= [Ttdzdu(z)(l + au(z)(z)],

donde §(z) = 8(z — z,) — 8(z — z..) es una distribucién con soporte en el borde.

Luego, la derivada funcional de Flu; ¢] es

dF[u; 0] 2
) 1+ au(z)d(z),
y se denota también por
5F['u 0:] 4
3
Faluiol = =5 75

2.2.3 Espacio Tangente (Vectores)

La ecuacién genérica de movimiento (2.1) define a V' como vector, es decir un objeto
cuyas componentes transforman contravariantemente ante cambios de sistemas de
coordenadas. Una transformacién arbitraria de coordenadas (puede ser no local) se

representa por:
qa:_qﬁ[qa]’ ﬁEA, a€A

(asumimos por simplicidad que la transformacién no involucra al tiempo explicita-
mente, y que la transformacién es invertible).
En el nuevo sistema de coordenadas, la velocidad quedas:
dq d Fle]) = quva dg®
T ar v 5g2 dt ’
donde la expresion —g— representa la derivada funcional. Como consecuencia de la
ecuacién anterior, por lo tanto, las componentes del vector de-evolucién realmente

transforman contravariantemente:

Vi) = L vl
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Definicién 4. Lo anterior define naturalmente, para un sistema de coordenadas
{g*, a € A} dado, el espacio vectorial conocido como espacio tangente con base
local

)
V={E,36A}, (28)
en el que el vector de evolucidn es invariante, y se escribe indistintamente
) é
—yal o ya
V=V i Vv e

Definicién 5. El objeto perteneciente al espacio tangente, 7 = na%, se llama vec-

tor o campo vectorial, donde las componentes 7* = 72[¢®, ] son funcionales de las

coordenadas y del tiempo.

2.2.4 Espacio Cotangente (1-formas)

La razén principal para trabajar en primer orden radica en la simplicidad que tienen
los Principios de Accién o Variacionales en este formalismo. Mostré en el capitulo
anterior que una ecuacién de movimiento lleva consigo la existencia de un campo
vectorial, definido en el espacio tangente. Lo natural es definir para este espacio su
espacio dual, o el espacio cotangente, o de 1-formas. Anticipo que en este espacio
existen las 1-formas Lagrangianas, que darédn Iugar a principios variacionales para

ecuaciones de movimiento.

Definicién 6. Refiriéndonos a la base del espacio tangente (2.8), definimos la base

del espacio cotangente como:
V' = {§¢*, a€ A}, (2.9)
de modo que la operacién de un elemento de V* sobre un elemento de V se define:
a 5 _— 63.
5(] EE =00y, (2.10)

donde 42, representa el producto tensorial entre la delta de Kronecker en los indices

discretos y la delta de Dirac en los indices continuos.
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Definicién 7. El objeto perteneciente al espacio cotangente, I/ = U,d¢?, se llama
1-forma, donde las componentes U,[¢, %] son funcionales de las coordenadas y del

tiempo.

Lema 8. Sea U una 1-forma. Las componentes de U transforman covariantemente,

i.e., ante la transformacion ¢ = ¢*[¢%], se tiene:

5 (5 a
. By _ by 94
UE[q ] - Ua[q ldqa .

2.2.5 Notacién

Asumimos desde aquf en adelante que las respectivas componentes U, de las 1-formas,
7* de los vectores y las componentes de otros tensores que serdn definidos, depen-
den de las coordenadas ¢* como también de otros pardmetros y del tiempo (excepto
el vector de evolucién genérico V3[¢"] que no depende explicitamente del tiempo).
De esta manera se omitird la escritura de la dependencia explicita de los campos
en el tiempo y/o en las coordenadas, y se escribird, por ejemplo, para un vector:

7* = 7*[g°, 1], indistintamente cuando no haya ambigiiedad.

2.2.6 Contraccién de vectores y 1-formas

Sean U = U,dq® una 1-forma y 7 = nag-g; un vector.
Se extiende la operacién {2.10) del espacio cotangente sobre el espacio tangente

de manera lineal:

)
Un) = U,d¢® (3—&3) n° = U 8%n° = U (2.11)

Lo anterior se conoce como la coniraccion de la 1-forma U con el vector i, o
como el producto interior de n) con U, que se denota por i,U y es un invariante (ver

definicién 12 de producto interior).

2.2.7 Escalares (0—formas)

Al contraer una 1-forma con un vector, se obtiene una 0-forma, objeto conocido
también como escalar debido a sus propiedades de transformacién ante cambios de

coordenadas.
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Definicién 9. Un objeto C = C|¢?, ] se define como 0—-forma si transforma de la

siguiente manera ante transformaciones de coordenadas ¢* = ¢*[¢"[:

Clg®, 1] = Clg*¢*], 4] -

2.2.8 Tensores en general

Una vez definidos estos objetos, la construccién de productos tensoriales de los es-
pacios tangente y cotangente es directa, llevindonos a tensores con p indices con-
travariantes y ¢ indices covariantes, o tensores tipo (p, g), donde el caso (1,0)
corresponde a vectores, el caso (0,1) a 1-formas, y el caso (0,0) a 0~formas. For-

malmente, un tensor tipo (p, g) se escribe:

) é
T = Talaz...ap blbz.__bqsg_a.;. ®

®...® ®6™ ®5¢7?®...08%. (2.12)

69-3.2 anp
Las definiciones desde aquf hasta el final de esta seccién estdn basadas en la

referencia [19].

2.2.9 Formas diferenciales

Deben sefialarse aparte los espacios de formas diferenciales o r~formas que co-
rresponden a tensores tipo (0, r); para r > 2 éstos son completamente antisimétricos,
es decir, cambian de signo ante una permutacién de cualquier par de indices. Para
construir un espacio de r-formas definimos su base en términos del producto ex-

terior entre elementos de la base de 1-formas V*:
Definicién 10. La base del espacio de r—formas se define por sus elementos obtenidos
via producto exterior:

8q™ ASq2 A.. . ASg = Y sgn(P)ig* ) @ 5g*® ® ... ® 6g*F),  (2.13)
PeSr

donde S, corresponde al grupo de permutaciones o grupo simétrico de orden

r.

Definicién 11. Una r—forma F{) es una combinacién lineal de los elementos de la
base, ecuacién (2.13):

1
PO = SF O, o 80" NS A A ST, (2.14)




donde los coe

completament
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ficientes F"), ,, .. son funcionales de las coordenadas, y se toman

e antisimétricos ante permutaciones de los subindices, reflejando asi la

antisimetria de la base,

2.2.10 2—formas

De este modo,

una 2-forma, se escribe en general:

1
§Fab5qa AGG°, Fap = —Fy,. (2.15)

2.2.11 Contraccién de vectores con r—formas. Producto In-

terior

Se puede generalizar el producto interior entre un vector y una 1-forma a r—formas:

Definicién 12. Sea F+Y) una (r+1)-forma y 7 un vector. Entonces el producto

interior entre

2.2.12

Segnidamente,
es el de deriv
(r + 1)—form

as

Definicién 13. Dada la r—forma F

rior 0F) es 1a

donde }:“,a den

Ejemplos

ny F+) es la r—forma i, F+) con componentes:

(iﬂF(r-H)) .2 = an(r+1)b Ay1ag.ap -

Derivada Exterior

uno de los conceptos clave para entender los Principios Variacionales
ada exterior 4: corresponde a una operacion que lleva r—formas en

, para r > 0, definida asi:

() definida en ecuacién (2.14), su derivada exte-
siguiente (r + 1)-forma:
1

]

SF®) = ZF0), L 0 b8P ABGY NG A ... A bGP,

%
-

ota la derivada funcional. 1

La derivada exterior de la 0-forma F®[g?], es la 1-forma con componentes

oF (O)a[qa] =F (o)ﬁ[qa]-
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La derivada exterior de la 1-forma F()[g?], es la 2-forma F® con componentes

F(2)ab[qa] = JF(l)ab[qa] = F(l)b,a[qa] - F(l)a,h[qa] .

a

{
2.2.13 Propiedades de la Derivada Exterior. Formas exactas

y cerradas

De la definicién se sigue que 62 = 0, hecho conocido en tres dimensiones como

“el rotor del g‘radiente es siempre cero”. Una r-forma F{") se denomina exacta si
F) = §Gr1 para alguna (r - 1)-forma GV, mientras que F) se denomina
cerrada si §F™) = 0. De este modo, se tiene que una forma exacta es cerrada, y el

converso es cierto localmente (lema de Poincaré [19]).

Ejemplos

Si vemos los ejemplos de la seccién anterior 2.2,12, es claro que la derivada exterior
de una 1-forma exacta es cero, es decir 62F( = 0 para toda 0-forma F(©, En efecto,

la 2-forma
§2F0) = F{U),b,a - F(D),a,b =

es idénticamente cero si F() es diferenciable (hecho cierto localmente).

2.3 La Derivada de Lie

En secciones snbsecuentes veremos que los objetos de interés para la dindmica, que
viene dada por la ecuacién de movimiento (2.1), entre los que se cuentan: las cons-
tantes de movimiento, las simetrias y los Lagrangianos, son objetos tensoriales que
cumplen ecuaciones covariantes en términos de derivadas de Lie a lo largo del vector
de evolucién V. Esto hace esencial un repaso de la derivada de Lie (ver la referencia
[15] para un e:\ccelente repaso). Alli se encuentra la definicién natural de derivada de

Lie de un tensor a lo largo del campo vectorial 1 en términos de “fluir a lo largo de

las lineas de campo”.

Nosotros usaremos la siguiente definicién:




o’
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Definicién 14. Sea T un tensor del tipo (p,q). Su derivada de Lie a lo largo del

vector 7 es otro tensor, definido por:

Te[qa + Eﬂa: t] - T[qa’ t]
P )

i
£T(¢" 1 = i (216)

|
donde se asunixe que solo las componi:ﬁtes del tensor T dependen de las coordenadas
g yel subfndice € en T se aplica a los elementos de la base de los espacios tangente y
cotangente, de modo que, para el cambio de coordenadas infinitesimal 3 = ¢* +en?,
se define

o7
8g® = =-§¢°
%=5p dg”,

y de manera clbntravariante para la base del espacio tangente:

_6._) _8¢" 8
! 6g* ). 6@ dgb’

Algunas propiedades que vienen de la definicién son:

Proposicién 15. Sea y un vector arbitrario. Sean T, T dos tensores arbitrarios del

mismo tipo, y|@Q un tensor cualguiera. La derivada de Lie satisface:

. Linealz'd:lzd:
! LT +T)= LT+ LT,
‘ 7 1 7

e Regla de| Leibnitz:
L(T-Q) = (£T)-Q+T-(£Q),

donde el producto T - Q) puede indicar tanto producto tensorial como contraccién en

un par de indices.

2.3.15 Sobre 0—formas ;,,,

: El caso més simple es la derivada de Lie de un escalar C[¢?]. Este tensor no involucra

las bases del e;s;)acio tangente ni del espacio cotangente, luego su derivada de Lie

queda

‘ _dCl@+en] .
7 71= de -—C,a‘f) )
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2.3.2 Sobre 1-formas

Para conocer la derivada de Lie de una 1-forma general U = U,0q¢* a lo largo del

vector 7, necesitamos conocer la expresién dg2:

g = 6g* + en® ,3g®.

Con esto resulta, en componentes:

%Ua = Ua,bﬂb T ﬂb,aUa .

2.3.3 Sobre Vectores

La derivada de Lie de un vector { a lo largo del vector n requiere el conocimiento de:

Resulta ent

) ) b 0 .
(dqa)e =5 Mg TUE)-
tonces, en componentes,

gca — Ca,bnb _ na,bcb .

Notemos que la derivada de Lie entre vectores es equivalente al conmutador, o
|

paréntesis de Lie,

expresion que

2.3.4 Sob

Y
[na C]EWC—C”I= [’fi 'é-q_a: Cba—qb] )

es un vector con componentes dadas por £¢.
1

re 2—formas

La derivada de Lie de una 2-forma X a lo largo de un vector 7 es la 2-forma

%Eab = Eab,cnc + z:za.(:"']c,l:) + Ecbnc,a .

2.3.5 Sobre tensores tipo (2,0)

La derivada de Lie de un (2, 0)-tensor J a lo largo de un vector 7 es el (2, 0)-tensor

E’ Jab — Jab’cﬂc _ Jacnb'c _ JCb"?a,c )




17

2.3.6 Sobre tensores tipo (1,1)

La derivada de Lie de un (1, 1)-tensor R a lo largo de un vector 7 es el (1, 1)-tensor

LR?, = ah;chc + Rac"}'c,b _ Rcbﬂa,c i
n

2.3.7 Propiedades de la Derivada de Lie

Aparte de las|propiedades antes mencionadas (linealidad, regla de Leibnitz, y equi-

valencia al conmutador en el caso de vectores), es 1itil destacar otras:

Lema 16. Sean 5, ¢ vectores y F' una forma diferencial. Entonces las siguientes

propiedades se cumplen:

L, L!] = L,
|7 ¢ [m:¢)

LF = (§ig+iy6) F.

Las primeras dos identidades son ficiles de ver. Una demostracién de la dltima

puede verse en la referencia [19].

Corolario 17. De la dltima ecuacion se desprende gque

6.2 =0,
]

para todo vector 7.




Capitulo 3
Objetos de Interés en la Dinamica

En este capitulo veremos cémo los objetos mds conocidos, que son de interés para

conoeer deta]lc':s, de la dinamica de la ecuacién genérica de movimiento (2.1):
dqa a[ b
E =V [q ] , BEA,

resuelven una ecuacién covariante que se escribe en términos de derivadas de Lie a lo

largo del vector de flujo V. Entre estos objetos estdn las constantes de movimiento

y las simetrias, que son ampliamente conocidos. Luego aparecen los Lagrangianos
y las 2r~formas‘ simplécticas (o Paréntesis de Lagrange), que permiten escribir Prin~

cipios Variacionales; los Paréntesis de Poisson (u operadores cosimplécticos), que

permiten escribir estructuras Hamiltonianas; finalmente, las simetrias fuertes, que

estdan relacionadas con la integrabilidad del sistema.

Nota 18. Usaeros notacion de dimensidén finita excepto en los ejemplos de di-
mensién infinita. Veremos que las definiciones usuales requieren una modificacién
cuando se estd en dimensidn infinita (teoria de campos), donde consideramos términos

de borde: esto no es un capricho, sino que es lo mds natural para sistemas continuos.

3.1 Dimensién Infinita v/s dimensién finita:
Términos de Borde y Condiciones de Borde

En nuestro formalismo, los sistemas de dimensién finita y los de dimensién infinita

se tratan en el|mismo pie, salvo por la aparicién de términos de borde en el caso de

18
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dimensidn infinita, los que obligan a asumir ciertas condiciones de borde (c.b.)
sobre las coordenadas, y sobre los vectores y 1-formas permitidos.

Ya conocerjnos el conjunto de indices A. Por ejemplo, para una teoria en dimensién
infinita, para iel campo u(z,t), dondé z € [z_,z,] y ¢ es el tiempo, se interpreta
A = [z_,z,]. Interesardn los términos evaluados en el borde de A, es decir en los

puntos extremios Ty..
Definicién 19. El borde del conjunto de indices A se denota por 9A.

Por ejempljo, para el conjunto A = {z_,z,] C R, el borde es el conjunto ordenado

de puntos extremos A = {z_,z,}.

Definicién 20. Sea una ecuacién de movimiento en primer orden para un campo

u(z,t) que depende de las variables ¢ € R (tiempo), z € [z_,z;]. Llamaremos
|

Uy = u(zi,t).'
Los términos de borde “n—forma en el borde” se definen como n—formas cen-

tradas en el borde, es decir con soporte en A = {z_, z,}. En particular,
0-forma en el borde = F'(u_,u,),

donde F' depende sélo de los valores de u en los bordes, y

I~forma en el borde = F_[u]du_ + F,[u] bu,.,

donde F. son|funcionales de u. La 1ltima ecuacién se puede escribir también en

componentes, usando la delta de Dirac:
(1-forma en el borde)y = F.[u]6(z — z_) + Fy[u] §(z ~ z) .

Nota 21. Todas las definiciones y ecuaciones de este capitulo se aplican a sistemas

de dimensién f%nita, haciendo “n-forma en el borde — 0".

L]
Eied :

3.2 Térpinos de Borde y los operadores Derivada

y A]nti—D erivada

Como veremos en las préximas secciones, los operadores derivada y anti-derivada
|

son los bloques de construccién de la mayoria de los operadores simplécticos para
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las jerarquias{KdV. Consecuentemente, la antisimetrfa, Identidad de Bianchi y las

ecuaciones que definen a las estructuras simplécticas descansan en la antisimetria de
los primeros operadores.

Sean f (:z;),l g(z) funciones complejas de z € [z_,z,).
Definicién 22 El Operador Derivada D estd definido por Df(z) = Di(x).

Definicién 2;3. El Operador Anti-Derivada D! se define por

i D@) = [l cle - ) 1),

donde ¢(x) = isgn(z) es la mitad de la funcién signo.
|

Vamos a, trabajar con transpuestos de operadores: en particular, los paréntesis de
Lagrange son tensores (0,2) antisimétricos, y los paréntesis de Poisson son tensores
(2,0) antisimétricos, luego interesa comprobar explicitamente las propiedades de
antisimetria. Consideremos el producto interior entre un vector n* = v(z) y una
I-forma Uy =jw(z): <n,U >=5*Ux= [ F dzv(z) w(z).

Definamos,| para cada 2-forma P considerada como operador, su transpuesta P*
asi: < 9, P(i>=< P*7n,{ >, donde 7, { son vectores cualesquiera. Del mismo
modo se define la transpuesta de tensores (2,0) antisimétricos, que en este caso
actian sobre ll—formas. ‘

Es facil mestrar que (D~1)* = —D~!, i.e., el operador anti-derivada es anti-
simétrico. Se verd mds adelante que esto representa el primer principio de accién para
la ecuacién KdV, donde el operador anti-derivada se considera como una 2-forma
simpléctica.

La antisimetria del operador anti-derivada es independiente de los valores en el
borde de las funciones involucradas (en este caso de los vectores contravariantes).
Pero considerer:nos ahora su inversa, es decir, el operador derivada entendido como

tensor (2, 0): p;lor definici6n, tenemos
DD '=1,

actuando por la izquierda sobre cualquier funcién. Esto significarfa a primera vista
que el operador D es antisimétrico. Pero una inspeccién més profunda muestra que
. {

|
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se deben imp?ner algunas c.b. y asf restringir el espacio de lag 1-formas para que se

respete la, a,nt:'%simetrfa. En efecto, se puede ver que
D* = -D 4 4(z),
donde se hace!la siguiente

Definicién 24. Los operadores multiplicativos con soporte en el borde, §(z) y 8(z),

se definen en términos de la distribucién Delta de Dirac de la manera siguiente:

(z) = dz—=z4)—b(x—2z),
e —2)+6(z~z).

"
e
Il

Contrayenc["[o D + D* con dos 1-formas arbitrarias Fy = f(z) y G, = g(z), nos

queda .

F4D+&ya=ff@w@mmmm=ﬂun@u—ﬂame,

lo que no es cero para c.b. arbiirarias en las 1-formas. Para que lo anterior sea cero,
y por lo tanto fal operador D sea un buen paréntesis de Poisson (i.e., antisimétrico en
este caso), deb;e restringirse el espacio de 1-formas: en el gjemplo precedente, pueden
pedirse c.b. periddicas o antiperiédicas sobre f(z) y g(z).

Bistay otras condiciones similares nos dirdn cusles c.b. imponer sobre los campos
considerados en las siguientes secciones con relacién a respetar antisimetria, Iden-
tidad de Bianchi e Identidad de Jacobi, propiedades fundamentales para describir
principios de accién y teorias Hamiltonianas.

Al tratar con bordes en una dimensidn continua, encontramos esencialmente dos

tipos de térmililos de borde:

F - S—
Definicién 25. Sea f(z) una funcién. Los términos de borde f(z) y f(z) son inde-

pendientes de z y se definen por

F@ =fs)-f@)=fo-fo »  F@=flos) +f@) = fo+ .

Mencionamps dos propiedades de factorizacién, de estos términos de borde:
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Proposicién 26. Sean f(z), g(z) funciones. Entonces

27@ 9@ = 7@ 1@ + 7@ 9,

(
2f(z)9(z) = ¥(z) 9(x)+7(z) 9(z).

Finalmente, por completitud, veremos unas propiedades 1itiles en el tratamiento
de transpuestas de operadores, relacionadas con los operadores derivada y anti-

derivada:

Proposicién §27 . Los operadores D y D~ cumplen
D-'D

§D-! = 1l§g 1 )
ED_I = % 5 ® 1. |

|
p=1

[T
[y
®
(=]

De estas propiedades se deduce sin ambigiiedad que DD~! = I como opera-
dor, actuando%tanto por la izquierda como por la derecha (en cuyo caso se toma la
transpuesta). |

Es importante recalcar que el operador anti-derivada tal como lo definimos aqui
cumple de manera natural la antisimetria, relevante para la descripcién de teorfas
Lagrangianas. Sin embargo, anteriormente en la literatura se le ha dado al operador
anti-derivada un significado ambiguo, suméndole una constante de integracién arbi-
traria. [20] Pebr es el caso del operador derivada, que como vimos requiere de c.b.
explicitas sobre los campos para ser antisimétrico. Puede verse en la referencia (71,
p. 319, la definicién DD~! = D! D =1, lo que equivale a asumir D* = —D, es decir,
se asume imphj’citamente que todos los campos cumplen c.b. usuales. Estas condi-
ciones permiteh estudiar las simetrias locales de KdV, pero no son suficientes para
describir algun;:)s objetos no locales (ejemplos de los cuales veremos en las préximas

secciones).
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3.3 Objetos Conocidos en la Dinamica en términos

de Derivadas de Lie

3.3.1 Constantes de Movimiento

Dado el vector de evolucién V y su ecuacién de movimiento, interesa conocer los
funcionales que se mantienen constantes, o se preservan en el tiempo. La utilidad
de esto es evidente, pues nos permite reducir el niimero de grados de libertad del
sistema, integrarlo en ciertos casos, y en términos de cdleulo numérico nos sirve para
comprobar los resultados computacionales.

Estos funcionales conservados, o constantes de movimiento, son 0—formas C[g?, {]

cuya derivada total temporal a lo largo del flujo es cero, es decir:

i Gl F V2 £+ € — Clg, ¢]

-0 €

=0’

lo que, por definicién de derivada de Lie, ecuacién (2.186), se escribe

4 2
(-éz+5) C[q :t] _‘0'.-
o explicitamente, en términos de derivadas funcionales,

9 a
5Cla" 1+ Cala” V2", ] = 0.

3.3.2 Ejemplos

Dimensién Finita

El oscilador arménico, definido por el vector de evolucién Vo,, ecuacién (2.2), posee la
siguiente constante de movimiento tiempo-independiente (conocida como la energfa):
H*g', ¢*] = (¢%)* +w?(¢')?. La derivada funcional de H°* es:

aHOA
ogt

[¢°] =2(w?q", ¢%).
Contrayendo con el vector de evolucién V,,, queda la expresién

£ H, ¢ = 2uq") (¢) + @) (—w? ") = 0.
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Dimension Infinita

La ecuacién KdV (2.6), bajo c.b. ciclicas para u y sus derivadas en ¢ = T4, posee
una constante de movimiento explicitamente tiempo-dependiente: [21]'C() [u,t] =
Jo dz (zu—6tu?). La derivada funcional de C")u, ] es
)
CO [u,f] = E;C(l)[u, t] =z~ 12t u(z,t),

mientras que la expresién G, V,, »*[u, #] resulta ser

2t T4

f dz (z — 12t u) (—tge, — 12uu,) = 6/ dru?,
. -

luego de algunas integraciones por partes. Por lo tanto, queda

7, d
(3£, ) 09 = 2o+ V=0, (3.1)

3.3.3 Corrientes Conservadas

Paralelamente a la definicién de constante de movimiento, la cual es 1itil en sisternas
de dimensién finita, para dimensién infinita tenemos que usar en la prictica la co-
rriente conservada, que se define en términos de una 0-forma Cl¢®, 1] que es “casi”

una constante de movimiento, en el sentido que
d
(é_t + 5) Clg? t] = O-forma en el borde,

donde la “O-forma en el borde” es una O-forma con soporte en el borde HA del

conjunto de Indices.

3.3.4 Ejemplo

Consideremos la ecuacién KdV. Si asumimos ¢.b. arbitrarias sobre u(z4,t) y sus
derivadas, la expresién (3.1) da lugar a términos de borde solamente:

J

C(l),xV(llg)x + B_t

T4
C") = 0-forma en el borde = — f dz —D—Ju)x(x; t),
z Dz

los que, al poner CMfu] = [ dz Jy)*(z,t), definen una corriente conservada
Ty (2, 1) = (T, 1), Jy*(z,t)) que cumple (on-shell)

D t D X __
pedw + - Jw*=0.
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En este caso, obtenemos la corriente conservada:
Juy(z,t) = (zu—6tu?,u, — 624® — Ty, +48%ud — 61tu.2+ 12t uu,,) .

Luego, una corriente conservada es una generalizacién de una constante de movi-
miento cuando se toman c.b. arbitrarias sobre los campos en el borde (en este caso,
en z = z1). Es importante recalcar, sin embargo, que sélo necesitamos conocer
la O-forma “constante de movimiento” para calcular todas las componentes de la

corriente conservada.

3.3.5 Simetrias

.
Dado el vector de evolucién V', pueden existir otros vectores, denominados simetrias
de V, que se definen asf: 2l moverse en la variedad infinitesimalmente usando des-
plazamientos dados por un campo de simetria, se mapean curvas solucién en curvas
soluci6n (una curva solucién o linea de flujo se define por su condicién inicial y los
subsecuentes puntos que resultan de evolucionar con el flujo V esa condicién inicial).
En este caso, la definicién sirve indistintamente para los sistemas de dimensién finita

como para los de dimensién infinita.

Definicién 28. El campo vectorial 7 es simetrfa de V si lleva soluciones de Ia
ecuacién (2.1) en soluciones de la misma, en el sentido que dada cualquier solucién:
g*(£) tal que ¢*(t) = V*[g°(2)], entonces §* = ¢*+e7*{g®, ] también es solucién hasta

orden ¢, i.e.:
¢*(t) = V3[3°(2)] + O(e?).
De la definicién anterior se sigue que

(Eat" + 5) ale =0, (3-2)

3.3.6 Ejemplos

Como ejemplo, para la ecuacién de ondas (2.3) se presenta una simple simetrfa, que

consiste en multiplicar las coordenadas independientes (y, t) por el mismo factor, lo
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que define a la simetria de dilatacién (comparar con la definicién del vector de

evolucién Vi, ecuacién (2.5)):

T (@), 8] = yEgm® 4ign0),

720 g (2),t] = y __.qll2(Y) + gu2®) 4 t L2 gmil, (3.3)

Para este caso, se cumple la ecuacién (3.2) que define a 1 como simetria para
la ecuacién de ondas. Notar que i depende explicitamente del tiempo, en efecto
O = Vo

Para la ecuacién KdV (2.6), las simetrias Galileana y de dilatacién se definen

respectivamente por .

N 1 3

Talt, i = 2= Stug, (3.4)
. 1 3
Ta[t, i = u+ g Tl = t 5 Yaaz +18uu, ) . (3.5)

Estas simetrias son muy importantes para la construccién de principios de accién y
constantes de movimiento para la ecuacién KdV y sus Jerarquias relacionadas (ver
ejemplos en el capitulo 4, y en teorema 70). Respondemos asf en nuestro esquema un
problema abierto que aparece en la literatura [22] concerniente al rol que juegan las
simetrias Galileana y de dilatacién en la descripcién de estos sistemas, en particular

en la construccién de constantes de movimiento.

3.3.7 El Operador de Flujo

Ya hemos visto la ecuacién alternativa para constantes de movimiento y simetrias.
Escrita en términos de derivadas de Lie, tiene la misma forma: un operador que al

actuar sobre el objeto lo anula.

Definicién 29. Sea V un vector cualquiera. El Operador de Flujo, que actiia sobre
tensores y pseudo-tensores, se define por
d
L
M= (at ¥ )

donde % denota derivada temporal en la dependencia explicita del tiempo.
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No veremos aquf en general c6mo actfia el Operador de Flujo sobre pseudo-
tensores. No obstante, en el capitulo 5 trabajaremos en forma consistente con el
elemento de volumen, un psendo-escalar. Ver la referencia [15] para mayores detalles

sobre el elemento de volumen y otros pseudo—tensores.

3.3.8 Propiedades del Operador de Flujo

En primer lugar, este operador hereda todas las propiedades de la derivada de Lie:
es lineal, cumple la regla de Leibnitz, y su accién sobre un tensor entrega un tensor
del mismo tipo. Veremos a continuacién que este operador es crucial en la definicién

de principios de accién para la ecuacién de movimiento (2.1).

3.4 Principios de Accién

Es aqui donde las 1-formas hacen su aparicién en la dindmica.
Consideremos la ecuacién de evolucién (2.1). Un Principio Variacional o Principio

de Accién para esta ecuacién estd definido por las siguientes condiciones:

1. Las ecuaciones de Eunler-Lagrange deben ser de primer orden en las derivadas
temporales, por lo tanto la densidad Lagrangiana debe depender linealmente

en las velocidades.

2. Las ecuaciones de Euler-Lagrange deben ser compatibles con las ecuaciones
de evolucién, es decir, deben cumplirse cuando se cumplen las ecuaciones de

evolucidn.

El converso del 1iltimo punto dependerd de las simetrfas que posea el Principio
Variacional, més especificamente del Kernel de la 2-forma simpléctica; las ecunaciones
de Euler-Lagrange asociadas al principio de accién pueden ser mds generales que las
ecuaciones de evolucitn, conteniendo a estas ecuaciones como un caso particular,

como se verd en los ejemplos.

|
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3.4.1 Estructuras Lagrangianas en general: Paréntesis de
Lagrange (6 2—forma Simpléctica), par Lagrangiano
estdndar, y 1-forma Lagrangiana no-estandar

Empezamos por definir los objetos clave para una descripcién Lagrangiana: 2-forma
simpléctica o Paréntesis de Lagrange, [11] par Lagrangiano estdndar y 1-forma La-
grangiana no-estindar. Las definiciones son un poco més generales que las usuales
en el sentido que incluyen posibles 1-formas y 2-formas con soporte en el borde
continuo del conjunto de indices A, definido en ecuacién (2.1); como hemos visto
en el caso de corrientes conservadas, estas formas con soporte en el borde aparecen

cuando se toman c.b. arbitrarias (o ninguna).

Definicién 30. Una 2-forma simpléctica para el vector de evolucién V es una.

2-forma X que satisface

0% = 0  (cerradura o Identidad de Bianchi) (3.6)
J}//[E = §(1-forma en el borde).

Nota 81. En general, la Identidad de Bianchi y/o la propiedad de antisimetria de Ia
2-forma simpléctica imponen algunas ¢.b. sobre los campos y el espacio vectorial

permitido.

Ejemplo

La siguiente es una 2-forma simpléctica para la ecuacién definida por el vector de
evolucién V, ,y*[u] = —u.(z,?) (rotulado (1, 1) por ser el primer vector de la jerarquia
derecha KdV):

20, o [u] = e(z — ),

donde la funcién e{z) estd definida en la seccién 3.2. Notar que el comentario de
arriba no se aplica en este caso: la Identidad de Bianchi y la antisimetrfa se satisfacen
autométicamente. La vinica ecuacidn no trivial es la que involucra la derivada de Lie.

Resulta

£ 20[y] =1(1 ®5-56®1),
Y, 2 '
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lo que se puede escribir como la derivada exterior de la 1-forma centrada en el borde

5(:1:) /a; j+ dz’ u(z').

U u] =

B[ —

Nota 82. A veces escribimos una 2-forma ¥ como un operador integro—diferencial
cuando se consideran contracciones con vectores. Sea. el vector 7 = f(z) y contrdigase
con la 2-forma obteniendo g(z) = Tewn* . La tltima expresién es escrita como el
operador X actnando sobre la “funcién” f(z) en la forma g(z) = Df (z) .

Entonces la expresién de operador para () es
2O[u] =D,

Definicién 33. Sea L una l1-forma y K una 0-forma. EI par (L; K) se llama par

Lagrangiano estdndar para V si y sélo si
ML — 6K = 1-forma en el borde. (3.7)

Definicién 34. En el caso especial de un par Lagrangiano estdndar (L; K = 0)
para V con K =0, L se llama 1-forma Lagrangiana no-estédndar o simplemente

Lagrangiano no-estdndar para V y cumple
ML = 1-forma en el borde. (3.8)

La construccién de la densidad Lagrangiana usual, o especificamente del fun-
cional de accién en términos del par Lagrangiano estdndar, se verd en la seccién

3.4.2 que viene a continuacién.

Nota 35. Veremos luego que hay una caracterfstica muy importante que distingue a
la 1-forma Lagrangiana no-estdndar del par Lagrangiano estdndar: la primera lleva,

naturalmente a la construccién de cantidades conservadas.

Notae 36. Los términos con soporte en ¢l borde, en general dependen del sistema de
coordenadas usado, pues el borde en un sistema de coordenadas puede ser “interior”
en otro sistema si la transformacién es no local, que es el caso general. Por ello,
bajo una transformacién de coordenadas, los términos de borde que resultan de las

ecuaciones de arriba (3.7), (3.8) deben ser recaleulados en cada caso.
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3.4.2 Principios de Accién de Weiss

Definicién 37. El funcional de accién, o simplemente la Accién para la ecuacién de
movimiento con vector de evolucién V, accién que estd asociada al par Lagrangiano

estdndar (L; K) para V, se define por

iy
St = [ ae{ Lo 4 @ - Vi) + K12, 4} (3.9
t.
Definicién 38. El principio de accién de Weiss consiste en exigir que la variacién
de la Accién (3.9), hasta segundo orden en las variaciones arbitrarias dq®, sea igual
a términos de borde solamente, es decir

SE) =Pl 06Ol + [ @t Y Gl 8620 +0 ()
t- bEBA )
Definicién 39. Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a la Accién (3.9) se
definen como la derivada funcional de S[g®(2)] descartando términos de borde, o
equivalentemente, como el término que queda multiplicando a las variaciones arbi-

trarias d¢* al hacer la variacién de la Accién (3.9) bajo el principio de Weiss.

Con las definiciones de arriba, concluimos la construccién de Principios de Accién

de Weiss [16] para la ecuacién de movimiento (2.1) con vector de evolucién V:

Teorema 40. El Principio Variacional dado por la Accidn (5.9),

S = [ {ra@-vo+ k},

donde (L; K) es un par Lagrangiano estindar para 'V, da las siguientes ecuaciones

de Euler-Lagrange bajo el Principio de Weiss:
Zab (¢° - VP) =0, (3.10)

donde ¥ap = Ly, o — L, 1, Son componentes de la 2—forma simpléctica 3% = § L.

-

Definicién 41. Se definen las c.b. usuales sobre las variaciones d¢®, de la manera
siguiente: dg*(1:) =0 Va€ A y d¢®(£) =0 Vb e HA.

Se definen también las ¢.b. usuales sobre las coordenadas q* de manera similar.
Lema 42. Bajo c.b. usuales, los términos de borde del principio de Weiss se anulan,
obteniéndose lus ecuaciones de Buler-Logrange (8.10) a partir del principio usual
35 =0.
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3.4.3 Ecuaciones de Euler-Lagrange para los Principios de
Accién en términos del Kernel de los Operadores Sim-

plécticos asociados

Supongamos que los vectores {nj}ﬂf) generan el kernel de la 2-forma simpléctica
2 (el espacio kernel depende de c.b. especificas para los campos y coordenadas).
Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son ecuaciones deformadas o modificadas

para nuestro sistema, diferentes de ¢® = V'?, hasta vectores en el kernel de X:

N(Z)
P =V"+ > an?,

=1

donde a; son O-formas arbitrarias. Ejemplos se veran en detalle en los capitulos 4 y
5.

3.4.4 Construccién de pares Lagrangianos esténdar a partir
de 2—formas Simplécticas

A veces sélo disponemos de una 2-forma simpléctica 3., desde la cual puede ser

construido un par Lagrangiano estdndar simplemente encontrando la “integral” de

la 2-forma cerrada, i.e., cualquier 1-forma L tal que 6L, = % (esto puede ha-

cerse localmente). El par Lagrangiano estdndar se completa con la integral K de
0K = ./‘t,/[L + 1-forma en el borde.

Ejemplo

Para la ecuacién KdV, un par Lagrangiano estdndar puede construirse fécilmente a

partir de £(V[u]: claramente, la 1-forma
U0, = —2Du(z, )

satisface 6U(M[u] = (V[u], y queda encontrar el segundo miembro del par
(UD[u]; KV u]) resolviendo:

1
6K Mu]_ + 1-forma en el borde = MU Wly), = —3u(z, t)? ~ 1 (61&2 + um) :
(e
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Es fécil ver que KW[u] = [T dx (—u3 —~ 2 (6u2 + um) u) resuelve la ecnacién.
Notar la aparicién al variar, de términos de borde, los que aportan a la “l1-forma en

el borde”. Consecuentemente, el funcional de accién es

Slu(z,t)] = [+ dt [T+ ds { — 5(D7 ') (g + g + 120 u,) +

(3.11)
(-mu3 -1 (fiu2 + um) u) } ,
y el principio de accién de Weiss para este funcional se escribe
0S[ufz,8)] = —% [F*dzdu D"'lu[:f
(3.12)

+ fttj dt {12u6u + du,, (f:_* dz' u(:v')) + Uz Ou — uJuz} .

I'inalmente, las ecuaciones de Euler-Lagrange, que corresponden a reunir los términos

de primer orden en la variacién de la Accién (3.11) bajo la condicién (3.12), son:

0 = D7lup+ (6u® + uy;) — % (6u2 + um)
= D7 (u+12uu, + Uszz)

b~

y son claramente equivalentes a la ecuacién KdV.

Nota 43. Este principio de accién no local es muevo hasta donde sabemos; pero al
mapear al sistema de coordenadas-¢, tal que ¢,(z, t) = u(z,t), éste se vuelve un
principio de accién “local” (i.e., contiene sélo la coordenada-¢ y sus derivadas) que
estd en la literatura (23] bajo c.b. usuales. Esto muestra dos ventajas de nuestro
formalismo: como no hace diferencia entre expresiones locales ¥ no locales, no hay
necesidad de buscar un sistema coordenado “especial” en el cual toda estructura
tensorial sea local; y al incorporar términos de borde, no exige asumir c.b. usuales

para cada problema.

3.4.5 Proyeccién de Lagrangianos estdndar en Lagrangianos
no-estandar
Un Lagrangiano no-estédndar se puede construir formalmente a partir de uno esténdar

por medio de una operacién nueva (hasta donde sabemos, en este contexto) llamada

“proyeccién”, que consiste en una serie infinita de potencias en el tiempo, que puede
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o no ser ficil de manipular ¢ incluso evaluar su radio de convergencia, pero que a

veces funciona con sistemas Integrables.

Definici6én 44. Dado un vector de evolucién anténomo V, se define el proyector Py

como el operador

Py(t) = Z( t)n (3.13)

n=0

e_ tg PV:D (t) .

La dltima expresién clarifica la operacién: al actuar sobre un tensor R, el operador
Pyv=o(t) corresponde a poner ¢ = 0 donde sea que % aparezca explicitamente en R,
y el operador e " le devuelve a R la dependencia temporal explicita, con nuevos

coeficientes tales que

Lema 45. Para cualquier vector de evolucidn V, el Operador de Flujo aniquila

cuelquier tensor proyectado.

Este lema, en el caso de 1-formas Lagrangianas estdndar, da una prescripcién
para construir 1-formas Lagrangianas no-estdndar, las que usualmente contienen
términos con soporte en el borde. En general este proceso cambia las 2—formas
simplécticas, sum4ndoles la derivada exterior de una 1-forma con soporte en el borde.
Por lo tanto se demuestra mds simple, para estructuras Lagrangianas, definir una
proyeccién que no tome en cuenta los términos de borde, de modo que la aplicacién
del Operador de Flujo sobre l2 1-forma Lagrangiana no-estdndar proyectada dé lugar

a términos de borde, pero la 2-forma simpléctica asociada no cambie:
Corolario 46. Sea (L; K) un par Lagrangiano esténdar para V :

j‘t;lL = 0K + 1-forma en el borde.

Entonces, la proyeccidn de L o lo largo de V' que no proyecta términos de borde, i.e.,

la 1-forma:

L = L-J(aglK—3;2§K+6;36:2K—...), (3.14)
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donde 8;" denota lo n—ésima integracidn en la dependencia temporal explicita sola-

mente, es una 1-forma Lagrangiana no-esténdar para V:
J\V?if, = 1-forma en el borde

(el mismo borde que antes), y su principio variacional da las mismas ecuaciones de
movimiento que el Lagrangiano estdndar (L; K), i.e., la 2—forma simpléctica 6L, =

0L no cambia.

Ejemplo

Ver ejemplo para la ecuacién KdV en la préxima subseccién.

3.4.6 Construccién de 1-formas Lagrangianas no—estandar a

partir de 2—formas Simplécticas y Simetrias

El siguiente corolario entrega un método para construir una 1-forma. Lagrangiana,
no-estandar para un vector de evolucién V, partiendo sélo de una simetria ¥ una

2-forma simpléctica:

Corolario 47. Sea I una 2-forma simpléctica y n una simeiria para V. Entonces
la 1-forma definida por L = 1,5 es una 1-forma Lagrangiana no—estindar para V,

¥ su 2—forma simpléctica asociada es 6L = L3,
7

Para el caso especial de 1-formas cerradas, LT = 0, este corolario corresponde al
teorema de Noether sobre la construccién de c?)nstantes de movimiento; en el caso
genérico LY # 0 (simetrfas no-Noetherianas [11]) el corolario es nsado para construir
principiog de accién. Usualmente, c.b. explicitas para los campos y coordenadas

deben usarse en cada caso.

Ejemplo

Usando Zfu] = ZW[u] como una 2-forma simpléctica y n{t, £] = Naalu, §] , la simetria
de dilatacién, construiremos una 1-forma Lagrangiana no-esténdar para KdV. Se

necesitan ¢.b. usuales para la coordenada—u y los campos vectoriales.
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-

La 1-forma Lagrangiana no-estdndar U@y, 1] = ny[u, 1) - 2O [1] es, en compo-

nentes:

1 1 3.0
U@y, 1), = —§D‘1u —gTu- Etﬁg_’?H@)[u] ’

donde H®[u] = [* dz (3u2 —24%) es una constante de movimiento. Notar que
U®[u, ] es igual a la proyeccién de la 1-forma Lagrangiana estdndar U®[u,t = 0], =
—3Du—Llzu.

Este Lagrangiano no-estdndar define el siguiente principio de accién:

Et Z 1__, 1 s 3
Slu(z, )] = dt dz —5D u=gzu+tt(9u + 5 Use (2t + Ugae + 120 ug) ,
[ -

y las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan ser
D™ (uy + gy + 12%u,) =0,

al asumir c.b. usuales sobre la coordenada—u en z = z...

3.4.7 Construccién de Cantidades Conservadas a partir de

Lagrangianos no—estdndar

Una constante de movimiento es el objeto mas simple que podemos usar para en-
tender una ecuacién de evolucién. Notablemente, [11] la existencia de Lagrangianos
no-estdndar lleva naturalmente a cantidades conservadas, como el siguiente teorema,

(una consecuencia de los lemas de arriba) muestra.

Teorema 48. Sea L una 1-forma Lagrangiana no-estindar para V. Entonces una

constanie de movimiento se puede consiruir. Se distinguen dos casos:

1. Lo 1-forma Lagrangiana no—estindar es cerrada: 6L = 0. Entonces, existe
(localinente) una O—forma H tal que 6H = L, y (aparte de una funcion del

tiempo aditiva, calculable) H es una constante de movimiento para V.

2. La 1-forma Lagrangiana no—estdndar no es cerrada: 5L # 0 y hay una simetria
7 para V. Entonces, la 0-forma H = i, L es una constante de movimiento

(puede ser igual a cero o términos de borde triviales).
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Demostracion para 6L = 0. Por definicién, el Lagrangiano no-estdndar L resuelve la

ecuacidn
./‘l;IL = l-forma en el borde.
Tomando derivada exterior y usando la regla de Leibuitz, obtenemos
I-forma en el borde = §(0-forma en el borde),
localmente. Por otro lado, L = §H localmente. Luego,
J}//[H = O-forma en el borde + f(¢),

donde f(t) es alguna funcién del tiempo solamente, y finalmente & = H — g(t),
con g'(¥) = f(t), es una constante de movimiento (m4s precisamente, define una

corriente conservada) para V., 0O

Demostracién para 6L # 0. La primera ecuacién de la primera demostracién afin
es vélida. La simetria 7 resuelve J}//[n = 0, y asi la contraccién H = i L cumple,

asumiendo la regla de Leibnitz de nuevo, la ecnacién para las cantidades conservadas
./1\;11{ = iy(1-forma en el borde) = 0-forma en el borde,

donde la iltima ignaldad se cumple si el vector 5 se puede escribir, en el borde, de

una manera local, O

Nota 49. Las 1-formas Lagrangianas usualmente contienen términos de borde, pero
en la prictica no necesitamos seguirles la pista cuando se calculan constantes de
movimiento por el teorema de arriba. Esto es porque un término de borde define

trivialmente corrientes conservadas (para ecuaciones de evolucién locales).

Ejemplos

Se necesitan c.b. usuales. Las constantes de movimiento obtenidas en estos ejemplos

son conocidas: [21]
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1. 6L = 0. La 1-forma Lagrangiana no-estdndar U%u, t] = ingn 20 [u] es cerrada
en virtud de £ £Mu] = 0 (ver comentario sobre el teorema de Noether en la

Tgal
subseccién previa). Explicitamente,

1 1_ 3 1 4 —
Uo[u,t]x = -—-é' (2:— '2-1:) +§tu= gﬁ_u—* (C(l) —:L‘C(o)) )

donde C1[u, ¢] es una constante de movimiento ya definida y C(© [ul = 3 [7* dzu;
de acuerdo al teorema, C[u] es una constante de movimiento, como puede

verificarse.

2. 6L # 0. Tomamos el Lagrangiano no-estindar obtenido en la subseccién
anterior, U®u, ], y lo contraemos con la simetrfa translacional para KdV,

The[te]* = u, . Obtenemos otra constante de movimiento para KdV:

z4
HOy, 8] = g, [u] UP[u, 1), = % / dr u.

3.5 Paréntesis de Poisson y estructuras Hamilto-
nianas

Las estructuras Hamiltonianas se basan en la existencia de un paréntesis de Poisson
u operador cosimpléctico, el que es un tensor (2,0) antisimétrico que no depende
explicitamente del tiempo y que cumple la identidad de Jacobi. Repasemos las

definiciones més conocidas:

Definicién 50. Sea J un tensor (2,0) antisimétrico, con componentes J*, Defini-

mos el corchete |-, -] entre dos 0—formas, H e I, como la siguiente O0—forma:

[(HI|=6H -J-61=J"H,1I,.

-

Definicién 51. (Primera definicién usual de corchete de Poisson o identidad de
Jacobi.) El tensor J tipo (2,0) y antisimétrico, cumple la identidad de Jacobi si y
sblo si [7, 15]

[, I, K| + [, [K, B} + [K,[H,I]] =0, VY O-formas H, I, K.
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Definicién 52. (Segunda definicién usual de corchete de Poisson o identidad de
Jacobi.) El tensor J tipo (2,0) y antisimétrico, con componentes J2°, es un corchete

de Poisson si y sélo si [15] ,
Jadedc+chdea+Jcadeb =0.
Ahora veamos la definicién en nuestra notacién:

Definicién 53. El tensor J tipo (2, 0)y antisimétrico, cumple la identidad de Jacobi

si y sélo si
£J=J-8U-J, Vl-formalU. (3.15)

Nota 54. Recalcamos que esta iltima definicién es nueva hasta donde sabemos, y
que las tres definiciones de corchete de Poisson son equivalentes,

Dada una ecuacién de evolucién (2.1), su vector de evolucién asociado V puede
o no escribirse en la forma

V&= Jab H,b ,

donde H es una 0-forma. Si lo anterior es cierto, entonces H se denomina Hamilto-

niano, y la identidad de Jacobi (usando If = JdH) implica:

LJ=0,
Vv

es decir, si %J = 0 entonces el Operader de Flujo 4 lo largo de V aniquila al tensor
J. [11]
Ejemplo

Para la ecuacién KdV con c.b. usuales, se tiene la siguiente estructura Hamiltoniana
(conocida [7]):

w = Jpfu] - SHO),

donde Jis)[u] = D es el paréntesis de Poisson y H®[u] = [** dz (3u2 —2v?) esel

Hamiltoniano.
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3.5.1 Relacidén entre el Paréntesis de Poisson v el Paréntesis

de Lagrange

Hay una relacién directa entre el Paréntesis de Poisson y la 2-forma simpléctica,
de modo que las descripciones de un sistema en términos de los primeros pueden

trasladarse a descripciones en términos de los dltimos y viceversa.

Proposicién 55. Supongamos que tenemos una 2—forma X Yy un tensor (2,0) anti-

simétrico J tales que uno sea el inverso del otro:
Jabzbc = Jac ?
o equivalentemente,

J-5=1, (3.16)

1
3

donde J - & representa una contraccién en el indice correspondiente. Entonces, lo
identidad de Bianchi (3.6) sobre ¥ y la identidad de Jacobi (8.15) sobre J son equi-

valentes.

1
i
1
I

Demostracion. Tomemos la derivada de Lie 2 lo largo de un vector arbitrario 7, de

|
la ecuacién (3.16). Nos queda:

(LJ)-Z4J-(LZ) =0 V vector 7. (3.17)
7 7
Multiplicando por J por la derecha se obtiene:
LI+J-8(,5)- T+ T (iy68) - J =0 V vector 77,
7

y definiendo U = —4,5, que es una 1-forma arbitraria dado que;7 es un vector

. . i
arbitrario, resulta:

JLIZJJ—J-JU-J=J-('£JU62)-J V 1-forma U,

con lo que se demuestra la equivalencia de la identidad de Jacobi (lado izquierdo
de la ecnacién = 0) con la identidad de Bianchi (lado derecho = 0, equivalente a
0¥ =0). 0




40

Nota 56. La suposicién (formal) que se necesita aquf es la de invertibilidad, que como
ya vimos en el caso de los operadores derivada y anti-derivada restringe usualmente
los espacios vectoriales y duales permitidos, asi que estamos, més que frente a una
equivalencia, ante una complementariedad entre las descripciones en térmings de &
y de J.

3.5.2 Ejemplo: Los operadores D y D1

Definamos, respectivamente, los tensores tipo (0,2) y (2, 0): ] = Dy Jyylu] =
D. Tenemos Jy)S(") =1I, en general. La 2-forma £ es claramente cerrada, (pues
no depende de las coordenadas—u) y es antisimétrica. La inversa J(l), de manera
similar, cumple la identidad de Jacobi trivialmente y su a.ntlslmetna, impone ¢.b.
sobre las 1-formas posibles.

Lo anterior es claramente independiente de cualquier vector de evolucién. Pero
estos operadores son ademdés compatibles con la dindmica dada por la ecuacién de
evolucién KdV (2.6): asumiendo c.b. usuales, la ecnacién que define a W] como
paréntesis de Lagrange para el vector de evolucién KdV, wﬁ):‘l)[u] = 0, es com-
plementaria a la ecuacién que define a Jiy{u] como paréntesis de Poisson para este
vector de evolucidn, V(fa)J(l)[u] = 0, debido a la identidad (3.17).

3.6 Simetrias Fuertes

Finalmente, una simetrfa fuerte para un vector de evolucién V es un tensor (1,1) tal
que el Operador de Flujo a lo large de V aniquila al tensor. Por la regla de Leibnitz,
estos tensores tienen la propiedad de mapear simetrias en simetrias y 1-formas La-
grangianas no-estindar en 1-formas Lagrangianas no-estdndar, con lo que su rol en
la integrabilidad es bastante notable. Veremos en el préximo capitulo que los opera-
dores Hereditarios o de Nijenhuis, tensores (1, 1) que definen ecuaciones de evolucién
integrables, son simetrias fuertes tiempo-independientes para los respectivos vectores

de evolucién.




Capitulo 4

Construcciéon de Principios de
Accidn para Sistemas Integrables:

las Jerarquias Korteweg—dé Vries
(KdV)

Nos ocuparemos aqui de sistemas integrables en el sentido que exi\ste un Operador
Hereditario o de Nijenhuis. Esta definicién no abarca necesariamente o no es esencial
para describir todo el espectro conocido de los sistemas integrables, pero lo cubre
casi por completo, en particular contiene a los sistemas integrables por teorema de
Liouville (ver este teorema en la referencia [15]), y nosotros lo aplicaremos 2 sistemas
de dimensién infinita, en particular a la ecuacién KdV.

Una de las ventajas de la descripcién de sistemas integrables por medio de ope-
radores hereditarios es que, a diferencia del método de Liouville,: no requiere de
conocer un gran nimero de constantes de movimiento para la integrabilidad total
del sistema, conocimiento previo que en dimensién infinita es imposible en general;
ademds, y quizds més importante, el operador hereditario se define naturalmente en

coordenadas no candnicas.

41
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4.1 La ecuacién Korteweg-de Vries (KdV) y sus

Jerarquias asociadas

Muchas ecuaciones diferenciales parciales integrables se pueden entender en términos
de operadores hereditarios (24, 25, 7] o de Nijenhuis, [5, 6] los que, aunque pueden
entenderse como objetos en sf mismos, también se pueden derivar de las representa-
ciones de pares de Lax [26, 27] de los respectivos sistemas integrables.

Aunque para estos sistemas mucho pueda decirse acerca de las constantes de
movimiento, paréntesis de Lie-Poisson, y jerarqufas de simetrias que conmutan entre
si, nada se ha dicho de las estructuras Lagrangianas o de los principios de accién hasta
muy recientemente. [23, §]

Es bien sabido [28, 6, 27] que la propiedad hereditaria para un operador de
Nijenhuis conduce directamente a la constrnecién de jerarquias de ecuaciones de
evolucién gque poseen un niéimero infinito de simetrias que conmutan entre si: todo
vector en la jerarqufa define una ecuacién diferencial parcial {0 simplemente ecuaci6n)
integrable, puesto que un ndmero infinito de constantes de movimiento se construye
para cada una de estas ecuaciones.

En este capitulo, se proponen dos construcciones distintas pero relacionadas a
partir de suposiciones generales sobre el operador de Nijenhuis: primero, la cons-
truccién de Jerarquias derechas e izquierdas de vectores de evolucidn; segundo,
la construccién de Escaleras de Principios de Accién (i.e., un conjunto de prin-
cipios de accién ordenados en escalera) para todas las ecnaciones en las Jjerarquias:
obtendremos que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas son en realidad ecua-
ciones deformadas o mezcladas, y la forma explicita de la deformacién resulta ser
una combinacién lineal de vectores en las jerarquias derechas e izquierdas.

Identificaremos los Lagrangianos como 1-formas que se definen en el dual del es-
pacio vectorial en el cual se escriben las ecuaciones de evolucién. En este formalismo,
la 1-forma Lagrangiana para una ecuacién de evolucién dada resuelve una ecuacién
covariante [14] en términos de derivadas de Lie a lo largo del vector de evolucién, y la
derivada exterior de la 1-forma Lagrangiana da lugar a operadores simplécticos. Las

estructuras Hamiltonianas estin relacionadas directamente a operadores simplécticos
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que no dependen explicitamente del tiempo. [11] (Ver seccién 3.5.1.) De este modo,
las escaleras de principios de accién que se obtendrén para las jerarquias son com-
plementarias a las estructuras bi-Hamiltonianas y multi-Hamiltonianas estudiadas
en la literatura, particularmente en la referencia [7).

Presentaremos como ejemplo, una completa descripcién de la ecuacién KdV y sus
Jerarquias relacionadas; construiremos escaleras de 1-formas Lagrangianas que dan
lugar a ecuaciones de Euler-Lagrange que mezclan varios vectores de evolucién entre
las diferentes jerarqufas. Por ejemplo, se construirdn Lagrangianos para los sistemas
deformados KdV + Liocuville y Sinh-Gordon (ShG) + simetria translacional.

En la seccién 4.2 presentaremos el rol que ocupa el operador hereditario en definir
las Jerarquias Integrables de KdV. Primero daremos la definicién de operador
hereditario, luego mostraremos al operador hereditario R para la ecuacién KdV, y
cémo los miembros sucesivos de la jerarquia de ecuaciones de evoluci6n se construyen
por operacién recurrente (un nimero positivo de veces) del oper:‘idor hereditario
sobre un vector inicial, que en este caso es el vector de translacién, representando
la ecuacién de evolucién u, = —u, (que es claramente integrable). Terminamos con
una jerarqufa (la jerarqufa derecha) de vectores con la propiedad que dos vectores
cualesquiera en la jerarquia conmutan. La ecnacién KdV es el segur%ldo miembro en
la jerarquia derecha (ver figura 4.1).

Més jerarquias aparecen al considerar la inversa B! del operador hereditario,
el cual es también hereditario. Para obtener la inversa, factorizamos el operador R.
Aparecen tres jerarquias izquierdas para KdV, partiendo de tres vectores no locales
que generan el kernel de R, que son simetrias de los vectores derechos. Los signientes
miembros en las jerarquias izquierdas se generan a partir de contracciones de R™!
con los vectores del kernel (ver figura 4.1).

En la seccién 4.3, luego de una transformacién de coordenadas que se sugiere
por la factorizacién del operador hereditario, se computa el dlgebra entre vectores
en las jerarquias derecha e izquierdas, mostrando la integrabilidad {en el sentido
de existencia de un nimero infinito de simetrias que conmutan) de las ecuaciones
definidas por estos vectores. .

En la seccién 4.4 identificaremos algunas ecuaciones familiares en las jerarquias

izquierdas: por ejemplo, la ecuacién de Liouville y la ecuacién ShG. Vale Ia pena
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mencionar aqui que la ecuacién asociada Camassa—Holm también estd presente entre
los vectores de la jerarquia izquierda. [29]

En la seccidn 4.5 se enuncian teoremas sobre la construccién de escaleras de princi-
pios de accién para las ecuaciones; se obtendr4 la forma explicita de las 1-formas La-
grangianas y de los operadores simplécticos asociados, los que se escribirdn en forma
factorizada en términos de los operadores D y D=1, hecho que hard trivial al cdlculo
de sus espacios de kernel. De esta forma, las ecuaciones de Euler-Lagrange serdn
ecuaciones deformadas, cuya deformacién se obtendrs explicitamente en términos
de vectores en las jerarquiss derecha e izquierdas. Por otro lado, se demostraré
explicitamente la integrabilidad de las ecuaciones de evolucién asociadas a los vec-
tores izquierdos mediante la construccién de un ndmero infinito de constantes de
movimiento. Finalmente, en la seccién 4.6, desarrollaremos ejemplos explicitos de
principios de accién y constantes de movimiento para varios sistemas conocidos en
las jerarquias (KdV, Krichever-Novikov (KN), ShG, Liouville), asf como también
para algunas de sus deformaciones relacionadas, y veremos cémo cada 1-forma La-
grangiana en la escalera sirve para escribir principios de accién esta.ndar para cada,

una de las ecuaciones mencionadas.

4.2 El Operador Hereditario o de Nijenhuis

Recordamos la definicién usual de operador de Nijenhuis, como puede verse en la

referencia [27]:

Definicién 57. Sea R'(n)[¢°] = R .7%(¢"] la derivada de Gateanx (o derivada di-
reccional) de un tensor R a lo large de cualquier vector 7.
Un tensor R[g*] del tipo (1,1) se denomina operador de Nijenhuis (o hereditaric)

si y sdlo si el vector

) R(R-n)-Cl¢) - R- R'(n) - ¢[¢"]

es simétrico con respecto a los vectores cualesquiera 7[q], C[q].

Esta expresién es equivalente a la signiente, que es m4s simple y clarifica mis el

concepto (ver definicién equivalente en la referencia [7]):
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Definicién 58. La propiedad hereditaria para un tensor R del tipo (1,1) es
| LR=RLR, Y vectory.
Ry 7

Esta es una forma elegante de escribir una ecuacién muy dificil de resolver,
que es independiente de cualquier vector especifico (en particular, no requiere el
conocimiento de una dindmica), e involucra potencias cuadriticas de R ¥y primeras
derivadas funcionales (notar su parecido con la identidad de Jacobi, ecuacién (3.15)).
La tltima forma de escribir la propiedad hereditaria nos lleva directamente z las
propiedades de cerradura de los operadores simplécticos, resultado crucial para cons-
truir principios de accién, como veremos luego.

Nota 59. Vale la pena mencionar que, asi como la, propiedad de antlsnnetrla de las
2—-formas, la propiedad hereditaria define condiciones de borde (c.b.) lpara. los campos

vectoriales y 1-formas, restringiendo asf los espacios vectoriales y duales permitidos.

Ejemplo
En el sistema de coordenadas—u en el cual hemos trabajado otros ejemplos, el ope-
rador hereditario usual para la jerarquia KdV es [28]
Rlul,, = 5"( =~ 2') + Bu(z) §(z — 2') + 4 ua(z) e(z — 1)
0, como operador,
Rlu]|=D®+8u+4u, DL, (4.1)

En este caso, la propiedad hereditaria impone c¢.b. sobre los posibles campos
vectoriales y duales a usar. Se puede mostrar que, bajo c.b. ciclicas sobre los campos
vectoriales y de 1-formas en el borde {z_,x, }, la propiedad hereditaria se cumple.

En particular, para c.b. usuales sobre los campos, Rfu] es un operador hereditario.

[7]

4.2.1 Las Jerarquias derecha e izquierdas KdV definidas en

términos del Operador Hereditario

Jerarquias de vectores que conmutan se generan a partir del kernel vectorial de los

operadores hereditarios. Recalcamos que la nocién de kernel depende de las coorde-
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mnadas si se admiten transformaciones no locales, y que el espacio kernel depende de
c.b. especfficas sobre los campos vectoriales y las coordenadas.

Sea N, la dimensién del kernel vectorial de R¥!, donde R es un operador here-
ditario y R~ es su inversa, que es hereditario si R lo es. Entonces, N, jerarquias
derechas y N_ jerarquias izquierdas se definen por colecciones ordenadas de vectores
cuyos primeros miembros son vectores Li. en el kernel de R—1 (Jerarqufas derechas) y
R (jerarquias izquierdas). Miembros sucesivos dentro de una jerarquia se construyen
por contraccién con los respectivos operadores hereditarios.

Para el caso KdV, tenemos N; = 1 jerarquia derecha y N. = 3 jerarquias

izquierdas. Usamos la notacién
=% 'Y
W = Vo[,

donde k = 1 parala jerarqufa derecha, k = —1, -2, —3 para las jerarquias izquierdas
yn=1,..., co denota el lugar de un vector dentro de una jerarquia. Los espacios
de kernel vectorial de los operadores hereditarios R~'[u], R[u] son, respectivamente,
{Vonlulbe=r ¥ {Van[t]}x=—1,~2, 3. Miembros sucesivos en las jerarquias se definen
por recurrencia:

Vonsny[u] = (R[u])sgn(k) “Vamlu], n2>1,Vk

(ver esquema en la figura 4.1).

En el caso KdV, la jerarquia derecha se construye fécilmente, {28, 6, 27] pero 1a
construccién de las jerarqufas izquierdas necesita la forma factorizada [30, 31] del
operador hereditario. Més aiin, una pequeiia generalizacién del operador hereditario
llevard a una nueva, hasta donde sabemos, metodologfa para escribir de una manera

concisa las jerarquias izquierdas.

4.2.2 Generalizacién y factorizacién del Operador Heredita-
rio
Antes de factorizar R[u], es mejor trabajar con una generalizacién de este operador,

la que se obtiene al sumarle un miltiplo del tensor identidad I:

R(w)[u] = R[u] +4wl.
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Este es también un operador hereditario, para w fijo; el que se toma, como un nimero
real arbitrario.
La generalizacién del operador hereditario a un tensor R(w)[u] que es lineal en

su argumento w permite escribir en forma compacta las jerarquias izquierdas.

Lema 60. Sean Vi_yn(w)[u], Vi-an(@){ul, Vi-any{w)[u] los generadores del kernel vec-
torial de R(w)u]. Entonces, estos vectores contienen. las tres jerarquias izquierdas
en su ezpansidn de Taylor alrededor de w=0:
Voo ()il = Z(—4w)n Vamlu], k=-1,-2-3.,
n=0
El proceso de factorizacién [31] implica un nimero de cambios de coordenadas,
igual al orden de un operador diferencial que se construye desde el operador R{w)[u] .
En este caso tenemos que hacer tres cambios de coordenadas, los que estdn en relacion
directa con pre-potenciales no locales encontrados en la literatura. (30]
En términos de las nuevas coordenadas, se obtiene una descripcién simple, casi
local de los vectores en el kernel de R(w){u]. Vamos a trabajar en el sistema de

coordenadas—p, constrnido desde u en la siguiente forma:

2u(z,t) +y = 35%(z,11),
Sz, g t) = Yo Voas — 3 (Yo Puz) 5 (4.2)
dyu(z,t) = 0.

Notar que S¥(z, y,t) es la derivada Schwarziana. La transformacién de arriba puede
ser tratada como una transformacién de Béicklund [32] entre la ecuacién KdV y una
ecuacién Krichever-Novikov (KN) generalizada para ¥(z,y,t) (ver esta ecuacién en
la seccién 4.4). Toda estructura tensorial se puede mapear desde u a coordenadas—a,b
y viceversa usando las matrices de transformacién |

du 1 1 1
E-":E(z’ Y, t) = Z"!)z(y) D ’l,b_,-,-(y) D 1/}:1:(9’) D (4'3)

L]

1

-1 -1 -1 _1__

(de ahora en adelante, omitiremos algunocs argumentos de las funciones cnando no

-

%%(x, Y1)

haya ambigiiedad).
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Nota 61. El campo ¥(z,y,t) parece tener un grado mds de libertad que u(z, t), pero
adem3s debe satisfacer la tiltima ecuacién en (4.2), con lo que el niimero de grados
de libertad se conserva. M4s ain, las ecuaciones de arriba pueden ser entendidas
en términos de 1 solamente, luego de eliminar u(z,f). Nos queda un sistema de

coordenadas que debe cumplir una constriccién:

2 = 3y(5¢(m,y,t)) (44)

1
1,sz1lbiD—D1,by(m,y,t), V z,y,t.

Ademds, las variaciones (o los elementos de la base de las 1-formas) 6¢(z,y,1)

i

han de satisfacer la constriceién
1
(I

donde du(z, ) son las correspondientes variaciones en coordenadas-u, y como tales

4D D=-Dé(z,y0) =du(@t) Y y

son independientes de y.

Esta 1ltima constriccién también es una “constriccién vectorial” en el sentido
que afecta a las componentes de los vectores permitidos, al reemplazar d(z,y,1)
por n[14]%, donde x = (x, y). Se puede mostrar que, por definicién, tocilos los vectores
en las jerarquias derecha e izquierdas satisfacen esta constriccién, y exfl general todos
los vectores en coordenadas—1 que, ante las transformaciones 4.3 mapeen a vectores
independientes de y en coordenadas-u, también la cumplen. Ademds; algo necesario
para mapear entre un sistema de coordenadas y otro, de manera simple y directa,
las estructuras Lagrangianas, Hamiltonianas, y todo otro objeto compatible con la
dindmica, es que la derivada de Lie “conmute” con la constriccién, o sea que el aplicar
la constriccién antes o después de tomar la derivada de Lie sea indilferente. Puede
mostrarse que esto es una consecuencia de la constriccién vectorial. .

Es esta interpretacién de las coordenadas la que conducird a la desaparicién de
las no localidades, reemplazando el problema de la no localidad con el de tratar con

la constriccidn, el que es extremadamente mucho més simple.

En coordenadas—u, la factorizacién de R{w){u] resulta ser

1

1 i é
'sz(w) D gbz(w) D’l,bz((U) D 1) b

R(w)[u] = $=(w) D
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donde ,(w) = 9.(z,w, ). Notar que este operador es lineal en w; lo que es conse-
cuencia de la constriccién sobre 5.
La inversa se encuentra fécilmente Iuego de invertir cada factor. Asumiendo c.b.

apropiadas sobre el campo 1, obtenemos:

el = D -t Dy () D1 L1
R @)[e] = D o D7 () D™ hafw) D R

4.2.3 Jerarquia derecha KdV

El kernel de R™'(w)[u], bajo c.b. adecuadas (p.ej., usuales sobre las derivadas Y2z ¥

mayores), es independiente de w y da el primer vector en la Jerarquia derecha:
Voo = ~u,.
Miembros sucesivos de la jerarqufa derecha se definen por recurrencia:
Vs (@)[u]* = R@) ey Vamlul, n>1.
El segundo miembro es la ecuacién KdV: [30, 23, 7)
Vo [u]* = —tgze — 1200,

(se omite el argumento w cuando es igual a cero). En la figura 4.1 se muestra un

esquema, de la jerarquia derecha KdV.

4.2.4 Jerarquias izquierdas KdV

El kernel del operador R(w)[u], bajo c.b. sobre las coordenadas—y elegidas correcta-

mente, estd compuesto por tres vectores no locales:

Vern@)* = ('a‘l)z(w)—l)x 1
Ve @l® = (u(w)™ 9(w)), , - (4.5)
Vesn(@)* = (%a(w)™ 9(w)?), -
Estos vectores contienen todas las jerarqufas izquierdas si w se deja arbitrario, como
e determiné en el lema 60. Otra forma de verlo es definiendo, equivalentemente,

Jerarquias izquierdas “generalizadas” para w fijo:

Viaro(@)e] = (R@)[e)) ™ - Vo (@)l4], k= -1,~2,-3, =n>1.
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Es ficil ver que todos los vectores en una jerarquia izquierda dada se construyen a

partir del primero:

Lema 62. Para k= -1, -2, -3, los vectores Vj o,y (w)[u] satisfacen
1 1 D\"
Howon @) = 37 (=3 B ) e @, m20.

Ver esquema de los vectores izquierdes KdV en la figura 4.1.

4.3 Propiedades de conmutacién de vectores en

las Jerarquias derecha e izquierdas

Cualquier vector en las jerarquias derecha o izquierdas define una ecuacién de evolucién,
cuyas propiedades de integrabilidad descansan en las relaciones de conmutacién de

los distintos vectores.

4.3.1 Jerarquia derecha como una subdlgebra Abeliana

Es bien sabido [33, 7, 6, 27] que la propiedad hereditaria m4s el hecho que %ﬁ )R[u] =
0, i.e.,, R[u] es una simetria fuerte para ¥, 5[u], implica que todos los vectores en la
jerarquia derecha conmutan, y que R[u] es una simetria fuerte para todo vector en
la jerarquia.

-

4.3.2 Cada Jerarquia izquierda como una subdlgebra Abeliana

También se puede mostrar que, dentro de una jerarquia izquierda dada, todos los
vectores conmutan. Hacemos los célculos en el sistema de coordenadas—, donde los
vectores se traducen en expresiones cuasi-locales.

De las matrices de transformacién, ecuaciones (4.3), obtenemos los vectores en el

nuevo sistemas:

Wk,l)(w)["nb]x - - 'lp::(m: i, t) Aw ('lxbz_l "xblkl_l) (:B, u, t) ’ k= "_1: _"2: -3 1
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donde x = (x, y) y se define el operador de diferencia A, f (z,y,t) = ﬂz'%:%m :
Notar que estos tres vectores izquierdos son casi locales, en el sentido que la no
localidad estd representada por un término centrado en Y= w.

Ahora es directo ver que dentro de una Jjerarquia izquierda dada todos los vectores
conmutan; si recordamos que los vectores de arriba contienen a todos los vectores en

las jerarquias izquierdas, es suficiente probar el siguiente lema:

Lema 63. Los vectores izquierdos Vi y,(w1) 9] ¥ Vi 1) (we)[¥], para k = -1, -2, -3

conmutan para wy, wy arbitrarios.

La demostracidn es explicita.

4.3.3 Jerarquias izquierdas como el dlgebra de Lazos sobre
SL(2,R)

Para encontrar el dlgebra entre vectores en las distintas jerarquias izquierdas, es
necesario considerar el hecho que la transformacién desde u a 1, ecuacién (4.3) tiene
un kernel vectorial Ker( %), relacionado con el kernel del operador hereditario (pero
no deben confundirse}. Como consecuencia de Ia no localidad de la, transformacién,
los vectores mapeados salen de este ltimo kernel, pues se demuestra que la con-
traccién de R(w)[t] con los vectores V, ,y(w)[9)] para k < 0 lleva a tres vectores que
son independientes de w, y generan el espacio Ker(g—;): ellos tienen caracterfstica
cero en coordenadas-u. [30] Siguiendo el trabajo citado, llamamos a estos vectores
“vectores izquierdos internos”™:

1 1
—D—D,

Rw)y] = 4w ~y)I+ 4D 9D 7

Via W] = R)$]"s Vi (@) [w]°
= 4y(z,y )M, k=-1, -2, -3,

Ellos generan claramente un $lgebra SL(2, R). Por ejemplo, un conmutador se

muestra explicitamente:

‘{ﬁ)V('z.o) W = Voo* y Voro” — Voo wVen” =4%9(z,y, t)lrir(z,y,t)=4 =16,
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con lo que se obtiene

VL: If(z'o} [llp] = 4 1{1.0) [’l‘b] )
{1.0)
v los otros conmutadores se calculan similarmente, resultando
VL: Voolt] = 4Voul¥],
{2,0)
VL: V(l.o)["nb] = —8 V{").O) [Tnb] .
(3.0

Més atin, la aplicacién sucesiva de R(w) sobre estos vectores da Iugar a un dlgebra

interna (caracterfstica cero en coordenadas—u)

Vo ()] = BW)B s Vi (W) []°
= 4" -y)" Voo, k=-1,-2,-3, n=1,2..., 0.

N==—00,...,

Puede mostrarse que los vectores {V ., (w)[¥] = —17r5'%; generan un dlgebra que
es isomorfa al dlgebra de lazos sobre el grupo SL(2,R), y conforman una repre-
sentacidn de esta dlgebra que es alternativa a la que se encuentra en la referencia
[30]. ,

Destacamos la importancia del dlgebra de lazos en la construccién de soluciones

jerdrquicas del tipo soliténico y transformaciones de Bicklund. [22]

4.3.4 Vectores izquierdos como Simetrias de vectores dere-

chos y viceversa

Finalmente, es directo verificar que todos los vectores en las Jerarquias izquierdas

conmutan con todos los vectores en la jerarqufa derecha:
L Vom@)] = 0, k=-1,-2,-3, mu=1,...,c0, (4.6)
f1,m)
Vﬁ Vol] = 0, k=-1,-2,-3, m=1,...,00, (4.7)
{1.m)

las ignaldades siendo satisfechas bajo la constriccién, ecuacién (4.4).

4.3.5 Integrabilidad de toda ecuacién de evolucién en las

Jerarquias derecha e izquierdas

A partir de las propiedades de conmutacién recién obtenidas, concluimos que:

.
U
g .}rﬁ._,}-,{"
=3
% ¥

b,

?:‘.
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1. Todo vector en una jerarquia izquierda posee dos conjuntos de simetrias con
un ndmero infinito de miembros: los vectores dentro de su propia jerarquia y

los vectores dentro de la jerarquia derecha.

2. Todo vector en la jerarquia derecha posee cuatro conjuntos de simetrias con un
nimero infinite de miembros: los vectores en su propia jerarquia y los vectores

en las tres jerarquias izquierdas.

4.4 Identificacién de algunos vectores izquierdos y
derechos como Ecuaciones Integrables conoci-

das

4.4.1 Ecuacién de Liouville
Con los primeros tres vectores izquierdos, definimos
Vil = 7¥sm 4] @«

y la ecuacién de evolucién
9(2:9,8) = Vim0 + 7@ VorolB + B Venl1) = (2, 3,8 + (e, 0,8) + 5,
donde « y 3 son constantes arbitrarias. Bajo la transformacién

z(z,y,t) = In (24,(z,9,1)) , (4.9)
la ecuacién de evolucién de arriba mapea en la ecuacién de Liouville para z(z,y,1):

r

Zrt = €Xp 2z,

4.4.2 Ecuacién Sinh—Gordon (ShG)

‘Similarmente, la ecuacién Sinh-Gordon para z se obtiene con el vector

Vao()l¥] = 5 (esol] — Vorn @)
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cuando consideramos la evolucién ex el punto y = w:

'lpt(-'ﬂ, w, t) = (Vsm(w)['ﬁb]x + i‘(a 1i{—l.o) [’¢']x + B vf—z,o) [¢]x)) l

_]_-":bzw(m:w:t)
8 tz(z,w,1)

Hasta aqui tenemos una ecuacién local: la derivada—w esconde la no locali-

y=uw

_ %¢(m, w, )% — +apz,w,t) + 8. (4.10)

dad. Pero la constriccién, ecuacién (4.4) evaluada en y = w, toma la forma O, =
texp(—z), donde © = (Invs),, /8%, lo que transforma la ecuacién de evolucién
ShG (4.10) en z(z,w,t) = D~ sinh 2(z,w,1) + L{(z,w, 1) — Ofz,w,1)), y luego
z(z,w, 1) resuelve la ecuacién ShG:

Zt(%,w, £) = sinh 2(z, w, £) .

4.4.3 Ecuacién Korteweg—de Vries (KdV) y ecuacién Kri-
chever—Novikov (KN)

El mapeo de la ecnacién KdV (vector Vo)
Vo [ul = —tzp, — 12020,

a coordenadas-1), es una ecnacién Krichever-Novikoy generalizada para v(z, y, t):

3 ¢$2’:2
2%,

(la conocida ecuacién KN [29] se obtiene tomando el limite y — 0).

) Voot =¥ =6y, + — Ypgy

Estamos, al fin, en posicién de discutir las estructuras Lagrangianas para ecua-
ciones en las jerarquias derecha e izquierdas. La discusién no est4 para nada restrin-
gida a las ecuaciones exhibidas en esta subseccign: los otros vectores en las diversas
jerarquias pueden definir interesantes ecuaciones de evolucién, sobre las cuales la
construccién de estructuras Lagrangianas y constantes de movimiento ciertamente
se aplica. FEsto es vélido, por ejemplo, para la ecuacién Camassa-Holm, que se
puede construir de varias maneras usando los vectores del lado izquierdo, en parti-

cular usando V_,,,(w) como vector de evolucién. [29]
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4.5 Estructuras Lagrangianas para Sistemas In-
tegrables: Escaleras derecha e izquierda de
Principios de Accién para las Jerarquias de-

recha e izquierdas KdV

Los operadores hereditarios factorizados R, B!, conducen a la construccién explicita
de una Escalera infinita de estructuras simplécticas, generadas por contraccién
de R" con £, para n € Z. Estas estructuras simplécticas definen principios de
accién para todo vector de evolucién en todas las Jerarquias derecha e izquierdas.
La “escalera derecha” (n > 0) da pares Lagrangianos estdndar cuasi-locales para la
ecuacién KdV y todo otro vector en las Jjerarquias; la “escalera izquierda” (n < 0)
entrega nuevos pares Lagrangianos estdndar no locales para estos vectores (ver es-
quema de las escaleras en las figuras 4.2 y 4.3). El kernel de las diferentes estruc-
turas simplécticas se encuentra explicitamente: como resultado, las ecuaciones de
Euler-Lagrange que resultan de nuestros principios de accién mezclaran distintos
vectores en las jerarquias derecha e izquierdas. A grosso modo, dada una. ecuacién
de evolucién, por ejemplo la ecuacién KdV, una 2-forma simpléctica en la escalera
derecha da ecuaciones de Euler-Lagrange que mezclan el vector dado con vectores
en las jerarquias izquierdas, mientras que una 2-forma simpléctica en la escalera
izquierda mezcla el vecior dado con vectores en la jerarquia derecha. Por ejemplo,
hay sélo unoc o dos principios de accién que dan exactamente la ecnacién KdV como
la ecnacién de Euler-Lagrange, mientras que hay un niimero infinito de estructuras
simplécticas con ecuaciones de Euler-Lagrange que mezelan la ecuacién KdV con
otros vectores, tanto en la jerarquia derecha como en las jerarquias izquierdas. En
particular, hay una 2—forma simpléctica cuyo kernel contiene al vector KdV, lo que
significa que su ecuacién de Euler-Lagrange posee simetria de reparametrizacién
temporal. {34]

La escalera de estructuras simplécticas para la jerarquia derecha se conoce par-

cialmente. [23, 8] Los resultados nuevos aqui son principalmente:

1. El hecho que la escalera también funciona para las Jerarquias izquierdas: en par-
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ticular hay una 1-forma que define principios de accién estdndar y no-estdndar
para la ecuacién KN, la ecuacién ShG, y la ecuacién de Liouville, algunos cono-

cidos y otros desconocidos (hasta ahora),

2. La extensién de la escalera hacia el lado izquierdo, junto con la factorizacién
explicita de las 2-formas simplécticas y consecuentemente Ia expresion explicita
de las ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de vectores entre las jerarquias

derecha e izquierdas,

3. La consideracién de términos de borde en los principios de accién, lo que per-
mite un buen tratamiento de las expresiones no locales, eliminando asi Ia necesi-

dad de un sistema de coordenadas en el que las expresiones sean locales, y

4. La construccién de Lagrangianos no—estdndar y corrientes conservadas para
la. mayorfa de los sistemas en las jerarquias derecha e izquierda, lo que re-
vela su integrabilidad explicita y determina un punto de vista unificado para
nuevos desarrollos sobre teorfas Lagrangianas para otras Jjerarquias de ecua-
ciones (e.g., ecuacién no lineal de Scrédinger, ecuacién Harry-Dym, ecuacién

de Boussinesq).

Recalcamos que segiin nuestra construccién, en los pares Lagrangianos estdndar
(L; K) para un vector dentro de una Jerarqufa, la 1-forma Lagrangiana esténdar
L no cambia si cambiamos un vector por otro dentro de la jerarquia: sélo la co-
rrespondiente O-forma K del par Lagrangiano estdndar varfa sensiblemente cuando
consideramos distintos vectores. De esta manera, distintos vectores en las jerar-
quias poseerdn distintos principios de accién pero sus ecnaciones de Euler-Lagrange
vendrén definidas con el mismo operador simpléctico. La tdnica manera en que las
1-formas cambien (y por lo tanto las 2-formas simplécticas también) es cuando nos

movemos en las escaleras (ver figuras 4.2 y 4.3).

4.5.1 Escaleras Simplécticas

El siguiente teorema general resume la construccién de una escalera de teorfas La-

grangianas para vectores de evolucién en la jerarqufa derecha KdV ¥, bajo suposi-
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ciones extras, -en las jerarqufas izquierdas KdV (ver comentario més adelante). Este
teorema es nuevo hasta donde sabemos.

Recalcamos que, como consecuencia de la correspondencia entre operadores sim-
plécticos y operadores cosimplécticos mostrada en la seccién 3.5.1, una escalera
de teorfas Lagrangianas es esencialmente equivalente a una escalera de operadores
Hamiltonianos o paréntesis de Poisson (ver las referencias [29, 28, 27, 7] para desa-
rrollos en el lado Hamiltoniano); luego, los resultados obtenidos aquf para operadores
simplécticos se pueden traducir a paréntesis de Poisson con miras a construir nuevas

teorfas Hamiltonianas para los sistemas respectivos.

Teorema 64. Supongamos que existe un operador hereditario T ¥ una 2-forma ini-
cial 5, cerrada, tal que 2 = 20 . T seq también una 2-forma cerrada.

Entonces las escaleras simplécticas derecha e izquierda, definidas por

n>1 (escalera derecha)

v = n) , pn-1 ,
n<0 (escalera izquierda)

contienen solo 2—formas cerradas:
5™ =0, neZz

(ver figura 4.2).

Mds atin, sea una jerarquia de vectores (cuyos componentes V2 cumplen ciertas
c.b. especificas en el borde del conjunto de tndices 8A } construida con la ayuda de
I', de modo que el primer vector en la jerarquia, Vi, tenga e T’ como simetria fuerte
y a ZU) como operador simpléctico.

Entonces, todo miembro en las escaleras derecha e izquierda es una 2—forma

simpléctica para todo vector en la jerarquia.

Nota 65. Este teorema asume algunas c.b. sobre los valores de los campos vectoriales
y las coordenadas en el borde, tales que las 2-formas en la escalera sean realmente an-
-tisimétricas y operadores simplécticos para todo vector en la jerarquia. Por lo tanto,
para cada 2-forma y vector tenemos que verificar esas propiedades y asi restringir
el espacio vectorial. Esta es la razén por la que este teorema puede no ser aplicable
a las jerarqufas izquierdas KdV: el comportamiento de los vectores izquierdos en el

borde debe ser chequeado en cada caso.
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Ejemplo

Para la ecuacién KdV, en coordenadas-u, tomamos I'fu] = R(M)[u], ast la segunda

2-forma simpléctica de la escalera derecha, como operador, es:
Z@ W) ==® . RO)[u] = D'D? + 8Dy + 4Dy, D1 £ 41D .

La antisimetria no es clara de la expresién de arriba, pero se demuestra que
esta 2-forma es antisimétrica si imponemos c.b. usuales para la coordenada-u y los
campos vectoriales en z.

La cerradura ha de ser obtenida explicitamente. Nos queda, en componentes, la

3~forma:

S (N)[u] = TNl + ZON) ]y, + 23 (W) e,

~8(z) — 8(z") — 8(z").

x %%

Por lo tanto, bajo c.b. usuales obtenemos §®(\)[u] = 0, y asi las hipétesis del
teorema se cumplen. Luego, miembros subsecuentes en las escaleras son 2-formas
cerradas. Para que sean estructuras simplécticas para la ecuacién KdV y todo otro
vector en la jerarquia derecha, es suficiente que X [u] sea un operador simpléctico
¥ B(M)[u] sea una simetrfa fuerte para el primer vector, ¥, [u], lo que es fécil de

probar bajo ¢.b. usuales sobre los campos y coordenadas.

4.5.2 Forma factorizada y Kernel de las 2—formas Simpléc-
ticas en las Escaleras derecha e izquierda: Sistema de

coordenadas—u

Escribir los operadores simplécticos en las escaleras en forma factorizada simplifica
el andlisis de su antisimetria, y conduce al cdlculo explicito de sus espacios de kernel,

necesario para obtener las ecnaciones de Euler-Lagrange a las que dan lugar.

Nota 66. Sobre los espacios de kernel: Es importante notar que el espacio kernel de
cualquier operador simpléctico depende sensiblemente de las ¢.b. y, por supuesto, del
sistema de coordenadas. Por lo tanto, los resultados de esta subseccién son aplicables

sblo al sistema de coordenadas—u, con c.b. apropiadas: si cambiamos coordenadas




59

y/o c.b. algunos vectores pueden salir del kernel. En este sentido, los espacios de

kernel listados abajo son los de dimensién mds alta.

Escalera derecha

Si escribimos R(A)[u] en forma factorizada llegaremos a una expresién para £ (\)[u]
que es manifiestamente antisimétrica (al usar c.b. apropiadas):
1 1
D
Pe(A} ()

Notar que esta estructura simpléctica es lineal en A\. Aunque incrementan su com-

Z@(\)[u] = D~ 4 (X) D D, (A) D7,

plejidad, miembros sucesivos en la escalera derecha se construyen directamente, por
multiplicacién con R(A)[u] por la derecha.

El espacio kernel de cada operador simpléctico en la escalera derecha est4 gene-
rado por vectores en las jerarquias izquierdas, y se construye a partir de Ker(R())[u]) =
{Ven (M) [l b1, -2, -3 (ver estos vectores en la ecuacién (4.5)). Se concluye que el

kernel de 2! [y] es nulo, y:

Ker(Z®Wu]) = VoumWIHES 25, n22.

Escalera izquierda

El primer miembro de la escalera izquierda. es
1 1
Pz(A) Pe(A)

Este operador es manifiestamente antisimétrico. La cerradura es dificil de probar

SO = 20 B ()] =

D™ 45(A) D™ 4(A) D!

explicitamente, pero la 1-forma que resuelve L (M) [u] = Z@(A)[u] resulta ser:
1

WD_I (12(A) Inepz(A)) (4.11)

si usamos las ecuaciones (4.3) para transformar las coordenadas y variaciones.

LOO()fuly = -

Los siguientes miembros de la escalera izquierda se obtienen ficilmente a partir de
la 2-forma anterior por derivacién (la demostracién se sigue del hecho que £W[y] =
" SO (N)[u] - R(A)[4] es independiente de A):

ENE = SO BT

1 1D\"
~ (22 o _
n!( 4DA) EP], n=1,2,..,c0.

i
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Los espacios de kernel de los operadores simplécticos en la escalera izquiercia
estdn generados por vectores derechos, y se construyen desde ¢l kernel de R (A\)u),
el cual es generado por el vector V, ,[u]. Concluimos que el kernel de B (A)[] es

nulo, y:

Ker(EPQA)ul) = {Vam W} 5", ng -1,

4.5.3 Escaleras Lagrangianas estindar para toda ecuacién

de evolucién en las Jerarquias

Construimos explicitamente las 1-formas Lagrangianas estdndar para las 2-formas
simplécticas asociadas por medio de un vector especial que se puede definir cuando

existe un operador hereditario.

Definicién 67. Sea I' un operador hereditario. El vector Galileano T asociado a
I" se define por la propiedad

LT=1.

Tgal
Ejemplo

El vector con componentes n,,[u]* = Sl, es un vector Galileano para el operador
hereditario R, ecuacién (4.1).

La razén para el nombre “Galileanc” es que la proyeccién del vector en este 1iltimo
ejemplo a una simetria para la ecuacién KdV nos da la simetria Galileana definida en
la ecuacién (3.4). Notar que este vector Galileano también es una simetr{a, Maestra,
(Mastersymmetry; ver definicién en las referencias [35, 7]) para todos los vectores en
las jerarquias derecha e izquierdas KdV.
~  Cabe destacar que las sucesivas derivadas de Lie a lo largo del vector Galileano,
nos mueven hacia la izquierda en las escaleras simplécticas, en las escaleras La-
grangianas y en las Jerarquias derecha e izquierdas KdV. Ademds, el vector Ngat(=1) =
—R? 1)y, es también un vector Galileano, esta vez asociado al operador R~1, con
lo que las sucesivas derivadas de Lie a lo largo de este vector nos mueven hacia Ia

derecha en las Jerarquias y en las respectivas escaleras. Fste vector también es una
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simetria Maestra, y es usado en la referencia [7] para generar la Jerarquia derecha
KdV a partir del primer miembro. M4s atin, este vector y sucesivos vectores gene-
rados por recurrencia definen ecuaciones de evolucién no locales muy interesantes,
cuyos principios de accién serdn investigados en un trabajo posterior.

El siguiente teorema es complementario al teorema 64 de las escaleras simplécticas,

y también es nuevo hasta donde sabemos.

Teorema 68. Supongemos que lus hipdtesis del teorema 64 se cumplen y que el

vector Galileano asociado a T resuelve £ XM =0, donde 2V es la primera 2—forma

Tlgat
simpléctica en la escalera.
Entonces, las siguientes 1-formas:
L(n) — ?:1)3,] E(n-l—l) — (P*)n L(O) , NE A (4.12)
satisfacen
L™ =nx®  nez, (4.13)

y ast definen, al menos, 1-formas Lagrangianas estdndar pera las 2-formas simpléc-
ticas asociadas, con principios de accidn vilidos para todo vector en las jerarguias
cuandon # 0; el caso n = 0 puede usarse para definir una constante de movimiento

para las distintas ecuaciones de evolucidn en las jerarguias (ver figura 4.3).

Nota 69. En la prictica, deben imponerse c.b. sobre los campos y coordenadas para
que las hipdtesis, y por lo tanto las afirmaciones que se derivan del teorema, sean

clertas.

Ejemplos

Usando c.b. usuales para la coordenada-u. Ya hemos visto en ejemplos anteriores I3
primera 1-forma no cerrada (n = 1) para KdV: LO[u], = ~28y  [u]y = —iD lu—
%:cu - La préxima 1-forma Lagrangiana estdndar se obtiene de contraer B* con la

1-forma de arriba. El resultado es:

3 1
L(z)[u]x =-3zu’~2uD 'y —-3D" 1y — -2-uz - §$um.
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El operador simpléctico asociado es igual a 2 5@ fu]: recordando que el kernel de
esta 2-forma es generado por los primeros tres vectores izquierdos, obtenemos que,
para una ecuacién de evolucién dada, digamos la ecuacién KdV, las ecuaciones de

Buler-Lagrange se deforman:
3 »
Up = ~Ugpy — 1202y, — Za_,- (gbz‘l n,b’”l)nu s
=1

donde a; son O-formas arbitrarias, y ¥ = 4(z,0,) en todas partes.

Los Lagrangianos est4ndar obtenidos de esta manera recursiva definen principios
de accién para cualquier ecuacién de evolucién en las Jerarquias derecha e izquierdas
KdV.

4.5.4 Lagrangianos no—estdndar derechos e izquierdos para

la Jerarquia derecha KdV

Para obtener el Principio Variacional que los nuevos Lagrangianos estdndar entre-
gan, tendrfamos que calcular 2 mano, en cada caso, el segundo miembro del par
Lagrangiano esténdar. Afortunadamente, para la jerarquia derecha KdV podemos
proyectar todos estos Lagrangianos estdndar porque el vector Galileano se proyecta

facilmente. Obtenemos:

Teorema 70. Pare cadam =2, 3,... ,00, las siguientes 1-formas son Lagrangianos

no-estdndar para el vector de evolucion Vj; ,[u]:
LOf, 8] = gy fug SO = (R'[u))” L™, 1], neZ,
con 2-formas simplécticas asociadas dadas por
LM =nx®  pe Z,

donde T mlu, ] = Pty oy () 7em[t] €s una simetria tiempo-dependiente para el vector
V(lnm)[u]:

1
ngal,m[u: t] = ngal[u] + (m - "2") tT/“.m_n[’UJ ) m= 2: 3: «ne 5,00,
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Nota 71. Con estos Lagrangianos no-estdndar, es directo escribir los principios de
accion, de la ecuacién (3.9) con K = 0. La nota 69 respecto a c.b. para el teorema

precedente, se aplica a este teorema también.

Notar que, por regla de Leibnitz, la derivada temporal parcial de cualquiersa de las
anteriores 1-formas Lagrangianas no—estdndar debe ser igual a la derivada, exterior
de una constante de movimiento para el respectivo vector de evolucién. De este

modo obtenemos el tipico conjunto numerable de constantes de movimiento para la
ecuacién KdV. [21]

Ejemplos

1. Escalera derecha. EI resultado proyectado para L®2[y] (ecuacién KdV, se-

gundo Lagrangiano) es

LAy ], = -~3zu?—2uD ly—3 Dty? — 34, — 5 T Uy

+ 1K@y,

donde K*3A[u] = [™ dg (150 ~ 15042 + 2 u2;) es una constante de movi-

miento para KdV.

2. Escalera izquierda. Paran < —1 obtenemos Lagrangianos no-estdndar izquier-

dos para la ecuacién KdV, los que se geﬁera.n a partir de

P 3
164, T3°

(se ha usado la constriccién); miembros sucesivos se encuentran por derivacién
1

LE D), the = (B2 O)[u]) £ L9, ] =

(notar que ellos no dependen eXpIicitamjante del tiempo):

LE-D())[y], = I% (_3[%)»“ (L), n>1,

donde LV uly = (R*(A)"[u)) - LO[u], = 1

Es interesante ver que la 1-forma Lagrangiana estdndar para 5© (M)[u] (que m4s
adelante se mostrard que define principios de accién para todo vector en cualquier
jerarquia) no se obtiene por los teoremas que hemos visto arriba: aunque se puede

calcular explicitamente (ver la ecuacién (4.11)), su proyeccién en un Lagrangiano
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no-estdndar no puede realizarse de manera concisa. Sin embargo, % LM(A) de-
biera ser proporcional a L{™(A)+ una 1-forma cerrada, puesto que sus derivadas

exteriores son proporcionales. De hecho, se demuestra, que

]i\L(M)(/\)[u] 4L(~1)(,\)[u]+5( f dz 1, (In 1, ) D‘IT; )

4

donde 1 = 1(z, A, t) en todas partes.

4.5.5 Construccién explicita de Escaleras Lagrangianas para

las Jerarquias izquierdas
Motivacidn: los vectores izquierdos tienen a &) como operador simpléctico

Bajo la suposicién no trivial de invertibilidad de las matrices de transformacién, ecua-

ciones (4.3), los vectores izquierdos resuelven . L',( )2(1) [ul=0, k=-1,~2 -3.
(k1)@

Luego, un principio Lagrangiano para las ecuaciones de movimiento no locales

ut(mit) = ('sz(x: W, t)_1 ":b(x:w1 t)lk]-‘l)z ? k= —'1: _'21 —3

queda definido. Mostramos esta afirmacién para el vector izquierdo Vet (W) [u)-
Como la 2—forma involucrada aqui, en coordenadas—u, es un operador constante, su
derivada de Lie es simplemente

L0k = TO[u]- V', (w)u] — transpuesta
Y- 11)(“’)

= D-1! (—4D¢}—,D_1¢3D_IE}:) — transpuesta,

y bajo la suposicién DD = I, la expresién de arriba se anula idénticamente. Para
hacer vilida la suposicién, se restringe el espacio vectorial a aquellos vectores Puf* =

f(z) tales que ™" dx f(z) = 0. Esta restriccién sobre los campos vectoriales, cuando

: : o
se aplica al vector izquierdo, implica la siguiente c.b.: Y(w)™ = 0. Esta c.b., a
su vez, nos permite escribir una estructura Hamiltoniana para nuestra ecuacién de

evolucidn:

uy = (Yo(z,w,8) )= Jy - SH U]y, (4.14)
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donde H-D[y] = (2C%2))-! {In Po(w))z, C (T,bm(w))+ (¥2(w))— es una constante
¥ Juy[u] = D. Notar que las c.b. de arriba junto a la ecuacxon de la estructura Hamil-
toniana implican que (Y (w))s. = (Ye{w))- = CY2 son clonstantes independientes de
las coordenadas. |

Vale la pena mencionar que esta estructura Ha.miltclmiana. €s una respuesta po-
sitiva a una pregunta abierta {20] en la literatura. En la. referencia citada, John M.
Verosky se pregunta si se puede encontrar de manera s1mple una densidad conservada
T (en nuestra notacién, un Hamiltoniano) tal que en lalecuacmn us = D¥? (que se
puede mapear a nuestra ecuacién (4.14)) se pueda hace; ¥? = E(T), donde F es el
operador de Euler, 7] es decir, la derivada funcional. [%a respuesta estd en nuestro
Hamiltoniano H(~Y[y] junto con las c.b. arriba mencioria.das.

Argumentos similares muestran que todos los vectores izquierdos tienen a EM[y]

como estructura simpléctica si se eligen las c.b. adecua;d'amente. Ahora, estos vec-
tores también tienen a R[u} como simetria fuerte (el céh::ulo explicito de esto puede
hacerse en coordenadas—). Por lo tanto las hipétesis de:I teorema, 64 son satisfechas
y la escalera de estriicturas simplécticas funciona para lcf)s vectores izquierdos.
Cambio al sistema de coordenadas—y ;
Sin embargo, no mucho puede hacerse con estas expresic!mas no locales. Todo se ve
mejor cuando vamos a coordenadas—y, donde como se hal. mencionado hay aparente-
mente un grado de libertad extra: desde el punto de vis’lca. Lagrangiano, esto quiere
decir que un mimero infinito de 1-formas en el sistema c;le coordenadas— mapea a
la misma 1-forma en coordenadas-u. Luego, por simpliqidad ¥, por otro lado, para
evitar la sobre-definicién de una I-forma Lagrangiana estdndar, basta con trabajar
con una l-forma con soporte o centrada en un punto de :la variable-y. Por ejemplo,
los mapeos de LM)(X), L{-1()) en el sistema de coorden%.das—;b se definen como las
1-formas cuyas componentes estdn centradas en y = A: l

LM () [t = —515 8(y — A)D? (@_b%)\)) ) (4.15)

L)k = o 6(y — 3 (416
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donde x = (z,y). Tomando derivada exterior, obtenemos 2-formas simplécticas

centradas en y = } las que, como operadores, son respectivamente

SOW = ~160 5 5 >
H SONM = =— D2

16900 %)
(El factor d(y — A)8(y' — ) que centra las 2-formas se asume implicitamente.)
Recordemos que esta dltima 2-forma genera los otros miembros de la escalera,
izquierda por derivacién con respecto a A (o multiplicacién por R(A)1).

Los espacios de kernel de las 2-formas simplécticas son ahora:

Ker(ZOMN) = {Viol] eet,-2,-3,
Ker(ZEU(M)[y) = { Vo [¥] =1 «

Nota 72. Debe tenerse cuidado con los términos de borde que aparecen en los Prin-
cipios Variacionales en este nuevo sistema de coordenadas, porque algunas 1-formas
con soporte aparentemente en el borde tienen en realidad su soporte en el interior a
causa de la constriccién (4.4). Para ser precisos, si una 2-forma simpléctica X estd
centrada en y = A, llamaremos 1-forma en el borde sélo a aquellos términos que
involucren las variaciones d4/(z, A, t) y sus derivadas con respecto a z evaluadas en
Ty, entendiendo asf que cualquier variacién §v(z.,y,t) con y # A puede en princi-
pio ser “interior escondido en el borde”. En particular esto ocurre con las derivadas
09 (z4, A, T}, que involucran dos valores infinitesimalmente cercanos pero distintos:
del indice y. La razén de esta distincién es que las tinicas variaciones que aparecen en
las ecnaciones de Euler-Lagrange, multiplicando a una 2-forma simpléctica centrada
en y = A, son precisamente de la forma dv(z, A, 1), con A fijo: por lo tanto la Accién
¢s un extremo para valores arbitrarios sélo de aquellas variaciones, y se nos permite
imponer c.b. en 3 (o0 alternativamente invocar el principio de Weiss [16]) s6lo sobre

aquellas variaciones.

Escaleras Lagrangianas izquierdas para los vectores izquierdos

Comenzamos el andlisis con la 1-forma LM(A)[3f], ecuacién (4.15), la cual se de-

muesira que es una 1-forma Lagrangiana estindar para todos los miembros en la
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Jerarquia izquierda: Vg, (w)[¥], Vaol¥]l, k = —1, -2, —3. Sin embargo, Ia cons-
truceidn explicita de los pares Lagrangianos est4ndar para los vectores Vi (w)[#] no
arroja muchas luces y se deja para un ejemplo explicito para la ecuacién ShQ en la
seccion 4.6.

Primero, es ficil probar que los vectores izquierdos internos deforman a LM} (A)[¥]

a cero o derivadas exteriores + borde:

L L)) = L L)) =0,

Y-1,00[¥] 2,0)[¥]
g L[] = SEM—39(3)[3p] + 1forma en el borde,
f-3,0)[¥]
donde KMi=30(\) ] = —1 [™ d (24h, — of, Inepy,) .

Principios de Accién para la ecuacién de Liouville y la ecuacién ShQ se construyen
con los objetos de arriba, en la seccién 4.6.
Ahora fijamos nuestra atencién en la I-forma LG-U(M)[)]. Se obtienen La-
grangianos no—estdndar para todos los vectores izquierdos internos:
ﬁ)[ ¢]L‘ D] = el ¢1L( D] = WL ",,]L‘ YW =0,
mientras que pares Lagrangianos estdndar aparecen para los sucesivos vectores izquier-

dos:

=D = 6K 49 Tt >
v oms - A=K w)] + U5, w)y],

donde el 1iltimo término en el lado derecho de la 1iltima ecuacién es una verdadera
1-forma en el borde (i.e., contiene sélo variaciones centradas en y = A). Realizamos
los célculos explicitamente sélo para el vector V_, ,,(w)[t]: derivadas de Lie a lo
largo del vector V4[] mapean los resultados a los vectores restantes V_, ,(w)[¢/]
Y Vecan(@)[¥] (esto se debe 2 la estructura de dlgebra SL(2,R) de los vectores).

Obtenemos
(=1;-1) 1 B0 o
K (A w)Y] = W”TB (w, W)['/’]'l' (1\ )X(w)[¢]
11 1 01hza(A) _
U0 = g (oo
BO, w) (4] 69p-(2)

B o) (a2 T M'\)) ’
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1/2
donde B(O] (’\’ QJ)[7/)] = % (Tl’xl('\) 9!’:("’)) AA (l 1,');(&)))3: y

P

”

41.sz mD&,b(w / d:vd)z(w)

es una 1-forma cerrada (usamos las matrices de transformacién (4.3) para demostrarlo;

6 X (w)[4)]

ver la seccidn 4.5.5). La expresién explicita de X (w)[#], empero, depende de las c.b.
para la coordenada—.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan de este Lagrangiano estdndar son:

SV ] - @ — Vs sy (@)[0]) = (4.17)

o, usando la forma explicita del kernel del operador de arriba,

(T, A, t)=— T,bz(ﬂ':, A t) A, (m) + a(t) Yoz, A, £),

donde oft) es una funcién arbitraria del tiempo. Ver en la seccién 4.6 una cons-
truccién similar para la ecuacién ShG deformada con el primer vector derecho, en
coordenadas-z, donde las ¢.b. determinan el coeficiente (t) de la deformacién en

términos de funcionales de los campos.

4.5.6 Constantes de Movimiento para vectores izquierdos:

Integrabilidad explicita de los vectores izquierdos

El Lagrangiano L-"(A)[#] conduce a la construccién de constantes de movimiento
para las ecuaciones de evoluci6n involucradas. S6lo necesitamos una simetria para
el vector de evolucién. Por ejemplo, tomando V = V_, 1(W)¥] como vector de

evoluci6n y 5[y} = V_,,[#f] como una simetria para V, definamos la 0—forma:
HODOW] =i, LW = [ et g
Lo 8 /o ¥u(N)

De acuerdo a la regla de Leibnitz, esta 0-forma debiera definir una corriente

conservada porque L= (A)[¢}] es un Lagrangiano estindar y

£ KD w] =0.

H-1,09)
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Un céleulo explicito da (bajo la constriccidén)

o £ BB = - BOO,w)leP
(-0

M4s aiin, esta corriente conservada puede proyectarse en una verdadera constante

de movimiento. El resultado es la constante:

Gt = HE )]+ GOBE

Finalmente, las ecuaciones de constriccién llevan a otra constante de movimiento

(Ia cual no depende explicitamente del tiempo):

e e,
BOR, w)[y]

IS0, w0) ] = HES D)) + O Y]

donde 7(A,w)[1)] = (%) 1/2.

Nuevamente, estos resultados se pueden mapear a los otros vectores izquierdos
por derivacién de Lie a lo largo de Vi-s.0[t)]- Recalcamos que estos representan un
niimero infinito de cantidades conservadas para todo vector en las jerarqufas izquier-
das, porque A y w son arbitrarios, lo que demuestra explicitamente la integrabilidad
de los vectores izquierdos.

Mis adelante, en los ejemplos, se verd que las 0-formas aqui definidas, ecnacién
(4.18), representan también un mimero infinito de corrientes conservadas para vec-

tores en la jerarquia derecha KdV (especificamente para la ecuacién KN).

4.6 Forma explicita de los Principios de Accién
para ecuaciones seleccionadas en las Jerarquias

derecha e izquierdas

Los resultados de esta seccién son nuevos hasta donde sabemos, excepto cuando lo

contrario se mencione explicitamente.
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4.6.1 FEcuacién de Liouville pura: Matriz Simpléctica 2© (A)

La forma usual de esta ecuacién es en coordenadas—z, donde se lee 2,y = e*. Sin

embargo, trabajaremos en coordenadas—), donde la ecuacién es

"!’t(m: U, t) = I{iuu[¢]x + é(a V(—l.o)[")b]x + ﬁV(—z,O)["nb]x) = ¢2 +ap+ 8 (4-19)

con «, f funciones arbitrarias del tiempo, lo que significa que un apropiado principio
de accién tiene una matriz simpléctica con V100 ¥ V_2.0y cOmo vectores en el kernel.
Este es el caso de la 2-forma %(® (A), si usamos las siguientes ¢.b. sobre los vectores

y las 1-formas (o variaciones):

(¢m‘ (:E, ’\)):I: =0 ) (J"me(-'f’ f\)):i: =0. (4.20)

Como hay una simple transformacién que aniquila @ y £ en la ecnacién {4.19),
asumimos que o = # = 0 y nos enfocamos en el término %% (que viene del vector
‘/f:iou)'

Lagrangiano estindar para la ecuacién de Liouville

Se encuentra que

T

K(M;LiOU) (,\) [¢] = —1—16 dz (2 1|bx - llibw In 1'03)

es solucién de

£ L™M(N)[h] = KM (\)[4)] + 1-forma en el borde[?)],

Vieion

completando asi el par Lagrangiano estdndar (LM)(A); KMiLion)(3)) para Ia ecuacién
(4.19) con o = g = 0. El principio de accién estindar para la ecuacién de Liouville

es luego:

t.i Ty
Slibla, 9] =~ /t dt f 2 [ el — ¥7) + 4 — 2o Tnth]

No—estandarizacién del Lagrangiano

Aplicamos el proyector definido en la seccién 3.4.5, sobre la 1-forma L™ (), de modo

que una I-forma Lagrangiana no-estindar se obtiene para el vector de Liouville,
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Viton w’] :

LMH (), 8 = Prpe, (LM ()l
Sy — ) x

(_i(}_) L P 1 Y )
32\Y%2/z 16(1+1ty)?  16(Q+10) o)

M L(M Liou) (/\)

Viiou

I}

Es facil ver que

sin términos de borde. La estructura simpléctica cambia bajo la proyeccién por un
término de borde cerrado, el cual depende explicitamente del tiempo. Su kernel, bajo
las c.b. de ecuaciones (4.20), est4 generado sélo por el vector Vi-1.0) - Ahora podemos

aplicar los teoremas de las secciones anteriores para:

1. Escribir el principio de accién no—estdndar para la ecuacién de Liouville;

Slp(z, A 2)] f dt f dz (, — 9?) x

(__() 1 2y, L Lt )
Yo)ew 6(1+t)° 16 (L)) 9]

2. Contraer esta 1-forma Lagrangiana no—-estdndar con una simetria y asf obtener

una constante de movimiento para nuestro sistema. Usando la simetria trivial
7 = Viiou, Obtenemos una constante de movimiento no trivial:
HME (), 1] = wu.,uL‘M HD ), 1]
= da:zb(:c /\)

(m_—i(_l_) 1 £y, pl o the )
32\%/y, 16(1+t9)?  16(1+10) o

Esta constante de movimiento satisface, sin términos de borde,

D oation _
5 H N, ] =0

bajo el flujo de Liouville, como se espera por la regla de Leibnitz.
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3. Construir una corriente conservada basados en la (—forma ((MiLiou) (AN, 1],

definida por:
B LTI (X)ah, 2] = SCML (A\)[uh, ] + 1—forma en el borde,
lo que es una consecuencia de la existencia del Lagrangiano estdndar

(LD []; KMt () [g]) .

Esta construccién lleva a la corriente conservada

(T, T%) = —% (% —f; (1—4;1% +In(1 +t1,b))) .

Los resultados arriba. mencionados se pueden entender como nuevos teoremas

de conservacién no locales para la ecuacién de Liouville en coordenadas—z.

4. Finalmente, mds objetos no triviales se obtienen por contraccidn de nuestra
1-forma no-esténdar con vectores derechos o izquierdos y/o por derivacién de

Lie a lo largo de estos vectores.

4.6.2 Ecuacién ShG y algunas deformaciones

Para obtener la tipica ecuacién ShG desde el principio de accién, necesitamos que la
matriz simpléctica (w) y el vector ShG Vo (w) tengan el mismo argumento w (el

que est4 fijo en esta subseccién). Trabajaremos en el sistema de coordenadas—z.

Ecuacién ShG pura: matriz simpléctica 2 (w)

El par Lagrangiano estdndar para la ecuacién ShG serd (LM (w)(z]; KMiShG) (1) [2]),
donde la 1-forma Lagrangiana estdndar mapea a coordenadas—z usando la matriz de

transformacién $% = D14, :
1
L) [zhe =~ 8y~ w)za(z, ),

y asf la 2-forma simpléctica T (w)[z] = llsD tiene sélo un vector en el kernel, a
saber V_,[z[* = 4. Por otro lado, la 0—forma Lagrangiana estdndar resuelve
)

5200 ¢ (MiShG) (w)[2] + 1-forma en el borde = tghf(w)L(M) [2](z, w)
1
= -3 [sinh z—coshzD! zz] .
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Obtenemos el principio de accién usnal para la ecuacién ShG: [21]
1
Slz(z,w,t)] = 33 di dz (—2;2; — 2 coshz) .
t_
Ecuacién ShG deformada con el primer vector derecho (translacional):

matriz simpléctica -1 (w)
La préxima 1-forma Lagrangiana esténdar izquierda para la ecuacién ShG, LE-w),
se lee

LY (w)[z]x = —3% dw-y)e* (D™'e™?),

La 2-forma simpléctica asociada es

1
2D (w)fe] = ~3 (e*D'e™* +¢* D ) ,

que hereda el kernel (generado por ¥ ,[z]* = —zz) de aquel en el sistema de

coordenadas—1 sélo para c.b. muy especiales:
_ 1 — .
ECN w2l + V2] = ol 6w —y) (efe™m —e*eF)

la dltima expresién se anula sélo para c.b, z, = z_ + ir(2n+1), neZ.

Para otras c.b., empero, este paréntesis de Lagrange no posee kernel, lo que se
muestra en el Principio Variacional para el vector Sh@G por el hecho que las ecnaciones
de Buler-Lagrange se deforman por un factor del vector Val2], factor que no es
arbitrario: depende de las c.b. usadas para las coordenadas—z.

En el caso genérico e # 0 (y por Io tanto la 2-forma simpléctica 21 es inver-
tible), el principio de accién es explicitamente

ti 1 [+ .
Slz(z,w,t)] = ./z_ dt [—3—2./;& dre*(D'e™%)(7 — D~ 'sinh 2) + K("I;ShG)[z]} ,

y las ecuaciones de Euler-Lagrange son

—:—3}-2- (*Dle™* +e*D! &) (2 — D~ 'sinh z + afA,, Alz)=0
0, equivalentemente,

z—D7'sinhz + a4y, A]z, =0,
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donde K(-18hG)[5] = [*+ gy e?(D-le~%)2/128 + FA,, All, Ap= [Trdzetsy

o, F' resuelven la ecnacién:

SFlAs, A) = ~afAy, A) (€7 844 +F6A) + 3 A (A —24,)54,. (421)

Hay muchas soluciones de la ecuacién anterior para un conjunto dado de

e.b.

sobre los valores limite de z4, asf que discutiremos, como ejemplos, sélo dos casos

representativos de ¢.b. que no se intersectan:

L. 2y =—z_+ir(2n), n€Z.Es ficil ver que esta c.b. implica &, e~% # 0

en este caso nuestra 2-forma simpléctica es invertible.

Una solucién de la ecuacién (4.21) es
a=-AyA_[4eF, F=A, A2 /512,

la que esta bien definida en virtud de las c.b. usadas.

, asf

2. zy = —z. +ix(2n+1), n € Z. Esta c.b. es compatible con la condicién

para la existencia de kernel para nuestra matriz simpléctica, perc seguiremos

suponiendo que €% #£ 0.

En este caso, una solucién de la ecuacién (4.21) es
—_ 1,
a=-— (A5 -A%) /8, F=- (A'iA_-g(Ai-f-A‘l)) /512,

La tipica constante de movimiento para la ecmacién ShG

[29],

Hlz| = f:_* dz cosh z, funciona en este caso también: bajo las c.b. imple-

mentadas, obtenemos

. Tt N
Hlz] = f dz sinh2(D™! sinhz — @ 2;) = acoshz = 0.

4.6.3 Ecuacién KN y algunas deformaciones
Ecuacién KN deformada con dlgebra SL(2,R): matriz simpléctica Z©

La siguiente 0—forma
— N

. 3X (e 64 [ h\® 1 [ ez )
o= T2 () e [ (3
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completa el par Lagrangiano est4ndar (L) K (Mi12)) para la ecuacién KN; los
términos de borde permiten escribir un Principio Variacional con ¢.b. sobre Ia
coordenada-u: uy = A, ¥ con c.b. espaciales sobre las variaciones (mds pre-
cisamente, sobre el espacio vectorial permitido) tales que la 2-forma simpléctica
ZOM\)e] = SLOD(A)[4f] sea antisimétrica; estas c.b. resultan ser menos restrictivas

que las usuales.

Ecuacién XN deformada con el primer vector derecho (translacional):
matriz simpléctica T(-())

-~

El primer vector derecho Vj,,Jth] genera el kernel de la matriz simpléctica:

/'—M\
x’ (—1) — J,llb(A) i . .

VoW 2V (A)[¢h]ex = ~ = 0, en particular para c.b. usuales; ob-
tenemos un Lagrangiano no—estan ar para la ecuacién KN en este caso, Inego de

proyectar la 1-forma L=D(X)[4]:

M LEMD (A, £] = 1-forma en el borde,
{1,2)

LEAN Y = L] - tsx Ay,

T4 2
K(—l;lﬂ)[,p] = 632 dz ("!)_"”.)

Construccién de constantes de movimiento y corrientes conservadas para

1a ecuacién KN

La primera constante de movimiento (conacida [21]) que podemos escribir es la con-

traccién de la anterior 1-forma con el vector de flujo:
T+
HEWBD O] = dy, ,, LD (), 1] = f dz (u(z,t) — A),
Tr_

donde u(z,%) es la solucién asociada de la ecuacién KdV, y hemos asumido, por
simplicidad, ¢.b. us = A. Otras, nuevas constantes se obtienen al contraer nuestra
1-forma no-estdndar con otras simetrias. Por ejemplo, la contraccién de I,(~1i1:2) (M, 1

con las primeras fres simetrias izquierdas da esencialmente las 0—formas que, COMO ya,
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sabemos, definen corrientes conservadas para los vectores izquierdos (ver la ecuacién
(4.18)):

HESD(O] = / iz PN j=1,2, 3.

(i = Sy i=L

Cada una de estas tres 0—formas define un néimero infinito (continuo dado que ) es
arbitrario} de corrientes conservadas para la ecuacién KN. Por ejemplo, el caso j =1

lleva a la ley de conservacidn:

D 1 D A u{z) Poa(2,A)° ) _
Dt (8 P (z, A)) " Dz (%(m, N T 2u(z, ) | 81 (z, A)“) =0

que es vilida on-shell bajo el flujo KN, y donde ) es arbitrario: en particular, si

tomamos la derivada con respecto a A de la anterior ley de conservacion, obtenemos

una nueva corriente conservada:
. z, D 1 '\ﬂ’zl(m:'\) u!m! "pz !.'E,Al
(a‘ ':;:'“f(z A)"*‘) T oo (¢=(m AT @A T 2¢=(;.A) +
+ :I:S!z X!'!’;:Ai!ﬂi A! 31}13;(1,)\)2',&;}(1::%)) = 0
2{Z,A) 8¢z(z,2)* -

la que es no local incluso en coordenadas—: las derivadas con respecto a A esconden

la no localidad (ver la ecuacién de constriccién (4.4)).
-~ Se puede mostrar que las constantes de movimiento obtenidas via contracciones
de L-142)()) con y/o derivacién de Lie a Io largo de los sucesivos vectores izquierdos
ya estan contenidas en las constantes arriba definidas.

Para terminar, hay otro grupo de constantes que son puros términos de borde:
en este caso no se admiten “términos espaciales” en la corriente conservada J*, por
lo que tenemos verdaderas constantes de movimiento. Ellas aparecen, sin embargo,

para c.b. muy especiales:

1. Para u; = u_ = —A/2, (u;)s = (Ugs)s = O:
bor(1} _ ¢zz
#EO0A = ().

2. Para Uy =U.. = /\, (uz)i = (uzm):!: =0

2o = (42)
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R w)
= Vi (w)
Rw)

R (w)

S Viea(w)
R{w)

B lw)
S Vi (w)
R(w)

¢~ Jerarquias Izquierdas +—

1)

= Vieun(w)

Rw)

R~ 1wy
= V(—z.n(w)
R(w)

R 1)
: V(—all) (w)
R{w)
Kernel de

R(w)

V(l.l)

Kernel de
R~ 1

r-1
5 Vag
? (ecuacién
KdV)

=117,

-+ Jerarquia Derecha --+

Figura 4.1: Jerarquias Derecha e Izquierdas KdV de vectores. FEstas comienzan

i

con vectores en el kernel de los Operadores Hereditarios R{w) y R~L. Miembros

sucesivos se generan en general por contraccién con los respectivos operadores, 0 por

derivacién con respecto a w (jerarquias izquierdas). Derivacién de Lie a lo largo del

vector izquierdo interno V., sirve para moverse hacia abajo a través de diferentes

jerarquias izquierdas. Derivacién de Lie a lo largo del vector Galileano para R mueve

de vector en vector hacia la derecha, y hacia la izquierda lo mismo sucede con el vector

Galileano para R~!. La ecnacién de Sinh-Gordon y la ecnacién asociada Camassa—

Holm aparecen como ecuaciones de evolucién usando los vectores izquierdos Vi w)

¥ Vicany(w), respectivamente.
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=100 R=Y r-100) R r-?
S 2600) 5 DO S >0 5 n@ 5
R(A) R()\) R(>) n R

+— Hscalera Izquierda «--|}--+ Escalera Derecha --+

SEMM] = L(-12)" 2O W], n=12,...,c0.

nl

Figura 4.2: Escaleras izquierda y derecha de operadores simplécticos cerrados. Ellos
se generan mediante contracciones sucesivas de (!} con los operadores hereditarios.
Los operadores simplécticos en la escalera izquierda pueden también generarse por
derivacién de Z®()) con respecto a . Esencialmente, podemos movernos de ope-
rador en operador via derivacién de Lie a lo largo del vector Galileano para I hacia

la derecha, y hacia la izquierda lo mismo sucede con el vector Galileano para R7!,

R Lt T ¢ )] B! r—! ™1
SO L) s L0 5 0 5 @ 4
R(A} R{}) {cerrada) R R R

+— Escalera Izquierda «—||--+ Escalera Derecha --+

SLO(A) =nX™(X), n<0|sL*™N) =500 | L™ =nxM >0

Figura 4.3: Escaleras izquierda y derecha de 1-formas Lagrangianas estndar. Sus
derivadas exteriores son proporcionales a los operadores simplécticos en las escaleras,
exceptuando a L@, que es cerrada. En su lugar, la 1-forma L™ se obtiene de
integrar la correspondiente ecnacién. Para las Jerarquias KdV, esta dltima 1-forma
da principios de accién para la ecnacién Krichever-Novikov (mapeable a KdV), Sinh-
Gordon, Camassa-Holm, y Liouville, siendo posible en este tltimo caso integrar el

sistema explicitamente al proyectar la 1-forma Lagrangiana.




Capitulo 5

Lagrangianos, integrabilidad y

caos para ecuaciones dinamicas 3D

Los sistemas no lineales tridimensionales anténomos de primer orden muestran un
comportamiento muy rico, desde completa integrabilidad {17, 36, 37, 38 hasta caos y
atractores extrafios, [39, 18, 40, 41, 42] de acnerdo a los valores de los pardmetros que
aparecen en las ecuaciones de movimiento. Como éstos representan usualmente sis-
temas fisicos y biolégicos de interés (ecuacién de Lorenz para el fluido hidrodindmico,
ecuacién de Rdssler para sistemas qufmicos reactivos, ecuacién de Lotka—Volterra
para fisica de ldser, plasma, [1] biologfa, [2, 3] economia, [4] ete.), es en cierto modo
sorprendente la falta de Principios de Accién para tratar estas ecuaciones. Intenta-
mos llenar este espacio usando el formalismo general para estructuras Lagrangianas,
[14} el que aplicado a sistemas en dimensién tres se reduce a un problema més sim-
ple, a saber: para un campo vectorial tridimensional de evolucién o flujo dado V3,
encontrar el determinante de una métrica (o elemento de volumen) tal que la diver-
gencia covariante V,V* = (), que es un modo de escribir el teorema de Liouville y
también una condicién que se sabe que conduce 2 la construccién de constantes de
movimiento partiendo de simetrias solamente. [43] Las ecuaciones de Euler-Lagrange
que provienen de estos principios son usnalmente equivalentes a 3";—: = V', donde s
es un pardmetro arbitrario (simetrfa de reparametrizacién temporal).

En la seccién 5.1 se presenta un repaso de resultados conocidos y algunos resul-

tados nuevos sobre el tratamiento Lagrangiano para sistemas tridimensionales. La
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secci6n 5.2 frata con aplicaciones de la teorfa: un método para construir nuevas cons-
tantes de movimiento a partir de constantes conocidas, construccién de estructuras
Hamiltonianas, y varios tipos de Principios de Accién con invariancia relacionada a
simetrias. En la seccién 5.3 mostramos ejemplos para la ecuacién Lotka—Volterra,
incluyendo casos integrables as{ como casos no-integrables: mostramos que casos
“cuasi-integrables” (i.e., sistemas que poseen una constante de movimiento) encon-
trados recientemente [37] de Lotka-Volterra son en realidad integrables; para los
casos integrables, la construccién de Lagrangianos conduce a nuevas ecnaciones rela-
cionadas, que involucran a simetrias (del vector de evolucidén V) las cuales generan
el kernel de la 2-forma simpléctica. Las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan
poseen varios tipos de invariancia, la méds simple de ellas es la reparametrizacién
temporal, que aparece cuando el kernel de la 2-forma simpléctica estd generado
por el vector de evolucién V; finalmente, dos ejemplos (relacionados con sistemas
cadticos conocidos en la literatura [18, 39])) muestran que sf existen descripciones La-
grangianas para sistemas cercanos al comportamiento cadtico ¥ que éstas satisfacen
las condiciones de Shil’'nikov [40] sobre la existencia de atractores extrafios alrededor
de puntos fijos, aunque axin es incierto si una curva homoclina existe o no para tales

sistemas.

5.1 Repaso
Consideremos las ecuaciones de movimiento anténomas:
@) = V()] , ab=1,2 3, (5.1)

donde V define un campo vectorial de flujo, velocidad o evolucién en el espacio
correspondiente, siendo una funcién (local en el tiempo) de las coordenadas z2(1).

Como ejemplo, la ecnacién de Lorenz se define por el vector
Viz,y,2 = {V5,V¥,V*} = {~0z+0y, ra—y—z2z, 5y — bz},

donde (o, r, b) son tres pardmetros independientes.
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5.1.1 Estructuras Lagrangianas para sistemas tridimensio-

nales

En dimensiones arbitrarias, el problema de encontrar formulaciones Lagrangianas o
Principios de Accién para las ecuaciones de movimiento (5.1) lleva a ecnaciones co-
variantes [14] (ver la seccién 3.4) en términos de derivadas de Lie de estructuras tenso-
riales a lo largo del vector de flujo. En tres dimensiones, las ecuaciones est4n muy res-
tringidas: como es un sistema de dimensién impar, las ecuaciones de Euler-Lagrange
siempre presentan una invariancia. Por ejemplo, invariancia de reparametrizacién
temporal aparece cuando el kernel de la 2-forma simpléctica est4 generado por el
campo vectorial de evolucién V.

Desde ahora, a menos que se diga explicitamente, estaremos tratando con objetos
tiempo—-independientes, en el sentido que sélo dependen del tiempo implicitamente,
a través de su dependenciaﬁen las coordenadas z2(t).

Las ecuaciones de movimiento (5.1) estdn relacionadas con el Principio Varia-

cional con Accién
Sz (), = /: " dt (La (2% ~ V?) + K) , (5.2)
donde la 1-forma L{z®] y la 0-forma K[z"] satisfacen la siguiente ecuacién:
LapVP+ LV, = K,

— 8K
con I(’a = g -

Reescribimaos en términos de tensores:
,‘L;L =dK,

donde 5 es la derivada de Lie a lo largo del vector V, y d es la derivada exterior
(ver definiciones en capitulo 2).

Llamamosal par (L; K), 1-forma L y 0—forma K, un par Lagrangiano estandar
para V si K # 0. En el caso especial K = 0 llamamos a L un Lagrangiano
no—estdndar para V: este caso permite la construccién de paréntesis de Poisson y
constantes de movimiento (ver seccién 5.2 y, para el caso general de construccidn de

constantes de movimiento, seccién 3.4.7).




Las ecuaciones de Euler-Lagrange, que provienen de exigir que la variacién de
la acci6n (5.2) sea igual a términos de borde solamente (Principio de Weiss; [16] ver

la seccién 3.4.2) son:
Tap (£° - VP) =0, (5.3)

donde ¥ = dL es la 2—forma simpléctica o paréntesis de Lagrange cuyas compo-

nenfes son:
2a.b = Lb,a - La,b .

Notar que estas ecuaciones de Euler-Lagrange no implican a las ecuaciones de
movimiento originales (5.1); en vez de eso, implican ecuaciones deformadas o mez-
cladas que involucran al kernel de la 2-forma simpléctica. En tres dimensiones, la
2—forma. simpléctica siempre tiene kernel, y lo mds simple es pedir que €l kernel sea
proporcional al mismo vector de evolucién V (para otros tipos de kernel en estos

sistemas ver la seccién 5.2.3):
Yap = P[md]eabcvc ’

donde €,y s la 3-forma Levi-Civita, una densidad tensorial totalmente antisimétrica,
con €123 = 1,y p[z?] es el elemento de volumen, una densidad escalar que resuelve
[43]

(Va2 =0, (5.4)

lo que es necesario y suficiente para que T sea una 2-forma simpléctica cerrada para
el vector de evolucién V. En términos de una métrica, Jab, €l elemento de volumen es
p = /det g., y la ecuacién de arriba es equivalente a V,V* = 0, donde la derivada
covariante se toma con respecto a la métrica g. Geométricamente, la existencia de
tal métrica conduce a la construccién de un invariante integral [15] (teorema de

Liouville) de la forma

1= [ s,
M

donde M es una regién del espacio de configuraciones, regién que se supone evolu-
ciona 2 lo largo del flujo V. El elemento de volumen no es tinico: en efecto, dados dos

elementos de volumen p y g, su cuociente C' = p/p' es una constante de movimiento,
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Como consecuencia del hecho que el kernel de la 2-forma, simpléctica estd gene-
rado por el vector de evolucién, nuestros Principios de Accién para sistemas tridimen-
sionales serdn puramente geométricos: ellos nos darén sélo la curva del movimiento,
dejando la manera en que corren los relojes locales sin determinar. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange (5.3) son asf £,,%" = 0, que es equivalente a % = V2, donde s
es un parametro arbitrario.

El par Lagrangiano estdndar (L; K) se construye (localmente) por una integral

de linea:

K[z*] = La[z?] Valzh],

La[{cb] — ful Eab[mc(s)] %ﬂsds +R,a[$b], (55)

donde R es una 0-forma arbitraria y el camino en la integral de linea estd parame-

trizado por
z?(s) = zo" + 5 (z* — 2,*), se€|0,1],

y es tal que el integrande es igual a cero en s = 0 y es bien comportado a lo
largo del camino. La Accién para el sistema muestra claramente la invariancia de

reparametrizacion temporal:

S[z*@®)] = ft ’ L,[z°(8)) £2(£) dt . (5.6)

Es importante mencionar aquf la cercanfa de la ecuacién para el elemento de
volumen con aquella para el polinomio de Darboux. En la terminologia usual,
[36] dos polinomios en las coordenadas, f(z?) (el polinomio de Darboux) y Q(z?) (el

cofactor) deben encontrarse de manera que

f,aVa=Qf1

por lo tanto podemos obtener una solucién para el elemento de volumen, ecuacién
(5.4) a partir de un polinomio de Darboux cuando el cofactor es un miiliiplo de
V? .. Hay usualmente otras soluciones para el elemento de volumen tales que la ex-
presion resultante para f no es polinomial, como sucede con los asf llamados factores

exponenciales en la referencia [37].
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De todos modos, esta cercania puede usarse directamente para construir Princi-
pios de Accibén para toda ecuacién para la cual se conozca un polinomio de Darboux
o una “funcién de Darboux”, como es el caso de la ecuacién de Lorenz, la ecuacién

de Rossler, la ecuacién Lotka—Volterra y muchas otras.

5.2 Aplicaciones

En las siguientes aplicaciones, vamos a asumir que el vector de evolucién V posee un
Lagrangiano no-estdndar L (esto fija a R en la ecuacién (5.5)), como es el caso en
1

los ejemplos que siguen en esta seccidn.

5.2.1 Método para construir una constante de movimiento

partiendo de una conocida

Podemos usar una constante de movimiento conocida para construir la otra
explicitamente. Describiremos el método, omitiendo los detalles por simplicidad.

" Supongamos que el vector de evolucién V posee: (a) Un Lagrangiano no-esténdar
L, junto 2 su elemento de volumen asociado p; (b) una constante de movimiento

tiempo—-independiente H{z?]. Consideremos el vector definido por las componentes

1
‘.ﬂa = ; EabcH,ch .
Se sigue que 7 es una simetria para V, y que 7 es proporcional a V. Luego,

obtenemos
T]a =1V ’

donde I es una constante de movimiento para V, la que puede ser o no indepen-
diente de H. Mostraremos que el sistema es completamente integrable (i.e., posee

dos constantes de movimiento tiempo-independientes, e independientes entre sf) en

cualquier caso:

1.5i I = 0, entonces DH, = L, donde D es una constante de movimiento

independiente de H, porque, de otro modo, dL se a:ilulan'a.,
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2. si I # 0 es independiente de H, es directo y

3. s I 7# 0 es funcién de H, I = I(H), definamos la 0-forma P(H) tal que
& = (+I) - Definamos luego la 1-forma U = =P L. Se sigue que dU/ = 0, por

lo tanto la 0-forma C definida (localmente) por
dC =eFL

es una constante de movimiento independiente de H para V.

5.2.2 Teorias Hamiltonianas

Usando las constantes de movimiento obtenidas en la 1dltima subseccién, es facil
construir todas las posible teorfas Hamiltonianas para el vector de evolucién V. Por

ejemplo, para los casos 2. y 3. de arriba podemos escribir
Ve = Jab H,b ,

donde J%* = (Ip)~1€®L. es el paréntesis de Poisson. El Casimir, aunque
siempre computable, es ficil de adivinar sélo en el caso (iii): es la O—forma, C de
arriba, y resuelve J**C,, = 0. El Hamiltoniano es H médulo una funcién de:'O'; su

seleccion final descansa en condiciones de estabilidad (ver la referencia [44]).

5.2.3 Mais teorias Lagrangianas

Si tenemos dos constantes de movimiento independientes (tiempo-independientes)
para el sisiema (5.1), entonces otra constante de movimiento tiempo-dependiente se
puede construir (en principio} por integracién de cualquier componente del vector
de evolucién. Si H'[z,y, 2], H%[z,y, 2] son dos constantes, asumamos que podemos
resolver para y y para 2, obteniendo y = y[z, H', H?, z = 2|z, H', H?. De esta
manera, la componente z de las ecuaciones de movimiento £ = V![z, , z] se trans-
forma en £ = Flz, H', H?], y asf obtenemos una constante de movimiento tiempo-

dependiente,

ﬁs[zay’zst] =H3[$:y=z]_t;
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donde H[z,y, 2] = (f* (Flz, B, HE))™ dz) , .
Hi=Hi[zy,z]
Ahora que tenemos tres constantes de movimiento, afirmamos que la siguiente es
la forma genérica para cualquier 1-forma Lagrangiana no-esténdar (esta vez tiempo-
dependiente): [14]

L=Cde?,

donde C? = C/[H', H?, H3 — t), i=1,2.

En el caso que cualquiera de las C7 dependa de H 3, el kernel asociado a la 2-forma
simpléctica ya no serd proporcional 2 V: de hecho, serd proporcional a una simetria
(que probablemente serd tiempo-dependiente) 7 para V, la que puede ser calculada,
explicitamente. Obtenemos como resultado, nuevas ecuaciones de Euler-Lagrange
que mezclan al vector V' con 7. Ejemplos con simetrias 7 tiempo-independientes se

mostraran en la seccién 5.3.2.

5.2.4 Simetrias

Finalmente, asumiendo que las 0—formas H!, H2, H® de la @ltima subseccién se cono-
cen, entonces un dlgebra Abeliana de vectores A = {5, m, 73 = V'} se puede cons-
truir, tomando los vectores duales a las 1-formas dH!,dH?, dH?3, i.e., resolviendo

para los vectores:
LH* =&, 4,k=1,23.
7

Estos vectores que conmutan son simetrias unos de ofros por definicién, y son
‘usados para generar el kernel de la 2-forma simpléctica mds general para el vector

de evolucién V' (ver la seccién 5.3.2).

5.3 Ejemplos: La ecuacién Lotka—Volterra

Esta ecuacidn, restringida a tres dimensiones, se lee en su forma general,
t = Vz,y,2] = z{a1+buz+bipy+by2)
7 = VV[z,y,2] = y(a2+b21:c+b‘22y+b23z)
= V'[z,9,2] = 2z(as+baz+bsy+ b z),
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donde ay; by; son pardmetros constantes. Buscamos un elemento de volumen de la

forma,

plz,y,z} =z%y¥ 2%, (5.7)

donde u, v, w son constantes que dependen de los pardmetros de arriba.

Para algunos valores de los pardmetros, se pueden enconirar 1-formas Lagran-
gianas no-estdndar: su existencia permite definir corchetes de Poisson, y mostrar Ia
integrabilidad explicita de las ecuaciones. En otros casos, sblo se obtienen pares La-
grangianos estandar, aunque queda abierta la pregunta st esos Lagrangianos podrian
hacerse no-estdndar al sumérseles una 1-forma cerrada. Los ejemplos sugieren que,

para sistemas caéticos o cercanos al caos, la respuesta a esta pregunta es negativa.

5.3.1 Casob; =0, i=1,2,3 (sin términos de Verhulst)
El vector de evolucidn, luego de reescalar, es

Vig,g.2) = {z(\+Cy+2), y(u+ Az+3), (v + Bo+y)},  (58)

donde A, B, C, A, u, v son pardmetros constantes. Constantes de movimiento para
este sistema existen para un subconjunto del espacio de parmetros. [17, 36, 37, 38]
Para valores arbitrarios de los pardmetros, sin embargo, este sistema no es integrable,
pero como veremos, una descripcidn Lagrangiana siempre existe. Consideremos el

elemento de volumen

plz?]=(zyz)"!. (5.9)
Es ficil ver que (pV?), = 0, y la 1-forma Lagrangiana (que es estdndar en

general) se obtiene directamente:
Lla] = (o92)™ egue (2° V¥[a] 4 7P W¥LaY), (5.10)

donde 7* = M2, , M3, = diag(}, p, v}, y W? = 22 Ing?.

La acci6n asociada para este sistema requiere sélo del conocimiento de la anterior
1-forma (ver ecuacién (5.6)). Notar que el elemento de volumen (5.9) es singular
en los planos z = 0, y = 0, z = 0, reflejando asi el hecho que éstos son planos

invariantes.
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5.3.2 Sistema ABC

Cuando A = u = v = 0, el sistema definido por el flujo (5.8) es conocido por “sistema
ABC”. En este caso, el Lagrangiano (5.10) es no-estédndar, y se reduce a

Laofz®] = (zy2) ™ eape 22 VE[zY].

El hecho que este Lagrangiano sea no—estdndar lleva s Ia siguiente conclusién: si
(para valores dados de los pardmetros) existe una constante de movimiento, entonces
otra se puede construir usando la teorfa de la seccién 5.2. Esto puede aplicarse, por
ejemplo, a todos los sistemas ABC estudiados en la referencia [38] donde el autor
encuentra una constante de movimiento polinemial. En los ejemplos que siguen, el
‘método serd aplicado a algunos casos nuevos encontrados en la referencia [37).

Como una aplicacién final, el Lagrangiano puede ser usado para escribir corchetes
de Poisson y teorfas Hamiltonianas, y para enconfrar nuevas ecuaciones de movi-
miento, relacionadas, a partir de la construccién de una amplia clase de teorfas

Lagrangianas, como se har4 en el ltimo ejemplo de esta subseccién.

Caso A=-1, B=1/2, C=0

Este caso posee una constante de movimiento encontrada recientemente: (37]
H' = zy 2% exp (—2(y + 2)?(zy)™!). Aplicamos nuestro Lagrangiano para cons-
truir otra constante de movimiento. En el presente caso, resulta que I/ = (HY-12L
es una 1-forma cerrada, la que por lo tanto debe ser la derivada exterior de alguna

constante de movimiento. Obtenemos, después de integrar,

/-(y+2)/ VY

H[z,y,2] = (H)?z -2 exp (¢°) dg,
0

y asi este sistema es integrable.

Caso A=~1/(C+1), B=2

Este es un caso nuevo también encontrado en la referencia [37], con una constante de
movimiento: H'(z,y, 2] = 2?[y[H+)|2|2C|242 52 — (y — A2)2|C-1. De acuerdo a

]
nuestra teoria, obtenemos que la 1-forma U = (H!) T+ L es cerrada. Integramos
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y obtenemos la otra constante de movimiento:

H[z,y,2) = (y — Az) (1 —Q+zyQ4° (1 - Q)at4 %%BQ (——AC, % - A)) ,

donde Q = (—3%, ¥ Ba(a,b) = _[;)n ¢* ' (1 — ¢)*! dg es la funcién Beta incompleta.

Caso ABC —1=0, B(A+1)4+1=0

Aquf se comoce una constante de movimiento cuadritica: (17, 37
H'[z,y,2] = AX(Bx — 2)? — 2 A(Bz + 2)y +42. Obtenemos la otra, constante:

1420
H5,9,2) = [ol ™ lyal ™0 x [+VET + A(Bo— ) "

X (y+Az)a;-—(y—Az)C’(:l:\/TITfI-y—Az)I.

Los tres sistemas de arriba son, por lo tanto, integrables y la construccién de
muchas teorfas Hamiltonianas y Lagrangianas es posible. En el gjemplo que viene
tomaremos un conocido caso integrable para mostrar la construceién de teorfas La-
grangianas que dan lugar a nuevas ecuaciones de movimiento, en términos de las

simetrfas del campo vectorial de evolucién.

Caso ABC+1=0, C=1

Aqui, la integrabilidad estd garantizada por la primera condicién. (37}
Usamos la restriccién C = 1 aqui sélo por simplicidad. Constantes conocidas son
H'z,y,2] = —z+y—~Az , Hz,y,2] = 2y® 2! . Ahora tomamos la, componente—y
de la ecuacién de movimiento (5.1), para obtener la tercera constante de movimiento

(tiempo-dependiente):
ﬁs[m: Y, Z7t] = H3[:B, y,2] — ¢,

donde
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Los vectores m1, 7,73 duales a las 1-formas dH?, dH?,dH® son vectores que con-

mutan, y resulian ser, al escribirlos en términos de los H's:

Himlz,y,z] = {z,9,2} + H*nslm,y, 2] — B H? mlz, y, 2],
mlz,y,2] = (z+Az)"'yB22{4,0, ~1},
mlr,y,2] = Viz,y, 2= {z(y+2), y(z + A2), 2(Bz +y)}.

Es claro por las definiciones que cualquiera de las tres ecuaciones de movimiento

(rotuladas por j) que cada uno de estos vectores definen,
:ﬁa:nja[xb]a j=1,233:

son completamante integrables, con tres constantes de movimiento dadas por
Cy=H:—t6k, &k =:'1,2,3.

Ahora nos dedicamos a las descripciones Lagrangianas para el vector de evolucién
73 = V (lo mismo puede hacerse para los otros vectores). Entre todos los ejem-
plos posibles, tres Principios de Accién especiales se obtienen con las 1-formas La-
grangianas dadas por L' = H*dH®, I* = ~H'dH® y I* = H'dH? . Estos son todos
Lagrangianos no—estdndar para V, y se encuentra facilmente que el kernel de la ma-
triz simpléctica dL7 es proporcional 2l vector n5. Por lo tanto, las ecuaciones de

Euler-Lagrange provenientes del Lagrangiano L7 son
:E:a — Va + anja ,

donde « es una O-forma arbitraria. El caso J = 3 da la usual invariancia de
reparametrizacién temporal, pero los casos § = 1,2 son ejemplos de otro tipo de

invariancia; sus Principios de Accién se computan ficilmente de ecuacién (5.2).

5.3.3 Lagrangianos y caos

En los siguentes ejemplos construiremos Lagrangianos para sistemas Lotka—Volterra
cercanos a sistemas cadticos conocidos. Los resultados generales aqui son: primero,
que un elemento de volumen de la forma (5.7), implica V2a = 0 en el punto fijo
(o punto singular) finito de V que no estd contenido en ningiin plano coordenado.

Esto es un hecho algo sorprendente, porque el elemento de volumen es singular en
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los planos coordenados, pero su existencia implica condiciones para el flujo en un
punto que estd lejos de los planos.

Segundo, para un gran subconjunto del espacio de pardmetros, estos sistemas
permiten descripciones Lagrangianas junto con condiciones de Shil'nikov sobre la
existencia de un atractor extrafio del tipo espiral [40] en la vecindad del punto fijo
relevante, aunque no se ha encontrado atin una curva homoclina.

Tercero, el elemento de volumen se indefine (i.e., las potencias u, v, w en ecuacién
(5.7) se hacen infinitas) cuando los valores de los pardmetros son tales que alguncs
puntos fijos del campo vectorial de evolucién degeneran en una “linea fija”, ie., una
linea en el espacio de configuracién para la cual la evolucién se congela (ver mis de-
talles sobre sistemas degenerados en la referencia [45]). En esta situacién, el sistema
adquiere una constante de movimiento, la que puede calcularse explicitamente. Vale
la pena mencionar que nuestro método para encontrar otra constante de movimiento
no puede aplicarse a esta 1iltima situacién, ya que no tenemos un elemento de volu-
men a disposicién. Luego, cabe preguntarse si para estos casos se puede o no hablar
realmente de “sistema sélo cuasi-integrable” [17] en el sentido que tinicamente existe

una constante de movimiento.

Una ecuacién del tipo replicador

Este ejemplo puede entenderse en el contexto de replicacién Yy mutacion catalitica:

& = Vg, = s(3(1-2)+301-y)+ 51 -2)
= Vo2 = y(-50-2) - H1-9)+ 40 -2) (6.11)
= Vir,y,2] = zQz+p(l-2)+50-y)+L(1 - 2),

donde A es un pardmetro real, y p = —é — A. El elemento de volumen toma Ia forma
p= ;[:"l%:% y—%?' zl_;}é .
Se demuestra que (pV2), = 0. La I-forma Lagrangiana (estdndar) resulta ser

{Lg, Ly, L} =p { (1+52—-3y—32)yz+ (—30+60z—9y) yz),
0,3zy (—11+5z+5y+2) +45zy2 A}, (5.12)
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Notamos que el caso A = 0 y p arbitrario aparece en la literatura, mostrando una
familia uni-paramétrica de atractores extrafios. [18] Un diagrama de bifurcacién en
términos de p se puede encontrar en la referencia [42]. Mencionamos esto porque
nuestro caso se intersecta con este @ltimo en el punto A = 0, 4 = —%, donde el
elemento de volumen asociado al Lagrangiano explota. Este punto en el espacio de
pardmetros también representa una degeneracién de algunos puntos fijos del campo
vectorial de evolucién, en la linea fija {1 4 f;, 1-4,1+s}, s €R, y la siguiente

resulta ser una constante de movimiento para el sistema (5.11):

Cla,y, 2] = |z |y* |2] 2.

Un sistema de dos presas—un predador

Consideramos uno de los modelos més importantes de depredacién [39] usando 1a

ecuacion Lotka-Volterra, a saber, la ecuacién

E=V¥z,y,2] = z(r— Lz~ Zy—b2)

y=VVz,y,2] = Yr—gaz~Ly—(h—e)2)
i=Vz,y,2] = z{cbz+c(b—e€)y—d).

Los valores de los pardmetros permiten describir la superioridad competitiva de la
presa z sobre la presa y (caso a > 1), y la ventaja de escape del predador de la
presa y sobre la presa z (caso 0 < € < b). Ahora, si mantenemos los pardmetros

arbitrarios, obtenemos la condicién para la existencia del elemento de vohrmen:

cK é?
d'—' b_(;:"ﬁ, (5-13)

y el elemento de volumen es

1 rla—1 a—ag
plz, v, Z] = ;ﬁ (.’12 3 yb——z zET(r(T.,z;)

dondeaozbf—e-—f.

En la referencia [39], el autor encuentra un conjunto de valores de los pardmetros
para los cuales el sistema desarrolla caos espiral. [40, 41] Los valores son o = 1.5, b=

0.0L,c=05,d=1,r=1, K = 1000, y € = 0.009.
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Es fécil ver que no hay elemento de volumen de la forma (5.7) para el conjunto de
valores de arriba, porque la condicién (5.13) no se cumple. Obtenemos que, pars la
existencia de un elemento de volumen, el tinico cambio es d = 8.1, mucho mds grande
que el anterior valor, d = 1. De acuerdo al modelo, esto significa que el predador
(variable 2) tiene una tasa de mortalidad m4s grande cuando hay un elemento de
volumen de la forma (5.7) que en el caso caético.

Por otro lado, un estudio de este sistema bajo la condicién (5.13) muestra que,
en el punto fijo (., ¥o, 2,) € R_ x Ri, los criterios de Shil’nikov sobre la existencia
de un atractor extrafio del tipo espiral [40] se cumplen, para un gran subconjunto
del espacio de pardmetros. Sin embargo, no se han encontrado numéricamente avin
una curva homoclina o un comportamiento caético.

El elemento de volumen se indefine cuando o = Q, : nuevamente, algunos puntos
fijos de V' degeneran en una linea fija y el sistema presenta, la siguiente constante de

movimiento:

- o
Clz,y, 2} = |z|7e®- [y|7e || .




Conclusiones
\

En esta tesis se|desarrollaron métodos para estudiar, desde el punto de vista La-

grangiano, esencialmente dos tipos de sistemas: en dimensién finita, nos concen-

tramos en ecuaciones de evolucién tridimensionales, tanto integrables como no inte-

\
grables; en dimensién infinita, estudiamos teorfas de campo.integrables (cldsicamente),
las que estdn ligadas a la existencia de un operador Hereditario. Pasamos a desglosar

las principales co‘nclusiones y desafios que se presentan:

\
Dimensién ﬁni;ta

Los resultados obtemdos Para sistemas de fres dimensiones, entre los que destacan
la construccién de principios de accidn para las ecuaciones de movimiento, la cons-
truccidn de corch‘etes de Poisson desde el punto de vista Lagrangiano, y un método
para integrar conrilpletamente, bajo ciertas condiciones, sistemas “cuasi-integrables”,
representan una Iilueva herramienta para el estudio numérico y tedrico de los sistemas

cercanos al caos,

‘ »> - - I'd » -
puerta para futuﬁas investigaciones en mas dimensiones.
Dimensi6n infinita
|
Nuestro estudio de las Jerarquias de KdV muestra que las ecuaciones integrables
| - - * - - -
basadas en operadores hereditarios, poseen escaleras de Principios' de Accidn, los
que se presentan naturalmente en forma no local y dan lugar a ecuaciones de Euler—
| s . . .
-Lagrange deform?das; estos principios permiten construir corrientes conservadas lo-
cales y no locales|para tales sistemas. El método permite realizar el mismo estudio

. | .2 ‘2 o 1s . .
para otras ecuaciones de evoluci6n (e.g., ecuacién de Schrédinger no lineal, ecuacién

i -

04
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de Boussinesq), incluso en dimensiones mayores y en topologias no triviales, de-
bido al hecho que se consideran explicitamente términos de borde en los Principios
de Accién (formalismo de Weiss). En este contexto puede ser interesante buscar la
conexién de nuestro punto de vista con los métodos de reduccién que se conocen para
espacio-tiempos de dimensién cuatro con curvatura auto-dual o anti-auto—dual, [46]
métodos que dan lugar a ciertos miembros de las Jerarquias KdV y de otras jerar-
quias, usnalmente bajo inspirados ansatz, lo que sugiere el cardcter fundamental del
punto de vista Lagrangiano, el que podria servir para estudiar directamente ope-
radores hereditarios y sus ecuaciones de evolucién integrables asociadas, en cuatro

dimensiones espacio-temporales.
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