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RESUMEN

Nosotros introducimos los operadores de Fourier-Grassmann,
y mediante ellos construimos una nueva representacién (V,7) del
grupo simétrico. En seguida se calcula el espectro de V segiin los
grupos GI,(F,) y 6, x (FX)", n € N. Ademds se demuestra que la
dualidad entre las multiplicidades de estos espectros se explica por
una dualidad entre sus algebras conmutantes.

Por otra parte se estudia el dlgebra de Hecke de GI,(F,) res-
pecto a su subgrupo unipotente maximal superior. En particular
se demuestra que esta dlgebra es engendrada por las homotecias
Yy los operadores de Fourier-Grassmann. Por tltimo a traves de
éstos operadores no standard se recupera los teoremas cldsicos de
estructuras para las algebras de Hecke de GI,(F,) respecto a su
subgrupo de Borel relativa a sus cardcteres unidimensionales.

ABSTRACT

Here we introduce the Fourier-Grassmann operators and with
the help of those operators we construct a new representation (V, 1)
of the symmetric group. Then we calculate the spectra of VV with
respect to the groups Gl,(F;) and &,x(F;)", n € N. Furthermore we
prove that the duality between the multiplicities of these spectra
is explained by a duality between their commuting algebra.

On the other hand, we study the Hecke algebra of GI,(F,) with
respect to its maximal upper unipotent subgroup. In particular
we prove that this algebra is generated by the homothecies and
Fourier-Grassmann operators. Finally, with the help of these non
standard operators we recover the classic structure theorems for
the Hecke algebra of GI,(F,) with respect to its Borel subgroup,
and a 1-dimensional character.
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Introduccion

Motivacidn.

En teoria de representaciones de grupos los elementos (representaciones irre-
ducibles) del conjunto de tipos de isomorfia G de un grupo finito cldsico G se
clasifican en la serie principal, series intermedias y serie cuspidal ( o discreta) de
representaciones de G. Con la convencion que las representaciones unidimensio-
nales pertenecen a la serie cuspidal de G, se tiene que los elementos de las series
intermedias se obtienen como componentes de la inducida Indgr , donde P es un
subgrupo parabdlico de G, cuya descomposicién de Levi se escribe P = MU con M
reductivo y U unipotente, y 7 es representacién de la serie discreta de M levantada
a P. Asi, el estudio de G se reduce esencialmente a describir la serie principal y
serie discreta de representaciones de G.

Por otra parte pese a ser conocidos los caracteres (lo cual en principio basta para
describir G) de las representaciones irreducibles de G , interesa construir modelos,
en lo posible geométricos, de los elementos de G.

Detengamonos en el caso que G es el grupo lineal GL,(k), donde k denota
al cuerpo finito F, con ¢ elementos . En este caso se conoce una construccién
geométrica elemental de la serie principal debida a R. Steinberg ([12]) lo que atin
no se obtiene para la serie cuspidal.

De una observacién de P.Cartier es posible realizar de manera relativamente
geométrica y uniforme todos los elementos de G para el grupo G = GLy(k). Mas

precisamente , a partir de una representacion natural (V, p) de G (la cual suministra
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4 Introduccion

por descomposicién modelos geométricos de todos los elementos de la serie principal)
es posible construir una representacién (V, ) de G (representaciéon de Weil de G,
ver [10]) que suministra por descomposicién modelos “meta-geométricos”de la serie
cuspidal de G. Para ejemplificar el fenémeno anterior desarrollemos brevemente
el caso SLy(k), puesto que este no difiere en esencia del caso Gly(k) y es de més
comoda escritura:

Consideremos la representacidn natural (L*(k?),p) de G = SLy(k) asociada a
la accidn usual de G sobre el plano k?; ndtese que p suministra por descomposicidn
modelos geométricos de la serie principal.

Sea i un cardcter aditivo, no trivial, de k, y definamos una transformada de

Fourier parcial F de L*(k*) en si mismo, por

(Ff)(z1,22) = ¢~ /* > b(—zay2) fz1, y2),

R €k

donde f € L*(k?),(z1,x2) € k2.

A partir de F definimos la representacion (L*(k?), p) de G, donde g, = F o p, o
F~1, g € G. Al explicitar los operadores p, sobre los generadores de Chevalley de
G, se ve que ellos dependen de hecho de la forma cuadrdtica hiperbolica H :x —
2123 (¢ = (21,22) € k?) de tal modo que sugiere reemplazar H por la otra forma
cuadrdtica de rango dos sobre k, i.e., por la norma N : 2z v 2Z(z € ky, ky la eztensidn
cuadrdtica de k); reinterpretando se construye la representacion (L*(k?), ) de G que
nos da por descomposicidon modelos “meta-geométricos”de la serie cuspidal de G.

En la situacién anterior obsérvese el hecho notable que el operador de entrelaza-
miento involutivo natural F' (dado por (F f)(z1,22) = f(22,71), f € L*(k?), (21, 2,) €
k*) de j pasa por medio de F a un operador involutivo mas sofisticado J de P, a

saber una “Transformada de Fourier- Grassmann”dada por

(Jf)=)=q7" 20 vz Ay)f(y),

yek?

donde f € L*(k?), z € k>.
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Notar que el operador J representa al grupo de Weyl de SLy(k) (grupo simétrico
de orden 2) de SL,(k). Destaquemos ahora que todo lo anterior atin no ha sido es-
tablecido para GL,(k),n > 2. Es asi, que el propésito de este trabajo es contribuir
a esclarecer la situacion, descrita anteriormente para GL,(k),n € N. Mas precisa-
mente, nuestro trabajo se desarrolla en torno a la construccién y estudio de Trans-
formadas de Fourier-Grassmann, que representen al grupo de Weyl de GL,(k), i.e.,

que representen al grupo simétrico &,,.

Esquema de Trabajo.

En el capitulo 1 se construye una representacion (V,7) del grupo simétrico
G,(n € N), mediante operadores de Fourier-Grassmann Jy,...,J,_; (i.e. opera-
dores que generalizan al operador J) que representan los generadores de Coxeter
(1,2),...,(n—1,n) de &,.

Para esto se considera primero el conjunto §2, de las “banderas de Grassmann”de
largo n, mds precisamente los elementos de £2,, son n-tuplos w = (wy, ... ,w,), donde
w; (1 £4 < n) es un i-vector descomponible no nulo sobre k y [w;] C ... C [w,] (la
notacién [w;] denota al k-subespacio de k" desplegado por el j-vector w;); y para
w = (w1,...,wn) en Q, se denota por Q;(w) (0 < i < n) al conjunto formado por
los ¢ = ((1,...,¢n) de Q, tales que (; = w; para todo j # i. Consideremos ahora el

C-espacio vectorial € y tomemos un cardcter ¥, no trivial, del grupo aditivo k+

de k. Se define los operadores de Fourier-Grassmann Ji,...,J, como
0! wi AC
BN =7 T (228 5,
4 ¢efy (uJ) 2

yparal <i<n
FHw) =+ ¥ ¥ (
q ¢efdi(w)

w; V

Wi—1

) (),

donde f € €™, w = (wy,...,wy), ¢ = ((1y-..,C) v el producto regresivo w; V (; se

realiza en el k-espacio vectorial [w;;;] respecto al elemento de volumen w;,;.
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Noétese que J; es totalmente analogo al operador J, lo que aparentemente no es
asi para el resto de los operadores; esta aparente diferencia en la naturaleza de los
operadores es abordada en la observacion 1.2.

Es claro que J; conmuta con Jj, si el valor absoluto | — j| de ¢ — j es mayor que
1; luego (J:J;)? es igual a la identidad Id de €%, si [i — j| > 1. Ahora, para todo i
se tiene J? = Id — q~%P,, ver proposicién 1.3, donde el operador P; (0 < i < n) esté
dado por

(PHwW) = >, f(Q) (f €C™ weQ,)

CERi(w)

Luego J; es involucién (i.e. J? = Id) sobre el niicleo V; de P;; por consiguiente
los operadores de Fourier-Grassmann son involuciones sobre ('2}! V.

Por otra parte, en la proposicién 1.11 se demuestra que el C-espacio vectorial
V(feVsiyslosi fe N Viy Jici-Jiojf € Vi, paratodol < 7 <n, 0 <
j < i) es estable por los operadores de Fourier-Grassmann. Ahora, de la relacién
JiJis1Ji = Jiy1JiJizr (0 < i < n—1) que es valida sobre todo C**(ver proposicién
1.6) no es dificil ver que (J;J;4+1)*, a nivel de V, es igual a la identidad Id.

Asi, sobre el C-espacio vectorial V, que es estable por los operadores de Fourier-
Grassmann, se cumple las relaciones de Coxeter: J? = Id (0 < : < n), (J;Jiy1)} = Id
(0<i<n=1),(L;J;)?=1Idsi|i—j| > 1,0 < i,j < n). Luego la funcién
(i, + 1) — J; de &, en Aut(V) determina una representaciéon (V,7) de &,, ver
teorema 1.12.

En el capitulo 2 se considera la representacién natural (L*(Q,),p) de G =
GL,(k) asociada a la accién obvia de G sobre {2,; nétese que p suministra por des-
composicion toda la serie principal de G, ver observacion 2.5. Como los operadores
Jiyo ooy dno1,P1,..., Py_1 son operadores de entrelazamiento para p (proposicién
2.9.) resulta claro de la definicién misma de V. que (V, p) es una subrepresentacién
de p. Al estudiar el espectro de (V, p) resulta que el nos da, por descomposicidn,

todos los elementos de la serie principal de G de dimension de Gel'fand-Kirillov
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maxima, a saber n(n — 1)/2 (la dimensién de cada representacion irreducible de
G es un polinomio en ¢, cuyo grado es la dimensién de Gel’fand-Kirillov de la re-
presentacion en cuestién). Cabe destacar que en el teorema 2.12 se dan modelos
Geométrico- Grassmannianos de estas representaciones.

En orden a ezplicar las multiplicidades que aparecen en el espectro de (V, p) se
observa primero que para cada r = (ry,...,7,) en A := (k)" hay un operador de

entrelazamiento H, definido por

(H.f)(w) = f(r-w),

para f € L*(Q,),w € Q,, donde r - w es la bandera de Grassmann que tiene en
su i-ésima coordenada a ry---rw; (0 <72 <n+1),siw=(wy,...,w,). Luego se
construye una representacién (V, o) del producto semi-directo I' := A x &,, , donde
A actia via los operadores de homotecia, y 6, via los operadores J's. Notese
que como ¢ conmuta con p (i.e. 0,0p;, = p, 00,9 € G,v € I') se tiene que las
componentes p-isotipicas son I'-estables, y viceversa (ver 2.1.1.3), por consiguien-
te una primera descomposicion de o es aquella en componente p-isotipicas; en el
teorema 2.17 se da el espectro de (V,0). Como se dijo anteriormente ¢ conmuta
con p, luego es posible considerar la representacién (V,po o) de G x I' ( donde la
accién esta dada por (po )y, = py,00,, g € G,y €T), en el teorema 2.19 se ve
que p o o es libre de multiplicidades.

Teniendo presente los espectros anteriores, hacemos notar en la observacién 2.20
que si N C G parametriza los tipos de isomorfia de (V, p), entonces existe funcién

inyectiva u : N — I' tal que
K =g @wEN[dimC u‘(ﬂ—)]"?r,
(.1) V 2r @.enldime Tlu(n),

V Zgur Bren[m @ u(m)).
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Asi, este fenémeno de descomposiciéon permite explicar las multiplicidades del
espectro de (V, p) como dimensién de ciertas representaciones de el grupo I' que

actia sobre V. Idem con el espectro de o.

En la proposicién 2.21 se prueba en base al teorema de Burnside (ver teorema
11, §6., de [8]) que si G y I son grupos cualesquiera con representaciones (V, p) y
(V,0o) respectivamente, tales que p conmuta con ¢ y con espectro como los de (1),
entonces el homomorfismo o : ¥ .er @4y — Y, er @40 del dlgebra de grupo C[I'] de
I en el dlgebra conmutante End,V es epiyectivo, i.e., o(C[[']) = End,V. Claro que
tambien vale p(C[G]) = End,V. Asi, la dualidad entre las multiplicidades de los

espectros de o y p se refleja entre la dualidad de sus algebras conmutantes.

Cabe destacar que el resultado anterior puede ser interpretado como una gene-

ralizacién del teorema de Burnside, ver observacion 2.24.

En el capitulo 3 se aborda el estudio geométrico del algebra conmutante H
asociada a la representacién natural (L*(Q,),p) de G; notar que (L%*(Q,),p) es la

representacién inducida Ind§1, U es el subgrupo unipotente superior maximal de

G; luego H es el algebra de Hecke de G respecto U.

En una primera etapa se clasifica las G-6rbitas en 22; en el lema 3.3 se demuestra
que ellas estdn parametrizadas por el subgrupo de matrices monomiales M de G
(notar que M se identifica naturalmente con I'), y luego en la proposicién 3.6 se da
una invariante geométrica de las G-6rbitas de Q2. Asi, se realiza de modo geométrico

la base standard B de H, i.e. la base de H asociada a las dobles clases de G respecto

a U, ver (11.34) de [4].

Nétese que el elemento de B asociado a r € A es el operador de homotecia H,.
Denotemos por Hj (A € k*) al operador H,, donde r es el n-tuplo que tiene a A en
su i-ésima componente y 1 en el resto. Si S; (0 < i < n) denota al elemento de B

asociado a la transposicion 6; = (7,1 + 1), entonces en la proposicién 3.10 se prueba
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que {H,,S;: r € A, 0 <i < n} genera, como dlgebra, a H y se tiene

H.H, = H,,, (r,s € A)
H,S; = S5:Hgy,, (re A, 0<i<n)
(.2) S? = qId+ S; Taerx HiHH L, (0<i<n)
8:Sis15: = Sir15:Si41, (0<i<n-1)
(S;S;)? = Id, (0<i,j<n)

donde |i — j| > 1.

En el teorema 3.12 se recupera el teorema de T.Yokonuma (ver [13]), a saber los
generadores H, (r € A), S; (0 < i < n) con las relaciones dadas en (2} define una
presentacion de H.

Retomando los operadores de Fourier-Grassmann, se logra establecer en la pro-
posicién 3.13 que los operadores H, (r € A) vy J; (0 < 7 < n) generan, como

dlgebra, a H y se tiene las relaciones

H.H,=H,, (r,s € A)
H.J; = Hg;ps, T (0<i<n)
J? =Id—q7?P, (0<i<n)
JiJppad; = S Jidin, (O0<i<n-—-1)
JiJ; = J;Ji, (0<i,j <mn)

donde |z — j[ > 1.

Mas atn en la proposicién 3.15 se establece que los generadores H,. (r € A) y
J; (0 <t < n) con las relaciones anteriores define una presentacién para H.

Finalmente en la seccién 6 se aborda el estudio de las algebras de Hecke H,
de IndSa, o € A, donde B es el subgrupo de Borel de . Para esto hacemos
notar primero que H, se identifica naturalmente a la subalgebra de H formada por
los operadores ¢ de H tales que P,¢P, = ¢, donde P, es el proyector de V sobre
Ind§a. Luego en (3.30) se establece : Jp puede ser mirado como elemento de H, st

y sélo si 0 pertenece al estabilizador de la accidn (por permutacién) de &, sobre A.
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Luego st K, denota el estabilizador de o en &,, se demuestra en la proposicién
3.18: La familia {Js| 8 € K,} es una C-base de H,.

Por otra parte si m = (my,...,m,) es una particién de n, se entiende por
suma parcial de m al (s + 1)-tuplo (ko,...&s), donde kg = 0 y &; = &1 + m;,
0<j<s. Y sedice que @ = (ay,...,a;) en A es un cardcter standard de tipo m
si {a1,...,00} =8 v ademés &, 11 = a; paratodo k, < j < K,41,0<r < s.

Ahora si @ es un carécter standard de tipo m, en (3.31) se considera el sistema
de generadores Y« mj de K, el cual esta contenido en el sistema de Coxeter de
Sy,

Asi, en las proposiciones (3.19 y (3,20) respectivamente se establece :

o La familia {Id, J; | (3,7 + 1) € Z(a,m)} genera H,, y se tiene las relaciones

de conmutacién

J}=Id—q*P
JiJ;Ji = I3 J; stli—j|=1
Jid; = J;J;, sti—j]>1,

donde (3,2 + 1), (4,7 + 1) € X(a, m).

e La familia {Id, B; | (i, + 1) € Z(a,m)} genera H, y se tiene las relaciones

de conmutacion

B,'BjB,' = BjB;BJ' st |Z —]l =1
B;B; = B;B;, st i —j| > 1,

donde (2,2 + 1), (5,7 +1) € X(a,m).

Para terminar obsérvese que para el caso « = 1 los operadores By, ...B,,_; corres-
ponden a los elementos de la base standard de H; asociados a las transposiciones

(1,2),...(n — 1,n) de &,. Asi, se recupera el teorema de N.Iwahori, ver [5].




Capitulo 1

Representacion del grupo

Simétrico

En este capitulo introducimos los operadores de Fourier-Grassmann, y luego en
el teorema 1.12 construimos, via estos operadores, una nueva representacién del

grupo simétrico.

1.1 Preliminares

1.1.1 Notaciones

k denota al cuerpo finito con ¢ elementos F,. Y k* denota a k — {0}.
E denota al k-espacio vectorial k™, n € N.
Como es usual A™ E (m € N) denota la m-ésima potencia exterior de E. Los

elementos de A™ E se llaman m-vectores.

Recuerdese que A\°E := k, A"E=0sim > n y dm, A" E = ( " ) para
m

O<m<n+1.

11




12 Capitulo 1. Representacién del grupo Simétrico

Un elemento w,, de A™ E se dice descomponible si é se escribe w,, = vy A. - *Avp,,
con v; € B. Una tal escritura se lama una presentacién para wy,.

El conjunto de todos los elementos descomponibles de A™ E lo denotaremos por
An. Y anotaremos por A% a A, — {0}.

Los elementos de A, se denotardn por wy, , Cm , &n, [T

Sea wym = v1 A+ Av, € Ay, anotaremos por [ wn ] al k-espacio vectorial
Vect(v1,...,vy) engendrado por vy,. = donde v; € E.

Sean Wy, , (u € Ap, si[wy | = [ Cm ] se dice que wy, es equivalente a ¢, y
escr1b1remos Wm = (m. En caso contrario, i.e., [ wpy, 1 # [ ¢m ], diremos que Wy, 1o
es equivalente a (, ¥ se escribird wy, # (.

En el caso que wn= (u( Wm, (n€ AX) se define la divisién 22 de wy por (n
como el tnico escalar ¢ € k que satisface wy,=  (,,.

Sean w, ¢ dos vectores descomponibles sobre E. Si ocurre [w] €[] sedice que
w estd en bandera con ¢, 0 que ¢ domina a w y se anotard w < ¢, o equivalentemente

en caso confrario escribiremos w 4 (.

1.1.2 Producto progresivo y producto regresivo,

Definicién. Sean w, € A,, ¢ € A,. Llamaremos producto progresivo, o producto
cuna, de w, con (, al elemento w, A (, de Ap,.

El siguiente resultado es bien conocido y su demostracién puede ser consultada,
por ejemplo, en [1].
Proposicién. Sean w, € A,, (, € A,, tenemos
(a)w, A, =0siysolosi[w,]N[¢]#£0
() [er]N{&GI={0}, entonces [w, A G ] =[w, ] +[¢].

En este trabajo no se usara la definicién clésica de producto regresivo dada por

Bourbaki , sino la definicién (mas calculatoria si se quiere ) dada en [1}, puesto que




1.1. PRELIMINARES 13

esta se acomoda mds a los célculos que serd necesario realizar.
Sea w, € A, y sea m = (my,...,m,) una particién de r (i.e., m es un s-tuplo
ordenado de niimeros enteros no negativos tales que my+---+m, = r), entenderemos

por particién de clase m de w, = vy A-++ A v, a un s-tuplo (A1,...,4,) tal que:
o 4;=1sim; =0,
. Aj=vj1A---Avjmj,,conj1.<---<jmj sim; # 0,
o AiNA;#£0,811# 7,
. A1/.\---AA,=:I:w,.

El conjunto de todas las particiones de clase (my,...,m,)de w, =v, A--- A,
lo denotaremos por S(vy,...,v,;my,...,m,).
Sea (4y,...,4;) € S(v1,- .., 0r,m1,...,m,) se define

1 siAA---ANA =w,

sgn(A,,...,A,) =
(4 ! -1 SiAIA--AA, = —w,

Definicién. Seanw, € A,, { =u; A --Au, € A, tales que 1,8 > 0. Definimos el
producto regresive V relativo al elemento de volumen eg € A"E, por

(e) w,V(=03r+s5<n

(6) @V (s = T(41,40)€S (w1 rirts—nynmr) SI( A1, Az)gfflx‘lh sir+s2>n.

En el casor = 0, i.e., w, es un escalar X € k, se conviene que el producto
regresivo AV (, sea igual a 0 i s <n, e igual @ Af;—}, 3t 8 =n. De manera andloga
se define w. V (, igual a 0 sir < n, e igual a AL sir=n.

Un hecho bésico es que la definicién w, V ¢, no depende de la presentacién
elegida para (, y por consiguiente la notacién S(uyy...,ugr+8—n,n ~ T) puede
ser reemplazada por S(Cs;r +5 —n,n — 7).

La demostracién, del lema y proposicién que a continuacién enunciaremos,
pueden ser consultados en p.131-132 de [1].

Lema. Sean w, € A, y (, € A,, entonces
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(ﬂ.) wy V CS = E(Al,Ag)ES(w,-;n——s,r+s—n) sgn(A1, AQ)A];%C"Ah
(6) wrV G = (=1)mn0=2), V.

Proposicién. Siw, € A,, {, € A, son tales que [w, | + [ {, | = E, entonces

[erCs]=[wr]m[Cs]'

Observacién. (a) Sea U un subespacio, no nulo, de E de dimensién m. Tomemos
{v1y- s um} ¥ {v1,...,vm} dos bases de U, entonces uy A+~ Aty = Avy A+ A vy,
con A cierto escalar en k.

Asi, todo subespacio, no nulo, de dimension m tiene asociado un elemento de
AX, y viceversa. Se conviene en que el subespacio nulo estd representado por es-
calares no nulos.

Por consiguiente las proposiciones anteriores permiten decir que el producto pro-
gresivo (resp. regresivo) representan , bajo ciertas condiciones, la operacion suma
(resp. interseccion) de subespacios de E.

(b) Es bien sabido que la operacion A (resp. V) se extiende al k-espacio vectorial
AE := @50 A™E. Luego AE es una k-dlgebra con el producto A (resp. V).

Un resultado bien conocido es que la k-dlgebra ezterior (AE,+,A) es isomorfa,
via el operador » de Hodge, a la k-dlgebra (AE,+,V ). Mds ain, el operador * envia
Ay, en A, .

1.2 Operadores de Fourier-Grassmann

Se entiende por “bandera de Grassmann”de largo n a un n-tuplow = (wy,...,w,),

donde w; € A y wy < -+ <w,. En un grafo w se representa como
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Wity

El conjunto de todas las banderas de Grassmann de largo n se denota por Q,.

En todo este trabajo el elemento w de {2, se escribe w = (w1, ...,w,). Idem para
los elementos ¢, £, g, ... de Q,. Sea w € {;; el conjunto formado por los elementos
de €, que difieren de w a lo mas en la i-ésima componente se denota por ;{w),
0<i<mn,ie.

Lw)={C € |{=w; j#i}

Claro que los elementos de Q;(w) poseen i-ésima componente igual a w;_; A u,
con 0 #% € [wyyy ) / [ wi-q |- Luego el cardinal de Q;(w) es ¢* — 1.

Sean w € Q,, ¢ € Q(w) (0 < i < n) se escribird por w + ( (resp. w — () al
n-tuplo que difiere de w sdlo en la i-ésima componente, en donde va el elemento
w; + §; (resp. w; — ;Y de A,

Sean w € 1, 7 € k*. Se denocta por hi(w), al elemento de Q;(w) que tiene a rw;
en su i-ésima componente, 0 < 7 < n. Luego hay biyeccién &} de Q, en Q, tal que

hi(Qi(w)) = Qi(w). Y ademss
Qi(w) = Lk (w))-

Nota: En todo lo que sigue wo = 1.
Definicién. Sean w,( dos banderazs de Grassmann tales que { € Qi(w), se define

el producto V; entre w y ¢, como

wV; (= = (0 <z <n)
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donde el producto regresive w; V (; es respecto al elemento de volumen w;y, en el
k-espacio vectorial | wiyq .
Se tiene

w; A As

w; V§ = E sg( A1, 4z)
(A1,42)€8(¢i 3i-1,1) Wit

A;.

Pero (; se escribe (; =w;_1 Au, paral <i<nyu€ [wis1]- Luego

w; Au
W VG = Wi-1.
Wiy

Observacidén. Notese que wy V (1 es el escalar 3’1‘%& de k, y w; V (; es siempre un
multiplo escalar de w;_y, para todo 1 < 1 < n. Por consiguiente w V;  estd en k,
para todo 0 < 1 < n.

La siguiente proposicién resulta clara de las propiedades elementales del pro-

ducto regresivo.

Proposicién 1.1 Sean w € Q,, {,7 € U(w)}(0< i< n)r € k%, se tiene
(a) wVi{=—(V;uw,

(b) (wE()Vin=wVinx(Vig, .

(c) Ri(w)Vi¢{=wV;hi({)=rwV;(

(&) H@)Vs Q) = Vi,

donde j € {1 + 1,1 — 1}.

Se denota por QF(w), w € Q,, al subconjunto de £, formado por los elementos

¢ de ©;(w) tales que (; # w;. En otros terminos

G ={eU@)|wVi(#0}.

En orden a definir los operadores de Fourier-Grassmann Jy,...,J,_;, conven-

gamos en denotar por 3 un caracter aditivo, no trivial, del grupo aditivo k¥ de k.
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Y formemos el C-espacio vectorial V' de las funciones sobre {2,, a valores en C, i.e.
V =cl»,

Definamos sobre V los operadores de Fourier-Grassmann J;, 0 < ¢ < n, por

FH@) == ¥ d(wVi OFC)- (FeV,we)
CEQ;(QJ)

Nétese que el operador J; se escribe

(1.1) (L f)w) = Z¢(w1/\c‘)f(¢1,wz, W),

9 ¢y<we
donde f € V,w = (w1,...,() € Q.

Es decir J; es el analogo perfecto del operador J descrito en la introduccién, o
sea, en el argumento de 1 para J; (al igual que para J) fabricamos, con el producto
progresivo (cufia) a partir de dos 1-vectores un 2-vector, i.e., subimos de grado. Sin
embargo, aparentemente, para los operadores Jy, ..., J,_; en el argumento de 7 por

intermedio del producto regresivo bajamos de grado.

Observacidén 1.2 Ahore siw = (w1y...,wn) € Qn ¥ ¢ = ((1y...,(n) € Qi(w), se

tene

B(w;, Gt wi-1)

(1.2) wV;{ = Wit

(0 <t < n)

donde B(w;,(; :winy) es el (24 1)-vector que se obliene al omitir el factor w;_; de

(; = w;_1 Av antes de formar w; A (;. Es decir
B(w;, Gt wi1) = w; A v,

cuando (; se escribe (; = wi_1 Av, v € [wi].

Asi, de (1.2) se puede decir que Ja,. .., Ja1 30n del mismo tipo de Ji.

Lo anterior aunque parezca una innecesaria interpretacién toma su valor en los

calculos que se realizardn mas adelante.
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Por filtimo conservando las notaciones anteriores se tiene

(1.3) B(rw;, s : tw;y) = rst 7 B(w;, &t win), (0< i< n)

donde r, s,t € k*.

(1.4) > PwVi)=-1(0<:<nwe)
{€Qi{w)

La afirmacién de (1.3) es inmediata.

Claro (1.4) para i = 1; en el caso 1 < ¢ < n se tiene

2 Pw V()= | Z Y (B(w£’Ci : wi_l)) ’

¢eQi(w) wic1 < Ci~wit1 Wit1

pero como {; =w;_1 Av, con 0 # ¥ € [w;11]/[wi—1], se sigue

> sevig= o (%22,

¢ceQ(w) o#Tewisa)/lwica] Wit

ahora 9 (ﬁ:—l) es un cardcter, no trivial, del espacio cuociente [wiy1]/[wi-1], por lo

tanto

>, Pwvi¢)=-L
¢eQi(w)
Observacidn. Oire manera de escribir los operadores Jo, ..., J,—1 en forma andloge
e la escritura mostrada en (1.1) para Jy, es decir en terminos de A, es traspasando
la escritura de V en terminos de A medianie el operador de Hodge.
En [2], [1] y [15] se pueden encontrar tres puntos de vista, distintos, de la

geométria Grassmanniana.
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1.3 Relaciones de Coxeter

Como es usual G, denota el grupo de permutaciones de n- elementos.

(Gn, S) es un sistema de Coxeter, donde S = {6,...,8,_1} y 6; denota la
transposicién (2,4 + 1), 0 < ¢ < n. Mds precisamente &,, estd generado por S, y los
elementos de S verifican las relaciones de Coxeter: 62 =1 (0 <: < n), (6;6;3,1)° =
1 (0<i<n-1)y(0:8;)=1,para0<i,j<nyjéd{i—1,i+1}.

En virtud de la presentacién descrita anteriormente para &,, resulta que para
]-:talla,r una representacién de &,, mediante los operadores de Fourier-Grassmann, es
necesario y suficiente hallar un subespacio V. de V' que sea estable por Jy,...,Jp1 ¥
tal que en Auic(V) se verifiquen las relaciones de Coxeter que determina, la funcién
w;— J;, 0 <1 < n.

En orden a describir V. consideremos primero el subespacio V; (0 < i < n) de V,

definido por

(1.5) VE{feVl ¥ f(O=0, we}
CEQ{(UJ)
Claro que V; es el nucleo del endomorfismo P; de V' definido por

(1.6) (BHw)= > f©),
CGQ,'(LU)
donde f € V,w € {,.

Se tiene

Proposicién 1.3 Para tedo 0 < 7,7 < n, se tene
(¢) JViCViparaj g {i+1,i-1},
(b) J; conmute con J;, si j & {i +1,7— 1},

(c) Ji es una involucidn sobre V;. Mds ain, se tiene

J£2 = Id— %R.
q
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Demostracidn. Veamos el caso j =i en (a). Sea f € V: y w € Q,; se tiene

Y GAO=> T T (¢Vinfm),
¢efhi(w) g ¢eQi(w) 7e$2:(¢)

pero Q;(w) = 2(¢). Luego al intercambiar el orden de sumacién resulta

> EAO=2 T { X wCvinfm),
¢efi(w) ?0eQi(w) ¢ei(w)

de donde se obtiene

Y (EH(EC) =0,

¢eli(w)
al tener presente (1.4) y el hecho que f € V;. Asi, J;V; C Vi
Ahora si j & {¢ —1,,7 + 1}, se tiene para todo f € V; ¥y w € 2, que

Y A== X X w(¢vin)fm),
¢eQi(w) ? (eQi{w) 1e23(0)

pero como justamente j & {i — 1,7,7 4+ 1} se sigue que ¢ Vin = wV;n.

Luego podemos escribir, al intercambiar el orden de sumacion, que
1
> (5= . 2 ¥evin) ¥ S,
ceSi(w) nefd;(w) nef2:(17)
pero f € V;, por lo tanto
>, (T =0,
¢ei(w)

es decir J;f € V}, para j € {i ~ 1,4,7 4+ 1}. Esto dltimo termina de demostrar (a).
La demostracién de (b), es una verificacién rutinaria ¥ la dejamos al lector.

Demostremos ahora (c). Sean f € V;, y w € §,, entonces

A == 5 WwviC) 3 (¢ vin)fm,
T (eQyw) 7€€2:(¢)
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pero Q:(w) = £2;(¢). Por lo tanto

(A== T % g((@-n)Vi i)
g 1eQi{w) ¢e(w)

separando los casos 7 = w y 5 # w resulta de (1.4)

(J?f)(w)=§-2-{. > fw- T fmh

(eﬂg(w) ne?;‘gw)
es decir
(@ =A@ -Df@) - ¥ Fm).
1 ne€di(w)
n#w
Luego
J}=1Id- qizP,-,

de donde resulta que J; es una involucién sobre V;.

21

El propdsito inmediato es establecer un lema que es vital en la demostracidn de

la relacién J:J;py J; = Jisididip1,0<i<n—1,

Definicién. Sea w € Q,, y consideremos el conjunto Ai(w) (resp. Aiya(w)) definido

por: ( € Ai(w) (resp. K,-_i_l-(w)) st Gz #F wiga (resp. § # w;) y si existe un par de

banderas de Grassmann

§:=(€,€%) (resp. = (},7?)),

con £ € Qi (w), & € QX(C) (resp. 7' € Oy (W), 7* € QXL(C)), ¥ tal que & = ¢2

( TESp- 7?:‘1+1 = 7]:'2+1 )

Se conviene en denotar por &; (tesp. 7:41) a &} = £ (resp. n},, = 2 1)

Denotaremos por L;(¢,w) (resp. L;y1(C, w)) al conjunto formado por los elemen-

tos £ (resp. 1 de la definicién previa).
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Proposicién 1.4 Para todo w € Q,, se tiene.
(a) wi &Gy 3G Awin, 81 ¢ € Afw),
() wihGy y&Awip, siCe Aia(w).

Demostracion. Demostremos (a). Supongamos w; < Git1; dado que existe £ €
Li(w, (), se sigue que B(w;,&; : wi_y) es congruente a w;y, y Cit1; lnego wipy = (Giyq,
lo que es una contradiccién con el hecho que ¢ € A;(w). Andlogamente se demuestra
G A Wit

Para. ver (b), supongamos w; < ;1. Ahora como ¢ € Aip1(w), se tiene que hay
7 € Liy1(w,¢). Consideremos Cig1 Vi1, luego w; y (; son congruentes con (ip1V7yq,
de donde w; = (;, lo cual es un absurdo. De manera aniloga se demuestra G A Wigr.

-

Sea w € Q,, los elementos de A;(w) (resp. Aiy1(w)) se pueden representar en un

grafo como

52
Aiw) : Aipa(w) :

2

Ahora si ¢ € Ai(w), w € Q, se sigue de la proposicién anterior que (; Fw;, y
tomando 7;3; = B{w;, i : wi—1) se concluye que ( estd en ﬁ,q_l(w). Reciprocamente,

si ¢ € Auya(w) se deduce de la proposicién anterior que (ip1 # Wipl, ¥ poniendo

& = wiya V (41 se deduce que ¢ estd en Aj(w). Asi, para todo w € Q,
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A,(L:J) = ]\,‘_*.1 (LU).
Claro que los elementos ¢ (resp. 7) de Li(w,() (resp. Liz1(w,¢)) son tales que
£ = wig1 V Gy (vesp. mip1 = B(wi, (G @ wi1) por consiguiente el cardinal de
Li(w,¢) (vesp. Liya(w,()) es g — 1.

Conservando las notaciones se tiene

Lema 1.5 Sea w € @, y ¢ € Ai(w), 0 <z < n—1, entonces

Y Vi 8 Vi 8+ EVi() =

(81 £2)ELi(w,C)

> PlwVip 7t + 7' Vin® + 17 Vi ()
(€t £2)eLiga(wnl)

Demostracion. Sea 0 < i < n —1. Escribamos w; = w; 1 Au,con0 #u € E
(recordar que por covencién wo = 1). Sea £ = (¢',£?) € Li(w, () y anotemos por &
a & = £2, entonces B(w;, & : wing) = —B(&,wi twimy) = —§iAu. Pero §; Fw; y

como &, w; < Wiy, se deduce que

wip1 =réi Au, (1)

para algin r € k*. Razonando de manera andloga se concluye

Gi+1=8EiAv, (2)

para algin s € k%, 0 #v € B tal que G = w1 A v, B(&, G rwima) = & A v,

Ahora como

B(wis1, Gipr 2 &) = wiga A sv
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B(Cit1,wit1 : &) = Giy1 AT (3)
concluimos
-1 _ _ —WiniAv
ceT G+1Au (4)

Notar que ;41 A u no es nulo, pues w; £ (i1 (ver proposicién 1.4). Luego para
w € Qn, ¢ € Ai(w). Definimos la funcién inyectiva de L;(w,() en Liy(w,() que
asigna a ¢ = (£1,€%) de Li(w,() el elemento n = (p*,7%) de Liyi(w,(), tal que
Mit1 = Ny = N7, estd definido por

-1 Wit
Mig1 = —T I—C‘ 1+/\ uB(thi P wi-1)
i+

Esta aplicacién resulta ser biyectiva puesto que el cardinal de L;(w,() es igual
al cardinal de E;H(w, (), a saber ¢ — 1. Asi, para demostrar el lema basta ver que
cada sumando de la izquierda es igual a un sumando de la derecha

Ahora como B(w;, (; : w;_1) = w; A v, se obtiene

B(wi+1=71£+1 : w;) _ _r_IW{+1 A v, (5)
Wit2 Cl'+1 ANu
¥
B iy Qi + Wi 4
(w,,( W 1) — _rC|+1/\'U.; (6)
Mi+1 Wit2
por ultimo

B(Ciany Miv1 1 G) _ (7)

puesto que B(w;, (; : wi—1) = —B((;,w;i : wi—1) = —(; A u, y por consiguiente

Witz

1 Wig2
Giyr A u

Mig1 =1 C,' Au.

Por lo tanto de (1),(2) y (3) se obtiene
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i+1 A u
_ S

Wit2

WVig +& Vi & +&Vi¢=—r"" +s77,

y por (4)

“l r_Ci+1 Au pm1Wit Av
?
Wit2 Givr A u

pero de (7), (6) y (5)
=1’ Vi C+0' Vi’ +w Vi n'.
Luego

YW Vi € +E Vit E+E Vi) =¢(w Vi ' + 7' Vin® + 7’ Vip €)

Ocupando primordialmente el lema 1.9 se demostrara la relacién de Coxeter mas

delicada en nuestro contexto, a saber
Proposicién 1.6 Para todo 0 < i < n —1 se tiene
JiJinnJi = Jisadidisa.
Demostracidn. En lo que sigue f € V y w € ,,. Se tiene

(JiJipdif)w) = g8 Y $(w Vi) (T if)(E) +
€)X (w)

gty (JerrJif)(Ri(w)),

rekx*

desarrollando J;y;
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(T Jif)w) = ¢ Y Hwvie) 3

Q¥ (w) ’15935}-1(5)
P(EVipr n W) + D (LRI}
SERX

+472 > { > H( hiw) Vi)

T e (Br(w))

(5f)m) + 32 (BF)(RH (R,

sEkX

reordenando

(JiJipaif)w) = ¢ 3 Plwvig)
e (w) e 1(£)

P(E Vi X)) +4¢72 )

rekx*

> k(W) Vi n)(Tif)m) + Zs,

n€R, (h:-(w))

donde

s = ¢ )0 wVif) Y (LHEE) +

¢enr () sk
g2y D (BHE (Bw))).
rekX sgkx

Aplicando la definicién de J; , podemos escribir

(JiJipa i) (@) =81 + D0 + B3 + B, + 5;

donde
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o= ¢ > Y. X PwViE+EVipn+ViOF ),

EEQK (w) EQK, (€) CERX ()

D = g0 Y wVil) Y $(EVian) Y FED),

¢y (w) nERE1(6) eret
Zso= ¢ ) X dEEVaan) X oV OFQ),
rekX cax, Bi(w)) (e} (n)
Tio= g0, Z P(ki(w) Viga 7) > f(Ri(m).
TER™ neal, (b () e

Procediendo de manera ansloga a lo hecho anteriormente, se obtiene
(Jis1JiJig1 f)(w) = B} + X5 + Ty + T + X,

donde

Dy=¢7 X Y Y PwViaf +
§€9]%, (W) neﬂf ((f) CEQ;?(.[.], (17)

§Vin + Vi )0,
o= g0 ), Y whT(wyvin) YD o( 1 Vi Q)

ER* seax(hitl(w)) ¢eQ%1(n)
o= ¢ Y PwVia€) X H(Evin) Y F(REF ()
e, (w) 7e$2 (€) rekx
o= g% > (R (W) Vin) X FRH ()
" nenx (i (w)) sk
B o= g7 Y, d(wVia &)Y (B H)RE) +
£ef2¥, (w) €k
¢ > Y (Faa HR(RE (w))).
rck* sekX

Asi, para demostrar la afirmacién se verd que I; = 2, 0<i<4y L+ =
IR DI

1. Se tiene
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Ti= >, G(OF),

¢ei(w)

D= ). Cual(Q)F(Q),

¢EAit1(w)
donde
Q)= 3  PwVi€ + &V & + Vi),

(€ £2)eLi(wil)

Cipa(C) = > PwViné + Vi€ + Vi)

(¢1Ee2)eLita(wi)
Recordemos que A;(w) = Ajyq(w); abora por el lema anterior C;(¢) = C;11(¢),
para { € A;(w). Luego ¥; = &I,

2. Hagamos en T; el cambio de variables ki(n) = u. Luego

Ta=q¢70 ), Y Pwvit) _ > B¢ Vigr Bi-s (1)) f (1),
ren e (w) B (1) (€)
de donde
De=¢Y 3 P(wvi€) Z P(hi-1(RL(E)) Vipr hia (1)) F (),
ek QX (w) ueay, (hi(€)
haciendo el cambio 4(£) = 7, y teniendo presente (d) de la proposicién 1.1 se sigue
REL DI PwVikit(n)) X B Vig g )F(p),
rEF Ry ()€} (w) #eQ1(7)
ahora hl_i(n) € QF(w) equivale a 7 € Q¥(hi(w)) = QX (w). Luego

Se=q 3 Y d(rlwVin) X by Via 1 )f(m).
ek e (w) el ()
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Por otro lado haciendo A () = 77 en 5} , se obtiene

Y=g 3 d(rwVip) X G (w) Vin OFQ),

rek LeQf (w) cea,, (ki (1))
luego
Ba=¢ ) 2 d(FwVip) X (ruVia C)FC).
"=l (%)) ey (n)

Es decir 3; = Xf.
3. Procediendo como en 2. se demuestra que X3 = 3.
4. Hagamos 7 = ki(¢) en I, luego
E4 = q-3 Z Z '¢'( rlw Vi+1 C ) Z f(h:'s(c:))s
S el () =2
haciendo rs = ¢, podemos escribir
Ta=gq7 3 2 {20 #(st7w Vi O )}F(RIO));
T ) oo
dado que t7lw V;y; ¢ mo es nulo, se sigue
Bi=—¢), X fRQ)
e )

Luego
Ti=—0"" 2 AP BW)) — 3 FREF (Ri(w)))}.
tekx rekx
Procediendo de manera totalmente analoga, se obtiene

By =—¢7 Y A@HE (@) - X FERT @)}

tek> rekx
Por otro lado 35 se puede escribir

Ds=q7 Y, p(wVi€) (LG,

£eq;(w) sEk*

29

M

(2)




30 Capitulo 1. Representacién del grupo Simétrico

desarrollando J;

Bs=g Y d(wVib)X X (O Vi OFQ),
eefli(w) R cem(hT(E))

hagamos el cambio de variables 5 = hi*1(£), luego

Ts=¢7° ), > T HeVikHm) Y #(nVi¢)f(Q),
€k b ()ei(w) ¢efhi(n)
de donde
Ts=¢"%> > bR (W) Vin) S0 (7 Vi )FE).
SR ey (w)) ¢e€2:(n)
Ahora shitH(w) Vi g = B (RS (w)) Vin, ¥ como Qi(n) = (R (w)), se obtiene
al reordenar
=g ), X {2 dEET@)-OVvim©),

€k cen.-(hi“(w)) ﬂeﬂi(hiﬂ(’-"))

teniendo presente que ((AL (AT (w)) — €) Vi -) es un cardcter no trivial de | wig1] /

[wi-1] 5i ¥ s6lo si ¢ = k(A (w)), se concluye

Ts=¢"° > {(& ~ DR W) - 2 (O
= ¢ € UH (W)
¢# b (k5 ()
hiego
Y =g° Ek: {* f(R (B (w))) = (Bf)(RETH ()} (3)
3€kX .

Procediendo del mismo modo, a lo realizado con I5, se obtiene

5 =7 2 (B (AT (@) — (P H(Bi(w))}- (4)

sekX
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De (1) a (4) se deduce que £, + &5 = &) + L.

Asi, de 1. a 4. se concluye la demostracién de la proposicién.

De la proposicién 1.3 y 1.6 se tiene

Lema 1.7 Para todo 0 < 1,7 < n se tiene las relaciones

(a) JP=Id—q7*P,

() LiJuwadi=Tiadidir, 8i#En~—1

fe) oFal; =0l .
donde el valor absoluto de i—jes mayor que 1. Y ademds a nivel de V; (0 < i < n) se

tiene

Ji=Id,

1.4 El subespacio V. de V.

El objetivo de esta seccién es mostrar un subespacio V. estable por los operadores
de Fourier-Grassmann. Para esto se vera primero el lema 1.8 que se usara en la
demostracién del lema 1.9, el cual a su vez es vital en la demostracién del objetivo

anunciado.

Lema 1.8 Para toda bandera de Grassmann w = (wy,...,w,), se tiene

(a) §i0 <:<n—1, entonces

(Wisr1 VGip1) Au_ (wig1 V () A

Gis1 +1 ’
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donde u, w; < (41,61 < Wizs, ¥ el producto regresivo se recliza en el k-espacio
[wiypg] respecto al elemento de volumen wiys.

(b) Si0<i<n, yw; =wi_1 Au(u € E), entonces
B(B(wi, Gt wi-1), G £ G) = B(—G A, Ga 1 6) = Gipa A,
donde w;_y < ¢ < Cip1-

Demostracién. Sélo se demostrara (a) pues (b) es trivial.

Si Gig1 = Clyq, L Clyq = 8Giy1 (s € k% ) 1a afirmacién es clara.

Supongamos (41 # (,;. Recordemos que por covencién wy = 1, luego para todo
0 <i<n—1 podemos escribir (;4; =& Aw, ¥y (y =& Au,donde §; =w; 1 Az y
El=wi 1 Ay (z,y € E). Y ademds wiyg =rwi1 Az Ay, r € k.

Ahora se tiene wyy1 V (41 = Aw;—1 AT, ¥ también wiys V ({4 = Awi—; Ay, donde

A_ry/\w,-_ll\a:/\u

Wip2

Luego se deduce sin mayor dificultad (a).

Lema 1.9 Pare todo 0 <1 < n, se tiene
(¢) J:JinaV: C Viga,
(0) Jip1JiVig1 € Viqa.

Demostracion. Demostremos (a). Sea f € V; y w € ,, se debe ver que & =0,

donde

¥ Y (BFaf)E)
EGQ:‘+1(“’)

Al desarrollar J; y Jiy1, se obtiene

T=q¢2 3 Yo HEViC) X #( ¢ Vipn )f(n),
£eQip1{w) ¢e%(€) 268241 (C)
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esta igualdad se puede escribir como ¢*E = ¥; + 5, donde en T; sélo aparecen
los terminos de ¥ para los cuales ¢; es congruente §;, y en L, aparecen los { en

QX(€). Luego

2

i

X X O Vi nF(n),

fEQi-l-l (w) rekx qeﬂg+1(hi(£))
haciendo ki(x) = 7, se obtiene ‘

Ti= 3 X X b(hi€) Vir k() F(Ri(w)),

£€Qi1(w) 7€k peldiya (§)
ahora como Q;41{w) = Qi11(€), se sigue
D= T Y $(r Ve g W),
€% peQiyr(w) £eQig1(w)
v al tener presente (1.4) se concluye
Si=-3 3 f(h(w)
rek* ueQlia(w)

Por otra parte la suma ¥, es

= ), > P(EViC) X (¢ Vi )f(n),

£EQi1(w) ¢EQ:?C (f) nETit1(¢)

ahora X, se puede organizar como

T, = ) T 4 (B(w,—, Gi: ws'ul))

Ciwi<Eig1<wiss 5:'-1-1
Wi =< G < Wi

GFEw
B(&ip1: i1t G
5 ¢( (§+1wfl+1 C))f(wh...,Ce,’?i+1,---awn);
Ci<mig1 <wisa ’ 2

pero como &1 = (,w;i ¥ w; £ (G, se sigue que £, estd tnicamente determinado

(médulo escalar). Més precisamente ;43 = B(w;, {; : w;—1), por lo tanto
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&
[
Il

2 IR OIS

wi—1 < G < Wigz e G<mis1<wisa
Gi ? i

,¢. (B(T.ﬂlB(wi:Ci : wi—l): g1 - (:,)

Wipn

)f(wh"'act"m+1:'--a‘-’-’n)-

Si eseribimos w; = w;_; A u, u € E, se sigue del lema anterior

Y, = . Z Zd’(") E

rEk® Ci<Mip1=<wig2
Wiy < (G < Wige
G #F wi
i Au
§ () e )
Wiza

luego

A IR )

rekx wi—1<Nit1<Wisa Wit2
Z f(wh---aCi:T]i-}-l;---:wn)-
wi—1 =< G < i
G # wi
Ahora ¥y = X33 + Zsq, donde en 351 sdlo se considera los 7;3; que dominan
a w;. Luego
Ta==— ) 2 (o)
neQit1(w) ceQX (1)
pero como f € V;, se deduce ¥y; = —Z;.

Como en X;, so6lo aparecen los 7;41 que no dominan a wj, se tiene que la

condicidén (; # w; es superflua en X;,. Luego como f € V, se sigue B33 = 0. Por

lo tanto ¥ = 0.




1.4. EL SUBESPACIO V. DE V. 35

Para demostrar (b) se procede del mismo modo a lo expuesto anteriormente.

Nétese que esta vez el hecho clave serd (a) del lema anterior.

Proposicién 1.10 Para tode f € VN Viy1, 0<i <n—1, se tiene
Sif €V Jiaf eV

Demostracion. Ocupar el lema anterior y el hecho que J; es una involucién sobre

V..
|
Consideremos ¢l subespacio V de V, definido por
n—1
(1.7) V={fe Vil Jim---Jiif €Vi 1<i<n,0<j<i}.
i=1

Claro que para ver que V. es S,-estable, basta ver que V. es estable por los

operadores de Fourier-Grassmann.

Proposicién 1.11 El espacio V. es estable por los operadores de Fourier-Grass-

mann.

Demostracion. Se debe probar que si f € V, entonces

I.fe Vi (0<m<n) (1)

L—l"'Ji—ijfEWa(1<i<n10<j<i) (2)

para todo 0 < m < n.
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Es facil ver (1) si se tiene presente (a) de la proposicién 1.3 y la proposicién
anterior.

Para demostrar (2) distingamos los casosm=1,1<m<n—-1ym=n-—1.

Caso 1.: Si m = 1, la verificacién de (2) no ofrece mayor resistencia. Analizar
primero el caso ¢t — 7 # 1,2.

Caso 2.: Sil < m < n—1. Supongamos que j # 1,7 — 1; bajo estas condiciones
es facil ver (2) param ¢ {1+ 1,4,i —1,...,i —j,i—(j +1)}.

Como j # i — 1, se sigue que (2) se cumple trivialmente sim =7 —(j +1); en el
caso m =i —j la expresion (2) se reduce a ver que J;_; --- Ji_(j_1)f € V;, lo cual es
inmediato. Notar que J;_; es una involucién sobre V;_;, y en particular f € V,_;.

(a) En el caso m =i — (j — 1), se tiene que (2) se escribe

Jic1 + o dispi=iyli=sisi=1yf € Vi: (fel¥)

Pero teniendo presente la relacion de conmutacion de la proposicién 1.6 se sigue

que la expresion anterior equivale a

Jic1 -+ Jieg-nyJicj Jie 1) Jici f € V35 (fel)

pero J;_; conmuta con los operadores que aparecen a su izquierda, luego la ex-

presion anterior equivale a

Jiejdic1 - dicj-pdi-if € Vi, el

y esto ultimo es cierto, pues por hipdtesis Ji_y - -- Ji_;f € Vi, y ademas V; es estable
por Ji—

(b) El procedimiento anterior se puede realizar para todo m € {i — 1,...,i —
(7 —1)}. Luego sélo resta analizar los casos m =i y m =i+ 1 para obtener (2)
enelcasol < m<n-—1 yj#1l,i—1 Param = i, notar que por hipétesis
Jica o Jiojf € Viq, si f € V; luego teniendo presente el lema 1.9 se deduce que
Jio1JiJi—a - Jiojf € Vi, lo que es equivalente a (2). Para m =i + 1, se tiene por
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hipétesis que J;J;-1*-+ Ji—if € Vi1, si f € V; luego nuevamente del lema 1.9 se
sigue que Jiyy JiJiJis -+ Jisf € Vi, para f € V5 pero como Jiy -+ Jiif € Vi, ¥
J; es involucién sobre V;, se deduce que Jiy1Ji1---Ji—;f € Vi, para f € V, i.e. se
verifica (2) en el caso m =i+ 1.

Recordemos que estamos en €l caso 1 < m < n —1 ¥y que se supusoc que
J#FLi~1.

Estudiemos ahora el caso j = 1. Se debe probar que Ji_1J.f € V,,si fe V.
Bsto es claro si m € {i + 1,7 — 2}. Para m = i + 1, nétese que J;J;_1f € Vi,
si f eV, lnego JiyxdiJiJi-af € Vi si f € V; pero como J; es involucion sobre
Vi y Jioof € Vi (f € ¥), se deduce luego que Jip1Ji—1f € Vi, para f € V. Para
m=1—2 es claro que J;_1J;_2f € V;, pues f € V.

Si j =i¢—1, se debe probar que J;_y---1Jnf € V;, st f € V. Param €
{i+1,i,4—1,...,2} esevidente, y para el resto de los m’s se procede como en (a)
del Caso 2.

Caso 3.: Sim =n — 1. Distingamos loscasos j =1, j=n—-2 yl<j<n-—-2.

(2) Si j =1, se debe probar J;_1Jn-1f € V;, para f € ¥. Lo cual es inmediato
parai € {n—2,n—1};sii =n—1 esclaro que J, »J, 1f € V4,51 f eV
(ocupar el lema 1.9 y el hecho que f € V,,_;). Para el caso i = n — 2, observese que
si f € V, entonces Jy_oJn-3f € Va_1; luego Jo_1Jn2Jn_2Ju_3f € V,,_2, de donde es
claro que J,_1J5—3 € V,—a.

(b) Sij=n—2. Sea f € V, entonces J,_3--+ J1f € V,_5. Luego

Jn_gj _1Jn...3 e J]_f = V;-;,.-l, si f = K
Es decir para toda f € V se tiene
Jn—2dn-3-+ NnJnaf € Vag,

(c)Sil<j<n—2. Enelcasol<i<n—2 tenemos que si f € V, entonces
Jim1+--Jioif € V;, de donde se sigue que J,_1Jiy---Ji_;f € Vi, para f € V; es
decir J;—y -+ JijJuo1f € Viysi f € V. En el caso i = n — 2 considerese el hecho
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que JiJi—y -+ Ji_;f € Vi1, si f € V; en consecuencia Jy1J; i J;q - - - Jiif €V, de

donde se deduce que para toda f € ¥V, se tiene
Jicre - Jijdin f € V3

En el caso i = n — 1, basta observar que si f € V, entonces J;_, - - - Jiif €Vl ¥y

por lo tanto Ji_1J;Ji—a - - - Ji_; f € V;, es decir para toda f € V se tiene

Ty T Bif € Vi

Resumiendo los Casos 1., 2. y 3. demuestran (2), y luego V es invariante por

los operadores de Fourier-Grassmann.

Para 0 <7 < n—1, se tiene
(.I,-J;+1)3 = (Ji‘fi+1t];')(Ji+1Ji']i+1),

luego de la proposicién 1.6 (J;Jiy1)® = JiJpya ;i Jipn i
Pero st f € Viy1, se sigue del lema 1.9 que Jiy1Jif € V;. Luego a nivel de V4,

(Ji-fiﬂ)s = JiJ£+1J£+1J;‘-
Ahora para f € V, se tiene J;f € V;4;. Por lo tanto a nivel de V.
(J£J£+1)3 = ']!'Jt'a

de donde resulta claro que (J;J;4;)% = Id sobre V.

Enfin, de la proposicién anterior y proposicién 1.3 se obtiene

Teorema 1.12 La correspondencia (i,t+ 1)~ J;, 0 <7 < n, define un homomor-
fismo T del grupo simétrico S, en el grupo Aute(V) de los C-automorfismos de V,

i.e., (V,T) es una representecidn de G,,.

—




Capitulo 2

Principio de Dualidad

En el presente capitulo se describe el espectro, de la representacién del grupo
simétrico construida en el capitulo 1, respecto a los grupos Gl.(k) ¥ &, x (EX)?, ver
teoremas 2.14 y 2.17. Ademds se obtiene que la dualidad entre las multiplicidades,
de estos espectros se refleja en una dualidad entre sus dlgebras conmutantes. De
modo maés preciso en el teorema 2.21 se prueba ésta dualidad. Cabe destacar que
este ultimo teorema puede ser interpretado como una generalizacién del teorema de

Burnside; ver observacidn 2.24.

2.1 Preliminares.

2.1.1 Nociones basicas.

2.1.1.1. Sea G un grupo finito. Una representacién de G es un par (V, n),
donde V' es un C-espacio vectorial, y # es un morfismo del grupo G en el grupo
Aute(V) de los C-automorfismos lineales de V. Si no hay peligro de confusién (V,

7) se denota simplemente por .

39
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Un morfismo (operador de entrelazamiento) entre dos representaciones (V, 7) y
(V', n') de G, es una aplicacién C-lineal ¢ de V' en V' tal que gom, = ! 0 ¢, para
todo g € G. Asi, se tiene los conceptos evidentes de monomorfismo, epimorfismo e
isomorfismo de representaciones.

Se denota por G el conjunto de los distintos tipos de isomorfia de G. Si G es
conmutativo G es el grupo de cardcteres de G.

Al C-espacio vectorial formado por los operadores de entrelazamiento de © con
n’ se denota por Homg((V, ),(V’,n)), o simplemente Homg(n,7'). La dimensién
de este C-espacio vectorial se suele llamar el mimero de entrelazamiento de # con
7', y se denota por [V, V'], o bien [r,7'],.

En el caso 7 = 7/, se denota Homg(w,n") simplemente por Endg(V, ), o bien
Endgr.

Si (V',x") es irreducible, i.e. los tnicos subespacios G-estables son V' y 0, el
nimero [#',7] se llama la multiplicidad de #' con w, y si este niimero es no nulo
se dice que 7’ se entrelaza con .

Si 7 sélo se entrelaza con my,...,7 (7 € G} con multiplicidades mq,...,m,

respectivamente, entonces es sabido que

Endgr = M,,,(C)ED--- €D M, (c).

Luego la dimensién del centro Z(w) de Endgm esr. Notar que r es el nimero de

tipos de isomorfia de 7. Sim; =1 (0<¢ <) es claro que
Endgm = Z(x),

¥ en este caso se dice que 7 es libre de multiplicidades.
Como es usual x. denota el cardcter de la representacién (V,;#) de G. Y es

bien sabido que

< Xas Xz >G= [Trlv W]G,

donde
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< Xy Xz S@i= Gl GI > xx(9)x=(g)-
geG

2.1.1.2. Supongamos ahora que V =0 @---@U,, es una descomposicién de V
en suma directa de representaciones irreducibles de G. Sea N C G el conjunto de
representaciones de G que se entrelazan con 7. Se llama componente G-isotipica
de tipo ¢ en 7w (o € N), a la subrepresentacién I, de V que es suma directa
de aquellas representaciones entre las Uy, ...,U, que son isomorfas a o. Luego se

tiene la descomposicién candnica

V=L

ceEN
En otras palabras, se ha descompuesto V' en suma directa de representaciones
irreducibles y luego se han reagrupado aquellas isomorfas entre si.

Ahora es bien sabido que
I, = P,(V),

donde F, es el proyector sobre V' dado por
Fo = ch(;l) > Xo(9)m,-
9€G
2.1.1.3. Sean (V,p) y (V,0) sendas representaciones de dos grupos (finitos) G y
H respectivamente, tales que p conmuta con o, i.e., py00, = or0p,, g € G, h € H.
Sean I, (x € @) la componente G-isotipica de tipo 7w en p; dado que p conmuta
con ¢, se deduce que I, = F,(V) es H-estable. Luego una primera descomposicién
de o es aquella en las componentes p-isotipicas de G.
Por otra parte dado que p conmuta con ¢ se tiene una representacién (V, p o o)
de G x H, donde
(p0)gn) = pg 0 O (9€@G, he H)

Claro que I, es G x H-estable.
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Sea U, subrepresentacién irreducible de I, isomorfa a =; se tiene la repre-
sentacién (Homg(U,,V),&) de H, donde

Gud:=0ono g, (h € H)
para ¢ € Homg(U,, V)

El siguiente lema describe I, como representacién de G x H.

Lema 2.1 Bajo las mismas notaciones y condiciones anteriores se tiene el isomor-

fismo de representaciones
Ur ®Homg(U,,, I,

Demostracién. Sea A = Homg(Us,V). La aplicacién bilineal ¢ : (u,) — o(u)
de Uy x A en I, determina una tnica aplicacién lineal p de U @A en I,
mds precisamente ¢ a nivel de los generadores estd dada por @ : u ® @ o(u).
Claramente ¢ entrelaza p® & con pooao.

Escribamos I, = U1&-- -@U,, con U; = U,. Seav € I, entonces v = Uyt - u,.
Pero U1 Z¢ U;, i > 1. Por lo tanto existen uh,...,u, en Uy y y; € Homg(Us, U;),
tales que p;(uf) = u;, ¢ > 1. De donde se sigue que existe = := u; @ Id+ s, v} Q1
en U, ® A, tal que ¢(z) = v. Es decir ¢ es epiyectiva, luego un isomorfismo.

2.1.1.4. Representaciones inducidas: Sea (V;#) una representacién del sub-
grupo H de G, se denota por (Indf,z) a la representacién inducida por = de
H a G. Esta representacién inducida se puede realizar por el modelo de Mackey

(derecho) como

Indgm = {f: G~V | f(hg) = ms(f(g)) g€G, heH)

¥ la accién esta dada por
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(z,fXg") = f(d'9) (9,9’ €G)

A veces se usard el médelo de Mackey (izquierdo) de (Ind§,x) , donde ahora
Ind§m consta de las funciones f : G — V, con la condicién de homogeneidad

f(gh) = mp— (f(g))v g €G, k€ H,y con accién

(z, F)(¢") = flg7*g"). (9,9 €G)

Si ahora (W, p) es una representacién de @, se denota por ResHp a la repre-
sentacion (W, o) del subgrupo H de G, donde o es simplemente la restriccién de
p aH.

La Reciprocidad de Frobenius dice que el nimero de entrelazamiento entre las
representaciones p y Ind&w es igual al ndmero de entrelazamiento entre las repre-
sentaciones Resfp y v de H.

Enfin, si K es un subgrupo de G es bien sabido que

(2.1) ResfIndgr > € Indk.x®,
SEK\G/H

donde H* = sHs™'NK y n*(h) :=s"ths, h € H".

2.1.1.5. Representaciones naturales. Sea X un conjunto finito sobre el cual
actda G. Se llama representacién natural de G a la representacién (L*(X), p),
donde L*(X) es el C-espacio vectorial CX provisto del producto escalar < y >r2
usual, i.e.

,_;—l T =),

para f, f' € €X. Y la accién est4 dada por

<fif'>=

(pef)z) = flg™" - =),

donde g € G, z € X, f e c¥.
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Si la accién de G sobre X no es transitiva, entonces X es la unién disjunta de

sus G-6rbitas Op,...,0,. Y es claro que

LX) = D LH0:);
f=1
luego basta reducir el estudio de las representaciones naturales al caso en que G
actia transitivamente sobre X; consecuentemente, en lo que sigue la accién serd

transitiva.

Si H es el estabilizador de zo € X, se tiene X ~ H\ G y
(LXX), p) & (IndG1,1).

Por otra parte para la C-dlgebra Endgp hay una base natural (base standard)

asociada a la clasificacién de las G-6rbitas en X?, mds precisamente la familia
{¢o | O es G-érbita de X2 } es una base para Endgp, donde

(Jof)=z)= 3. f() (f € I¥(X), z € X)

(z,)€0
En otros terminos la base anterior es la base dada por las dobles clases de G
respecto al estabilizador de un punto zo de X.
2.1.1.6. Recordemos que una particién m = (ms,...,m,) den en N es un s-tuplo
de ntimeros enteros positivos talesque m; >my > - -2 m, ym;+---4+m, =n.
El niimero s se llama el largo de la particion.
A cada particién m = (my,...,m,) de n se tiene asociado el (s + 1)-tuplo & de

las sumas parciales de m , i.e. & = (kq,...,4,), donde kg =0 ¥y

ni=zmj (1SZS8)
=1
Sea X un conjunto no vacio, y z = (zy,...,%,) € X"; se define el orden |z| de

z como el cardinal de conjunto {zy,...,z,}.

|
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Sea m = (my,...,m,) una particidn de n; se dird que z = (z1,...,%,) € X", es
un elemento standard de tipo m si [z| = s y ademds
Ti = Ty;41, (r; <1< K41, 0L 7 < 5)
donde (#g,...,x;) es el (s + 1)-tuplo de las sumas parciales de la particién m.
Si no hay peligro de confusion se dird simplemente elemento standard.

Si X es finito, entonces el grupo de permutaciones &, actia naturalmente

(accién por permutacién) sobre X® por

3 T = (.’1’:9(1), ey xg(n)),
donde z = (z1,...,%,) € X", § € G,.
Ahora es faicil ver que el conjunto formado por los elementos standard es un

sistema de representantes de la accion de &,, sobre X",

Y ademds se demuestra sin mayor dificultad la siguiente proposicién

Proposicién 2.2 Sea X un conjunio finite y = un elemento standard de X" de
tipo m = (my,...,m,), entonces el subgrupo estabilizador de z en &, es isomorfo
al grupe

Gy X+ o+ X G,

2.1.2 Notaciones.

G denota al grupo lineal GL,(k), i.e., G, es el grupo formado por las matrices
invertibles de orden n a coeficientes en k, n € N.

B,, denota el subgrupo de G, formado por las matrices triangulares superiores.

T, denota el subgrupo de G, formado por las matrices diagonales.

U, denota el subgrupo unipotente superior maximal de G,,.
A denota al grupo (k*)".
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2.1.3 La serie principal de G,,.

Teniendo presente la descomposicién B, = T,U,, se sigue que todo caricter
o € T, = A se levanta a un cardcter & de B,, mis precisamente a(d) := a(t),
donde b = tu, t € T,,, u € U,. Si no hay peligro de confusion se anotard o en vez
de a. -

Se entiende por serie principal de G, a toda componente irreducible que aparece
en lainducida @ de B, 2a G, a € T..

Notese que toda representacién 7 de G, es de dimensién igual 2 un polinomio
px(q) de Z[g] (recordar que q es el cardinal del cuerpo k). Se define la dimensién
de Gel’fand- Kirillov de 7 como el grado del polinomio p-(g).

Recuerdese que para todo a € Ty, 8 € &, se tiene
. Indg:a 3 Ind§:9 e
¢ Indgraes irreducible si y sélo si o] = n

¢ En el caso o] < n, a € T, la representacién Indg:a posee una sola com-
ponente irreducible de dimensién de Gel’fand-Kirillov maxima, a saber n(n —
1)/2, Ver p. 316 de [6].

o En el caso |« = 1, la componente irreducible de dimensién de Gelfand-
Kirillov n(n—1)/2 de Indga es de dimensién ¢""~1/2; y son las clisicamente
llamadas representaciones de Steinberg, que anotaremos en lo sucesivo por

St&’?, sia=(ay,...,01) € 7.

2.2 La representacién natural (V,p) de G,.

G, actia naturalmente sobre el conjunto de banderas de Grassmann Q,,, mas

precisamente
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grw= (g(wl): vee ,g("""n)):

para g € G w = (wy,...,w,) € L.
Claro que esta accién es transitiva.

Llamaremos (V, p) a la representacién natural asociada a esta accién, i.e. V :=

Lz(ﬂn) ¥

(pef)w) = flg7" - w),

parag€ G, feV, wel,.
En lo que sigue €, sera la bandera de Grassmann asociada a la base candnica

{e1,... e} de E, es decir, &, := (e1,€12,..-,€1..n), donde
€1 =€ A+ Aeg. (0<i<n)

Es ficil ver que el estabilizador de €, en G, es el subgrupo U,, luego Q,, es

Gp-isomorfo a G, /U, y ademds
p = Indgl.
Para r = (ry,...,7) € A yw = (wy,...,w,) € Q, se define
Tew = (T, TIToWe, . oy T o0 Tpliy)
Y se define el operador de homotecia H, sobre V, como

(2:2) (Hr f){w) = f(r-w),

para fEV, r€ 4, we Q,.
Ahora como {H, | r € A} es un grupo conmutativo de operadores diagonaliza-

bles, se sigue que ellos pueden ser diagonalizados simultdneamente. Luego, V es
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suma directa de los subespacios V,, @ € A, asociados a la diagonalizacién simul-
tanea de los operadores H,, r € A. Pero como ademas los ¥, son subrepresenta-

ciones de (V, p), se sigue la descomposicién
(2.3) V = @ Vas
ae.fi
donde
(2.4) Vo={feEV|Hflw)=a(r)f(w) r€dweQ,}.

Proposicién 2.3 Pare todo o € A, se tiene
Indg:aEGnVa.

Demostracidn. Mediante el G,-isomorfismo entre Q,, y G,,/U, que define la
correspondencia &, +— Uy, se puede mirar a ¥, como el espacio formado de las
funciones sobre G, /U, a valores en €, con la condicién de homogeneidad f(gi) =
a~1(t)f(9), para g € Gy, t € T,,.

Sea p la proyeccién candnica de G, sobre G,/U,. Sea ¢ la aplicacién de V,
en la inducida o de B, a G,, definida por ¢: f — f o p. Es facil ver que ¢ esun
Gq-isomorfismo; y ademés ¢~ f)gUy) == f(g), g € Gn, f € Indgra.

Corolario 2.4 Para todo 8 € 6,, o € A, se tiene

Va an V;?-a

Observacion 2.5 Une consecuencia inmediatc de la proposicion anterior es que

en p se realiza tode la serie principal de G,.
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La siguiente proposicién muestra las relaciones de conmutacion entre los opera-

dores H, (r € A), y los operadores de Fourier-Grassmann.
Proposicién 2.6 Para tedor € A, y0<i<n se tiene
H.J; = JiH(ii11)r-

Demostracidn. Sea f €V yw € £, entonces paratodor € A y0<i<n se

tiene

(H:Lf)w)=¢" 25 #(r-wVig)f(0),

CEQ,’(T‘ . w)

luego

(HJLf)w)=¢" 3, #(r-wVi¢)f(C)

r—1.¢ EQ;(UJ)

haciendo r~1 - { = 7, se obtiene

(B Jf)w)=q" 3, $(r-wVir-n)f(r-n),
neQ;(w)

pero de la proposicién 1.1, se sigue T-wVir:np =wV; hi(n), con 8 = rriph s

r = (r1,...,7s), luego si hacemos ki(n) = it se obtiene

(HJf)w)=¢" 3 (wVip)f(r-hia(n),
#EQi(UJ)

ahora como 7 - bl (1) = ((i,i + 1) - 1) - , se sigue

(H:Jif)(w) = (JiHg g2y F)(w).
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Corolario 2.7 Para todo 0 <i<n, a € A, se tiene
JiVa C Visit1)uae
Demosiracion. Sea f € V,; de la proposicién anterior
H Jif = JiH (i f (r € 4)

Luego ocupando la homogeneidad de f resulta

H.Jif = oY+ 1) - 1), (r € A)

ahora como a~((z,z +1) - r) = ((¢,7 + 1) - @~ !)(r), se obtiene

HJf = ((3,i + 1) - @) (r)J:f, (red)

es decir Jif € Vjjit1)a Paratodo 0 <t < n, ¢ € A yf eV

En orden a establecer que los operadores de Fourier-Grassmann son operadores
de entrelazamiento para p, veamos primero que V; es invariante por la accién de

G,, més precisamente
Lema 2.8 Seanw € Q,, ( € Q(w)(0<i<n) yg€ G,, entonces
wVi{=g-wVig-(

Demostracion. Con la convencién g(wg) = 1, escribamos ¢((;) = g(w;—1) Au, con
¢ € [g(wit1)]; entonces
glw)Au
gwip1)
Luego hay s € k£ tal que g(w;}Au = sg{w;y1); de esta dltima igualdad se obtiene

g wVig-(=

w; A g7 (u) = swiyy, ie.
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wV;{ = g-wV;g-C. (0<i<n)

Teniendo presente el lema anterior se demuestra

Proposicién 2.9 Los operadores de Fourier-Grassmann son operadores de entre-

lazamiento para p.

Dado que V, es irreducible si |a| = n, se sigue de la proposicién anterior que

en €l corolario 2.7 hay igualdad, i.e.

(2.5) JiVe = VE:',:'-H_)-Q:

para todo 0 <i<n, a € A tal que [a| =n.
En (3.28) del capitulo 3 se verd que (2.5) es valida para todo & € A.

2.3 La serie principal genérica de G,,.

Sea m = (my,...,m,) una particién de n; se denota por P,, el subgrupo de G,

formado por matrices del tipo

donde ¢; € Gpp,, 1 <1 < s,
Se tiene P, = T,,U,,, donde
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L)1 0

T = { €EG, |9 €Gn,;, 1<i<s}
0 gs
L *

U = { €EG,| L=1,,1<i<s}
0 I,

(I, esla matriz identidad de G, n €N).

Asi, en particular para la particién m = (m1,m;) se tiene la descomposicién

g2y _[9o O I, g7'z P,
0 g2 0 g 0 IM2
ademas
(2.6) g O In, = _ I, qizg7t g 0 ’
0 g2 0 In, 0 I, 0 go

para todo ¢; € G, (1 £i <2)yz cualquier matriz de orden m; x ma.

2.3.1 Modelo a la Steinberg

Sea m = (mi,...,m,) una particién de n; si ¢ es representacién de T},
ella se extiende a una representacion & de P, definida por 6(tu) = o(¢), t €
T, 2 € Up; si no hay peligro de confusidn se escribe ¢ en vez de §. Enfin,
toda representacién irreducible de T}, se obtiene tensorizando las representaciones
irreducibles de G, (1 < < 3).

El siguiente resultado es debido a R.Steinberg y su demostracién puede ser

consultada en [12].
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Teorema 2.10 (Steinberg) Leas representaciones irreducibles de la serie principal
de G,de dimension de Gel’fand-Kirillov mdzima son la familia de representaciones

de Steinberg, o bien la familic

In s (Indp | (Indg? (St @ Sim)) @ Sy @ -+ @ Stm);

™
}D("s—l M) (

donde «; € kAX, 1<i<s, Har,...,asll =5, 822, m = (my,...,m,) es una

particion de n y (Ko...Ks) son las sumas parcicles de m.

Nota. Se conviene en que St es el cardcter a de k.

Conservando las notaciones anteriores se tiene

Proposicién 2.11 Le segunda familic de representaciones del teorema anierior

puede ser descrite como
Indg; (St @ -+ ® St

Demostracién. Convengamos en usar el modelo de Mackey derecho para las
representaciones inducidas.

Para la particién m = (n — 1,1) la afirmacién es trivial. Para el resto de las
particiones se demostrara la afirmacién por induccion sobre 7.

Para n = 3, se tiene m = (1,1,1). Como ambas representaciones tiene igual
dimensién y una de ellas es irreducible, basta ver, por reciprocidad de Frobenius,
que

I&
[Ind§ (5t @ 518) @ 5t8), ResiM Indf | (5t ® St ® StW)]g,,, >0,

lo cual se verifica sin mayor dificultad al considerar el operador de entrelazamiento,

no nulo, ¢ de Indg(ivlil)(Stgl)QbStgz)®.5't§3)) en Ind,(’:(zl'l)(Stgl)®5t£,12))®5tg), definido

por




(¢f)(g)—f((0 1))-

a ver que
r Resg(:"’ ""’)J]P(,‘a_l,m,) #0,
donde
o = Indgr (Stf ® - - @ 5tm),
¥
p=7®S t&':"),
con

T= Indg:"l Stg;‘l) R ® St&?_’l'l),

donde g = (mq, -+, my-1).
Sea ¢ de ¢ en p definido por

(8£)(g1,92) = f(( i 0 )),

0 g2

para f € 1/:,, g1 € Gn’-,_u g2 S Gm,-

¢ es un operador de entrelazamiento no nulo, en efecto
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(g € Gq)

Siguiendo con la induccién, supongamos valido para n— 1 y demostremos para

Dado que las representaciones ‘del teorema 2.10 son irreducibles y de igual di-
mension a las correspondientes representaciones de la proposicion 2.11, basta ver
que el niimero de entrelazamiento entre ellas es no nulo. Pero, ocupando la hipétesis

de induccidn y reciprocidad de Frobenius después, se sigue que el problema. se reduce
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(pp © 31)(g1,92) = (75, ® StT*)(p2))6f (91, 92),

P

0 po
definicion de 7 resulta

donde p = ) € P,_,m.)> ¥ T es matriz de orden #,_; X m,. De la

(Ppo ¢f)(g1,92) = StLT’)(Pz)Gﬁf(glPl ,92)

Por otro lado

($00,f)(g1,92) = (opf)((g‘ ; ))
0 g2

a0 Pz
(5o n)

ap1 17
)
0 p
pero de (2.6) se obtiene

L -1 1 im0
(60 0,f) (g1, 92) =f(( o 9E ) (g P )),
0 P2 0 g2

de la homogeneidad de f, se deduce

(600,f)(g1,92) = St?,'(pz)f(( pfz ’ )).

gz

Luego para todo p € Pix,_;m,)

poa,=p,00.
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2.3.2 Modelo 4 la Grassmann

En lo que sigue m = (my,...,m,) es una particién de n y & = (Ko,...,Ks)
denota las sumas parciales de m. Y se considera en lo sucesivo que @ = (aq,...,an)
es un caracter standard de tipo m.

Sea U, el G,-subespacio de la representacién (V,, p) formado por las funciones
f deV, talesqueparacadaw € O, yi# k; (0<i<n, 0<j<s) satisface

la ecuacién

(2.7) Y, f(O=
¢edi(w)

Distingamos ahora los casos en que m es una particién trivial (ie. m =
(n), (1,...,1)) ono.

Caso 1. En el caso m = (n), se tiene que U, 1= Ug’;‘) es la representacion de
Steinberg St‘(;;) de G,. Esto resulta al tener presente la proposicién 2.3, y el hecho

que
d'lmcUg;) = dzmc St'(;;) — q‘n(ﬂ—l)/2.

Ver [9].
Caso 2. Sim = (1,...,1), la representacién U, es igual a V,. Pero de la
proposicién 2.3 V,, es G,-isomorfa a Indg:(al ®---®ay,). De donde se obtiene

gracias a la proposicién 2.11, que U, es isomorfa a la representacion

Indgr .-+ (Indg  (Ind3:

1,1

(1@ ) ®a3) Q) ® ay,

1)

puesto que P, . 1) = B,.
Caso 3. En el caso que m = (my,...,m,) no es particién trivial de n, se verd

que U, es isomorfa a la representacion

(2.8) ndg (S5 @--- @ §1(m)




2.3. LA SERIE PRINCIPAL GENERICA DE G,,. 57

Dado que St{™) (1 <i <s) esisomorfa a la representacién U{™), se sigue, al
usar el modelo de Mackey izquierdo, que la representacion de (2.8) puede ser mirada
como la representacién (V,,a), donde V, es el espacio formado de las funciones

f:G,— Ul(m‘) ® ---® U™, sujeta a la condicién de homogeneidad

flgp™) = (ppy ® -+ ® pp,)(f(9)),

para g € G,y
4! *
p= T er1

0 Ds

donde p; € G, 1 <1< s. Y laaccién a esta dada por

(e, f)(R) = f(g7"h) (g,h € G,)

Sea ¢ de (V,,a) en (L*(f2y),p) definida por

(8f)(w) = f(9)(€mys---+Em,),

para f € V,, w € Q, y g cualquier elemento de G, tal que ¢ - €, = w. Recordar
que 2, es G, transitivo.

¢ esta bien definida gracias a la homogeneidad de f.

A continuacién se vera que la imagen de V, por ¢ esta contenida en U,.

Sean f € V,, w € Q,, t=(t1,...,t,) €A y g € G, tales que g- ¢, = w; se

tiene

(@f)t-w) = (o)t g-én),

ahora t - g - €, se puede mirar como t- g -é€, = g[r]- €,, donde [t] es la matriz de

T, que tiene t; en el lugar (z,:), 1 <7 < n. Luego

(¢f)(t ’ w) = f(g[t])(ému 3% & 151713):
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pero de la homogeneidad de f se sigue

(¢f)(t ' w) = (p[t],- @ p[t],)f(g)(émn v 1é'm,)’

donde [t]; es la matriz de T, que tiene en el lugar j el elemento t,_,;;. Luego

(85)(t-w) = F@E) Emys-- - [8]; Ema),

de donde se deduce

(6f)(t-w) = a7 (tr) -~ oz (ta)(Sf)(w)-

Es decir, para todo f € V,

(¢f) € Va.

Asi, para ver que ¢(V,) C U, solo resta demostrar que para todo : # &; (0 <

i<n, 0<j<s) setiene

Y. (#f)¢)=0. (f € Vi, w € Q)
¢eQdi(w)

Sean f € V,, w € R, ¥y go € G, tales que go - €, = w, entonces

Y 6N = X (N,
¢efi(w) ¢e€2%(go - €n)

o bien

> @NO= X ()0,

cei(w) 9571 CERi(En)

haciendo g5! - ¢ = 7, se sigue

> @)= X (¢)g0-n)-
¢eQ(w) nefi(€n)

a b
Denotemos por ( ) la matriz
c d




2.3. LA SERIE PRINCIPAL GENERICA DE G,,.

[ 1

\

donde a estd en la posicién (i, 3).

€ G,

59

Asi, se tiene que ;(€,) esta constituido por los elementos u - &,, con u € R,

donde

0 0
r={| " , "lrekX, zck} C G
z r-t rt 0

Luego

PR CIH(9)
¢efi(w)

Il

1;{(fﬁf )gou - &),
z f(gou)(ém17 ey Ema)'

uER

Dadoquei # x; (0<i<n, 0<j<s),loselementos u de R son de la forma

con v € R/, donde

[ 1

)

1)
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0 0
rR={| " , "llrek, s ek} C Gy,
z r! 1 0

para algin 0 < jp < s.
Asi, de la homogeneidad de f, se deduce

2 (¢f)(¢) = E f(gﬁ)(€M1= ceey Uémjoa ceey Ema)a

(Egg(w) veER'
pero claramente 2;(€,; ) esté constituido por los elementos v- &, , v € R'. Luego
si se escribe:
!
fla0) =Y fir®+® fis (fu €UGY, 0<j <8, 1<i <)
i=1
se obtiene
I

Z (¢’f)(C) = Z Z fi,jo(n):
¢eQi(w) =1 ne(li(Em;, )

y como f;, € U(m’h), se obtiene paratodo i # k; (0<i<n, 0<j<s)

o
> (A0 =0,
¢eQi(w)
donde f € V,, w € Q,.
Por otra parte no es dificil ver que ¢ entrelaza (V,,a) con (Us,p), y posee

inversa ¢~! dada por

(qs_lf)(g)(hlému ey hsém,) = f(ghén),
donde f €Uy, ¢ € Gas hi € Gy (1<i<8)y

ha 0
R = € Gn.
0 hs
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Por consiguiente ¢ es un isomorfismo de representaciones. Al pasar ahora por
la proposicién 2.11 se tiene modelo geométrico-Grassmanniano para las representa-
ciones de la serie principal de dimensién de Gel'fand- Kirillov maxima. Mas pre-

cisamente

Teorema 2.12 Las representaciones irreducibles de la serie principal de dimension
de Gel’fand-Kirillov n(n — 1)/2, estdn parameirizadas por el subconjunto de ele-
mentos standard N de A. Y ellas pueden ser descritas como subrepresentaciones
(Unyp), (@ € N) de la representacién natural (L*(82,), p), mds precisamente si

a € N es él cardcter asociado a la particidn m = (my,...,m,), entonces

Uﬂf={f€Va| E .f(C)=0’ w € g, T F K, (0<j<3, 0<i<n)},
ceﬂ,—(w)

donde (Ko, ..., k) €s el (s +1)-tuplo de las sumas parciales de m.

2.4 El espectro de (V,p).

Del hecho que los espacios V; (0 < i < n), definidos en (1.5), son G, -estables;
y como los operadores de Fourier-Grassmann conmutan con p, resulta que el espa-
cio V es Gy-estable. Luego tiene sentido estudiar la descomposicién de (V,p) en
representaciones irreducibles de G,.

En orden a describir el espectro de (V, p), nétese que del corolario 2.7 es claro
que
29) Jir+ JiiVee C Viay

donde 8 = ((: — §),4,(i = 1),...,i—(F —1)) € 65,1 < <m, 0<j<i.

Se tiene
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Lema 2.13 Seas o = (o,...,an) cardcier de A, y m particidn de n con suma
parcial & = (Ko, ..., Q) ; se liene

(a) 8i o es cardcter standard de tipom y0<j < s, entonces
Lif=F si i#k; (feUs)

(b) Para todo 0 < ¢ < n se tiene Vy C Vi, 8 a; # aypr. En particular si o es

cardcter standard de tipo m esta tltima contencidn vale para todo i = k; (0 < j <

s).

(c) §i a es cardcier standard de iipe m, entonces

U, cV.

Demostracién. Demostremos (a). Claro que (a) tiene sentido sdlo si m # (n).

Sean f € U,, w € Q,, ¥y i # &; para algin 0 < 7 < s; entonces

THW) == 3 B Vi OFC)-

¢eQ;(w)

Elijiendo un subconjunto L; de Qi(w), tal que w € L; y de modo que sus
elementos (banderas de Grassmann) sean tales que sus i-ésimas coordenadas sean

i-vectores linealmente independiente dos a dos, se sigue

(Fif)w) = —{ T Y o(w Vi BAOVFREO) + Do F(Ri(w)}

rEkX rEk*
(el

(Fw

de la homogeneidad de f, resulta

(JifJw) = —{ > A $lw Vi b (OO + (g — W)},

(ELi, (Fw rek¥

pero w V; hi(¢) =r wV; ¢,y como ¢( - wV; () es un caricter, no trivial, de k¥,

se obtiene
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(wmhg—zzmwmamm,

CEL;, (#Fw

pero como f € U, y i # k;, se deduce
(Jif J(w) = f(w). (f € Uy, w € Q)

Demostremos ahora (b).
Sea f € Vo, w € Q, y i = k;j, para algin 0 < j < s; conservando las notaciones

anteriores se tiene

> Q)= X f(k(E)

(Eﬂi(W) CeL; rekX

de la homogeneidad de f resulta

> £ =2 {2 (et ain)(r)}f(O),

CGQ,‘(W) CELi rek*

pero «; # a;41,por lo tanto

> flQO=0,
cei(w)
ie. feV.
Demostremos ahora (c)
1. Claro de (a) que U, C Vi, sii # &;. Y sit = &, se sigue de (b) que U, C V; .
Luego
v, c NV

=1
2. Para ver que J;_;---Ji;f € Vi,paral <i<n,0<j <ty f&U,; notese
que por (a) basta ver los casos en que t — j = K., con 0 <r <.

Ahora bien por (2.9) J;i_; -+ - Jx,.f € V.o, donde 0 = (&,,2,(2 — 1),..., 6, +1).
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Ahora como en la posicién i de 8- a estd el cardcter oy, €l cual es distinto de
@;41, se sigue de (b) que
Jici-Ji f €V

El siguiente teorema describe el espectro de (V, p).

Teorema 2.14 La descomposicion de la representacién (V, p) en representaciones

irreducibles de G, estd dada por

donde N denota el subconjunto de A formado por los elementos standard. Y para

a cardcter standard de tipo m = (mq,...,m,) se tiene

Demostracidn. Claro que V. solo se entrelaza con representaciones de la serie
principal de G,.

Sea {0} # U una representacién de la serie principal de G, que se entrelaza
con V. De (2.3) y proposicion 2.3 se sigue que podemos decir U C V. Mdas ain, U
puede ser mirado como una subrepresentacién de V,, con a caracter standard de
A.

Si a es de tipo (1,...,1), U es la representacién irreducible V,. De (2.5) y (b)
de la proposicion anterior se deduce que U =V, C V.

Si @ no es de tipo (1,...,1); se debe tener U C V;, para 0 < 7 < n. Lo cual
es inmediato si ¢ = k;, puesto que en este caso V, C V;, ver (b) de la proposicién

anterior. Por lo tanto las f € U deben satisfacer las ecuaciones

> f(¢)=0,
cefi(w)
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paratodow € 2, ,1# k; (0<i<n, 0<j <s).

Luego 0 # U C U,, de donde U = U,, ya que ambas representaciones son
irreducibles.

Nétese que la multiplicidad m, de U, en (V,p) es, en virtud del corolario 2.4,
el cardinal de la 6rbita O, de la accién, por permutacién, de &, sobre A. Por lo
tanto de la proposicion 2.2 se sigue que my, = n!/my!---m,l

Ahorasi §-a € O,, 6 € &,, se sigue de la estabilidad de V. por los operadores
de Fourier-Grassmann que 73U, C V, donde 7 es la representacion del teorema
1.12.

Luego para tener que la multiplicidad de U, en V. sea m,, basta tener que
79U, sea la componente de dimension de Gel'fand-Kirillov maxima en Vj.,.

Escribamos V, = U, @ U, (con U} suplementariode U, enV,)y 8 =26, ---6;
entonces por (3.28) del capitulo 3 se deduce que J;, -+ - J; (U, @ U.) = Vj.a, y como
los operadores de Fourier-Grassmann son operadores de entrelazamiento se sigue que
Jiy -+ J;,;Uy es la componente de Vj., isomorfa a U,, i.e., 73U, es la componente

de dimensién de Gel'fand-Kirillov maxima en Vp.,.

Observacién 2.15 Si U, denota la componente de dimension de Gel’fand-Kiri-
llov n(n —1)/2 en Vi, a € A, se deduce de la demostracidn del teorema anterior
que las componentes G,-isotipicas de p estin parametrizadas por el subconjunto N
de A de los elementos standard. Luego, s1 I, es la componente G,-1sotipica de

tipo o en p, se tiene

(2.10) L= @ U,

666, /Ka

donde K, es el estabilizador de a, por la accién por permutacidén, de &, sobre A.

Enfin, la descomposicion en componentes G,-isotipicas de (V,p) es
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(2.11) V=8 L.
aEN

A pesar que el especiro de (V,p) no es libre de muliiplicidades (i.e. aparecen
multiplicidades mayores que 1), ellas pueden ser interpretadas como dimensiones
de ciertas representaciones de un grupo I' que aciie en V. En este sentido es gque

se desarrolle la prozime seccion.

2.5 El espectro de la representacién (V,o) de I

Sea F el homomorfismo natural de 6, al grupo Aut(4) de los automorfismos
de A, mis precisamente F(8)(r):=6-r,0 € &,,r € A.
A traves de I se define una estructura de grupo sobre el conjunto Ax &, del

siguiente modo
(r,0)(r', 8') == (rF(6)(r'), 66')

donde r,7' € A, 6,0 € &,.

Con esta operacién se tiene una estructura de producto semi-directo en AXG,,,
en la cual A es distinguido. Anotaremos a AX&,, con ésta estructura por I

Dado que I' es el producto semi-directo de 4 con &,,, y como A es conmutativo,
se sigue de la Maquina de Mackey (ver [8]) que las representaciones irreducibles de
I' son de la forma Indy, o @, donde a € A y 7 es representacién irreducible

del estabilizador K, de a, por la accién por permutacién de &, sobre A.

Observacién. En realidad la Miquina de Mackey dice que K, es el estabilizador de
o en G, por la accién que asigna al par (8,a) el cardcter o : 7 — a(fré1), a €
A, 9 €6,. Pero del hecho que 9r§™* = 0.7 y como (8- A7) = A(8-7), se sigue

que o’ =6 - .
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A partir de la representacién (V,7) de &,, ver teorema 1.12, se define la repre-

sentacién (V,o) de I' por

(2.12) org := Hy 0 79,

donde 8 €6,, y H, (r € A) es el operador de homotecia definido en (2.2).

Dado que H, y 7 son operadores de entrelazamiento para p, es claro que o
conmuta con p. Por lo tanto, como se vio en 2.1.1.3 las componentes G ,-isotipicas
de p son T-invariantes. Luego de la observacién 2.15, se sigue que una primera

descomposicién de V. es

(2.13) V=r(D, cpla>

donde N es el conjunto de elementos standard de A.

Sea o € N asociado a la particién m = (my,...,m,) y f un elemento, no nulo,
de U,. Llamemos V,(f) al C-espacio vectorial engendrado por {7pf | § € &,}.
Claro que V,(f) es I'-estable.

Si K, denota al estabilizador de a en &,, se sigue que V,(f) estd engendrado
por {rsf | 9 € 6,/K,}, por lo tanto

dimeValf) < —

mql---m,l’

En lo que sigue (Ly, a), o € A, denota la inducida de la representacién o~ @ 1

de Ax K, al grupo ', donde K, es el estabilizador de & en &,. Mds precisamente

(2.14) Lo = Indl gk [ ®1).

Se tiene

Lema 2.16 Para o cardcter standard de A de #ipo m = (my,...,m,), vale

(a) L = Va(S)-

O
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(b) Las componentes G, -isotipicas I, de tipo @ en p se descompone en repre-

sentaciones irreducibles de I', como
Ia = @ va(f):
feB

donde 0% f € U,, y B denota cualquier base de U,.

Demostracién. Demostremos (a). Sea a cardcter standard de A y 0 # f € U,,.
Para ver que V,(f) es I-isomorfo a L,, basta tener [Ly, Vo(f)]r > 0, puesto que
L, esirreducible de dimensién n!/my!- . -m,.

Pero, por reciprocidad de Frobenius

[La, vﬂ(f)]r = [Gd-l ®1, Res#XKava(f)]AxKa-

De ésta igualdad se deduce que L, es [-isomorfa a V,(f), puesto que hay ope-
rador de entrelazamiento ¢ de (C,a' ® 1) en (V,(f),s) dada por ¢ : 1~ f.
Nétese que 73 f = f, para 8 € K,.

Para demostra (b), basta notar que Vo(f) =r Vo f'), para todo par de funciones,
no nulas, f, f' de U,.

Una consecuencia inmediata del lema anterior es

Teorema 2.17 Ei especiro de la representacion (V,o) de D es

K gp @ [d?.mc Ua]La,
aEN

donde N es el conjunto de elementos standard de A.

Demostracion. Tener presente el lema anterior y (2.13).
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Observacién. Ndtese que lo descomposicion mosirada en (2.13) es efectivamente
la descomposicidn de ¢ en componentes T'-isotipicas. Asi, la descomposicion en
componentes T -isotipicas de (V,0) coincide con la descomposicion en componentes
Gn-tsotipicas.

Por dltimo nétese que la multiplicidad my de U, en (V,p) es la dimensidn de

L,. Luego

(2.15) V ¢, P [dimeLo]Ue,
aEN

donde N es el conjunto de elementos standard de A.

2.6 El espectro de la representacion poo.

Dado que p comuta con o se tiene la representacién (V, pos) de G, xT', donde

(poo)gn) = Pg © Oy,

para g € Gn, v €I
En orden a descomponer p o o, nétese que la representacién (Lq,a), a € A,

puede ser descrita, via el modelo de Mackey izquierdo, como

Le={f:T—c|flyrh)=a(r)f(y) r€A, ke Ka v€T}

donde K, es el estabilizador de & en S, ¥ la accidon g esta dada por

(e YY) = F(y "),

para f € Ly, 7,7 €T
Sea @ € A y R un sistema de representantes de 6,/K,.
Definamos la T-base {§; | 8§ € R} de L, por
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a(r) sivy=06hr

0 en el resto,

(2.16) bo(7) = {

dondey €T, r€e A, he K,.
Para v € T, y s (8 € R), calculemos a., 5.
Sea 73 €' tal que v~y = 6hys, con s € A, hy € K,; entonces

(2,80)(11) = a(s)-

Por otra parte 71 = y6hys, luegosiy =vhr,conr € A, he K, yv € R, se
obtiene v, = vhréh,s. De donde se sigue

11 = vhOhy((8h1) ™" - 1)s.

Luego se deduce

2, 85(m) = a7 (k)™ - 1)8u(m),

donde p € R es tal que 78 = .
Ahora al tener presente que 8- a(?) = a(6-?) (8 € &,), y como hy € K,, se
obtiene finalmente

(2.17) a by =a 67" 1)d,,

donde y=vr €T, v€ &,, 7€ A v 0,p,€ R, tales que 7@ = 70.

Claramente la componente G,.-isotipica I, de (2.10) es G, xT-estable. Y ademas

Proposicién 2.18 Para todo elemento standard o de A detippm = (my,...,m,),
la componente G,-isotipica I, de p es G, X T-isomorfa a U, @ Ly, y en particular

I, es irreducible.

Demostracion. Claro de (2.10) que I, = @yer Us.a- Sea B la I'-base de (2.16),

entonces v € U, ® L, se escribe
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'U=Zf6®567

feR
donde fy € U,, 65 € B.
Sea ¢ la aplicacién C-lineal de U, ® L, en I,, definida por ¢ : 3 per fo @ 65 —
Y oer Tsfo, donde 7 es la representacién de &, definida en el teorema 1.12.
En adelante 7yf se denota simplemente por 8f, f €V, 8 € &,.
Es f4cil ver que ¢ es epiyectiva, puesto que cualquier elemento w de I, se deja

escribir como w = Y 4cr 8y, donde fp € U, para todo § € R. Luego claramente

$(> fo ® bg) = w.

6eR

Como

It

dime[Uy ® La| dime I,

= (n!/mﬂ e m,!)dz.mCUa:

se sigue que ¢ es un C-isomorfismo. Asi, para terminar de demostrar la proposicién
basta ver que ¢ entrelaza p® a con poa.

Sea (g,7) € G, x I, entonces

((pod)gm o 95)(2 fo®bg) =(pg0 07)(2 6fs)s

8€R 8eR
haciendo v = vhr,conr € A, h € K,, v € R , resulta
((poc)ym© (D fo® &) = > (pgovohoH, 08)fs,
8eR feR
pero p, conmuta con H,, k, v y 8, luego

((po ‘7)(9,1) ° ‘?5)(62}:2]:9 & 6p) = Z(V o ko H; 08)pyfs,
€

deR
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pero ocupando la proposicién 2.6, resulta

((po t""')(_r,',-,«) ° ¢)(E fo ® ) = Z(V o ho8o Hs..)psfe,
9eR

feR

Ahora como pgfs € Us C Va, se sigue de la homogeneidad de p;fs que

((poo)ygm® ?5)(‘;21% @b) =Y. a (§7 -r)(vohob)p,fe,
€

6ER
pero vohof es el operador m, 01,079 = Ty48-Y como para cada vhé hay un tnico

g € R tal que 78 = i, se sigue de (2.17) que

(po o)y © O 1s® ) = 65 pufo 0 2,5
[

¢eR

Luego se concluye que ¢ es un operador de entrelazamiento.

El siguiente teorema describe el espectro de poo.

Teorema 2.19 La representacidn (V,poc) de G, xT' es libre de multiplicidades,

mds precisamente

V= @Ia;

aEN

donde N es el conjunio de los elementos standard de A.

Demostracién. Resulta de la proposicién anterior y de la descomposicién dada

en (2.11).

De la proposicién 2.18 y lema 2.1, se deduce

Ua ® ch EGnXF UC.! ® HomGn(Uaiz)'J
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donde en Homg,(U,, V) actia I' por &, més precisamente dy¢ =: o409, ¢ €
Homg,(Us,¥), v € T. Pero, como I, es irreducible como G, x I'- representacién,
se sigue

Corolario. Para todo cdracter standard o de A, se tiene
L, &r Homeg, (Uq, V).
| |

Observacién 2.20 Resumiendo de (2.15), teoremas 2.17 y 2.19 se tiene que hay
funcién inyective u : N — I Nc @, tal que

V =r @ en[dimenu(r),

V Zg,xr Orenlr @ u(r)].

Este fenémeno de descomposicién motiva la proxima seccién.

2.7 Una generalizacion del teorema de Burnside.

En esta seccién G y H son dos grupos finitos arbitrarios.
Sea (V,w) una representacién de G; entonces la representacién = define un
homomorfismo, que también se llamard «, del dlgebra de grupo C[G] de G en

Endew dada por

T Zagg b Z agmy.

geG geG
Se tiene

Teorema (Burnside). Sean (Uy,m),...,(Un, ) representaciones irreducibles

de G no isomorfas dos a dos. Entonces el homomorfismo 7 = @2, m; de C[G]
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en @, EndcU; es epiyectivo. Mds atin, si las m; agotan G, enfonces © es un
isomorfismo.

Demostracién. Ver p.49 de [8].

En lo que sigue (V,p) es representacién de G y (V,0) es representacién de H,
tales que p conmuta con o. Y luego (V,po o) es representacion de G x H, dada

por

(p00)(gh) = Py © Ohc ((9,h) € G x H)

Supongamos que se tiene la siguiente descomposicién en representaciones irre-

ducibles
P Sq @ﬁeN[dimcu(ﬂ-)]ﬂr
(2.18) o Sy @enldimenlu(r),

poc Zgxg Bren(m @ u(r)),

donde NC G yu: N — H esfuncién inyectiva.
Claro que la descomposicién anterior dice, en particular, que po o es libre de
multiplicidades, y por consiguiente Endgypp 0 0 es conmutativa.

Con las hipétesis anteriores se tiene

Teorema 2.21 El homomorfismo ¢ : 3 _pepr Grh — e anon de C[H] en Endgp

es epiyectivo. Es decir o(C[H]) = Endgp.

Demostracion. 1. La aplicacién

:PT~ POLBT)

ieN iEN
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de @ en Endeu(n) en Endgxic Gren(m @u(7)) es un C-isomorfismo. En efecto,
basta observar que T es inyectiva y que ambos espacios tienen dimension
> [dimeu(m)]?.
TeEN
Nétese que m @ u(m) gy (e [dimeu(m)lr @1, # € N.
2. Sea ¢ un G x H-ismorfismo de po o en @ en[r ®u(w)]. Y consideremos el
C- isomorfismo ¢ : T+ o~ o T o de Endgyie} Brenlm @ u(7)] en Endgp.
3. No es dificil ver que 0 = ¢ o7 o II, donde I es el epimorfismo de C[H] en
@ .en Endu(r), que definen las representaciones irreducibles u(r) de H, 7 € N.
Ver teorema de Burnside.

Por lo tanto o es epiyectiva, i.e., o(C[H]) = Endgp.

Observacidén. Por supuesto que en la proposicidn anterior vale p(C{G]) = Endyo.

Corolario 2.22 La descomposicidn (£2.18) implica
Z(p) = Z(c) = Z(po o) = Endgxnu(po o).

Demostracién. Claro de (2.18) que las dimensiones de Z(p), Z(c), y Z(po o)
coinciden. Y como poo es libre de multiplicidades, se tiene Z(poo) = Endexu(po
o).

De la proposicién anterior se sigue que todo elemento £ de Endgpse escribe
Z = Y nem anon. De donde resulta que todo elemento de Z(pos) conmuta con z, i.e.,
Z(poo) estd contenido en el centro Z(p) de Endgp. Por lo tanto Z(p) = Z(poo).

De igual modo se obtiene Z(o) = Z(p o o).

La siguiente proposicién debilita las hipotesis de la proposicion anterior.
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Proposicién 2.23 Si el dlgebra conmutante de la representacidn poo de G x H
es conmutativa, y st las dimensiones de los centros Z(p), Z(c) y Z(po o) son

iguales, entonces hay una funcidn inyectiva u: N — A, N c G, tal que

p =g Orenldimeu(r)],
o Zg Qrenldimer|ulr),

p oo Zaxr Orenlm @ u(x)).

Demostracion. Sea p =g @renIr la descomposicién en componentes G-
isotipicas, N C G. Como I es H-estable (ver 2.1.1.3) y dado que en particular el
niimero de tipos de isomorfia de p y ¢ es el mismo, se sigue que la descomposicion
en componentes isotipicas de H y G coinciden. Asi, hay funcién v : N — H, tal
que Ir = Iz es la componente H-isotipicasde tipo u(w) en o.

Del mismo modo la descomposicién en componentes isotipicas de G y G x H
coinciden. Pero como en éste caso Endgygyp 0 0 es conmutativo, se sigue que I,

es irreducible y el espectro de po o es

poo = EBI,,.

wEN
Del lema 2.1 y del hecho que I; es G x H-irreducible se deduce que Homg(w, p)
(resp. Homy(u(w), o)) es H-irreducible (resp. G-irreducible). Y como

7 @ Homg(m, p) = I = L) = Homp(u(r), o) ® u(r),
se sigue que

7 2 Homg(u{w),0),

u(w) & Homg(w, p).

Luego
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I 2¢ @ [dimeu(n)]r,
mEN

I 2y P dimew]u(n),

TeN

I Sexn @J['R ® u(w)).

Estos isomorfismos de representaciones demuestran la proposicién.

Observacién 2.24 1. Sean (Uy,7%),...,(Un, ™) representaciones irreducibles de

G, no isomorfas dos a dos. Sea (V,w) la suma directe de esias representaciones.
Claro que dim¢Z(7w) = m.

Sea H un grupo con m representaciones unidimensionales

(c, XI)a e 3 (€ Xm)s

no isomorfas dos a dos. Sea (V,x) le representacidn de H definida por

xn(w) = x1(hus + - + Xm(h)tim,

donde he H wi=uy+-+Fu, € V=@, U,.
Ahora dimeZ(x) = m. En efecto, basta notar que

(Ui, x) 2p [dimeUi(C, x:)- (1<i<m)

Por otro lado m conmuta con x. Y luego si se considere lo representacidn
(V,woy) de Gx H, se tiene que ella s libre de multiplicidades y dimeZ(wox) = m.
En efecto, basta notar que las componentes H-isotipicas U; se descomponen como
representaciones de G x H como U; Zgyg Ui @ Homa(Ui, V) y Homa(U;, V) =
(Cxi), 1<i<m. '
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Asi, se esta bajo las hipdtesis de la proposicidn 2.80, y luego se obliene des-
composiciones como las de (2.18), de donde se sigue, por el teorema 2.20, que

7(C[G]) = Endgx. Pero como Endyy = @, EndeX;, se sigue

W(C[G]) = é EndeU;.

i=1
Esta dltima tgualdad permite decir que el teorema 2.20 se puede pensar como una
generalizacion del teorema de Burnside.
2. Una primera aplicacidn del icorema 2.20 es tomar G = H, p la repre-
sentacion regulor derecha, y o la representacién regular izquierda. Es claro que
p conmute con o, y que p = o = @, sldimenin; ademds es sabido que pog =

o™ ® T, donde  es la contragradiente de 7. Luego se tiene
6(C[G]) = Endgp

Nétese ademds que o : C[G] — Endgp es un isomorfismo, pues dimcC[G] = |G| =
dimg Endgp.

3. Para las representaciones (V,p) de Gn, (V,p) deT y(¥V,poo) de G, xT,
vimos que sus espectros son como en (2.18). Luego, del teorema 2.20 y su corolario
se deduce

c(c[l']) = Endg, YV,

P(C[Gﬂ]) = EndrV,
Z(p) = Z(0) = Z(po o) = Endg,xr(po o).

2.7.1. En éste punto mostraremos una base para el centro Z(p) del dlgebra con-
mutante de la representacién (V, p) de Gn.

Por el teorema de independencia de caracteres resulta que una base para la C-
&lgebra €4 es (A). Ahora A se identifica con (A) del siguiente modo: cada r € A
se corresponde biunivocamente con r € (A), donde r : a +— a(r), a € A

En lo que sigue la accién de &, sobre A (resp.A) es la accién por permutacién.

Para r € (A) se tiene la descomposicién
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(2.19)

donde

Nétese que

(2.20)

(2.21)

donde r,s € A 6,v € &, y K, es el estabilizador de r en &,,.

1

r= 7'+ + ] Z Ta,
* eSSy,
Ha)== 5 af-r)
T "l ’
86,

ro(a) = afr) — o6 - 7).

r~g, s =t =st,

r'g='r,,¢)9~Kr v,

Sean r,5s € A tal que s =8-r, § € &, entonces

(2.22)

Sy =Ty + Tu,

79

(a € A)

(a€Abesy,)

donde p, v, w €6, § = vh, uf = wh', y h, b’ pertenecen al subgrupo estabilizador

K, der en G,.

Resumiendo (2.19) a (2.22) dicen que si § es un sistema de representantes de

las distintas rbitas de la accidn de &, sobre A, entonces

genera a cA.

Ahora

B:={rt,ry|re S, 1#£0€6,/K.},

B[ < 15] +Ze:S(IB/Krl - 1),




o
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luego |B| < |A| = |A], por lo tanto B es base de ¢4 y su cardinal |B] es igual a |A].
En particular se deduce que C := {r*|r € S} es libre en €4 y su cardinal |C] es
|S], luego en virtud de (2.20) se obtiene

(2.23) re~s&rt =gt

Sea S’ un sistema de representantes de las distintas orbitas de la accion de 6,
sobre A.

La C-dlgebra €4 se proyecia (por restriccién) sobre la C-slgebra ¢5'. Como
1S = |5, y r*(a) =r™(8) , si @ ~ B; se obtiene

Proposicién 2.25 La familia {r* |r € S}, es una base para la C-dlgebra €', donde
S’ (resp. S) es un sistema de representantes de las drbitas de la accidn de S, sobre

A (resp. A).

Para r € A, definamos el operador H, de Endg,p, por

1
Hr = '_|' E He.r,
e GEGn

donde H, son los operadores de homotecia definidos en (2.2).

Proposicidén 2.26 La familic Cy:= {H, |r € A} es una base pare el centro Z(p)

del dlgebra conmutante de p.

Demaostracién. Dado que FEndg,p = o(C[I']), para tener H. € Z(p) basta ver
que H, conmuta con g, r € A, v €T. Peroy=sv, con s € A, v € &,; luego de

la definicién de o, ver (2.12), se sigue o, H, = H,7,H,, de donde

1
O"YHT' = T? E HSTUHG'T"}
T 0eGy,
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ocupando la proposicién 2.6, se deduce
o H, = E H,H, 5,7y,
0eG,
luego

on H, =( Y, Hygr)Ho,
6eS,

haciendo cambio de variable en la sumatoria, se obtiene finalmente
o H, = H,0,,

para todo r € A, v € I, Es decir Cp C Z(p).

Sean r,s € A tales que H, = H, . Ahora para todo a € A, hay funcién -
homogenea f,, no nula, en V: luego de H, f, = H,f;, para todo a € A; de donde
se deduce r+ = s, luego resulta r ~ s al tener presente (2.23).

Por ofro lado es claro que r ~ s implica H, = H,. Asi,
r~s& H, = H,,

parar,s € A.
La equivalencia anterior dice que el cardinal de Cy es el nimero de érbitas de

la accion de &, sobre A, luego se tiene
dimc Z(p) = |Cy.

Por lo tanto sdlo resta ver que Cy es libre para demostrar que Cy es base de
Z(p)-
Sea R un sistema de representantes de las érbitas de la accién de &,, sobre A.
Luego Cy = {H, |r € R}. Formemos la ecuacién
E aH. =0.
reR

Al evaluar la igualdad anterior en funciones a-homogeneas f,, no nulas, de ¥V, se

deduce

Y art =0,

reR
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de donde resulta claro que a, =0, r € R. Y por lo tanto Cy es libre.




Capitulo 3

Algebras de Hecke

El resultado principal de éste capitulo (teorema 3.15) es demostrar que los ope-
radores de Fourier-Grassmann y las homotecias engendran el 4dlgebra de Hecke de
G = Gl (k) respecto a su subgrupo unipotente maximal superior. Ademds al mirar
estos operadores como elementos del dlgebra de Hecke de @ respecto a su subgrupo
de Borel relativo a sus caracteres, se recupera sin mayor dificultad el teorema clésico

de estructura de éstas dlgebras, ver teorema 3.19.

3.1 Generalidades

3.1.1 Notaciones

En todo lo que sigue se denota a G, (respec. B,, T,, U,, 6,, Q,) simplemente
por G (respec. B, U, &, Q).
La bandera de Grassmann é,, asociada a la base candnica de E, se denotaré en

lo sucesivo simplemente por e.

M denota al subgrupo de matrices monomiales de G, i.e., un elemento g de & estd

83
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en M siy sélo si g tiene coeficientes no nulos en las posiciones (1,6(1)),...,(n, §(n)),
para algun ¢ en .
‘H denota al dlgebra de Hecke de G respecto a U, i.e.,

H = Endg(V, p).

3.1.2 Hechos basicos

1.2.1. Sea W un grupo generado por S = {s1,...,sn}, tal que cada s; es involucién,
i.e., s = 1. Sea w € W; se define el largo I(w) de w respecto a S como el nimero
minimo de elementos de S que se necesita para escribir w. Se conviene que /(1) = 0.

Se dice que el conjunto de generadores S satisface condiciones de cambio si:

(s ---83) =2 ylU(si84-+-8;) <€+ 1, implican que existe 0 < <m —1
tal que

Siy v v 8y = 8384+ Sipy.
Definicidn. Un grupo de Cozeter W es un grupo finito que tiene presentacién
W=<s,..0,80|(8i8;)" =1 14,5 <m >,
donde los m;; son enteros positives tales que
mi =1, m;>1sli#j y my=my (1<i,7 <m).

El par (W, 5) se llama un sistema de Cozeter finito.

En todo sistema de Coxeter finito (W, S) se tiene

o Ley de simplificacién: si I(s;, - -s,-E) < £ entonces hay j < p tal que

=S,'1---§;.°"§

31'1“'83' 4 'llp+1 ‘--Sigj

£

donde la notacién § significa que s se omite, s € S.
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o Condiciones de cambio
e Para todo s € Sy w € W se cumple

(sw)=l(w)+1 6 l(sw)=lw)-1.

o Sillw)=Lyw=3s;,---5,=3; "+ 84y, entonces

{4

{2.1, v ,ZE} = {jg_, P ,‘]e}

1.2.2. Es bien sabido que (G,B,M) es un BN-par con grupo de Weyl W :=
M/BNM, ver [4]. Claro que W se puede realizar como las matrices de permutacién
de G. Luego M =TW = WT y W 2 6. Ademés se tiene la descomposicién de
Bruhat

G= U BwB.
weW

En adelante w; denota la matriz de permmtacién asociada a la trasposicién 4; =
(1,i+1)de 6, 0 < i < n. Asf, (W,5) es un sistema de Coxeter, donde § =
{ws,...,waa}

Por 1iltimo recordemos que si 7 es el homomorfismo natural de M en M /T, se
tiene

(3.1) BmB = Bm'B & =(m) = x(m’),

para todo m,m’ € M. Ver proposicién 15 de [3].

3.2 Las G-6rbitas en Q2

El propésito inmediato es establecer dos lemas que son vitales en la clasifi-
cacién de las G-6rbitas en Q2. Cabe mencionar que tanto el enunciado como la

demostracién de estos lemas son simples adaptaciones de resultados bien conocidos,
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derivados del hecho que G es un BN-par. Es asi, que se ha usado la exposicién
dada por R.Carter en [3].

Definamos primero los signientes subgrupos de G.
Ui = {(aij) € U | a3i41 = 0}
X ={I+1tE; |t € k*},

donde I es la matriz identidad de G y E; es la matriz que tiene en el lugar (3,5) a
1 y ceros en el resto.

Se escribird X ;.1 (resp. Xiy1,:) simplemente por X; (resp. X_;).

No es dificil ver que: U = X;U; = U X;, wiXow; = X_;, wlUjw; =U; ysifes la

permutacion asociada a la matriz de permutacién m de M, entonces

(3.2) m” Xiym = Xo(aa(s)-

T; denota al subgrupo de G formado por los elementos que difieren de la identidad
solo en las posiciones (,7) y (i+1,i+1), donde van Ay —A~! (X € k%) respectivamente.

De la descomposicion
10} (1 At 01 A0 1 A1
Al 0 1 1o/to -=xt/lo 1}’

(3.3) X CUUUwTU

se deduce

Lema 3.1 Para todo m € M yw; € S, se tiene
(a) mUw; C Umw;U U UmTU.
(b) w;Um C Uwy;mU U UT;mU.

Demostracion, Sea m € M y w; € S, entonces mUw; = mX;Usw; = mXw;U:.
Luego
mUw,- = mX,—w,-U,-. (1)
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Por otro lado mX;w;U; = mX;m™tmw;U;, luego si 8 es la permutacién asociada a
m™1! se sigue de (3.2)

mUw; = Xgiyerrymw;Us.

Ahora se tiene dos posibilidades

1. Si 8(d) < 6(i + 1), entonces Xpi)o¢1) € U, v luego
mUw; C Umw,;U;.

2. Si (i) > 6(: + 1). En éste caso escribamos m = m'w;, donde m’ = mw;. Se
tiene que si 6 es la permutacién asociada a m’, entonces 6'(¢) < 6'(i + 1).

Ahora de (3.3) se sigue m'X_; C m'UUm'Uw;T;U, pero como §(7) < #'(z+1) se
concluye de 1. que m'X_; C m'UUUm'w;T;U. Luego mX;w; C mw;UUUmTU C
Umw;U UUmT;U, de donde se obtiene finalmente

mUw; C Umw; U UUmMTU,

al tener presente ademas (1). Esta ultima contencién termina de demostrar (a).
En realidad (2) es equivalente a (b). En efecto, basta tomar los inversos respec-

tivos

Lema 3.2 Para todo w € W y w; € 5 tales que l(wyw) > I(w) se tiene
w;Uw C Uwwl.

Demostracion. Se demostrara la afirmacion realizando induecién sobre el largo

de w.
Claramente w;Uw C Uw;wU, si [(w) = 0.
Sea w € W tal que I(w) > 0. Escribamos w = w'w; donde {(w') = l(w) — 1.
Del lema anterior w;Uw C Uw;wU U UT,wl.
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Supongamos que w;Uw no esta contenido en Uw;wU, luego
w;UwNUTwU # 0,

¥y por consiguiente

w;Uw' N UT,wUw; # 0. (1)

Por hipétesis I(w;w) > I(w) y como I(w') = l(w) — 1, se sigue que l(w;w) — 1 >
I(w"); pero como l(w;w') = l(w;ww;) > I(w;w) — 1 se concluye {(w;w’) > l(w'). Asi,
podemos usar la hipétesis de induccién, i.e., tenemos w;Uw’ C Uw;w'U. Luego de
(1) se sigue

Uw;w'U N UTwUw; # 0. (2)

Nuevamente del lema anterior se tiene wlUw; C Uww;U U UwT;U, de donde se

obtiene UT,wUw; C UT,ww;UVUT;UwT;U. Luego, al tener presente (2), se obtiene
Uww'U N (UTi{Uww;U UUT,UwT;U) # 0.
De esta ultima igualdad se deduce
Bw;w'BN Bww;B#0 6 Bw,w'BN BwB # 0.

Pero recordando ahora la descomposicion de Bruhat se sigue Bw;w’'B = Bww;B 6
Bw;w'B = BwB, luego de (3.1) se obtiene w;w’ = ww; 6 w,w’ = w.

Si w;w’ = wwj, entonces w;w’ = w', de donde w; = 1. En consecuencia debe
tenerse w;w’ = w, o lo que es equivalente w;w = w'. Pero entonces l(w) < l[(w;w) =
l(w") = l(w) =1, o sea {(w) < l(w) — 1 lo cual es un absurdo. Asi, debe tenerse

w;Uw C Uw;wU.

En orden a clasificar las G-érbitas en Q2 x Q, recuérdese que Q ~¢ G/U. Y que

clasificar las G-drbitas en {2 x (o bien en G/U x G/U) es equivalente a describir
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las dobles clases de G segun U. Noétese que la doble clase UgU se corresponde con
la G-6rbita de (U,gU) en G/U x G/U, g € G.

Teniendo presente la descomposicion de Bruhat para G y el hecho que B =
TU =UT, se obtiene G = Upepr UmU.

Por otro lado si O(m) denota la G-érbita asociada a (e,m - €) €  x £, se tiene

Lema 3.3 Sean m,m’' € M, entonces
O(m) = O(m') si y sélo sim =m'.

Demostracion. Sea m = wt, m’ = w't’ con t,t' € T, w,w/ € W. Si O(m) =
O(m'), entonces (e,m-e) ~ (e,m’-e) o sea (U,mU) ~ (U,m'U). Luego (B,mB) ~
(B,m'B), de donde BmB = Bm'B, o equivalentemente m(m) = w(m’). Por lo
tanto wT = w'T, en consecuencia w = w’.

También se tiene que hay u € U tal que umU = m'U, es decir vwtU = wt'U, de
donde w™luw = t'u't™?, para algin u’ € U; pero esta tltima igualdad dice que u es
conjugado a t'u’t™!, por lo tanto t = t'. Luego m = m’.

El reciproco es inmediato

Este 1ultimo lema dice que las G-drbitas en 2 x 2 estan parametrizadas por M,
o equivalentemente que M es un sistema de representantes para las dobles clases de
G segun U. Por consiguiente

G= | UmU.

meM
Dado que W es naturalmente isomorfo al grupo simétrico & es que si no hay peligro

de confusién los elementos de W seran mirados, cuando proceda, como elementos
de &.
Al igual que antes, se dara por hecho que la bandera w de Q se escribe w =

(wi,...,wn). Idem para (, n, &,...
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Del mismo modo un elemento ¢t € A tendra coordenadas (t,...,%,), t; € k*,1 <
1 < n.
Se denotara por h; (t € A) al elemento de T que tiene en la posicién (7,:) a

ti, 1 <i<n. Y hj (X € kX) denota al elemento

[ 1 \

\ L )
donde A esta en la posicion (z,2), 1 <2< n.
Definicién. Sean w,( € Q,: € {1,...,n} y supongamos que para todo j # 1,0 <
J <n, se tiene w; = (;. Se define la i-base de ( respecto a w como el elemento ( de
Q:(w) tal que ¢, = (;.

Seam =hw; € M,t€ A,w; €S.Siw=¢e y(=m-e, entonces es claro que

Gi #wi y (; = wj, para todo j # i. Mas precisamente
G uet, g<i
wj —ty-eety, J> 0.
Y ademas
G =1 tiatip1€r(i-1) A €ig1.

Asi, no es dificil ver que la i-base { de ( respecto a w es
(3.4) ¢ =h',.ih{Mwe,

donde A = ¢ ---t;_1t;41.
Ahora si (w,() € O(m), m = hyw;, entonces hay ¢ € G tal que g-e = w

y g-m-e = (. Teniendo presente la G-invariancia de la divisién de j-vectores
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descomponibles congruentes, se tiene

G et i<

wj iy, § R

Y ademas la i-base (de ( =g-m-erespectoaw =g-eesg-m_-e,ie.

(3.5) g-m-e=g-m-e.

En efecto, dado que la j-ésima componente (m - ¢); de m - e es e;..;, se sigue que

g-(m-e); = wj. (7 # 1)

Y como la i-ésima componente (m-e), de m-e es m(e;..;), se sigue g(m-e). =

g(m(el...;)), le., Q‘(M); = (.

Por dltimo notar que

1o ticitipn=eVim - e,
luego de la G-invariancia de V; se obtiene
greVig-m-e=1ty---ti_ytiyq,

y de (3.5) se concluye
w V;‘ C == tl $ 88 t‘i—lti-l-la

donde ( es la i-base de ( respecto a w.

Se tiene

Lema 3.4 Sea m = hyw;, t € A, w; € S. El par de banderas de Grassmann

(w,€) € O(m) si y sélo si se cumple

(0 &=
? —ty--ety, J >0

(b) wVi{=t1- tiati,

donde ( es la i-base de ( respecto a w.

(RS N F£4
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Demostracién. La discusién previa demuestra la necesidad. Veamos el reciproco.

Dado que (w, {) satisface (b) se puede escribir w; =w;_1 Az y ; = wi_q A Yy, con
z,y € [wiy1] y {z,y} libre.

Sea A = #;++-ti_1ti31. Dado que G actda transitivamente sobre 2, se puede
tomar g € G tal que g(e;) = z, gleis) = X lyy glerj) =w;, paral <j <ny
jELi+1. .

Claro que gm{e;..;) = (;, para j # i,i+1. Asi, paraver queg-e =wy g-m-e=(
(i.e. (w,() € O(m)) basta tener

1. gei..i =Wy, gmey.; = Ci'.'

2. Fe1...(i+1) = Wig1, gMeL.(it1) = Git1-

Veamos 1., se tiene gey.; = glei.i-1) A &) = wi_1 A z, i.e, ger.; = w;. Por
otro lado gme,..; = ghier..i_1) A €y, luego gme;.; = Ag(el...(,-__n A €it1), O sea
gmey..; = Awj—y A X1y, por lo tanto gme;..; = (.

Para ver 2., notar que w;;y = Aowi—1 A & A y, para cierto Ap € k*; v €1..(i+1) =

e1.(i-1) A €; Aejy1. Luego gesipy =wiaa Az A A1y, por lo tanto
geyr.(i+1) = AT 1l’-H‘i-;-I- (1)

Pero de (3.4) m_-e = h' ;_;hiFlw; - ¢, luego al tener presente la G-invariancia de V;,

se obtiene e V; me = ge V; gh' , . hitlw; - e, luego
gn_y-1ny &

wi A Y
eV:me = ———~
Fme A W

por otro lado w V; { = (w; A y)/wita, y como por hipétesis w V; { = A = e V; me, se

concluye que A7*Ag? = 1. Luego de (1)
gel...(;.;.l) = Wiy (2)

Por iltimo gme;..(i41) = gAtiey..im1) A €i31 A e;, pero al considerar 2. se sigue
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gmel...(;.H} = —/\t;w,'+1, ie. gm81...({+1) = Ci-{-l'

Claro que si w =e¢, { = h; - e (¢ € A), entonces la i-base ( de { respecto a w es
hihiti - e,

con A=1%;---4.

Ademas no es dificil ver que la i-base de ¢ - (¢ € G) de g -  respecto a g-w es
g¢, ie
(3.6) g-6=g9-¢,

para( = h;-e,w=¢e,t € A.

Definicién 3.5 Seam = hw en M, conw € W, t € A. Supongamos l(w) =£ > 0,
luego w se escribe en terminos de S como w = w;, - " Wi Se dird que un par de

banderas de Grassmann (w,() tiene configuracidn hyaw;, s i st y sdlo si existe

(£+1)-tuplo de banderas de Grassmann ((Y,... ,Ce) con (0 = w, Ce = y tal que

1. Para todo 0 < p < £, se tiene

¢t _{1 J<iy

p—~1 . .
3] -1 2 > ip,

Cp—l Vip g — 1,

donde (? es la i,-base de (P respecto a (P71,

G { w11y * *  twi() J<ip

C;g'l —ty-1(1) " tumi(y) J > dp,

£—
C 1 Vig £ = tw"]-(l) cen tw_l(ieh

donde { es la ip-base de ¢ respecto a Ce‘l.
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En el caso l(w) = 0, se tiene m = h, € T, t € A. Y se dice que (w,() tiene

configuracién hy, si ( =t-w,i.e. (j =1t - t;w;, paratodo1l < j < n.

Observacién. En la definicidn anterior nétese que (CO,...,CE) depende de la es-
critura de w en terminos de S. Sin embargo, si no hay peligro de confusién no

aludiremos ezplicitamente a la escritura de w en terminos de S.

En adelante el (£+1)-tuplo (¢°... ,CE) se llama una presentacién de la configu-
racién hqw;, - - ‘Wi, de m respecto a (w, ().

Ahora el lema (3.4) se escribe en terminos de la definicién (3.5) como

Corolario. El par de banderas de Grassmann (w,() pertenece a la drbita O(hyw;)

81 y sdlo s1 tienen configuracion hyw;, t € A, w; € S.

Sea m = hyw en M, con w = Wi+ Wi € W, t € A. El par de banderas

de Grassmann (e,m - e) tiene configuracién hw;, ---w;,. En efecto, supongamos

s
I(w) =£€> 0 (en el caso [(w) = 0 la afirmacién es trivial), luego w se escribe en
terminos de S como w = wj;, Wi Sea (Y=g, CE =m-ey (P =w---w, e,
para 0 < p < £.
Claro que
f w,-P * €1
p—1 = P ’ (0 <p< e)
3 L
luego para 0 < p < £ se tiene
. 1 si]<i
(3-7) 53—1 = J g
¢ =1 8§ >y
Ahora de (3.5) y la G-invariancia de V; se deduce
C”"v,-pg= eV.'Pwip-e, (0<p<€)

luego

(3.8) (v, =1 (0<p<?)
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Con el abuso de notacidn evidente notar que

(3.9) whyw ™ = hyy,
dondetc A, weW.
Luego de
CJE . hwwey...;
Cf-l Wiy * o Wiy €1 ’
se obtiene
Cf _ whymger.;
C}?_l T owy, - ewy /. €1.j’
o bien
Cf _ w;ehw—x.tel...j
Cj -1 €1...5 ’
de donde se deduce
(3.10) gf - { o) tumrg) J <
G| eyt 7> g

Por otra parte de (3.9) se sigue
Ce_l V,-e _C_E = wip Wi, e V,-e Why—1.:-€,
ahora de (3.5) y la G-invariancia de V; ¢ 5¢ obtiene
Ce_l V,'E C_e =g Viﬂ wighw"‘l-t e,

. ip_ ip+1l
pero la ¢p-base de k-1, - € respecto a e es h; hAE_I -e, donde A = f,,-1(5) - - - by )

luego se concluye
£ £ _
(3.11) ¢t Vi, ¢ =ty 'fw—I(iE)-
Ast, de (3.7), (3.8), (3.10) y (3.11) se sigue que (e, m - ¢) tiene configuracién m;

y una presentacion para m respecto a (e,m - e) es

(3.12) (¢%,---,¢h).
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Proposicién 3.6 El par de banderas de Grassmann (w,() pertenece a la drbita

O(m) (m € M) si y sélo si estdn en configuracidn m.

Demostracion. Si (w,{) € O(m), entonces hay g € Gtal que g- ¢ = w, y
g -me = (. Por la discusién previa se tiene que (e, m - €) tiene configuracién m.

Sea ((°,..., Ce) la presentacién (3.12) de m respecto a (e,m - €). De (3.6), de la
G-invariancia de Vy, y de la G- invariancia de divisién de ¢-vectores descomponibles,
no es dificil ver que (g¢%..., gCe) es una presentacion de la configuracién m respecto
a (w,(), i.e., (w,() estdn en configuracién m.

Para demostrar el reciproco, se usard induccién sobre el largo de w, donde
m=hw,weW,teA

Si l(w) = 0, entonces m = h;. Dado que Q es G-transitivo, entonces hay g € @
tal que g+ e = w y también gh;e = (, pues en este caso ( =¢- w.

Si I{(w) = 1, la proposicién es el lema (3.4).

Supongamos valido para los w € W tal que l(w) < £.

BEscribamos

W = Wiyt Wiy

Luego si (w,() estan en configuracién m = haw;, ---w; 0 (t € A), se tiene que hay
una presentacién (¢°,..., CE), con(®=wy Ce = ¢, de la configuracién m respecto
a {(w, ().

Evidentemente (w, {*) estd en configuracién w;,, luego por hipétesis de induccién
haygc Gtalque g-e =w y guw;, -ezce.

Por otra parte no es dificil ver que (Cl,...,(;e) es una presentacién para la
configuracion de m' = Py Wiy -+ - w5 . respecto a (¢',(). Luego, por hipétesis de
induccién hay h€e Gtalque h-e=(ly R, 1 Wi, Wi, e = ¢.

Asi, hay ¢,k € G tales que h™lgw;, € U y g9 := Rhoy 2wy - - w,-f,g‘1 que envia
w en (.

Ahora para tener (w, ¢) € O(m), basta demostrar

UglgegU = UmU.
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Pero

UglgogU = Ug_lhhw_.l.t'w,-, . -w.-ﬂU.

Ahora como h™'gw;, € U, se sigue que hay u € U tal que g~ 'h = w;,u, luego
Ug~'gogU = Uw;,uhy, qw;, - -w,-EU,

pero TU = UT, luego hay v’ € U tal que
Ug~'gogU = Uw;, hy, t'wi, - -+ w,-L,U,

y de (3.9) se sigue
Ug™ gogU = Uhewi,u'wi, - -~ w;, U,

pero l(w) > l(w;, - - - w;,), luego del lema 3.2 se sigue
Ug™ gogU = Uhgwy, -+~ w;, U,

es decir

UglgogU = UmU.

3.3 La base standard de H.

Denotemos por H el algebra conmutante Endgp, y por B la base standard de
H (i.e. la base asociada a las G-6rbitas de Q x ).
La proposicién 3.6 dice que los elementos de B estan parametrizados por M,

mas precisamente para m € M, el elemento S,, de B esta dado por

(Smflw)= 2. f(C),

(w,()EO(m)
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para f € V,w € .

Notar que el elemento S;, (¢ € A) es el operador de homotecia H; definido en

2.2.

En lo sucesivo S, (w; € 5) se denotard simplemente por S;.

Sea w = w;, -+ “wiy € W, tal que l(w) = £ > 0. Si (w,{) € O(w), entonces hay

presentacién (n!,.. ., J"?) de w respecto a (w, (). Asi, se tiene

(w,¢) € O(w) & (7", 77) € O(wy,).

Luego se obtiene

(3.13) Sy =5+ 5;

dondew:w,-l---w.-e eSyl(w)y=_"L

Por otra parte si w € W, t € A, es rutinario ver que
(w,¢) € O(hyw) & (w,(w™ - ¢71) - ¢) € O(w),

donde por supuesto ™! es (#7%,...,1;) € A.
Calculemos ahora S, H,-1.;, para w € W, t € A.
Sean f € V,w €2

(SuHu-ref)w)= 3. f((w™-2)-¢),

(v ()E€0(w)
haciendo = (w™" - t) - (, se obtiene
(SwHy-1.:f)(w) = >, £(m),
(wy(w—-41)n)e0(w)
luego
(SwHu-1eH)w)= 3 f(n),
{w,n)E0 (hew)
es decir

(SwHu-1. J(w) = (Speuf)w).

(1<p<¥)
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Por lo tanto

(314) Sh.w = SwHw—‘-ta

para todo w € W, t € A.
Luego

Corolario 3.7 El dlgebra 'H estd generada, como dlgebra, por los operadores H,,
(teA), S;,0<i<n.

Demostracion. Basta expresar S,,, m € M, en funcién de S; y H,.
Mas precisamente, si m = hyw y l(w) = £ > 0, entonces w = w;, T Wipy ¥ de
(3.13) y (3.14) se sigue

B = B wos§

,'eHw—I,t.

Para todo A € k¥ y 0 < i < n se denota por H} al operador H), donde A es el
elemento de A que tiene a A en el lugar ¢ y 1 en el resto.

Para todo 0 < ¢ <n yr € A se tiene

S,' = B,‘HEH
(3.15) { !

H,.B,' = BiH(i.i+1)-n

donde el operador B; (0 < ¢ < n) esta definido por

(Bif)w)= > (O,
C E Q,-(w)
w V,‘ C =1

para f € V,w € Q.
En orden a conocer las relaciones de conmutacion de los generadores S;, calcule-

mos BZ.
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Sean f € V, w € Q, entonces

(B f)(w) = 3 > f).
Cei(w) ne()
wViC =1 (Vin =1
Sea ¢ € Q(w) tal que wV;( =1. Sin € Q(¢) = Q(w) satisface (V;n =1,
se tiene que (w+mn)V;( = 0. Luego n € Qi(w) y su i-ésima componenete 7; se

escribe n; = —w; + r(; (r € k) por lo tanto

(BIf)(w) = > X f(n),
¢ € Qy(w) rek
wVil =1  pew)
7 = —w; + r;

intercambiando el orden de sumacién se obtiene

(Bif)(w)=3_ > f(n),
rek ¢ € Qi)
wV;( =1
n € Q(w)
N = —wi+r(
como la ecuacién w V;({ =1 tiene ¢ soluciones para w dado, y como w V; i = F,

se obtiene

(Bif)(w) = q(HLHS f)(w) + 3 > f),
TELX
1 € Qi(w)
wVin =r
haciendo n; = ré;, resulta
(Bif)(w) = g(HLHF fHw)+ > > (HHEAF).
rek E c Q,‘(w)
wWf =rp
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Por lo tanto

(3.16) B} =qH! \HH'+B; Y HIH*! (0<i<n)
rekX

Por otra parte

S = (B:HN')(BHH!

= B/H,,HZY,
ocupando (3.16) se obtiene
S}=(¢H  H¥' +B; ¥ HIHHHH HH, (0<i<n)
rekx
luego se deduce
(3.17) S}=qld+S; Y HIH™*, (0<i<n)
rekx

Proposicién 3.8 Sea w € W, w; € §, entonces
BpSu= Blue si l(wyw) > l(w)
SiSuw = qSuwiw + Suw Leerx HIHHL, si l(ww) < l(w).
Demostracién. Sea w = w;, - - wiy, con Kw)=1&

L. Si l(wyw) > l(w), quiere decir que I(w;w) = £+ 1, luego de (3.13) se obtiene

E;w;w = 5?£L1' "Enes

de donde
Swgw = SiSw-
2. En el caso l(w;w) < I(w), se tiene l(w;w) = £—1. Luegosi w’ = w;w, entonces

l(w;w'") > l(w"), asi por la primera parte de la demostracién

S = St'Sw’a
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luego
S,'Sw = S,?Swf,

pero ocupando (3.17) se sigue

S:S, = (qgld+S; ¥ HIH™L)S,,,

rekx
ahora no es dificil ver que S, conmuta con la sumatoria, luego
t rri+l
SiSu=qSw +8:Sw I HIH*L,,
rek’
ocupando nuevamente la primera parte de la demostracién, se obtiene

Sl'Sw = qu.-w + Sw E H:H:t:l_1

rek’

Calculemos ahora 5;5;415; (0 < i <n—1) en terminos de B; y B;;;. Se tiene

SiSin i = B*'HitlBiHHi*izBiHﬂl,
ocupando (3.15) se obtiene
55iu15: = BB HHE B,

luego
SiSi+15; = B;Biy B;H!.

Procediendo del mismo modo con S;115:5;,1, se obtiene
Si415:Sit1 = Bi1 BiBiy HHL.
Teniendo presente estas dos tltimas igualdades se demuestra el lema 3.9.

Lema 3.9 Para todo 0 < i < n — 1 vale la relacién

SiSi415: = Sit18:iSi1
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Demostracion. De la discusién previa es evidente que basta demostrar
B{B,’.'.IB{ = BH—lBiBH-I (0 <i1<n-— 1)

Sea w € Q y consideremos el conjunto Li(w) (resp. Liyi(w)) definido por: ¢ €

Li(w) (resp. Liy1(w)) si hay &€ € Qi(w) (resp. € € Qit1(w)) tal que
1.

i < Gigr (resp.Gi < &iy1)

2.
WwVi € = B(wit1, Gi41 1 &) _ Bl&. v wii) _1
‘ Wit2 Gi+1
Wi, G - Wi— B sy g : G
(owp. 0 Vs & = B( ,5C.+1 1) _ (€ +1wizx G) —1)

Notese que £ estd completamente determinado por 2.

Desarrollando B;Biy1B; y Bi+1BiBiy1 (0 <t <n—1), se tiene

(B:BinaBif)(w)= > f({)

CEL;(w)

(Bi+1B.'Bi+1f)(‘-“‘)= Z f(C):

C€Lit1(w)
donde f € V, w € QL.

Por lo tanto para demostrar el lema basta ver L;(w) = L;4;(w).

Sea ( € Li(w), w € 2, luego hay £ € L;(w) con & < (;=1, tal que
wV€ =1
B(wit1, Git1 1 &) = wiya

B(£i1 Gi: wi-l) = C:‘+1

Si (; se escribe (; = w;_; A z, entonces por (3) (;41 =& Az, 2 € E.

Sea 1 € Qiyy(w), con niy1 = B(w;, ¢ : wi—1). Claro que ¢; < 74,

(1)

3)
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Ahora como w Vit = (wiy1 A 2)/wiy, se sigue de (2) w Vi n = 1.

Si w; = wj_; Av, v € E, entonces de (1) se deduce § A v = —w;y;. Luego como

B(’?£+1:C:‘+1 : C.) = B(B(w,-, C.- :f-‘-’i—l), Ci+1 : C:.),
se sigue del lema 1.8
B(7i41,Gi41 : G) = Gip1 A v,

pero por (2) (i1 A v = wiyg, luego

B(ni4+1,Cit1 1 Gi) = wiya.

Esta tltima igualdad termina de demostrar que 5 satisface 2., luego ¢ € Lij(w),
i.e.

Li(w) C Lipa(w). (wef)

Veamos la otra inclusién. Sea ¢ € Liji(w), w € Q, luego hay ¢ € Q;41(w) con

Ci < &iy1 y tal que

wVipn§=1 (4)
B(wi, G s wi1) = & ()
B(€iy1, Gt : G) = Wiy (6)

Pongamos w; = w;_1 Av, {; =wij_1 A2, v,z € E. Luego de (5) se obtiene
§iv1 =wiAz
§iv1 =G A —v

De esto ultimo y teniendo presente (4) y (6) se tiene

(8)

Wipz =wip1 Az
Witz = Cipr A v

Sea n € i(w), con 7; = Wiy V (i1 (donde porsupuesto el producto regresivo se

realiza en [w;;,] respecto al elemento de volumen w;y;). Claro que 7; < (ips.
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Seanr,s € k* tales que wiyy = rniAv ¥ (ip1 = sm;Az. Delarelacion B(wigq, Gy ¢
ni) = -B(Ciy1,wip1 : mi), se deduce que s™'w;yy Az = —r~1(;;; A v. De donde se
obtiene s = —r al considerar (8). Por lo tanto

Wig1 =T A v
Wip1 = —r; Az
De esta ultima igualdad se sigue

wVin = —r!

B(ni, Gi : wic1) = =1 '(iga.
Por lo tanto para tener ¢ € L;(w), w € Q, debe tenerse r = —1.

Pero (;+1 = sni A z, luego
-1 _ M Az

Git1

-r

O Sea
= (Wit1 VGy1) A 2z
Gi+1

pero del lema 1.8, se sigue

of (Wipr V&ip1) Az
i1 ’

como &;+1 = w; A z, se obtiene al desarrollar V

-1 Wit Nzw; Az
el — .
Wit2 £i+1

luego de (7) y (8)

es decir

La siguiente proposicion describe el algebra conmutante H de la representacién
natural (V/ p).
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Proposicién 3.10 El dlgebra 'H estd generada, como dlgebra, por los operadores

H.(re A) yS;,0 <i<nyellos satisfacen las relaciones:

( #.H, = H,, (r,s € A)

H.S; = S;Hy,, (0<i<n)

(3.18) { S?=qld+ ;T ax HIHHL, (0<i<n)
SiSis1Si = Si415:5i1 0<i<n-1)

| $i8; = S;Si, (0<i<n)

donde0<j<n—1,[i—j|>1y6=(,1+1).

Demostracidn. Si0 < i,j <n—1y |¢—j| > 1, entonces B; conmuta con B;.
Luego de (3.15) se deduce S;S; = S;S;.
El resto de las afirmaciones son consecuencia inmediata de (3.15), (3.17), coro-

lario 3.7 y lema 3.9.

Observacién. La proposicién anterior se puede poner en terminos de los ope-
radores B;. Para esto basta intercambiar S; por B;, 0 <t < n. Y la relacion
S?=qld+ S, Y HIH™,
rEkX

cambiarla por

B} =gH! HH'+B; Y H!HHL,,
rek*
donde 0 < : < n. Ver (3.16).

3.4 Presentacion standard de H

En orden a demostrar que los generadores y relaciones dadas en la proposicion
anterior forman una presentacion del dlgebra H recordemos el siguiente resultado

debido a Matsumoto.
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Teorema (Matsumoto). Sea G un grupo finito generado por un conjunto de
involuciones S = {s1,...,3,} tal que S satisface la condiciones de cambio. Sea M
un monoide con identidad e, y supongamos que hay my,...,m, en M tales que para

todo (i,7) con t # j se tiene

(?’T.'.,'Tr’.'._,')l"J = (mjmg)l"’, si mi; = 2l

(T‘I‘I.,"n"?‘l.j)liJ m; = (mjm;)t‘jm_,-, si m;; = 21,'3' + 1
donde m;; es el orden de s;s;. Entonces hay funcién f de G en M tal que f(1) = e,
f(si)=m; (i<i<n)ysil(g) =1L se tiene

f(g) =m;, "'migi

cuando g se escribe g = s;, -+ - Sip-

Demostracidn. Ver teorema 64.20 de [4].

Corolario 3.11 Conservemos las notaciones e hipdtesis de teorema de Matsumoto.
Sea A un grupo abeliano finito y supongamos que en M hay elementos m,(a € A)
tales que

MaMar = Mg, (a,a’ € A)
entonces la funcion f del teorema de Matsumoto puede ser extendida a una funcidn
fde Gx A en M tal que f(a) = m, y f(g'd'ga) = F(g'g)f(g ' a’ga) para todo
a,a’ € A, g,¢' € G.

Demostracion. Basta definir f(ga) = f(g)ma., a € A, a € G.

Imitando la demostracién dada en el teorema 67.6 de [4], del hecho que la base
standard (con relaciones analogas a las de (3.18)) de G respecto a B define una

presentacion del algebra de Hecke H(G, B, 1) se obtiene
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Teorema 3.12 Los generadores S; (0 < i < n),H, (r € A) con las relaciones de

(3.18) constituyen una presentacion del dlgebra H.

Demostracidn. Sea A una C-algebra con generadores s; (0 < i < n), h, (r € A)
tales que satisfacen las relaciones de (3.18). Se debe probar que existe un homo-

morfismo de algebras ¢ de H en A tal que

@(5;) = s, (o<i<n)

f(Hr) = hr- (7‘ (S A)

Dado que el grupo de matrices monomiales M puede ser mirado naturalmente

como I' := & x A, se sigue del corolario 3.11 que hay funcién f de I' en A tal que
f(r) = he, f(rr') = f(r)f(r") (r,r" € A), f(B) =si (0 <i<n)y

f(6;, - "9-'3?) = 8+ 8i by,

si 1(6;, ---9.—2) = £,
Ahora como {5, |v € T'} es una C-base de H, se tiene la funcién ¢ de H en A
definida por

- Z AySy Ze;)\'rf(?’)'

€l

En orden a demostrar que ¢ es morfismo de algebras, veamos primero

©(5:Sg) = ¢(S5:)p(Ss) (1)

paratodo0<i<n,0€S.
Escribamos § = 6;, - - -Gie,
1. Sil(6;0) = £ + 1. Claramente se tiene (1).
2. Sil(6;0) =€ —1. Sea 8 = 6,0, luego 1(6;6') = (0) = £ > 1(6;8). Ahora como
6 = 6,0’ se sigue de 1. que

con [(6) = £. Se tiene dos posibilidades:

@(Se) = @(S:i)p(Ser),
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luego
?(Si)¢(Ss) = ¢(5:)*¢(Ser),
de donde
@(8)¢(Se) = {ald + ¢(Si) 3 o(Hy)p(HZL1) }o(Sa).

rek’
Pero como ¢(S;) = s; conmuta con la sumatoria se sigue que

(S:)e(Ss) = a(Swr) + § P(H)p(HZL )p(S:)p(Sor),
como [(6") < I(6:0') se sigue de 1.
©(S:)¢(Ss) = a9(Sai0) + 2_;: P(H; )o(HZ % )o(S))-
Por otra parte de la proposicién (3.8) se deduce
©(S5iSs) = v(qSs,0 + Se Zk HIH™L),
rekx
luego

@(S5iSe) = @(Si)e(Ss),

paratodo0 <i:<n,f € 6.
Asi, de 1. y 2. se obtiene (1).
Sean v =0r, v =0'r" con 6,6 € & y r,r’ € A; entonces de (3.14) se tiene

S.,,JS-T = S&"Hr'SGHra

luego

SerS—r = Sg' SgHg—l.,..lgH-,-,

por lo tanto

(SyrSy) = @(SpSe)p(Ho-1,10)0( H,),

ocupando (1)
©(Sy1Sy) = p(Se )p(Se)p(Hg-1,1)p(H,),
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pero teniendo presente la segunda igualdad de (3.18) para s; (0 < i < n), se deduce
@(SySy) = @(Se ) (Hr )p(Se)p(Hr),

luego
@(SySy) = ¢(53)e(55), (v,7€l)

y por consiguiente ¢ es morfismo de algebras.

3.5 Presentacién de Fourier-Grassmann de H.

El proximo objetivo es obtener un resultado 4dnalogo al teorema anterior en
termino de los operadores de Fourier-Grassmann y las homotecias H,, r € A.

Para todo cardcter aditivo x de k se define los elementos G(H', x), G(H', x) de

H como
GH ) = ¥ x(r)HiHH]
rekX
y
G ) = ¥ (—r)Hi B
rekX
Ahora

G(Hi'l X)E(Hla X) = Z X(T‘ - S)H:s_l H:tllﬂ
r,sEk*

1

haciendo rs™' = t, se tiene

G(H',x)G(H,x)= Y x(s(t-1)HHZ,
s,tek*

luego

(3.19) G(H',x)G(H',x) = { ¢ld—G(H',1), six#1

(g —1)G(H',1), six=1.
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Recuerdese ahora que el elemento P; (0 < i < n) de H estd dado por

(Pf)w)= 3 f()
CGQ:'(M)

donde f € V, w € Q. Luego
P, =G(H',1) + B,G(H',1).
Por otra parte de la proposicion 1.3, se tiene
ﬁ:m—%m
q

luego
(3.20) B:G(H',1) = ¢*(Id— J}) - G(H',1). (0<i<n)
Nishess dlises, fueel opesader J; (0 < 4 « n) s eneribe
(3.21) L:%muﬁm+&qywn,
luego de (3.19) se sigue

JG(H', ) = TG DO ¥) + Biald - G(H', 1),
ovipando:(3:20) y despejande. H; se obtiene
(3.22) B, = %{—ng,? + qJC(H %) + ¢*Id — G(H', 1)(Id + C(H' )}
Se fiene

Proposicién 3.13 Los operadores J; (0 < i < n), H. (r € A) generan, como

dlgebra, a H y se tiene las relaciones

s

H:H; = Hy; (r,s€A)
H.J; = J:Hgqm; (0<z<n)
(3.23) ¢ JE=Id—q7?P, (0<i<n)
JiJindi = JipmJidiyn (0<i<n-—1)
Jydy = d g, (0< 1,75 <n)

donde |t — j| > 1.
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Demostracién. De la discusién previa se sigue que {J;, H, |0 < i < n,r € A}

genera ‘H. Del lema 1.7 y proposicién 2.6 se obtiene las relaciones de (3.23).

De las dos 1ltimas relaciones de (3.23) y teorema de Matsumoto se sigue que hay
funcién f de & en H tal que f(1)=Id, f(6;))=J; (0<i<n)ysif=26;---6

con /(@) = ¢, entonces

ie?

f(@)=J; ---J,-E.
Luego si se define

Jo := £(8), (6 € &)

se obtiene que el cardinal del conjunto {J; |6 € &} es menor o igual al orden de
6. Ahora de (3.22) se deduce que cada By(f € &) se deja escribir como una
combinacién lineal de los elementos del conjunto {J;H, |0 € &, r € A}, y como la

familia {ByH, |6 € &, r € A} es una C-base para H , se concluye

Proposicién 3.14 La familia {JyH, |0 € &, r € A} es una C-base para H.

Procediendo de manera totalmente andloga a la demostracion del teorema 3.12

se demuestra

Teorema 3.15 Los generadores J; (0 < i < n), H, (r € A) con las relaciones de
(3.28) define una presentacion de H
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Observacién 3.16 Ses a = (ay,...,a,) en A y consideremos la representacion

Vo definida en (2.4), entonces de (3.16) se obtiene

gai(—=1)aii(-1)Id, 81 oy # aip
(3.24) B, = .
qgId+ (¢ —1)B;, 8T Q; = @y

Ahora de la sequnda igualdad de (3.18) se tiene
BV, C Viiit1)as

luego B;, , tiene inversa dada por

HVa

(3 25) B! = qdlﬁ’i(_l)a,‘+1(“_1)B;, 31 @ 75 Qi1
HVa q_l(B,‘ - (q - I)Id), st Q; = Qg1

Denotemos ahora por G(5, x) la suma de Gauss
> x(n)B(r),
rekX
donde x es un caracter del grupo aditivo k y 3 es un caracter del grupo multiplicativo
k=,

Teniendo presente (3.21) se obtiene

7 'G(Y, a ) B, sl a; # Qg
¢ Y(¢g—1)Id— B;) = =B, sia; = aj.

(3.26) J*lva = {

Ahora como J;V, C Vjiit1).a, se sigue en virtud de (3.25) que J;,, tiene inversa

dada por

(3.27) It =
e -B;, sl o = @iy,

{ G, a7 i) BY, s o # e

donde ¥~ :r — Yp(—r), r € k.

En particular se tiene

(3.28) JVa=Viittya (@ €4, 0<i<n)
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3.6 Elalgebra de Hecke de la representacion (V,, p)
de G.

Sea H, (a € A) el 4lgebra de Hecke de G respecto a B de a, i.e. H, es el dlgebra
conmutante de (V,, p), puesto que V, = Ind§a, ver proposicién 2.3. Si se denota

por K, al estabilizador de a por la accién (por permutacién) de & sobre A, se tiene
(3.29) dimeH, = |Kal.
En efecto, dim¢Hy = [Indga, Indgalg, luego por Reciprocidad de Frobenius

d?:mcHa = [C!, @ Indg,aslﬁs
5eB\G/B

donde B, = sBs"'!NB y a, : z — a(s™'zs), ¢ € B,. Nuevamente ocupando
Reciprocidad de Frobenius, se sigue
dimcH, = @ [Resg’a,a,]gs;
seB\G/B
ahora para todo 5 € B\ G/B se tiene T < B, < B, y como « estd determinado por

sus valores sobre T', se sigue que
B, -
[Resg’a, a,lp, = [a, a,)r.

Luego
[a,a4]r # 0 & s € K,,

por lo tanto se sigue (3.29).

SeaZ, (a € fi) la subélgebra de H formada por los operadores ¢ de H tales que
Pa ¢ch = ¢’s

donde P, es el proyector de V sobre V,, dado por

=T et

(Paf)(w) =
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donde f € V, w € Q.
Claro que I, se identifica naturalmente con H,.
Ahora, en orden a describir H,, en termino de los operadores de Fourier-Grass-

mann, demostremos lo siguiente
Proposicién 3.17 Sea o € A, entonces
P,Js = J9Py.q. (6 € 6)
Demostracién. Claro que para tener P,Jy = JyPj.o, basta ver
Pud; = JiPpisiya (0<i<n)

Sea f € V y w € , entonces

1
" O

1
mga(nt_wgww( t-w Vi )f(C)

(Podif)(w) =

haciendo t™1-( =17

1
(Padif)(w) = m%a(ﬂ .,eﬂz,-(w)lb( t-wVit-n)f(t-n),

pero de la proposicién 1.1 se sigue t-w V;t-n =t7ht; wV,n,sit = (t1,...,t,).
Y luego t-wV;t-n =wV;hi(n), con s =t} t;. Haciendo ki(n) = py, se tiene
1

_1)"Za(t) 2 YlwVip)f(Gi+1) 1) p),

PO,J,‘ w) =
(Pudif)w) = o X 2y

reordenando y haciendo r = (7,7 + 1) - ¢, se obtiene

i o
(Podif)(w) = E,ues-%(w)w( w Vi p )(q —T) r%((m +1) - a)(r)f(r - ),

1

luego
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Pod; = HiPginyar (0<i<n)

Con el abuso de notacién Z, = H,, se sigue de la proposicién anterior y corolario

2.7 que para todo a € A vale
(3.30) JyeH, &0 € K,.
En consecuencia

Proposicién 3.18 La familia {J5|60 € K,} es una C-base de H,.

Demostracién. Se sigue de 3.29 y proposicion 3.14.

Ahora para m particién de n, se define x(m) como
k(m) := {(ki, Kig1)| Kiv1 —&i > 1, 0 <0 < s},

donde (ko,... ;) son las sumas parciales de m.
Luego si a es caracter standard de A de tipo m, entonces es claro que el

subgrupo estabilizador K, de a en & esta generado por
(3.31) S(a,m) = {(i+1,i+2),....(0 = 1,5) | (3,5) € £(m)}

Asi, si @ es cardcter standard de A de tipo m, entonces de la proposicién

anterior se deduce que H, esta generada, como algebra, por la familia
{Id, J; | (3,1 +1) € Z(a,m)}.

Luego
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Teorema 3.19 Para a cardcter standard de A de tipo m, la familia anterior

genera H, vy se tiene

J? =Id—q‘2P,-
J,‘JjJ,‘=JjJ;Jj Si Ii—jl:l
J,'Jj = J_-,;J,', St IE '"-JI > 1,

donde (1,1 +1), (7,7 +1) € Z(a, m).

De modo andlogo a como se obtiene (3.30) se establece
By e H, & 0 € K,.
Y por consiguiente la familia
{Bo | 6 €k.}

es una C-base de H,.

De esto ultimo, y como K, estd generado por L(a,m) y (3.24) se obtiene

Proposicién 3.20 Sia es cardcter standard de tipo m, entonces la C-dlgebra H,

estd generada por la familia
{Id, B; | (1,1 +1) € Z(a,m)},

y se tiene las relaciones de conmutacion

B? = qId + (¢ —1)B;
B,'BJ'B,' = BjB,'Bj S7 Ii —— ]I =1
B;Bj = BjB,', 81 IZ —'jl > 1,

donde (1,1 + 1), (j,j +1) € E(a,m).
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Observacién 3.21 Nétese que para H, los operadores By (6 € &) son los elementos
de la base standard del dlgebra de Hecke de G respecto a B. Y la proposicion en

este caso es el resultado cldsico obtenido por N.Iwahori, ver [5].




Comentarios

1. Dos puntos que resta dilucidar urgentemente en este trabajo son:

o El espacio V.. Puesto que V se entrelaza solo con los elementos de la serie
pincipal genérica, los cuales admiten realizaciones geométricas simples, cabe

preguntarse si no es posible dar una descripcién geomeétrica (elemental) de V.

e Teniendo presente la generalizacién, razonable a nuestro entender, del opera-
dor J descrito en la introduccion, abordar la construccion de la Transformada

de Fourier Parcial para Gl,(k), n € N.

2. Un resultado clasico en teoria de representaciones de grupos es:

Si G es un grupo finito con BN-par, entonces hay un i1somorfismo entre el
dlgebra de Hecke de G respecto a B, y el dlgebra de grupo del grupo de Weyl de G.

Este resultado fue demostrado primero por J. Tits, ver [4], pero no mostrando
un isomorfismo explicito.

Luego G. Luzstig, usando esencialmente los polinomios de Kazhdan-Luzstig, da
un isomorfismo explicito entre ambas algebras, el cual estd definido a partir de la
base standard del algebra de Hecke. Ver [7].

Ahora en virtud del teorema 2.21 es plausible conjeturar que los operadores de
Fourier-Grassmann permitan definir un isomorfismo (natural) entre el algebra de

grupo C[[], y el algebra de Hecke H. La idea es que si se logra establecer dicho
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isomorfismo, éste permita recuperar y estudiar desde otra perspectiva el resultado
de J. Tits.

Cabe destacar que el isomorfismo dado por G. Luzstig es de H en C[I'], mientras
que el isomorfismo que nosotros pretendemos construir es en el otro sentido.

x
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