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RESUMEN

Un modelo de Gel’fand para un grupo G (finito), es una representacién lineal com-
pleja @ de G cuya descomposicién contiene todas las representaciones irreducibles
del grupo exdctamente una sola vez. En esta tesis se describe un método geométrico
para obtener modelos de Gel’fand mediante espacios de recubrimiento.

Para los grupos de simetrias de los poligonos regulares de n lados (Dy) se muestra
la construccién de dicho modelo, se ve como ejemplo el caso para los grupos Ds y
Dg y luego se generaliza para todon € N.

Se procede de manera andloga para los grupos de simetrfas directo y completo de los
poliedros regulares, y el grupo de isometrias del plano pseudo-métrico finito Fa.
Ademds se presenta una generalizacién del método obteniendo un modelo para el
grupo de isometrias correspondiente al espacio pseudo-métrico finito Fpn.
Finalmente se descompone las representaciones encontradas en sus componentes irre-

ducibles, generadas por sus correspondientes funciones esféricas.
ABSTRACT

A Gel'fand model for a (finite) group G is a complex linear representation
of G whose decomposition contains all the irreducible representations of the group
exactly once. In this thesis a geometric method to construct Gel'fand models, with
the help of covering spaces, is described.

For the symmetry groups of the regular n-gons (D), the construction of such a
model is presented. The cases of Ds and Dy are considered first as examples and
then the model is generalized for all n € N.

We proceed in an analogous way for the direct and complete symmetry groups of
regular polyhedra and for the isometry group of the finite pseudmetric plane Fpa.
Moreover a generalization of the method is presented that provides a model for the
isometry group of the finite pseudometric n-dimensional space Fy-.

Finally, the representations found are decomposed into. their irreducible components

generated by the corresponding spherical functions.




Capitulo 1

Introduccion

Un problema importante en la Teoria de Representaciones de grupos finitos es
clasificar y construir todas las representaciones lineales complejas irreducibles de
un grupo dado. Cabe notar que para construir explicitamente tales representacio-
nes (describiendo los correspondientes espacios vectoriales y operadores lineales) no
basta con conocer sus caracteres. Por ejemplo, histéricamente, la tabla de caracte-
res del grupo SL(2,F,) fue construida por Frobenius alrededor del 1900 pero todas
sus representaciones irreductibles sélo fueron determinadas en 1967 por Tanaka [17],
transponiendo una construccién proveniente de la mecénica cudntica, a saber la cons-
truccién de la representacién llamada de Weil hoy en dfa [18].

Un modelo de Gel’fand de un grupo (finito) G, es una representacién compleja cuya
descomposicién es la suma directa de todas las representaciones irreducibles de G
exactamente una vez {9,16]. Construir dicho modelo permite eventualmente construir
todas las representaciones del grupo G por descomposicién. En todo caso, podremos
descomponer completamente el modelo si conocemos los caracteres irreductibles del
grupo (, pues éstos permiten construir los proyectores isotipicos del modelo, cuyas
imdgenes serdn las representaciones irreducibles del grupo.

La terminologia fue introducida por Bernstein, Gel’fand y Gel'fand en [7] donde se
construyen modelos para grupos compactos conexos de Lie, lo cual se hace a través
de las representaciones inducidas, un ejemplo cldsico es aquel del grupo ortogonal

S80(3,R) cuyo modelo de Gelfand es L2(S?) (notar que descomponer el modelo en




este caso significa encontrar los Polinomios de Legendre, que suministran los nicleos
de los proyectores sobre las componentes irreducibles).

Siguiendo esta linea, Klyachko [11] construye modelos para el grupo general lineal
sobre cuerpos finitos usando sumas de representaciones inducidas.

Diferentes tipos de modelos de Gel'fand han emergido en la literatura. Un primer
tipo es un “modelo de involucién”, inspirado por el trabajo de Klyachko y estudiado
en [6], [10] y [14], por nombrar algunos. Por ejemplo, para el grupo simétrico y para
el grupo simétrico generalizado, se han construido modelos de este tipo, también se
han determinado resultados generales sobre la existencia de modelos de involucién
para grupos finitos de Coxeter entre otros.

Otro tipo de modelo, el modelo polinomial, es introducido en [2] y usado para cons-
truir un modelo de Gel’'fand para el grupo simétrico. Este tipo de modelo se muestra
para los grupos de Weyl de tipo A,, B, y Dy, entre otros grupos, en (3], 4] y [5].
También se pueden mencionar los modelos combinatorios, como por ejemplo el pre-

sentado en {1].

En [12] Kodiyalam y Verma, motivados por el hecho conocido de que la suma de
todas las dimensiones de las representaciones irreducibles del grupo simétrico S(n)
coincide con el ntimero de involuciones de S(n), construyen un modelo de Gel'fand
para este grupo a partir del conjunto X de todas sus involuciones. Aqui la cons-
truccién del modelo puede ser interpretada como una torsién de la representacién
natural de S{n), en el espacio de funciones sobre X, torsién dada por una “signatura
relativa® de S(n) en X. Notamos que no se tiene sin embargo una buena descripeién
de la “geometria” del conjunto X. Siguiendo esta idea, en esta tesis se desarrolla
un modelo de Gel'fand geométrico “super-siméfrico”, con ayuda de espacios de re-
cubrimiento adecuados. Se describe un método para construir dichos modelos para
el grupo diedral, los grupos de simetrias directas y grupos de simetrias completas
de los poliedros regulares. Tal método consiste en determinar G-conjuntos Xp y X1

convenientes y construir un recubrimiento natural X de Xy, U X con dos hojas, y

dentro de cuyo espacio de funciones L*(X) (dotado con la accién natural del grupo)




se construye el modelo, consistente de componentes “simétricas” y “antisimétricas”,
de manera reminiscente de las construcciones super-simétricas en f{isica tedrica. Lue-
go al abordar el caso de el grupo de isometrias del plano pseudo-métrico finito e,
para p primo impar es necesario aumentar la cantidad de G-conjuntos considerados,
y para el grupo de isometrias del espacio pseudo-métrico Fyr, para n > 2, se plantea
una generalizacién del método.

Finalmente se calcula explicitamente las funciones ésfericas asociadas a la descom-

posicién de los modelos de Gelfand construidos.




Capitulo 2

Representaciones lineales
complejas de grupos.

Se presentan a continuacién definiciones y resultados bdsicos de la Teoria de
Representaciones de grupos, que serén de importancia en este trabajo. Para demos-

traciones y mds detalles consultar [15] u [8] por ejemplo.

Definicidn. Sea G un grupo. Una representacidn (lineal) compleja de G es un
par (V, o), donde V es un C—espacio vectorial y ¢ es un homomorfismo de G en el
grupo de automorfismos lineales Autc(V'), donde se denotard o(g) = o,. Si la dimen-
si6n de V' es finita, entonces se define el grado de la representacién dy (o d,) como
la. dimensién de V. En caso contrario diremos que (V, o) es de dimensién infinita (en

lo que respecta a este trabajo, se consideran sélo grupos finitos).
Para denotar una representacién usaremos indistintamente (V,a), V 0 a.
Definicién. Sea (V, o) una representacién de un grupo G. Una subrepresenta-
cion de V es un subespacio vectorial estable W < V, ésto es: o,(W) C W para
todo g € G. En este caso si se define p; = o,4|w, entonces (W, p) es también una

representacion de G.

Ejemplo. Sea G un grupo finito. Supongamos que X es un G-conjunto finito, es




decir el grupo G actiia en X mediante:

aG@x X — X

Sea IA(X) = {f : X — C}, es claro que L?(X) es un C—espacio vectorial.

Para z € X, consideremos la funcién delta de Dirac é, : X — C dada por:

s ={y 157

El conjunto de las funciones delta de Dirac {J; | z € X} es una base para L*(X).

Se define la representacidn natural (o representacidn por permutecion) de G asociada

al G—conjunto X como:

A G — Aute(IA(X))
/\9(5:::) = 69.:::

donde g.z denota la g-imagen de z bajo la accién de &G en X.
Definicién. Una representacién (V, o) de G se dice irreductble si posee solamente
subrepresentaciones triviales, es decir {0} y {V'}. En caso contrario decimos que la

representacion es reducible.

Definicién. Sean (V1, p!) y (V2, p?) dos representaciones de G. Un operador de
entrelazamiento entre estas representaciones es una funcién lineal 7: V' — V2 tal
que

Topy=pgoT,

para todo g € G.

El espacio vectorial de todos los operadores de entrelazamientos entre (V1,p!) y
(V2, p?) se denota por Homg(p', p*) o Homg(V?, V?) si no hay riesgo de confusio-
nes. Cuando V! = V2 = V (y tomamos p* = p? = p), Home(V,V) se denota por

Endg(V) el cual es llamado el conmutante de V' (o de p), el cual tiene estructura de




algebra sobre C, con la suma y producto usual de operadores y la multiplicacién por

escalar.

- - g - i -~ 13 .
Definicién. Decimos que (V1 ot V2 p%) son representaciones isomorfas o
q ) )

equivalentes si existe un operador de entrelazamiento biyectivo entre ellas.

Notacidn: Se denota por G al conjunto de todas las representaciones irreducibles

de G (salvo isomorfismos).

Corolario 2.0.1. Sea (V, o) una representacion de dimensidn finita de un grupo
finito G. Entonces ésta puede ser descompuesta en una suma directa de sus compo-

nentes irreducibles,

V=éwj,

j=1

donde los espacios W; son representaciones irreducibles.

Lema 2.0.1. : (Lema de Schur) Sean (V,0) y (W, p) representaciones irredu-
cibles de G.

(1) 8i T € Homg(o, p) entonces T =0 o T es un isomorfismo.

(2) Endg{c) = C- 1y, con 1y funcion identidad en V.

Notacion: Para m € N y V espacio vectorial, denotamos por mV a la suma
directa VOV & ... 8V (m veces).
Sea (V, &) una representacién de G y supongamos que
V= @ m,W,
peJ
es una descomposicién ortogonal de V' en sus sub-representaciones irreducibles. Esto
significa que J es un conjunto de representaciones irreducibles no isomorfas entre si,

Y que, para p € J, m,W, es la suma directa ortogonal de m, copias de W,,.




Definicién. (con la notacién anterior) Al entero positivo m, se le denomina la
multiplicidad de W, en V (o de p en o). Ademsds, el subespacio invariante m, W, es

la componente p-isotipica de p en o.

Si m, = 1 para todo p € J se dice que o es una representacién sin multiplicidad.

Corolario 2.0.2. Siguiendo con la notacion anterior, se tiene que:

a) m, = dim{Homa(W,, V)).
b) dim(Enda(V)) = 3 c;mp
¢) La representacion (V, o) no tiene multiplicidades si y sdlo si Endg(V) es

connutativo.

Lema 2.0.2. La suma de los cuadrados de las dimensiones de las representa-

ciones trreducibles de un grupo es igual al orden del grupo, es decir:

> d =G

pe@
Definicion. Sea G un grupo finito. Se llama modelo de Gel’fand de @ a una
representacién 7 de G tal que 7 no tiene multiplicidades, y contiene todas las repre-

sentaciones irreducibles de G, es decir,

r=Do.

pel

Definicién. Un cardcter lineal X del grupo G es una representacién lineal de G
de grado 1. En otras palabras, X es un homomorfismo de grupos x : G — C*,
Decimos que Y es el cardeter trivial si Y(g) = 1 para todo g € G.
El cardcter de una representacion o de G es la funcién ¥, : G > C queenvia g€ G

a la traza (suma de los elementos diagonales) de la matriz asociada a o,.




Capitulo 3

Modelos de Gel’fand geométricos.

Se construyen a continuacién modelos de Gel'fand para el grupo diedral D, de
2n elementos (n € N) y los grupos de simetrias (grupos de simetrias directos y grupo
de simetrias completos) de los poliedros regulares.

Sea @ cualquiera de estos grupos, entonces se considera un G—espacio X formado
por {Xp U X)) x Cs, con Xy y X; (G—conjuntos izquierdos convenientes, donde para
g€ Gyxe XoUX; se denotard por g.x la accién de g en z, y Cp = {1,—1} deno-
ta el grupo ciclico multiplicativo de 2 elementos. Es decir, consideramos una doble
capa (XoU X)) x Cy sobre X, U X;, o lo que es equivalente, sobre cada elemento
r € Xo U X, consideramos una 2-fibra dada por (z,1) y (z, —1).

Ademds cada uno de nuestros grupos G admite una signatura, es decir existe un

homomorfismo no trivial de G sobre C5, que denotaremos por 4.

Luego, definimos IT accién lineal de G en L*(X) dada por:
I, (f){(z,€) = f(g7 .z, (g)e) (g € G, feL*(X), (z,6)€X)

Entonces considerando en el espacio L?{X) el subespacio denotado por L%, que consta
de las funciones pares sobre las fibras de los elementos de Xy (y f(xz,e) = 0 para
todo (z,€) € X1 x C3), vale decir f € L*(X) tal que:

f(.’ﬂ,&') = f('T: "E) ('T € XO: S C2):
y L! subespacio de L2(X) formado por las funciones impares sobre las fibras de los

8




elementos de X; (y f(z,&) = 0 para todo (z,£) € Xy x Cy), es decir f € L2(X) tal

que:

—flz,€) = f(z, —¢) (z € X1, £ € Ca).
Sea B una base del espacio L2(X) formada por las funciones 8} y 4., conw € XpUX;,
dadas por;
83 = B(w,1y + Sfwi—1)
v ,
Oy = Otw) = Sw,—1)
Entonces,

BO = {Jj}yGXo
es base de LY, donde es facil ver que 6;' € L° es funcién par para cada y € Xp v

ademads que
9.6, (z,8) = 65, (=€)

con g € G, (z,£) € X, € € Ca. Notar que L es estable bajo la accién de G, ya que
g.ye Xp.

Y para L se tiene
B = {‘5::_ }ZEX1
donde es facil ver que &, € L! es funcién impar para cada z € X1, y también que

g.0; (z,€) = ¥(g)e I, ,(z, 1)

con g € G, (z,€) € X y € € Cy. Ademds se tiene que el espacio L! es estable bajo la

acciéon de .

Teniendo en cuenta lo anterior se define la siguiente representacién (7, L° @ L)

para G, dada por:
Tg: el — LPo Lt

flz,e) — flg™ =, 9(g)e).
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Ahora, considerando la subrepresentacién 70 = Ty, y T € Endg(7?), se tiene
que:

Toml =77

es decir,

Tom,(f) = W o T(f) (3.1)

con fellygeG.

Entonces teniendo en cuenta lo siguiente:

Lema 3.0.3. Dado un grupo G, X un G-espacio y (L*(X),7) representa-
cién natural de G asociada o X, existe un isomorfismo del C-espacio vectorial
K(X) = CX*X de todas las funciones complejas K sobre X x X (llamadas niicleos),
sobre el C-espacio vectorial Endc(L*(X)) asociando a cada K en K(X) el operador
lineal ¢ de L2(X) definido por:

(¢xf)e) =) K(z,9)f
yeX
para toda f € L*(X) yz € X. Por este mismo isomorfismo, la composicion de ope-
radores en Endc{L?(X)) corresponde al producto de Volterra (o producto matricial)
de nicleos definido por
(K * J)(z,z) = ZK(E ¥)J(y, 2)
yeX

conz,z€ X.

DEMOSTRACION. Basta observar que dado un operador ¢ € FEndc(L?*(X)), el
correspondiente nicleo K tal que ¢ = @ no es otro que la matriz de ¢ respecto a
la base candnica de las funciones delta de Dirac §; (z € X) de L2(X).

|

Ademds, teniendo en cuenta que un ntcleo K es G-invariante si
K(g.z.9.y) = K(=z,y),

para todo g € G y (z,y) € X, se tiene que:
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Corolario 3.0.3. La C-dlgebra Endg(r) es isomorfa a la sub-digebra K°(X)

formada de los nicleos G-invariantes.

DEMOSTRACION. Es directo al restringir el isomorfismo del lema 3.0.3.
O

Entonces si T es un operador de entrelazamiento de Endg(T?) luego, adecuando
el Lema 3.0.3 a la subrepresentacién (77, L), se obtiene que le correponde un nicleo
K tal que T' = Tk, con K dado por:

TV sie=¢'
K((y,e), ¥, e)) =47
con (y,e) e (¢,e)en Xy xCay Téf' € C los coeficientes matriciales de T' con respecto

a la base By. Luego por el corolario 3.0.3 K cumple con

K{{g.y,%{g)e), (99, 3(g9)e")) = K((v,€), (¥, €)),
entonces imponiendo la siguiente condicién (con el fin de obtener un espacio de
entrelazamiento conmutativo):
ClL:V(y,y)eXogxXpexistegn € Glal que ry=v yq1.¥ = v,
se tiene que,
K{(y,e), (¢,€)) = K((¢/,€), (w:€)),
es decir:
7y =3

para todo (y,y') € Xo %X Xo.

Por lo tanto los nticleos de entrelazamiento son simétricos y por ende los ope-
radores también lo son. Luego, como todos los operadores son simétricos, entonces
necesariamente conmutan, ya que, siendo Ty R € Endg(7®) dos de estos operado-

res, se tiene:
T =T"
R=R'
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con Tt y R las matrices traspuestas correspondientes, luego como Endg(77°) es una
C-4lgebra entonces TR € Endg(7?) (es decir, TR es también simétrica), por lo que

TR = (TR)*, entonces:
TR = (TR)' = R'T* = RT

Y por lo tanto el espacio Endg(7T°) es conmutativo.

Si se considera la subrepresentacién ! = 77|11, procediendo de forma andloga a

lo anterior se concluye que €l espacio Endg(7) también es conmutativo.

Entonces por lo anterior se tiene que las subrepresentaciones 7° y 7! no tienen
multiplicidades. Se verd a continuacién que ocurre con el espacio de entrelazamiento

de las representaciones 710 y 7!, Sea S € Homg(7°, Tr!), es decir
Somy(f) =Ty S5(f) (3.2)

con f € L? y g € G. Entonces utilizando las bases By y B; segiin corresponda, y
teniendo en cuenta gque se puede escribir f como:
F= b (3.3)
&feBo
con feL’ a,eC, o €Byy
sH=8( 3 ad) =3 af 3 s267)
35 €Bo 85 €Bo ST EBy

con S € Homg(m° 7)), 8¥ € Cy 7 € By, entonces (3.2) equivale a

S’Oﬂ‘g( Z aycij) =7T;OS( Z ayc?;')

8T eBy 55 €By
§( Y ) =mH{ 3 a3 sw))
6} eBy 37eBy 5 ey
> as@) =Y el Y sme)
seBg 85 eBp sreBy

e Y e Y s) = e Y ste)

85 €Bo 6z €81 87 eBy 3y €8,




de donde obtenemos la siguiente igualdad:

> 88V (z,e) = Y 8¥9.57(x,¢€)

8B €8l

es decir,

559 =9(g)S? (3.4)

1z

paratodoy € Xy, z€ X3y g € G.
Entonces imponiendo la siguiente condicién (con el fin de obtener un espacio de

entrelazamiento nulo):
C2 : Para todo (y,z) € Xox X, eziste go € G tal que ga.y =y, g2.z =z y 1 # 9(g2),
entonces de (3.4) se obtendr{a que:
SY=—8Y

es decir, SY = 0 para todo (y,z) € Xo x Xi.

Por tanto, bajo las condiciones C1 y C2 se obtiene que la representacién
(7, L% @ L) no tiene multiplicidades.

Considerando ademés el siguiente lema:

Lema 3.0.4. Sea G grupo finito, e elemento identidad de G, G conjunto de
representaciones irreducibles de G y (T, V) representacion de G sin multiplicidades.

FEnionces si:

Xa(€) =D X,(0)

pef_';'
la representacion es un modelo de Gel’fand para G.

DEMOSTRACION. En efecto, sea J conjunto de sub-representaciones irreducibles

presentes en 7, entonces

X:(6) = Xu{e),

weJ
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ademsds se sabe que

D Xule) <D x,(e),

wed Pea

pero por hipdtesis se tiene que

X(6) =D x,(e),

pE@

entonces

> x.(€) =D x,(e),

weJ PE@
por lo que se puede concluir que 7 contiene una copia de cada representacion irre-

ducible de G. Por lo tanto, (77, V') es un modelo de Gel'fand para G.
a

Se puede afirmar entonces, que si un grupo de los nombrados cumple con las
condiciones antes mencionadas, y ademds con el Lema 3.0.4, se tendrd que la repre-

sentacion propuesta es un modelo de Gel'fand para el grupo en cuestion.

A continuacién se prueba con este método que las representaciones encontradas
para el grupo diedral son modelos de Gel'fand, para los grupos de simetrias de
los poliedros regulares la comprobacién es directa fijindose en el caracter de cada
representacion.

Para el grupo de isometrias del espacio pseudo-métrico finito F,, para p primo
impar, se amplia este método para una mayor cantidad de G-conjuntos, manteniendo
el concepio de la doble capa. Finalmente, para el grupo de isometrias del espacio
pseudo-métrico finito Fya, para n > 2, sc plantea una generalizacién del método

recién expuesto.




Capitulo 4

Modelo de Gel’fand para grupos de
simetrias de poligonos regulares.

Se construye a continuacién un modelo de Gel'fand para el grupo de simetrias
del poligono regular de n lados, es decir para el grupo dihedral D,,.
Se muestra, a modo de ejemplo, un modelo para los grupos D y Dg, para luego
generalizarlo a cualquier n € N.
Dichos grupos se describen de la siguiente manera:

Ds=<sr:8f=e=r"rs=sr' >={es,rr,r ' rs,ris s rs},

3 .4 .0 b

2 6 5,743,755},

Ds=<s,r:sf=e=1rrs=sr"! >={e, 5,7, r%, 13,74, 7% rs,v%s, 1

donde e denota al elemento identidad, r a la rotacién en 27 /5 rad 6 /3 rad respec-

ti\;a.mente, v s a la reflexién o flip.

A cada grupo se le asigna un espacio G—espacio X, para lo cual emplearemos
algunas de las estructuras simétricas de cada poligono. Se puede notar que en el
caso del hexdgono, éste se puede proyectar equivariantemente sobre el G-conjunto
formado por sus dos tridngulos inscritos en él, a diferencia del pentdgono, el cual sélo
se puede proyectar de manera equivariante sobre su baricentro, el cual permanece
fijo bajo los movimientos del poligono (4.1}.

Ademais tenemos que la signatura del grupo viene dada en los generadores por:

9(s)=~1, Br)=1.
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Figura 4.1. Pentigono y Hexdgono.

4.1. Pentdgono (Ds).

Sea Xy el espacio dado por el baricentro vy, es decir Xy = {vg}, v el espacio

Xy ={v:i=1,...,5} correspondiente 2 los vértices del pentdgono (fig. 4.2).

4 3

Figura 4.2. Espacio X3

Afirmacion. La representacién 77 para Dj es un modelo de Gel’fand.

Para demostrar esto se verificaran las condiciones C1 y C2:

En efecto, para C1 se tiene que:

Xo: Como Xp = {vo}, para (vs,vg) € X7 basta tomar s € D5, ya que 5.9 =1y ¥

5% = vg.

X,: Para (v;,v;) € X7{ se considera la reflexién que envia el vértice v; al vértice v,

. _ 2.,
digamos r™s, entonces r™s.y; = v; ¥ (r™s) .y = u;.

Y para C2, se tiene que dados (vg, ;) € Xo X Xy y € € Ca, se considera la refle-

k k k

xién que fija el vértice v;, digamos r*s, entonces rfs.c = —e, r*s.u5 = vg y r¥s.y; = ;.




|
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Por lo tanto, al cumplirse las condiciones 1 y 2, la representacién no tiene multi-

plicidades.

Luego se tiene que a cada funcién 77, se le asocia una matriz [7y] en la base

By U Byi. Por ejemplo para 7T, con s € Ds, se tiene que:
(55 ) (v, €) =6 (v,€)
para la funcién asociada al baricentro vy y
Te(6,,)(v: ) = — &, (v, €),

para la funcién asociada a un vértice v; cualquiera, entonces formamos la matriz

asociada a 7, en la base By U B; y obtenemos:

10 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
00 0 0 0 -1
Tl=19 0 0o o -1 o
00 0 -1 0 0
00 -1 0 0 0

donde el caracter X (s) =0.

Con esto se calcula el caracter de la representacidn:

X | fel | [s | br] | [
T{6]0[1]1

de donde:
Xr(e) =6= Z Xp(e).

peﬁs

Por lo tanto la representacién es un modelo de Gel'fand para Ds.

fEn este caso, como en todos los demés a tratar en este trabajo, el orden escogido para los
elementos de las bases'es irrelevante, ya que la traza no depende del orden escogido para éstos.
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4.2. Hexagono (D).

Para el hexdgono se considera el espacio Xy = {t;,%3}, donde t; y t» denotan los

2 trigngulos inscritos en él (fig. 4.3).

=
o’

Figura 4.3. Simetrias en tridngulos internos.

También consideramos el espacio X; = {v; : j = 1,...,6} correspondiente a los

vértices del poligono (fig. 4.4).

Figura 4.4. Espacio X1

Afirmacioén. La representacién 77 para Dg es un modelo de Gel’fand.

Para. demostrar esta afirmacién se comprueban las condiciones C1 y C2, y el
lema 3.0.4.
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En efecto, para C1:
Xp : Como Xg = {t1,1,}, basta tomar r € Dg, ya que 7.ty =ty y s = 4.

: Para (v;,vy) con j y §/ en {1,...,6}, se considera la reflexién que envia el

|2

vértice v; al vértice vy, digamos r™s € Ds, entonces r™s.v; = vy y r™s.vy = v;.
Para C2 se tiene que:

Xo x Xy: Dados (t;,v;) € Xo x Xy para i € {1,2} y 7 € {1,...,6}, se considera
la reflexién que fije el vértice v;, digamos s € Dy, entonces r"s.; = i,

™s.w; = v; y 9(r"s) # 1.

Por lo tanto, al cumplirse las condiciones 1 y 2, se obti_ene que la representacién no

tiene multiplicidades.

Luego procediendo de la misma forma que en el péntagono, se tiene, por ejemplo,

para s € Dg, T, se comporta de la siguiente manera:
(5 ) (v,€) =6 (v, €)
5(85) (v, €) =35 (v, €)

71'3(5”_1,)('0,6) == 53—.“(‘11, 5)

A lo cual le corresponde:

/100 0 0 0 0 0)
01 0 0 0 0 0 0
00-10 0 0 0 0
000 0 0 0 0 -1
=100 0 0 0 0 -1 o
00 0 0 0 -1 0 0
00 0 0 -1 0 0 0
\00 0 -1 0 0 0 0

donde el caracter X, (s) = 0.
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Entonces el caracter de la representacién es igual a:

X |l [Sll rs} | [r] l [r2]|
mlsjojo o]z |0

de donde se tiene que:

re)=8= Z Xp(e)

peDs
Por lo tanto, la representacién es un modelo de Gel'fand.

4.3. Generalizacion para D,,.

Sea el grupo D,, dado por:

- — 2 —
D,=<sr:88=e=r"rs=sr"1>={esrrir . ,r" L rs s, .., s}

el cual es generado por la rotacién en 2w /n red que se denota r y la reflexién s. Se
considera el espacio X, correspondiente al baricentro del poligono vy (en caso de n
impar) o £, y i, correspondientes a los 2 (n/2)-dgonos inscritos en él (en el caso de n

par), y el espacio X; = {v; : = 1,...,n} correspondiente a los vértices del poligono.
Afirmacién. La representacién 7 para D, es un modelo de Gel'fand.

Para probar que la representacién es un modelo de Gel'fand se deben cumplir las
condiciones 1 ¥ 2, y el lema 3.0.4.

Entonces para C1 se tiene que:

Xo: (n impar) Se tiene que Xo = {vp}, entonces para (vo,v0) € X3 basta tomar
s € Dy, yaque 5.y = g Y 520 = V.

(n par) Como X = {t1,12}, basta tomar r € Dy, ya que 7ty =t y 1ty = t1.

Xy: Para (vj,vy) € X7 se considera la reflexién que envia el vértice v; al vértice

H m m . =y M a\2 ny., —e gy,
vy, digamos r™s € Dy, entonces 7™s.v; = vy y (r™s)?.uy = v;.
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Y para C2 se tiene que:

Xo X X;3: (n impar) Dados (v, v;) € Xo X X1, considerar la reflexién que fije el vértice
v;, digamos r*s € D, entonces r¥s.vp = vy, r¥s.v; = v; y 9(rfs) # 1.
(n es par) Dados (t;,v;) € Xy x X3, considerar la reflexién que fije el vértice

. N ! ' ’
v;, digamos 7%'s € Dy, entonces ¥ s.8; = %;, r¥ s.v; = v; y 9(r'Fs) # 1.

Por lo tanto, la representacién no tiene multiplicidades,

Luego como se tiene que

> ple) =

peDn

n+1 sin impar,
n+2 sinpar.

entonces basta mirar el caracter de la representacién para n impar:

X| fe s Bl [F3 - | et
T n+1]0] 2] 1 [-] 1
¥y para n par:
X | le |isl s ]Il |0 2]|lrsl'r4l-
T n+2|0] 0O 2]0] 2]

de donde se obtiene que:

Xrle)= D ple)

pEﬁ;

Por lo tanto, se confirma que (7, Ly @ L) es un modelo de Gel'fand para D,.




Capitulo 5

Modelo de Gel’fand para los
grupos de simetrias de los
poliedros regulares.

Los poliedros regulares o sélidos platénicos son cuerpos regulares convexos que
tienen caras, aristas y dngulos congruentes. Para cada uno de estos sélidos, su po-
liedro dual o conjugado es el que se construye al trazar un cuerpo empleando como
vértices los centros de las caras de éste, el nuevo sélido platdnico tiene tantos vérti-
ces como caras tenia el inicial, y el mismo mimero de aristas. El poliedro dual de un
dodecaedro es un icosaedro, y viceversa; el de un cubo es un octaedro; y el poliedro
conjugado de un tetraedro es otro tetraedro. Cada poliedro posee ejes y planos de
simetria, con los cuales es posible rotar o reflejar el cuerpo de manera que el sélido
resultante parezca idéntico al original. Estos movimientos y reflexiones dan origen al
grupo de simetrias del poliedro, los cuales son el Grupo de Simetrias Directo,
formado por las rotaciones y el Grupo de Simetrias Completo que contempla las

rotaciones y las reflexiones.

Para cada poliedro se tienen los siguientes grupos:

- T': grupo de rotaciones del tetraedro, de orden 12.

- T4 : grupo de simetrias completo del tetraedro, de orden 24.
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- O: grupo de rotaciones del cubo/octaedro, de orden 24.

- Oy, : grupo de simetrias completo del cubo/octaedro, de orden 48.

- I: grupo de rotaciones del dodecaedro/icosaedro, de orden 60.

- Ip : grupo de simetrias completo del dodecaedro/icosaedro, de orden 120.

Se construyen a continuacién modelos de Gel’fand para los grupos nombrados,
para esto se determina el espacio de Gel'fand para el grupo de movimientos rigidos, y
luego el correspondiente para el grupo completo de simetrias. En estos casos, gracias
a la tabla de caracteres de cada grupo, es facil probar que los modelos obtenidos son
de Gel'fand.

5.1. Tetraedro.

El grupo de simetrias directo del tetraedro estd formado por dos rotaciones: 13
(rotacién en 27 /3 con respecto al eje F3 que pasa por un vértice y el centro de la cara
opuesta a él} y r» (rotacién en w con respecto al eje Ej que pasa por ¢l punto medio
de una arista y el punto medio de la arista opuesta); y el grupo simétrico completo
esté generado por las rotaciones mencionadas, agregando la reflexién o {con respecto

al plano de simetria P que pasa por una arista y el punto medio de la arista opuesta
(8g. 5.1)).

Figura 5.1. Ejes y plano de simetria del tetraedro.
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5.1.1. Grupo T.

Para el grupo de movimientos rigidos del tetraedro se tiene un caso especial de
modelo geométrico, ya que el espacio de Gel’fand X para este grupo es directamente
el conjunto de aristas del cuerpo, no siendo necesario definir los conjuntos Xo y X;.
En efecto, se considera como espacio de Gel'fand al conjunto de aristas de éste, como

se ve en la figura 5.2.

Figura 5.2. Aristas del tetraedro.

X = {al'r as, a3, 44, ds, ﬂﬁ}

Entonces, la representacién 77 viene dada por la accién natural del grupo en las aris-
tas, T,(f)(z) = f(g™z), con g € T, f € L¥(X) y 3 € X.

Afirmacién. La representacion 7 para T' es un modelo de Gel’fand.
Para demostrar la afirmacién notamos que a cada 7T, se le asocia una matriz en

la base dada por las deltas de Dirac d,,, con i € {1,...,6}, en L2(X). Por ejemplo

para 7T, tenemos:

[ﬂ-ra] =

CoOC =L, OoOO
O OoOC OO -
oo OO
= oo oo O
OO, OO0 O
o e e [ o B e Y e
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de donde X (rs) = 0.

Entonces €l caracter de la representacién esta dado por:

X | lel | [vs] | [ | [ra]
AREREEE

Luego considerando la tabla de caracteres irreducibles para el grupo 7', que estd dada

por:
X | {el | [rs] | [r3] | [rs]
pr|1 € € 1
p| 1| € € 1
pal 31 0 0 [ -1

con € = exp(2mi/3), se obtiene que:
L < >=1
ITI X?T’ Xp.' -

para todo p;, con 7 € {0,...,3}, representacién irreducible de T, es decir, cada
representacién irreducible del grupo estd presente solo una vez en 7. Por lo tanto,

la representacién es un modelo de Gel'fand para T'.

5.1.2. Grupo Tgy.

Para el grupo Ty se procede de forma usmal y se considera como espacio de
Gel'fand al conjunto de aristas (Xp), y el baricentro de cada cara del poliedro (X;),
es decir:

XO U Xl = {ala a2, a3, 44, a5, U6, bl: 62; b31 b4}:
ademds la signatura viene dada en los generadores por:
J (Ta) = 1,

’!9(1"2) = 1,
Ho)=—-1.
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Afirmacidn. La representacién 77 para Ty es un modelo de Gel’fand.

En efecto, a cada 7, con ¢ € T3, le podemos asociar una matriz en la base

By U B, por ejemplo para T ,:

/100000 0 0 0 0
001000 0 0 0 O
0100000 0 0 0
000001 0 6 0 0
=] 0000100 0 0 0
v 000100 0 0 0 0
000000 0 0 —1 0
000000 0 -1 0 0
000000 -1 0 0 0
\0 00000 O 0 0 -1/

de donde Y (o) = 0.

Entonces tenemos que el caracter de la representacién estd dado por:

X | le] | frs] | ra] | [o] | fors]
mli0] 1] 2|0 0

Luego considerando la tabla de caracteres irreducibles para el grupo Ty, que estd dada

por:
X | le] | frs] | Ire] | [o] | [o73]
ol 1|1 11171 1
ol L[ 111 [=1] -1
2| 2| 1] 2 [0 O
3| 3| 0 | =1 1 | -1
pa | 310 | -1|-1| 1
Se obtiene que:
1
< X X >=1
|Td| X?T Xp
para todo p;, con 7 € {0,...,4}, representacion irreducible de Ty, es decir, cada re-

presentacion irreducible del grupo estd presente solo una vez en 7. Por lo tanto, la

representacion es un modelo de Gel'fand para Tj.
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A continuacién se procede de manera andloga para el resto de los grupos de este
capitulo. Por lo que, para cada uno, se muestran los conjuntos X, y X; respectivos,
ademds de la signatura correspondiente. En el Apéndice A se adjuntan las tablas de

los caracteres irreducibles de cada grupo ocupadas en las demostraciones respectivas.

5.2. Cubo y octaedro.

El grupo de simetrias directo del cubo esta formado por las rotaciones dadas por
74 (rotacién en /2 con respecto al eje By que pasa por el centro de una cara y el
centro de la opuesta), rs (rotacién en 27/3 con respecto al eje E3 que pasa por un
vértice del cuerpo y el vértice opuesto) y 7 (rotacién en 7 por el eje E, que pasa por
el punto de medio de una arista y el punto medio de la arista opuesta); para el grupo
completo de simetrias tenemos estas rotaciones, agregando la inversién 1 (inversién

con respecto.al centro de simetria I (fig. 5.3)).

E;

Figura 5.3. Ejes y centro de simetria cubo.

Andlogamente, para el grupo de simeirfas directo del octaedro se consideran
estas mismas tres rotaciones, salvo que en este caso el eje Ej pasa por un vértice y
su opuesto, el eje E3 pasa por los centros de dos caras opuestas y el eje F, (al igual
que en el cubo) pasa por el centro de dos aristas opuestas; para €l grupo de simetrias
completo se agrega la inversién ¢ para completar el grupo.

Para ilustrar los movimientos en el cubo y octaedro y analizar el espacio de Gel’fand

a definir se considerardn los grafos representativos de ambos cuerpos (fig.5.4), en estos
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Figura 5.4.

se numera en el cubo los puntos medios de cada arista de 1 a 6 y las aristas opuestas
correspondientes de T a 6, los vértices de 1 a 4 y los vértices opuestos correspondientes

de T a 4(fig. 5.5) y las diagonales de cada cara dy; ;) que unen el vértice 7 con el 7.

wi
gt
[N]

?

N

Figura 5.5.

Para el octaedro numeramos los puntos medios de cada aristade la6y deT1a6
los opuestos correspondientes, de 1 a 4 los centros de cada cara y de 1 a 4 los centros
de las opuestas segin corresponda (fig. 5.6) y las alturas A jy de cada cara que va.

del punto medio de la arista ¢ al vértice j.

5.2.1. Grupo O.

Para el grupo O se considera como conjunto X, en el caso del cubo, al conjunto
de vértices identificados con sus opuestos v;3) o, en el caso del octaedro, el conjunto
de baricentros de cada cara identificados con el baricentro correspondiente a la cara

opuesta b;3), es decir Xy = {f;7 }ies donde J representa a v o b segiin corresponda a




Figura 5.6.

cada poliedro e I es el conjunto de subindices adecuado a cada
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L Uno, ¥ como conjunto

Xj al conjunto de diagonales que unen los puntos medios de cada arista del poliedro,

es decir X1 = {a;};es, donde J es el conjunto de subindices ad

Ademds la signatura viene dada en los generadores por:

19(""4) = 1:
19(7-3) = 17
'19(7'2) =—1.

cuado a cada poliedro.

A modo de ejemplo en el caso del cubo, para ., se tiene (considerando el eje Ey

pasando por el punto medio de la arista 6 y correspondienteme

nte al punto medio de

la arista 6) que al asociarle la matriz correspondiente (en la base Byt B;), se forma

la matriz [77,,] ¥ se obtiene Y (r2) = 0.

Calculamos asi el caracter de la representacién:

XI[EI[TH |[T4l|i?"]
7lw] 1[0 ]o0]2

Luego. considerando la tabla de caracteres irreducibles paral

en el Apéndice A, se tiene que:

1 .
o] < X Xp >=1

el grupo O, mostrada




para todo p;, con i € {0,...,4}, representacién irreducible
representacién irreducible del grupo estd presente solo una ve

la. representacién es un modelo de Gel'fand para O.

5.2.2. Grupo Oy.

Para el grupo Oy se considera como espacio de Gel’fand al ¢
que van de un vértice a su opuesto contenidos en cada cara ¢
de alturas de cada cara del octaedro que tienen un vértice ¢
E((,-,k),j) que corresponde a las alturas hy; 5 v A ;) que denote
al conjunto de vértices (en el caso del cubo) o el conjunto de ba

(en el caso del octaedro) que designaremos como X;, es decir,
Xo = {dp}anes
y para el octaedro:

Xo = {herna Hakpex

donde J y K son conjuntos de subindices adecuados a cads

5}?}

[Puspl’

. ﬁ_ﬂ;j)

Figura 5.7.

signatura viene dada en los generadores por:

?.9(7'4) = 1,
19(7‘3) = 1,
'19(7'2) = 1,

D) =— 1.

X1 = {v:};

X1 - {bi}
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de O, es decir, cada

2z, en 7T. Por lo tanto,

ronjunto de diagonales
lel cubo o el conjunto
omun (denotadas por
remos Xp (fig. 5.7), y
ricentros de cada cara

para el cubo tenemos:

8
i=1

poliedro. Ademss la




Entonces el caracter de la representacion estd dado por:

31

irg) | [ird]

X | el | rs] | fra] | fra] | (3] | 6] | fira] | fra] | |
(20 2 [0]O0[4]0[0 [0 |

0] 0

Luego considerando la tabla de caracteres irreducibles para €l grupo Oy, mostrada

en el Apéndice A, se tiene que:
< X X >=1
|Ox] M1 AD;

para todo p;, con i € {0,...,9}, representacién irreducible
representacién irreducible del grupo estd presente solo una v

la representacién es un modelo de Gel'fand para O,

5.3. Dodecaedro e icosaedro.

de O, es decir, cada

c7 en 7. Por lo tanto,

El grupo de simetrias directo del dodecaedro esta formado por r5 (rotacién en

27/5 con respecto al eje E5 que pasa por el centro de una

rara v el centro de la

opuesta), r3 (Totacién en 27/3 con respecto al eje E3 que pasa por un vértice del

cuerpo y el vértice opuesto) y r; (rotacién en w por el eje E,
de medio de una arista y el punto medio de la arista opuesta).
simetrias estd generado por estas rotaciones, agregando la inv

respecto al centro de simetria I (fig. 5.8)).

Figura 5.8. Ejes y centro de simetria dodecae

Andlogamente, para el grupo de simetrias directo del icg

mismas tres rotaciones, salvo que en este caso el eje Ky pas

que pasa por el punto

El grupo completo de

ersién 7 (inversién con

dro.

saedro tenemos estas

n por un vértice y su
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opuesto, el eje E3 pasa por los centros de dos caras opuestds y el eje Fy (al igual

que en el dodecaedro) pasa por el centro de dos aristas opuestas; para el grupo de

simetrias completo se agrega la inversién 1.
Para ilustrar los movimientos en el dodecaedro e icosaedro ¥
Gel'fand a definir se consideran los grafos representativos de

se numeran en el dodecaedro las caras de 1 a 6 y las caras opu

analizar el espacio de
ambos cuerpos, donde

estas correspondientes

de T a 6, los vértices de 1 a 10 y los vértices opuestos correspondientes de T a 10

(fig. 5.9).

Figura 5.9,

Se procede de forma andloga con el icosaedro.

5.3.1. Grupo L.

Para el grupo I se considera el conjunto Xy formado por 14

s diagonales que unen

el vértice v; identificado con su_opuesto 73, es decir X = {'U(

formado por los baricentros de cada cara b; identificados con e

.3} ¥ el conjunto X

baricentro de la cara

opuesta b;, Ademés la signatura, viene dada en los generadores por:

’!9(1"5) = 1,
19(7.3) =1,
'!9(1"2) = —1.

Entonces, a modo de ejemplo para el dodecaedro, para 77,

se tiene (considerando

el eje By pasando por el punto medio de la arista entre los vértices 4 y 5, y corres-




pondientemente al punto medio entre los vériices 2y 5) que la
(en la base By U By), nos da que X (r2) = 0.

Entonces el caracter de la representacién esta dado por:

X | lel | Irs] | [3] | frs] | [ra]
ml16] 1] 1| 1]0

Luego considerando la tabla de caracteres irreducibles para el

el Apéndice A, se tiene que:
= < Xmi Xp; >=1
| Il TrAp;

para todo p;, con ¢ € {0,...,4}, representacién irreducible
representacién irreducible del grupo estd presente solo una ve

la representacion es un modelo de Gel’fand para I.

5.3.2. Grupo 1.
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matriz asociada [7T,,]

grupo I, mostrada en

de I, es decir, cada

z en 7. Por lo tanto,

Para el grupo I se considera el conjunto Xy formado por los vértices y X

formado por los baricentros.

Ademss la signatura viene dada en los generadores por:

rg) =1,
MNrz) =1,
I(re) =1,

9(i) = —

Procediendo de manera andloga a las anteriores se tiene

representacion es:

X | lel | [rs] | (8] | frs] | [ra] { (3] | [irs] | Lir3] |

que el caracter de la

T'3] I [i?‘zl

7r|32|2|2[2|0|0|0|0|
Luego considerando la tabla de caracteres irreducibles para el §

el Apéndice A, se tiene que:

1
[_I}:T < X’JT!Xp,- >=1

0 ] 0

srupo I, mostrada en
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para todo p;, con ¢ € {0,...,9}, representacién irreducible de I, es decir, cada
representacién irreducible del grupo estd presente solo una vez en 7. Por lo tanto,

la, representacién es un modelo de Gel'fand para Ij,.




Capitulo 6

Modelo de Gel’fand para el grupo

de isometrias del espacio
pseudo-métrico finito.

6.1. Grupo de isometrias del plano pseudo-métri-

co finito F 2o

Sea I, el cuerpo de p elementos, con p primo impar, y Fy

extensién cuadritica

de €, la cual es isomorfa a F,(D), donde D es tal que D* € F,, pero D ¢ F,. Entonces

los elementos de ¥,z se pueden escribir de la forma z = u + I

v, conuy v € Fp.

En este espacio se define la pseudo-distancia dy, con da(z, w) = Na(z — w), inducida

de la norma dada por:
No(z) = 2%

con z € Fpz, uy v € Fp, donde el conjugado Z de un elemento :

por:

o bhien,
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z del cuerpo esta dado




Denominamos I3 al grupo de isometrias de F,;» dado po

estd generado por las traslaciones ¢, las rotaciones » y la cc

por:
to(2) =0+ 2
Ta(z) =0z
c(z) =2

conayz € Fpya€UC Fp, donde U denota el circu
elementos de norma 1). Se denominard ap al generador del
grupo de rotaciones estd generado por r,, (donde gen({ra,})
plicativo de p + 1 elementos), el grupo de traslaciones estd ger
gen({ti,ip}) ~ C, x Cy, con G, grupo ciclico multiplicativo
grupo de Galois estd dado por {e, c}, con e elemento identida
isomorfo a Cj).

Como se tiene que gen({i1,tp})< Iz, a diferencia de gen({re, })
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r 1a norma Na, el cual

njugacion ¢, definidas

o unitario en Fy2 (los
grupo U. Entonces el

22 Cpy1, grupo multi-

ierado por t; y tp {con

con p elementos) y el

d del grupo (el cual es

y gen({c}), y también

que gen{{rqy}) < gen{{ray,c}) a diferencia de gen({c}), entonces

I, = gen({t1,tp}) » (gen({rao}) % gen{{c})) = (G, x G

6.1.1. Modelo de Gel’fand para €l grupo Is.

Ahora para construir un modelo de Gelfand geométrico par:

lugar los conjuntos Xy y X; los cuales estdn dados por:
Xo = X3 =Fpa,

¥, para este caso, es necesario considerar también los conjunte
Y; = {a, 05"

es decir off y su conjugado, coni € I = {1,2,...,(p+1)/2}
es el generador de U, con la salvedad que en el caso que 7
af{’“)ﬁ = —1 = o ®*V"? entonces Y_; = {-1}.

) X (Cpp1 % Ca).

2, I5 se define en primer

s formados por:
(6.1)

y recordando que oy
= (p+ 1)/2 se tiene




Entonces en Xy x C; se define Ly espacio de funciones pares
L, espacio de funciones impares y en Y; x Oy, se define L,

funciones pares dado por la base
B = {§(+) 5(—i— }

donde
p+l

(+) ij o
X Zf’5agv

j=1
con £ = e®/(p+1) | Andlogamente se tiene que

ptl

Z E"Ué'-{-

= {6%}) y L, espacio de funci

5(+)

(teniendo en cuenta que B’,

ia base
ptl

= (-1) 45-

j=1

Luego la accién de I en Ly y Ly estd definida de la fornia

esta dada por:
TamC. 5('*')(3: €)= 5‘"‘6( i(z,€),
(4]

conm € {1,...,p+ 1} y para L, es andlogo.
Ademds la signatura de I definida en los generadores viene d

Wi,) =1,

Hry) =1,

¥(c) = —

Luegosea L=Lo@ L QL ®---® L, & L”,, entonces
representacion 7T, : L — L es un modelo de Gel'fand para I

Para probar esta afirmacidn, en este caso debemos amplia

C2 alos conjuntos agregados. En el caso de la condicién C1, s
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5, en X; X C5 se define

para i € I, espacio de

(6.2)

ones impares dado por

(6.3)

usual y en L y L,

ada por;

se comprobard que la

2.

r las condiciones C1 y

e tiene que, realizando
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un procedimiento andlogo a lo hecho desde (3.1) en adelante, obtenemos que la

condicién requerida es la misma, por lo que se tiene:
Xo: Para (w;, wy) € X§ basta tomar t,ry € I con:

a=—1,

a =wi + Wy.

Asi iwl_}.wg’l‘_]_(’wl) =y tw1_|_u,27'_1('|‘.U2) = un.
Xi: Andlogo al caso de Xj.

Yi: Para (of, o) € Y2 basta tomar ¢ € I, asf ¢(ed) = ag|y c(ag?) = dj.

La condicién C2 asegura que el espacio de entrelazamiento entre subrepresen-
taciones sea nulo (lo que garantiza que la representacién no tenga multiplicidades),
entonces en este caso, para la condicién C2 se tiene que, si se procede en forma
andloga a lo hecho para obtener la igualdad (3.4), se obtienen|las siguientes igualda-
des para cada caso visto a continuacién (el caso de Xy x X; [mantiene la condicién
C2 usada hasta ahora):

Xg x Xy: Para (wp, un) € Xy x Xj, con wy # w;, basta tomar #,rkc € I con:

o =(wp — wy) (wh — wi) ™,

a =wo — (wp{wo — wn))(wh — wi) 7.
asi t,roc(wp) = wy, tarac(wi) =wy y W(tarac) # 1.

Xo x Yi: (con ¢ € I) Para § € Homp(W°, T%) (con T® = 7|y} y 7 = T,) ¥y con
Sy € C denotando los coeficientes de S con respecto| a las bases By y B}

respectivamente y {,7, € Iz con:

@ =0y,

a =Wy — gy,




XIXY%:

Y:xYy

Xg X Y_I:

X1 X Y_]_:

.-Yi X Y..]Z

se tiene que:

i QW )
£5 = 52

para todo 7 € I y wy € Xp.

Luego como £ # 1, se concluye que S;”a" = 0 para todo
(con ¢ € I) Anslogo al caso anterior.

(con iy j € I} En este caso, teniéndose en cuenta i # j

i€l yw € X

, basta tomar 7y,
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el

para obtener r4,.0§ = of (0 74,.05° = 3", 76p.0% = & (0 Toy.0p” = 0a37) y

£ AL
(funciones impares) Se considera t,74 € I con:

o =0y,

a =Ulg — Qipg.
para obtener t,r,(wg) = Wy, toTe-(—1) = =1y 1 # —1.
(funciones impares) Andlogo al anterior.

(funciones impares) Para ¥; coni € I'\ {(p +1)/2}, bas

que obtener que 74,.04 = af (0 74.05° = a5, Tag-(~1

ba tomar 1o, € Io
=—1ly&#-L

para

Y para Y_; x Y_; (funciones pares y funciones impares respectivamente) se

considera rqc € Iy para obtener que rooe(—1) = ~1y

11,

Por lo tanto, al cumplirse las condiciones C1 y C2 se tiene que la representacién

no tiene multiplicidades.

A continuacién, como se sabe que

Xr(e} = dim(L)

y dim(Lo) = p*, dim(L;) = p?, dim(L]) = 2, coni € T\ {(p+ 1)/2}, dim(L ;) =1

y dim(L”,) = 1 entonces,

Xr(e) = 20° +p+1.

(6.4)
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[

Por otro lado, se debe caleular 7 .7 X, (€), para esto
llamado méquina de Mackey o método de pequefios grupos,
utilizada por primera vez por Wigner [19] y generalizada por X
truir representaciones de un grupo a través de las de un subgrt
siguiendo la construccidn de [15], si tenemos un grupo G con

que A es normal en G, y cumpliéndose las siguientes hipétesis:

i) A es abeliano.

i) G es el producto semidirecto de H y A.

Se pueden construir las representaciones irreducibles de G a par
pos de H. Como A es abeliano, sus caracteres irreducibles son

un grupo X = Hom(A,C*). El grupo G actia en X por:

(s.X)(a) = Xx(s7"as)

para todo s € G, X € X y a € A. Sea (X;)icx/n un sistema
las érbitas de H en X. Para cada i € X/H, sea H; el subgrt
de aquellos elementos & tal que h.X; = X;, ysea &; = A X |

]

subgrupo de G. Se extiende la funcién X, a t; definiendo

X;(ah) = x;(a)

para a € A y h € H;. Teniendo en cuenta el hecho de que |
h € H;, se ve que X; es un caracter de grado 1 de #;. Ahora sea
irreducible de H;; componiendo p con la pr.oyeccién candnica, I
una representacion irreducible p o Il = 5 de ¢;. Finalmente, §
tensorial de X; ¥ p, se obtiene una representacion irreducible

B, a la representacién inducida de G correspondiente, se tien
i) 04 p) es irreducible:

if) Sifg,) y O,y son isomorfas, entonces i =1 y p es isom

el
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e utilizard el método

cual es una técnica

ackey [13] para cons-

ipo normal, Entonces,

Ay H subgrupos tal

tir de ciertos subgru-

de grado 1 y forman

de representantes de

po de H consistente

H; el correspondiente

L. X; = X; para todo

p una representacién

[:¢; — H; se obtiene

omando el producto
® g de {;; denotando

e que:

orfa a g/,




iif) Todo representacidén irreducible de G es isomorfa-a unal|f; ) .
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Por lo tanto, se obtienen todas las representaciones irreducibles de G. Luego para

calcular el caracter asociado a cada f; ;), se tiene que:

S

1 a —
Xe{,-.p)(s) = TH]| Z (x; ® p)(t " st
{teG:
t~tst e H}

Entonces, para el grupo I que estd dado por (Cp x C}) % (Cp4h % C3) denotando por

My a Cpiq % Gy, tenemos:

Para My: Como Cpyy < Mz, y Cpy es abeliano, se considera Xl = {x,}_, caracte-

res de Cpya, €l cual bajo la accién de Cp nos proporcionsa las drbitas {X,},

D0 X} (Xor Xah (Xa:Xahs - » {Xes}, entonces {X|}jes es un sistema de ‘

representantes de la 6rbitas de C; en X,41. Luego se define My, = Cpiq 3 Oy,

donde

{e! c} siX; =Xi

Cp={g€Ch:gX;=X;} =

{e} si|X; #X;

entonces
Co, ={e,c} =2 Oy
ng ={6} o G]
Cotpryyz ={e,c} = C;

paraj=1,..., P—gi y con C; el grupo trivial. Por lo que|se obtiene

Mgo =Cp+1 = 02
ﬂ/fzj =Upt1 H {&}

Mz 10 =Cpir X Cr

Denotando por {pg, p1} las representaciones irreducibles

de Cs (con pp la re-




presentacion trivial), se tiene que las representaciones irreducibles de M, son:

0,000 = Indyf, (Xo ® /)
8oy = Indygz (Xo ® /1)
83,00) = Indﬁ; (X; ® fo)

B((p+1)/2,00) = T dM"’(pH)/z

Oip+y/2,00) = T ”sz(p s Xepe1y/2 © £1)

donde sus caracteres estdn dados por

1 _ Ao
X”U-pk)(s) =l_ﬂm Z X;(t Lst) gi(t2st).

- {te Ms:
t~tat € My}

(X(p-+1)/2 ® Po)

(6.5)

Como en este caso lo que interesa es el caracter de e, entonces de {6.5) obtiene:

X(6o,,,)(€) =1
X(60,,)(€) =1
X (6;,0,) (€) =2
X(9(p+1)/2.po)(e) =1
X(9(p+1)/2.p1)(e) =1

Para I: Como (CyxCp) < Iz, y (CpxCyp) es abeliano, se considera X = {X ¢, 3 }um)e(cyxy)

caracteres de (C}, x C,), los cuales bajo la accién de M proporciona p—1 érbi-

tas distintas con p + 1 elementos cada una (a excepcidn de la érbita de X ;).

Es decir, {x(ai,bi)}f;(% es un sistema de representantes de las 6rbitas de My en

X. Luego se define:
Ig(‘..j) =(Gp X Op) A Mg(i'j)

o

donde Mz, , = {9 € Ma:9.X(; 5 = X5} entonces com
Ta-X0,0{ta) = X(0,09(a)

¢.X(0,0) (ta) = X0.0) (ta)

TaC-X(0,0) (ta) = Xw,0) (ta)




se tiene que My, . = M;, y para
TaC-X(;'J')(ta) =X(i,j)(taﬁ)

se necesita que

entonces basta tomar o = a?*~?, y luego se obtiene que
M, = {each,

el cual es isomorfo a Cs, por lo que
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Iz(n,o) =(0P x CP) ol M2(0.0) = (Cp X Op) ba Mo,
I2(a,b) =(Op X Cp) A ]"/-[2((1,[7) = (Cp X Cp) e} Cg.

Denotando por {8 .} las representaciones irreducibles
representaciones irreducibles de (s, se tiene entonces qu

irreducibles de I; son

O((0.0)80.00) = ndlz o Xao ® Bo.0
O((0,0.60,5) = {100 12( (X0 ® bom
O((0.0)8100) = T ‘nd:z oy Xoo ® 01,00
O(00014,) = Iﬂd&m (Xon ® b1
Q00 100) = Il | (X(o0) ® Dspo
O((a)e) = 1 ﬂdfg( (X @3y ® F0)

Oabyer) = T nd!gca',,, (X(a‘b) ® f1)

de My y {po, p1} las

e las representaciones
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donde sus caracteres estdn dados por

1 -
Xeamn () = zes] > Xap (EsE)MEs2) (6.6)

{tel:
tiste In, )

Luego para e de (6.6) se obtiene que:

Xe(m'o)'g(o.po)) (e) =1

Xe(m-“)-"(o.pn)(e) =1

Xe((om‘g“’pn)) (6) =1

Xe((ﬂ-o)-f’(;,pl))(e) =1
Xe(m‘o)‘e(j.ﬂo)) (e) =2
Xe((n,b),pg) (e) =p -+ 1
XG((u,b),pl) (8) =p + 1
Entonces se tiene que:
-1
DX () =1+1+1+1+ [P__Z_ﬂ] 24+p-1Ep+)+[p—1@pE+1)
selz
es decir,

> x(e)=2"+p+1.
selz
Finalmente comparando con (6.4) se obtiene que

> Xc(e) = Xxle).
cehs

Por lo tanto (7, L) es un modelo de Gel'fand para I,.

6.2. Grupo de isometrias del espacio pseudo-métri-
co finito Fyn.

Sea I, el cuerpo de p elementos, con p primo impar, y su extensién Fy». En este

espacio se define la pseudo-distancia d,, con dp(z,w) = N,(z — w) para z y w en
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Fy», inducida de la norma N, dada por:
2 -1
No(z) = 22727 -+ 2P = 28,

con g =1+p+p*+...+p*1, donde podemos notar que si U denota al conjunto de
elementos de F,» de norma I, con ap elemento generador, se tiene que U tiene orden
e=1+p+p*+...+p" L

Y ademds el conjugado Z de un elemento z del espacio estd dado por:

entonces se describe el grupo de isometrias correspondiente y luego un modelo de
Gel'fand para él.
Denominando I, al grupo de isometrias dado por la norma N, y procediendo de

forma andloga a lo anterior se obtiene que

I~ Gy 1 (Cy % Cy) (6.7)

6.2.1. Modelo de Gel’fand para el grupo I,.

Para construir un modelo de Gelfand geométrico para I, se generalizard el méto-
do usado hasta ahora. En vez de considerar un conjunto X = Xy x C; {(con ¢ € @
conjunto de subindices adecuados), donde C; nos denotaba en el caso anterior al gru-
po de Galois del plano, se utilizaré el conjunto dado por X = X; x Gy, con C;, grupo
multiplicativo de . elementos, el cual correponde naturalmente al grupo de Galois de
la extensién que estamos tratando, luego la generalizacion de lo que corresponderia a
la signatura antes mencionada, se traduce simplemente en el homomorfismo natural

de G sobre el grupo de Galois.

Entonces la generalizacién de las funciones pares e impares se define por:

™

by = Zc¢j6(u,j); (6.8)

=1
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con ¢ = e?™/? rafz n-ésima de la unidad y (u, ) € Xy X Cn. La base correspondiente

By viene dada por:
By = {62} uex,- (6.9)

Cabe notar, que para el caso de Fp2, con Xp = Fpe = X; y C,, = C; se tiene que

las funciones vienen dadas por:

83 =(—1)*% 0y + (— 1) 1) = Sur) + Se-1) = ot

1a cual coincide con las funciones pares y

&y =(—=1)"% 5 + (—1)" 61 = 1) = (1) = s

la que coincide con las funciones impares.

Entonces sean Xy, Xi,...,Xu—1 conjuntos dados por:
XD — Xl == s e =Xn_1 =FP“,

ademads, como se tiene que g es el generador de U (es decir U = {ag, &3,...,af}),
definimos los conjuntos Y; (andlogos a los definidos para el caso cuadrético en (6.1)),

osea

: : sy 2 Tt —L
— {oi P P iy
Vi={og,of, af ...,

}

es decir, oy y sus conjugados, con 7 € I conjunto de subindices tal que af]pk ¢ Y, para
i#3j,k€{0,...,n—1} (donde card(I) = £ en caso de g impar o card(I) = £2+1
en el caso par), con af)pk #1paratodoi €l yke{0,...,n—1} y con la salvedad
of2 _
o

que en el caso de p par se tiene que si i = g/2, entoneces o' * = —1 y se considera

también. el conjunto:

Y, ={_1}’
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Entonces en X; x C,, se define L; espacio de funciones con base B; ya descrito en
(6.9), parat =0,...,n—1; en ¥; X Cy, se define L, con i € I, espacio de funciones
dado por la base

By = {5 1
con el andlogo a (6.2) dado por:
e
G-y
j=1
con £ = e?mile y Jgg definido en (6.8), y finalmente en Y_; (en caso de p par) se define
el espacio L7 ; , dado por la base andloga a (6.3):

4
B, = {85 = 3 (-1)d,}.

i=1

conl=1,...,n—1y &, definido en (6.8).
o

Luego la accién de I, en L?(X), se define de forma andloga al caso anterior y la

accion de I, en el grupo de Galois C, viene dada naturalmente por:

ﬁ(ta) =1?
¥(re) =1,
(™) =¢™.

Luego sea

gt
n—1 n

L= LEPL

i=0 i=1

en caso de g impar o
£;_2+1 n—1

n—1
L=L: P Lpr;

i=0 i=1 =1
en caso par, entonces se comprobard que la representacién dada por
To(f(z,€)) = fF(g71. z,9(g)€), es un modelo de Gel'fand para I,.
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En efecto, para las condiciones C1 y C2 se tiene que:
La condicién C1 nos asegura que la representacion definida en cada conjunto no
tenga multiplicidades, entonces en esta generalizacién del método para los conjuntos
X; se tiene que la condicién exigida es la misma, en cambio para Y; se obtiene una

diferencia explicada a continuacién:
Xt Para (wy,ws) € X7 (con w; # wsy), basta tomar t,r,c™ € I, con:

a =iy — Gy,
o =(wg — wy)(w] — wh),

m =1,

tal que torac(wi) = wy ¥ trec(we) = w; para todo (wy, ws) € X2,

[N

Para Y; considerando T’ € Endy, (7*) (con 7T¥ = 77| 14) ¥ procediendo en forma

ansloga a (3.3) con g = r,, para este caso, se obtiene que:
T = 7T

para todo k y k' € {0,...,n~ 1} y T§ € C, entonces si k # K/, se tiene que
TE = 0 y por lo tanto el conmutante de la representacién restringida a este

conjunto es conmutativo.

Para la condicién C2 procedemos de la misma forma que en para I, entonces en este
caso mds general para la condicién C2 se fiene que, si se procede en forma andloga
a lo hecho para obtener la igualdad (3.4), se obtienen las siguientes igualdades para

cada caso visto a continuacidn:

X; x X;: (Con i # j) Para S € Homp, (T, T¥) (con 7 = 7|, y T = |,) y con
S, € C denotando los coeficientes de S con respecto a las bases B; y Bj

respectivamente, se tiene que:

Cimsznruc’“ ®) = ijS‘éarac’“)" 1w




X,;XY_;':
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para todo £,7,c¢™ € I, u € X; y v € X;.
Entonces, para v # v, basta tomar t,r,c™ € I, con:

a=u = (@(u - )@ — )7,

& =(u - o) - vP)7,

m =],
con lo que se obtiene t,ryc(u) = u, trec(v) = vy ¢ # 7, y parau = v,
considerando t,_,»c € I, se tiene que

(83 = (1S3

por tanto se concluye que S} = 0 para todo (u,v) € X; x Xj.
Para S € Hom, (T, ') (con T = |z, y T = |y;) ¥ con 57 € C deno-

tando los coeficientes de S con respecto a las bases B; y B respectivamente,

se tiene que:

farage™(w) _ é‘ij_’“sSu

(tnraacm)—l.agpk

para todo terogc™ € I, u € X; y a%pk €Y;.

Entonces, fijados i € {0,...,n—1},j€Iy ke {0,...,n— 1} si
ei = ngp"

basta tomar t,r, € I con:

—n2
o =ag,

a =u— agu.
-k . ., .
para obtener £,ro(u) = u, t,ro.0ff = i y (' %57y sifijados 1, § y k ya
mencionados, se tiene que
gi # njp*
entonces basta tomar t,7r, € I, con:
o =,

a =u — Qg




YixY;:

. i
X; % Yi—ll‘

Y;'. x Y,['z..]]
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para obtener lo buscado.

(Con i # j) Para S € Homp (¥, W) (con ¥ = Ty y 7' = M)y
con S; € C denotando los coeficientes de S con respecto a las bases B} y B;
respectivamente, y £,7q, € I, se tiene:

-k
(+]

K
kP &P
£rFg = gt g%
off adf

: - k! , !
para todo af,pk €Y yoff €Y; y por construccién €7 5 £ para i # j, por

lo tanto el espacio de entrelazamiento es nulo.

Para S € Homy, (T, ") (con T* = M|y, y T = |4) y con S7* € C deno-
tando los coeficientes de S con respecto a las bases B; y Bj respectivamente,
luego se tiene:

S e = C(1)°8
para todo tarayc™ € Lyue X,

Entonces si ¢ = j, basta tomar t,r, € I con:
@ =0,
& =u — Ogl.

para obtener ;75 (u) = U, teTa.(—1) = =1y ¢ # —(%, y si i # ; entonces basta

tomar f,r, € I, con:

para obtener lo buscado.

Para S € Homp, (7%, 77") (con ¥ = | y " = Try) ¥ con S7* € C de-
notando los coeficientes de S con respecto a las bases B} y BY respectivamente,

luego se tiene:

= .
ip 38-1 o= (Im( ] ss—.l
E (turaacm)'aap" F ( ) aapk
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para todo toresc™ € Iy afj"k cY.
Entonces, fijados i € {0,...,n—1},5€ {1,...,n} yk € {0,...,n— 1} si

oj = 2inp*
basta tomar #,7, € s con:

& =0,

a =1 — .

para obtener tara.af,pk = af{’", taTa(—1) = —1y €7 £ (7, y si fijados 4, § y k
ya mencionados, se tiene que

oj # 2inp®
entonces basta tomar {7, € [ con

a2
o =ag,

a =u — alu.

para obtener lo buscado.

Vi X Y[L}: Para S € Homy, (7", 71") (con T = gy y 7" = T[1s) y con & € C
denotando el coeficiente de S con respecto a las bases B} y B respectivamente,
luego se tiene:

(™S = (7™ 8
para todo t,Tae¢™ € I, pero como ¢ ¥ j, entonces ¢t = {7, por lo tanto S; = 0.
Luego las subrepresentaciones correspondientes a los conjuntos Y[f_II X Y[J_ 3 BO

son equivalentes.

Por lo tanto, al cumplirse las condiciones C1 y C2 se tiene que la representacién
no tiene multiplicidades.

A continuacion, como se sabe que

n~1 'E‘ﬁ'l‘
Xr(e) = dim(€D L D LY)
i=0 i=1
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con dim(L;) = p™ y dim(L]) = n en el caso impar, entonces

Xr{e)=np"+0—-1, (6.10)
y
‘L'H n—1
dzm(@L @ LEpLy
i=(0 i=] i=1

con dim(L;) = p™, dim(L}) = n, para i # —1, dim(L’ ;) = 1y dim(LY) = 1 para el
caso par, enfonces
Xr{e)=np" +o0—-2+n. (6.11)

Por otro lado, se debe calcular 3 o xp(e), para esto se utiliza el método descrito
anteriormente.
Entonces, para el grupo I, que estd dado por C% % (C, x Cy,) denotando por M, a

Cp % Cy, tenemos:

Para M,: Como C, <t M, y C, es abeliano, se considera X, = {)x,;}¢; caracteres de C,,
el cual bajo la accién de Cy, nos proporciona las rbitas {Xo}, { X1 Xpr - - - Xpn-115

{Xa: Xops -1 Xagn-1}s -+ s {Xp/2} (donde {X,/2} se incluye sélo si g es par),
entonces sea {X;};es un sistema de representantes de la érbitas de G, en X,

con card(J) = %L (en caso de g impar) o card(J) = 22 ¢n el caso par. Luego
se define My, = C, % Cy,,, donde
{e,e,...,e®} sy = Xij,

conk=1,...,n—1
an={gecn:g-Xj=Xj}= ( )

{e} en otro caso,

entonces

Cng = Cn
an o C]_
Cr ,, 2O,

Tot2
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con j € J y €} el grupo trivial. Por lo que se obtiene

My, =Cy,x G,

Mn,- =Cg bt} 01
y en el caso de g par se agrega:

My, =Co % Cy

Denotando por {p;}?-} las representaciones irreducibles de C, (con pg la re-

presentacién trivial), se tiene que las representaciones irreducibles de M, son:

B0,0 = Indif (Xo ® /i)
Ojpoy = I ndﬁ;‘j (X; ® po)

Oo/2,0) = I ”dﬁ:e /2 (Xop2 © £i)

donde sus caracteres estan dados por

1 .
Xog5.y (5) =T ST X st)a(tst). (6.12)
M lte M,
t~1st € My, }

Como en este caso lo que interesa es el caracter de e, entonces de (6.12) obtiene:

X(0.0,)(€) =1
X(Bi.pn)(e) =n
X(91|,,-£)(‘3) =1

Como CF < I, y Uf es abeliano, se considera X = {Xu}uecg caracteres de C7,
los cuales bajo la accidn de M, forman p — 1 érbitas distinfas con p elementos
cada una (a excepcion de la 6rbita de X,). Entonces se considerard {X, }/og

sistema de representantes de las érbitas de M, en X. Luego se define:

In,, =C’_.f,‘ X M,
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donde M,, = {g € M, : g.X,, = X}, entonces
My, = My,
y para a, 7 0 se tiene que

Foy Ck'Xa, (t;) :onka"k (tz)

(p*-1)

entonces si o = a, se tiene que

M,

T,

={e,TayCr+ -y Tan 1} =2 Ch,
por lo que

Ing =C5 X My, = CF 3 My,
y para a, # 0

Ly, =C2 3 My, 2 C™ x Ch.

P

Denotando por {f(;,,)} las representaciones irreducibles de M, y recordando

que se denota por {p,:}?__jol a las representaciones irreducibles de C,, se tiene

entonces que las representaciones irreducibles de I, son

O, = 1AL, (Xo @ Bi0,00)
000,000 = 1 ndf:o (Xo ® (5,009)

y para a, % O:

e(a;.Pi) = Indf:m (XaL @ ﬁl)




y para g par se agrega:

6(0’9(9/21?1')) = Indﬁ:g (XD ® 5(9/2?92))

donde sus caracteres estan dados por:

Xown@ =T L XalsONE s

{t = Iﬂ. H
tlatel,, }

Luego para e de {6:13) se obtiene que:
Xe(o_gmm)(e) =1

Xew.o G (e) =n

y para a, # O:
XO(arp (e) =¢
Y para g par se agrega:

Xe(o‘g(alﬂ.n;)) (6) =1

Entonces se tiene que (para g impar):

5 xde) = b+ | 452 ot o - Dl

c&ln
es decir,
> X&) =np"+0-1
seln
y para ¢ par:

S =+ |22 o i+t - e

seln
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(6.13)

(6.14)
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es decir,

ng(e)=np"’+g—2+n (6.15)
GET;

Finalmente comparando (6.10) con (6.14) y {6.11) con (6.15) se obtiene que
> Xe(e) = X (o)-
sela

Por lo tanto la representacién 7 es un modelo de Gel’fand para I,.




Capitulo 7

Descomposicion en funciones
esféricas.

A continuacién se descompondran las representaciones encontradas, a través del
método geométrico descrito en el Capitulo 3, en sus componentes irreducibles, para
lo cual se deben determinar las funciones esféricas asociadas al modelo de Gel’fand
dado para cada grupo. Recordar que dada una representacién sin multiplicidades
(f1,7) de un grupo G (con H = L?(X)), ésta se puede descomponer en irreducibles

de la forma
H= GB H; (suma ortogonal)
iel
donde H; no es isomorfo a H;, como representacién de G para i # j.
Clésicamente, cuando X es transitivo, fijade un origen, es decir un elemento, digase

zg € X, y denotando K = Stabg(xp) se tiene que:

Definicién. Se llama funcidn K-esférica o simplemente esférica (de tipo ) aso-

ciada a (X, G) a toda funcién K-invariante no nula de Hj.

(8i X no es transitivo esta definicién se extiende en forma inmediata, procedien-
do érbita por 6rbifa.) Como H; es el espacio de una representacién irreducible de
G, se tiene que cualquier funcién esférica ¢; de H; engendra a H; como G-mdédulo.

Entonces para conocer los H; basta conocer las funciones esféricas ¢;.

o7
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Ademés tenemos que la ausencia de multiplicidades en (H,7) implica que en cada
componente H; las funciones K-esféricas forman un subespacio vectorial de dimen-
sién 1.

Luego imponiendo la condicién de normalizacidén ¢;(zo) = 1, se tiene que en cada
componente irreducible existe una sola funcién esférica.

Como se ha dicho més arriba, para adecuar esta descomposicién a los modelos
descritos en este trabajo, se tiene que, al ser el conjunto X no transitivo (tenemos
las érbitas dadas por Xy y X1), se descomponen por separado las representaciones
o = My T = L.

Fijando un origen en cada &rbita, es decir un origen (zg,1) para Xy x C y un
origen (z1,1) para X; x C, se calcula las funciones K-invariantes (con K relativo
a cada origen) y luego extendemos las funciones encontradas a todo el espacio X
igualandolas a 0 en los elementos faltantes.

La condicién de normalizacién se traduce en que ¢;(zg,£) = g, de este modo la
funcién esférica en la componente irreducible es nica.

Entonces para cada modelo encontrado se muestran a continuacion las funciones

esféricas correspondientes 2 la descomposicién en subrepresentaciones irreducibles.

7.1. Grupo de simetrias de poligonos regulares.

Se muestra, a modo de ejemplo, las funciones esféricas para el grupo de simetrias

del cuadrado Dy y del pentdgono Ds, y luego para cualquier D,

Cuadrado (Dy).

Para el caso de Dy actuando en X = (Xo U X;) x Gy, con Xy = {#1,%:} (donde
t1 y t2 denotan las diagonales que unen los vértices opuestos) y X1 = {v1,..., v}
(vértices del cuadrado), escogiendo como origen a {t1,1) v (v;, 1) respectivamente,

se tienen las siguientes funciones esféricas:




p: X —=C
(t1,€) = 1
(tz,€) = 1
{v1,€) = O
(v2,2) — 0
(vg,€) =0
(vg,€) = 0

QSZZX‘—)C
(t]_,f::)l—}l

(fg, E) = —1

('U]_, E) —0
(v2,€) = 0
(’U3, E) =0

(‘U4, E) 0

¢3: X =>C
{t1,€) — 0
(tz,€) = 0
(v1,€) > €
(v2,€) > €
(vg,e) > e

(vy,€) > €

Pg: X - C
(t1,€) — 0
(t2,) = 0
(v1,€) > €

¢s: X - C
(t1,€) — 0
(to,€) = 0
(vy,e) > €
(va,8) — —€ (va,€) = 0
(vs,€) > € (v, &) > —£

(vg,€) = —¢ (v4,€) = 0

o9

con (y de aqui en adelante) £ = £1, donde ¢y, ¢a, 3 y P4 generan las representacio-

nes irreducibles de grado 1 y ¢5 genera la representacién irreducible de grado 2.

Pentédgono (Ds).

Para el caso de D5 actuando en X = (XoU X7) x Cs, con Xy = {v} (v el

baricentro y X; = {w1,...,vs} (vértices del pentdgono), escogiendo como origen a

(vo,1) y (v1,1) respectivamente, se tienen las siguientes funciones esféricas:

$1: X —=C $r: X —=C
{vo,€) — 1 (vg,€} =+ 0
(v1,€) = 0 (vi,e) > €
(v2,€) = 0 (vg,e) > &
(vs,€) 0 (vs,e) = €
(v4,€) = 0 (vg,€) > €
(vs,€) — 0 (vs,e) v ¢
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$3: X —=C $g: X = C

(vo,e) — 0 (vo,€) 1+ 0

(vy,€) —~ ¢ (vy,e) > €

(va,€) = ecos(m/5) (vo, €) > £ cos(2x /5)
(vs,€) — ecos(2r /5) (vs, €) > e cos(m/5)
(vq,€) =+ € cos(2m/5) (vs,€) = € cos(m /5)
(vs, &) > £ cos(m/5) (vs, €) > £ cos{2n /5)

donde ¢, y ¢ generan las representaciones irreducibles de grado 1 y ¢3 y @4 generan

las representaciones irreducibles de grado 2.

n-agono (Dy).

Entonces en general para Dy, con n par, escogiendo como origen a (¢1,1) y (v1, 1)

respectivamente, se tiene para las representaciones irreducibles de grado 1:

¢?1 X = C
(tl,E)Hl
(tz,é')}—)].
(’U,;,E)l—)o
coni=1,...,n.
QSz:X—}C ¢3:X—>C Py : X - C
(t1,€) — 1 (t1,) = 0 (t1,€) — 0
(tz,E) = —1 (tz,&') — 0 (tz,&‘) — 0
(vi,€) = 0 (vi,€) > € (vi,€) =r (=1)1e

coni=1,...,n.
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Y para las representaciones irreducibles de grado 2:

(,ﬁj X —=C
(tl, E) 0
(tg,E) — 0
) 2mg
(v;,€) — ecos ((z - 1)——7;")

coni=1,...,nyj=1,...,(n—2)/2

En seguida, para n impar, escogiendo como origen a (v, 1) y (v1,1) respectiva-

mente, se obtiene:

¢'1:X‘—>C ¢ X —>C
(vg,€) = 1 (vo,€) — 0
{v;,e) = 0 (vi,€) — €

con { = 1,...,n, representaciones irreducibles de grado 1, y para grado 2:

¢j X = C
(’UD,E) 0

. 27y
(vi,€) > € cos ((z - 1)7)

coni=1,...,nyj=1,...,(n—1)/2.

7.2. Grupo de simetrias de los poliedros regulares.

A continuacién, en cada tabla se muestran las funciones esféricas asociadas a la
descomposicién de los modelos mostrados anteriormente para cada poliedro, y en la
dltima fila de cada tabla se sefiala con Dim la dimensién correspondiente a cada
representacién irreducible asociada.

Para el caso de los grupos O y Oy, se muestran las funciones para el caso del cubo,
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siendo andlogo el octaedro, lo mismo para el grupo Iy, donde se muestran las funcio-

nes para el caso del dodecaedro, siendo totalmente ansloga la situacién del icosaedro.

Grupo T:
Para el grupo de simetrias directo del tetraedro, escogiendo como origen a (a3, 1),
ge tiene:
¢1 | d2 | b3 | D4

(a,e) [ 1 (111
(ag,e) [ 1 €T ET O
(a3: E) 1 § E 0
(ag,€) | 1 [ £ 1€ O
(@s,e) [ L |11 ] -1
(aﬁa E) 1 5 E D
Dim|1|1([1]| 3

con & = e2mi/3,

Grupo Tg:

Para el grupo completo de simetrias, escogiendo como origen a (a1,1) y (b,1)

respectivamente, se tiene:

P12 | 3 | | o5
(a,e){ 1|0 1 1 0
(az,e) | 1|0 |<1/2] 0] 0©
(as,e) | 1 {0 | -1/2] 0O 0
(ag,e) | 1 1O | =172 0 0
{as,e) | 1 | O 1 -1 0
(e,e) | 1|0 |-1/2| 0] 0
(b,e) |0l e| O 0 €
(baye) | O | € 0 0 | —&/3
(bs,e) | O | € 0 0 | —&/3
(bg,e) | 0 | & 0 0 | —¢/3
Dim |11 2 3 3




Grupo O:
Para. el cubo, con origen (v(,3),1) ¥ (a1, 1) respectivamente, se tiene:
1| fa| P | da| &5
('U(Ij), 8) 1 0 0 0 1
('U(gﬁ), E) 1 0 0 0 —1/3
(vs3p6) | 1|0 0 |0 |—-1/3
(vagpe) | 1] 0 0 0 |-1/3
(a1,) |0 | ¢ € g 0
(az,e) | 0 | e |~&/2] 0O 0
{as,e) | 0| ¢ e |-} 0
(ag,e) [0 | e |—g/2] O 0
{as,e) | 0| e |—€/2] 0 0
(cg,e) | 0 (e | —ef2]| 0 0
Dim 11 2 3 3

Grupo Oy

Para el cubo, con origen (d(;3y,1) y (1, 1) respectivamente, se tiene:

$1 | 2 | 3 |Pa| &5 | S | v | ¢ | b | duo
(d(1‘3),6) 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0
(o, e) |10 [=1| 0] 1T | =1 |[=1| 0 |1 0
ogpe) | 1] 0| 1[0 |-1/2[-1/2] 0] 0 [0 ©
(ozpe) | 1| 0 |—1]|0 | -1/2] 1/2 0] 6 | 0] O
duzpe) | 1[0 | 1 ]0[—-1/2|~-1/2| 06 0 | O ©
{dgap€) | 1] 0 |—1]0|-1/2|1/2 ] 06| 0 |0 ©
sz, e) | 1|0 1]0]|-1/2|—-1/2] 0] 0 | 0] 0
(daz,e) | L]0 T[]0 1 1 [-1] 0 |-1] o
(d(f,g) y E) 1 0 110 1 -1 1 0 -1 0
(dum,e) | 1] 0 |~1]0|—1/2[1/2 |0 | © [0 ©
(dpap€) | 1] 0| 1 ]0|<1/2[-1/2] 0] 0 [0 O
dozp€) | 1] 0 |—1]0 |—1/2|1/2 ]G] 0 |0 ©
(vi,e} 0] e | 0O |e 0 0 0 £ 0 €
(v2,€) 0|—€] 0| ¢ 0 0 0 | —e/3| 0 | &/3
(vg,e) [0 ] e ] 0| ¢ 0 0 0 |—e/3 0 | —€/3
{v4,€) 0|l —t 0| ¢ 0 0 0 |—e/3] 0| &/3
(vpe) | 0| —c| 0| e 0 0 0 € 0| —e
(vje) | 0] e | 0| ¢ 0 0 0 |-&/3| 0 |—¢/3
(vs,e) [ 0| -] 0 | ¢ 0 0 0 |—/3| 0 | /3
(ve) {0} e | O | ¢ 0 0 0 |—e/3] 0 | —¢/3
Dim 1|1 1 (1 2 2 3 3 3 3
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Grupo Iy:
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Para el grupo completo de simetrias del dodecaedro, escogiendo como origen a

(v1,1) ¥ (b1, 1) respectivamente, se tiene:

$1 (92| &3 Py Ps Ps ¢7 P3 o | o1
(vi,e) | 1 | O 1 1 0 0 1 1 0 1
{(va,e) [ 1] 0 [ —v5/3]| v/5/3 0 0 -2/3 0 0 1/3
(vs,e) | T 0] 1/3 173 0 0 1/6 |=1/2] 0 [-1/3
(ve) | 1T 0| 1/3 1/3 0 0 1/6 {-1/2] 0 [-1/3
(vs,e) | 1] 0] —v5/3] +/5/3 0 0 -2/3] 0 0 1/3
(v,e) [ 1] 0] =1/3 | —1/3 0 0 1/6 | 172 | 0 |-1/3
(ve) [T 0] =1/3 | =1/3 0 0 1/6 | 172 | 0 [-1/3
(vs,e) | 1| 0] 1/3 1/3 0 0 /6 |-1/2] 0 [-1/3
(vg,e) [T 10| 1/3 1/3 0 0 1/6 | -1/2] 0 [-1/3
(vio,e) | 1| 0 | —v5/3] +/5/3 0 0 -2/3] 0 0 1/3
(v,e) [T 10| =1 —1 0 0 1 -1 0 1
(vs,e) | 1 | 0| v/5/3 | —V/5/3 0 0 -2/3] 0 0 1/3
(vme) [T ] 0| ~1/3 | =1/3 0 0 1/6 [ 1/2 | 0 [-1/3
(ve) |1 |0 —1/3 | =1/3 0 0 1/6 [ 17271 0 [-1/3
(vse) | 1] 0| v5/3 | —V/5/3 0 0 -2/31 0 0 | 1/3
(vge) | L | O 173 1/3 0 0 1/6 [ -1/2] 0 [=i/3
(vpe) [ 1] 0 173 1/3 0 0 1/6 | -1/2] 0 |[-1i/3
(vge) [T 0] =173 | —1/3 0 0 /6 | 121 0 [-1/3
(ve) | 1|0 =1/8 | -1/3 0 0 1/6 |'1/2] 0 |-1/3
(vme)| 1] 0| v5/38 | —v/5/3 0 0 —2/3| 0 0 1/3
(b1,e) | 0 | ¢ 0 0 1 1 0 0 £ 0
(b2,6) | 0 ] ¢ 0 0 ev5/5 | —ev5/5| 0 0 |[—g/5] 0
(bs,€) | O | € 0 0 evs/5 | —ev5/5| 0 0 [—e/5] O
(by,e) | 0 | & 0 0 ev5/5 | —eV5/5| 0 0 |—/5] ©
(bs,€) | 0 | € 0 0 ev5/5 | —ev5/5| 0 0 |[—e/5] 0
(bs,e) | 0 [ € 0 0 ev5/5 | —ev5/5] 0 0 |-¢/5|] 0O
(br,e) | 0 | € 0 0 ~1 -1 0 0 € 0
(bz,e) | 0 | € 0 0 —ev5/5 | €v5/5 0 0 |—e/5] 0
(bge) | 0 | € 0 0 —v5/5 | eV5/5 0 0 |—e/5] 0
(bz,e) | 0 | € 0 0 —ev5/5 | ev/5/5 0 0 |—</5] 0
(br,e) 1 0 | € 0 0 —ev5/5 | ev5/5 0 0 |—e/5] 0O
(bg,e) | O | € 0 0 —ev5/5 | ev5/5 0 0 |—-e/5] 0
Dim |1 |1 3 3 3 3 4 4 5 5
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7.3. Grupo de isometrias del espacio pseudo-métri-
co finito F .

Para el grupo I, se presentan a continuacién las funciones esféricas correspon-

dientes a su modelo de Gel’fand encontrado.

» Hay 4 representaciones de dimensién 1:

$1: X —>C
(z0,8) = 1
(21,8) 0
(e, €) =5 0

(a5%,€) 0

$: X =+ C
(Zo,€) — 0
(z1,€) > ¢
(af,e) =0

(5€) = 0

conzg € Xy, zyeXiyiel

Pz X—>C
(%0,€) — 0
(z1,€) > 0
(ab,e) = 0

(ag’,e) = 0
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con 2 € Xo, 71 € X1, i€ I\ {{p+1)/2} y para —1 € Y_p:

(—l,e)—=1

de: X = C
(zg,€) — 0
(z1,€) — 0
(o, €) — 0

(et €) —+ 0
conzg € Xg, z1 € Xy, €I\ {(p+1)/2} y parta -1 € Y_y:

(—l,e)—>e

= Hay 2(p — 1) representaciones de dimensién p + 1:
Para estas funciones se tiene que en elementos de igual norma en Xog x Cp y

X, x (p toman el mismo valor, por lo que se consideran las érbitas:
Q= {z €Fp:No(z)=1}.
Entonces tenemos:

Bprt)m t X — C

m(y-+y)
YEQm(zgzg) P
(z1,8) = 0
(ah,e) = 0
(ap*,) =+ 0




¢'(P+1)n X =C

(zg,€) > 0
n(y+7)
(z1,8) € Z : 1
yenn(:z:l':i'f)
(ab,€) 0
(ap%,e) = 0

coanEXg,wleXl,z'EI,g=e2”i/}’,m=1,...,p—1yn=1,...,p—l.

» Hay (p — 1)/2 representaciones de dimensién 2:

B, : X = C
(%0,€) = 0
(z1,) = 0
(a5, €) = €7 + €79

(a5%,€) -+ €9 + 679

conzp € Xo, 71 € Xy, i€ [, E = @) y 5 =12 .. (p—1)/2.




Apéndice A

Tabla de caracteres irreducibles del grupo O

x| ] | brs] | [ral | fra] | 73]
|1l 1] 111
o | 1|1 | =1]=1] 1
p2 ]| 211 00 2
ps | 3|0 =1 1 | -1
P4 3 0 1 -1 -1

Tabla de caracteres irreducibles del grupo Oy

X (el | [rs] | fra] | [ra] | B3] | (] | (ars] | fira] | [ira] | lir3)
p| 1| 111111111721
pi| 1] 1 |—1|—-1] T ] 11 1 [—-1]-=1T1
;ml2]-1]010]| 22 -1] 0] 0] 2
ps| 310 | 1|1 | -1[3] 0] -1]1]-1
p1| 3| 0 | 1 |~1]-1]3] 0| 1 |-1]-1
ps] 1] 1 [ 1|11 |-1|-1]-1]-1] =1
pe| 1] I |=1]—=1] 1 |[=1] 1] 1 ] 1 | =1
pr| 2| -1] 0] 0] 2 =21 0]0 <=2
s| 3|0 |=1] 1 [-1]-3] 0 | 1 |=1] 1
p| 3]0 | 1 |—-1|-1|-3] 0 | =111
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Tabla de caracteres irreducibles del grupo I
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x |1el | [rs] | [r21 [ frs] | ]
o | 1| 11111
pr|3 || (0 ]-1
pe | 3 | | 0 (-1
el 4]-1(-1]1 0
pa] 5] 0] 0 |=1]1
con 7t = (14 +/5)/2.
Tabla de caracteres irreducibles del grupo I,
X | el | lrs] | 021 | Irsl | [ra] | (] | irs] | ird] | firs] | firs)
| 1] 1] 1111l 1] 11171
prl3 | i |0 |-1]8|q [t |0 [-1
p 3| |9t |0 =-1i8 |9t |9y | 0 |-1
3| 4] -1]-1] 1|0 4] -1=11] 170
02| 5100 =115 010|111
P51 1 1 1 1 [ -1} -1 -1 -1 -1
pe |3 |lw | | O 1 -1|8]-np|-pf] O |1
pr| 3t |9t | 0| -1}|-3!—mnF{-n"| O 1
ps | 4 | —1{—1] 1 |0 |4 1 | 1 [=1] 0
01 5] 0] 0 =1]1 |50 0 1]=1

con % = (1 £/5)/2.
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