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Resumen

Esta tesis presenta un estudio general de las soluciones de una clase ampliz de ecua-
ciones diferenciales con argumento constante por trozos de tipo generalizado.

En el primer capitulo, se estudia la teoria de existencia y unicidad de soluciones de ecua-
ciones diferenciales con argumento constante por trozos de tipo generalizado, nos preocu-
pamos de la definicién del concepto de solucién, pasando por las problemdticas de existencia,
unicidad de soluciones y dependencia continna de las soluciones respecto a las condiciones
iniciales. Damos algunas representaciones y métodos para la resolucién explicita e implicita
de ecuaciones. Hacemos un estudio de distintos tipos de desigualdades de Gronwall en este
tipo de ecuaciones diferenciales.

En el segundo capitulo, se estudia la existencia de soluciones periddicas de dos tipos
de ecuaciones diferenciales con argumento constante por trozos de tipo generalizado: los
sistemas tanto semi-lineales como semi-lineales perturbados en el caso en que la parte
lineal de la ecuacidén no admite soluciones periddicas no triviales. Para este efecto, dos
operadores van a ser construidos y se muestra que si el operador tiene punto fijo, entonces
la ecuacién diferencial con argumento constante por trozos de tipo gencralizado tiene una
solucién periddica. Segin las distintas situaciones, Jas demostraciones de los resultados
utilizan los teoremas del punto fijo de Banach, Brouwer, Schauder, Schaefer y Krasnoselskii.
Luego, se estudia la posibilidad de introdueir las aplicaciones de ecuaciones diferencisles con
argumento constante por trozos de tipo generalizado en el mundo real no sélo un argumento
con retardo, sino también avances, en el cual se le llama el Modelo anticipatorio.
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Abstract

This thesis presents a general survey of the solutions fo a broad class of dilferential
equations with piecewise constant argument. of generalized type.

In the first chapter, we study the theory of existence and uniqueness of solutions of
differential equations with piecewise constant arguments of generalized type, we concern
about the definition of solution through the problems of existence, uniqueness of solutions
and continuous dependence of solutions on initial conditions. We give some representations
and methods for solving explicit and implicit equations. We study different types of Gron-
wall inequalities in this type of differential equations.

In the second chapter, we study the existence of periodic solutions of two types of
differential equations with piecewise constant arguments of generalized type: semi-linear
and perturbed semi-linear systems in the case where the linear part of the equation does
not have any nontrivial periodic solution. To this effect, two operators will be constructed
and it will be shown that if the operator has a fixed point, then differential equations with
piecewise constant arguments of generalized type have a periodic solution. According to
different situations, the results need the use of fixed point theorems as Banach, Brouwer,
Schauder, Schaefer and Krasnoselskii. Finally, we studied the possibility of introducing the
application of differential equations with piecewise constant arguments of generalized type
in real world not only with a retarded argument, but also with advances, which is called an

anticipatory model.
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Introduccion

La teoria general y los resultados bésicos para las Ecuaciones Diferenciales Funcionales
(FDE) han sido investigados a fondo, en tanto los trabajos de esta drea siguen creciendo
rapidamente. Sin embargo, todavia hay necesidad de extender la teoria de las FDE para
argumentos discontinuos. Esta tarea es de gran interés aplicado, ya que las FDE con retraso
proporcionan un modelo matemdtico para un sistemna fisico o bioldgico en el cudl la tasa
de cambio del sistema depende de su historia pasada. Entre las FDE con el argumento
discontinuo, A.D. Myshkis [34] propuso estudiar las ecuaciones diferenciales con argumen-
to constante por trozos (differential equations with piecewise constant arguments): DEPCA.

La teoria de DEPCA de tipo:

t+1}, (1)

() = F(tu(t), uly(®)), con 1) = [t], 7(&) =2 [~2—

donde [] denota las funciones de parte entera (denotar al mayor mimero entero de todos
aquellos niimeros enteros que son menores 0 iguales al mimero real), fue iniciado en 1983 y
1984 con los trabajos de S. M. Shah y J. Wiener [47], y K. L. Cooke y J. Wiener [13] y ha
sido desarrollado por muchos autores [1]-[8],[12]-[21],[35])-[37],[40],[45],[47],[51)-([55),(58]-[61].
Las DEPCAs son ecuaciones hibridas, pues combinan las caracteristicas de sistemas con-
tinuos y de ecuaciones discretas. Diversas aplicaciones de la teorfa de DEPCA se discuten

en [3], [12] y [61].

La solucidn de una DEPCA es definida como una funcién continua y seccionadamente
lisa (i.e. la funcién f(z) y su primera derivada es continua en cualquier intervalo finito,
excepto posiblemente para un niimero finito de discontinuidades de primer orden). Se rela-
cionan tanto con sistemas impulsivos como con ecuaciones en diferencias discretas. Estas
ecuaciones tienen la estructura de sistemas dindmicos continuos dentro de intervalos de cier-
ta longitud, La continuidad de una solucién en un punto que une dos intervalos cualquiera
consecutivos.implica relaciones de recurrencia para la solucién en tales puntos. De ali, las
soluciones son determinadas por un juego finito de datos iniciales, mds hien que por una
funcién inicial como en el caso de FDE general. Las ecuaciones son asi similares en estruc-
tura a ésas encontradas en ciertos modelos “secuencialmente continuos” segiin lo tratado
por S. Busenberg and K. L. Cocke [12]. Los héchos anteriores demuestran que todos los
tipos de DEPCA comparten caracteristicas similares. Primero que todo, es natural plantear
el problema de valores iniciales para tales ecuaciones no en un intervalo sino en un ndmero
de puntos individuales. En segundo lugar, las soluciones laterales existen para todos los
tipos de DEPCA.
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Por lo tanto, en cada DEPCA subyace un sistema dindmico gobernado por una ecuacién
en diferencias de un argumento discreto que describe su solucién [13}-[14},{47],(58],[61] y
unas relaciones discretas de argumento desviado que describen su estabilidad (7],{14],[59],
oscilacién y propiedades periddicas [1],[2],[8],[14],[17],[60], por la cual, DEPCA es intrinse-
camente mds cercano a una ecuacién en diferencias que a una ecuacién diferencial.

No es sorprendente entonces, que los recientes trabajos sobre DEPCA han causado una
nueve oleada en el estudio de ecuaciones de diferencias. De interés significativo es la explo-
racién de ecuaciones diferenciales ordinarias(ODE) con argumento constante por trozos.

Argumentos constantes por trozos del tipo alternadamente avanzado y retardado fue
iniciado en 1986 y 1987 con los trabajos de A. R. Aftabizadeh y J. Wiener [1], y K. L.
Cooke y J, Wiener [14], donde el método cldsico de la investigacién de DEPCA se basé en
la reduccidén a las ecuaciones discretas. Por lo tanto, las propiedades cualitativas de las solu-
ciones que comienzan en valores iniciales no-enteros no pueden ser logradas. En particular,
no se puede investigar el problema de la estabilidad por completo, ya que sdlo es permitido
considerar elementos de un conjunto numerable como valores iniciales.

Sean Z, Ny R los conjuntos de los mimeros enteros, naturales y reales, respectivamente.
Denote por [-| cualquiera norma en R®, n € N. Fijemos dos sucesiones de nimeros reales
ki, &y 1 € Z, tales que #; < tigp, 6 K & € tipr para todo i € Z, ¢; — oo si i — Foo.
Consideremos la funcién v : R — R tal que < restringida al intervalo I; = [, #i11),
sea constante igual a &; : ¥|;, = & y consideramos la DEPCA (1) con esta general . En
este caso, la llamaremos la DEPCA de tipo generalizado, brevemente DEPCAG. En efecto,
v(t) = [f] corresponde a & =t; =i € Z, y y(t) = p[%’}l], 0<!Il<p, l,p € Z,; corresponde a
t; = pi—1,& = pi, i € Z. Un caso particular, p = 2, [ =1, es el argumento desviado consid-
erado por Cooke y Wiener [14]. En el caso especial de DEPCAG, cuando & = ¢;,1 € Z sdlo
es el caso retardado, es considerado por [4]. En otro caso extremo sélo es el caso avanzado,
; = ti41. Pero nos interesa mds en este trabajo de tesis es el caso mixto, donde hay caso
avanzado y retardado, en lo cual Cocke y Wiener {14] le llamaron DEPCA alternadamente
avanzado y retardado, donde I} = [£;,&] es el intervalo avanzado y I = [£;,%:41) es el
intervalo retardado.

M. U. Akhmet [4] (2007) comienza el estudio de DEPCAG en el caso y(t) = #;, t € ;
una representacion integral de la solucidn fue propuesta como otro enfoque para afrontar
los retos se ha mencionado anteriormente.

Como DEPCAG es un tema nuevo e interesante que se comenzé el afio 2007, la bibli-
ografia es escasa y ain hay muchos aspectos por estudiar. Por ejemplo, diversas y nuevas
técnicas han resultado -a posteriori- como consecuencia de los métodos para estudiar la
representacién de las soluciones de DEPCAG.

La integracién o una solucién de una DEPCA, segin lo propuesto por sus fundadores
[13},{14],[47]),[58],[61], se basa en la reduccién de la DEPCA a las ecuaciones discretas. Va-
mos a utilizar el enfoque propuesto en [4]-[8], basado en la construccién de una ecuacién
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integral equivalente, también observando claramente la influencia de la parte discreta. Con-
sideramos que el valor inicial del problema es un niimero real arbitrario, no necesariamente
uno de los momentos de ;.

Nos damos cuenta la importancia sobre la divisién del intervalo I; = [t;,%:41) en dos
partes, en I} = [t;,&] el intervalo avanzado y en I]” = [£;,:41) el intervalo retardado. Los
intervalos avanzados y retardados desempefian un papel importante para estudiar el com-
portamiento de las soluciones de DEPCAG (el operador infegral en el intervalo avanzado
es del tipo Fredholm y en el intervalo retardado es del tipo Volterra).

En esta tesis, combinamos las ideas de estimar la ecuacion discreta y ordinaria, en-
contrando una relacién de recurrencia para estudiar el acotamiento de soluciones. Por tal
técnica, obtenemos dos desigualdades del tipo Gronwall en un contexto DEPCAG, las cudles
son aplicables para estudiar las propiedades cualitativas de las soluciones de DEPCAG.

Los resultados sobre la existencia y unicidad de soluciones de DEPCAG son mejores
que los de Akhmet [3]-[8], debido a que Akhmet tuvo muchas dificultades y pidié muchas
condiciones fuertes por no tener las desigualdades de Gronwall en el contexto DEPCAG.

La existencia de soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales ordinarias se ha estu-
diado ampliamente con diferentes métodos en la teoria y en la prictica (por ejemplo, ver
[23],[28]-[31],[33],[39],[48],[41],[42],[56],[62],[63] ¥ las referencias que alli se cita), pero hay
pocos articulos considerando desviados argumentos discontinuos en las ecunaciones diferen-
ciales perturbadas, especialmente DEPCAG. Recientemente, usando teoria de grado, Gen-
giang Wang et al. [51]-[55], reducen el problema de existencia de solucién de una DEPCA
a la investigacion de la construccién de una ecuacién integral equivalente, y estudian varios
sistemas periédicos interesantes de DEPCA con varios argumentos retardados. Pero, en
estos articulos no se dieron cuenta de la importancia ni pidieron la condicion {w,p) (Ver
Seccion 2.2). Por lo tanto, los resultados no siempre son ciertos, salvo la existencia de solu-
ciones peridgdicas con periodos cnleros.

En 2008, fecha en la cudl yo ya estaba trabajando mi tesis hace un afio, Akhmet [8]
aplicé el método del pardmetro pequeiio, y obtuvo algunas condiciones fuertes para Ia
existencia y unicidad de la solucién para el siguiente sistemna con argumento retardado
constante por trozos del tipo generalizado,

z'(t) = A(t)z(t) + FE) + pg(t, =(8), z(v()), 1), (2)

donde A: R — R**"* f:R— R, g: RxR®xR" — R” son funciones continuas w-periédi-
cas, ¥(t) = ¢; si t; <t < ti4.1, ¥ 1 €8 un pardmetro que pertenecen a un intervalo I C R con
0 1.

HEstos son los 1inicos resultados gue parecen existir.

El objetivo central de esta tesis es presentar un estudio general sobre la existencia de
soluciones periddicas para una clase de ecuaciones diferenciales con argumento constante
por trozos de tipo generalizado. Los sistemas de la parte lineal de la ecuacién no admiten
soluciones periédicas no triviales, Para este efecto, dos operadores van a ser construidos.
Para resolver el problema de la existencia de soluciones periédicas para sistemas semilineales
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y sistemas semilineales perturbados en un contexto DEPCAG, utilizaremos un método
basado en la construccién de una ecuacién integral equivalente. Luego encontraremos un
punto fijo de un operador asociado.a tal ecuacidn integral.

Nos preocupamos de la definicién del concepto de solucién, pasando por las prob-
leméticas de existencia y unicidad de soluciones y dependencia continua de las soluciones
respecto a las condiciones iniciales, damos algunas representaciones y métodos para la
resolucion explicita e implicita de ecuaciones, hacemos un estudio de distintos tipos de
desigualdades de Gronwall en DEPCAG, y un andlisis de existencia de soluciones. Otra
finalidad es estudiar la posibilidad de introducir las aplicaciones de DEPCAG en el mundo
real no sélo con un argumento retardado, sino también avances, en el cual se le llama el
modelo anticipatorio. En nuestra modelacién de la dindmica de la poblacién, la anticipacién
significa un tipo de prediccién cualitativa enriquecida por el momento activo de las deci-
siones adoptadas en el tiempo resl presente. Luego constriryen dos modelos que ejemplifican
algunas aplicaciones de la DEPCAG en dindmica de poblacién y supervivencia de glébulos
rojos.

Los resultados expuestos son originales. Para los resultados que no son nuestros se indica
la citacién de articulos o libros correspondientes.

En el capitulo I, se introduce la teoria de ecuaciones diferenciales con argumento con-
stante por trozos de tipo generalizado, siguiendo las definiciones de Akhmet [5].

En la seccién 1.1, introducimos varias definiciones para estudiar la compacidad en el
espacio de las funciones continuas y el método del punto fijo.

En la seccidén 1.2, utilizamos unos ejemplos particulares de argumentos desviados, con
la finalidad de dar una idea de las funciones constantes por trozos del tipo generalizado
v(t) y para definir las solucioncs de las ecuaciones diferenciales con argumento constante
por trozos de tipo generalizado.

En la seccidn 1.3, estudiamos la férmula de variacién de pariametros para las ecuaciones
diferenciales semi-lineales con argumento constante por trozos de tipo generalizado mediante
la matriz fundamental de soluciones de sistema homogéneo. Se observa que la férmula de
variacién de pardmetros se expresa como la suma de varias integrales dependiendo de los
argumentos desviados.

En la seccién 1.4, veremos dos desigualdades de tipo Gronwall en un contexto DEPCAG
que sean mds aplicables para estudiar las propiedades cualitativas de las soluciones de
ecuaciones diferenciales con argumento constante por trozos de tipo generalizado.

En la seccidn 1.5, se estudia la existencia y unicidad de soluciones, es decir, examinar
en qué condiciones una ecuacién diferencial con argumento constante por trozos de tipo
generalizado tiene soluciones y cémo las soluciones estdn bien determinadas, sin resolver
la ecuacién diferencial analiticamente. Una condicién llamada “condicién de Lipschitz” es
utilizada. Hacemos uso de aproximaciones sucesivas para obtener la existencia y unicidad de
soluciones locales si la condicién de Lipschitz global se cumple, Entonces, cuando la condi-
cidn de Lipschitz no es satisfecha, usamos el segundo Teorema del punto fijo de Schauder
para obtener la existencia de soluciones, en cuyo caso, la unicidad no estd garantizada.
Luego de determinar las estructuras de la existencia de intervalos méximos de soluciones
se muestra (bajo ciertas condiciones) que las soluciones son continuas con respecto a las
condiciones iniciales.
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En el capftulo II se estudia e investigan varias condiciones suficientes para obtener la
existencia de soluciones periédicas de ecuaciones diferenciales semilineales y semilineales
perturbados con argumento constante por trozos del tipo generalizado, donde el correspon-
diente sistema lineal homogéneo no admite soluciones periddicas no triviales e introducir el
modelo anticipatorio para dar el sentido de las aplicaciones de la DEPCAG en el mundo
real.

En la seccién 2.1, se introduce la terminologia, las hip6tesis y las ecuaciones que estu-
diaremos.en este Capitulo.

En la seccidén 2.2, veremos una condicién necesaria para que la DEPCAG tenga una
solucién periddica y observamos que esta condicién es una relacién discreta de argumentos
desviados que desplaza periddicamente un intervalo a un intervalo posterior con cierta
propiedad.

En las secciones 2.3 y 2.4, suponemos que el sistema homogénec no tiene ninguna solu-
cién periédica no trivial, se establecen dos operadores para estudiar la existencia de solu-
ciones periddicas de ecuaciones diferenciales con argumento constante por trozos de tipo
generalizado tanto semi-lineales como semi-lineales perturbados. En la seccién 2.3, se estu-
dia un operador llamado operador de Poincaré en el cual se supone la condicién de Lipschitz
para la funcién perturbada o la unicidad de la solucién de DEPCAG. Entonces, la biisque-
da de soluciones peridédicas es equivalente a resolver un problema de frontera. Este tipo de
problemas es de gran importancia en la practica. En la seccidn 2.4, se construye una matriz
de Green utilizando la matriz fundamental de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas, luego se define un operador llamado operador de Green que es menos restric-
tivo que el operador de Poincaré, en el cual no se supone la condicién de Lipschitz para la
funcién perturbada ni la unicidad de solucién de las DEPCAGs. Finalmente damos algunos
resultados bésicos relativos a la bisqueda de soluciones periddicas, los cuales indican que
es conveniente utilizar un enfoque del punto fijo.

En las secciones 2.5 y 2.6, nos concentramos en general, en las ecuaciones diferenciales
semi-lineales y semi-lineales perturbadas con argumento constante por trozos de tipo gen-
eralizado. En el proceso, utilizamos el operador de Poincaré y de Green. El problema de la
existencia de una solucién periddica de la DEPCAG puede ser reducido al problema de la
existencia de los puntos fijos del operador de Poincaré o el operador de Green. Entonces,
para ecuaciones diferenciales generales n-dimensionales con argumento constante por trozos
de tipo generalizado, aplicamos los teoremas del punto fijo de Banach, Brouwer, Schaud-
er, Schacler y Krasnoselskii bajo diferentes condiciones para obtener puntos fjos, y por lo
tanto, soluciones periédicas.

Finalmente, en la seccidén 2.7, se muestra el uso de las ecuaciones diferenciales con ar-
gumento constante por itrozos del tipo generalizado en las aplicaciones de la naturaleza.
Primero veremos cémo se interpretan los pardmetros de avances y de retardos, en las cuales
se produce una nueva idea de modelo llamado modelo anticipatorio. Los sistemas anticipa-
torios han empezado a ser considerado en el contexto de nuestra investigacion para obtener
criterios de existencia de soluciones periddicas para modelos aplicados.




Capitulo 1

Existencia de Soluciones de
Ecuaciones Diferenciales con
Argumento Constante por Trozos
del Tipo Generalizado

Este capitulo es introductorio y pretende motivar el estudio y la construccién de una
teoria de ecuaciones diferenciales con argumento constante por trozos del tipo generaliza-
do, que Hamaremos brevemente DEPCAG. Primero veremos teoremas de punto fijo que
utilizaremos de ahora en adelante. Luego presentamos algunos resultados sobre la repre-
sentacién de soluciones: una férmula de variacién de pardmetros, acotacién de soluciones:
lema de desigualdades de Gronwall en un contexto DEPCAG. Finalmente, se presenta una
condicidn suficiente para asegurar la existencia y unicidad de soluciones de DEPCAG y
dependencia continua de las soluciones respecto a las condiciones iniciales.

1.1. Espacio de las Funciones Continuas y Teoremas del
Punto Fijo

Consideremos A y B dos espacios normados y denotemos por C[4, B] al conjunto de
todas las funciones continuas de A en B. En particular, el conjunto C[I,R"], donde I
es un intervalo cerrado y acotado en R. Con las operaciones usuales de suma de fun-
ciones y producto por un escalar, C[I,IR*] es un espacio vectorial. Ademss, con la norma
l¢ll = méx {|¢()] : t € I'} es un espacio de Banach separable, donde |-| es cualquier norma
en R™, En Anilisis es bastante comiin procurar caracterizar los conjuntos compactos en un
espacio de funciones dado. En el caso concreto del espacio de las funciones continuas, esta
caracterizacién viene dada por el teorema de Arzela-Ascoli. Antes de enunciar el teorema
necesitamos las siguientes definiciones:

Definicién 1.1.
Sea A un subconjunto de C{I,R"]. Se dice que A es un conjunto uniformemente acota-

do, si existe una constante K > 0 tal que ||¢|| < K, para todo ¢ € A.
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Definicién 1.2.
Sea A un subconjunto de C[I,R™]. Se dice que A es un conjunio equicontinuo, si para

todo € > 0, eziste § > 0, fal que |t — s| < 6 implica que |p(t) — w(s)| < €, para cualguier
p €A

Teorema 1.1. (Arzela -Ascoli 1883)
Un conjunto A C C[I,R?] es un subconjunto relativamente compacto de C[I,R™] si y
sélo si A es uniformemente acotado y equiconiinuo en I

El teorema de Arzeli-Ascoli es una de las herramientas mds poderosas que hay para
verificar si una familia de funciones continnas definidas de un espacio métrico en un espacio
normado es compacta. En particular, del teorema de Arzela-Ascoli, se sigue que toda suce-
sién (¢@n)n>1 de un conjunto A equicontinuo y uniformemente acotado de C{I,R™], posee
una subsucesién uniformemente convergente sobre I. .

Veamos en lo que signe algunos teoremas del punto fijo. Sea T': E — F una aplicacién
en un conjunto E. Se dice que = € F es un punto fijo de T si T'(z) = =.

Definicién 1.3.

Sea (B, d) un espacio métrico, diremos que un operador T : E — E es contractivo ¢ es
una contraccién, si eziste una constante L € (0,1), tal que d(Tz, Ty) < Ld(z,y), para todo
z, yen E.

Teorema 1.2. (Banach 1922, [10], [46])
Sean (F,d) un espacio métrico completo y T : E — E es una contraccion. Entonces T

edmite un inico punto fijo en E.

Observemos que no siempre es posible garantizar la contractividad de un operador dado,
por lo que se hace necesario recurrir a tcoremas del punto fijo mss gencrales que el anterior.
Asi, tenemos por ejemplo el siguiente:

Teorema 1.3. (Brouwer 1910, [11], [46])
Sea T : B — B un operador continuo, donde B es una bole cerrada de R™. Entonces T

admite un punto fijo en B.

Su generalizacién a espacios normados infinito dimensionales se debe a Schauder .

Definicién 1.4.

Sean X,Y dos espacios métricos. Se dice gque un operador T : X — Y es compacto si
la clausura de T(B)} es un subconjunto compacto de Y para todo subconjunto acotado B de
X. Se dice que un operador T es completamente continuo, si T es continuo y compacto.

Una formulacién equivalente es la siguiente: T es compacto si y sélo si cada sucesién
acotada {z,} en X tiene una subsucesién {z, } tal que T'z,, converge en Y.
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Teorema 1.4. (Schauder 1930, [44], [46])
Sea 8 un subconjunto cerrado, acotado y convezo de un espacio de Banach E. Supong-
amos que T :S — S es completamente continuo. Entonces T admite un punto fijo en S.

A continuacién, veamos un teorema del punto fijo semejante al de Schaunder.

Teorema 1.5. (Schaefer 1955, [43], [46])
Sea E un espacio de Banach y T : E — E completamente conlinuo. Supongemos que

A={yeE: y= ATy para algun X € (0,1)}
es acotado. Entonces T tiene por lo menos un punto fijo en E.

Nétese que tanto el teorema del punto fijo de Schauder como el de Schaefer, necesi-
tan un operador completamente continuo, la notable diferencia entre ambos estd en que
Schauder pide que el subconjunto S se aplique en si mismo (S sea subconjunto invariante
por el operador) y Shaefer aplica el espacio total sobre si mismo y pide que el conjunto
A que definimos en Teorema 1.5 sea acotado (condicién de acotacién), en este caso no es
necesario construir un subconjunto invariante para poder aplicarlo. De hecho, en la practica
las dos condiciones son bastante dificiles de obtener, pero, no es dificil observar que si el
subconjunto es invariante por el operador, siempre asegura la condicién de acotacién.

A continuacién, veamos un teorema del punto fijo que son combinaciones de los teore-
mas del punto fijo de Banach y Schander.

Teorema 1.6. (Krasnoselskii 1958, [46])

Sea S un subconjunto no vacio, cerrado, acotado, convezo de un espacio de Banach E.
Supongamos gue Ay B mapean S en F y que

i) Az 4+ By € S pare todo z,y € S.

ii) A es completamente continuo.

iti) B es contractivo.
Entonces, A+ B tiene por lo menos un punto fijo en 5.

El teorema del punto fijo de Krasnoselskii resulta de combinar teoremas del punto fijo
de Schauder y Banach. En cierto sentido, podemos interpretar esto de la siguiente manera:
Si un operador completamente continuo tiene la propiedad del punto fijo, se suma con una
pequena perturbacién, entonces mantiene la misma propiedad. La suma de dos operadores
se ve claramente en varios tipos de ecuaciones integrales, y se han discutido ampliamente
en muchos articulos [38].
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1.2. Ecuacion, Definicién de Solucion e Hipdtesis

Sean Z, N y R los conjuntos de los niimeros enteros, naturales y reales, respectivamente.
Fijemos dos sucesiones de niimeros reales £;,&;, i € Z, tales que £; < £i41, & < & < tig1
para todo i € Z, con #; — koo si ¢ — hoo.

El tipo de ecuacién que presentamos en este Capitulo son las ecuaciones diferenciales
con argumento constante por trozos de tipo generalizado (DEPCAG):

w/(8) = (2, u(t), u(x(2), (1.2.1)

dondet e R, u € R?, f: R x R™ x R® — R” es una funcién continua, y y(t) es una funcién
constante por trozos definida por

VE) =&, sit€ [titipa), i€ Z. (1.2.2)

Veremos ejemplos de las funciones constantes por trozos y(t):

1. Sea &; = t;, para todo i € Z. Dos casos particulares son:
a) [t], la parte entera de ¢.
b) ti=1i+ 5—_—39:, i € Z, el argumento desviado considerado por Akhmet (2008)[8].

2. Sea t;11 = &, pare todo i € Z. Un caso particular, [¢ + 1], la parte entera de ¢ + 1.

3. Seat;.1—& = &—1t; = dp, para todo i € Z, tenemos t; = fg+2idy, & = to+(2¢ + 1) dp,
para todo i € Z, esto es I; = [tipti-}-l) = [to + 2idy, to + 2(i -+ 1) dn), ’y(t)[h =ty +
(2i + 1) do.

Dos casos particulares son:

a) [t+ %], donde ¢; = ¢ — % y & = 1, es el argumento desviado considerado por
Aftabizadeh y Wiener (1986)(1].

b) 2 [%l], donde ¢; = 2i — 1 y & = 21, es el argumento desviado considerado por
Cooke y Wiener (1987)[14].

4. Sea I; = [0 — B, i1 — B), ¥ Y(D)|), = o + @, para todo i € Z, donde, a1 — ¢; >
a+ 8, 8>ayf >0. Un caso particular es el argumento desviado considerado por
Aftabizadeh y Wiener (1988)[59] : v(t) = m [&£], I < m, t; = im — I, & = im, para
todo i € Z.

5. Seat; = i, tiy1 = a(i+1) — g, & = ai+ fo, &ir1 = 2a(i+ 1) ~ cp + f1, i € 22,
donde, o, ag, Bo, F1 > 0, 2a > ag + Py, ap > fr-

La DEPCAG (1.2.1) es de considerable interés: en cada intervalo [t;,%;41) es de tipo
alternadamente avanzado y retardado: tipo avanzado en [t;, &) y del tipo retardado en

(&iy tiv1).

Las ecuaciones diferenciales de tipo alternadamente avanzado y retardado con argumen-
to constante por trozos del tipo generalizado aparecen en muchos problemas de economia,
biologia y fisica, porque este tipo de ecuaciones es mas adecuado que las ecuaciones difer-
enciales con retardos para un fratamiento adecnado de la dindmica de los fendmenos (ver
Seccién 2.7.1). El concepto de retardos estd relacionado con una memoria del sistema, los
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iltimos acontecimientos son importantes para el comportamiento de efecto presente y el
concepto de avances se reflere a unos posibles eventos futuros que pueden ser conocidos en
el actual momento que podrian ser 1itiles para la toma de decisiones. El estudio de diversos
problemas que involucran las ecuaciones diferenciales de tipo alternadamente avanzado y
retardado con argumento constante por trozos se puede encontrar en muchas obras, por
ejemplos [1],{14],[16]-[21],[40],[47),(59],[61].

Se puede ver facilmente que la ecuacién (1.2.1) tiene la forma de una ecuacién diferencial
ordinaria
() = £t ult) ulE)), t€ i tin), i €L
Es decir, este sistema tiene la estructura de un sistema dindmico continuo dentro de los
intervalos [ti:ti-{-l), i€ Z.

Supongamos que las soluciones de la ecuacién (1.2.1) son funciones continuas. Pero «(t)
la funcién de desviacién es discontinua. Por lo tanto, generalmente el lado derecho de (1.2.1)
tiene discontinuidades en los momentos #;, ¢ € Z. En resumen, consideramos las soluciones
de la ecuacién como funciones, que son continuas en R y continuamente diferenciables den-
tro de los intervalos [t;, tiy1), © € Z.

Utilizamos la definicidn siguiente, que es una versién modificada de la definicién original
dada en [13], [47] y [68], para nuestro caso general.
Definicién 1.

Una funcién continua u(t) es una solucidn de le DEPCAG:

i) La derivade de u(t) eriste en cada punto t € R con la posible excepcidn de los puntos
t;,1 € Z, donde existen las derivadas laterales;

i) u(ft) satisface la ecuacidn (1.2.1) en cada intervalo (ti,1iv1),1 € Z, y también con la
derivada derecha de u(t) en los puntos t;,1 € Z.

Dado 7 € R, up € R, el problema de encontrar una solucion « : R — R® de (1:2.1) tal
que u{T) = up, serd denotado por

(&) = f(t, u(t), u(v(t)))
u(T) = ug,

y se llamaré Problema de valor inicial, Problema de Cauchy o simplemente P.V.L

Veremos dos ejemplos cldsicos de Problema de valor inicial de la DEPCA.

Ejemplo 1.
En 1989, J. Wiener y K. L. Cooke [60] consideran el problema de valor inicial:

{u’ (t) = Au(t) + Bu ([t + 3]) (1.2.3)
u (0) = Up,

donde, ug € R®, A, B son matrices n X n, y A es una matriz invertible.
Sean ’Y(t) = [t+ %], M(t) = CAt -+ (cAt—I) A—‘IB, M_1/2 =M (-—%), M1/2 = M(%)‘ Yy
M() = M:%IZM]-/?'
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Si las matrices My y M_yo son invertibles, entonces el problema (1.2.3) tiene una tnica

solucidén en E: (b+3]
3l
u(t) = Mt~ ()M  *up.

Ejemplo 2.
En 1987, K. L. Cooke y J. Wiener [14] consideran el problema escalar de valor inicial:
o' (t) = au(t) + bu (2 [_t_-g_l]) (1.2.4)
u (0) = up,

donde, a # 0, y [-] denota la funcién parte entera.
Sean y(t) = 2 [H£2], A(t) = e + (e* ~ 1) £ y Ay = A(1), A1 = A(~1). Problema (1.2.4)
tiene una vinica solucién en R,

41
2

&
@ =wr -1 (3%)

donde, Ay, A_1 #0.

Las suposiciones siguientes para la ecuacién (1.2.1) seran necesarias en este Capitulo:
(C) F:Rx R® x R* — R™ es una funcién continua.

(G) Sean 7; : R — [0,00) 1= 1,2 dos funciones localmente integrables tales que
[t z1,91) — F(E 22, 92)| < mit) |21 — 22| + n2(t) [11 — w2, (1.2.5)

para todo t € R, z1, 91,292,452 € R™.
Supondremos ademdas que f(£,0,0) =0y

£;
of = [ ) +mE)ds <v <1,
: (1.2.6)

1)

it
v =/ (m(s) +m(s))ds<v<l, i€ Z

(LU) La funcién f satisface la condicién de Lipschitz, esto es, existe una constante positiva
L tal que
f( x1, v1) — £ 22, 302)] < L(|22 — z2] + |11 — 32])s (1.2.7)
para todo t € R, z1,y1,%2,%2 € R" y f(¢,0,0) =0.
Supondremos ademds que 2L (6; — ;) < 2Lp1 < 1, 2L (841 — &) < 2Lpa < 1, i € Z,
donde, p1 := sup (§ —t;) y pz == sup (ti41 — &)
icq icZ
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1.3. Férmula de Variacion de Parametros

Esta seccién se presentan las principales ideas del método de variacion de parimetros
aplicado a los sistemas de ecuaciones diferenciales con argumentos constantes por trozos
de tipo generalizado (DEPCAG). La discusién del método de variacién de pardmetros en
DEPCAG generaliza las férmulas de la variacién de pardmetros de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

A continuacién, veremos aplicaciones del método de variacién de pardmetros a varios
resultados relativos a las propiedades cualitativas de los sistemas con DEPCAG. El resto de
las secciones y el segundo capitulo estaran dedicados a las extensiones, las generalizaciones
y las mejoras de estas ideas a otros resultados.

Consideramos la ecuacion:

y' () = AR)y() + £ (&, y(8), y(v(D)), (1.3.1)
dondete R,y €R*, A:R—= R*"y f: R x R* x R® — R son funciones continuas y
() =&, 8it € [ti:ti+1) ,1 € Z.

En esta seccién, nuestra intencion es hallar una ecuacion integral para las soluciones
de (1.3.1), en términos de las soluciones del sistema lineal homogéneo «/(t) = A(#)z(t). El
método que emplearemnos para nuestro propdsito es el método de variacion de pardmetros.

Sea @(1), t € R, una matriz [undamental de 2/(L) = A(£)x(l), como cs usual denotamos
por B(t,s) a B(t)P~1(s) cuando t,s € R.

Se define i : R — Z, t — i(t), i(t) es el indice del intervalo donde pertenece . Por
ejemplo, si & = 2ak — 7, & = 2nk, k € Z, entonces, i(2nj — 3) = j, 7 € Z. En efecto,
2mj — 3 estd en el tinico intervalo I; = [27m] — m, 27j + ).

Primero, estudiamos una férmula de variacién de pardmetros para la DEPCAG.

Teorema 1.3.1. (Férmule de variacidn de pardmetros)
Sea (1,£) € Rx R™. La funcidn y(t) = y(t,1,£&) es una solucién de la DEPCAG (1.3.1)

en el sentido de Definicidn 1 si y sélo si es una solucidn, en R, de la ecuacion integral

t
y(t) = B(t, )¢+ fT B(2, ) (s, y(s), y(v(s)))ds, (1.3.2)

tal que y(v) = £, donde ®(t) es una matriz fundamental de ='(t) = A(t)z(t).
Demostracion:

=) Consideramos el primer caso 7 < £.

Sea y(t) una solucién de la DEPCAG (1.3.1) en [r,00) tal que y(v) = £. Si en (1.3.2}
hacemos £ = 7, la igualdad es inmediata. Sea t, 7 € I; = {t;, ti11), como Ja DEPCAG (1.3.1)
para cada I;, ¢ € Z, es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, podemos aplicar
la férmula de variacién de pardmetros usual a la ecuacion diferencial ordinaria, tenemos

t
Vit = B L) + [ B/, (€S, < E< b
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Por la continuidad de la solucién y(t), hagamos ¢ — t;4; ¥ se deduce que y(t) tiende a la-
expresion

tit1
Yt} = Btigr, ta)y(t:) + ft | ' B(ti+1, 8)f (s, ¥(s), ¥(&:))ds, para todo i € {i(T) + j}sen -
Es anélogo para el primer intervalo [7,£;(;)41),
Li(r)41
Y(tiry1) = 2(igr)41, 7€ + f B(tiry+1, 8)F (5, 9(8), ¥(€igry))ds.
Por lo tanto,
t
y(t) =0(t, t)y(t:) + f 84, 9)f(5,5(6), y(E@)ds, 4 <t <t
tg
=B(t, ;) [q’(fi,ti—1)y(f='—1) + ./: B(t;, ) f (s, 4(s), y(&—l))dsl
: i :
+ [ 0(t,9)(s,(s), u(E)ds
t;

s t
=®(t, tiea)y(tio1) + ft B(2, S)f(S,y(S):?I(Ei—ﬂ)ds} +]; D(t, 5)f(s,y(8), y(&:))ds.

Continuando de esta manera, nos podemos reducir recursivamente y en pasos finitos para
mostrar que la solucién y(t) se escribe como

y(t) =Bt T)E + / O Bty 5) 5,01 9 Exey))s

s T et s 6N+ [ 8016 e,

j=i(r)+1
Pero nétese que
t Li(r)+1
[ ate st v utrtaN)ds = [ 0,915, v s
i L1
BN R TOD VS ORTEE

F=ir)H g,

£
+./t- D(t, s) f(s, y(s), y(&:))ds,

pues, Y(s)|;, = &;. Por eso,

y(t) = &, 7)€+ /t D(t, s)f (s, y(s), y{y(s)))ds, t=T.

La demostracién de la solucién (1.3.1) definida en (—o0,7] es andloga la solucién (1.3.1)
definida en [r, 00).
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<) Si y(#) es una solucién de ecuacién integral (1.3.2}, es claro y(7) = £ y la derivada de
DL, 7)€ es B'(t, )¢ = A(2)@(t, 7)¢, la derivada del resto de la expresién integral de (1.3.1)
es

( / 8(t,5) 7 (s, (), y(v(s)))ds)' - () ( / 8-1(5)f(s,5(s), y(,,(s)))ds)

T

£ I
£ ( JERCYY (S),y('r(SJ))dS)
t
= A®) ] B(t, 5)f (5, 9(s), ¥(v()))ds + £ (6 ¥, v(r(®)
entonces, y(t) satisface la DEPCAG (1.3.1). O

Observacién 1.3.1. Supongamos que en la DEPCAG (1.3.1) tenemos A(f).= 0, entonces
la férmula, (1.3.2) corresponde a la solucién de la ecuacién y'(t) = f(£, y(t), y((£))) con la
condicién inicial y(7) = £,

v =+ | " £(s,3(5), plr(s)))ds. (1.3.3)

1.4. Desigualdades de Gronwall en DEPCAG

El problema de la estimacidn de soluciones de una ecuacién diferencial, se resuelve por
medio de un interesante lema debido a Thomas H. Gronwall (1919) (26}, que nos permite
deducir acotaciones de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
La importancia del lema de Gronwall que es de gran utilidad en muchas aplicaciones con
respecto a nuestro problema de la DEPCAG. El lema también puede nsarse, para probar
el teorema. de unicidad, la dependencia continua de las soluciones con respecto a las condi-
ciones iniciales, etc., asi como también en numerosos resultados referentes a la acotacidn y
a la estabilidad.

En esta seccién daremos algunos resultados sobre desigualdaedes integrales, los cuales uti-
lizaremos para estimar el crecimiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales. Primero
demostraremos dos desigualdades de tipo Gronwall en un contexto DEPCAG que sean mds
aplicables para estudiar las propiedades cualitativas de las soluciones DEPCAG, la idea
de una de las desigualdades estd basada en la integracion de DEPCAG de primer orden
mediante un factor integrante. Para un estudio mds completo de este tema de acotacidn de
soluciones, el lector interesado puede consultar el libro de Bainov y Simeonov [9).

A continuacién, veremos una desigualdad de Gronwall en DEPCAG, la cual tiene una
idea que estd basada en la integracion de las ecuaciones diferenciales lineales de primer

orden mediante un factor integrante.
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Lema 1.4.1.
Sean u,7; : [T,00) — [0,00), i = 1,2 tres funciones continuas localmente integrables
satisfaciendo para todo t > T, la desigualdad:

t
u(®) <u(r) + [ fnleduts) + mle)utr(s)] ds. (1.4.1)

SiparatzT

{3 & n (k) _ ]
o} =]t; [ng(s)efa () ] ds€v<1, i€Z. (1.4.2)
Entonces,
t t 1) ()l
u(t) < u(7)exp (/ m(s)ds + i——i——ﬁf [ﬂz(s)e tygp) MM ] ds) . (1.4.3)
&i

) < pgutewn ([ mields), (144)

{t)
u(r(t) < Tulr) exp ( / ™ pals)ds

1 ti(ey [
b T m(x)de
] - ﬁ[, [1?2(3)6 ] ds) )

Demostracion: Sea v(t) la parte derecha de (1.4.1), esto es,

(1.4.5)

v(t) = u(r) + /T t (m{s)u(s) +n2(s)ulr(s))]ds.

Entonces, ¥(7) = u(7), ¢© < v, v es diferenciable por trozos y no decreciente. Por (1.4.1),
v(t) satisface

V() < m(B)u(t) + m(t)u(y(8) < m)v(e) + m(t)v(v(®). (1.4.6)

Multiplicamos exp (— f: m (s)d.’s) en ambos lados de (1.4.6),

00 - meyo(o) (oo (- [ tm(s)ds)) < @@ (oo (- [ “n (©)is)). (14)

Para cualquier t 2 r, integramos (1.4.7) de r a t:

o) (oo (- ] m(e)ds ) ) =o(r) < [ o) (ex0 (- [ o) ) s

(1.4.8)

Al reemplazar t = & y r = i; en (1.4.8), y usando (1.4.2), tenemos

v(g) < peguttese { [ o (2as).
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Consideramos el caso particular 7 = ¢;. Al tomar v(t;) = u(¢;) y u < v, obtenemos (1.4.4).

Ahora, considerar r = ¢; y reemplazar (1.4.4} en (1.4.8). Para ¢ € I;, obtenemos,

o(t) (exp (-— /; tm(s)ds))
<olt)+ | “m(s)ota(s) (o - [ meyae) ) as

<)+ (125) / t raepote) (o / " sy — [ m(wa) )| s
i)+ (725) [ [ (e ( / ¥ mde) ) (o) exp - [ (ax) )| @

pues, v es una funcién no decreciente,

Ahora, podemos aplicar el lema. cldsico de Gronwall y tenemos,

o (- [ ) st (25) [ [ [“moand)] )

para ¢t € I;. Por la continuidad de v, tenemos

v{tip1) < v(ts) exp { ( fh - T (S)ds)

+ (i_i_'?;) /t - [nz(S) exp ( l " m(n)dﬂ)] dS}-

Como el indice “4” se elige arbitrariamente, la relacién (1.4.9) se cumple para todo 7 €
{i(7) + 7}jen,. Por (1.4.9), podemos reducir recursivamente para mostrar

) <o) <uttyem { ([ mios) + (1) / [n@eo / ey ) | s}
< o(ts-1) exp { ( / m(S)dS) +(i35) [ [nz(S) exp ( / e m(n)dn)J ds
+(55) [ [rerew ([ ey | a5}
‘...

< u(r) exp [( [ o) + () ( [ {172(8) axp ( [ (‘)) m(s)dm)] d)] -

Finalmente, por (1.4.3) y {1.4.4) tenemos (1.4.5). O

(1.4.9)

Observacidn 1.4.1. Si tomamos 72 = 0, tenemos el lema clasico de Gronwall en las ecua-
ciones diferenciales ordinarias.
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Ahora veremos otra desigualdad de Gronwall en DEPCAG, la cuil tiene la acotacién
integral distinta al Lema 1.4.1.

Lema 1.4.2.

Sean u,n; : [r,00) — [0,00), 1 = 1,2 tres funciones continuas satisfaciendo para todo
t 2 7 lo desigualdad (1.4.1):

w(t) < u(r) + / (s)e(s) + mals)uy(s))] ds

Si
£
v = /ﬁ (m(s) +na(s))ds <T < 1, i € 2. (1.4.10)
Entonces,

u(t) < u(r)exp (f ('q (s) +3 s )) ) . (1.4.11)
) < - umem [ (me)+ 2L ) o), (1412
u(&) < (1-2) " ults). (14.13)
Demostracion: Sea v(t) la parte derecha de {1.4.1). Entonces, v{t) = u(r),z < v,v es

diferenciable por trozos y no decreciente. Por (1.4.1), v(t) satisface
v'(t) < mE)e(t) + ne(t)r(r(2),
y para cualquier £ 2> r, integramos la expresion anterior de r a i:

v(t) - v(r) < [ Fra()o(s) + ma(s)ulv ()] ds. (1.4.14)

Al reemplazar t = & y r = t; en (1.4.14) como v es una funcién no decreciente tenemos
&
o) <vlt) + [ Im(e)o(e) + (&) ds

.14

£i
<ults) +v(€) f foa(s) -+ ma(s)) ds,

y por (1.4.10), tomar v(t;} = u(t;) estimando la expresién anterior, tenemos (1.4.13).
Luego, utilizando (1.4.10) y (1.4.13) se demuestra de la misma manera como el Lema 1.4.1
y podemos concluir (1.4.11) y (1.4.12). O
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Observacidén 1.4.2. Al considerar 71 (t) = m2(t) = n{t) o m(2) # m(t), n(t) = ;Eslbé 7;(t) en

el Lema 1.4.2, tenemos las siguientes estimaciones en un contexto DEPCAG [38}:

u(t) € ul(r)exp (-f—:—g ./: n(s)ds) .
wr(®) < (1 =) ewp (222 [“n(eyas)

Veremos las mismas desigualdades del Lema 1.4.2 en un intervalo (—oo, 7] & la izquierda
de 7, lo que permite obtener una acotacién de la funcién u(t) en los instantes anteriores de

tiempo.

Lema 1.4.3.
Sean u,7; 1 (—o0, 7] — [0,00), i = 1,2 ires funciones continuas localmente integrables

satisfaciendo para todo t < 1, la desigualdad:

u(®) <u(r)+ [ Im(eyuls) + mlsyulr(s)]ds. (1.4.15)
Siparat <t , i}
w*iLﬁWMﬂ+m&Hﬁéﬁ<Li€Z- (1.4.16)
Entonces,
u(t) < ufr) exp ( ft " ( 1) + 7 m(s) ) ) , (1.4.17)
14¢)s(1~ﬁy4u@H4L (1.4.18)
ur(9) < =9 utr)esn ([ o)+ 0 -) Tm(e)] ds) (1.419)

Demostracién: Sea v(t) la parte derecha de (1.4.15). Entonces, v(r) = u(7), v < v, ves
diferenciable por trozos y no creciente. Por (1.4.15), v(2) satisface

v (t) < = [m(t)u(t) + 92 (v(t)],

y para cualquier £ £ r, integramos la expresion anterior de r a ¢

o(®) ~v(r) < = [ Im(e)oe) + mshr (o)) ds. (1.4.20)

Al reemplazar ¢ = §; y  — t;41 como v es una funcién no creciente. Por eso, tenemos
&
o€) <ultn) = [ Imle)ols) +mleyv(e] ds
Lit1

tig1
<o) o) [ () +mleNas.
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Por (1.4.16), estimando la expresién anterior y tomar u(t;4+1) = v(it+1) tenemos (1.4.18).
Ahora;, considerar r — t;4.1 en (1.4.20) para t € I; y por (1.4.18) obtenemos .

2451
ot) <o)+ [ brado)ols) + ms)r(eN) ds
tiga
<ot + [ [mlee) +ma(e) (1 - 9) (tn)] ds
pues, v es una funcién no creciente. Por eso,

L
i

+1 kg 1
o)) <o)+ [ [(m(s)+ (1 -9) " mals)) ()] ds.
Ahora, podemos aplicar el lema clisico de Gronwall y tenemos,

u(t) < v{tiss) exp ( / () + (1= (o) ds) para t € I

Por la continuidad de v, tenemos

v(t;) < v(ti41) exp (]tiﬂ [m(s) +1-9)"! ng(s)] ds) . (1.4.21)

7
Por (1.4.21), podemos reducir recursivamente para mostrar
by -1
) <o) <ottwenp ([ o)+ 1 =9 ()] )
¢
tit2 -1
<otaom [ [mle)+ - mie)] ds)
t

VAN

<otryes ([ [m(s) + (19 ) ds) -

Por (1.4.15) y (1.4.21) tenemos (1.4.19). O

Ahora veamos la comparacién entre dos condiciones {1.4.2), (1.4.10).

Primero: si f:f' [ng(s)eff : ’?1(“)“"] ds €T < 1, tenemos la siguiente desigualdad:

/Ei [7]2(s)eff=' m(n)rbc] ds < ./t‘é. ra(s) + ma(s)] ds.

t
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En efecto:

ff (m(s) + ma(s)) ds f: (ma(spelstmee) as
= [ mtops = [ (o) (e messe - 1)

1 g3 i & K)ax 2 i K)dK s
=/E‘ 771(-‘3)43“/.E 72(s) fj m(x)de + (L 7712(! ) ) + (fs 7?1::! ) ) +.. ] ds

i i

2./:5 m({s)ds - /:i n2(s) (/;& nl(n)dn) 1+ (/ji n1(n)dn) + @%?-@j +..|ds

/‘_ ni(s)ds — (/; M (h‘.)dn) (Lﬁ [7;2(3),3115" m(*)dfe] ds)
= '/; ' T (s)ds (1 - f i [m(s)eff‘m(n)dn]ds) ~0.0

Observacidén 1.4.3.

En los Lemas 1.4.1 y 1.4.2 se ocupan las condiciones de pequefiez para ﬁ Yy 'u? , Tespec-
tivamente. El primer lema es menos restrictivo que el segundo lema, pues se puede construir
un ejemplo, donde se puede estimar una ecuacién integral con el primer lema, y no con el
segundo lema.

Ejemplo. Tomar (%) = —5, m(t) =8 —g) y consideramos v(2) = 2 [££}].
Sin pérdida de la generahdad sea t € I1, calculamos dos condiciones de pequefieces (1.4.2),
(1.4.10):

13 f2 21 13 1 27131 1
ol el =0 11es , —2
10 J/y (326 )ds 10( ! "2)<1’ /1 (1032 )d %>

esto es, (1.4.2) vale, pero (1.4.10) no. Por eso, la estimacién obtenida por el Lemma 1.4.1 es
mejor que el Lemma. 1.4.2. Pues (1.4.2) es més débil que (1.4.10). En el caso, si 11(t) ¥ 72(t)
son constantes, tambien podemos obtener el mismo resultado. Por ejemplo: si tomamos
m(t) = 3, ne(t) = ¢ y consideramos (t) = 2 [&5].

A pesar de todo esto, en nuestro trabajo generalmente ocuparemos la condicién de
pequefiez del segundo Lema 1.4.2, salvo, la situacién conveniente para el Lema 1.4.1.

A continuacién veremos unas estimaciones por el lema de Gronwall en DEPCAG para
estudiar la teoria de existencia y unicidad de soluciones de DEPCAG y la existencia de una
solucién periédica de sistema semi-lineal ¥'(t) = A(R)y(t) + F (¢, y(&), y(v(£))).
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La suposicién siguiente para la DEPCAG (1.3.1) serd necesaria en el Corolario 1.4.1.

(L3) f : R x R™ x R® — R® es una funcién continua tal que

[f(E, z1,71) — F(E 2, 92)] < m{2) |1 — za] + m2(8) |1 — 2],

donde 7; : R — [0,00) i = 1,2 son funciones localmente integrables y f(¢,0,0) = 0.
Supondremos ademas que

&
5 =ca, | ) +mle)ds<T<1,
b (1.4.22)

tit1
o =cn [ () +m(E@lds <T <1

donde cg, = ré}axez]tﬁ(t s)|, ® es una solucién fundamental de z'(t) = A(t)z(t).

Lema 1.4.4. Supongamos que la condicion sup |A(Z)| = 1 < oo se satisface. Entonces,
te[rr+w)
e~Hi=sl < |B(t, s)] < M, 1,5 € [ry 7 + ).

Demostracién: Sea $(t) una solucién fundamental del sistema homogéneo z'(t) = A(t)z(2),
®—-1() es una solucién fundamental de la ecuacién adjunta z'(t) = — A(2)z(2):

t
B1(t) — B1(s) = — f 8- (w) A(w)du, t > s,
donde, t, s € [, T + w]. Entonces,

](Il(t)tI)"l(s)| |I|+ max |A(u)|

/ |(£)8 (2)] |

Por la desigualdad de Gronwall, tenemos

18(8)31(s)| < 1] evelrriadl O _ el

Si consideramos t = 7 +w, § =7, tenemos e’ =cp = |®(¢,5)| -
156[7':7'{"""}

La demostracién de la desigualdad e~#lt=3! < |0(t, s)| es inmediata por la igualdad
d(t, 3)®(s,t) = I, donde I es matriz identidad de nxn O

Corolario 1.4.1.
Supongamos que la condicién (L3) se satisface y que 7,1 € Iy;y. Entonces,

ff (C'I’ mis) + o5l )) ds ) : (1.4.23)
ly(v(E)] < (1 = 3) L es, ly(7)| exp ( f: (chh (s) +q 7?2(3)) ds ) (1.4.24)

Demostracion: La demostracidn es semejante a los Lema 142 y Lema 1.4.3. O

v < ca; ly(r)] exp (
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1.5. Teoria de Existencia y Unicidad de Soluciones de DE-
PCAG

En esta seccién, estudiaremos propiedades generales y fundamentales de las ecuaciones
diferenciales con argumento constante por trozos de tipo generalizado. Estas propiedades
son esencialmente las de

¢ Existencia y unicidad de solucion.

¢ Dependencia continua respecto de condiciones iniciales.

1.5.1. Existencia y Unicidad de Solucién

En esta seccién mostramos condiciones suficientes para probar la existencia y unicidad
de la solucién de] problema de valor inicial:

u'(t) = f(t,u(t), u(v(t))), v(7) = u, ' (15.1)
donde, f € C[R x R® x R*,R?] y (7, u0) € R x R*.

Entendemos por solucién en un intervalo [a,b] a una funcién continua u : {a,b] — R®
tal que ' esté bien definida y u'(t) = f(¢, u(t), u(7(2))) para todo i € [a, b].

Supongamos que f(£, u(£), u(y(f))) es continua en ¢, esta condicién no asegura la unici-
dad de la solucién de {1.5.1), ya que las DEPCAGs son una extensién de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, y sabemos que no toda ecuacién diferencial ordinaria tiene solucién 1inica.
Por ejemplo: la ecuacién escalar 2’ = 23, 2(0) = 0 tiene como soluciones tanto 2(t) = (%‘-)%
como z(t) = 0. Por lo tanto, es claro que la condicién de continuidad de f(2,u(t), u(7(2)))
en sus argumentos no es suficiente para asegurar la unicidad de la solucién (1.5.1), aunque
esta condicién asegura la existencia de al menos una solucién. A continuacién, veremos en
el Teorema 1.5.1 una condicidn suficiente gue garantiza a la vez ambas propiedades y en el
Teorema 1.5.3 una condicién que sélo garantiza la existencia de una solucién de (1.5.1) sin
asegurar la unicidad.

Ahora estudiamos el teorema de la existencia y unicidad de solucién global de DEPCAG
por el método de Integrantes de Picard (método de aproximaciones sucesivas}). Antes, nece-
sitamos un teorema. de existencia local,

Teorema 1.5.1. (Ezxistencia y Unicidaed de Solucion Local)

Supongamos que la condicidn de Lipschitz global (G) (1.2.5) se satisface. Entonces, para
cada (1,u(7)) € [tigr), Ligry41] X R®, eziste una rinica solucion u(t,t,u(r)) de la DEPCAG
(1.5.1) en [ti(r), tirysal-

Dermaostracion: Primero, probaremos unicidad.
Sean u; y up dos soluciones definidas en [r, £;(r)41]. Entonces por la condicién de Lipschitz
(@) (1.2.5), tenemos

s (t) — u2(E}] < [ua(r) — wa(7}|+ [r [m(s) lur(s) — ua(s)] + na(s) [ur(v(s)) — u2(v(s))ll ds,
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aplicamos el lema de la desigualdad de Gronwall (1.4.11), entonces

s (£) — wa(8)] < ua(r) — a(r)] ol (MEO+ED)do.

Sean u3 y ug dos soluciones definidas en [t,-(.,),-r]. Entonces por la condicién de Lipschitz
(G) (1.2.5), tenemos

|u1(t) — u2(t)| < la(7) — 2ua(7)|+ ft ' [71(5) [ua(s) — ua(s)] + m2(s) lua{v(s)) — wa(y(s)l ds,
aplicamos el lema de la desigualdad de Gronwall (1.4.17), entonces

s (8) — wa@)] < [ () — wa(r)] & (MHER)e

Si ‘u.l(T) = uz(T), tenemos 1) = 1z en [ti(r))ti(f)-i-l]'
Ahora probaremos la existencia de la solucién v = u(t,7,u(7)} en {t;r), tir)41] de la
ecuacién (1.5.1).

Descomponemos [ti¢r), Ligry+1] = Ii‘*('f) U Ii'('r}, donde I :."(*_‘_} = [ti(r)> &i(r)] es el intervalo avan-

zado, Iy = [€i¢r), tiry+1] es el intervalo retardado.

Primer caso. Consideramos 7 < £ con 7,1 € I:f 7 = {Eigr)s i)
Utilizamos el método de aproximaciones sucesivas para demostrar la existencia de una

solucién del problema en I:T-r)' Definimos

¢
up(t) = 0, upya(t) = ulr) +/ f(s,ur(s)yur(ry(s))ds, k20,
T
tenemos para t 2 T,

t
|uks(2) — ux(E)] < [r [m1(s) [ur(s) — up—a(s)] +ma(s) lu(v(s)) — ur—1(v(s))l] ds

fus(®) = wo(®)] < [u(7)].

j®) = 1A < [ m(5) s (6) — ualo) + 728 s () — (oD s
<t [ (o) + mls)ds.

o) = ua(81 < [ (6} o) = )]+ (o) huar(e) = () s
<t [ (m6s) [ e + o) as) as
+hute)l [ (nz(S) / ™ )+ ) dn) ds
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<t ([ e as) ([ tute) + e )
i ([ (nz(S))dS) ( [ ™ o) +n2(n))dn)
< fu(r) ( (m(s +n2(3))d8)2

2
=)l ([ (o) +miyas )
Por induccidn sobre &, podemos demostrar
Ligr k
sa(®) = @) < o)) ([ o)+ mieas )

Por (1.4.10}, se tiene que

- Ju(7)]
|t (2) — up(t)] < ,
2 ) (9l < T2 (15 (mn(5) + ma(s)) ds)

el M-test de Weierstrass permite afirmar que la serie

(= o]

u=) (ups1 — ug)

k=0

cuya suma parcia.l es ux(t), converge absolutamente y uniformemente hacia una funcién
continua u(t) en Ii( ) Luego, u(t) es la finica solucién del problema en I} i)

Segundo caso. Consideramos T < £, con ¢, 7 € Iy = [§i(r) Lir)4+1)-
Note que, siT,s € I, o implica y(s) < sy [ (<) (m +m) < fT (7 + 72). Definimos

uo(t) =0, uk-i—l(t) = u(T) +-[r f(S, uk(s)auk(ﬂf(s))d‘ga k>0,

para t 2 7, tenemos
furs1(t) — we(t) < [r t (m(s) lux(s) — up—1(s)| + m2(s) [ux(v(s)) — ur-1(v(s))]] ds
s () — uo(E)] < |u(7)].

ool =181 < [ (9 a(5) = ua(s)] + (e () s el s
) [ (o) +mle s,
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o) ~ 2@ < [ n(6) eale) ~ a5l + male) ) — o) s
< [ ) (0to) [ o) e an) o
+ [mo) (Iu('r)l [ )+ mioy dn) ds
< [ me (o) [ ) + moyan ) as
[ o) (1t [ o)+ ey ) s
<tutr)l [ n(s) + 76D ([ ate) + me) ) s

+ 2
8)+ma(s)) ds
<o) (U tms) 2!1?2( Ns)”

Por induccién sobre & se tiene que:

) k
wesa®) - ) < [ (me) +m(s)ds)

Luego, o :
) < 3 a9 - @) < hutrllesp ([ ou(e) + mle)) )
k=0 T

el M-test de Weierstrass permite afirmar que la serie

w= Z (ki1 ~ w)

k=0

cuya suma parcial es u(t), converge absolutamente y uniformemente hacia una funcién
continua u(t) en I ). Por lo tanto, u(t) es la tinica solucién del problema en I,

Tercer caso. Consideramos 7 < £, con 7 € I}, i) Y te Il'("_r)

Por el primer caso, tenemos la existencia de una tnica solucién u(t, 7, u{r)) de (1.5.1) en
[7,€i(r)]- Luego tomamos ;) como el nuevo instante inicial y u(€y;)) el mismo valor de
la solucién que estd definida en el intervalo [7,&;)] como el nuevo estado inicial, por el
segundo caso, podemos garantizar la existencia de solucién de (1.5.1) en [£;¢y, tifr)41]. Por
lo tanto, por construccidn, existe una tnica solucién contimma u(t, 7, u(7)) de (1.5.1) en
[, ti(ry41], donde T € Ik W YEE Iy

La demostracién de la existencia y unicidad de la solucién (1.5.1) definida en [t;(;), 7] es
andloga a la solucién (1.5.1) definida en [7, tir)41]-

Por lo tanto, u(t, 7,%(7)) es una tinica solucién (1.5.1) en [t(s), tir)41)- D
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Observacién 1.5.1.

El problema de valor inicial para DEPCAG es investigado en el caso cuando t es el
primer momento y la existencia de solucién global de DEPCAG estd garantizado por la
existencia de solucién de cada intervalo I;, ¢ € Z. A continuacién, demostramos que una
solucion global de (1.5.1) con una condicién inicial arbitraria (7,2{7)) € R x R" es una
restriccién de una solucién global de un PVI para (1.5.1) con la equivalencia & un momento
inicial en cualquier elemento de la secuencia {t;};cz.

Teorema 1.5.2. (Existencia y Unicidad de Solucién Global)

Supongamos que lo condicidn de Lipschitz global (G) se satisface. Entonces para cada
(ryu(r)) € R x R, existe una tnica solucion u(t,7,u(r)) de le DEPCAG (1.5.1) en el
sentido de la Definicion 1.

Demostracién: Por el Teorema 1.5.1, tenemos la existencia de una dnica solucion u(t, 7, (7))
de (1.5.1) en {tj(+), tiz)41}- Por la continuidad de w, la solucién de (1.5.1) és continua en
i = %;(r)41, ademds se extiende el intervalo de existencia mediante la aplicacién repetida del
Teorema 1.5.1: usar ;)41 como el nuevo instante inicial y u(t,-(.,)_,_l) como el nuevo estado
inicial en [t;(;)41,Litr)+2l- Como {#;}icz es una sucesion de niimeros reales tal que #; < t;.1
¥y t; — oo si ¢ — +oo, aplicando sucesivamente el mismo argumento podemos llegar a
cualquier intervalo {t;,%;41], 7 € Z. El Teorema 1.5.1 garantiza la existencia de u(t, 7, u(7))

en cualquier intervalo I = [tj,%;41), 7 € Z y es tnica. Como R = |J I;, podemos asegurar
=¥/
la existencia y unicidad de u(t, 7,u(7)) en R, lo que completa la demostracién. O

Corolario 1.5.1.
Supongamos que la condicién de Lipschitz (LU) (1.2.7) se satisface. Entonces para cada
(r,u(7)) € R x R", eziste una tnica solucion u(t,r,u(r)) de la DEPCAG (1.5.1} en el

sentide de Definicion 1.
Demostracién: El método de la demostracion es andlogo de la demostracién de Teorema

1.5.1 y Teorema 1.5.2. O

Observemos que la condicion de Lipschitz es suficiente para obtener la unicidad de las
soluciones de (1.5.1) pero, si no tenemos la condicién de Lipschitz. ;Podria el P.V.I. (1.5.1)
tener solucién? La respuesta a esta pregunta la da el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3. Supongamos que la condicion (C} se satisface. Sea
|f (t,ulaﬂ2)| S M: (1.52)
para todo (t,u1,u2) € [ti(s):tiry41] X R x R™. Definimos
D = {u € C[lti(r), ticryr1h R|u(r) = wo, [u(t) — uo) < M (tiry41 — tiny) }-

Entonces, para cada (1,%(7)) € [ti(r), tigry+1) XR™, existe al menos una solucion u(t, 7, u(r))
de la DEPCAG (1.5.1) en D.

Demostracién: Definamos el operador T de la siguiente manera:

Tu(t) = u(r) + /j f(svu(s): u(fy(s)))ds, te [tz'('r)a ti('r)-l-l]' (1'5-3)
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Demostraremos que el operador T' definido por (1.5.3) es completamente continuo y el con-
junto D es invariante por el operador T’ el resultado es una consecuencia del teorema del
punto fijo de Schauder.

Primero, probaremos que ID es invariante por el operador T

Es obvio que

[Tu(t) — uol < < Mt — 7] < M (tiir)n ~ tin)

t .
/T 1 (5, u(s), uly(s))) | ds

para todo t € [ti(r), tir)41), donde M se define en (1.5.2). Por eso, T' (D) C D.

Ahora, probaremos que 7' es completamente continuo.

Probemos primero que T'(ID) es un conjunto equicontinuo. Sea u € D, &1, K2 € [ti(r), tir)41)-
Emtonces,

|Tulk1) — Tufs2)] < < M |ge — &1],

/ ™ 17 (s, (), ur(s))) ds

lo cual prueba la equicontinuidad de T({P). Como T'(D) es uniformemente acotado, se sigue
que la clavsura de T'(ID) es compacto.

Finalmente, demostremos que T es continuo.

Recordamos que u(7)} = ug y ahora consideramos

B = {u € R*|ju— ug| £ M (tir)41 — tin)) }-

Como f(t,z,v) es continua para (¢,z,v) sobre el compacto [t;;;),tir)42) X B x B, luego,
f{t, T, v) es uniformemente continua sobre [ti(-), fi¢r)41] X B x B. Entonces, pars cada e’ > 0
existe un 6 = 6(e') > O tal que si [z —z2] € 6, jy1 —wa| € 6 (2,15 € B, i = 1,2) y
5 € [ti(r), tigr)+1], entonces,

|f(s' $1,‘!)1) - f(S,.‘.Ez,'UQ)I < g,

r . £
Sean uy,1s € I, dado un £ > 0, tomar &' = o b > 0.

Entonces, para [|u; — us] = sup [ur(s) — ua{s)| < &, tenemos que
s€ltigrystiry 1]

|Tua(t) — Tua()] < /T t | £ (s, ua(s), ua(¥(s)}) — f (s, ua(s), ua(¥(s)))| ds

< E’(ti('r)+1 - ti('r)) =&,

lo cual prueba la continuidad de T'. Como el operador " es completamente continuo y
T () C D, por lo tanto, podemos aplicar el teorema del punto fijo de Schauder, entonces
(1.5.1) tiene al menos una solucién en B. O
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Observacién 1.5.2. _

Cuando f(t, u(t), u{y(t))) se descompone en A(t)u(t) + f(t,u(t), u(y(t))), entonces, la
solucién u de la ecuacién (1.5.1) corresponde a la solucién y de sistema semi-lineal de la
DEPCAG del estilo: _

y'(t) = Alt)y(t) + f (58, y(2(1)), (1.5.4)
donde t € R, y € R”, las funciones A: R —= R**" y f:R xR x R — R” son continuas y
() = &, si t € [t;, ti41), 7 € Z. Supongamos que f satisface (1.2.5) y (1.4.22).
Con el mismo método que estudiamos la existencia de solucién de la DEPCAG (1.5.1),
podemos estudiar el problema de valor inicial para el sistema semi-lineal de la DEPCAG
(1.5.4).

Observacién 1.5.3.
En 2007, Akhmet [5] estudia la existencia y unicidad de DEPCAG:

J/(2) = Ay(®) + F(e, (), sr()),  (5s)

donde t € R, y € R®, A es una matriz constante de tamaiio n X n, f RxR* xR*— R"
es una funcién continua y 7(t) = &, si t € [t;,i41) ,7 € Z. Ademas supone que
(LGU) f:R x R* x R* — R® es una funcién continua tal que

|J?(f, 21,91} — Ft, 2, 32)] < L(Jz1 — 2o} + 2 — v2l), (1.5.6)

donde Le R, y f(£,0,0) =0.
(M) Sean m, M dos ntimeros reales positivos tales que m < |exp(A(t — s))] < M, donde
|t - S] < 8 =sup (tj+1 — tj).
JE€Z
Supone ademas las signientes relaciones:
MLfexp(MLO) +1
1 — MLOexp(MLH)

OMLO <1, MLOexp(ML6) <1, y M2L9{ +MLE exp(MLH)} <m
Si las condiciones (LGU) y (M) se cumplen, entonces para cada (7,u(7)) € R x R", existe
una tnica solucién u(z, 7,u(7)) en R de la DEPCAG (1.5.5) en el sentido de la Definicién
1,

Segiin la Observacién 1.5.2, si tomamos un caso particular A(f) = A y supongamos
que f se satisface la condicién de (LGU), ademsds la condicién de (M) se cumple con las
siguientes relaciones:

OML (¢ — ) <2MLpy < 1, 2ML (ti41 — &) S 2MLpa < 1, i € Z, (1.5.7)
donde, p; := sup (& —t:) y p2 :=sup (f;41 — &;). Entonces, podemos garantizar la existencia
i€Z
y la unicidad de solucién de la DEPCAG (1.5.5).

Al comparar el resultado de Akhmet con el nuestro, es ficil observar que nuestra condi-
cién para asegurar la existencia y la unicidad de la DEPCAG (1.5.5) es més débil que la
de Akhmet. En cuanto a la condicién (M), no es necesario pedir tantas estimaciones, sélo
consideramos (1.5.7). Incluso, podemos construir facilmente un ejemplo que no satisface la
condicién (M), donde nuestro resultado vale y el de Akhmet no.
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Ejemplo. Tomamos A = O) y consideramos y(t) = 2 [%i] En este caso, tenemos

1
01
M = exp(2), m = 1, si consideramos una funcién de lipschitz cualquiera (por ejemplo
f(t, y(t), »(2 [5£2])) = Liy(t) + sen(y(2 [££1]))]) con una constante de Lipschitz L tal que
< L < 23,;)(2) Entonces, este e_]emplo ilustra que nuestro resultado vale, y el de

Akﬁmet no.

Con nuestros resultados puede mejorar el estudio de la existencia y inicidad de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales con argumento constante por trozos.

1.5.2. Dependencia Continua de las Soluciones Respecto a las Condi-
ciones Iniciales

Hasta el momento, siempre hemos fijado sélo una condicién inicial y buscado luego
una solucién de (1.5.1). El objetivo de esta seccién consiste en estudiar el comportamiento
de las soluciones de la DEPCAG (1.5.1) en relacién con la variacidn de las condiciones
inicjales. Pero, si variamos “poco” los valores iniciales, vale la pena preguntarse : ;Cdmo
se comportardn las soluciones que corresponden a las condiciones iniciales “cercanas” a
(7, 2(7))? ;,Se mantendran cercanas entre si dichas soluciones? Si esto sucede, ;sobre qué tipo
de intervalos se mantendrd la cercania?

Para que la solucidn de la ecuacién (1.5.1) sea de algiin interés, debe depender continu-
amente de la condicién inicial, y de la funcién f(¢, u(t), u(v(£))). Con la forma de variacién
de pardmetros (1.3.3) la dependencia continua de las condiciones iniciales es facil conseguir.

Por dependencia continua de la condicién inicial entendemos lo siguiente: sea u(i) la
solucién de (1.5.1) que comienza en u(r) = ug y estd definida en el intervalo compacto
fr, k]; dado £ > 0, existe § > 0 tal que para todo yp con [yp — up] < §, la ecuacién ¥/(t) =
F(&, u(®), u(y(t))) tiene una tnica solucién y(t) definida en [r, ], con y(7) = yg, y satisface
lu(t) — y(t)| < € para todo £ € [r, &].

En lo que sigue, procederemos a mostrar que si las soluciones de (1.5.1) son iinicas,
entonces ellas dependen continnamente de las condiciones iniciales.

Teorema 1.5.4.

Supongamos que la condicidn de Lipschitz global (G) se satisface. Entonces, las solu-
ciones de lo DEPCAG (1.5.1) dependen continuamente de las condiciones iniciales.
Demostracién: Sea ¢ una solucién de (1.5.1) con la condicién inicial {(r,up). Tenemos

para t € (o, ) .
o(t) = uo + f 1(5,0(5), 0(1(3)))ds.

Sea 7 es una solucién de {1.5.1) con la condicién inicial (7, %), tenemos para t € (e, f)

v =+ [ Flo,0(6) B

Descomponemos

t 7
/ * F(s,0(s), w(r(s)))ds = / F(5,10(5), 0(r(s))ds + / F(5,0(5), 0(7(s))ds.  (15.8)
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Por (1.5.8) tenemos
P8)=0(0) = o~ | (5 00), 0a()) — Fs, (8, Blr(s))) ds+ / " 1o, 0(6), ol (s)))ds.
Luego,
[p(8) = $O1 < o — ol + [ 16,90 pr(sD) = () b))l s
+ [ " I#(ssp(s) (o)) s

Usando la condicién de Lipschitz (1.2.5) para estimar el lado derecho de expresién anterior,
tenemos

¢ .
lio() = $(E)| < fuo — Wol+ '[r_ 71(5) l(s) — Y(s)| +n2(s) o (v(s)) — (v (s))] ds+M |7 — 7].
Silr—7] <6, juo— U] € 4, entonces tenemos

o) = ¥()| < 6 (1+ M)+

.

/ " 11() k() — ()] + 7a(8) le(r(s)) — $(v(s))] d

Al aplicar el lema de Gronwall en DEPCAG (1.4.11), tenemos

o)) =9 <50+ M) exp [ m(s)+ m(e) ds)

<6(1+M)exp(fm(s)+ Lom(s)ds) .0

A 1-o

Observacién 1.5.4.
El resultado que tenemos con la condicién {G) (1.2.5), también es vélido considerando

la condicién (LU) (1.2.7).




Capitulo 2

Existencia de Soluciones Periddicas
de Ecuaciones Diferenciales con
Argumento Constante por Trozos
del Tipo Generalizado

Este capitulo estd dedicado a estudiar e investigar varias condiciones suficientes para
obtener la existencia de soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales semilineales y no
lineales con argumento constante por trozos del tipo generalizado, donde el correspondiente
sistema lineal homogéneo no admite soluciones periédicas no triviales.

Para resolver el problema de la existencia de soluciones w-periédicas para sistemas semi-
lineales y con distintas perturbaciones en un contexto DEPCAG, utilizaremos un método
basado en la construccién de una ecuacion integral equivalente, luego encontraremos un
punto fijo de un operador asociado a tal ecuacién integral. Para resolver el problema del
punto fijo, veremos primero una condicidén necesaria para asegurar la existencia de solu-
ciones periédicas, definimos dos operadores: uno de los cuales pide una condicién de Lips-
chitz para una funcién perturbada, luego aplicamos teoremas del punto fijo para asegurar
su existencia. También en la tdltima seccidn veremos ejemplos apropiados para ilustrar la
teorfa. Estudiaremos analiticamente dos modelos para el crecimiento continno de nna sola
especie utilizando ecuaciones diferenciales donde hay términos con argumento constante
por trozos. Esta clase de modelo puede servir para una representacién anticipatoria de los
fenémenos biolégicos en el desarrollo de la dindmica de la poblacion o especies. En nuestra
modelacién de la dindmica de la poblacidn, la anticipacidn significa un tipo de prediccion
cualitativa enriquecida por el momento activo de las decisiones adoptadas en el tiempo real
presente. Por otra parte, parece que factores complejos, que no son necesariamente sub-
jetivos, pueden ser considerados como una de las razones de una anticipacién. Hay varias
posibilidades para introducir previsién en los modelos. Nosotros proponemos considerar el
modelo de DEPCAQG, donde se maneje parametros de avances y de retardos.

31
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2.1. Ecuaciones e Hipdétesis

Para w > 0, sea P, el espacio de las funciones continuas periddicas en ¢ con periodo w.
Entonces (IPy,||-]]) es un espacio de Banach con la norma del supremo

llyll = sup [y(2)| = sup [y(t)].
telk t&[r,rtw]

Las ecuaciones gue estudiamos en esta seccidén son ecuaciones diferénciales con argu-
mento constante por trozos de tipo generalizado:

y'(t) = Ay () + f(E, y(t), y(v (). (2.1.1)

2(t) = A@)2(t) + £t #(2), 2(1(E) + 9(t, 2(8), 2(1(2)))- (2.1.2)
Definicién 2.
1. Un sistema ¢'(t) = h(t, ¢(2), p(+(t))) de DEPCAG se llama periddico o w-periédi-
co, si existe un mimero real positivo w tal que h(t+w, w(t), w(v(£))) = 2(E, ©(t), e{7(t)),
para todo £ € R.

2. Un sistema periddico ¢'(t) = h(t, o(t), o(y(t))) de DEPCAG tiene una solucién
periddica de DEPCAG ¢, si @t +w) = ¢(t), t € R, para algin w € R;.

3. Una solucién periddica ¢ de un sistema w-periddico se llama armdnica, si ¢ es una
solucién w-periédica.

4. Una solucién periddica ¢ de un sistema w-peridédico se llama subarmdénica, si ¢ es
una solucién wy-periddica, donde wp = %Qu-w, ng, My € Zy, ng y mp son relativamente
primes.

5. Dos periodos w y wq se llaman comparables si existen ng, mg € Z; que son relati-
vamente primos entre si tales que wy = Jlw.

Las suposiciones siguientes serdn necesarias en este Capitulo:

Condicién de Inversibilidad:
(N,,) El sistema homogéneo w-periédico,

z'(t) = A(t)z(t), (2.1.3)
no tiene ninguna solucién w-periddica no trivial.

Condiciones de Periodicidades:
(P1w) A(t) y f(£,y1,y2) son funciones continuas w-periédicas en ¢, para todo £ € R.
(P1wo) A(t) y f(t,1,2) son funciones continuas tales que A es w;-periédica y f es
wq-periddica en £, para todo t € R,
(Pow) A(t), f(t,v1,%2) ¥ g(%, 21, z2) son funciones continuas w-periédicas en £, para
todo t € R. .
(Pawo) A(t), F(t,v1,%2) ¥ 9(t, 21, 22) son funciones continuas tales que A es wy-periddica,
f es wq-periddica y g es wz-periddica en ¢, para todo £ € R.
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Condiciones de Continuidades:
(Cp) f:RxR” xR™ — R” es una funcién continua.
(Cg) g: R x R™® x R® — R" es una funcién continua.

Condiciones de Lipschitz:
(LGy) Sean 7; : R — [0,00) Z =1, 2 dos funciones localmente integrables tales que

[f(t, 21, 91) — F(E 22, 32)| € l2) |21 — 2o + n2() |11 — val, (2.14)

para todo t € R, =1, 31, %2, y2 € R™. Sea a = sup|f(t,0,0)|.
teR

Supondremos ademés que existe una constante positiva ¢ tal que

Tt
Cq;/ [m(s) +ne(s)]lds < ¢ < 1, paratodo T €R, : (2.1.5)
T
donde cp = s erﬁ-?jf;- ¥ [®(t, 3)].
(LU¢) Sea L una constante positiva tal que
[f(t,z1,41) — F{t, 22, 92)] < L(jz1 — 22| + |1 — 32]), (2.1.6)

para todo t € R, z1,¥1, T2, y2 € R™. Sea @ =-sup|f(t,0,0)|.
teR

Supondremos ademas que existe una constante positiva ¥ tal que

2Lcgw <9 < 1, (2.1.7)

d = méx |B(,s)]
ondecp = méix I[B(ts)

(LLy) Sean p; : R — [0,00) i = 1,2 dos funciones localmente integrables tales que
[F(ts 21, 91) — Ft, 22, 92)| < pa(t) |71 — za| + p2(t} 11 — w2l (2.1.8)

para todo ¢t € R, 21,91, 22, ¥2 € R™. Sea o = sup|f(%,0,0)|.
teR
Supondremos ademés que
it
sup [p1(s) + pa(s)]ds € L1, paraalginw e Ry, 7 €R.
t€lrrw] Jt
(LL,) Sean v; : R — [0, 00} i = 1,2 dos funciones localmente integrables tales que

lg(t, 21, 31) — g(t, w2, w)| < w1t} |21 — 22| + wa(t) [11 — w2l , (2.1.9)

para todo t € R, 71,11, Z2,y2 € R™. Sea 8 = sup |g(t, 0, 0)|.
teR

Supondremos ademas que

t+w
sup / [v1(8) +va(s)] ds € Lo, para alginw € Ry, 7 € R.
tE[r,r+w] Ji
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Condiciones Mayorantes:
(My) Para cada R > 0, £ € R, {z|, ly] € R, existen dos funciones positivas localmente
integrables m;, i = 1,2 y p1 € Ry tales que

|f (¢, z, )] < ma(t) |=f + ma(t) |y] + p1, (2.1.10)

donde sup f:"'“’ [mi(s) +ma(s)]ds < Gy, paraalginw € R:, T €R.

te[r,r+w|
(Mg) Para cada R > 0,1 € [r,7+w), |z], [y] < R, existen dos funciones positivas localmente

integrables «;, i = 1,2 y pz € Ry tales que
la(t: =, ¥)| € k1(8) |z] + o) ly| + p2, (2.1.11)

donde sup j;H'“’ [£1(s) + x2(s)]ds € Cy, paraalgin w e Ry, T € R.
te[r,m+w]

Observacién 2.1.1.

Sean D := (I — ®(7 + w,7)) y D1 := (@7 (7 + w)®(r) — I} dos matrices n.x n, entonces
la condicién (N, ) implica que D y D1 son matrices invertibles para todo v € R. Mds atin,
el sistema homogéneo w-periddico, no tiene solucién w-periddica no trivial si y sdlo si Dy
6 D es invertible.

En efecto: Primero D; es invertible, si y sélo si Des invertible, pues

B(7 +w) (277 +w)@(r) — 1) " H7) = [ - &(7 +w, 7).
SiDio Des invertible, entonces, la ecuacion
(B(r +w, 7)) (1) = z(7) (& (I — B(7 +w, 7)) 2(7) = 0)

no tiene ninguna solucién periédica no trivial, esto es z{7) = 0.
Como, (®(t,7)) 2(7) es una solucién general del sistema homogéneo y la condicién

(B(7 +w, 7)) (1) = z(7)

representa precisamente la condicién de periodicidad de soluciones del sistema homogéneo.
Por eso, la condicién de inversibilidad de D es equivalente que el sistema homogéneo
w-periddico, no tenga solucién w-periddica no trivial.

Observacién 2.1.2. [42]
El sistema homogéneo (2.1.3) no admite solucién w-periddica no trivial si y sélo si los

valores propios de la matriz $(7 + w, 7) son distintos que 1.

Por lo tanto, si la matriz constante A tiene los valores propios con la parte real no nula o
A es una matriz diagonal con las funciones diagonales no nulas. En ambos casos el sistema
homogéneo (2.1.3) no admite solucién w-periddica no trivial.

A continuacién veremos una condicién necesaria para la existencia de soluciones periédi-

cas de DEPCAG.
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2.2. La condicién (w,p)

En esta seccidén veremos una condicién necesaria para que la DEPCAG tenga la posi-
bilidad del minimo periodo w, la ¢nal se debe tener una relacion entre las funciones de
los parametros, los intervalos I; y el argumento desviado «(t). Mds expresivamente, si las
frecuencias de periodicidades de las funciones de los parametros, los intervalos I; y (t) no
son comparables, no hay ninguna posibilidad de tener la existencia de soluciones periddicas
de DEPCAG. Ver Ejemplo 2.2.2. Por eso vemos la siguiente condicién llamada {w,p) que
ocuparemos en todas partes de este Capitulo:

(P(w,p)) Diremos que las sucesiones {t;}, {¢;} satisfacen la condicién (w,p), si se cumple la
siguiente relacién, para algin p € N,
tipp =1 +w, E‘H-p =& 4w, VieZ. (2.21)

Observamos que la condicién (w, p) es una relacién discreta que desplaza el intervalo I;
en I;yp.

Ejemplos 2.2.1.

1. Seatjyg—& = & —1t; = dy, para todo i € Z, entonces, {t;}, {£;} satisfacen la condicién
(2dp, 1). Un caso particular es considerar y(t) = [t+ 1], enestecaso t; =i— 1y
&; = 1 satisfacen la condicién (1,1).

2. Seat; =ip—1ly & =ip, 0 << p, para todo i € Z, satisfacen la condicién (p, 1).
3. Seat;=¢( =1+ ﬁ;sl)j, para todo i € Z, entonces, {t;} y {¢;} satisfacen la condicién
(2,2).

4 Seatf; =i, tipr=a(i+1)—ap, &=ai+ o, &1 =2a(i+1)— ap + F1, 1 € 22,
donde, o, g, B0, B1 > 0, 2a > ag + Bo, op > Sr. Entonces, {t;}, {£;]} satisfacen la
condicién (2¢, 2).

Ahora presentamos algnunas simples consécuencias de la condicién (w,p):
1. Si la sucesién {t;};.g, satisface la condicién (w,p), entonces, para cualquier 7 € R el
intervalo [r, 7 + w] se puede descomponer en la siguiente manera:

i(r)4+p-1

[ftimad U | LUl ™+ wl.
ji(r)1

2. Si la sucesién {t;};cq, satisface la condicién (w,p), entonces, ¢ € [t;, t;41) implica

(8) L+ w € [tiyp, Livpra), (B) &i -+ € [tirpr tinprn)-
Si la sucesién {&;};.4 satisface la condicién (w,p) (esto es &;1p = & + w), tenemos

Yt +w) = () +w.
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3. Silas sucesiones {#;}, {&:} satisfacen la condicién {w,p), la funcién v no es w-periddica
{w 5 0). Pero, si supongamos que x es una funcién w-periédica, entonces, la composi-
cién de z con « es w-periddica, esto es z(y(t)) = z{y(t + w)).

De hecho,
z(y(t +w)) = z(v(E) + w) = z(v(t)).

Observacién 2.2.1.

Nétese que la condicién (w,p) es bastante simple. A pesar de esto, esta condicién y
sus consecuencias son importantes, pues nos da una forma para estudiar la periodicidad
de la perturbacién de la ecuacién diferencial con argumento constante por trozos del tipo

generalizado.

Ejemplo 2.2.2.
En el afio 2000, Seifert [45] considera una ecuacién logfstica retardada con argumento

constante por trozos:

w'(2) = u(t) (a(t) - F(u([]))), £ >0, (2.2.2)

con la condicién inicial #{0) = g, f(z) es continuamente diferenciable para x > 0, f(0) = 0,
f(z) > 0. Demuestra que si w es un mimero irracional y a(f 4+ w) = a{t), entonces (2.2.2)
no tiene ninguna solucién w-periddica. La razén mds sencilla de explicar esto es que las
frecuencias de periodos irracionales y de la.funcién de parte entera no son comparables, en
la teoria de funciones periddicas, si se suman dos funciones de periodos no comparables, la
nueva funcién nunca puede ser periddica sino casi periddica.

Observacion 2.2.2,
Para m,n,r € Q, sea m.c.m{m,n,r) el minimo comiin miiltiplo de m,n y r. Consider-

emos la ecuacién escalar con argumento constante por trozos:

y'(t) = a(t)y(t) + F (& (), y(v(E)), £ >, (2.2.3)

con la condicidn inicial y(7) = yo, f(£, ¥1,¥2) es una funcién periédica en ¢ con periodo mw,
para todo 2 2 7, y; € R, i = 1,2, y a(t) es una funcién nw-periddica, ademds {t;}, {&},
satisfacen la condicién (7w,p). Entonces, la posible periodicidad de la solucién (2.2.3) es
m.c.m(m, n, 7)w—periddica.

A continuacién veremos dos operadores que usaremos en el estudio de la existencia de
una solucién periédica en un contexto DEPCAG, el primer operador requiere la condicién
de Lipschitz para la funcién perturbada y el segundo operador no la necesita.
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2.3. Operador de Poincaré

Ahora veremos un operador P llamado operador de Poincaré, el cual se usard en el
estudio de las soluciones periédicas de la ecuacién diferencial con argumento constante
por trozos de tipo generalizado. Este operador invohicra distintas situaciones y se usa sélo
cuando podemos suponer la unicidad de la solucién de DEPCAG. Entonces, la existencia de
soluciones w-periddicas para sistemas w-periddicos del tipo (2.1.1) es equivalente a resolver
un problema de frontera del tipo y{7) = y(7 + w), donde w > 0 representa el periodo de la
solucién buscada (Ver Observacién 2.3.1. y Lema 2.5.1). Este tipo de problemas es de gran
importancia en la prdctica. En el operador de Poincaré, supondremos que T es cualquier #;,
i€ Z.

Definicién 2.3.1.

Sea y{t, 1,&) la solucién de la DEPCAG (2.1.1) con la condicidn inicial y(7) = £ y (1)
es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.1.3). Supongamos que la condicidn
(N, ) se satisface. Definimos el operador P : R® — R™ tal que

P¢ = D (y(7 +w,7,€) - C¥), (2.3.1)
donde C = ®(r +w,7), D=(I-C)L
Observacién 2.3.1.
Nétese que si £ es un punto fijo de P, entonces la solucién y(2) = y(t,7,£) es w—penodlca

En efecto, PE = D (y(7 + w, 7, ) — C&) = ¢ implica y(7 -+ w, 7,£) = CE-I-D"‘E £, esto
es y(1 +w,7, &) =§ =y(7).

Lema 2.3.1:

Supongamos que la condicion (LGy) se cumple. Sea yit) = y(t, 7,&), i = 1,2 solucion
de lo DEPCAG (2.1.1), entonces tenemos la siguiente estimacion:

dx [in(t) - yz(t)ls( = )IE1 &af, (2.3.2)

tE[ T + ]
donde ¢ se define en (2.1.5) y ¢z = [B(t, s)|.
t se[ ,r+w}
Demostracién: Sean y1, 2 dos soluciones de la DEPCAG (2.1.1) con &1, &2 dos condi-

ciones iniciales respectivamente y cp = rflax 1|<I’(t, s)|. Por la férmula de variacién de
L, sE{T, 74w,

pardmetros (1.3.2) y la condicién de (LGy) (2.1.4) tenemos
t
[71(2) — g2 ()] < (R, 7162 — &2| + /1_ |2(2, )| |f (s, y1.(5), y1{¥(s))) — f (s, 12(s5), walv(s)))] ds

< cq 61— &of +co f t m(s) [ya(s) — va(s)] + ma(s} lya(v(s)) — wa(v(s))| ds-

Luego,
méc [12(8) ~ 9a(0)| < el = ol (o T mls) +ma(e)ds)  max (@) ~ ()]
tejr.r telr,7tw]
Por (2.1. 5) tenemos (2.3.2).
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Ahora, establecemos una importante propiedad de P.
Lema 2.3.2.
Supongamos que las condiciones (LGy) y (No) se cumplen, entonces, P : R®* — R” es

una funcion de Lipschilz.
Demostracién: Por el Teorema 1.3.1, tenemos

y(t) = @2, 7)€ + fr B(t,5)f (s, y(s), y(v(s)))ds, (2.3.3)
donde, 7 € R y y(7) = £. Por eso,
T+w
Wr €)= Ce= [ B(r 4w, (s,y(6),vr())in

Sean £y, &» dos condiciones iniciales y co = médx |®(%,s)|, entonces
t,8€[r,7+w]

[Péy — Péo| = Iﬁ(yl(T +w, 7, 6) — (T +w,7,&)) — DC (&1 — &)

— T-Hw
<[B] [ 18 + )16l nboN) - 15,6 mr ) ds

~<Jr::|13

T4w
/ [m(s) [11(s) — y2(s)] + n2(s) [ (v(5)) — ya(v(s))|] ds

< (cq: |5| /T i [n1(5)+n2(5)]d3) méx |y1(t) —y2(2)].

telr,r+w|
Por el Lema 2.3.1, tenemos

cas|D
P&y — P& < (—f%—ql) )61 = &l (2.3.4)
donde ¢ se define en (2.1.5). Esto muestra que el operador P es una funcién de Lipschitz.
O

Observacién 2.3.3. _
Supongamos que & = 0 en el Lema 2.3.2, (2.3.1) implica [P&| < acgw|D|. Entonces,
tomamos & = £ y tenemos

|P¢] < (li‘_'%') €] + acaw| D] (2:3.5)

Observacion 2.3.4.
El resultado que tenemos para la condicién (LGy), también es vilido para (LU}, sim-

plemente considerar 51(t) = pa(t) = L.
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2.4. Operador de Green

Ahora veremos el operador de Green construido a partir de la Matriz de Green G(i, 5)
que se usara en el estudio de las soluciones' periddicas de la ecuacién diferencial con argu-
mento constante por trozos de tipo generalizado sin suponer la condicién de Lipschitz para
la funcién perturbada ni la unicidad de solucién de las DEPCAG (2.1.1) y (2.1.2).

Definicién 2.4.1:
Dado el sistema (2.1.1), supongamos que la condicién (N,) se cumple. Sea ®(t) una
matriz fundamental del sistema homogéneo (2.1.3),

— -1
D= ((@_I(T)(I)(‘r +w) - I) . (2.4.1)
Para cada t,s € [1,7 + w|, definimos la Matriz de Green G como

P(WI+ D)2 (s), T<s <t T+HwW

Glt,s) = { &(t) DI 1(s), TEt<s<THWw (2.4.2)

y lo llamamos Mairiz de Green G(t,s) del sistema (2.1.1).

Las propiedades de la Matriz de Green G(¢, s) son las siguientes:

1. G(r,s) = G(T +w, s), 4. E-T-l- G(t,s) — t}_fgl G(t,s) =1,
2. G(ts) =Gt +w,s+w), 5 lim L0 _ lim B — 4().
t—s t—s—

3. 9803 — A()G(R,s), t# s,

Las propiedades 3)-5) son simplemente las propiedades de una matriz fundamental aso-
ciada al sistema (2.1.3). En cuanto a las propiedades 1) y 2), las probaremos mis adelante
en el Lema 2.4.3 y el Lema 2.4.4.

Observacién 2.4.1.
Como &(t + w) = ®(t)C, tomando ¢ = 7, tenemos C = &~ }7)@(7 + w). Por lo tan-
to, ®(t+w) = ®(£)®~1(r)®(r +w). Andlogamente, tenemos ®(t—w) = ()3~ (7)(r—w).

Lema 2.4.1.
Sea A(t) una mairiz w-periddica, entonces Bt + w, s +w) = B(t, s).
Demostracién: Si denotamos V(t,s) = (¢ +w, s +w) — B(¢, s), entonces
dV (i, s)
dt

Al integrar la ecuacién anterior, tenemos

= AR)V(E, 8) + (At +w) — A()) B(t + w, s + w).

V(t,s)= -/: O(t,u) (Alu + w) — A(u)) (v +w, s +w)du

Pero, A(t) es una matriz w-periédica, por eso, V'(t,s) = 0, de donde ®(t + w,s + w) =
®(t,s). O
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Lema 2.4.2,
Sea A(t) una matriz w-periddica, entonces,

& e+ w)®(c) = 37} (d +w)d(d), paratodo ¢,d € R.

Demostracién: Por el Lema 2.4.1, si A(t) es una matriz w-periddica, entonces
&(d + w, ¢+ w) = ¥(d, ¢). Por lo tanto,

@(d +w, e+ w) = &(d, c) & B(d+w)P e+ w) = BB c)

& e+ w)d(e) = @7 Hd +w)B(d) (& ()P (c+w)) " = (@ YdB(d+w)) ). O

-

Observacién 2.4.2.

Por el Lema 2.4.2, nos damos cuenta que no importa en qué intervalo de longitud w
estdn ¢ y s, la matriz de Green siempre define 1o mismo, pues al tomar c =7, d = a en el
Lema 2.4.2 tenemos

(8~ HN®(r +w)) " = (@ Ha)B(a +w)) . (2.4.3)

- -1
Si define D, := ((‘D"l(a)(ﬁ(a + w)) g ) ¥ por la relacién anterior tenemos D = D,.
Asi que podemos reescribir la matriz de Green en la siguiente manera:

Glt,s) = B()I+ D)@ Ys), e<s<tgatw
T @) DEY(s), at<s<atw

para cualquier a € R.

Lema 2.4.3. _

Supongamos que la condicion (N,,) se cumple. Sea D = (((D“I(T)(I)('r + w))_1 —‘I) ,
donde ®(t)es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.1.3), entonces tenemos las
siguientes igualdades:

(I+D)= (@ Yr)2(r+ W) D= (I -@UN)B(r+w) "}, (2.4.4)
P()DO 7t +w) — B(E)DDL(E) = I, (2.4.5)
(I + D)o Y+ — w)d(7) = D. (2.4.6)
Demostracion:

@) I— (37N r)@(r +w)) + (27 H(7)(r +w)) = I
& @1 (Ne(r +w) (@B +w) 7 = 1) + (@7 +w)) =1
& (@7YM2(r +w)) + (27118 (r + w)) (((I:"l(r)@(r +w) 7 - I) -
= (@@ +w) ™ ~1)7
oI+ ((@'1(1’)@(1' +w) - I) T o (3 ) w)) (((I"'l(‘r)CIJ(T +w) " - I)
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) (871 ("7 +)) 7 D = (@7H0)(r +w) 7 (27N +w) T - 1)

= (@2 +w) 7 - 1) @ ma(r +w)
(I~ (oY 7)B(r + u.r)))_1 .
Por a) y b) se concluyen (2.4.4).

I

c) Por la Observacién 2.4.1, tenemos ®~1(¢ +w) = &7 + w)@(7)®~1(t). De donde,
B()DP ™t + w) — B()DBL(2) = B(E)DE (7 + w)B(7)D}(t) — D(E)DIL(¢)

=&(t)D (217 + w)@(r) - I)) &~1(2)
= I

d) Por la Observacién 2.4.1 y (2.4.3) tenemos

Bt — w) = BT UN(r —w) y (3 U)B(r +w)) ™" = (87N — w)B(r)) .

Al reemplazar las dos relaciones anteriores obtenemos (2.4.6).
En efecto:

(I+ D)@ Y7 —w)®(r) = (I- o~r)®(r + t:.:))"1 &~ — w)d{7)
=(I-0Yr- w)@(f))_1 (21 (7)&(r - w))—1
= (@' )¥(r—w)) - )7
= (@ +w)d(r) -N"'=D.0D

Nétese que por (2.4.4) se sigue que G(7,s) = G(7 +w, 5).

Alora veamos un resultado importante que nos da una condicién para estudiar la solu-
cién periédica del sistema (2.1.1).

Lema 2.4.4.
La Matriz de Green G(t,s) es doblemente w-periddica, i.e. G(t + w, s +w) = G(3, s).
Demostracién: Supongamos s,t € [, 7+ w).
Caso : 71 €s <t <74 w.
Bt +w) (I — 2 Hr +w)B(7 + 2(.‘1))"1 (s +w)
= 2()2 1) @(r +w) (I - 271 (1)8(r + w)) " @77 + w)B(r) D (s)
= &(t) (27N + w)B(r) — 1) 7 877 + w)B(r) B (s)
= &(t) (21 (1)3(7 + w)d~ Y7 + w)B(7) — 3~ HP)B(r + w)) "} & (s)
= ®(t) (I — &~ Hr)B(r +w)) " &1 (s).




CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERICDICAS DE DEPCAG 42

Caso2: 7€t <s€ 74w

(D(t—!—w)]((q)"l(‘r Fw)(r + ) - I)_l &7 (s + w)
= B(1)2H(r)B(r +w) (271 (r + ) B(r +w) ~ 1) 37X(r +w)B(r)E(s)
= () Hr)B(r + w) (&7 + w)B(r) — I) T &7 + w)B(r)27(s)
= &(2) {&"U7)B(T + W) (7 + w)B(7)E T + w) ()
—3~YP)B(r + w)® (1 + w)B(r)} T B I(s)
= &(t) (371 (r +w)B(r) — )" &7 (s)
=200 (@' (20 +w) 1) 87).

Lo que concluye la demostracién del Lema. &
Proposicién 2.4.1.

Supongamos que las condiciones (N,), (Pup)) ¥ (Piw) se satisfacen. Entonces para
cualquier (1,€) € R x R?, y(t) = y(t,7,£&) es una solucién w-periddica de loa DEPCAG

(2.1.1) en el sentido de la Definicicn 2 si y solo si es una solucidn w-periddica de la ecuacion
integral

ve) = [ " Gt )f (s, u(s), y(y(s)))ds, pera t € [r,7 +ul, (2.4.7)

donde G(t, s) es la Matriz de Green.
Demostracién: Sea y(t) = y(t,,£) una solucién w-periddica de la DEPCAG (2.1.1) y
que satisface la condicién inicial y(7) = £. Por la férmula de varjacién de parimetros en

DEPCAG (1.3.2), tenemos
t
y(t) = ®(t,7)§ -l-f B(t, s)f (s, y(8), y(v(s)))ds, - (2.4.8)
donde ®(t) es una matriz fundamental del sistema (2.1.3). Por otra parte, si y(¢,7,£) es
w-periédica, entonces y(t + w, 7, &) = y(¢, 7, €). Luego, reemplazando t =7 +wen (24.8) y
y(r +w, 1, €) = y(7, 7, &), se obtiene que
T izt
E=y(r+w) =B+t [ B +w, /v v
T

de donde se sigue:

Tty

(-dr+wm)e= [ 8 +w,956u(6), u(s))ds.
T

Por (N} v la Observacién 2.1.1, det (I — ®(7 + w, 7)) # 0, se obtiene que

Tebos
£=(I-B(r +w,1) f B(r -+ w, ) F (5, 9(s), y(7(s)))ds
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Al reemplazar £, dado por la expresién anterior, en (2.4.8) obtenemos que
1 T+
v(0) = 8670 - B +w,m) [ 8+, 556 u(6),y(r(e))ds
T
£
+ [ 86,976,300 yr(e)ds,
T
que podemos reescribir en la siguiente formas:
Tt
= [ 69766 yr(EN)ds.
T
En efecto: Tenemos que

2N r) (I - B(r +w, 7)) B(r +w) = (@7Hr +w)O(r) - )
Luego,

0 = 8(67) (0 = B 7)™ [ 80 +0,5) (6,306 ()i
+8(t,7) (I — ®(7 +w, 7)) /t " (7 +w, 5)f(s,y(s), y(v(s)))ds
+ [ 86,9169 ula($))is
= /T t 3(t) ((‘I’"l('r +w)d(r) - 1)+ I) B(s) "1 f (5, u(5), w((s)))ds
+ [ 20 @ o) - 1) S 6w
= (20w + D o6 vtrMis + [ ODE )15, u(5) wlr(os
= [ 6165, 0(5) ot
Ademas,

742w
Yt +w) = / ORI

T+
= [ Gttt s+ ) (s + s+ 0), vl +w))ds

T+
= [ 6t a1 906, wtrta)s
= y(t),

pues, G(t +w, s + w) = G(t, s) por el Lema 2.4.4.

Luego, y(t, 7, £) dada por (2.4.7) es una solucién w-periédica no constante del sistema (2.1.1).
Ahora, supongamos que y(¢,7,£) es una solucién w-periddica no constante de la ecuacién
integral (2.4.7). Derivamos (2.4.7) y obtenemos,
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vo = ([ ctastu)ataionas)
~ o) | (4 D)&Y(s) f(s, wls), ylr(s))ds + B + D)B(6) F (6 w(t), wr(2))
+o') [ " (D8 (s) £ (s, y(s), w(r())] ds — B DI (1) (6 1(E), yr()

= A(t) ( f ™ 6t 5)F(5,9(5), y(fy(s)))ds) + £l () 9(1(0)

= A(t)y () + F (& (), w(v())),

pues, &) + D)@71(t) — ®()D21(t) = I. Asi, y(t,7,£) es una solucién w-periédica de
la DEPCAG (2.1.1). O

A continuacidén, veremos otra representacién de solucidn w-periddica que usaremos para
estudiar la existencia de soluciones w-periddicas de sistemas nolineales de DEPCAG en la
seccidén 2.6.

Proposicién 2.4.2.

Supongamos que las condiciones (Nu), (Puy) v (Piw) se satisfacen. Entonces para
cualquier (1,€)} € R x R®, y(t) = y(t,7,€) es una solucidn w-periddica de la DEPCAG
(2.1.1) en el sentido de la Definicidn 2 si y solo si es una solucidn w-periddica de la ecuacién

integral
i4w

y®)= | G(t,s)f(s,y(s), u(v(s)))ds, parat€R, (2.4.9)

donde é(t, 5) = ®(t)D®"1(s), B(t) es una matriz fundamental de (2.1.3) y D se define en
(2.4.1).

Demostracién: Supongamos que y(Z, 7, ) una solucién w-periddica de la DEPCAG (2.1.1)
que satisface la condicién inicial y(7} = &. Por Proposicién 2.4.1, tenemos (2.4.7): -

T4
v = [ Gt )6, wlrta)s
t T4
= j O(t)(I + D)2 () f (5. y(s), yly(s)))ds + ft ()DL (s) f (3, (), y(¥(s)))ds.
Ahora, queremos demostrar que (2.4.9) es equivalente a (2.4.7). Por Lema 243, D =

-1
((@"1(7')@(7' + w))_l —TI ) tenemos las siguientes relaciones,

(I+D) = () ®(r+w)) D= - & (#)d(r+w)) ", (I+D)d (r—w)&(r)=D.

Por Observacién 2.4.1, tenemos ®(t — w) = ®()@~1(1)O(T — w).
Hacemos el cambio de variable s = u — w y aplicando las relaciones anteriores tenemos,

4w
¥(t) = B(t)(I + D)2 (u ~ w)f(u ~ w,y(u — w), y(y(u — w))du

Ttw

T i
4 /t' B()DE(s) f(s, y(s), y(v(s)))ds
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o
= [ 8)(1 + DYB 2 r — w)B () ), w(a), Wy () e

4w

Ttw
+ ft B(£)DBY(s) (5, y(s), u(v(s)))ds

ttw T+w
= @(2) D& (u) f (2, y(n), y(y(w)))du + ./: () D2 (s)f (5, y(s), y(¥(s)))ds

T
£t
=/ B()D® " (s) f(s,y(s), y(v(s)))ds.
Ademis,

£4-2w

y(t+w) = ]Hw Bt +w, 5)f(5,4(s), y(v(5)))ds
= [T G+ (s oyl + ) ir(s +o s
t-fwr

= | Gt )f(sy(s) ylr(eN)ds = y(e).
Por Proposicién 2.4.1 se concluye que y(t) es solucién w-periédica de (2.4.9).

Supongamos ahora que y(#) = tH"”' é(t, 8)f (s, ¥(s), y{v(s)))ds es una solucién w-periddica
de la ecnacién integral, Derivamos la solucién de (2.4.9), usando (2.4.5), obtenemos

4t - !
J(t) = ( e s)f(s,y(s),y(«y(s)))ds)

ttw

o) [ ™ Da1(s) f(s, y(s), y(r(s)))ds + B(2) ( [ D), ycs),y(w(s)))ds)

t-Fw
= A)B() /t D37X(s) f(s,9(s), y(v(s)))ds

+@(E)DD(t +w) (F(E +w,y(t +w), y(v(t +w))))

— @) D2t +w) (5, 3(5), 3(7(5)))

= AQ)y(t) + [2()D27 (¢t +w) — D) (F(£ w(2), y(v())))
= A(E)y(t) + £ (& y(£) y(+(2))).

Luego, y(t, 7, £) es una solucién w-periédica de la DEPCAG (2.1.1), parat € R. O

Definicién 2.4.2. (Operador de Green)
Definimos el operador de Green T : P, — P, tal que

Ty = [ GG, 005N () (2.4.10)

donde G(t, s) es la Matriz de Green del sistema (2.1.1).
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Proposicién 2.4.3.

Supongamos gue la condicion (Cs) se cumple. Entonces, el operador de GreenT" definido
por (2.4.10) es completamente continuo.
Demostracién:
Consideremos B={y € R": |ly|< R}y S={yve€P,: |y| < R}, donde R > 0.
Primero, probaremos que T es continuo.
Por la condicién (Cy), f(t, z,u) es continua para (i, , 1) sobre el compacto |7, T+w] x Bx B,
luego, f(t, z,u) es uniformemente continua sobre [7,7 + w] X B x B. Entonces, para cada
g >0existeun § = 8(¢’) > 0 tal que si |21 — zo| < &, ju1 —ug| € 6 (25,21, €B,i=1,2) y
s € [1, 7 + w], entonces,

|f(S, Il,u’l) - f(S, T2, 'U.2)| <€
Sean y1,y2 € Py, dado un € > 0, tomar £’ = wew > 0, donde cg = méx |G(¢, s)|-
t,s€[r,T+w}

Sea ||ly1 — y2|| < 6, tenemos

T

3 " [G(, ) If (5, m1(8) 1 (v(s))) = f (5, w2(s), ya(v(s)))] ds

TFw
f cqe'ds
T

L cge'w =e.

Tua(t) - Tontt)l < [

M

Esto prueba la continuidad del operador T

Ahora probaremos que T es compacto.

Sea y; € B, i = 1,2. Por la continvidad de f (£,1,12), si 7 <t < 7 +w ¥ 31, y2 pertenecen
al compacto B, existe un M > 0 tal que |f (#,%1,y2)| < M. Sea y, € S, n € Z., entonces
podemos estimar Ty, (t),

T+w
ITya(t)] < / (G, 5)F(5,n(5), v (¥()))] ds

£ egMuw.

Por (2.4.10},

@onte) = ([ " 16, 9) £, Y, 31 i)
— A®Tya(®) + £ 3m(0), vlr (D),

como A(t), Tyn(t) ¥ f (£,11,y2) son acotados, por eso, I(Tyn(t))'l < K, para alguna cons-
tante positiva K. La sucesion Ty, es uniformemente acotada y equicontinua. Luego, la de-
mostracién es una consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli. O
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2.56. Sistemas Periodicos Semi-Lineales

En esta seccidn, estudiamos varias condiciones suficientes para la existencia y la unicidad
de soluciones w-periédicas de la DEPCAG:

y'(2) = A(t)y(t) + F (& y(2), y(¥(£)))- (2.5.1)

En el proceso, utilizamos el operador de Poincaré y el operador de Green con la matriz
de Green definida en las secciones 2.3 y 2.4. El problema de la existencia de una solucién
w-periddica de sistemas semilineales de la DEPCAG (2.5.1) puede ser reducido al problema
de la existencia de los puntos fijos del operador de Poincaré 6 del operador de Green. Uti-
lizaremos los teoremas del punto fijo de Banach, Brouwer, Schauder y Schaefer para
demostrar la existencia de solucién semilineal w-periédica de la DEPCAG (2.5.1). En la
iltima seccidn, se presentan ejemplos sobre. DEPCAG en caso escalar.

Primero, veremos algunas notaciones para simplificar el lenguaje que motiva el estudio
de la existencia y la unicidad de soluciones w-periédicas de la DEPCAG (2.5.1).

co= méx |B(s)|, co= méx |G, s), D={~®(r+w,7)) . 2.5.2

o=, mix 10(t)], o=, mix [GG9), D=(~2r+wm)". (25

Las hipdtesis que estdn en las piginas 32, 33 y 35 serdn ocupadas durante la scecién
2.5.

Lema 2.5.1.

Supongamos que las condiciones (P, ), (Piw) y (LGy) se cumplen. Entonces y(t) =
y(t, 7, &) es la solucidn w-periddice de la DEPCAG (2.5.1) si y solo si y(7 +w) = y(7).
Demostracion: Si la solucién (2.5.1) es w-periédica, entonces y(v + w) = y(7).
Supongamos la solucién de la DEPCAG (2.5.1) se satisface y(r + w) = y(7).

Definimos «(t) = y(t + w) en R, entonces, se demostrard x(t) = y(t).

Como las sucesiones {#;}, {£;} se satisfacen la condicién (w, p), por la segunda consecuencia
de la condicién (w,p), tenemos ¥(t + w) = y(t} + w.

Por eso,

K'(t) =9 (t +w)
=A(t +wylt +w) + fEFw, gt +w)y(y(E+w)), 27
= A(t)(t) + f(t, &), c(v(2))), t = 7.
Asi que & es otra solucién de la DEPCAG (2.5.1). Por la condicién (LGy), la solucién de

la DEPCAG (2.5.1) es unica con la misma condicidn inicial, entonces tenemos x(t) = y(t)
en R. Por lo tanto, &(f) = y(t +w) =y(¢). O

A continuacién veremos distintas condiciones posibles para estudiar la existencia de
solucién semilineal w-periédica de la DEPCAG (2.5.1).
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A continuacién veremos cuando el sistema w-periédico de la DEPCAG (2.5.1) satisface
una condicién de Lipschitz, usando una nueva técnica, la cual estima primero la solucién
de la DEPCAG (2.5.1), luego se sustituye esta estimacién de la solucién y de DEPCAG en
el operador P para estudiar una condicién necesaria de tener un punto fijo de operador P
(ver Lema 2.3.2). En el proceso, utilizamos el teorema del punto fijo de Brouwer (Teorema

1.3).

Definimos B = {y € R*: [|y]| < R}.
Teorema 2.5.1.
Supongamos que las condiciones (Ny), (LGy), (Pw.p) ¥ (Piw) se cumplen. Sean
o= sulg |f(,0,0)] ¥ R una constante positiva satisfaciendo la desigualdad:
te

pR + acyw|D| < R, (2.5.3)

donde p = f‘_Li[f)'], ¢ se define en (2.1.5). Entonces, la DEPCAG (2.5.1) tiene una solucidn
w-periddica en B.
Demostracidén: Sea el operador P : R® — R™ definido por (2.3.1),

Pe = D (y(r +w,T,€) ~ CE).
Por el Lema 2.3.2 y la Observacién 2.3.3, P es una funcién continua y

cas| D]

|P¢| < (

esto es, [PE| < pl¢] + acpw|D]. Si |€] € R, por (2.5.3) tenemos |P¢| < R.

Luego, P es una aplicacién de una bola cerrada B(0, R) en si misma. Por el teorema del
punto fijo de Brouwer, tenemos un punto fijo £*, P£* = £*, y la correspondiente solucién
y(t) = y(t,7,£*) es w-periédica. Luego, la DEPCAG (2.5.1) tiene una inica solucién w-
periédica armdnica con la condicién inicial y(7) = £*. O

Observacidén 2.5.1.

Si la periodicidad (Piw) es satisfecha por w = w1 ¥ (Pgup)) POr w = w2 y wy ¥y we son
comparables, entonces ambas periodicidades (P1w1) ¥ (Pu.,») son al mismo tiempo satis-
fechas por w = m.c.m(wy,wa), donde m.c.mwy, wa) dencta el minimo comiin miltiplo entre
wy ¥ wo. En el caso general, es posible que existan tres posibles periodos, w; para A, ws para
[ v w3 para {t;}, {;}. Asf pues, en esta situacién, nuestro resultado asegura la existencia
de una solucién w-periddica con w = m.c.m(wy, s, w3). Esta solucién se denomina solucién
subarmonica.

Corolario 2.5.1.
Supongemos que las condiciones (Nu), (LGy), (Pap) ¥ (Piwe) se cumplen, donde
w = m.c.m(wy,we,ws). Sean « = sup|f(£,0,0)| y R una constante positive satisfaciendo
teR

la desigualded (2.5.3). Entonces, le DEPCAG (2.5.1) tiene una solucidn w-periddica sub-
armdnica en B.
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Ahora, usamos el teorema de punto fijo de Banach para probar la existencia y unicidad
de solucién periddica de la DEPCAG (2.5.1).

Teorema 2.5.2.
Supongamos que las condiciones (Nu), (LGy) (Pyp) ¥ (P1w) se cumplen. Sea p < 1,

donde p se define en Teorema 2.5.1 Entonces, la DEPCAG (2.5.1) tiene una tnice solucidn
w-periddica.

Demostracién: Por Lema 2.3.2, tenemos |P&; — Pés| € p|é1 — £2|. Entonces, P es un op-
erador contractivo, ¥ por el teorema del punto fijo de Banach y el Lema 2.5.1, la DEPCAG
(2.5.1) tiene una tnica solucién w-periédieca.

Corolario 2.5.2.

Supongamos que las condiciones (N, ), (LGy), (Pyup) ¥ (Pren) se cumplen, donde
w = m.com{wy, we,ws). Sea p < 1, donde p se define en Teorema 2.5.1. Entonce.s, lo DE-
PCAG (2.5.1) tiene una inice solucidn w-periddica subarmdnica.

Similarmente, aplicando el teorema del punto fijo de Banach para el operador 7" tenemos
el signiente teorema.

Teorema 2.5.3.
Supongamos que las condiciones (N, ), (LGys) (Pwpy) ¥ (Piw) se cumplen. Sea

T+w
(= CG/ [7:(s) + mafs)]ds < 1, para todo T € R.
T

Entonces, la DEPCAG (2.5.1) tiene una unica solucion w-periddica.

Demostracién: Sean y;, ye dos soluciones de la DEPCAG (2.5.1). Sea el operador T
definido por (2.4.10), tenemos |[Ty:(2) — Ty2(t)] < (lly1 — ¥2||. Entonces, T es un operador
contractivo, y por el teorema del punto fijo de Banach, la DEPCAG (2.5.1) tiene una iinica
solucidon w-periddica. O

Corolario 2.5.3.

Supongamos que las condiciones (N,), (LGy), (Pyp)) ¥ (Piwo) se cumplen, donde
w = m.cm(w,ws,ws). Sea { < 1, donde ¢ se define en Teorema 2.5.3. Entonces, lo DE-
PCAG (2.5.1) tiene una tnica solucidn w-periddica subarmdnica.

Observacion 2.5.2.
Comparamos las constantes contractivas de Teorema 2.5.2 y Teorema 2.5.3. Sea

T4
/ [7:(8) + 7ma2(s)]ds = £.

Sieg < —I—D-ﬁ_——e implica p < ¢. Sea ¢ < 1, entonces, Teorema 2.5.2 es una consecuencia
inmediata de Teorema 2.5.3. Si cp > EEBC'IG-;Q implica ¢ < p. Sea p < 1, entonees, Teo-
rema 2.5.3 es una consecuencia inmediata de Teorema 2.5.2. Por eso, si cp €s menor gue
m, el resultado que utilizamos el operador P es mejor que T'. Pues, puede haber el
caso p < 1 < (. En el caso contrario, el operador T' es mejor que P.
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Observacion 2.5.3.

Si en tres teoremas anteriores, se sustituye la hipétesis (LG;) por (LUjy), cambiando
la condicién de Lipschitz global por uniforme (considerar 1y = 72 = L), todos resultados
validos para (LGy), también son validos para (LUy).

Veremos que el sistema w-periddico de la DEPCAG (2.5.1) necesita condiciones mds
débiles que los dos teoremas anteriores, por ejemplo no se necesita la condicién de Lips-
chitz, pero se pide una condicién de invariancia para que cualquier subconjunto de P, sea
invariante por el operador T. En el proceso, utilizamos el teorema del punto fijo de Schauder.

Teorema 2.5.4.
Supongamos que las condiciones (N, ), (Cy), (Ply)) y (Piw) se cumplen y que eziste
un nimeroe positivo R tal gque

m y Y1, 2.5.4
TSE<T W, ]u1l[y2[<RIf( v )l < ( )

Entonces la DEPCAG (2.5.1) tiene una solucidn w-periddica {lyl] € R

Demostracién: Considerar S = {y € P, : [|y]| < R}, donde R > 0, demostraremos que el
conjunto S es invariante por el operador T definido en (2.4.10). Por la Proposicién 2.4.3, el
operador T es completamente continuo y el resultado de este teorema serd una consecuencia
del teorema de punto fijo de Schauder.

Sea |ly[l < R, por la hipétesis (2.5.4) , estimamos Ty

T4+w
ITy(2)] < / IG(t, )] (5, 5(5), w(r())] ds

< cow max t,1 <R

= rstsr+W.[yxl,lyalsR|f( . v2)l <
Por eso, T' mapea la bola cerrada B(0, R) en si mismo, ademds T es completamente con-
tinuo, por lo tanto, podemos aplicar el teorema del punto fijo de Schauder, entonces la
DEPCAG (2.5.1) tiene por lo menos una solucién w-periédica ||y]] < R. O

Corolario 2.5.4.
Supongamos que las condiciones (Nu), (Cr), (Plup)) ¥ (Piwn) se cumplen, donde w =
m.can(w), we, w3). Supongamos que existe un nimero positivo R tal que

lf( )ylay2)|

m
T&tET 4w, jnllnl$R

Entonces la DEPCAG (2.5.1) tiene una solucidn w-periddica subarmdnica |ly|| < R

Finalmente, veremos que para obtener solucién w-periddica de (2.5.1) se necesitan condi-
ciones mds débiles que el Teorema 2.5.4, de hecho, no se pide una condicion de invariancia
(2.5.4). En el proceso, utilizamos el teorema del punto fijo de Schaefer (Teorema 1.4) con
el operador T.
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Teorema 2.5.5.
Supongamos que las condiciones (N,), (C;), (Puop) ¥y (Piw) se cumplen y que existe
un nimero positivo M tal que

A < M. ki3
I S VA CH R ) (2.5.5)
Entonces la DEPCAG (2.5.1) tiene por lo menos una solucidn w-periddica.
Demostracién: Considerar

A={yeP,: y=ATy para algun A € (0,1)}. (2.5.6)

Demostraremos que el conjunto A es acotado, donde T se ha definido en (2.4.10). Por
Proposicién 2.4.3, el operador T es completamente continuo y el resultado de este teorema
serd una consecuencia del teorema del punto fijo de Schaefer. Por la hipétesis (2.5.5) ,
estimamos y = ATy '

T

=2 swp (ry@l< [ 1661 uleh el ds

1€[r,m+w) T

< cgwM.

Poreso, sup |y(t)| < cawM. Asi vemos que la acotacién de todas las posibles soluciones
te[rrtuw]
de y = ATy es independiente de A y aplicamos el teorema del punto fijo de Schaefer pro-

duciendo la existencia de al menos un punto fijo para (2.4.10) y, por tanto, la DEPCAG
(2.5.1) tiene por lo menos una solucién w-periédica. O3

Observacidn 2.5.4.
Si tomamos R = Mcew, el Teorema 2.5.5 es una consecuencia inmediata de Teorema

2.5.4.

Corolario 2.5.5.
Supongamos que las condiciones (Ny), (Cy), (Psp)) ¥ (Piwn) se cumplen, donde w =
m.c.mwy, we, w3). Supongamos gue eziste un nimero positivo M tal que

|f(t:y11 y2)l < M.

max
T<iSTtw, y12ER
Entonces la DEPCAG (2.5.1) tiene una solucidn w-periddica subarménica.

Observacion 2.5.5.
Consideramos finalmente la ecuacidn semilineal de la DEPCAG del estilo;

y'(t) = A{t)y(£) + B)y(v()) + g9t y(2), y(v(2)))- (2.5.7)

dondeteR, ye R, A, B: R — R"™yg:RxR"*xR" — R" son funciones continuas
w-periédicas en £, para todot e Ry y(t) = &, si t € [t;, ti31) ,1 € Z.
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Sea ¢g una funcién de Lipschitz tal que
lg(t, 71, 11) — 9(£, 22, 12)| < 22(2) |21 — w2l + 22(2) |y1 — 22 (2.5.8)

donde g1, 02 : R — [0, 00) son funciones localmente integrables y & = sup |g(, 0, 0)|.
teR

Supongamos la hipétesis {H): la funcién
o3(t) = o2(8) + | B(t)| (2.5.9)

donde g1(f), pa(t) satisfacen

Tw
c:q,/ [e1(s) + ga(s)]ds < ¢ < 1, paratodo T €R.
T

Con la hipétesis (H) y el mismo método de la demostracién de Teoremas 2.5.1, 2.5.2 y
2.5.3, podemos asegurar la existencia de soluciones periédicas de la DEPCAG (2.5.7).

Los Teoremas 2.5.4 y 2.5.5 se aplican ficilmente a

f&y(@),v(r(2))) = BRy(x(®)) + 9, y(2), y(v(2))-
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2.6. Sistemas Periodicos con Distintas Perturbaciones

En esta seccidn, esfudiamos varias condiciones suficientes para la existencia y la unicidad
de soluciones w-periddicas de la DEPCAG (2.1.2):

2(t) = At)z(2) + f(¢, 2(£), 2(v(D)) + 9(t, 2(2), 2(v($))), tER. (2.6.1)

En el proceso, utilizamos el operador de Green con la matriz de Green definida en la sec-
cién 2.4, El problema de la existencia de una solucién w-periddica de sistemas semi-lineales
perturbados de la DEPCAG (2.6.1) puede ser reducido al problema de la existencia de los
puntos fijos del operador de Green. Utilizaremos los teoremas del punto fijo de Krasnosel-
skii (Teorema 1.6) y Schauder para demostrar la existencia de una solucién periédica
de la DEPCAG (2.6.1). Nosotros también utilizamos el teorema del punto fijo de Banach
para demostrar ]a existencia de una tinica solucién periédica. Los resultados de esta seccién
se han presentado en el Congreso del LXXIX Encuentro de la Sociedad Matemdtica de
Chile [20] con el tema: “Green’s function for periodic solutions in alternately advanced and
delayed differential systems”.

La siguiente proposicion es importante para nuestros resultados.
Proposicién 2.6.1.

Supongamos que las condiciones (N,), (Ppy)) v (Paw) se satisfacen. Entonces, para
cualquier (1, z(7)) € RxXR", 2(t) = z(,7, 2(7)) es una solucidn w-periddica de ln DEPCAG
(2.6.1) si y solo si z es una solucion w-periddica de la ecuacidn integral para ¢ € R,

4w

0= [ Gt f(a2(e), 206 +ole2(a) 2] ds,  (262)

donde é(t, s) se define en la seccidn 2.4.
Demostracién: La demostracién se prueba en la Proposicidn 2.4.2, en el caso,

£t 2(), 2(v(@))) = F (2, 2(2), 2(v(2))) + 9(t, 2(2}, 2(+(2))). O

Ahora definimos el operador S : Py, — Py,

ttw

=)= | G(t, s) (f(s,2(s), 2((s)) + 9(s5, 2(s), 2(7(s)))) ds, VEER,  (26.3)

donde, é(t, s) que se define en la seccién 2.4.

El operador (2.6.3) estd bien definido por el método que se ha construido en la Proposi-
cién 2.6.1,

Ahora usamos el teorema del punto fijo de Krasnoselskii que nos permite demostrar
la existencia de una solucién periédica.

Nétese que para aplicar tal teorema, tenemos que construir dos operadores, uno es de
contraccién y el otro es completamente continuo. Por lo tanto, expresamos la ecnacién
(2.6.3) como

(S2)(2) = (A)(t) + (B2)(D),




CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE DEPCAG 54

donde, A, B: P, — P, son dados por

t-fw

ARDO = | Gl 3) (5 2(s), 2(v(s)))ds, (2.6.4)

tw

BE@ = [ Gt (s 2(6), 2a(s)) ds. (2.6.5)

Primero recordamos que las hipétesis estdn en las pdginas 32-35 y una notacién para
simplificar el lenguaje que motiva el estudio de la existencia y la unicidad de soluciones
periddicas de la DEPCAG (2.6.1): ¢z = |G(, s)].

Lema 2.6.1.
Supongamos que las condiciones (N, )} y (LLy) se cumplen. Si A es dado por (2.6.4) con
calh < 1, entonces A es un operador contractivo.
Demostracién: Sea A definido por (2.6.4). Entonces para i, ¢ € P,,, tenemos
4 — ACll = sup |Ap(t) — A((L)]

tefr,r+w]

< s [7]86 1560 ple) o) - FCEN N s

te[r,r+w)

max
seftttw)], tefr,r+uw]

4w
< sup f ¢ [p1(5) [6(5) — ()] + Pa(s) lo(r(s)) — C(r(s)) 1 ds

te[r,r+w)

<es ( s [ Ipa(s) +pa(s) czs) ke =il

te{r,rlw] Jt
<cglifle—<ll-

Luego, A es un operador contractivo. [J

De la misma manera, para el operador B, obtenemos:
Lema 2.6.2.

Supongamos que las condiciones (N,,) y (LLg) se cumplen. Si B es dado por (2.6.5) con
cgle < 1, entonces B es un operador contraciivo.

Lema 2.6.3.

Supongamos que las condiciones (N,,) y (C;) se cumplen. Sea B dado por (2.6.5), en-
tonces B es completamente continuo.
Demostracién: Consideremos B = {z€R": [z <R} y & = {z€P,: |zl <R},
donde R > 0. Primero, probaremos que B es continuo.
Por la condicién (GCy), g(t, ¥, 1) es continua para {¢, ¥, u) sobre el compacto |7, 7-+w] xBx B,
luego, g{t,y, ) es uniformemente continua sobre (7,7 + w] x B x B. Entonces, para cada
g >0existeun § =d(e’) > 0tal quesi |y1 —y2] <6, [u1 —u2| €6 (¥5,1: €B,i=1,2) y
s € |1, 7 -+ w]|, obtenemos la estimacién

lg(s, 31, u1) — g(s,y2,u2)| < &',
Sean 21,22 € 5 dos soluciones de (2.6.5) tales que

lz1(s) — z2(s)| S o1 — 22|l = sup [21(s) — za(s)] < &
s€[t,ttw]
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Ahora estimamos

|Bzy — Bzoll = sup |Bz () — Bzo(t)|
tefr 7w

e,
< s [7]G( 9l 2a(e () — 0 o, 2o(e),zaC ()] s

tefr,7w)

£t
< sup / cpe'ds S czelw =e.
teR J¢

Esto prueba la continuidad del operador B.

Ahora probamos que B es compacto. Sea z; € B, 7 = 1,2. Como s pertenecs al compacto
[t,t+w)] y 21, 22 pertenecen al compacto B, por la continuidad de g (s, 21, 22) en el compacto
(£, ¢ +w] X B x B, existe un M > 0 tal que |g (s, 21, 22)| € M. Sea 2, € §, n € Z, entonces
podemos estimar Bz,(t),

fw
IBzall = sup |Bza(8)] < sup f G2, )| 195, 205, 2l (s)))] s
1/t

te[r,7+w) te[r,m+w

t+wr
<cz s [ lgfs,m(s) (o)) ds < e
tefr,T4w] Jt

Como en la demostracion de Proposicion 2.4.2 tenemos
(Bzn(t)) = A(t)Bzn(t) + g(£, 2n(£), 2a((2)))-

Asi, por las acotaciones de A(t), Bz,(t) y 9(t, 21, z2) implica ](an (t))"] < K, para alguna
constante positiva K. Entonces, la sucesién Bz, es uniformemente acotada y equicontinua
en [t,t + w]. Por el teorema de Arzela-Ascoli, B es compacto. Esto prueba el lema. {1

De la misma manera, para el operador .4, obtenemos:
Lema 2.6.4.

Supongamos que las condiciones (N, ) y (Cf) se cumplen. Sea A definide por (2.6.4),
entonces A es completamente continuo.

Como antes, sea S = {z € P, : ||z|]| € R}.
Teorema 2.6.1.
Supongamos que las condiciones (N,,), (M), (Cy), (LLy), (Pupy) y (Paw) se cumplen.
Sean o = sup |f(t,0,0)] y R una constente positiva satisfaciendo lo desigualdad:
teR

eg (1 +C2) B+ czw(ax+ p2) < R. (2.6.6)

Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene une solucidn w-periddica en S,

Demostracién: Por el Lema 2.6.3, B es completamente continuo. Por el Lema 2.6.1, el
operador A es una contraccién, Ahora demostramos que si ¢, ( € S, tenemos Ap+ B¢ € S,
esto es [[Ap + B([| < BR.

Sean , ¢ € S con [[¢], ||{|| € R. Entonces,
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ttw,
Mo+Bcl< sup [ [G(09) (s pledplr(s) = 1(5,0,0) ds
te[r,r+w] Jt

+ o [laea|Ire o0l s [0 |60l o0t

te[rr+w] telrriw)
t+ew
<cg( sw [ () +paleNds ) lipl + acge
te[rrtw] St

tE[r7-fw]
<ca(l1+Co) R+ cpw(a+pr).

E-tw
+ecz ( sup _/t [51(s) + K1(s)] ds) Il + pacgw

Por (2.6.6), tenemos [| Ay + B(|| < R. Las condiciones del teorema del punto fijo de Kras-
noselskii se satisfacen. Entonces, existe un punto fijo z en S tal que z(¢) = Az(2) + Bz(t).
Por la Proposicién 2.6.1, este punto fijo es una solucién de (2.6.1). La DEPCAG (2.6.1)
tiene una solucién w-periddica. [

TFeorema 2.6.2.
Supongamos que las condiciones (N, ), (Ms), (Cs), (LLy), (Plup)) ¥ (Paw) se satisfacen.
Sean = sup [g(t,0,0)| y R una constante positive satisface la desigualdod:
telk

€5 (Ci + La) R+ Caw (B+m) <R (2.6.7)

Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una solucidn w-periddica en S.
Demostracion: Andloga a la demostracién en Teorema 2.6.1. (]

A continuacién, utilizamos el teorema del punto fijo de Banach para demostrar la exis-
tencia y unicidad de una solucién w-periédica arménica de la DEPCAG (2.6.1).

Teorema 2.6.3.
Supongamos que las condiciones (N, ), (LLy), (LLg), (Pl yp)) ¥ (Paw) se cumplen. Si
cE (L1 + Lo) < 1. (2.6.8)

Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una tnica solucidn w-periddica.
Demostracidén:

et
I3o-aci< s [ 180, 9)| 1 e o) r(51)) = 5,3, ] ds

telr 7-tw)

i
+ sup )G 5] loter o) (o) - 9o, o) Cre)] s

te[r,r4w]
< cg (L + Le) lp = -

Se concluye la demostracién por el hecho de & es un operador contractivo. (3
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Teorema 2.6.4. Supongamos que las condiciones (N,,), (M;), (Mg), (Ct), (Cy), (Plup)
y (Pow) se satisfacen. Si

es (01 + 02) R+ 7 (,01 -+ pz) wg R (2.6.9)

Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una solucidn w-periddica en S.
Demostracidén:
Para probar que el operador & definido en (2.6.3) es completamente continuo, se sigue la

prueba del Lema 2.6.3.
Probaremos la condicién de invariancia, esto es, demostraremos que si ¢ € 5, tenemos

I € 5. Sea p € S, entonces,

| &3]
ISel = sup [Se(f) <cs sup ] (ma(s) [(s)] -+ mals) le(r(s))] + p1) ds
te[r,rtw] te[r,m4w] Ji

ttw
+og, s [ @ et + ) lotr(s)] + o) ds

Ebw t-tw
“<~Cé( sup ./:+ (m1(s) + ma(s))ds+ sup _/t (51(‘9)+ﬁ2('9))d3) el

te[r,T+w] te[r,r4w]
+c5(p1 + p2)w < ez (C1+ Co) [lol| + ez (o1 + p2) w.

Por (2.6.9), tenemos ||| < R.
Luego, & : P, — P, es completamente continuo y por la condicién de invariancia, entonces
por el teorema del punto fijo de Schauder, existe por lo menos un punto fijo en S.

Por la Proposicién 2.6.1, este punto fijo es una solucién de (2.6.1). Entonces, (2.6.1)
tiene una solucién w-periddica. [J

A continuacién veremos las consecuencias de los feoremas anteriores al reemplazar las
condiciones (Paw) por (Pawn) ¥ (Puw,p)) POr (P, p))- Tenemos la existencia de una solucién
w-periédica subarménica de la DEPCAG (2.6.1), donde w = m.c.m{w;, wa, w3, wyq).

Corolario 2.6.1.
Supongamos que las condiciones (N,,), (M), (Cy), (LLj), (Pwy,p)) ¥ (P2wo) se cumplen,
donde w = m.c.m(wy, ws, w3, wy). Sean a = sup |f(¢,0,0)] v R une constante positive satis-
€R

faciendo lo desigualdad:
s (L1+Ca) R+ czw (e + p2) < R
Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una solucion w-periddica subarmdnica en S.

Corolario 2.6.2.
Supongamos que las condiciones (N, ), (M), (Cy), (LLg), (P} ¥ (Pawo) se cumplen,
donde w = m.c.m(wi, ws, ws, ). Sean B = suplg(t,0,0)] v R una constante positiva satis-
teR

face la desigualdad:
ca (C1+ L) R+ CEw (B4 p1) < R

Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una solucidn w-periddica subarmdnica en S.
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Corolario 2.6.3.
Supongamos que las condiciones (N}, (LLs), (LLg), (P, p) ¥ (Pawo) se cumplen,
donde w = m.c.m(wy, wa, s, wy). Si

CE (Li+ L) < 1.
Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene una tnica solucidn w-periddica subarménica.

Corolario 2.6.4.
Supongamos que las condiciones (N,), (My), (Cr), (Cy), (Piusp)) ¥ (Pawo) se satis-
facen, donde w = m.c.om{wy, we, w3, wy). Si

cg(C1+Co)R+cz(p+m)w< R
Entonces la DEPCAG (2.6.1) tiene une solucion w-periddica subarmdnica en S.

Ejemplo 1. Consideramos la ecuacién diferencial escalar con argumento constante por
trozos de tipo generalizado:

2"(8)+ (ra2?(t) — 2) 2 () — 82(t) — k1sen(wt) 22 (y(E)) — ko cos{wt) = 0, K1,x2 € R. (2.6.10)

donde, la funcién y(t) se define en (1.2.2}, ademés las suicesiones £; y £; satisfacen la condicién

2w
W p) .
Escribiendo 2] = 23, podemos transformar la ecuacién (2.6.10) en el signiente sistema:

( - )’ = ( 2 ) ( - ) * ( glsen(wt)zf('y(t)) ) + ( - cos(wt) — raziz )

Sean A = ( g ; ): f(t, 2(2), z(v(2)) = ( 2lsen(wt)z'f('y(t)) ) y
6,0, 200) = (0, oty — et
Como la matriz A tiene los valores propios con la parte real no nula, por la Observacidn
2.1.2, el sistema 2’ = Ar no tiene solucién w-periddica no trivial.
Sean () = (p1(t), w2(t)), ¥(t) = (¥1(£), ¥2(2)). Denote por | - | norma suprema en R?
y definamos S = {z € Py, [|2]| < R}, donde R € R, satisface

2caR (K1 + K2R) < 1. (2.6.11)

Entonces, sean ¢, € S. Tenemos

g€y (), 99('70('))) = 9(, () O

0
S teligl-:'!—ul Ky cos(wt) — K2 (L)pa(t) ) - ( k2 cos(wt) — rap (B)ha(t) ) I

< sup l( ke (Y1) + p1(2)) 2(t)  ma(2) ) ( E:/b);g; :::Egg ) ‘

e (00
1 — 1

(alt) — oat)) )| = 202 B o =4I

< 2xR?  sup
te[r,r+w)
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Andlogamente, tenemos [|£(-, (), #(7(-)) = F(+ ¥ (), B(r(IN] < 261 R [l — .
Por el Teorema 2.6.3, la DEPCAG (2.6.10) tiene una tinica solucién 2X-periédica. O

Ejemplo 2. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial con argumento constante por
trozos de tipo generalizado:

B o —aule)eatt) + Z}L bis ()i (0) + 3 ciOai(z () + Te),  (2.612)

donde, a;, by, ci; ¥y I;, 1 < i € m, son funciones positivas w-periédicas, la funcién (&} se
define como #; = §&;, y las sucesiones #; y &; satisfacen la condicién (w,p) .

Ademas supongamos que

1) f; : R® — R™ es una funcién continua tal que para 1 < j < m:

Ifi(z) - £@)] < Liz -],  (2.6.13)

donde LeR; y fj (¢,0) =0.
2) Para cada R > 0, t € R, |z] < R, existen una funcién positiva localmente integrable &
tal que
lg;(t, )| < w(E)]z], 1<I<m, (2.6.14)

donde mdx > 7, | sup [ M [eis(s)r(s)]ds | < C, paraalgin w € Ry, 7 €R.
1<i<m = t€[r,m+w]

Definamos b, := mdx > 7o sup by(t) jw y L := méx sup I;(t) |, satisfa-
R T i (tE[r,T-}-w] 4 T asism \ selrraw) @ )

ciendo
calbs L+ C)R+cpliw < R, (2.6.15)

Como g; es una funcién perfodica no nula, por la Observacién 2.1.2 tenemos la condicién de
(N,). Entonces, por el Teorema 2.6.1, la DEPCAG (2.6.12) tiene una solucién w-periddica.
Veamos un ejemplo explicito: Sean z 2-dimensional, m = 2, ty = & = 3k, k € Z y sean

a; = 0,5, by; = bop = 0,08, byg =bg1 = 0,1, ¢;; = 0,09, I; = 0,4, f,,(:r)—sen(32:r:)+32:r:y
g,(:c('y(t))) = (1+cos(8t))z(v(t)), donde 7,7 = 1,2. Podemos verificar f; con una constante
de Lipschitz L = Tlg y ¢; con una funcién mayorante x(t) = 2. Ademds, existe R que

satisface (2.6.15):
8 9 8
e T w e 7
+ ..__] R+ —= — < R. 2.6.16
(eg ~ 1) [80 100 (e§ _ 1) 10 (2:6.16)

Entonces, por el Teorema. 2.6.1, este caso particular tiene al menos una solucién §-periédica.
0O
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2.7. Aplicaciones y Ejemplos

Nos concenframos en esta 1iltima seccidn a mostrar el uso de las ecuaciones diferen-
ciales con argumento constante por trozos del tipo generalizado en el area de los fenémenos
periédicos de la Naturaleza. Primero veremos cémo se intepretan los pardmetros de avances
y de retardos, en las cuales se produce una nueva idea de modelo llamado Modelo anticipato-
rio.(Primero veremos el sentido de Modelo anticipatorio donde se intepreta los pardmetros
de avances y de retardos), luego construyen dos modelos que ejemplifican las ecuaciones
diferenciales con argumento constante por trozos del tipo generalizado. Los resultados se
han presentado en el Congreso del Octavo Encuentro Chileno de Biomatemadtica [18] y
en el LXXVIII Encuentro de la Sociedad Mateméatica de Chile {19] con los temas: “Solu-
ciones periddicas para la ecuacion logistica de tipo alternadamente avanzado y retardado”
y “Modelo aniicipatorio para lo supervivencia de los gldbulos rojos®.

2.7.1. Modelo anticipatorio.

El bidlogo matematico Robert Rosen [49] introdujo el concepto de sistemas de antici-
pacién en 1985. Sistemas de anticipacién fueron definidos por este autor como los sistemas
gue contienen una representacién del propio sistema (no sélo depende las representaciones
externas sino también internas, que explico a continuacién). Las representaciones inter-
nas pueden ser utilizadas por el sistema de anticipacién porque el sistema de pardmetros
pueden ser variados y recombinado dentro del sistema. Es decir un sistema que contiene
un modelo predictivo de si mismo y/o su entorno, que le permite cambiar el estado en un
instante de acuerdo con las predicciones del modelo en relacién a este ltimo instante. Mds
precisamente, un sistema anticipatorio M es uno que contiene un modelo de un sistema S
con el que interactia. Este modelo es un modelo predictivo; sus actuales estados proporcio-
nan informaciones acerca de los futuros estados de S. Ademas, el estado actual del modelo
provoca un cambio de estado en otros subsistemas de M.

Un sistema biolégico puede utilizar este grado de libertad para la adaptacién antici-
pada, es decir, haciendo una seleccién en el presente entre sus posibles representaciones
en la préxima (fenotipica) exposicién. En la economia (Business Cycle), este modelo se ha
utilizado para simular el futuro comportamiento de los sistemas que contienen parimetros
de avances y de retardos en su funcionamiento [22]. (Dubois 2004).

El estudio de los sistemas anticipatorios requiere un modelo que es suficientemente com-
plejo para acomodar las representaciones del sistema dentro del sistema bajo estudio. Estos
sistemas ya no son un modelo del mundo externo, sino que conllevan las representaciones in-
ternas de sus correspondientes entornos en los términos de posibles nuevos acontecimientos.
En ofras palabras, la posibilidad de anticipacién en los sistemas puede considerarse como
una consecuencia de la complejidad del ‘modelo analitico. Esta complejidad se encuentra
por un momento temporal no como. una histérica dada, sino como otro grado de libertad
a la disposicién del sistema. Este grado de libertad, es decir, utilizando diferentes relojes,
permite la adaptacion activa a los cambios en el medio ambiente a través de la anticipacién
por invertir la flecha del tiempo en algunos lugares mds que (o diferente de) otros.

En lo que respecta al planteamiento, proponemos que se estudie la posibilidad de in-
troducir no sélo un retardo en estas ecuaciones, sino avances también. De este modo, los
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sistemas anticipatorios también pueden servir como modelos eficientes de poblacién. En
las ultimas décadas esta ideologia ha sido muy fructifera en muchas aplicaciones de teorias
matemaéticas. Un enfoque previsorio estimula importantes investigaciones matemdticas {3]
[22] ¥ [49]. Los sistemas anticipatorios han empezado a ser considerado en el contexto
de nuestra investigacion para obtener criterios de existencia de soluciones periddicas para
modelos aplicados.

Un supuesto de previsién en un modelo significa tener en cuenta no sélo las condiciones
externas objetivas, sino también el futuro, un deseo, una anticipacién frente a individuos
tanto al interior como al exterior. La capacidad de anticipacién de las especies, que puede
estar representado por un término de avance, podria ser utilizado en la preservacién de fu-
turas poblaciones en determinados estados dindmicos, minimizando el riesgo de desaparecer.
Un fendmeno evolutivo en especies que alcancen la capacidad de previsidn, tiene una may-
or posibilidad de supervivencia. Por lo tanto, suponemoes que una previsién muy realista
ayuda al éxito de las especies. En nuestra modelacién de la dindmica de la poblacién, la
anticipacién significa un tipo de prediccién cualitativa enriquecida por el momento activo
de las decisiones adoptadas en el tiempo real presente. Por otra parte, parece que factores
complejos que no son necesariamente subjetivos pueden ser considerados como una de las
razones de una anticipacién. Hay varias posibilidades para introducir previsién en los mod-
elos. Nosotros proponemos, por primera vez, aparentemente, considerar ecuaciones, donde
se maneje pardmefros de avances y de retardos.

2.7.2. Modelo anticipatorio logistico con argumento constante por trozos

El estudio de la dindmica de una poblacién.es una de las principales ramas de la Biologia
Matematica. El primer modelo para la dindmica de una poblacién fue desarrollado por
Thomas Malthus. Un modelo mds complicado fue desarrollado por Pierre Frangois Verhulst

[50] lamado la ecuacidn logistica.
La ecuacién logistica es bien conocida como uno de varios modelos de la dindmica de

poblacién:

dP P

donde la constante r define la fasa de crecimiento y K es la capacidad de persistencia. La

solucién general a esta ecuacién es una funcién logistica. Dada una poblacién inicial Py:
K Pye

K+ Py(et-1)

P(t) = zliﬁ}o P(t) =K. (2.7.2)
Sin embargo, existen ejemplos en poblaciones humanas que muestran que la poblacién a
veces sigue creciendo sobre el nivel K (la capacidad de persistencia) en lugar de aproxi-
marse asintéticamente a €l por debajo. En experimentos reales se observa también un com-
portamiento periddico en la evolucién del tamafio de la poblacién de una especie(ovejas,
insectos,...) que no puede explicar el modelo logistico de Verhulst. Una de las caracteristi-
cas de la ecuacién (2.7.1) que podrfa explicar estas deficiencias reside en el hecho de que
considera que la tasa de natalidad actia instantdneamente, mientras que en general existe
un cierto retraso debido a la influencia de factores como el periodo de madurez y el tiempo
de gestdcién. Hutchinson [27] propuso en 1948 la ecuacién logistica con retardo:
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‘”;(t) rP(2) ( -ILtI;i)) (2.7.3)

donde h representa la edad de méxima capacidad reproductiva de un individuo de la
poblacién. En este caso la tasa de crecimiento per capitea en el instante ¢ es una funcién
lineal de la poblacién en el instante ¢ — A.

La siguiente ecuacién con argumento constante por trozos:

dl:f) P() ( P %ﬂ)) (2.7.4)

donde, a, R € Ry puede considerarse como una versién moderna de la ecuacién de Verhulst.
Admitiendo soluciones continuas, los valores de P en los enteros satisfacen:

Plk+1) = F(k) = P(k)e* &P®) | e Z. o (275)

En csta snbseccidn, estudiamos la condicidn necesaria para la existencia de la solucidn
w-periddica de la ecuacién logistica de tipo alternadamente avanzado y retardado, i.e, la

ecuacion
y'(t) = a(t)y(E) (1 - b(D)y(~(1))), (2.7.6)
donde (%) es la funcién definida en (1.2.2).

Las suposiciones siguientes para la DEPCAG (2.7.6) serdn necesarias en todas partes
de esta subseccidn:
(No) f:+w a(s)ds # 0.
{P1w) a(t), b(t) son funciones positivas continuas periédicas con periodo w, para todo t > 0.
(P(w,»)) Las sucesiones {t;}, {£;} satisfacen la condicién (w, p).

En forma similar a la Matriz de Green que se define en la seccidn 2.4, podemos deducir

t .
ST o ([ a)ds), T<s <t <t

G(t: S) = exp(f"'"""a(s)ds)

: (2.7.7)
e (J7 T a(s)ds) -1 exp (fs,a‘(s)ds) , TEE<s< 74w

Obtenemos entonces que G(¢, s) es la funcién de Green asociada a la ecuacién homogénea
z'(t) = a(t)z(t) y la solucién w—periddica de la ecuacién no homogénea (2.7.6) satisface

w0 = [ 6s) NN ds, 17+l (278

Ademis,

&

T+ exp ( JrE a(s)ds')
y(7) = /T oxp ( 17 a(s) ds) _

Por la integracién directa para (2.7.6), tenemos

1) (a(s)b{s)y(s)y(x(s))) ds. (2.7.9)

y(t) my(fﬂ_)eﬂfi a(S)(I-—b(S)y(Ei))ds’ 0 y(t) = y(&:)e fg; als)(1- b(s)y(l;‘,))ds, (2.7.10)
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para t € [t;, :31) ¥ por la continuidad de las soluciones de (2.7.10) obtenemos ficilmente
que

£ - o gl —bis)s
y(&t) _— y(ti)ef‘i a(s)(1-b(a)u(£:))d: , y(ti—l-l) _ y(fi)efgi a(s)(1 b(s)J(Ei))ds. (2'7.11)

No es dificil ver que la solucién y(t) se expresa de la siguiente forma con la condicién inicial
y(7),

0 =yrenp { [ o) (1 - (ohuleiey) s

-+

+ (Zk=i(t)-1 /tm a(s) (1 — b(s)yr(Ex)) ds) (2.7.12)

————y
¢
+‘/ti(t) a{s) (1 — b{syy(&xy)) ds} _

Por eso, si la condicién inicial y(7) es positiva, la solucién de la ecuacidn logistica también
es posifiva.

Proposicién 2.7.1.

Supongamos que las condiciones (N,,), (Plp)) v (P1w) se satisfocen. Entonces, para
cualguier (1,9(7)) € Ry x Ry, y(8) = y(t,7,y(7)) es una solucidn w-periddica de la DE-
PCAG (2.7.8) si y solo si es una solucidn w-periddica de la ecuacion integral

o) = [ ™ G, 5) (@) H)(s)) s, £ € o7+,

donde G(t,s) es una funcion de Green definida en (2.7.7).
Demostracion: La demostracion es semejante a la Proposicion 2.4.1.

Teorema 2.7.1.
Sea G(t,s) la funcién de Green definida en (2.7.7). Supongamos que las condiciones
(No), (Pp) ¥ (Piw) se satisfacen y la condicidn inicial de (2.7.6) es positiva. Ademds,

existe un h > 0 tal que
T4w
2hcg ( / a(s)b(s)ds) <1
T

se cumple, donde cg := sup |G(,s), t,s € [r,7+w].

t,s€[r,7+w]
Entonces, la DEPCAG (2.7.6) admite una tinica solucidn positive w-periddica tal que
llvll < A.

Demaostracion: Define un operador T : P, — P, cual es dado por

THw
Ty)= [ Glts) @ebe(utr(s) ds (2.7.13)
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Sean y1(t), y2(t) dos soluciones de la DEPCAG (2.7.6). Entonces, por (2.7.13) tenemos

ITy1 — Tyl < sup
tefrr+uw]

T4w
< sup f |G(2, 5)[ a(s)b(s) (Jys(s)y1(¥(s)) — ya(s)y(r(s))
t&frriw)Jr

T W
/T G(t, 5)a(s)b(s) (w1()w1 (1(s)) — va(s)aal(s))) ds

+y2(8)y1(7(s)) — ya(s)y2(v(s))) ds
T+
< sup f |G (%, s)| a(s)b(s) (ly1(s) — wal(s)] w1 (v(s))
tefr,rw] Jr '
+ly2(s)l lyr((s)) — wa(v(s))]) ds

T-+w
< sup ( fr IG(t,S)la(S)b(S)(IIyIII+I|yzll)d5) lly2 — 2l

te[r,r+tw)
<ane ([ ofs)b(s)as) on — sl

Por el teorema del punto fijo de Banach, entonces la DEPCAG (2.7.6) admite una tinica
solucién w-periddica tal que |jy[| < k. Por (2.7.12), tenemos una tinica solucién positiva
w-periddica de la DEPCAG (2.7.6) tal que |ly|| < k. O

La condicién de la contraccién es més restrictiva, una mejor condicién es obtenida us-
ando el Teorema del punto fijo de Schauder.

Proposiciéon 2.7.2. El operador T definide por (2.7.13) es completamente continuo.
Demostracion: La demostracién es andloga a la de la Proposicién 2.4.3.

Teorema 2.7.2.
Sea G(t,8) la funcién de Green definida en (2.7.7). Supongamos que las condiciones
(N,), (Pp) y (Piw) se satisfacen y la condicidn inicial de (2.7.6) es positiva. Ademds,

existe un h > 0 tel que
T+
hea ( / a(s)b(s)ds) <1
T

se cumple, donde cg:= sup |G(¢,s)|.

t,s€[r,r+w)
Bntonces, la DEPCAG (2.7.6) admite por lo menos una solucidn positive w-periddica tal
que [lyl] < h.

Demostracidén: Demostraremos que ¢l operador T definido por (2.7.13) es invariante,
Como el operador T es completamente continuo, el resultado es una consecuencia del teo-
rema del punfo fijo de Schauder.

Considerar § = {y € P, : [[¢]] < h}, donde h > 0. Por demostrar T {S} C 5.

Tw
Ty®l= [ 6 alpleetr() s

T4
< cgh? [f (a(s)b(s)) ds.
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Por la hipétesis, heg ( I w a(.s)b(s)ds) < 1, tenemos [Ty(t)| < h.

Como el operador T es completamente continuo y T {S} C S, por lo tanto, podemos aplicar
el teorema del punto fijo de Schauder, entonces la DEPCAG (2.7.6) existe por lo menos
una solucién w-periédica tal que {[y|| < k. Por (2.7.12), existe por lo menos una solucién
positiva w-periédica de la DEPCAG (2.7.6} tal que ||y]} < h. O

Ejemplo 1.
Considerar la ecuacidn diferencial logistica de tipo alternadamente avanzado y retardado
con el tipo generalizado de argumento constante por trozos:

Y(0) = (3 + dpsea(®) y)) (1~ (3 + i cos(8)) vr®) (2.7.19
donde, v(£) = 2w [5Z] v (0) > 0. Entonces,

i) la DEPCAG (2.7.14) admite una iinica solucidén positiva 27-periédica tal que

lyll < 2 (__c&;_)

exp(Zm)

ii) la DEPCAG (2.7.14) admite por lo menos una solucién positiva 2m-periédica tal que

ot < & (2282,

exp(57)

En efecto: En este caso, y(t) = 2 [4Z], entonces {£;} = {2mi — w};cz, Y(£) = {&} =
{271},;cz, satisfacen la condicién (27, 1). Como a(t) = % + Fzsen(t) y b(t) = % + 5 cos(t)
son 2m-periddicas. Es facil de verificar:
2
exp ( o (3 + 3gsen(s)) ds) _ exp(3m)
exp ( 27 (1 + Lsen(s)) ds) ~1 exp(3n) -1

ca =

Tt g 1 1 1 1 o
(/ a(s)b(s)ds) = /0 ((5 + gzsen(s)) (3 -+ 55 cos(s))) ds = G
.
Por Teorema 2.7.1, la DEPCAG (2.7.14) admite una tinica solucién positiva 27-periddica

ax 2 -1
tal que [y < & (—‘%’—)

exp(3~) '
Por Teorema 2.7.2, la DEPCAG (2.7.14) admite por lo menos una solucién positiva 27-

2
periédica tal que ||y < % (exp(aw) 1)- 0]

exp(§w)
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Observacién 2.7.1.

St {t;} = {3ni — ¥}, 5., {&} = {3ni}icz, entonces, {t;}, {&} satisfacen la condicién
(w,1) = (3m,1), esto es w = 3m, pero, a(t) = (§ + zzsen(t)) y b(E) = (} + & cos(t)) son
2n-periddicas, por lo tanto, como no tienen mismas frecuencias entre a(t), b(t) y (3,1},
consideramos (wyg, [) = (6, 2). Es ficil de verificar:

exXp ( o (5 + gysen(s)) ds) _ exp{2m)
exp (Jy" (3 + hsen(s)) ds) ~ 1 exP(2m) ~1

o =

22N

([rﬁw a(s)b(s)ds) _ /Oﬁrr ((% + lzsen(s)) (-}I 4+ 515 cos(s))) ds =

Aplicando los calcules que tenemos recien,

i) la DEPCAG (2.7.14) admite una tnica solucién positiva 67-periddica subarménica
tal que |ly] < 2 (228051,

exp(2m)

ii) la DEPCAG (2.7.14) admite por lo menos una solucién positiva Gr-periddica sub-

arménica tal que |y} < 2 (exeilfzgél)'

Observacién 2.7.2.
En esta seccidn, investigamos una generalizacién del modelo logistico de la dindmica de

pobldciones. Esta generalizacién de tipo avanzado y retardado es subyacente por diversos
motivos bioldgicos, y toma en cuenta un argumento constante por trozos dependencia de
los sistemas de la parte derecha. De hecho, esta propiedad de argumento constante por
trozos basada en una nocién ampliada de la toma de decisiones, se puede observar en
las poblaciones de diversas especies. En la investigacién dentro del &mbito de nociones en
sistemas dindmicos bien estudiadas por las ciencias naturales, como el caos y la complejidad
también nuestros resultados tienen posibilidad de ser aplicados.
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2.7.3. Modelo anticipatorio de Wazewska-Lasota con argumento constante
por trozos

En esta subseccidn, nos dedicamos a estudiar e introducir una aplicacién interesante
para la supervivencia de los glébulos rojos en las ecuaciones diferenciales con argumento
constante por trozos del tipo generalizado.

F] estudio de la dindmica de los fendmenos de la naturaleza es una de las principales
ramas de la Biologia Matemética. El primer modelo para la dindmica de la supervivencia de
los glébulos rojos en un animal fue desarrollado por M. Wazewska-Czyzewska y A. Lasota
[57]:

z'(t) = —6x(t) + pe =), £ >0, (2.7.15)
aqui z(t) denota el mimero de glébulos rojos en el momento £, § > 0 es la probabilidad
de la muerte de uno de globulos rojos, p y 7y son constantes positivas relacionadas con la
produccién de glébulos rojos por unidad de tiempo, y 7 es el tiempo necesario para producir
un glébulo rojo. La oscilacién y la atractividad de (2.7.15) han sido ampliamente estudiados
(ver Ref. [25], [32]).

La signiente ecuacién no-auténoma con retardo:

z'(t) = —8(t)=(t) + p(£) f (=(t — 7)), (2.7.16)

cuando §(t), p(t) son funciones no negativas w-periédicas y 7 = mw, m € Z*, la existencia
y la atractividad global de la solucién w-periddica, asf como la oscilacién de las soluciones
para (2.7.16) con f{z) = e es investigado y se discuten en [24].

La siguiente ecuacidn:

o' (t) = —8()=(t) + p(t) F(=([£])) (2.7.17)

puede considerarse como una versién moderna de la ecuacién de Wazewska y Lasota. Ad-
mitiendo soluciones continuas, los valores de 2 en los enteros satisfacen

ST oedn g, (2:7.18)

. k+1
z(k+1) = z(k)e & HB 4 £z (k) f pls)e™
k
En esta subseccién, estudiamos la condicién necesaria para la existencia de la sclucién
w-periddica de la ecuacidén diferencial de tipo Wazewska y Lasota con argumento constante

por trozos
y'(t) = —-8(t)y(E) + p(1) Fy(2(2))) (2.7.19)

donde, la condicién inicial y(7) = & > 0, 8(t), p(t) € C(R,RT) se satisface 8(¢) # 0,p(t) #0,
y £+ [0,00) — (0,00) es una funcidr real analitica con una constante Lipschitz L y ¥(t) es
la funcién definida en (1.2.2).

Las suposiciones siguientes para la DEPCAG (2.7.19) serdn necesarias en esta subsec-
cién:
(N1) [T+ 8(s)ds # 0.
(L1) Existe una constante positiva L tal que |f(z) — f(y)| < L]z ~3|, para todo

z,y € R*.
(C) f:]0,00) — (0, c0) es una funcién continua.
(P1) é(2), p(t) son funciones positivas continuas w-periédicas, para todo ¢ > 0.
(P2) Las sucesiones {t;}, {&} satisfacen la condicién (w, p).




CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE DEPCAG 68

En forma similar a la funcién de Green que se muestra en la seccién 2.7.2, podemos
deducir

exp(J7+ §(s)ds) .
exp( 7 8(s)ds)~1 exp (ft 5(”’)‘15) , TRSLEL 74w

G(t,s) = (2.7.20)
-3
exp(f:+”16(s)ds)—1 exp (ft 5(n)dn) , TRiI<sL T 4w,
Por la integracién directa para (2.7.19), para t € [t;, £;+1), tenemos
_rt t ¢
y(t) = (e I J(S)ds) y(t:) + Fly(&)) ( jt. e~ Js 's(")d"‘p(s)ds) . (2.7.21)

y por la continuidad de las soluciones de (2.7.21), obtenemos facilmente que

slern) = (500 gt st ([ B o). (@)

i
No es dificil ver que la solucién y(t) se expresa de la siguiente forma con la condicién inicial
y(7);

) -t 3)ds ti(r) ti(r
y(t) = e Jr 6(S)dsy(,r) +e fti(,)-{»l &{s)d f(y(f,'(-,-))) (/’ +1 ol (m)+1 's(s)d"p(s)ds)

i—i(t)—1 _ :. 5(s)d - 1 ot <
# 3o (750 %) fute) + stutron ( [ & o0ep(syas
H
- t;
donde, f(u(&;)) = Fu(€s)) ([ e~ ™" 8dnp(s)ds) , j € {i(r) + Khaen.
Por eso, si la condicién inicial y(7) es positiva, la solucién de la ecuacién (2.7.19) también
es positiva.

Asf como en la Proposicién 2.7.1, obtenemos:
Proposicién 2.7.3.

Supongamos gue las condiciones (N1), (P1}y (P2) se satisfacen. Entonces, para cualquier
(1, €) € Ry x Ry, y(t) = y(t, 7,&) es una solucidn w-periddica de la DEPCAG (2.7.19) si y
solo si es una solucidn w-periddica de la ecuacion integral

v = [ G (s, ¢ € b+l (2.7.23)

donde G(t,s) es una funcion de Green definida en (2.7.20).

Teorema 2.7.3.
Sea G(t,s) la funcién de Green definida en (2.7.20). Supongamos que las condiciones
(N1}, (L1), (P1) y (P2) se satisfacen. Ademds,

(CL ]; T+wp(.s)ds) <1, (2.7.24)

THW §(5)ds
donde |G(t,s)| € c= ;;Tt‘ﬂ_s(i%) t,s € [r,7 + w]. Entonces, la DEPCAG (2:7.19)

admile une tnica solucidn w-periddica.
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Demostracién: Se define un operador, 7' : P, — P,,, dado por

T4us
Ty(t) = f G(t, )p(s) f (w(1(s)))ds. (2.7.25)

Sean y;(t), y2(¢) dos soluciones de la DEPCAG (2.7.19). Entonces, por (2.7.25) y la condi-
cién de Lipschitz (L1) tenemos

1Ty — Tl < (cL _/ ™ P(S)ds> iy — el .

Por el teorema del punto fijo de Banach, entonces la DEPCAG (2.7.19) admite una iinica
solucién w-periddica. Por (2.7.19), tenemos una iinica solucién positiva w-periédica de la

DEPCAG (2.7.19). O

Teorema 2.7.4.
Sea G(t,s) la funcidn de Green. Supongamos que las condiciones (N1), (C), (P1} y (P2)
se satisfacen. Ademds, existe una constante positiva h tal que

h
¢ J7 p(s)ds)’

tE{T.'l”-l'w] Null<h

IF@)l <
(

THw 5(s)ds -
se cumple, donde |G(t,5)] < c= (j;MT—-%——l t,s €[r, 7 +wl

Entonces, la ecuacion (2.7.19) admite por lo menos una solucidn w-periddica tal que
lvll < .

Demostracién: Para demostrar que el operador T definido por (2.7.25) es completamente
continuo, se siguen los pasos de la prueba de la Proposicién 2.4.3.

Para demostrar que el operador T definido por (2.7.25) es invariante, se siguen los pasos de
la prueba del Teorema 2.5.4.

El resultado es una consecuencia del teorema de punto fijo de Schauder. O

Ejemplo 2.
Considerar el Modelo anticipatorio de Wazewska-Lasota con argumento constante por
trozos del tipo generalizado:

v =- (2204 + (Lis_(t)) @), 1> 0. (2.7.26)

Entonces, la ecuacién (2.7.26) admite una 1inica solucién 2x-periddica.
En efecto: En este caso, ¥{t) = 2w [4£Z], entonces, {t;} = {2mi — 7}z, {&} = {27i}icq,
se cumplen la propiedad (2w, 1).
Como 6(t) = l—@ﬂ, p(t) = 1—41;5@ son 2m-peridicas, f(f) = e~! es una funcién real
analitica con una constante de Lipschifz L = 1.

exp(fz” ( +sen§s!)d ) . reontt
Es claro, ¢ = - p(f ( +Si"(3!)ds) ) <% b (———Q) dt =

t

Al

por €so, ¢ fq (M) ds < 1, por el Teorema 2.7.3, la ecuacién (2.7.26) tiene una tinica

solucion positiva 27-periédica. O
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Observacidén 2.7.3.
Los resultados de secciones 2.7.2 y 2.7.3 pueden ser generalizados para cualquier funcién
perturbada f del estilo:

¥ (1) = a()y(t) — f(&, (@), y(n (D)), - y(m(2))) (2.7.27)

¥'(t) = —a()y(t) + F& y(®), y(11 (), ., ¥( (D)) (2.7.28)

donde, a{t) es una funcién positiva y la funcién f depende de v y n funciones desviadas.

Para estudiar la existencia de solucidn w-periédica, por supuesto, se necesita la condicién
(w,p) para = funciones desviadas, también necesita restringir algunas condiciones para la
funcién f dads, por ejemplo, la condicién de Lipschitz, etc., ajustando las condiciones
necesarias para garantizar la existencia de una solucién w-periddica.

Algunos resultados de esta generalizacién de'n funciones desviadas se han presentado en
el Congreso del Noveno Encuentro Chileno de Biomatemaética [21] con el tema: “Eristencia,
unicidad y atractividad global de una solucion periédica positiva para el modelo de Lasota-
Wazewska con argumento constante por trozos de tipo generalizado®.
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