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Resumen.

Este trabajo trata sobre dlgebras conmutativas sobré~un cuerpo F que satisfacen la
identidad polinomial :

28 {(ay)’ — 2%} + 7 {((@y)z)y + (=)y)z — (¥z)z — (=*y)y} = 0. (1)

Relacionamos las dlgebras que satisfacen esta identidad, con dlgebras que satisfacen al-
guna identidad polinomial m4s estudiada, como es el caso de las dlgebras alternativas. Las
relaciones son obtenidas a partir de la suposicién de nuevas hipétesis en la. glgebra, por gjem-
plo 1a existencia de elemento identidad 1 implica que la slgebra es alternativa y si suponemos
que esta dlgebra posee una forma traza no degenerada tal que car(F) # 2y 268+v #0
entonces la 4lgebra satisface la identidad a® — a(a(ab)) = 0 que es una generalizacién de Ia
alternatividad.

Estudiamos de manera separada, el caso en que v = 0 para el cual se obtienen algunas

“"“_:1dent1dades que llevan a conclmr que-el conjunto de los elementos mlpotentes forma una.

" subélgebra. Con estas ldentldad%, ‘también se obtienen resultados sobré la relacion catré 1
nilpotencia de elementos del dlgebra y los operadores de multiplicacién y ademds se presenta
una interpretacién de estas identidades en términos de ideales del glgebra.

Demostramos que para el caso en que A es una lgebra que satisface la identidad (1) con
~+ B # 0 el subespacio generado por aquellos elementos de la forma a%b — a{ab) es un ideal
de A y mostramos como el método usado en esta demostracién puede ser utilizado para
demostrar que el subespacio generado por los elementos de la forma (ab)c — a(bc) forma un
ideal en las algebras que satisfacen otra identidad polinomial de grado 4 distinta de (1).

Se prueba la existencia de .una forma traza, la cual no nec&sana,mente es no
,ﬁdegenerada Adlcmnalmente demostramos de manera similar; la ex1stenc1a de una. forma .
traza para dlgebras que satisfacen otra identidad polinomial de grado 4.

Fstudiamos en detalle la descomposicién de Peirce con objeto de explicitar la estructura
de las 4lgebras simples que satisfacen la identidad (1), para este objetivo se demuestran
diversos resultados acerca de las rafces de los polinomios de Peirce.

Finalmente mostramos algunos problemas abiertos y comentarios que se obtienen a partir
del anglisis de los resultados presentados en esta tésis.




Abstract.

In the present work we study commutative algebras over a field F satisfying the following
polynomial identity :

28 {(zy)* — 2%} + 7 {(@y)z)y + (zy)y) ~ (y°2)z — (a°y)y} = 0. 2)

We show the relation between these algebras and altenative algebras. By assuming the
existence of a unity element 1 we prove that the algebra is an alternative algebra. Also we
show that if car(F) # 2, 28 +y # 0 and the algebra posseses a non degenerated trace form,
then it must satisfy the identity a®b—a(a(ab)) = 0 which is a generalization of the alternative

law.

In the particular case of v = 0 we prove using an identity obtained from (2) that the set

-of all mlpotent eIements of the algebra forms a subalgebra and we show some results about

“the relatlon between the nilpoteticy -of an element and the mlpotency of the multlphcatlon

operator.

If A is a commutative algebra satisfying the identity (2) and y + 8 # 0 we prove that
the generated subspace of A spanned by the elements of the form a?b — a(ab) is an ideal of
A. Moreover we prove using the same technique that if A satisfies another identity of degree

four then the subspace of A spanned by the elements of the form (ab)c — a(bc) is an ideal of
A.

We prove the existence of a trace form which is not necessarilly non degenerated in
algebras satisfying (2) and we show some extra results for an aditional identity of degree
) *four. H ) ’ ¥
about the roots of the Peirce Polynomials and we explain how this results can be used to get
information about the structure of simple algebras of these kind.

Finally we show some open problems and comments that arise from the results presented
in this thesis.

We deal with the Peirce decoﬁpesition of an algebra sa;tisfyiné'(ﬁ), we prové some facts

s
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Introduccion.

Luego de un perfodo de familiarizacién con las estructuras algebraicas no asociativas,
particularmente con las Algebras de Lie en una primera etapa y posteriormente con las
Algebras de Jordan y al observar que éstas se encuentran determinadas o definidas por un
conjunto de identidades surge la pregunta de si es que tiene algin sentido comenzar a imponer
condiciones al producto en una élgebra o mds especificammente, que tan distinta serd dicha
dlgebra respecto de las Algebras de Lie o Jordan al suponer que el producto satisface una

ey :,propledad dlstmta. a las que deﬁnen a’las dlgebras antes mencmnadas e e

Una venta_]a. que presentan las Algebras de Lie y Jorda.n es que aquello postenormente
entendido como identidades del dlgebra fue obtenido como una propiedad -de objetos que
aparecieron de manera constructiva en algin otro contexto de la ciencia, lo que podrfa en
algin sentido llevar a pensar que esta exigencia de nuevas identidades de manera arbitraria
es un tanto artificial, pero en este proceso, de construccién de nuevas identidades (distin-
tas unas de otras en el sentido de ser expresiones algebraicas distintas), jse estd realmente
construyendo algo nuevo? jpuede ser obtenida la identidad original a partir de la nueva o
viceversa?.

. El concepto de. variedades de édlgebras, desarrollado. en el texto de P.Cohn “Universal

: Algebras”[ ], fue aplicado con éxito en teorfa de grupos y en el estudlo de las Algebras de .

Jordan [8]; logros que sirven de motivacién para organizar de alguna manera esta idea de
definir identidades bajo un contexto mas general y unificador. Esta nueva visién es presentada
por J.M.Osborn en “Varieties of Algebras” [10] donde ademds de las herramientas y técnicas
presentadas, se formaliza la idea de que dos identidades sean “iguales”. Toda esta nueva
organizacién de conceptos propone una evolucién de la pregunta antes formulada.

II




INTRODUCCION. 11

Al tener determinadas cuales son realmente aquellas identidades distintas agrupadas bajo
cierto criterio o propiedad en comun (por ejemplo : el grado) serfa inferesante poder desczibir
la estructura y propiedades de las dlgebras que satisfacen estas identidades asi como también
saber que hip6tesis adicionales podrfan acercar estas dlgebras a aquellas més estudiadas,
Algebras de Lie, Jordan, Alternativas.

Como respuesta a esta pregunta, para el caso particular en que el grado es igual a 4,
tenemos el siguiente resultado de LR.Hentzel, L.Carini y G.M.Piacentini [3]:

Si A es una 4lgebra conmutativa sobre un cuerpo F tal que car(F) # 2,3 y que satisface
una identidad polinomial de grado 4 no obtenida a partir de la conmutatividad. Entonces A
satisface alguna de las siguientes identidades :

a(z?z?) + Bzt =0, (1)

28 {(wy) 2} +7 {{(zy)z)y + ((zy)y):v —~ (y )z — (= y)y} =0, (2)
L) — (en)o)z} +1{z’y- ((wy)-'r)r} =0, _' B RE

((zy)2)t — ((zy)t)z + (()x)z — (¥)2)z + ((y2))z — ((y2)2)t = 0. 4)

Para o, 3,7 € F.

En relacién a la identidad (5) podemos encontrar en [2] diversos resultados que eviden-
cian cierta similitud entre estas slgebras y las slgebras de Jordan, y ademds en el trabajo
de LR.Hentzel, L.Carini y G.M.Piacentini [3] se estudia el caso particular en que ademds
se asume que dicha Algebra es simple y se demuestra que esto implica que la dlgebra es
asoc:iativa.

Contmua.ndo en %ta direccién es natural preguntarse que sucede, con las demés
[ 1dent1dades Un concepto que serd definido méds adelante corresponde al tipé de una identidad
el cual viene a ser una especie de refinamiento del concepto de grado, con lo que surgen nuevas
preguntas relativas a las diferencias que pudiesen haber entre identidades de tipo distinto,
tanto en la manera en que son utilizadas las herramientas usuales del estudio de las 4lgebras
no asociativas, asf como también en las diferencias que se puedan observar una vez que ha
sido estudiada més en profundidad su estructura.




INTRODUCCION. v

Motivados por el trabajo de Osborn [9] en el cual se analiza la identidad (4) para un caso
particular valores para 3,7 € F, estudiaremos aquellas 4lgebras que satisfacen la identidad
(4), ademds con la idea un poco mas ambiciosa de describir la estructura de las dlgebras que
satisfacen las demés identidades de grado 4 mostramos ¢mo algunas técnicas utilizadas para
el estudio de la identidad (4) pueden ser iitiles hacia ese objetivo.

Aplicaremos en estas dlgebras conceptos generales de ilgebras no asociativas, que pueden
ser encontrados en [12] los cuales defallaremos en el primer capitulo.También mostraremos en
este capftulo las herramientas fundamentales utilizadas dentro del contexto de las variedades
de 4lgebras los cuales estén presentados de manera detallada en [10].

Fl segundo capftulo muestra principalmente aplicaciones de los conceptos desarrollados
en el primer capftulo, mostrando por ejemplo algunas identidades obtenidas mediante la
utilizacion de la linealizacién y ademds se estudia que sucede al suponer la hipGtesis adicional
de que la slgebra posee elemento identidad 1. Un resultado importante en este capftulo es la
existencia de un ideal llamado Alt(A) que corresponde al subespacio generado por a.quellos

) ielementos de la forma (a, a, b) con 4, be A. Bste capitulo se encuentra. sepa.rado en dos

sectiones una’ de las cuales estd dedicida al estudio del caso pa:ctlcular ‘y'= 0 para "ol cual se
prueba, que el conjunto de los elementos nilpotentes forma un ideal en la dlgebra.

En el tercer capftulo se demuestra la existencia de formas trazas y se obtienen nuevas
identidades a partir de la hipétesis adicional de que la dlgebra posee una forma fraza no
degenerada.

En el capitulo cuatro estudiamos la estructura de esta slgebra, mas especificamente su
descomposicién de Peirce. Continuando en esta linea el quinto capitulo muestra una aplicacién
de las ideas presentadas en el capftulo cuatro, orientado a la descripcién més explicita de las

. 8lgebras para. las cuales ademds se exlge la condicién de ser 81mple, esto es no emsten 1dea.1&3

' no tr1v1a.les en la dlgebra.

Finalmente en el sexto capftulo se demuestran resulta,dos para las demés identidades de
grado cuatro y ademsds se presentan algunas preguntas abiertas y comentarios en relacién con
los capftulos anteriores.




Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Variedades de Algebras y Linealizacion.

. Un grupmde N es un conjunto no vacfo dotado de una operaci6n binaria. S5i X esun

COIIJI]I!.tO no yacio (Ilamado COIlJIlIltO de sfmbolos), Hamaremos NiX}al COIlJU]ltO dé todas .

Tas palabras de largo finito que 'se pueden formar usando elementos dé X ‘e indicaiido con *
paréntesis el orden en que cada yuxtaposicion fue realizada.

Diremos que dos palabras en N {X} son iguales si coinciden tanto en los elementos de X
que la conforman como en la posicién de los paréntesis.

Si z es un elemento de N {X} y @ € X llamamos grado de z; en z (denotado por
deg{w;, z}), al ndmero de veces que x; aparece en la palabra 2.

Sea ® un anillo conmutativo asociativo con 1y denotemos por ®{X} al conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas de elementos de A7 {X} con coeficientes en @. Se define en

«

@{X ]- de manera’ natural una suma y un producto que esta dadopory " «-°

ve.

(Z a,zl) (Zﬁ w,) Za,ﬁ_,z,w, o, B; €@y z,w; € N{X}

Ademds podemos definir un producto por escalar - : & x o{X} — &{X}
donde (o, Y ouz) = () aiz) = 3 aciz;. Tenemos asf que junto con estas operaciones
&{X} forma un 4lgebra sobre ¢ no necesariamente asociativa.




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 3

Bjemplo 1.1.2 Sea X = {21,22, Tk, .}, S = {f = 21 (2223) — (z172) 23}, Entonces S
determina la variedad de las dlgebras asociativas sobre @ y claramente si p : A — B es

cualquier homomorfismo donde B es asociativa, y z = a3 (asas) — (a1az2)as € f(A) se tiene :

1t (a1 (aza3) — (a1a2)as)

= pfa1) (u(a2) 1 (as)) — (1 (@) p(az2))u (as)
by (Babs) — (b1be)bs = 0,

y ast f{A) C ker (u).

Claramente si una &lgebra satisface una identidad f, entonces toda stibalgebra e imagen
homomorfa de A satisface f y también la suma directa completa de dlgebras que satisfacen f
tiene esta propiedad; m4s generalmente diremos que si C es una clase de ®—4lgebras, diremos
que es una, clase cerrada de dlgebras C si es cerrada para subdlgebras, imdgenes homomorfas
. Y. sumds dlrectas

(SO

- - ‘

Sobre 1a ca:racterlzamén de las varledades de élgebras, Tos resultados prmc1pal&s son‘los
siguientes, y se pueden enconfrar en [10] pég 172 :

Teorema 1.1.3 Si A es una élgebra en una variedad V tal que toda identidad vdlida en A
es vdlida en V entonces A genera V, en particular F /V(F) genera V.

Teorema 1.1.4 (Garrett Birkhoff) Una clase de ®—dlgebrus es una variedad st y sdlo st es
una clase cerrada de dlgebras. En particular, toda dlgebra genera una variedad.

A contmua.cxén mostraremos una unportante herramienta de esta teorfa, ]lamada
linealizacion. ;

Una identidad f € F' se puede expresar como combinacién lineal de elementos de N{X}
(llamados monormios de f). Diremos que f es homogénea si el grado de cada z; es el mismo
en todos los monomios de f.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES. 4 -

En una identidad f podemos agrupar todos aquelios monomios que tienen el mismo grado
en cada z; ¥ podemds escribir asf f como suma de polinomios homogéneos que tienen grado
distinto en al menos uno de los z;, estos polinomios son llamados componentes hotnogéneas
de f.

Sea 7 Un MONOMIO €n Ty, ..., T, ¥ Sea n; = deg{z;, 2z} > 0 para cada i = 1,..,m (esto
significa que los ; aparecen todos, ya que por gjemplo z = ;73 es un monomio en T, Ty, T3
pero deg{zs, z} = 0).

Reordenando los z; si es necesario de modo que n; > ... > Ny, diremos que z es de tipo

[121, B2y ees Tom)] -«

Ejemplo 1.1.5 La siguiente tabla muestra monomios, con su correspondiente tipo.

Ta(T2T2) (3]
(zy23)(z1(z2zs))  [2,2,1]
Ty (z2((%a%a) (332974)))__ [3,2,1]

o

. R

i una identidad f es homogénieh: podemos décir que & del tipo.fris, na: %, ] donde "

[r1, N2, ...y M) €8 €l tipo de alguno de sus monormios.

Si 1, g, -ovy Tom)s[1h, My onvy ] SOD dos tipos y 7 = 3 m; , 0 = 3w

Diremos que [ry, g, ..., Tom] < [1], 79, ... ] 81
n < n'6é n=n'y n; > nj; para el primer entero j tal que n; # n;

Ejemplo 1.1.6 [3] < [4] <[3,1] < [2,2] < [2,2,1].

Sea f(z1,...,Zm) € F' y sea y un elemento en X distinto de los z;. Entonces sustituyendo

FR

i

x; +y por z; y multiplicando tenemos :.

f(ml‘l v Zi Yy ---mm) = Z fik(xla very Ty y)a (1'1)
k=0

donde fi es la suma de todos los términos con grado de y igual a k.

Observacién 1.1.7 La suma de la relacidn (1.1) es finita ya que fir = 0 cuando k es mayor
que el mds grande de los grados de z; en los monomios de f (%1 +es Tm)-




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 5

Ejemplo 1.1.8 Si f(z1,22) = z1(z172) — (171)72 enionces :

= {z1(2172) — (3131) T2} + {21 (32y) + y(T132) — (@19)2 — (y71)72} + {y(z2y) — (yy)22}

como el grado mdzimo de z, es 2; los términos de la suma son cero a partir de k = 3.

Si definimos el operador 6%(y) actuando sobre f como el polinomio fi :

f(:cl, eeey :Bm)af(’y) = fik(xla eory Ty y)

Entonces :

(i) 8% (y)es lineal

(ii) 6}y) es la funcién identidad.
()6} (y) es la suma. de todos. Jos monomios, obtemaos reemplazando
' ungpor y ala vez, en ‘cada lugar donde z; a.parece “en 10§ mononiics de fo
(iv) En general §%(y) es la suma de los monomios obtenidos reemplazando &

de los z; en cada uno de los monomios de f.

(v) En caso de no tener subindexado el elemento sobre el cual § actia, anotamos 85 ().

Sea F” la ®-&lgebra que se obtiene adjuntando un 1 a F. Entonces para z € F', definamos
F6%(z) como :

185(2) = f(z1, -m)BH ().

Ejemplo 1.1.9 {(:1:1932)(:31:1:1)} i (1) = :1:2(3:1:1:1) + 2(:1:19:2)9:1
{(z259)25}.03 (z3). = (B1Tg)ws - l
(z171) 63 (Tox3 + @) = (Tox3 + @)o1 + T1(T273 + a) (zoz3)z1 + 21 (z973) + 2073
para todo o € .

Si f € Fyg es un elemento en F' que se obtiene a partir de f aplicando una
cantidad finita de operadores de la forma 65(2) con z € X 0 z = 1 diremos que g es
una. derivada de f.




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 6

Si cada z es 1 en la sucesién de operadores aplicados, diremos que g es una derivada
estricta de f. '

Seay € X ~ {1,.-.Fm}, si k > 1y si z; tiehe grado mayor que k en al menos un monomio
de f entonces f(z, ooy Zim )85 (y) se llama una linealizacién simple de f.

Si una identidad puede ser obtenida a partir de f por una sucesién de una o mds
linealizaciones simples (y reordenando términos) diremos que la identidad es una
linealizacidon de f.

Una linealizacion en la que cada monomio no tiene elementos de grado mayor que 1 se

llama una linealizacidn completa.

Una identidad serd llamada derivada estable de f si puede ser obtenida a partir de f por
una sucesién finita de linealizaciones o poniendo dos variables iguales.

PropOSICI én' 1. 1 10 ([10] pég 177) Sea ‘D un dommzo de mtegndad con al menos n elemen-.

tos y sea f una 'identidad tal gue ‘el grado en f dé cadd %; € X e ‘menor gue n'y sex’ A'una’
&—dlgebra libre de torsion que satisface f. Entonces A satisface cada componente homogénea
de f.

Observacién 1.1.11 Si V es una variedad de @—digebras determinada por un conjunto de
identidades que satisfacen las hipdtesis de la proposicidn anterior, entonces V
estd determinada por un conjunto de identidades homogéneas.
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Sobre 1a caracterizacién de una variedad V' a partir de las linealizaciones de sus identidades
que la definen, los resultados son los siguientes ([10] psg 178-180):

Teorema 1.1.12 Sea ® un cuerpo con al menos n, elementos, f una identidad homogénea
de tipo [n1,...,Tem) Y S€a A una @—dlgebra que satisface f. Si A’ es la ®—dlgebra que se
obtiene adjuntando un 1 a A entonces A’ satisface f siy sélo si A satisface todas las derivadas
estrictas de f. Si A tiene 1 entonces satisface todas las derivadas esirictas de f.

Teorema 1.1.13 Sea ® un cuerpo con al menos n, elementos, sea f una identidad ho-
mogénea de tipo [Ny, ...,"m] y A una dlgebra que satisface f entonces A satisface todas las
derivadas estables de f.

Teorema 1.1.14 Sea ® un cuerpo de caracterfstica cero o mayor quen, y sea V una variedad
de ®-dlgebras determinada por un conjunto S de identidades cuyo grado en cada z; € X no

- = €S JNayoT que n. Entonces V' es igual a lo wariedad V' de todas las algebms que. satzsfacen el

; conj'unto de las, lmealzzaczones completas de las zdentzdades en S

PR S : s e N
" %

1.2. Conceptos Generales.

Si A es una slgebra sobre un cuerpo F tal que 2y — yz = 0 para cada z,y en A, diremos
que A es una slgebra conmutativa. Es importante sefialar que las slgebras que estudiaremos
en este trabajo, serdn sxempre dlgebras conmutativas.

Siaes un elemento de una é.lgebra A sobre un cuerpo F, denota.remos por R al operador -
lineal R, : A — A definida por zR;, = zb = bz.

Notacién 1.2.1 Si a,b son elementos de una dlgebra A, el producto R, R, denotard al
operador R,R, : A — A definido por sR,Ry = (za)b. De esta manera si {b:},, C A
entonces TRy, - -+ Ry, = (((zb1)b2) - - - ba).
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Sea A una 4lgebra sobre un cuerpo F y e € A tal que e # 0. Si €2 = e diremos que e €5
un elemento idempotente de A.

En general es importante estudiar el comportamiento del operador lineal R, ya que este
nos proporcionard una descomposicién de nuestra slgebra, llamada Descomposicién de Peirce;
la cual facilita el estudio de propiedades estructurales mds especificas de esta.

Si o € A definiremos recursivamente la n—ésima potencia de a como :

ol = a,

a" = a*la
Observemos que como nuestra dlgebra A puede ser no asociativa, podemos tener por
ejemplo a* # a®a?

En el caso especial de que a'a? = ait? para todoa € Ay i,j € N, la dlgebra A se llama
dlgebm asociativa en las potencigs’y es un resultado. conomdo .que toda. élgebra de este tlpo,
"‘quie ademds ¢s de dimensién finita, “contiene un idempotent. [12] ! RN

Una dlgebra conmutativa A que ademds es asociativa en las potenicas, se llama nildlgebra
si pare todo a € A se tiene a” = 0 para algin n € N.

Si A es una dlgebra conmutativa, se define la serie derivada de subdlgebras AL D A@ D
como A = A, AGHD = (A2, Diremos que A es soluble si A" = 0 para algtin entero 7.

Una élgebra A se lama nilpotente sf existe un entero k, tal que todo producto aiaz -« - ax
de k elementos de A, sin importar la manera en que se asocien sus factores, es cero.

k1

" En general, es objeto’ de estudio la_r;éﬁa.cién que".e};iste entre los conceptos de nildlge-
bra, 4lgebra nilpotente y solubilidad. En este contexto es conocido el siguiente resultado
(detalles en [12] psg 18) :

Proposicién 1.2.2 §i J es un ideal soluble de una dlgebra A, tal que A/J es soluble.
Entonces A es soluble.
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Para el caso particular en que A es una dlgebra alternativa, esto es A satisface las identi-
dades z?y — z(zy) = 0 y yz* — (2y)z = O tenemos el siguiente resultado, cuya demostracién

se puede encontrar en [12}, pig 30 :

Teorema 1.2.3 Toda nildlgebra alternativa de dimensidn finita es nilpotente.




Capitulo 2

Generalidades.

2.1. Caso general 3,7 € F.

. _Sea Auna dlgebra conmutativa sobre un cuerpo F' que satisface la identidad :
26 {(a9)* - 22} + 1 {(@y)oy + (@ww)e — @P2)z = Pyly} = 0. 7 (21)

Linealizando y en la identidad (2.1) obtenemos :

26 {2 (zy) (zz) — 22°(y2) }
+7{((zz)2)y + (zy)2)z + (z2)y)z + ((zy)2)z — 2((y2)z)T - (2*2)y — (z*y)z} =0

Proposicién 2.1.1 Sea A una dlgebra que satisface la identidad (2.1). Si A tiene elemento
1 y i 48 +7 # 0 entonces A es una dlgebra aliernativa.

Demostracién. Tomando z = 1 en la identidad (2.2) se tiene :
48 {(zy) = — 2’y} + v {(ay)z — 2°y} =0,

10
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luego :

(48 +7) {(@v)z — 2y} =0.

Como 48 + v # 0, y A es conmutativa se tiene que A satisface la identidad z?y = z(zy)
y asf A es una glgebra alternativa. B

Observacién 2.1.2 Es conocido que si A es una dlgebra alternative y conmutativa sobre un
cuerpo F tal que 3 € F entonces A es asociativa, ver [8].

Si A es una slgebra sobre un cuerpo F' y z € A, definimos el operador multiplicacién R,
COmO :

R.:A— A donde aR, =az paraa € A.

A e

Proposicién 2.1.3 Sea A una élgebra que satisface la identidad (2.1), supongamos ademds
que car(F) # 3 entonces :

v {[R:Ry: Rz] + [RzRyi -&]}
= 4B {R.Ruy — RuRy:} + 7 {Ray): — Riyeye — RysFo + RuyRa} -
. (2.3)

Derpogtracién. La linealizacién completa de la identidad (2.1) esta dada por :

" 282 (0y) (w2) + 2 (wy) (67) — @)@}
(w2)x)y + (z2)w)y + ((wy)z)z + ((zy)w)z + (w2)y)z
7 H(@2)gyw + (wy)2)s+ (@m)ew —o.
—2((yz)w)z — 2((y2)z)w — 2({zw)2)y — 2{(zw)y)z
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12

Si escribimos esta tltima identidad en términos del operador multiplicacién R, definido

anteriormente, tenemos :

284{2R. R,y + 2R R, — 4R.R,.}
R.R.R, + R..Ry+ RyR:R. + RoyR. + R.R R
+ +R(mz)y + Rsz-& + R(:r:y)z =0.
—2Ryz-R¢ - 2R(yz)m - 2RszRy - ZRa:Rsz

Intercambiando z por z en (2.4) obtenemos la ecuacién :

28{2ReRoy + 2Ry Pz — 4R:Fi}
: RR.R, ¥R By + By BBy + Ry Rot RzRyR,,+

_2R1;:r 2 2R(y:r:)z 2R2R1Ry 2RzRyRa:
Como car(F) # 3, si restamos (2.4) y (2.5), se obtiene :

4ﬁ {Rsz:y - -&Ryz}

2 : ‘|'R,(xy)z = Riyzyz — Ry. R + Ry R, .

+ " Rigay + RyRoR. + Rpe =0."

(2.4)

(2:5)
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Si §,T son operadores lineales en A y denotamos al conmutador de S y T como
[S,T] = ST —T'S tenemos :

46 {Rszy - RwRyz}

N ,y{ (R, RoRy) + [Re, RoRy) } |
+Riay)z — Riyzje — BysRz + Roy R

Asi finalmente se tiene :

7 {[ReRy, R:] + [R. Ry, Bul}
= 4B {R.Roy — RoRye} + 7 { Rias — Rigsje — Rya R + Ry R}

Corolario 2.1.4 Sea A una dlgebra sobre un cuerpo F donde car (F) # 3 tal que A satisface
la identidad (2.1) entonces :

7{[R=Rzs, Ra2] + [Ro2 Rai, Ra]}
= 4B {Rp2 Rpita — R:,:inzz} + 7y {inumz — R(mizz)x — RpizzRe + R:,;i.}.szz} .

= ]je}ndéfraciéq: Tomando en (2:3) y.= %', z = £ se tiene el resultado buscado. m°




CAPITULO 2. GENERALIDADES. 14

Sean a,b,c € A se llama asociador de a,b, ¢ al elemento de A denotado por (g, b, ¢), que

est4 definido por :
(a,b,c) = (ab)c — afbe).

Observacién 2.1.5 Es un resultado conocido, que en toda Glgebra A es vélida la siguiente
identidad :
m(y, Z,’LU) + ($, Y, z)w = (:cy, Zy 'LU) - (.’B, yz, 'LU) + (:U, 1, zw)' (2’6)

La identidad (2.6) se llama usualmente “identidad de Teichmiiller” [12], [13].

Definicién 2.1.6 Sea A una dlgebra que satisface la identidad (2.1) . Llamaremos Alt(A)
al subespacio generado por los elementos de la forma (a,b,b) con a,b € A.

La identidad (2.6) nos serd muy 1til para demostrar que Alt(A) es un ideal de A para el

¥

caso en que ¥+ 3 # 0.

- . - -
R H 3
it

‘Notacién 2.1.7 Sia,b € A escribiremos a = b, si y s6lo sia—b € Alt(A).

Proposicién 2.1.8 Si A es una dlgebra conmutativa que satisface la identidad (2.1) tal que
v+ B # 0, entonces Alt(A) es un ideal de A.

Demostracién. Poniendo z = z, w = y en la identidad (2.6) y usando el hecho de que
(a,b,a) = 0 para todo ¢, b € A, tenemos :

0=3(y,2,9) + (&,p2)y = (@4,5,3) — (z.¥5,3) + (,y,7y). (2.1

n
o

~

Por otro 1ado :

(z,y,7y) + (z, 2y, 9) = (z,y + 2y,y + zy) € Alt(4),

(wy, 7,9) + (2, 79,9) = (29 + 7,29y + 7,9) = —(¥, 3y + 7, 7y + 2) € Alt(4).

o
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Ast, reemplazando en (2.7) se tiene :

0= 3($y, z, y) = '_3(3:: Y, y),

luego :
((zy)z)y = (zy)(zy) = (zy)y)e. (2.8)
Ademss :
)y -2y = (Zhyy) =0,
(Po)z — 2%y = (@,2,3) =0,
Asi:
(1z)z = oy’ = (2Py)y. (2.9)

Reemplazamos ahora (2 8) y (2 9) en la identidad (2 1) y obtenemos
"2 (ﬁ' +7) {((wy)y)m - (v w)rv} =0,

y entonces si B+7#0:
(,3,2)c=0.

Linealizando esta dltima. identidad se tiene :

(v, 9, )z + (4,9, 2)w = z(y, ¥, w) — (T, T, y)w = 0. (2.10)

Ahora, usando la identidad de Telchmu]ler tenemos :

-~$(y,y,-w) +yyw = (24,9, w) (,,, v, w)+(w Y, yw)

~(y, zy, w) + (4, 2, w) — (¥, 2, yw)

(12, z,w) — (¥, 7y, w) + (4,9, 20) — (v, %, wY)
= y(y,z,w) + (3,9 0)w — (¥ 7, wy),

Il
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asi

z(y, 3, w) + 2(z, ¥, Y)w = y(¥, 2, w) — (¥, T, wy)- (2.11)

Intercambiando = con w
w(y, ¥, ) + 2(w, 4, 9)T = y(4, v, 7) — (4w, 2Y)-
Restando (2.10), (2.11) y usando que (y,%,%) = —(,%,¥), tenemos :
3(y, v, w) + 3(z, ¥, ¥)w = ¥(y, %, w) + ¥ (3w, ) — 37, wy) — (@Y, v, Y).
Pero nuevamente usamos la identidad de Teichmiiller para obtener :

y('y’ z, 'LU) + y(y:w$ .'13) - (y! Z, 'wy) - (mys w, y) = _(y: a:w,y) = 0,

LI

} ’_ e - " ." -, f"t (:c(y,y,w)—!— (x’y, y)w =Q.. .

Luego por (2.10) :
2(z,y, y)w=0.

Entonces :
Alt(A)A C A,

y asi Alt(A) es un ideal de A. m

Corolario 2.1.9 Si B+~ # 0, y car(F) # 3, entonces A/ Alt(A) es una dlgebra alternativa.
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Teorema 2.1.10 Sea A una nildlgebra de dimension finita, que satisface lo identidad (2.1)
con B,7 € F, car(F) # 3 y B+ # 0. Supongamos ademds que A satisface la identidad :

(3;1 Y, y)(a= b: b) =0

Entonces A es soluble.

Demostracién. De la proposicién anterior, sabemos que Al(A) es un ideal de A. Como A
satisface (z,,y)(a, b, b) = 0 entonces Alt(A)? = 0y asf Alt(A) es soluble. Ademss A~ Alt(A)
es nilglgebra alternativa de dimensién finita. Entonces por la Proposicién 1.2.1, A/ AlL(A)
es nilpotente, en particular es soluble. Finalmente del Teorema 1.2.2 se concluye que A es
soluble. m

Ejemplo 2.1. 11 Utzlzzando el programa “Albert” de D.P.Jacobs [7],
€s poszble constrmr un eyemplo de. una dlgebm A que satzsface las thdteszs del Teomma,“
pam v= 0 Si B= {bl, By, b3, ba, b5, ba} és una base de A Tos productos no trwzales en la base ’
B estdn dados por : byby = by, bibs = bs, boba = bs, bobs = bg.
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2.2. Caso ,yeFy~y=0.

Supongamos que A es una glgebra que satisface la identidad (2.1) con vy =0, estoes A
satisface la identidad

= (ay)(a). (2.12)

Como car (F) # 2,3 linealizando z en esta identidad obtenemos :

(@2)y® = (2y)(zy)- (2.13)

Linealizamos ahora y en la identidad (2.13) y entonces :

2(zz)(yw) = (2w)(zy) + (2x)(zw)- (2.14)

Cambiando z por ¥ en la identidad (2.14) y usando la conmutatividad de A tenemos :

ST T 26 S Gl w ). T TR,

et ® T

Finalmente restando estas dos tltimés 1dent1dades y usando el hecho de que car (F) # 3
se tiene en A la identidad :

(z2)(yw) = (zy)(zw). (2.16)

Utilizando estos cslculos, podemnos enunciar la signiente proposicion :

Proposicién 2.2.1 Sea A una dlgebra sobre un cuerpo F' con car (F) # 2,3 que satisface ln
identidad (2.12), entonces :

“ gy = (o) pora todom,y €A, mEN, T (2.17)

Demostracién. Procederemos por induccién sobre n.

La proposicién es trivialmente vélida para n = 1.

Supongamos ahora que "~y = (zy)™ L.
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Usando la identidad (2.16) tenemos :
gy = (z" ) (y" ) = (@)@ Y-
Luego por hipétesis de induccién :
= (22" )" ™) = (@) (=" y" ) = (@) (@)™ = (@),

y asf hemos demostrado la proposicién.

Corolario 2.2.2 Sea A una Glgebra sobre un cuerpo F' con car (F) # 2,3 que satisface la
identidad (2.12). Si z es un elemento nilpotente de A entonces zy es nilpotente para todo
y € A

S ]Demostracuin Sl :1:“ =0 entonces por la, proposmldn (:cy)“ = g" y 0 y tasf a:y es

: < riilpotente. W

Corolario 2.2.3 Sea A una dlgebra sobre un cuerpo F con car (F) # 2,3 que satisface la

identidad (2.18). Si I,(A) = Z ozt o €F, z; € A} entonces I,(A) es subdlgebra de A
<00

para cade n € N.
Proposicién 2.2.4 Sea A como en lo proposicion anterior.

. 1. 5iBes subdlgebm de A ys :I:B C B entonces x2B2 C B2
9. 8iI,J son ideales de A entonces 22(I.J) C IJ para fodo z € A.

3. 5i I es ideal de A y J es ideal de I entonces (JAI? C J.

Demostracién. Consecuencia inmediata de la identidad (2.13) m
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Ademés respecto a los operadores R; en una dlgebra que satisface la identidad (2.12)
tenemos los signientes resultados '

Proposicién 2.2.5 Sea A una dlgebra sobre 1in cuerpo F con car (F) # 2,3 que satisface la
identidad (2.12). Entonces sin > 2

1. RZ”R$2 = RmR_.,_.n+1.
2. R:Q = Rg_len+1.
Demosiracion.

1. Usando la linealizacién de la identidad (2.12) tenemos :
yRoni1 Rpz = (yz™t)z? = (zy)z™? = yR Rynie para todo y € A.

ASi RmnREZ = .R¢Rmn+l.

& w t w5 e

R wem e

"ot - " 9. Probaremos.la proposicién por’induecién. - ool - A

Para n = 2 obtenemos el resultado usando la parte 1 de la proposicién.
Supongamos ahora que R, = R2 1 Ryn1.

Entonces usando 1 y la hip6tesis de induccién tenemos :

:;1 =RLhR2= (R:_len-]-l) R =
Rgul (RI"“”Rz’) = RL‘_I (ReRoni2) = (R;"IR;) Ronia = Ry Ronsa.

Y asf queda-demostrada la. proposicién.

E M . - : - .

Corolario 2.2.6 Sea A una dlgebra sobre un cuerpo F con car (F) # 2,3 que satisface la
identidad (2.12). Si z € A es nilpotente, entonces R,z es nilpotente.

Demostracién. Si ™ = 0 entonces por la proposicién anterior, Rl = R"RW~n=0.m
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Observacién 2.2.7 Un ejemplo de dlgebras que satisfacen la identidad (2.12) es presentado
en [11], donde se demuestra gue cualquier Train Algebra de Rango 3 que satisface una iden-
tidad polinomial de grado cuatro sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2,3 y 6 es una
Algebra de Jordan o una Glgebra que satisface la identidad (2.12).




Capitulo 3

Formas Trazas.

3.1. Definiciones bdsicas.

SI A-es una é.lgebra. (no neceﬁanamente asocla.twa) yB es una, forma. bllmeal simétrica,

LE ,} o

. :"_deﬁmda. sobre: A, dirermnos que. B es una Forma. Traza sl y. sélo. 8w - Llrat.e 0w T

B(zy,z) = B(z,yz) paratodo ,%,zen A.

El estudio de la existencia y propiedades de las formas trazas estd principalmente motivado
por el signiente resultado [12] :

Teorema 3.1.1 Sea A una élgebra de dimension finita sobre un cuerpo F tal que :

(i) Euiste una forma traza no degenerada B(z,y) definida en A
(i) J*# 0 para todo J, donde J es un ideal 70 nulode A.

L

Entonces A se puede expresar de manera unica como A=8,®..685; donde cada S; es
ideal simple de A.

Mostraremos a continuacién resultados acerca de la existencia de Formas Trazas en 4lge-
bras que satisfacen ciertas identidades de grado 4 asf como también estudiaremos que sucede
al suponer la existencia de una Forma Traza no degenerada en estas dlgebras.

22

'''''''''
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3.2. Existencia de Formas Trazas e identidades.
Sea A una dlgebra conmutativa que satisface la identidad :
28 {(zy)* — 2’} + 7 {((zw)2)y + (wyW)e — (z)z — (2"y)y} = O. (3.1)
Definamos en A la forma bilineal simétrica B(z,y) de la siguiente manera :
B(z,y) = YRRy + (v +48) Ray.

Probaremos ahora que 7{(z,y)} = Tr(B(z,y)) es una Forma Traza en A. Para esto
necesitaremos un lema previo que facilitars nuestros cdlculos.

Lema 3.2.1 i A es una dlgebra conmutativa que satisface la identidad (3.1 ) entonces :

’YTT(R(y,m,m)) =, (’Y +48) (TT(RzzR«J) TT(Rzch)) pora cada, 7,9.€.4 %ﬁ ek .

En partzcular si A satzsface la zdentzdad (3.1 ) con’ fy # 0y + 4ﬁ ' 0 entonces“
Tr{Ryzz) = 0 para cada 7,y € A.

Demostracién. Reordenando los términos de linealizacién de la identidad (3.1) tenemos :

1((zy)2)z + ((E2)y)z + 1((zy)T)z + v((22)z)y — 482°(y2) =
27((y2)z)z + v(z*y)z + 1(z’2)y — 48 (zy) (z2) -

Lo que en términos del operador multiplicacién R, puede ser escrito como :

PR TR

Ry B+ B By R+ R+ YRRy~ 48Ry Ran = YRy B2+ YRy, + Y Ria By~ 4B R R

(3.2)
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0 equivalentemente :

YRy o) + 7 [Roy RyRo) + 7 [ B2, Ry] = YRRy + 48Ry Rz — (YRay R + 4B RoFlay) -
(3.3)

Asf, tomando traza en ambos lados de la ecuacién (8.3) y usando el hecho de que la traza

del conmutador de dos matrices es cero se tiene :

'TTT(R(y.x,x)) = (v +48) (Tr(Ra2Ry) — Tr{ReyRz)),

con lo que queda demostrado nuestro lema.

Lema 3.2.2 §i A es una dlgebra conmutativa que satisface. la identidad (3.1) con v # 0

entonces :

VT () = (4 40 Tr(Ret) ~ TrEB} =0, (3.4)

Sl - * N
" E' rat -

" -Demostracién. Usando el lema anterior, ca.mblando T por T + z tenemos

ATr(Riyarzorn) = (1 +48) (Tr(Rmsap Ry) = Tr(Biesayy Bass))
Por otro lado, de la linealidad del asociador ( , , ) tenemos que :

(4, 4 2,2+ 2) = (1,7, 7) + (1,2, 2) + (%, 2,2) + (1,2, 2),

asi :
T : R, - N, .
(7 + 46) r(Ra2Ry + 2R Ry + RaR,) _
—Tr((Ray + Ray) (Ro + R.))

Agrupando y usando el Lema 3.2.2 se tiene :

v { By + Rma } = (1 +48) {2T7(ResRy) — (T{ReyRa) + Tr(Bey B2))} . (3:5)



CAPITULO 3. FORMAS TRAZAS. 26

pero usando el Lema 3.2.2 tenemos :

Y {TT(R(yZ)a:) - TT(Ry(zz))} + (v +48) {Tr(Ry.R.) — TT(Rszm)} =
fYTT (R(y,z,x)) + ('Y + 418) {TT(R’.UZRI) - TT(Rszm)} =0.

Y asi:
7(yz,z) — 7(y, zx) = 0.

Ademés T es claramente una forma, bilineal simétrica y por lo tanto 7 es una Forma Traza

en A. u

Observacién 3.2.4 Es importante notar que existen dlgebras donde esta traza que definimos
anteriormente es no trivial. Por ejemplo, consideremos la dlgebra A con la siguiente table de

multiplicacion :
L 4
i N o~ . : ' - B _.R"' L :?. S+\t Et - v *
o zj,f‘ h -; P i ] BT I ’ 1 -, ;::5" T
] it |0

Tenemos que esta dlgebra A satisface la identidad para B=3,7=—2y ademds :

'r(s,s)-:—2Tr(R3+Rt)=—2TT{(1 2)+ (2 g)}=-—37&0.

En este mismo ejemplo podemos ver que esta iraza puede no ser mo degenerada,

en efecto :

7(t, as+ bty = —2Tr (Ruastiny) = —eTr(Ry)-— 2Tr(Ryp) = —alT ( ? ‘(J] ) =0.

3 -

Motivados por la parte (i) del Teorema 3.1.1 estudiaremos ahora que sucede en una dlgebra
A, que satisface la identidad (3.1) y que ademds posee una Forma Traza no Degenerada.
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Observacién 3.2.5 Si A es una dlgebra que satisface la identidad (3.1) y ademds posee una
Forma Traza {,) : AX A — A entonces como {,) es una forma bilineal, simétrica y asociativa,

para todo z,y,z,w € A, tenemos :

{(zy) (zw),2) = (wa(x(zy))) = (z{z(zy)) ),

@BPw),z) = Gy = ((z=)yw),
(zw)z)y,2) = (w((zw)x)r) = ((zg)2)z:0),
(m)r)w,z) = (wz((@y)z)) = (=(zy)e)w),
(zw)y)z,2) = (w((zz)y)z) = (((zz)y)z,v),
((eyw)s,z) = (w,(z2)(zy)) = ((z2)(zy) w),
2{(yw)z)z,2) = 2{w,((zz)z)y) = 2{((z=)2)y,w),
(FPw)y,2) = (w,()e®) = ((=)tw),
(@Pyw,z) = (wazy) = () w).

En efecto, como (zy,z) = {z,yz) para todo z,y,z € A entonces :

3

T () = few,z (e = iz (= @) -
y por la simetria de {,) tenemos : o ‘
(w, z (2 (zy))) = (2 (2 {zy)) , w) -
De esta manera obtenemos la primera igualdad y de modo andlogo podemos obtener las
restantes iqualdades de la observacidn.

Tenemos entonces el siguiente resultado :

Teorema 3.2.6 Sea A una dlg}ebm qué satisface la identidad ( 3.1 ) tal que A posee una Forma
Traza no Degenerada {,). Supongamos ademds que 23 +~y # 0 y car(F) # 2. Entonces A
satisface la identidad :

ziy — z(z(zy)) = 0.
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Demostracién. La linealizacién de la identidad (3.1) esta dada por :

26 {2 (zy) (z2) — 22%(y2)}
+v{((z2)z)y + ((&y)z)z + (2)y)z + ((2y)2)z — 2((y2)z)z — (s°2)y — (z°p)z} =0,

luego para todo z, ¥, z,w en A tenemos :

4B ((wy) (z2) , w) — 46 (=’ (y2), w)

o { (=2)2), 1) + (@H)r)mw) + ((@2)y)m, w) + } .
(((zy)2)z, w) — 2 {{(y2)z)z, w) — {(#2)y, w) — {(&%y)z, W)

(3.8)
Intercambiando z por w en (3.8) obtenemos :
S ) )] - 4 ()R, e L
Sk . { 8 (((zw);c)y z) + (((x'y):r)w, z)"’(((:cw)y)m z)+ : } =0 L JERRE
((zy)w)z, 2) — 2 {((yw)w)z, 2) — {(F*w)y, 2) — ((Z*Y)w, 2)
(3.9)

Reemplazando en (3.9) los términos, segiin la Observacién 3.2.5 se tiene que para todo
z,y,z,wen A:

48 (z(2(zy)), w) — 48 {(22%) y, w)

. _}_7{ (((zy):v)a: aw) + (z((zy)z), 'w) + (((z:c)y);g, w)-i— i } _
T (G i) - 2 (el ) = a)a? w) = Calay) u)
(3.10)

Ahora restamos (3.10) y (3.8) para obtener :

(v — 48) {{(zv) (z2) ,w). — (z*(¥2), w) — {((zv)2)z, w) + {(22°) 9, w) }
+37{{((zp)2)z: w) — (((zz)2)y, W)} =
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Luego para todo z,y,z,wen A :

(7 — 48) {(zy) (@2) — 5*(v2) — ((ev)2)a + (25”) ¥} + 37 {((=p)e)z — {{z2)z)} = 0.

Entonces, si {,) es no degenerada se tiene :

(7 — 48) {(zy) (z2) — 2*(y2) — ((zv)2)z + (22") y}
+37 {{(zp)z)7 — ((z2)2)y} = O. (3.11)

Finalmente poniendo z = z en (3.11) tenemos :
2 (28 +7) {((zy)z)z — 2y} = 0.

Asf como car(F) # 2 y 26 + 7 # 0 obtenemos el resultado buscado. m

comzsponden a un caso partzcular de- fflgebms Casi Jordan G’enemlzzadas, sobre las cudles ~
podemos encontrar diversos resultados acerca de su estructura en [2]. Ademés en [8] es obteni-
da esta identidad como una generalizacion de la identided aliernativa zty — z(zy) = 0.

Observacién 3.2.8 En [6] son estudiadas las dlgebras que satisfacen lo identidad
23(zy) = o(z%y). Estas dlgebras son llamadas dlgebras 3—Jordan.
Con la observacién anterior, tenemos el siguiente corolario del Teorema 3.2.6

" i Corelario 3. 2.9 Sea A una dlgebm que satzsface la identidad (3.1) tal que A posee una
Forma Traza no Degenemda (). Supongamos ademés que 28+ # 0 y car(F) # 2. Entonces
A es una dlgebra 3—Jordan.

Demostracién. Por el Teorema 3.2.6, A satisface la identidad :

((zy)z)z — 2’y = 0. (3.12)

‘Observacnin 3.2.7 las . c‘ilgebms que satisfacen la: zdentzdad ((a:y)x):r:»-'—_‘ 22y 0, «..
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Como (3.12) es una identidad en A entonces :.
(zy)z)z)z — 2°(zy) = 0,
pero por otro lado, usando (3.12) tenemos que :

(((wy)e)z)z = 2(z"y)-

Asf reemplazando en (3.13), obtenemos que A satisface la identidad :

2 (zy) — o(z’y) = 0,

y entonces A es una 4lgebra 3—Jordan. m

30

(3.13)




Capitulo 4

Descomposiciéon de Peirce.

ke

Para el caso de un anillo asociativo R la descomposicién 1 = 3 e; del elemento
i=1

identidad, en suma de idempotentes ortogonales, esto es e;e; = eje; = 0 para ¢ # j ¥

: 1_‘_5:52 =! ex, da ongen a. una descomposmlén del -anillo, én:; la forma ‘R= @ R,, (d&scomposmlén. L

p .. i
de Pelrcel) con relamones de mult1phcac16n entre cada sumando (sub&spacm de Pelrce) de

la forma R;; Ry C 6;zHy. Podemos entonces de alguna manera recuperar la estructura de el
anillo B analizando la estructura de cada sumando y la manera en que estos se unen para
conformar el anillo R.

Siguiendo esta misma idea se puede encontrar una Descomposicién de Peirce para el caso
de las Algebras de Jordan donde si e es un idempotente en una Algebra de Jordan J este
determina la descomposicién J = Jp ® Ji ® Jo donde J; = {2 : ze = iz}.

En general, el estudio de la descomposicién de Peirce en una glgebra no necesariamente
. asociativa, consistird basicamente en el andlisis del comportamiento del 0perador lineal R,
donde e esun elemento 1demp0tente y Ja descomposxcxén espectral. de la élgebra que puede’ .
ser obtemda 8 partir de &l. :

11, correcta pronunciacion es como "Purse”(\’purss\ ) no “Pierce” (\'pirs\) [8]

31
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4.1. Definiciones y propiedades.

En el capftulo anterior vimos que si A es una dlgebra que satisface la identidad:

28 {(zy)’ — %} + 7 {(@y)2)y + (zy)y)z — (¥*2)z — (e*y)y} = O, (4.1)

que posee una forma traza no degenerada, 28 +v# 0y car{F) # 2, entonces A satisface
la identidad :

3y — z(z(zy)) = 0.

Luego tenemos que si f(£) = t* — ¢ entonces :

f(Re) = Rg — R, = Re(Re +1)(R. — 1) =0,

i~

donde R,3 corresponde al operador multlphcamén deﬁmdo antenormente como

uro,1 e

:I:R = et = .'z:e . T e

I‘

T ASfA=Ag+ A+ A dondeAA—{a:eA oR. —/\a:}con)\e{O 1, -1}

En este caso, vemos que dado un elemento idempotente e no nulo en A puede
obtenerse una descomposicién espectral del operador R. de manera explicita a partir de
la identidad z3%y — z(z(zy)) = 0. En el caso general de una dlgebra A que satisface la
identidad (4.1), ante la dificultad de obtener una descomposicién espectral explicita de
ests, manera, supondremos que A = Y B, (suma directa de espacios vectoriales [10]) donde
si e es un idempotente, A € Fyn € N;entonces B = {z:2(R.—A)*=0}y By =
{:L' a:(Re AIF = 0 para algin k € N} = UIB(").

Observac16n 4.1,1 Si A es de dzmenszdn finita entonces todo elemento de A es aniquilado
por algin polinomio en F[R.].Y en general cuando A no es necesariamente de dimension
finita, la condicién de que para todo elemento sea aniquilado por un polinomio en FlR,] es
equivalente a suponer que A =Y, B, (ver [10]).

Observacién 4.1.2 Si A=Y B, y A es de dimensién finita podemos escoger una base de
B(l) luego completar una base para Bf\z), y ast sucesivamente hasta completar una base de
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B, para cada A ast obtenemos una base B para A en la cual le matriz [Re]p es triangular.

Durante esta seccién supondremos que F' es un cuerpo algebraicamente cerrado, ya que
estudiaremos las raices de un polinomio en F'[z] y A es una dlgebra sobre F' que satiface la
identidad (4.1) de tipo {2, 2].

Linealizando y en la identidad (4.1) obtenemos :

28 {2 (zy) (2) — 25°(y2) }
+7{(E2)2)y + (29)9)z + ((z2))z + (@y)2)e — 2(y2)w)z — (&*2)y — (F°y)z} =0,

(zy)2)z + 1{(z2)y)T + 1((zy)z)z + 1((22)z)y — 4B (y2) =
i i (W) Hr(Eye @iy - 4B Ey) (ma)e. T ooE
g et R o LY P 3 T ".w-."._x N we e I (4.2) %t A

Definicién 4.1.3 Siz € By yn € N se define & = z (R, — M), .., 3™ = z(R. — M)™.

Definicién 4.1.4 Sea z € By, z # 0. Como © € By entonces {n:z(R.—A)"=0}# 2 y
ast podemos definir el grado de z como deg(z) = min{n : x (R, — AI)" = 0}.

Para y € By, 2z € B, tenemos lo siguiente :

ytiy=ey,

t

y =y (Re — M) (Re — AI) =
(ey — M) (Be — M) = efey) — 2hey + Ay =
e(ey) — 2X (¥ + M) + A%,
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estoes:

ey =AY+,
e(ey) = Ny + 22y + .

Similarmente, usando que z € B, se tiene que :

ez = puz + 2,

e(ez) = plz + 2pz + 2.

Tomando ahora # = e ,y € Bx,z € B, y usando las relaciones anteriores en (4.2) se

tiene :

'r(()\y ty )Z)e +(uz+z)ye - -
I Rt e2dy gt +2pz + 2")31 4ﬁ(y2)e = -
27((yz)e)e + Y(My +y)z +v(pz +20)y — 46 (Ay + ) (pz + 27},

es decir :

ANy +1)2) Re + 7{(pz + 2)y)Re + v(NPy + 22y + )2
+y(pPz + 2uz 4+ 27)y — 48(yz) Re =
2y (y2) B2 + y(My + o)z +y(pz + 2)y — 48 Qy + ) (pz + 2) .

" Reordenando y usando la conmutatividad, tenemos :
(y2) {27RE — (Y (A + 1) — 4B) Re + Y (A + ) — 48—y (N + %) }

+(y2) {—YBe + v — 2¥A — 4Bu} + (y2') {—7Re — 2yp + v — 482}
—yyz—yzry —4Byz = 0. (4.3)
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Param =n = 1,y =y = z = z» = 0 luego reemplazando en la ecuaci6n (4.3)

tenemos :
(yz) {29R: — (Y (A + 1) — 4B) Re + v (A + ) — 4B —7 (3 + )} =0,

y asf (yz)T =0.

Sea m +n > 2, observemos que 8i ¥ € Bg )y =y(R— ) € B("‘l) por lo tanto si

zeBM yze B Y B¢ continuando de esta manera, por hipétesis de induccién podemos

suponer :
0 = (y 2.') T(n+m -1)-1 _ (yz )T(n-l—m--l) -1 __ (,y P )T(n—!-m—l)—-l
— (yz") T(n—i—m—l) -1 _ (y”z) T(n+m-—-1) -1
Ahora aplicamos T@+m-D-1 = T+m2 a5 la ecuacién (4.3) y obtenemos
[B(“)B,(,m)] T'ﬁj»’“‘L = 0 para cualquier A, € F. W e L et

PO & - po

Definicién 4.1.11 Siwe€ A= Z By, denotamos por [w], a la componente de w en By,

El siguiente ejemplo ilustra de que manera aplicamos la Proposicién enterior al estudio
de los distintos productos en la dlgebra 4.

Ejemplo 4.1.12 Sean z,y € B,z € B,, Aop=1. Entonces :

1. Sidop#Ap :
yz = [yZ] + [yz]heu
luego
(y2)z = [yz], o + [yzhap z
Por otro lado tenemos que :

lyzl, = = [[y2ls lyon F [lw2l; #lisn »

[yz]}\ap T = [[yz]ABP 37] {ASp)oA * [[yz]‘\ai‘ 211] {ASp)8A )
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_ Asi :
(997 = (92l alion + 02l + (W] o+ (071
2, Sidou= Ao
(yz)x = [yZ]1 = [[yZ]l m])\ + [[yz]1 m]la)\ .

A continuacién analizaremos de manera mds especifica el comportamiento de las raices
de un polinomio de Peirce para obtener més informacion gobre los productos entre elementos
de los distintos espacios Bj, tal como fue mostrado en el Ejemplo 4.1.12.

Notacién 4.1.13 En lo que sigue, supondremos que v # 0 y denotaremos por « al
elemento 4"3 € F.
Proposmlén 4.1. 14 Sea p € F, entonces Lop = p. ol=p.

¥ T v - LY - Pt

= —.,:Demostracmn Escr1b1end0 P en la forma . T
pap(t) =28 —(A+p—a)i+ {A+p—arp— (A +pD)},

tenemos que Ap?; = (p+1— o -8(1+p—ap—(1+p%).

Simplificando y agrupando términos se tiene :

Apy=(a+3u—1)".

Ast Lo 1= (1+p.—-a)+(a+3,u—1) 1A +p— i =pu
* - Corolario 4,1.15 16‘&_.:- 11— ,u:_f:a'). NP s T . R
Corolario 4.1.16 Si Aop =1 entonces (uol)oA=1y(poAr)or=A
Proposicién 4.1.17 Sean A, p € F. Entonces :
1. Ao pu=15siy sélo si Niap+pi=2+a.

2. SiAopu=1, entonces A6y =Aopusiysdlosip+ArA=4+a.

O
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Demostracion.

1. hop=1siyso6losi:

0=p(1) =2y — (v (A + 1) ~48) + {7 (A + 1) — 4B — v (X + 1) }

- B By 2.2
& 0__2+47 47,\;; (A% + p?)
BB

& 0=2+45 45— (02 + 2
7 T W)

& Nirapt+pi=2+o

2. Sea Apt , = (y(A+p)— 48 — 8y {y(A+p) — 4B —v (W + 1)} el discriminante
de p» »(t). Entonces Ap = Ao i si y solo si Apf , = 0.

A, =0 7 (A + p)° -8By (A + p)+165" 8" (A + 1)+3287 872 (W% + pf) =0,

ra ot b

#:0 ténemos’ (faqﬁg}':i_%@ndo po: 12') =

s 4 e

:'.:\.— -

‘% como Y,

2
Aph, =0 ()\+,u)2—8§()\+u)+16 (g) —8()\+u)+32§)\u+8(A2+n2) = 0.

Reemplazando por a y desarrollando la expresion se tiene :

Api, =0 & O+ p)? — 20 (\+ p) + 02 —8( A+ p) + 8adp +8 (X + ) =0,
o {@+X-20a+HPr—2a+u+(a+4)%}
+8{ M +alp+p?—2-a} =0,
N ‘(p'_.-j-)\-‘(a+'4))2-{-8(),\2+a)\y,—l_—,p:2—(2—_]—@_:))“;_0,1_‘

¥

asf como A o p=1lel sumando de la derecha es cero, y se tiene el resultado.
n

Corolario 4.1.18 Si o # —2 y A = u entonces Ao p=1 st y sdlo st X € {1,~1}.

Demostracién. Si A = p por la proposicién anterior tenemos que Ao p = 1 si y s6lo sf
(2—1—0:))\2 =240 0
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Reagrupando términos tenemos entonces :

2(poV)2+(2U—2+20¢)\)(,uov)—4v2+2/\v—2av—-2)\+2/\2=0.

Ademds por definicién de pov

2(p.ov)2—(V—i—p—a)(pov)-l—{v-l—p—avu— (v2+p2)} =0, (4.5)

restando :

{—3v+a-—u-—2)\a+2}(pou)+{1—l—3v—-au-—2A+2a}v+p-—p2+2}\—-2)\2=0.

Multiplicando por —1

e e 2} (o v) {2 —1- 3V 4Gl o 222X 0.

.....

PRI,

Sea.A-——-—3v+a—,u—2)\a+2,B=(a+1)(n+2)\-—3),0=,u—p2+2)\—-2)\2y

escribimos asi la ecuacién en la forma
—A(pov)+(A+Byv—-C=0 (4.6)

por definicién tenemos también que (nov) = {p+v—a+ Ap,,}, asf reemplazando

en la ecuacién anterior tenemos @ -

PO

—Az (W v—a+Dps}+ (A+Blyv—=C=0

1 1
—4—A4p,;,,, == {A(p—a—3v)— (4Bv—4C)}.
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Luego :

(AAp,,)? = A% (n— o —3v)’ —2A(p— o — 3v) (4By — 4C) + (4Bv — 4C)?,
y entonces :

14.2(1/-{—,Ll,—-1:z)2—SA2 {v+p—ovp— (v2+;u2)} =
A2 (p—o— ) —24(p—a—3v) (4Bv — 40) + (4Bv — 4C)?,

A2{p-—a-w)' - p+p—o)+8{r+p—oavp- (2 + %) }}
— 24 (¢ — a ~ 3v) (4Bv — 4C) —i—(lev—th')2 =0,

o Yo s
T -

Pents T Yfgpe + 60 — 6Uu + a? ——"2‘0’.";['4-:" 12 '“—‘.{v‘2 — Wa W +“a2"—‘2a}ft +‘}‘p2 '
A2
+8v + 8y — Savp — 8% — 8y
— 24 ( — a — 3v) (4Bv — 4C) + (4Bv — 4C)* =0,

A% {—8y? + 8p -+ 8u(a+ 1) — Svp(a + 1)} —24 (4 — o — 3v) (4Bv — 4C)+(4Bv — 4C)* =0,

A2{ —8p? +8u+8v(e+1)(1 —p)} +8A(C—By) (p—a—3v)+ (4131;—4(;')2 = 0.

Ademés A eslineal en v y tanto B-como C son mdependwnt&s de v, por Io; que v satlsface".
una ecuacién de grado 3 en ,u, A ‘de Ia cual conocemos ya 2 rafces, que son'l y A, y asf
(nov)o A=y tiene a lo més 3 raices. &
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Mis explicitamente tenemos que v satisface la ecuacién ctibica :
PrA+QA+Rrv+S=0.

Donde :

By
li

72+ 1)(=2 — 2u+2))
Q = 4 A+p—-XN—p?)+
24(a+1){—(2a)\—2)(2A+p—3)+2(u—1)(a-—,u—2a)\+2)}.

Ahora como 1, A son raices de la ecuacidn, tenemos :

x +Qm2+Pm+—§=(m—1)(w——)\)(w—v),

yasf ma#-—ly)\ p#l entonc%P#Oy SO

e R LS T T g e . .

Q__
= {A+1+v}

Observacién 4.1.22 Si a = —1 entonces 48+ = 0 y el coeficiente cubico es igual a cero,

por lo tanto las unicas rafces (distintas) son 1y A.

Notacién 4.1.23 Denotaremos por T, 6 la tercera raiz de la ecuacion (pov)o A = v,

donde 1 y X son la primera y segunda Tafz respectivamente.

Ejemplo 4.1.24 Podemos iener P =0 con @ 95 -1

Ao,u—-lyP Oszysdlosz

Nitarp+p: = 2+a,
—1—p+Ar = 0.

Ast

Q+pl+ael+pp+pf=2+a
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Luego p es raiz de la ecuacion :
@+a)p*+(2+a)p—(a+1)=0,
y para X tenemos la ecuacion :

2+a) N —2+a)A—(a+1)=0.

(X1
IS
|
[ 16

Tomamos por gjemplo ahora o = 0 y tenernos que P = 0 para p =
A

A= 1\/_ 341 5 ¥ la ecuacion (pov) o A =v tiene como tinicas solucionesv =1, v

Proposicién 4.1.25 Si Ao p # Ady, la ecuacion (Ao p) ov = (Adp) ov tiene a lo mds dos

soluciones.

Demostracu.’)n Sea p = ()\ o p) oV = ()\o,u) ov entouces p satlsfa.ce las ecua.cmnes

g g —((Aom+v—a)p+{(Aom+v—a()«omv—((Aop ity

0 =207 — (A6p) +v — a)p+ {(Mop) +v — e Pep)v — (Aep)* +27)},

restando estas ecuaciones tenemos :
— (o p) — (A8 p+ (Ao p) — (M6p) — a{(hop) — Mem}r — {(hop) - (o)} = 0.
Luego dividiendo por (Ao ) — (Aép) # 0
mpit 1 —ov = {{(Aop) +(Adu)} =10.
Ahora como Ao gy Adp ‘son rafces de pj ,.(t) entonces :
(Ao p) + (Aép) = %{Aﬂt—a}.

As{

1
5{2+a—2av—,\-p}=p.
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Multiplicando por —2 y reordenando la ecuacién POom)v(0) = 0 tenemos :
2(Aop)? — {2—2av—2p}()\o,u)+{~2v+2u2—2ap+2up—4p2} = 0.
Por definicién ademés tenemos :
2o’ —(A+p—a) o)+ {A+p—aru— (N +p7)} =0
Pero A+ pu— o = 2 — 2av — 2p, luego
2o —{A+p—a}(Pop) +{-2w+2° — 2ap + 2vp.— 4p°} =0,

restando las dos 1iltimds ecuaciones tenemos :

{—2v+2v2—2ap+2vp—4p2} —-{Atp—ap— (X +p)} =0

" Roomplazando 2+ = 2av = X~ 1 =2 L

g

{)\-{-p-—aA,u,— (A2+,u.2)}——

—2w+22—a2+a—20v—A—p) _0
+(2+a—2av—)\—p)u—(2—|—a—2au—)\-—p)2 -

Luego v satisface una ecuacion cuadritica en A, i y se tiene el resultado buscado. =

Observacién 4.1.26 En particular tenemos que si Aoy # A8p entonces (Aop)o A =

“rg .o (Adp) o A si y.sdlo st

o0 ) = A (1 — 6a— 40?) — 3p(a+ 1) +2(a+2) (@+1) =0.

Ejemplo 4.1.27 Ahora podemos analizar la primera parte del Ejemplo 4.1.12 :
Sea X o p 5 Adu entonces :
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yz = [yz]; + [yzhap-

Luego :
(y2)z = [yzly = + [W2las, =

Por otro como vimos en el andlisis de la parte 2 del ejemplo, tenemos que :
[yl = = gzl 2l + [W2h ol ¢ el =llyzlialy,
y

[y2l e,z = [[yz] 2o a:] - + [[yz] ron :1:] Oopgr 6 [yzlren® = [[yz]Aﬁp 93] omgon”

Ast
“ lw2)al = [[p2l; 7l
" o el cuso que (o) oA SN s T R
Observacién 4.1.28 Usando el corolario 4.1.16 tenemos que si Aoy = 1 entonces

(Aéu)o}x=)\<=>()\5,u.)o)\=()\op,)o}\.

De la observacién 4.1.28 y los resultados obtenidos en los ejemplos, podemos enunciar

la siguiente proposicion :

Proposicién 4.1.29 Sean z,y € Bz € B, tal que Ao p = L Ademds supongamos
que oo(A, p) # 0. Entonces :
- e lwehs vy

De manera similar tenemos :

Proposicién 4.1.30 Sea A es una digebra gue satisface la identidad (4.1) con o # 2.
Sean z,y € Bxz € B, tal que Aop = 1. 8 g, A ¢ {E1,7u.} enionces :

[(yz)z], = 0.
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Demostracién. Utilizando la Proposicién 4.1.10 tenemos :
(yz)z = [Y2]yor 2 + WT]ren 2-
Nuevamente aplicamos la proposicién y tenernos :
(yz)z = {[yz]s0n z]()\ol\)op + [[y2] 500 2] Goxyap T+ [[52] 361 2] (éNop T [[yz] e z](xax)ap ,

luego [(yz)2], = 0 a no ser que se tenga (Ao )) o p= A, pero por la Proposicion 4.1.10
esto ocurre si y s6losi A =1L, A=T 2 6 A= p.

Los dos primeros casos quedan descartados directamente por la hipGtesis.
Si A = p como Aoy = 1 por el Corolario 4.1.18 tenemos que A € {%1} lo cual estd
también descartado por hipétesis y asi [(yz)z], = 0. ®

“Observamén 4.1.31 En el Ejemplo 4.1. 27 basta analizar el caso ()\o,u) oA=2Aya que para,

Pk otrg. caso- basta cambzar el orden de las rufces; al zgual que la condzczdn ()\ o. A) o p, = )\

,m4>

pedzda en la Proposzczdn 4 1.90.

Corolario 4.1.32 Bajo las hip6tesis de lo Proposicién 4.1.29 se tiene :

[(w2)e)als = [[(y2)el zl
— (lvz)y ©) ol = w2l 7], + lpaly 2l = [lwzh =l + w22l

Demostracién. Usando la Proposicién 4.1.10 tenemos respectivamente que si Aoy # Adu
6 Ao p= Aop =1 enfonces :

gz = [yz] 1;+ [92]s, 6 Y2 = [y2]; - |
Asi:
(yz)e = [yl e + Wzlrsue 6 (w2)e=[v2lie

pero :

wale =yl + i € Bt v Wehoue = W2l + 200 [U2]s, € Brou- (4.7)
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Por lo tanto tenemos :
[(y2)e], = [y, e

Con esto obtenemos o siguiente :
1. Siyz = [yz], entonces :
((y2)e)sly = [(fwzh &) 2l = [w2)el ;. (48)
2. Siyz = [yz]; + [yz]5s, entonces :
(W9)e)z = (vl e + 2hsa,e) o = [WR)el o + Welha, o+ Monlylig,m (49)

Ahora, si [yz]3s, @ € By 6 [yz]ys, = € B entonces (Adp) o A = A lo que estd descartado

‘\.

:por ]:updtesm _ _ ‘
: Por 1o tanto-de, (4 8) ¥ (4 9) ) " LT : . ek

[((y2)e)z], = [[(y2)e] 2], - (4.10)
Adems4s usando (4.7) :

[(lyzl; €) 2], = [[yaly =], + [lwel 21, = [[ali 2], + (w2l (411)

y finalmente de (4.10) y (4.11) se obtiene el resultado buscado. W

i




Capitulo 5

Aplicaciones de la Descomposicién de

Peirce.

La descomposmlén -de, Peirce,, . los resultados presentados en el ca.pitulo anterxor acerca -

% i de Ta mult1p11ca.c16n éntre elementos de los distintds espacios:-B ¥ stis componentes son el %

utilizadas en [9] para demostrar el siguiente resultado :

Teorema 5.1. Sea A una dlgebra conmutative simple, sobre un cuerpo F' de caractertstica
distinta de 2 y 3. tal que A satisface la identidad polinomial :

{(zy)? — 2%%} — 2 {((@)2)y + (@y)y)z — (4"z)z — (ey)y} = 0.

Sea e es un idempotente de A y supongamos que parc cada x € A existe un polinomio no
nulo fm(Re) € F|R.] que aniquila a z. Entonces :

(Z) A'—'*B1+B—1 -y Bl B—lB"l 6
(i) A= Bl+BO

49
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En la demostracién de este resultado, en [9] se presentan una serie de definiciones que
ayudan a simplificar los célculos necesarios para demostracién. En la primera seccién de
este capftulo explicaremos de manera detallada estas definiciones asi como la notacién que
utilizaremos, para formular una generalizacién del Teorema 5.1 en dlgebras que satisfacen la
identidad :

28 {(zv)? — a*5%} + v {((zv)7)y + ((@y)y)z ~ (y’z)z — (z°y)y} = O. (5.1)

Esta generalizacion serd presentada junto con otros resultados técnicos en la segunda seccién
de este capitulo.

5.1. Definiciones.

En el capitulo antenor, vu:nos coImo se comportan los productos entre elementos en los
¢d1ferent0ﬁ espamos BA pa.ra. los A -que ‘son raices de los Hamados Pohnormos de Pelrce Sic°
donsideramos un términé de Ia linealizacién dé la ‘idéntidad (5.1), por ejemplo ((:z:y)z)w
vemos que al descomponer cada variable como suma de sus componentes en los distintos
espacios By aparece una cantidad considerable de términos que son productos de elementos en
los distintos espacios B, los cuales a su vez se pueden descomponer de acuerdo a lo mostrado
en el capftulo anterior. De esta manera obtendrfamos una ecuacion en A con demasiados
términos que harfan muy complicado su manejo y por ende serfa bastante diffcil obtener
informacién acerca del dlgebra a partir de ella. Las siguientes definiciones buscan de alguna
manera evitar realizar todos estos cdlculos 6 simplificarlos de alguna manera.

e Deﬁmmén 5.1.1 Sean ALy venyAp €. F Y L1y weer T elementos de By, en Ba respectwamente
Llamiamos & una ectdcion E(e T1yeeer Zr) wténdar, si esta es homogénea de gmdo 1en
cada z; y si es combinacién lineal de ecuaciones que se obtienen al linealizar la identidad,
sustituyendo cade une de las wvariables, por alqin producto de elmentos del conjunto
{e, z1,..., 2, } ¥y posiblemente multiplicando por uno o mds productos de ese tipo.

.
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Definicién 5.1.2 Si T es un término de una ecuacion estdndar E llamaremos ‘“término
reducido sin subindices de la ecuacidn estdndar E7 al término obtenido o partir de T
eliminando todos los e que aparecen en los productos que forman T, ast como el coeficienie

que lo acompania.

Observacién 5.1.3 Los subindices que sefiala la definicidn anterior son aquellos gue apare-
cen con la aplicacién sucesiva de lo Proposicion 4.1.10 y denotados utilizando letras del
alfabeto griego.

Notacién 5.1.4 Abreviaremos “término reducido sin subfndices de E” como “T.R.8” de
z .

Ejemplo 5.1.5 8i T = (((z122)e)xs)z4 es un término de una ecuacidn esténdar E entonces
{((z122)x3)T4 €5 U T.R.S de B

75 ¢ Observacién 5:1.6 .5i T es un T.R.S de I, T, mo es necesariamente un-térming de- la

¥ 3
PR

eCUﬂ:Cidn'E.’ e T . . aa TR * : S I N J T e,

Observacién 5.1.7 Utilizando la Proposicién 4.1.10 tenemos :

1Tz = (m1m2))\101\2 + (931372),\15,\2 )

escogemos entonces p = A1 © Az

(z1%2), %3 = ((:1:1:1:2) » :1:3) o + ((mmz)p ma) .

poA3

Aho?‘a hacemos o = po Az - ¢

(@) = (@m0, m) 22) ., + ((@225), 20

y finalmente si T = 0 0 Ay obienemos el término :

( ((:L‘la;g) R zg) . 9:4) I
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Definicién 5.1.8 5i T es un T.R.S de una ecuacion estdndar E, llamaremos “términos
reducidos totalmente subindezados” a aguellos términos que pueden obtenerse a partir de T
con la aplicacidn sucesiva de la Proposicion 4.1.10 (Observacidn 5.1.6)

Notacisn 5.1.9 Escribiremos T es un T.R.T.S de E para indicar que T es un término
reducido totalmente subindexado de la ecuacidn estdndar E.

Observacién 5.1.10 Claramente cada T.R.S de E es suma de un nimero finito de T.R. T.5
de E.

Definicién 5.1.11 Llamaremos Pares de rafces, a los pares (A, u) € F X F' que aparecen en
la formacion de un T.R.T.S.

Ejemplo 5.1.12 El conjunio de pares de ratces del ejemplo anterior esta formado por
(Al’ A2)a (Pa A3) Yy '(a-) )\4)-

Definicién 5.1.13 Diremos que T' es un “T.R.T.S asociado a E” siT es un T.R.T.S de
E o bien st'T se obtiene a partir de un T.R.T.S colocando primas en las variables o en los

paréntesis en cualquier forma.

Observacién 5.1.14 En una ecuacion esténdar E aparecen dos tipos de términos, aquellos
con algiin e entre los productos y agquellos donde no aparece e en los productos. Los del primer
tipo son T.R.S de E y se pueden descomponer en suma de T.R.T.5 de E.

Por otro lado si consideramos por ejemplo el término T = ((z1%2)e)z3 aplicando sucesi-
"’ vamente la Proposicidn 4.1.10 tenemos : :

((z122) €) 23 = ((B1%2)5,00, €) 73 T ((£172) 3,55, €) T3- (5.2)
Ahora, si z € By entonces o = ze — Az luego para el primer sumando de (5.2) se tiene :

(551:!72) e) Ty = (2213;2)’ T3 + P ($1$2) ZTa.
P I P

o Recordemosquesx:ye Byl k) = x(Re—)\I ). En pa.rtlcular o= o(Re =MD o v




Ly .
.
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Nuevamente aplicamos la Proposicion 4.1.10 al primer sumando de la tltima ecuacion y
tenemos :

(z172), %3 = ((mla:g):, mg) raop + ((:1:19:2):,:53) o
Observamos ahora que ambos sumandos corresponden a un T.R. T.S de E con una prima
sobre el primer paréntesis o sea son “I.R.T.S asociados a E”. Realizando el mismo proceso

en cada uno de los sumandos de la descomposicion de T, podemos escribir T como suma de
“T R.T.S asociados a E”.

Finalmente podemos resumir esta observacion diciendo que E se escribe de una tnica
manera como suma de “T.R.T.S asociados a E”.

Definicién 5.1.15 Si escribimos la ecuacion E en su descomposicidn tnice como suma de
“T'R TS asociados @ E” y borramos aquellos términos de esta descomposicion
que tengan una o mds pmmas obtenemos une nueva ezpreszcin E a la que llamaremos

"‘Ecua.czdn Demvada. de E” (estmctamente hablando B ‘no es una. ecuaczdn vdlzda -en; A A

T

sdlo comsponde a una ezpreszdn obtenida a partir de E )
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5.2. Aplicaciones.

El principal resultado que demostraremos en esta seccién es el siguiente :

Si A es una 6lgebra conmutativa simple sobre un cuerpo I' que satisface la identidad (5.1)
cony#F0ya= ‘—f‘? tal que A posee un idempotente e y existe un polinomio no nule que
anule a R., entonces :

(1) A=B;+ B_(14a) O

(#) A=BA+B donde B= Y. B
A?"'lt_(l'}'“)

Con objetivo de obtener el resultado antes mencionado, enunciaremos ahora un impor-
tante lema utilizando las definiciones del capftulo anterior, que nos muestra que pese a no sex
necesariamente E* una ecuacién valida en A, nos puede entregar informacion importante so-
bre la ecuacién estandar E. Ademds veremos como con este lema, se pueden obtener algunos
resultados que servirdn para mejorar la descomposicién del glgebra A en el caso (i2).

Lema 5 2.1 Seary 7é i} y o= —E Sean V, M, i A €. F Gl, C’ subespacms de Bal, B‘x‘

T

respectwamente y tal que eC c C pam cada i y sea D un subespaczo de A tal que eDCD!

Sea Fy(T1, oy Tr)y ooy BalZ1y ey &r) un conjunto de ecuaciones esténdar tal que z; € C; ¥
supongamos que se tiene alguna de las siquientes condiciones :

(A) Mo p # \op para todo par de rafces de cada T.R. T.Sde E; i=1,..,5s).

(B) r =3 ypara cada T.R.T.5,T = ((z:%;) k) cOn p=XioXj yv=po X donde T no
esté en D por la eleccion de D, se cumple sélo una de las siguienies condiciones :

i 1 A; 0 Aj # AidAj.
2 (M o)\J)o,\k-—l—aAk— )\ 0 Aj.
Supongamos ademds que las componentes en B, de las ecuaciones derivadas Ei, ..., E;
implican linealmente que los T.R.T.S de E, ..., E, que estdn en B, estdn tembién en D.

Entonces los T.R.T.S de Ey,..., B, que estdn en B, estdn también en D para cualguier
eleccion de x4, ..., T en Ct, ..., Cr.
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Demostracidn. Sea G = G(z1, T3, -.., r) €l conjunto de T R.T.S asociados a Fn, ..., Bs que
estdn en B, y G; = {T € G : T tiene j primas}. Recordemos que si z; € B); se define
deg z; = k donde k es el menor entero tal que z;(R. — Al )k =0.

Demostraremos que G C D, asumiendo vélidas las ecuaciones Fy, ..., B y que las ecua-
ciones F3, ..., B2 implican que los elementos de G, estdn en D.(esto es posible por la hipétesis
del lema, ya que los elementos de Gp son T.R.T.S de Ei, ..., E; ). Es importante notar que
con esto bastard para demostrar el lema, ya que podremos reducir las ecuaciones F; a las
ecuaciones E} médulo D (asf eliminaremos de F; los términos con primas al tomar médulo
D).

Para demostrar lo anterior haremos induccién sobre d = E deg z;.

Sid < r, existe ¢ tal que z; = 0 y por lo tanto cualqmezr-%érmlno que involucre a z; en
sus productos es cero y estd en D, en particular aquellos elementos de G. Podemos suponer
entonces (hipétesis de induccién) que G C D para k = E degz; con k < d.
= »; . Observemos que todo elemento de G en el cual ap:;el:ce al menos una pnma. en algunaA
notar que pese & lo observado anterlormente ain falta a.nahzar que sucede cuando aparecen
términos por ejemplo de la forma (zxz:)")

Supongamos entonces que T = {T€G: T ¢ D} # @ (claramente por la hipétesis del
lema 7T N Gg 1] )

Sea 9(G) el conjunto de aquellos términos de G tal que al escoger cualquier prima de un
par de paréntesis del término y moverla hacia alguno de los factores del producto dentro del
par de paréntesis, se obtiene un término en D.

Por ejemplo si T es un término que posee un factor de la forma (z,:c,)( )a:k entonces
T E 3(G) ya que aquellos términos que tiepen una prima en alguno de los a:, estdn en D.

Sea T() en T con nrimero maximal de prlmas (esto ég si T1 tlene més primas’ que Ty
entonces T3 € D).
Observemos que siT = ((z:7;)zx)'ws € T entonces por la definicién de T-R.T. S asociado a

m (1) m,
una ecunacién, tenemos que ((:1:( ‘)a:,)(m’) (m")) ) € (G, en particular
((z;z;),wx) . Ts € G; en caso de que tengamos ((:r,:c_,)aa;k) z, € D entonces T € 8(G) en
caso contrario, ((z;%;)5%k), Ts € T y més ain ((ziz;),ze), %5 € O(G).
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Luego podemos escoger T con mimero maximal de primas en T y tal que Ty € 9(G).

Consideremos ahora un par de paréntesis de Tp de la forma (y2)™ con m > 1 con
y,z € Gy (sin primas) y sean ), p tal que y € By , z € B,.

En A es valida la ecuacién :

(y2) {2vRE — (y(A+ 1) —4B) Re + v (A + ) — 482 — v (N + 17) }
+ (v2) {—YRe + v = 2YA — 4Bu} + (y2') {—71Re — 2y + v — 4BA}
—yyz —yz'y — 4By = 0.
{(5.3)

Tomamos la componente en A o & de la ecuacién (5.3) y tenemos que el primer sumando
de estd dado por:

[(yz)p,\.p(Re)]m = 2@2hop{Re = Mo H{E - (MoIL. . . o

|||||

con T * = 27(yz)/\op {Re (AO[J,)I} R ,' o7 s .

= 2Y(y2)rou {(A ot — A0p) I + Re — (Ao )1}
= 29(Ao = Aop) (¥2)rou + 27(¥2) 50

En la nueva ecuacién obtenida, multiplicamos por elementos o productos del conjunto
{x1,...,z,} y aplicamos primas de manera que el primer sumando (distinto de cero ya que
2y (Ao — Aép) # 0) sea igual a Ty. De esta manera obtenemos una ecuacién cuyo primer
sumando es Tp y los demds sumandos tienen términos con mds primas que Tp o se obtienen
a partir de Tp cambiando una prima desde el paréntesis (yz); luego Ty estd en D lo que es

. una contradiccién con la }:up(')t&als

Por lo tanto G ~ G; C D. De esta manera (E) (E;“),, y por hip6tesis las ecuaciones
E?, ..., B} se pueden resolver linealmente para probar que los elementos de Gy estén en D.
Luego G C D.

Supongamos ahora que se tiene (B) y que To = (($i$j)£;m)$k)s;n).

Si Ao g — Adu # 0 usando el mismo argumento anterior tenemos que m = 0.
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Por otro lado si Ao g — Aép = 0 el coeficiente de (z;z;)’ se anula al reemplazar z; = y,
z; = z en (5.3) y ¢l coeficiente de (z;z;)" es distinto de cero.

Si m > 2 y tomamos la componente en p de (5.3) con el reemplazo dicho anteriormente,
aplicamos ahora el operador (R, — pf Y»-1R,, (R, —vI)" para obtener Tp y argumentar igual
que en el caso anterior que la componente en B, de T est4 en D, lo que contradice nuestra
suposicién inicial. Por lo tanto m € {0,1}.

De la misma manera pero ahora tomando y = (a:l-:r:j);,m), z = 3, tenemos que n = 0 para
el caso po A, # pdX, ¥ que n € {0,1} si po A = pBAs.

Si m = n = 1 entonces los elementos de G; estdn en D para ¢ > 2 (esto porque tienen
més primas que Tp) , luego si aplicamos (Re— v )? a las componentes en B, de las ecuaciones
B, ..., E, , estas ecuaciones se reducen médulo D a las componentes en B, de las ecuaciones
derivadas, pero & las cuales se les ha aplicado (R, — v/ 32 (ya que los tinicos términos que
sobreviven a la reduccién médulo D son aquellos que estdn en Go por la condicién sobre

ey t > 2) podemos COI]C].IIII‘ por h1p6tesls que los elementos de GD(R —= vI )2 &;tén en D Por

,,,,,

((z:25),z8)0 {—YRe + 7 — 2vp — 48N} + ((@:25)p23), {—7Re — 27A6 + 1Ak — 48p}
— v ((miz)hme), — ¥ (Th(zi%5)p), — 48 ((zizs)yah), =
(5.4)

Expandiendo los términos tenemos :

— Y((@iz;), ze ) Re + ((m3m5),@0)u {1 — 270 — 48A} — 7 ((ziz5),7%),, Be
o (e, {—2vhe M 4Bp)
=7 ((@sz;)swe), = (@hlwsss),), =48 ((wizi)ah), = O
(5.5)




CAPITULO 5. APLICACIONES DE LA DESCOMPOSICION DE PEIRCE. 58 -

Ahora reemplazamos z’ = (R, — vI) para z € B,

— A(wizs),me), + (@aws)hme)e {7 — 270 — 4B — o7} — (i) ),
+ ((mix1)ph), {—272% + YA — 4B8p — v7}
— v ((azs)ime), — ¥ (@ (®@e3)p), — 48 ((@:25),7%), = 0-

(5.6)
Aplicamos (R, — vI) en (5.6) y finalmente tenemos :
— y((wimsYyme) + {7 — 2vp — 48N — W} To — 7 (@:3),7%),,
+ (i) p2), {—27A% + YA — 48p — v}
— v ((@s;)iew), — 1 (@(@i5)o), — 48 ((zaws)ah), = O-
(5.7)
‘ ’ -Obgerva']ifos ‘que ’eiL_('§'.7).‘t,c.)dQ_s' ,los',“t_:ér"nji'ﬁqs' estdn en Dy 9Lc0__eﬁ¢ier;jie de._-“i};. esté ,d'aflP ‘por <

v—29p— 4B\ —w=7(1-2p~ar—v)
=4 (1 —2(N o)) —ad— (Ao A;) o M) # 0 (por hipétesis de la condicién (B))-

Luego Ty € D y esto contradice nuevamente nuestra suposicién inicial.

Para el caso m = 1 y n = 0, los elementos de G; estén en D para ¢ > 1, realizamos
ahora el mismo procedimiento anterior, pero esta vez aplicando (R, — vI) en el primer paso,
con esto se obtiene que los elementos de Go(R. — vI) estdn en D y analogamente al caso

. . anterior; tenemos una ecuacién en la cual todos los sumandos estdn en D y el coeficiente de

L Tyesy(l—2p—al—v)#£0. <o

oot

Finalmente para el caso n = 1 y m = 0 nuevamente se obtiene que los elementos de
Go(R, — vI) estdn en D pero :

Ty = ((%iz;)p7n),, = (@:2;)p7x), (Be — vI) € Go(Re —vI) € D.
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Luego G¢ C D para todo ¢ > 0 y podemos reducir las componentes en B, de las ecuaciones
B, ..., Bs médulo D a las componentes en B, de las ecuaciones derivadas, y esto por hip6tesis
implica que Go C D y asi queda demostrado el lema (ya que si son vélidas las ecuaciones
E,, ..., E, y G C D, entonces son vilidas las ecuaciones derivadas médulo D , y por hipétesis
estas implican que los componentes en B, de F, ..., E, estdn en D). m

Utilizaremos a continuacién el lema demostrado, para probar que bajo ciertas hipétesis
se tiene [(yz)z], = 0. Para esto necesitamos algunos calculos previos.

Sea z € B,,y € B,z € B, reemplazando w por e en la linealizacién completa de la
identidad tenemos :

28 {2 (zy) (ez) + 2 (ey) (z2) — 4ze)(y2)}
- ((ez)w)'y + ((z2)e)y + ((ey)z)z + ((zy)e)z + (e2)w)z+ |
* B A ((a;z)y)e + ((ey)z):c + ((zy)z)e R =0
—2((313)6)93 — 2{(y=)2)e — 2(@e)2)y — 2A(26)y)z
(5.8)

Ahora reemplazamos en (5.8) 2 + vz = ez, i + Ay = ey, 2’ -+ pz =€z, y se tiene :

1((@y)2)e + 1y + M)D)z +v((E2)y)e + (& + p2)y)z + V{(ayle)z + 1y + My)z)z
((@2)ey — 8B(@ +vm)(u2) +7{(z + p)aly = 2(wA)e + (w2} + 2r(@y)z
. --j-.2v7(my2z + 2y(zz)y + 21{7(%)3 — 4By (z2) — 4,6)\:? (zz) — 4Bz (a:y) — 4Bpz (zy) -
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Reordenando y agrupando términos obtenemos :

((zy)2)e + 1(y'z)z + TAYz)z + v{(z2)Y)e + ¥(2'y)z + Tlzy)T
+y((e)e)z +(wr2)T + YA (yz)z + y((z2)e)y — 88z (y2) — 8Bv(yz)z + v(zz)y + vp(22)y
= 2v((yz)z)e + 2v((y2)e)x + 2v(2'y)z + 2vy(zy)z + 2v(z'2)y + 2vy(z2)y
— 4By (z2) — 4By (x2) — 482 (wy) — 4Bpz (zy) -
(5.9)

Asf, escribiendo la ecuacién (5.9), utilizando el operador de multiplicacién R, tenemos la

ecuacion :

(y2)z {27Re — (712 + YA — 880)} + 27((y2)e)z — v(y2)z — v(zy)z + 8B(yz) =
AeY)z{vRe £, (VA £ 460 —~ 207)} + 1((zy)e)z + T(y )z — 27(@y)z + 40 (wy) z'
@Ry R (A 48X —2vy)¥t Y(z2)e)y + +(z2)y = 27(56’2)3; +4By (wz) o

(5. 10)

Observacién 5.2.2 Recordemos las Proposiciones (4.1.29) y (4.1.80) respectivamente :

1. Sean =,y € By, z € B, tal que Ao p = 1. Ademds supongamos que ool ) # 0.
Entonces :
[(y2)a], = [ly2], =], -

2. Sea A es una dlgebm que satisface la identidad (1) con o % 2. Sean z,y € B,\,z € B,

_tal que Ao pu= 1 Si poA ¢ {EL Th, ,\} entonces : o S :

[(ym)z]'\ = 0.
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Supongamos ahora , v # 0 y v = . Factorizamos por -y y reemplazamos « en (5.10) para
obtener la siguiente ecuacidn :

(y2)z (2(R. — N — (1 — 2o+ DN} +2((y2)e)z — (v 2)z — (F'y)7 + 20(yz)a’ =
(a9)z {Re + (ap — N} + ((3y)e)z + (Y'2)z — 2(a'y)z + a(oy)?
+(22) {{Re — M) + (g + Ma — D)} + (@2)e)y + (Fz)y — 2(a'2)y + alz2)y"

(5.11)
Ademss desarrollando y usando el Corolario 4.1.32 tenemos :
[(w2)z], {2(Re — A) = (p— e+ 1A} + 2 [((y2)e)z], =
2 [(y2)al) — (b — (2o + D)X) [(92)a], + 2[(y2)iz]s + 2[(y2)2],
(5.12)
[(@2)yly {(Re — A) + (g + Ma — 1))} + [((z2)e)y], =
[(@2)yls + (2 + Me — 1)) [(z2)yl, + (z2)19], + {z2)9], -
(5.13)
También se tiene :
((zv)e)z = ((z¥)son€) 2 + ((T¥)rre) 2
= ..(xy)’Ao)_\ z+ Ao A(TY)yon Z+ (my)’lol z+ AdA (my),m 2 .
€ Bloxen + Bixonsu F Buanen + Bosnsn: ~ (5.14), "

Por lo tanto bajo las hipétesis de la Proposicién 4.1.30 :

[((zy)e)2], = 0. (5.15)
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Luego usando (5.12), (5.13), (5.15) y la Proposicién 4.1.30 la coordenada en By se reduce

[2((@2)e) + @~ (n— Ca+ D) (g2)e + 2u2)s — (¥2)o — (2)s + 20(y2)], =
(@)Y + (1 + 1+ M — D)(@2y + (@2 + (@2)y - 2’2y + a(z2)y] -
(5.16)

Notacién 5.2.3 Sea A, u € F, denotamos ¢(A, p) = N 4 adp + pl.

Con las hipétesis de las proposiciones y de la Observacién 5.2.2 y utilizando el Lema 5.2.1
tenemos el siguiente resultado :

Proposicién 5.2.4 Sea A {c+ 1) # —1. Ademds, supongamos que q G(a+2)A+1),)) #
24+ ayq((a—1)A—1,)) # 2+ a entonces :

s e o1

"

el Rl =@, = 0. PR T
Demostracién. Sean v =), C, =Co =B ,C3=B,, D=0z =3, 22 =Y, T3 = 2.

Llamaremos Fi a la ecuacién (5.16) y E» a la ecuacién obtenida a partir de (5.16)

intercambiando z por y.

Las ecuaciones derivadas de E; y E; estén Ef, E5 dadas por:

@- (= Qa+1)N)[@2)el, = @+p+Ma—1)[(=2)y;,

L+p+Ma—1)[@2ely, = @—(@—Qe+1N) (@2, (5.17)

SiM=2— (p— (20:2-1— DAy N =1+ p+XMa —1) el sistema de ecuaciones (5.17) tiene
solucién no nula , sélo si :

det (M 'N) =N?—-M?2=0.
N —-M
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Recordemnos ademds que como Ao u =1 por la Proposicién 4.1.17 se tiene :
g\ p)=2+a. (6.18)
Ademds si M = £N entonces respectivamente tenemos :
p=1{(e+2)A+1) 6 p=(a-1)A-1, (5.19)

lo que estd descartado por hipétesis.
Por otro lado tenemos que :

(Aop)od=1~-ar—~2,

siy sélo s :
AMa+1)=-1

f , Por lo _"tgmtO ‘se éumple 1a ‘jqoﬁ%liéiéh (B) del Lema. 5:2.1y podemos aplicarlo paia

,:(-zibteﬁfer T
[(y2)a], = [(z2)y], =0,

para cualquier eleccién de z,y € Bx,2 € B,. &

A continuacién mostraremos otro resultado, que nos servird para nuestro objetivo final.
Para esto realizaremos algunos cdlculos previos.

Factorizemos por 7y # 0 y reemplacemos « = % en la ecuacién (5.10), para obtener la

ecuacion :

L (§2)a {2Re— (it A - 200)} + 2(g)e)z~ (y2)a— (zp)a+ 2afyz)ar =
(zy)z {Re + (A + ap — 20)} + ((zy)e)z + (yz)z — 2{my)z + o (2y) 2
+ (@2)y {Re + (p+ aX — 20)} + ((z2)e)y + (zz)y — 2(z2)y + & (z2) ¥
(5.20)
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Observacién 5.2.5 Seanz € B, ,y€ By, 2€ B, . Sip=Xop yAopu =1 entonces :

1. (yz)z = (yzhz+(y2),
= [(yzhzl, + [(¥2hsls, + [(¥2)p7]0, + [(¥2)s2] 2, -

2. (yx)z = (YT)vorz + (YT)usrz
= [(ym)uoxz](m)op + [(yiﬁ)va)\z](pm)op + [(Ufﬂ)vokz](m)ap + [(yﬁc)umz](ya,\)ap .

3. ((y=)e)z = ((2)i+ (y2)ee)z
= (y2)iz + (y2he + (y2),2 + p(y2)ee.

Si queremos aplicar el Lema 5.2.1, lo primero que debemos hacer es identificar aquellos
T.R.T.S que aparecen en la ecuacién (5.20) al escribirla en sus términos asociados. Para
esto, usamos la observacién anterior, y suponiendo ademds que ¥ no satisface (Vo A)opu=v
tenemos que el tnico T.R.T.S de la ecuacién (5.20) que estd en B, es [[yz], 2], .

-." .. ., Ademds tenemos que Lo R LT i s

K

T

7 (@], 2R~ (ut A 200} = [@2)al, {2(Re =) + 20 = (b4 A= 200)}
= [(w2)zl, {2(R. —v) + 2 (L + @) ~ (+ M)}
= 2[(y2)a], +(2v (1 +a) — (1 + X)) [(92)z], -
Asf, si llamamos E; a la ecuacién (5.20) enfonces la componente en B, de la ecuacién
E; esta dada por :

(2 (1+ @) — (u+ X +2) [(42), 7, (5.21)

- Si.intercambiamos £ por z en (5.20) tenemos la siguiente ecuacién :

1

(y)2 {2Re — (v + A — 20m)} + 2(@2)e)2 — W)z — (@9)2 + 20(ya)z =
(zp)z {Re + (A + v — 2u)} + ((zy)e)z + (y2)z — 2(zy)e + o (2y)
+ (@2)y {Re + (v + a) — 2p)} + ((z2)e)y + (z2)y — 2Azz)y+ alzz)y.
(5.22)
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Ahora :

[(w2)z], {Re + A+ av—2p)} = [(2)z], {(Re —V) +v+ (A+av—2u)}
(w2)z], {(Re =) +v(1+a) + (A —2pu)}
= [(g2)z], + (v (1 + ) + (A —2)) [(y2)=], -

Asf, si llamamos E 2 la ecuacién (5.22), entonces la componente en B, de la ecuacién
E} estd dada por :

(v (1+0) + (A —20) + 1) [(p2)acl, (5.23)
Recordemos que por la Proposicién 4.1.21 tenemos que si A, p € F, Aop=1,A #1lu#l
entonces (g o) o A = v sf y solamente sf v € {1, A, Tau} -
Podemos enunciar ahora la siguiente proposicién :

Proposicién 5.2.6 Sean A, p € F, )\o,u =1, A\ p#E1 tal que vé{1LAT p} Supongamos

3«: ademds que a# 2 entonces ne TR

"‘-f‘: ‘ [[yz]ly:r]y :“0.“ ‘t,ua o ",;‘ W =1_:.,:“., : H o p B - B |

Demostracién. Aplicaremos el Lema 5.15 para Cy = B, C; = By, C5 = By, D =0. Sean
T = I, Y = T, 2 = T3. y consideremos las ecuaciones E4, E» mencionadas en los célculos
previos (ecuaciones (5.20) y (5.22)).

Las ecusaciones lineales determinadas por los términos en B, en E] y Ej se reducen
respectivamente a :

(2v(1+0) = (p+N) +2) () o], = 0, (5.24)

'...-(’_’ (1+ ).+ (A—2p) + 1) [(yz)z], ="0. E (5.25) L )

Luego si multiplicamosla ecuacién (5.25) por —2 y la sumamos a (5.24) tenemos que :

3(p—M(y2), 2], =0

Ademss , por el Corolario 4.16 tenemos que, s{ « # 2y A =  entonces Aoy =1 sf y s6lo
sf A € {1,—1}. Con lo que tenemos finalmente el resultado buscado. m
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En el caso de @ = —1 se construye un ideal en la glgebra, a partir del conjunto

B= Y. Bj. A continuacién estudiaremos el comportamiento de este ideal en el caso general
20,1
en que o € F' es arbitrario, para obtener asi ideas sobre una. posible generalizacion.

Seaz,€B,yB= 3, Bysib€ B entonces:
70,1

zb= 3 mulbla= 3 { @) er+ @ Bl } -

25#0,1 A#0,1

Si u 5 0,1 entonces z, € B luego {z,b); € [BB]:.

Si i = 0 entonces po A =1 (por la Proposicién 4.1.17 MNitop+p?=2+a)siysolo

8i:
N o= 240,
B ] A = +V24 =),
" "Luego * o s e - . aper L

[:L‘obh = [.B{)B,\a]}_ -+ [BOB--Aa]L

En el caso particular en que o = 1 tenemos :
[zob]1 € [BoB-x.)1,

(ya que b 1o tiene componente en By).

Si 4+ =1 entonces poA=1siys6losi:

re{L—(1+a)}. | N

Asf:
[$1b]1 € [B]_B...(1+a)11.

Observacion 5.2.7 En el caso de que o = —1 no aparece componente en By ya que b no

" tiene componente en By.
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De lo anterior se tiene :

[ABl: C [BB): + [BoBa.l1 + [BoB-s.)1 + [BiB-r+a)s-

El 4nalisis anterior, y el método utilizado en [9], nos motiva a considerar B= > B,
A#£1,—~(1+a)

y la relacién :
([AB]1 + [ABl_(1+e)) (B + B_1+a)) € B+ AB.

Observacion 5.2.8 Si la relacidén anterior es vdlida en A entonces B + AB es ideal de A.

En efecto :

A(B + AB) = (B+ (B1 + B_(14a))) (B + [AB], + [AB], + Z [AB] ,\) ,
Ag{1;—(1+a)}

Ly Lo m - o
2 . . i, ST

LN Y v ~ ® R -

- P RN L3 " . o

- S Cas . - . - En - P T - . \

.y ademds s . X : S S

+ S © . o - o SRL - e o R Yy
LI * - et P r v e o S F

S BB

)¢{1,—(1+a}}

-

A continuacién mostramos los elementos necesarios para demostrar la relacién de la
Observacién 5.2.8 utilizando el Lema 5.2.1.

Seaz,€B,yB= 3, Bysib€ B entonces:
A#l,—(1+4a)

Sip %:— (1+e),1 entonces z, € B luego [z,b], € [BB]:.
Al 1gual :que io a;;teriofftex;e-:d’b‘s “que; : ﬂ
Sip=1 poA=1siysélosi:

re{l,-(1+a)}.

Con lo que z1b no agrega componentes en B.
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St g = —(1 + c) entonces :

Moagl+ta)d+(l+a)=2+a.

Luego :
re{df+a—-1,1}.

Asf [Zpb]]_ = [B—(1+Q)Ba2+a—l]1-

Por lo tanto descomponiendo cada elemento ¢ € A en la suma de sus componentes

tenemos :
[AB], € [BB]1 + [B-(1+a)Bazsa-1]1-

Usando el Lema 5.2.1 se demuestra lo siguiente :
1. [AB];4 B1 c B + AB
5. [BBBoisny C B+ - AB.

3. [B-@+a)Baz+a-111B—(14a) € B+ AB.

Para esta demostracién, los espacios C; y D a considerar estin indicados

en la siguiente tabla :
Cl C2 03 D
1 B =5 B, B+AB|Aop=1,2#1, p#1,—(a+1)
~ B"(H'“) By . BP' " B+ AB A op=1,2, “¢ {1,_1 —_(O! + 1)} .
3 | B—gsoy| Bar4a-1 | B-ire) [ B+ AB - )

En los 3 casos, las ecuaciones E; utilizadas se obtienen a partir de la ecuacién (10)
haciendo los reemplazos correspondientes y de la ecuacién obtenida al intercambiar variables
en la ecuacién (5.11).
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Ademds para o # —2:

(Aop)ol = 1#—(1+a)=1—-a~-2roy,
(Aop)o—(1+a) = —(l4+a)#-1+tet+a’=1+a(l+a)—2(\op).

También tenemos :
1+ —a(i+o)(@+a—-1)+ (P +a—1)"=a+2
luego por la Proposicién 4.1.17 :
~(1+a)o(@®+a—1)=

Asf, si @ # —2 entonces :

Al

( (1—i—a) (a o= 1))0-—(1+a) e
- . T . _(1_;_0,) . ",‘(;12 +ﬂoz‘;.:1)-“

1+o(l+a)—2(-1+a)o(®+a—-1)).

i

Con lo que tenemos que en los 3 casos, la condicién (B)-2 del Lema 5.2.1
(A0 X;) 0 Ap # 1 — adg — 2); 0 A; se cumple.

Si suponemos adem3s que A es una dlgebra simple tenemos finalmente el resultado menciona-
do al inicio de esta seccién :

Teorema 5.2.9 Si A es una dlgebra conmutativa simple sobre un cuerpo F' que satisface la
identidad (5.1) con 7: 75 0y o= 4‘3 tal que A posee un zdempotente no nulo € y existe.un
" polznomzo que anula o Re, entonces ' = ’ y .
(i A=B1+B (ta) 6

(i) A=BA+B donde B= Y., B
A1, —(14a)

Demostracién. Con lo anterior se demuestra que BA -+ B es un ideal de A, luego si
A es una élgebra simple, entonces BA+ B = 0 6 BA+ B = A y asf se obtienen (i)
y (i%) respectivamente. W




CAPITULO 5. APLICACIONES DE LA DESCOMPOSICION DE PEIRCE. 70

Observacién 5.2.10 En el caso (i), si A= BA+ B y e es un idempotente no nulo en A

entonces como e € By :

e= > [pw; condop=1,p¢{~(e+1),1} y |F| finito.
MpEF'CE

Podemos considerar x € B, con v € F escogido segiin las Proposiciones 5.2.4 y 5.2.6 de

manera que :

ze= > [l 2], =0

ApeF/CF

Y ast x € By para ciertos v, con lo que tenemos :
A=Y B
v

por ejemplo en el caso de o = —1 se tiene A=By+ B+ B_;.

- I . o
. - W : B - . ¥ . - ar mp

. * 4 y .
T ¥ - "
E i . 3 -

& - fIoh w7 & -ow o e et A - 34 B . V3
. [T R N - 3




Capitulo 6

Resultados adicionales y comentarios

finales.

,‘ -.6 1. Otras 1dent1dades de Grado.4. . .. -

Recordemos que en'el resultado demostrado por L Canm, LR. Hentzel P1acentm1—Cattaneo
[3] que enunciamos en la introduccién de este trabajo se muestran las siguientes identidades
polinomiales de grado 4 :

ofz?a?) + Bzt =0 (6.1)
28 {(z9)* — 2%} + 7 {(=zv)2)y + (@y)y)z — (¥z)s — (=*y)y} = O (6.2)
B{(=*)z — ((zy)z)z} + 71 {*y — (ey))z} =0 (6.3)

((zy)2)t — ((zy)t)z + ((t)z)z — (t)2)z + ((y2)t)e — ((y2)z)t = 0 (6.4)

Ad1c1onalmente se demuestra en, [3] que una 4lgebra conmutativa sxmple, ue satisface la -

1dent1dad (6. 3) bajo ciettas condiciones para. 3 y ¥ debe ser asociativa. -

En el Capitulo 2 demostramos en dlgebras que satisfacen la identidad (6.3) la existencia de
el ideal Alt(A) para el cusl se cumple que A/ Alt(A) es una dlgebra alternativa (asociativa ya
que car(F') # 3 [13]). M4s axin usando la misma técnica para demostrar lo anterior, logramos
obtener el siguiente resultado para aquellas dlgebras que satisfacen la identidad (6.4) :

71

USLN
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Proposicién 6.1.1 Sea A una dlgebra conmutativa sobre un cuerpo F' con car(F) # 2, tal
que A satisface lo identidad (6.4). Sea Ass[A] el subespacio de A generado por los elementos
de la forma (a,b,c) con a,b,c € A, entonces Ass[A] es un ideal de A.

Demostracién. En términos del asociador (a,b,¢) = (ab)c — a(be), podemos escribir la
identidad (6.4) como :

(z,y,w)z + (7,9, 2)w+ (w,y,25) 2 =0 (6.5)
Recordemos ademss la Identidad de Teichmiiller dada por :
z(y, z,w) + (z,9, 2)w = (zy, 2, w) — (z,yz, w) + (x,y, z2w)
De la identidad (6.5). tenemos :
Ademés usando la Identldad de Telchmuller se tlene "

sy, zw) = —(&,y,2)w+ (2y,2,0) — (z,y2,v) + (2,9, 20)
—(z,y, z)w mod(Ass[A]) (6.7)

If

Asf de (6.6) y (6.7) :

(wy,2)z = —(ny,2)w-(zy,w)z

.(y, 2,w) — (2,9, w)z mod(Ass{A])

#((y2)w) — z(y(2w)) — (y2)w)z + (2(yw))z mod(ASS[A])
(z(yw))z — £(y(zw)) mod(Ass[A])

z(y, w, z) mod(Ass[A]) ' (6.8)

- a .

ll

(w,y,w)Z“*~(wy,2)w (zy,‘w)m T (-2) I
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Por otro lado, intercambiando z por w en la Identidad de Teichmiiller :

'T(ya w, 2,') = _(:E: Y, ‘UJ)Z + (:L‘y:’w: Z) - (:C: yw, Z) + (m: Y, ZTU)
—(z,y, w)z mod(Ass[A}) (6.9)

il

Luego por (6.5) y (6.9) :

(z,9,2)w = —(w,y,3)z— (z,y,w)z
z(y, w, z) — (2,9, w) z mod(Ass{A]) (6.10)

i

Finalmente reemplezamos en (6.8) y (6:10) en (6.5) tenemos :
2z(y, w, z) = 0 mod(Ass[A])
Entoncesi §i car(f‘) #2:
L m(y w,2) 20 mod{Ass[A]) . - Lt
Y asf:

A(Ass[A]) C Ass[A]
Por lo tanto Ass[A] es ideal de A. ®

Hemos probado entonces que para una dlgebra A que satisface la identidad (6.2)
(bajo ciertas condiciones sobre los escalares que definen la identidad) 6 la identidad (6.4) la
existencia de un ideal J tal que A /J es una slgebra asociativa, lo que sumado al resultado
de L. Carml, LR. Hentzel, Pla.centxm—Cattaneo sobre las glgebras que satisfacen la identidad

T (6 3) puede ser ev1den01a suﬁ01ente para conjeturar que las slgebras simples que satwfacen :

alguna de las identidades (6.2) y (6.4) deben asociativas. Respecto de la identidad (6.1) no
conocemos algiin resultado de este tipo.

B »e . . . e s m
+ - N R " T
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En otro aspecto para el cual encontramos puntos en comiin en las dlgebras que satisfacen
la identidad (6.2), respecto de las deméds identidades de grado 4, dice relacién con el Capitulo
3. en el cual probamos la existencia de una forma traza. Al igual que en la identidad (6.3)
[3] nos encontramos con que esta forma traza, esta definida a partir de una forma bilineal
obtenida como combinacién lineal de los operadores R., y R R,.

Cabe entonces preguntarse, si serd posible, en las dem4s identidades de grado 4, construir
una forma traza de la misma manera. Intentando dar respuesta a esta pregunta, logramos
obtener el siguiente resultado :

Proposicién 6.1.2 Sez A una dlgebra conmutative que sotisface la identidad (6.4).

entonces :
(z,9) = Tr(B(z,y)) donde B(z,y)=Ruy— R.Ry,

es una forma traza en A.

_“Demostramén. Claramente por la deﬁmmén de 7iy las prop1edades de la-traza de una. '

~

transformacién lineal, 7 es bilineal y simétrica.

A continuacién probaremos que 7 es asociativa, esto es :
7(zz,y) = 7(z, yz)para todox, y, 2 € A.
Reescribimos la identidad (6.4) en términos del operador multiplicacién R, y tenemos :

R(my)z = Rz‘sz + RszRz = -Rsz-R'.: + Rysz = R(yz):c =0. (6-11)

T %

&

~ Cambiamos y pof z-en (6.11)*
R(:cz)y - &zRy -+ RzR:vRy - RzRyR:: + Rysz - R(yz)m = 0. (612)
Cambiamos z por z en (6.12)

R(a:z)y - R'.v;z-Ry + -R'.J:RzRy - RzRsz + -Rrya:Rz - R(ym)z = 0. (6.13)

&
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Restando (6.11) y (6.13) tenemos :

Rizy)s — RayRs + RyRoR, — RyR.Ro+ RyuRe — Rignye
- {R(a:z)y - Rmz-Ry + Rﬂ:RzRy - R:cRsz + Rya:Rz — R(-ya:)z} = 0.

Reagrupando términos se tiene :

2 {R(my)z - &sz} = {R(yz)m - -Ryz&} + {R(:cz)y - szRy}
- {RszRz - RszRy + I?a:Rsz - Rsz-Rc} ’

estoes:
2 {R(a:y)z - R:::sz} = {R(yz)z - -RfyzR¢} + {R(mz)y - Rzz-H»y}
- [Ry; Rﬂ:Rz] - [R::) Rsz] . (614)
7, . Aplicando trazs ¢ (6.14) ¥ nsaido el hecho de qué In raza de tin Conmutadof es ceroj i -
tenemos que : ' ' T . - e - PR
27(zy, z) = 7(yz, z) + 7(z2, 7). (6.15)

Cambiamos ¥ por z en {6.15) obtenemos la ecuacién :
21r{zz,y) = 7(yz, ) + 7(zy, 2). (6.16)
Restando (6.15) y (6.16) se tiene :
o) =rleny). (617
B Ca.mblamos z pc;r y en (6.17) y US&TTIOS ig‘sihletrf;-de 1‘ pa;ra cdﬁclufifql;e : \
{zy, 2) = 7(yz,x) = 7(x,y2),

y asf T(zz,y) = 7(z,yz) para todo z,,2 € A. =
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En relacién a la identidad (6.1) no logramos. obtener una forma traza de esta manera,
pero sin embargo, pudimos obtener alguna informacidn extra sobre estas dlgebras suponiendo
que ademds de la identidad (6.1) poseen una forma traza no degenerada. El resultado es el
siguiente :

Proposicién 6.1.3 Sea A una dlgebra que satisface la identided (6.1). Si (o+5)(da—5) # 0
y A posee una forma traza no degenerada, entonces z* = 0 para todo z € A.

Demostracién, Linealizando la identidad (6.1) tenemos :
do(zy)a® + Bys® + B (yz?) + 2Bz(z(zy)) =0,
luego st (,) es una forma traza en A para todo x,y,z € A tenemos :

i .0 = (2da(ey)s® + fys® + Pr(ys’) + 2Px(z(zy)) . .
A = (aa(o%)8 4 Bt B (02) 8 RABEEE)BY - -

Entonces, como {,) es no degenerada, para todo z,2z € A :

do (2%2) o + Bz2® + B (z2) 2° + 2Bz (z(22)) = 0.

En particular poniendo z = z se tiene :
(4o + 38) £* + BzPz® = 0.

. Finalmente, como A satisface la identidad (6.1), y 1 . - ‘o

40:%—3B B

5 o = 40? +3af — B° = (a+ B)(4a — B) # 0,

tenemos que :
z% = 0 para todo z € A.
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6.2. Comer;tarios Finales.

Una de las principales dificultades que presenta el estudio de la identidad (6.2), es la
construccién de ejemplos. Es interesante encontrar ejemplos distintos de aquellos que pueden
ser obtenidos utilizando el programa Albert {7]; ya que pese a que se pueden encontrar
lgebras distintas en cuanto a su dimensién e identidades, su estructura es similar.

En relacién a este tema, un problema aiin sin respuesta; es lograr la construccién de un
ejemplo, preferentemente de dimensién finita, que cumpla la identidad (6.1) y cuya tabla de
multiplicacién dependa de los escalares <y, 5. M4s especfficamente, construir una dlgebra Az ,,
sobre un cuerpo F, con una base B = {uy, ...., #a} ¥ cuyo producto este definido de la forma
wiu; = a;i(7, B)ur (donde oy5(7, B) : {1,...,n} x {1,...,n} — F), de tal manera que en Ag,
s6lo sea valida la identidad (6.1) para los 8 y -y indicados.

Otro punto a analizar, dice relacién con las preguntas cldsicas acerca de la nilpotencia y
solubilidad en é.lgebras no asociativas. La mayoria de las identidades obtenidas en el segundo

=capftulo ‘estan motlvadas por. las demostracxonas ‘clésicas de- Algebras de. Jordan ¥ Algebra .

Alternitivas: 1Es c1erto, que'si "A'es una dlgebra de dimension finita 3 y soluble ‘que satisface
la identidad (6.1), entonces A* es nilpotente; o que toda nildlgebra de dimensi6n finita, que
satisface la identidad (6.1) es nilpotente?. Los ejemplos obtenidos con el programa Albert,
parecen indicar que la respuesta a estas preguntas serfa afirmativa, pero sin embargo no fue
posible aplicar los métodos ya conocidos y utilizados en otras variedades de édlgebras.

Respecto de las formas trazas, es interesante, lograr encontrar condiciones para que la
forma traza encontrada, sea no degenerada. Y en caso de encontrar una respuesta afirmativa,
poder verificar si la condicién 23 + v # 0 es necesaria y suficiente para que se cumpla la
identidad 2% — z(z(zy)) = 0. ) R

Finalmente sefialamos que todavia hay posibles! aplicaéiones de la descompo%icién de
Peirce, profundizando un poco m4s en el estudio de las dlgebras simples que satisfacen la
identidad (6.1) o bajo algtn otro tipo de hipdtesis. En [9] se utiliza la descomposicién de
Peirce, para demostrar que una slgebra simple, de dimensién finita que satisface la identidad
(6.1) para f = 1,7 =—2y tal que A = A = Bi + By es asociativa.
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Hemos logrado en el caso general v, 8 € F, obtener la descomposicién A = By + B_(14a),
pero sin embargo no es posible utilizar el mismo argumento usado en [9] para obtener la
asociatividad.

Se hace necesario entonces hallar algiin contraejemplo o utilizar otro argumento, aunque
el hecho de haber demostrado en estas slgebras,al igual que en el caso estudiado en [9], la
existencia del ideal Alt[A] hace pensar que el resultado serfa vilido también en el caso general,
a excepcién posiblemente de alguna restriccién sobre los escalares -, 5.
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