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Resumen

Este trabajo es un estudio de las ecuaciones diferenciales con efecto impulsivo en tiempos
variables. Algunos de los comportamientos dindmicos que las diferencian de aquellas con
impulsos a tiempos fijos son ejemplificados, pdg. 9. Se presenta un teorema de existencia,
uno de prolongacién de soluciones y otro de ausencia de pulsaciones, pag. 20, 21 y 22. Se
prueba existencia de sohiciones mediante un proceso de paso al limite de una sucesién de
funciones aproximantes, pag. 40, proceso justificado mediante un resultado de compacidad,
pig. 34, donde nociones nuevas de convergencia y equicontinuidad es necesario introducir,
pag. 30. Se construye una teorfa introductoria a las ecuaciones de campo e impulso lin-
eal, esto es: un teorema de representacién de soluciones, pdg. 43, y otro de existencia
(explicita) de soluciones para los sistemas homogéneos, pdg. 48; una formula de variacion
de parametros para las no homogéneas, pig. 51; y algunos ejemplos y resultados sobre
condiciones para el acotamiento de sus soluciones, pag. 53. También se introducen los
conceptos de estabilidad, pag. 62, y estabilidad a nivel de los puntos de impulso, pag. 61,y
se estudian sus relaciones. Se demuestran dos resultados que fijan hipdtesis generales para
la estabilidad de los puntos de impulso, pdg. 67 y 71, y un tercero para implicar estabili-
dad de soluciones, pig. 72. Finalmente se muestran algunas aplicaciones a la explotacién
sustentable de los recursos autoregenerativos, pag. 80.
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Abstract

This work is a study of differential equations with impulses at variable times. Some of
the dynamic behaviors that differentiate them of those with impulses at fixed times are
illustrated, p. 9. It is present an existence theorem, a continuity of solutions theorem
and other of absence of phenomenon of beating, p. 20-22. We prove existence of solutions
by means of a process of aproximation, p. 40, that is justified through a theorem of
compactness, p. 34, where new notions of convergence and equicontinuity for piecewise
continuous functions is necessary to introduce, p. 30. An introductory theory of linear
systems (linear field and linear impulses) is built, i.e., a representation theorem of the
matrix solution, p. 43; an explicit existence theorem for homogeneous systems, p. 48;
a variation of parameter formula, p. 51; and conditions for boundedness of solutions, p.
53. Also the concepts of standar stability, p. 62, and a stability to the level of impulse
points, p. 61, and its relations are studied. Two results establishing generals hypothesis
for the stability of impulse points are shown, p. 67 & 71, also other result about stability
of solutions, p. 72. Finally, some applications to the sustainable harvest of renewable
resources are developed, p. 80.
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Introduccion

Cuando la dindmica de un fenémenc admite ser modelada via una variable numérica, con
valores en :|R", siguiendo una trayectoria continua que en ciertos instantes presenta bruscos
cambios de estado, entonces estamos frente a lo que calificamos como fenémeno impulsivo.
Ademais si esta variacion estd gobernada por una ecuacién diferencial ordinaria, pero en cada
instante que la variable se discontimia actia una ley que determina el impulso, entonces
estamos en presencia de un proceso impulsivo. A la conjuncién de la ley diferencial de
evolucidn, la ley que determina los tiempos de impulso y la que define el salto en la variable
se le llama ecuacién diferencial impulsiva.

El objetivo central de esta tesis es presentar un estudio general para una clase amplia de
estas ecuaciones, las de efecto impulsivo en instantes en que la variable estado satisface cierta
relacién espacio-temporal predeterminada. Nos preocupamos de la definicidn del concepto
de solucidén, pasando por las problematicas de existencia y prolongaciéon de soluciones,
damos algunas representaciones y métodos para la resolucion explicita y aproximada de
ecuaciones, y hacemos un andlisis de estabilidad de soluciones. Otra finalidad es mostrar
algunas aplicaciones en dindmica de poblaciones.

Procesos impulsivos han sido considerados desde hace bastante tiempo. En los comien-
zos de la mecdnica no lineal, segiin informa Samoilenko y Perestyuk [32], aparece en 1937
un trabajo de Kruylov y Bogolyubov sobre modelacién de un mecanismo de relojeria que
incluye un efecto impulsivo.

La clase de ecuaciones diferenciales impulsivas que en este trabajo es tratada debe su
caracterizacién a Mil’man y Myshkis, (23] y [24], al comienzo de la década de los sesenta.
El estudio del control automético eon su vertiente impulsiva actualizé el interés por estos
procesos. Probablemente la Escuela de Mecdnica No Lineal de Kiev es el referente principal
de los trabajos mas sistematicos en el drea. Otra linea para el tratamiento de estas ecua-
ciones, que incluye los impulsos como funciones generalizadas, se podria desarrollar a partir
del trabajo de Halanay y Wexler {17, afio 1968, que restringidos a impulsos en tiempos fijos
podemos encontrar en [26] y [35]. M4s recientemente, en conversacion directa, el prolesor
R. Rebolledo sugiere pensar estos procesos como ecuaciones estocdsticas sin probabilidad.

Nuestra atencién se concentra en los procesos para los cuales la variable estado z(%),
t > (0, transita en algiin £ C R™ segin una regla diferencial ordinaria z/'(t) = f(t,z(#)) ¥
se impulsa en un instante ¢ > 0, desde z(¢) a Ix(z(t)), Ir es la k-ésima funcién de salto,
st T(z(t)) = ¢, para alguna sucesién de funciones continuas 7, : @ — (0,00), tal que
{71(z)}x>1 es una sucesién estrictamente creciente y no acotada, para todo z € (1. Esta
clase se conoce con el nombre de ecuacién diferencial impulsiva en tiempos variables.

El Capitulo 1 es una introduccidén a la teoria de ecuaciones diferenciales impulsivas.
Siguiendo las definiciones de Perestyuk y Samoilenko {27] revisamos la descripcién general de




un proceso impulsivo, mostramos que las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones
en diferencias (Lema 1} se pueden pensar como casos particulares de las impulsivas, y
damos una clasificacion de estos procesos segin sean determinados los instantes de impulso.
Mediante ejemplos se exhiben los principales comportamientos dindmicos que distinguen a
las soluciones de las ecuaciones con impulsos en tiempos variables con respecto a aquellas
con tiempos de impulso predeterminados, esto es, 7, es una funcién constante, para todo
k > 1. Estas1iltimas presentan una teoria bastante desarrollada, que estd lejos de ser el caso
del impulso en tiempos variables. Mostramos, ver 1.4., que: a pesar de la continuidad del
campo y de las funciones de salto, no necesariamente existen soluciones; que a cada funcién
Tk, k& > 1, no necesariamente le corresponde un tiempo de impulso para una solucién, estos
pueden incluso ser infinitos; que los instantes de impulso se pueden acumular en un tiempo
finito; y/o que dos soluciones inicialmente distintas puedan confluir a una sola después de
un tiempo.

En el Capitulo 2 delimitamos las ecuaciones impulsivas que nos interesa estudiar y
definimos lo que se entenderd por solucién. Se presenta un equivalente integral (Lema
2 y Lema 3) al problema de valor inicial con impulso en tiempo variable. Entregamos
un significado geométrico y mejoramos (Teorema 1) la hipétesis introducida por Hu y
Lakshmikantham en [18],

o,

%(ﬂ’:)f(t,m) -75 1, > ‘0, reld k> 1,

para la existencia de soluciones. Caracterizamos las soluciones prolongables (Teorema 2) y
también se muestra (Teorema 3) una condicién para la ausencia de pulsaciones algo més
general y natural que las conocidas, en particular que la primera dada por Perestyuk y
Samoilenko en [28]. Finalmente si la sucesién {7x}x>1 es tal que 7441 — 7%, es constante para
todo k£ > 1, damos un cambio de variable (Teoremad4) que fija los tiempos de impulso.

Fl Capitulo 3 esta dirigido a la construcuién y justificacién de un método de apro-
ximacién de soluciones. Como las soluciones de las ecuaciones diferenciales impulsivas
a tiempos variables son funciones continuas a pedazos que no presentan en general sus
discontinuidades en los mismos instantes, la comparacion entre ellas se complica de manera
natural, nuevas conceptualizaciones son necesarias. Para esta clase de funciones se cons-
truye un teorema de compacidad, Teorema 5. Necesario es introducir (Definiciones 3-6)
nuevos conceptos de cercania, convergencia y equicontinuidad. Aplicacién de este resultado
es un teorema de existencia de soluciones (Teorema 6) via un proceso de paso al limite
de soluciones aproximantes, aunque la literatura muestra variados resultados de existencia,
este quizas sea de los primeros via aproximaciones.

En el Capitulo 4, ya que no se conocen trabajos enfocados a dar las bases de una
teoria de las ecuaciones impulsivas de campo lineal y funciones de salto lineales, se intenta
realizar un aporte en esa direccién. Primeramente se consigue una representacién (Lema
10) para las soluciones de los sistemas homogéneos. Mediante un adecuado cambio de
variables (Teorema 7) logramos la expresién explicita de las soluciones para este tipo de
ecuaciones, se ilustra su potencial con algunos ejemplos. Para el caso no homogéneo se
muestra (Teorema 8) una férmula de variacion de pardmetros que generaliza a impulso en
tiempos variables la férmula introducida por Bainov y Simeonov, [3], que estd limitada.
a tiempos de impulsos fijos. Se finaliza con un estudio revelador de la dependencia del
comportamiento al infinito de las soluciones respecto a la distribucién en el tiempo de los




instantes de impulso. Algunos resultados (Teorema 9 y Lema 15) sobre acotamiento y no
acotamiento son presentados.

El Capitulo 5 se centra en un estudio de la estabilidad de los procesos impulsivos.
Principalmente introducimos (Definicién 8) un nuevo concepto de estabilidad, la estabilidad
{en el tiempo y el espacio) de los puntos de impulso. Apoydndonos en la definicién de
cuasi-estabilidad (Definicién 9) dada por Lakshmihantham y Liu en [21] se muestra la
independencia de ambas definiciones, se demuestran resultados (Teoremas 10 y 11) que
dan condiciones para tener el primer tipo de estabilidad y otro (Teorema 12) que agrega
algunas hipdtesis mds para la cuasi-estabilidad. Usando la representacién de soluciones de
una ecuacién lineal homogénea se prueba (Teorema 13) para algunos casos que acotamiento
implica cuasi-estabilidad. Con la técnica de fijacién de impulsos se tiene (Teorema 14) la
estabilidad de soluciones de algunas ecuaciones escalares.

Finalmente el Capftulo 6, ilustra la aplicabilidad de las ecuaciones diferenciales impul-
sivas en el drea de la Bioeconomia Matematica, se presenta un modelo para cada uno de los
tipos descritos en el Capitulo 1. La conclusién bioecondmica principal, al suponer cosecha
proporcional al esfuerzo, es que capturas estables por unidad de tiempo mayores se logran
aumentando la frecuencia de cosecha, pero tendiendo el esfuerzo a cero en una relacién que
se explicita.

La bibliografia existente para el tipo especifico de ecuaciones diferenciales impulsivas
estudiadas se concentra en los afios ochentas y noventas. Ultimamente los trabajos se han
dirigido a analizar procesos impulsivos atin mas complejos, por ejemplo hacia dimension
infinita en espacios de Banach, a mezclar impulso con retardo y generalizaciones como
los llamados sistemas hibridos, ver [14] y [20]. Algunas de nuestras técnicas podrian dar
orientaciones hacia estos nuevos campos.



Capitulo 1

PROCESOS Y ECUACIONES
DIFERENCIALES IMPULSIVAS

Este capitulo es introductorio y pretende motivar el estudio y construccién de una teoria de
ecuaciones diferenciales impulsivas. Principalmente se realiza una descripcién de los proce-
sos impulsivos, una primera clasificacién de estos y se listan algunas de las fenomenologias
y problemdticas dindmicas que es posible encontrar.

1.1 Descripcion de un proceso impulsivo

Fenémenos evolutivos que admiten representaciones calificables de procesos impulsivos hay
muchos, de muy de variado tipo y enmarcables en diversas disciplinas. En cinemdtica
la simple caida libre de un cuerpo que al llegar al suelo rebota, puede pensarse como
un proceso impulsivo. Al modelar la velocidad como una variable continua mientras el
cuerpo cae libremente y al suponer que entre el contacto con el suelo y en el rebote no ha
transcurrido tiempo, entonces la variable velocidad cambia instantdneamente, se impulsa, a
un valor muy diferente, por ejemplo, si u(Z) es la altura a la que se encuentra una pelota en el
instante ¢, entonces al definir v(t) = /(t), cldsicamente tenemos (v(t), u(t)) = (—g,v(t)), a
partir de una altura ug > 0 y velocidad inicial vg € &, donde g es la aceleracion de gravedad
que suponemos constante. FEsta ley es vdlida mientras la pelota no toque el suelo, es decir,
mientras u(t) > 0, pues podemos imaginar que si u(t) = 0 para algtin ¢ > 0, entonces el
proceso al llegar al estado (0,v(¢)), cambia instantdneamente a una condicién inicial del
tipo (0, —Av(t)), esto se podria anotar por (v(t¥), u(tt)) = (—dv(t), u(t)) si u(t) = 0, donde
el pardmetro 0 < A < 1 es algin coeficiente que da cuenta de la fuga de energia en el choque
contra el piso y el cambio de signo es la reaccion del suelo en el instante del rebote. El
proceso se resume denotando

(v,uY(t) = (—g,v) siu(t)#0
(v,u)(*) = (-Av,u) siu(t)=0
(v, u)(0) = (vo,u0),

La grifica de la variable altura de la pelota, u, versus el tiempo, ¢, es la esperada sucesién
de pardbolas con puntos maximos exponencialmente tendientes a cero.
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Veamos algo méas formalmente que entenderemos por proceso impulsivo, Consideremos
un proceso dindmico en que cada estado del sistema estd descrito por un nidmero finito de
n-variables de valores reales. Estas variables ordenadas en fila forman un vector de R",
el espacio euclideano usual de dimensién n. En este sistema el tiempo varia en el semieje
continuo (0, oc).

Sea. {2 el conjunto de todos los estados posibles del proceso, que denominaremos espacio
de fase y por comodidad técnica lo supondremos un conjunto abierto conexo de }™. La
ley de evolucién a considerar serd deterministica. Si denotamos por z : (0,00) — 2 a una
funcién que precisa el estado z(t) del proceso en el instante £ € (0, 00), esta ley nos dird que
desde un estado original xp € £2, en un tiempo inicial £y > 0, el movimiento en el espacio
de fase generalizado, a saber {(0,00) x Q, de una trayectoria de estados, i.e., la grifica del
conjunto de estados futuros, estard determinado por una ecuacion diferencial del tipo

= f(t,z), z € Q, t € (0,00); (1.1}

para alguna f : (0,00) x 2 — R* dada. Esto es asi mientras esta trayectoria no inter-
secte cierto predeterminado conjunto cerrado I' de (0, o) x €2, pues de hacerlo en un punto
(t,z), esto es, de haber alcanzado el estado x en el instante ¢, esta trayectoria se impul-
sa instantineamente a una nueva posicidn segin una funcién de salto que lleva (¢,z) en
(t,L:(z)), donde I; : Ty — R™ con I' = {z € R* : ({,z) € I'}, condicién que resumimos
escribiendo

z(t%) = (=), (t,z) el (1.2)

Posteriormente el movimiento continda respetando (1.1) hasta volver eventualmente en un
tiempo futuro a interceptar I', instante en que se vuelve a impulsar segin (1.2) para luego
proseguir en esta rutina mientras sea posible.

Més precisamente una evolucién del proceso desde una condicién inicial (#p,z) €
(0,00) x £ transcurre como sigue: la funcién de estados en el tiempo, z(t), es igual a
x(t; o, wo) para t > tg (entendemos por x(t;f., xx) , t > .« a una solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria (1.1) tal que z(i.; t«, T.) = z. ), hasta agotar el tiempo de su existencia
o hasta que su gréfico intersecte al conjunto I' en algtn punto (¢1,21), {1 > #g. Para los
tiempos ¢ > t1, z(t) es también alguna funcién z(¢;t1,z]), donde =i = I (1), mientras
esta exista o su grifico no vuelva a intersectar a I' en algin otro punto (f9,22), t2 > {1.
El estado (t,x(t)) del proceso en el espacio de fase generalizado seguird desde (2, 3, (z2)),
para t > to, identificado con la gréfica de alguna x(t; t2, I, (22)), etc.

La dindmica impulsiva tal como aparece descrita en el parralo anterior contiene una
serie de supuestos y, por lo tanto, es bastante idealizada, digamos que no estd garantizado
apriori que desde un estado inicial dado surja movimiento y tampoco cudnto se prolongara
éste en el tiempo. Es necesario imponer condiciones a los elementos involucrados.

1.2 Definicion de ecuacion y solucion

Al problema de econtrar funciones que den cuenta del proceso impulsivo descrito en la
seccion anterior, se le llamard Ecuacién Diferencial Impulsive o E.D.L, y a tales funciones,
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soluciones de dicha ecuacién. En la literatura no existe concenso respecto a qué se entiende
por solucién, salvo para algunos tipos particulares de procesos impulsivos.

Los conjuntos (0,00), @ y T'; las funciones f: (0,00) x Q@ - Ry L : Ty = R*, £ > 0;
y la ecuacién (1.1} junto con la condicién (1.2) se consideran elementos que estructuran
el proceso impulsivo. Normalmete el acuerdo base es buscar funciones z : (o, 8) — R*,
0<a< B <o, tales que si t € (o, 3), entonces:

(i} @ z(2)) € (0,00) x Q,
(if) &(t) = ft,z(t)), si (=) €T,y

(iii) « tiene una discontinuidad de primer tipo en t, si (¢, 2(¢)) € I, para la cual z(t*) =
Li(z(t)).

Como es usual, z(t™) denota el limite por la derecha de z(s) cuando s — ¢. Esta definicién
de E.D.I, se suele denotar consisamente

& = f(t=z(), (t,z)¢T
{ﬂ’(ﬁ) = k=), (t,z) € T. (L.3)

Esta definicién admite como soluciones variados tipos de funciones que no necesaria-
mente se ajustan a la idea de trayectorias de procesos impulsivos, descritos en 1.1, que
debieran cumplir sus graficos. Es posible ir limitando esta variabilidad agregando condi-
ciones del tipo:

(tv) 2(t™) = L(x(t)), si (t,2(t)) €T, y/o

(v) que los tiempos t € (v, §) tal que {¢,z(t)) € T, formen un conjunto sin puntos de
acumulacion.

Una funcién z : (o, ) — R™ podria cumplir con (i), (ii) y (iii) y sin embargo no
satisfacer el proceso descrito, pues si (f,2) € I' para t € (@, 3), entonces z(¢t™), el limite
por la izquierda de x(s) cuando s — ¢, puede no existir o de existir z(¢7) # z(t), en esta
iltima posibilidad, el grafico de z intersecta a I' desde la izquierda con discontinuidad,
¥y no por aproximacién a I', esta no es la idea. Digamos que (iv)-es una condicién de
continuidad por la jzquierda no explicita en la notacién de la E.D.I. (1.3), pero que en
adelante consideraremos incorporada en la definicién de una solucién.

En el Capitulo 2 incorporaremos ademds a la definicién de solucién el item (v), una
condicién que se ajustard al tipo de proceso impulsivo que concentrard nuestra atencién y
a las problemadticas que de éste estudiaremos.

En (1.3) especificaremos el espacio de fase Q y el semieje del tiempo (0, 00) sélo cuando
estos no se subentiendan.

Los tiempos en los que la grifica de una solucién de (1.3) intersecta a I' se denominaran
tiempos de impulso o momentos de impulso y los puntos de interseccion puntos de impulso.
La razén para permitir por dominio de las soluciones solamente un intervalo abierto es de
caracter técnico.

Las soluciones {condiciones (i)-(iv)) de una ecuacién diferencial impulsiva pueden tener
conjuntos de puntos de impulso de muy variado tipo en cuanto a su cardinalidad y distribu-
cion, pudiendo ser finito o infinito, en este dltimo caso con o sin puntos de acumulacién.
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1.3 Tipos de E.D.L

Las posibilidades de eleccién que tiene el conjunto I' como subconjunto cerrado de (0, o) x
y de definicién de las funciones I; : I'y — 1™, ¢ € (0, 00), hace de las ecuaciones diferenciales
impulsivas un campo muy fecundo en fenomenologias dindmicas, algunas de no despreciable
dificultad. Existen diversas clases de ecuaciones que es importante destacar, el presente
trabajo se centrard en el estudio de una de ellas, a saber las definidas en 1.3.4.

1.3.1 Las ecuaciones diferenciales y las en diferencias son E.D.I.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias son una clase particular de ecuaciones diferenciales
con efecto impulsivo, basta tomar I' = ¢ o las funciones I; como identidades para todo
t € (0, c0) para reducir (1.3) a (1.1).

Las ecuaciones en diferencias también son facfibles de identificar con cierto tipo de
E.D.IL

Lema 1 Dade la ecuacidn en diferencias
yk+1) =gk, y(%k)), £=12---, yeQCR", (1.4)

entonces esta es "equivalenie” (en el sentido de la existencia de una correspondencia bi-
univoca entre soluciones de dominio mazimal), a la E.D.L

z = 0, (t, ) ¢ Upz1Ts,
{w(t+) = g(t,z), (t,w)eui;zlrz, (1.5)

donde I'y, = {(k,z)/z € Q},k > 1.

Demostracién: En efecto, si {y(k)}{r=p,q}» 1 <P < ¢ es solucién de dominio maximal
de (1.4), entonces podemos asociar a esta, la funcién continua a pedazos z : (p~1,q) — R*
tal que z(t) = y(k) sit € (k— 1,k], k = p,--- ,q. Probemos ahora que x es solucién de
(1.5). En efecto, si (£, z(t)) ¢ Ug>1I'k, entonces existe j entero positivo tal que ¢ € (F—1, §),
luego z(s) = y(j) para todo s € (j — 1, ), por lo tanio, £(t) = 0. Si (¢, z(t)) € U1,
entonces ¢ = k para algin k = p,--- ,g — 1. Deducimos que z(t) = z(k) = y(k) y

Yy — +Yy — 15 — | .
o(t?) ==(k7) = lm a(s)= lUm y(k+1)=y(k +1),

de donde
w(tt) = y(k +1) = g(k,y(k)) = L(y(k)) = L(z(t)).

Si el dominio de z no fuera maximal, entonces z estaria definida en p—1 y a su izquierda
o en g y a su derecha durante cierto intervalo de tiempo. Esto permitirfa extender y, a p—1
o g+ 1 como z(p — 1) o x(g+) respectivamente, lo que es una contradiccién.

Inversamente si z : (e, ) — R"™ es solucién de (1.5) con dominioc maximal, entonces
necesariamente o y 4 son enteros no negativos, esta funcién puede ser vista como la imagen,
bajo nuestra asociacién, de la solucién y de (1.4) tal que y(k) = z(k), k=a+1,--- ,f-1
e y(B) = z(#7). La inyectividad de esta asociacién también es inmediata.
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1.3.2 E.D.I. auténomas

Si T es del tipo (0,00) x T, con I' un cerrado de 2, entonces para t € (0,00) tenemos
que Iy = {t} x . Si ademés consideramos que I; : {t} x ' — R” es tal que (t,z) —
(t,I(z)) para alguna funcién I : T — R" y la funcién f depende sélo de la variable estado,
entonces’ decimos que la ED.I. (1.3) es una FEcuacidn diferencial impulsiva autdnoma,
E.D.I. auténoma o Sistema dindmico discontinuo y lo anotaremos por

z(tt) = Iz), zel.

Una solucién z(t; s, z5) de esta ecuacidén tiene la propiedad de autonomia, esto es, z(t -
s;to, o) = x(;s,xs), ejemplo de una ecuacién de este tipo es posible encontrar en el
Capitulo 6.

1.3.3 E.D.I. a tiempos fijos

Si T en (1.3) es unién numerable de proyecciones de €2 sobre hiperplanos, I'x, k= 1,2, --
, transversales al semieje del tiempo y que lo intersectan en una sucesidn creciente y no
acotada de instantes £1,#3,---, 0 1o que es lo mismo, sidado k =1,2,---, T'y = {(ts, x)/x €
Q},con 0 <t <ty <--- ytx — oo cuando £ — oco. Entonces (1.3) se escribira

{ e

donde I, k > 1; no es mds que I;,. La ecuacién (1.7) se denominard indistintamente
Ecuacion diferencial con efecto impulsivo a tiempos fijos, EBcuacion diferencial impulsiva a
tiempos fijos, Sistema impulsivo a tiempos fijos o E.D.1. a tiempos fijos.

1l

ftx), t#1
Ik(x): t= tz: (1.7)

i

Estos sistemas han sido materia de amplio y fructifero estudio en las tltimas décadas.
Determinar existencia y unicidad de soluciones, establecer condiciones de continuacion,
discriminar cuando una solucidn es en algiin sentido estable y obtener métodos comparativos
y formulas asintGticas son problemas ya resueltos para multiples casos. Ver [1] y [2].

1.3.4 E.D.. a tiempos variables

SiT es la unién de hipersuperficies I'y, : t = 7(z), k = 1,2,- - -, llamadas hipersuperficies de
impulso y que estéan definidas por funciones continuas 7y, : 8 — (0, 00) paracada k =1,2,--
y tal que para todo z & £ se cumplen las condiciones 71(z) < 7o(z) < --- y 7(x) — 0
cuando k& — oco. Entonces (1.3) se llamard una FEcuacion diferencial con efecto tmpulsivo
o tiempos wvariables ., FEcuacidn diferenciol impulsive a tiempos variebles, Sistema con
impulsos o tiempos variables o E.D.I. a tiempos variables, anotaremos

{ )

f(ta w): t 7é Tk(m)
Ik(z), t=mno), (18)

I




O
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como antes dado k = 1,2, ..., la k-ésima funcidn de salto Ij es la funcién I, con t tal que
t = m(z(t))-

Cuando las funciones 7, k = 1,2, - - - son constantes, es decir, 7(z) = t; € (0, 00), para
todo z € £} y para todo k = 1,2, ---, digamos cuando las hipersuperficies corresponden a
hiperplanos. Entonces (1.8) se reduce al sistema impulsivo a tiempos fijos (1.7).

El presente trabajo de tesis se centrara en este tipo de E.D.I. Resultados sobre existencia
y continuacién de soluciones se muestran en el Capitulo 2. El Capitulo 3 fundamenta un
método de aproximacién de soluciones. Una teoria sobre el caso “lineal” se encuentra en
el Capitulo 4. Respecto a estabilidad y comportamiento asintdtico ver Capitulo 5. Il
Capitulo 6 muestra aplicaciones de los tres tipos mencionados de E.D.L a la modelacion de
problematicas bioecondmicas.

1.4 Fenomenologias de las E.D.I. a tiempos variables

La diversidad de comportamientos dindmicos que se presenta en los procesos con impulso
a tiempos variables es mucho mads rica y de dificultad analitica mayor que aquellos gober-
nados por una ecuacién diferencial ordinaria o con impulsos en instantes predeterminados.
Emergen fenémenos de variado interés como, por ejemplo, no existencia de soluciones, no
continuabilidad, presencia de pulsaciones, confluencia de soluciones, etc...

En lo que sigue, se encuentra tres ejemplos de E.D.I., con soluciones que ejemplifican
comportamientos y fendmenos que detallaremos a continuacion de estos ejemplos.

Ejemplo 1:

Sea 2 = (0,6) C R el espacio de fase; la funcién 7, : (0,6) — (0,00), que determina la
superficie de impacto 'y : t = 7y, estd definida por 74(z) = z + (k — 1); el campo f(¢,x)
se considerard nulo, para todo (¢,z) € (0,00) % (0,6); y la funcién de salto para dicha
superficie estard dada por Ix(z) = /2 + 1, para todo z € (0,6), £ > 1. Entonces la ED.L
(1.8) queda

{w(ﬁ) = £+1, t=z+(k—1). (1.9)

Tlustremos una de las trayectorias posibles. Supongamos que el sistema estd inicial-
mente, para ¢ = 0, en el estado zo € (0,6). Si z¢ = 2 vemos que z(t) = 2 para todo
t € (0,00), es una solucién de la ecuacién impulsiva. Si zg € (0, 2), entonces la grifica de
la trayectoria z(t),t > 0, del proceso es un segmento de recta, pues la ecuacion diferencial
asociada es & = 0, hasta intersectar la superficie I'y, lo que hace en el instante £; = xg en el
punto (zg, zp). Tras impulsarse, el movimiento continuara desde el nuevo punto (zq, I1(zo)),
igual a (zg, xp/2+ 1). Como tal punto estd a la izquierda de I'1, seguird desde éste en linea
recta hasta volver a chocar I'; ahora para t2 = wo/2 + 1 y en el punto (z9/2 + 1, z/2 + 1),
desde ahi serd impulsado a (zo/2 + 1, I1(zo/2 + 1)) = (xo/2+ 1, 20/4 + 3/2), punto nueva-
mente a la izquierda de I'1, pues zo/4 + 3/2 < 2. De esta manera la solucién, con I'; a su
derecha, prosiguira siempre formando escaleras en el espacio de fase generalizado, tal como
muestra la Figura 1.1.
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’~

d

|
|
i
| Figura 1.1: Tres soluciones de la E.D.I. (1.9} definidas por distintas condiciones iniciales:
| zo € (0,2), zop =2 y z0 € (4,6).
|

2 4

Inductivamente podriamos probar que la solucién z : (0,2) — (0, 6) tal que z(0") = zo,
zo € (0, 2), obtenida es:

[z si te€(0,z0]
z(t) = { z; sl &€ (zj-1,5), 7=1,2,--- (1.10)

donde z; = zo/29t + (271 — 1)/2772.

Observemos que los extremos de los intervalos involucrados en (1.10) forman una suce-
sién {z;};>1, tal que z; — 2 cuando j — co. Por lo tanto, €l intervalo de existencia alcanza-
ble por el sistema, es decir, siguiendo el procedimiento evolutivo es en términos maximales
(0,2). Resulta natural extender la funcién z(t) a ¢ = 2, definiendo z(2) = z(27) =2y
ciertamente mas alla de ¢t = 2 reiniciando la evolucién de la trayectoria segiin la ecuacién
(1.9) desde el punto (2, 2), en este caso, z(t) = 2 para todo ¢ > 2, ya que £ = 2 es un punto
fijo de todas las funciones de salto Ix(z) = /2 + 1, k > 1. La solucién z(t) = 2 es una
solucidn atractora del sistema.

Ejemplo 2:

Tomemos como 2 el intervalo (0, 00). Consideremos también una sucesién estrictamente
creciente y no acotada de términos sy = (k—1)+3/2%1, k > 1, de modo que las superficies
T’z estdn definidas por funciones 7, & > 1, tal que si z € £, entonces

(o) = kE—z, si x<s;
TREI T 1-8/25 sz > s

Estas funciones satisfacen las condiciones para definir una superficie de impacto. Son con-
tinuas, pues 7(s}) = 1 — 3/25"1 = 7(s;). Ademsds 7xy1(x) > () para todo z € Q,

O
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1 2 3

Figura 1.2: Solucién x : (0,1) — (0,00) de la E.D.L. {(1.11) tal que z(0%) = 1/2.

de hecho: si ¢ < s < spy1, entonces Tpp1(z) = (K —z) + 1 > 7(z); si s < < Sp41,
entonces 711 (x) > (k— sp1) +1 = 1—3/2%2 > n(2); y si & > spy1 > s, entonces
Tep1{z) = 1 — 3/282 > 7(x). Como dado z € (0,00), existe p tal que s > z para k > p,
también se tiene que 7x(xr) = k —z — co cuando & — oo.

La E.D.L estd dada por

{ i = 0, t # k() (1.11)

z(tt) z+(1- §,§|~—1) t = (),

]

con (t,z) € [0,00) x (0, 00).
La solucién z : (0,1) — (0, 00) tal que z(0¥) =1/2 y

1 1 1
:c(t):k-{—w, para t € (1—2—‘&,1—@],

es tal que z(¢) - oo cuando ¢ — 17. Claramente es una solucién de (1.11) yaquesit ¢ (1--
1/2%,1—-1/2F+1], entonces z'(t) = 0 y ademds (1—1/251) = ((k—1)+1/2F) 4 (1 —~1/25+1)
implica z(t+) = o{t) + (1 — 1/2%+1) sit = 1 — 1/2F. Ver Figura 1.2.

Ejemplo 3:
Tomemos ahora = (0, c0) y la ecuacién

{:i:(t) = {1/“_4)’ t<d ko1

1, t>4
Az = 1, t=z+k—1.

(1.12)

Una solucién de esta ED.IL es la funcién z : (0,4) — (0,00) definida por z(t) =
n - log(%) si tp_1 < t < ty, para n > 1, donde £, es la tinica solucién de la ecuacién
n +log(252) =, , n > 0. Esta solucién es tal que z(0%) = L.
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N I

by

1 2 3 4

Figura 1.3: Solucién x : (0,4) — (0,00) de la E.D.I (1.12) tal que z(07) = 1 y que se
acumula en un segmento cuando £ — 47.

Es ficil probar que 0 =ty < i, < 4, n > 1. Ademds se tiene , 1 < t,, paran > 1.
Efectivamente, de lo contrario 4 — ¢, > 4 — {,_1, que implicaria
4—t,
4

4—t,.
) <t~ log(—— =),

tn — log(

es decir, n — 1 > n, lo cual es una contradiccion.
Asf la sucesién {t,} es creciente y acotada, luego convergente. Como e™" = %e‘f“,
su limite ¢* debe cumplir
44—t . _
et = lim e ™ =0,
4 n—co

por lo tanto, t* = 4. De este modo comprobamos que « estd bien definida.

Probaremos ahora que z es solucién. Sea 0 <t < 4, supongamos que ¢ # ¢, para todo
7 > 1, entonces existe m > 1 tal que tp—1 <t < typ,. Afirmamos que ¢ # z(t) + k — 1, para
cada k > 1. Si se cumpliera la igualdad para algiin k& > 1, tendriamos t = (m + &k — 1) +
log(%), es decir, t = tp,4x—1 contradiciendo el supuesto. Ademds es claro que #(t) = ﬁ.
Sit = t, para algin n > 1, entonces ¢t = n + log(%)' = z(t) + (1 — 1), por lo tanto,
t = 71(x(t)). Como z(t}) = 1+, y x(ts) = iy, se tiene Ax(t,) = 1. Ademds la continuidad

de la funcién logaritmo permite afirmar que x(t™) = x(¢).

1.4.1 Presencia de pulsaciones

Uno de los aspectos inferesantes en las E.D.I. son los llamados fendmenos de pulso o
pulsaciones, que es el modo como la literatura existente denomina el hecho que el gréfico
de una solucién pueda intersectar a una misma superficie I'y, para algin k& = 1,2,---
repetidamente. Como vimos en el Ejemplo 1, una solucién de (1.9) con z(0%) & (0,2)
intersecta en mas de una oportunidad a I';, de hecho, en infinitos puntos que se acumulan
en el punto (2,2).
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También puede ocurrir que algunas superficies nunca sean impactadas por alguna solu-
cién en particular. Es el caso del Ejemplo 1, al tomar una solucién = con z(0%) = zg € (4,6),
notemos que dicha solucién es igual a x¢ para tiempos positivos y hasta 1 = zy, instante
que el segmento de recta choca a I'; en (zp, zp), desde alli se impulsa a (g, zq/2 + 1) para
continuar rectilineamente hasta intersectar alguna superficie. Como (zq,zo/2+1) estd ala
derecha de (72(z0/2 4 1),20/2+ 1), ya que m2(x0/2 + 1) = 2p/2 + 1 < 4 < xp, la solucién
intersectard I'z, saltandose I'y, pero de ahi en adelante intersectard cada superficie exacta-
mente una vez, ademds z(t) — 2 cuando t — co. Como z' == 0, el proceso impulsivo estd
dominado por el sistema dindmico discreto unidimensional zny; = 2,/2 + 1, que tiene un
atractor global, a saber, z, tiende a 2 monétonamente cuando n — oco.

1.4.2 No existencia de soluciones

Sucede también que en ciertas ecuaciones diferenciales impulsivas a tiempos variables, las
funciones involucradas pueden tener muy buenas propiedades, por ejemplo de acotamiento,
continuidad y diferenciabilidad, pero donde un supuestamente simple problema de valor
inicial no tiene solucién. Es el caso si en (1.9) consideramos f(¢,z) = 1 para todo (t,z) €
(0,00) x (0,6), es decir, si las lineas de campo son paralelas a las superficies I'y, & > 1, y
mantenemos todos los otros elementos intactos. En efecto, no es posible construir solucién
z(t), con dominio (2,2 + ¢), para algin € > 0, tal que z(21) = 1. Si existiera tal x(t),
entonces podriamos elegir &1 < e tal que #(t) = 1 para todo ¢ € (2,2 + &;), por lo tanto,
z(t) =t— 1,81t € (2,2 &), pero a(x(t)) = z(t) +1 = (¢ — 1) + 1 = £. Luego el
grafico de z(¢) para t € (2,2 + £) intersecta en cada uno de sus puntos a I', lo cual es una
contradiccién. Esto nos dice que existen elementos geométricos que influyen fuertemente en
la existencia de soluciones. Destaquemos que si en este ejemplo I'g : 7¢.(z) = ¢ constante
mayor que cero, k = 1,2,--- entonces el problema (1.9) con z(2%) = 1 si tiene solucién en
algiin intervalo no trivial. in general los sistemas impulsivos a tiempos fijos se comportan
mucho mejor que los con tiempos de impulso variable y ha sido posible construir para estos
iltimos una teoria bastante paralela a las de las ecuaciones ordinarias.

1.4.3 Confluencia de soluciones

Oftro fendmeno de interés es la llamada confluencia, este se refiere a la posibilidad que
soluciones inicialmente diferentes después de un tiempo se juntan en algin punto y se
unifiquen, es decir, evolucionen desde alli como una sola solucién. Es el caso en nuestro
ejemplo (1.9), como podemos observar en la figura 1.1 la solucién constante z(t) = 2, ¢ > 0,
confluye con todas las soluciones con condicién inicial z(0*) € (0,2) a partir de t = 2.

1.4.4 No continuabilidad de soluciones

Existen E.D.I. con un campo nulo y magnitud de saltos acotadas, para las cuales hay
soluciones que intersectan cada superficie de impacto solamente una vez y que en un tiempo
finito divergen al infinito. Este es un fendémeno exclusivo del impacto a tiempo variable,
en las E.D.L a tiempos fijos no sucede. Un caso concreto se tiene al considerar el Ejempio
2: Como es observable en este caso la magnitud de los saltos Az = 1 — 1/25+! forman
una sucesién tendiente a uno cuando & — co. También se pueden fabricar ejemplos de no
continuabilidad por no acotamiento ain con dichas magnitudes Az, tendientes a cero.
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Por otro lado en el Ejemplo 3, notemos que la solucién x considerada no puede ser
continuada a la derecha del intervalo (0, 4), de ser posible z(4~) debiera existir y ser igual
a x(4). Observemos que la sucesién {¢,} es creciente, tiende a 4 y z(t,) = ¢, — 4, pero por
otro lado, el teorema del valor medio asegura la existencia de una sucesioén de s, € (tn—1,%n),
8, — 4, tal que la sucesién de imigenes

t t 144, i
E(Sn)= -77( n 1)2+37( n) _ -+ n21‘|‘ n’

tiende a 9/4. Por lo tanto, z(4™) no existe, como ilustra la Figura 1.3.




Capitulo 2

EXISTENCIA Y
PROLONGACION DE
SOLUCIONES

En este capitulo se precisa las ecuaciones diferenciales impulsivas en tiempos variables ob-
jetos de nuestro estudio. Definimos el concepto de solucién. Mostramos una representacién
integral del problema de valor inicial. Damos condiciones para la existencia local de solu-
ciones y para la extensién de éstas. Finalmente presentamos una técnica que permite fijar
los tiempos de impulso para cierta clase de E.D.L

2.1 Ecuacién y definicion de solucion

El tipo de ecuacién que nos preocupard en el presente trabajo son las E.D.I. a tiempos
variables

z = f(t,z), t#7u(x)
{w(tﬂ — L), tom), () e (0,00 x 2, (21)

que satisfacen las siguientes condiciones:

i) el conjunto £ es un abierto conexo de R™;

i) la funcién f : (0,00) x @ — R™ es continua y satisface la condicién de Lipschitz, esto
es, dado (fo, zg) € (0,00) x £, existe vecindad Uy, .,y de (to, zg) y K > 0 tal que

|f (& 21) = f(t, 22)| < K|z — 22,
para todo (t,21), (t,%2) € Ut ze)s
iii) cada funcién Iy, k > 1, tiene dominio Q y valores en §1; y

iv) las funciones 7 : 2 — (0,00), k = 1,2, - - -, pertenecen a C1(Q), las funciones conti-
nuas de derivada continua, y son tales que {7(z)}r>1 es una sucesién estrictamente
creciente y no acotada para todo z € (2.

15
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De aqui en adelante cuando hagamos referencia a (2.1) se entendera que esta ecuacién
tiene las propiedades sefialadas. Como hicimos notar en el capitulo anterior, esta ecuacién
es una E.D.I tipo (1.3), con T" la unién de todas las hipersuperficies I'y : ¢ = 7(z),
k=1,2,-.-. Al conjunto I" lo denominaremos superficies de impulse. Un punto {¢,z) € T
se lama punto de impulso.

La definicién de solucién dada en el primer capitulo es tan general como las E.D.I. ahi
consideradas. La definicién que ahora damos estd en el contexto preciso de la E.D.I. a
tiempos variables (2.1) y de los fendmenos que nos intereza analizax.

Definicién 1 Una funcion z: (o, 5) -, 0 < e < 3 < 00, con
T ={t € (o, B) : t = i(x(t)), pare algiink > 1}
un conjunto discreto (sin puntos de acumulacidn), es solucion de (2.1} si:
(i) para todo t € (o, B) \ Ty, se tiene &(t) = f(t,z(t)), ¥
(ii) para todo t € Ty, es decir, t = 1(z(t)) para algin k > 1, se cumple

(a) z(t) = In(z()) y
(b) a(t™) = z(t).

El conjunto T, se denomina conjunto de tiempos de impulso de z.

Dado 2¢ € © y g € (0, c0), el problema de encontrar una solucién z : (@, §) — R* de
(2.1) tal que ¢y € (@, B) ¥ z(to) = w0, serd denotado por

z = f(t,z), t#7(x)
z(tt) = I(z), t=m(x) (2.2)
:E(t()) = Ig.
y se llamara Problema de valor inicial, Problema de Cauchy o abreviadamente P.V.I.
Una notacién alternativa a (2.2), en algunos contextos mas cémoda, es

& = f(tl 'T), t# Tk(m)
Az = op(z), t=m(2), (2.3)
.’B(t[]) =y,

donde, Az y p(x) denotan a z(t+) — z(t) e Ix(z) — = respectivamente.

2.2 Representacion integro-sumaria

Dada la sucesién de [unciones {7x}r>1 asociada a (2.3) y una funcién z : (o, 8) — €, con
0 < a < f§ < oo, cualesquiera, entonces es posible definir la funcién que a cada s € (o, 8)
le asocia el vector de ™,

0u(s) = 0 si s#7(z(s)) paratodo k=1,2,---
T wor(z(s)) sios=Ti(z(s)) paraalgin  k=1,2,---
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La funcién Oy : (o, §) — R" estd bien definida, pues dado s € (a, 8), por la monotonia
de {m(z(s))}x>1, a lo mds existe un tinico & = 1,2,--- tal que s = 7x(z(s)).

Si para la funcién x el conjunto de tiempos de impuiso T es discreto, entonces dado
o € (, 3) es posible definir la funcién que a cada t € («, 8) le asigna el valor

> 6a(s), (2.4)

s&[to,t}

entenderemos que la expresién (2.4) es igual a — 3 selt,to) O=(8) cuando ¢ < #p. Esta suma
es siempre finita, pues dado ¢ € («, ) existen solo finitos s € [tg,2) 0 s € [t,1g) donde

Oz(s) # 0.

Lema 2 Sea (fg,z0) € {0,00) x §2. Siz: (e, 8) = ", 0 < a < 8 < oo, es solucidn del
P.V.1 (2.8), entonces x satisface la relacion

t
2(0) =a0+ [ fls,a(eNis+ Y Ouls), (25)

s<(to,t)
para todo i € (o, B).

Demostracién: Es claro que la ignaldad se cumple para { = £;. Seat € (o, 8) y definamos
la funcidn, @, que a cada £ € (o, ) le asocia el lado derecho de {2.5). Demostraremos que
9.(t) = «(t) para todo ¢ € (o, ). Recordemos que si s € (e, §) es tal que (s,z(s)) € Ty
para algiin j > 1, entonces O(s) = ;(z(s)) = Az(s). Si (s,z(s)) ¢ I'; para todo j > 1,
entonces O,(s) = 0 = Axz(s).

De modo que,

20 =50+ [ Soaleis+ Y Aal)

s€lto,t)

Primero fijemos t € (to,3). Sea f € (to,8) N T, el mayor tal que £ < ¢, el instante £
existe, pues el conjunto de tiempos de impulso es discreto, o no existe, en este caso no hay
impulsos en (tg,1) y es claro que ©,(t) = z(t).

En el primer casi tenemos

Bo(t) = @uld) + [{ F(s,2(s))ds + Ty Do)
() + [; &(s)ds + Ax(f)

B (t) + a(t) — 2(F) + Aa(d)

= 9:(f) +a(t) — z(D),

de modo que ¢l problema se reduce a mostrar que ®,(f) = ().

Repitiendo el argumento sea ¢ € T, el mayor momento de impulso de z menor que 1.
Observemos ahora que reiterando el mismo cdleulo anterior, ®,(f) = @,(T) + =(t) — z(%)
y nos reducimos a mostrar ®,(f) = z(f). Continuando recursivamente, en finitos pasos, el
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problema se reduce a verificar que @,(¢y) es igual a z(tg), lo que es claro, pues ambos son
za-

Ahora si fijamos t € (a,g), tomemos ¢ € Tx N (a,tp) el menor tal que ¢t > ¢. En este
caso

t
Bu(t) = B2(0) — ( /t fs,a(e)ds+ 3 Au(s)

sG[tt)
y como Zse{t,ft) Az(s) =0, se tiene
04(t) = @:(F) — (2(d) — =(t)).

Nuevamente nos podemos reducir a mostrar que ®.(f) = z(Z). Repitiendo el argumento la
demostracion se reduce a $,(to) = z(to).0

Como inverso al lema anterior tenemos

Lema 3 Siz:(a,8) = R", 0 < a < g < oo, satisface (2.5) para todo t € (o, 3). Entonces
z es solucion del P.V.I. (2.3).

Demostracién: Sea t € (, 3), si t # 7:(z(t)) para todo k > 1, entonces ©(s) = 0 para
valores de s vecinos a ¢ y, por lo tanto, 3°,cp, 5 Oc(v) es constante en alguna vecindad de

t, de donde ,
#(t) = = (z0 + f F(s,2(5))ds) = F(t, 2(2)).

Supongamos ahora que ¢t = 7(z(t)) para algin k& > 1. Sit > tp, tenemos

Az(t) =o(tt) ~z(t) = Y Ou(s)— Y Buls) = Ou(t) = pp(x(t)).
seltn,t] s€[ta,t)
Ahora st £ < tp, tenemos

Az(t) =z(t?) —o(t) = lm (= D 6,() — (= D] Oulw)

u€lis,ty) uE[t,ta)

= — Z E')m('u,) + Z Oz(u) = Ox(t) = vr(z(t)),

u€(t,to) u€l[t,to)

con lo cual queda demostrada nuestra afirmacion, pues resta mostrar z(fg) = zg, lo que es
claro.c

2.3 Una condicion para existencia local

En esta seccién mostramos condiciones para probar existencia local de soluciones al P.V.I.
(2.2).

Si en (2.2) el par (to,zo) € (0,00} x £ no es un punto de impulso, entonces existe
vecindad abierta U de (tg,70), U C (0,00) x §, tal que U NT = ¢. Luego las condiciones
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propias de la dindmica impuisiva no actiian dentro de U. Gracias a la Lipzshitzianidad de f
in (0, 00) x {2 tenemos la existencia de una tnica solucién z : (a, ) — R", (o, 8) C (0, 00),
del problema de valor inicial ordinario asociado

z' = f(t1$)a .’L‘(f;[)) = Zo, (ts LE) cU.

Claramente la funcién  también es solucién del P.V.1. impulsivo (2.2), con unicidad en
[to, B), pues mientras ¢ € [tp, 3) la componente impulsiva de la ecuacién (2.2) no actia.
Ahora si (tg, o) pertenece a I'y, para algin k& > 1, nos preguntamos por condiciones
que garanticen que la mencionada solucién del P.V.I. ordinario, z, restringida a ({p — e, g),
con € pequefio, sea una solucién de la E.D.I. (2.1) tal que z{t;) = z¢. Lo importante es
que se tenga: (¢,z(t)) ¢ Ik, k = 1, para todo t € (tg — €,%p). Una condicién posible para
aquello es que el limite de los vectores direccién de la trayectoria (¢, z(t)) cuando t — &,

es decir,
v= lim (L, 2'()) = lim (1, f(¢,z(£)) = (1, f(t0,%0)),
t—ty t—ty

no pertenezca al hiperplano tangente Tz, -0)['x 2 I'y en (to,zo). Observemos que Tttg,00) 'k
esta dado por

ot
T(to,mo)rk A t[] = %(LEU) (:’C - LL‘[]),

con vector normal n = (1, —V7(zyg)), donde V denota el operador gradiente.
Como tg = 7(2p), la condicién para que v sea tranversal a I'y en (fy, zp) es:

% (o) (ru(zo)s ) £ 1. (2.6)

La expresi6n (2.6) es una condicién para existencia de solucién de (2.2) a la izquierda
de tp. Resta obtener condiciones para la existencia de solucién de (2.2) a la derecha-de
to. Recordemos que (tg,zg) € I'g, cierto & > 1, luego una solucién del sistema debe
reaparecer, en el sentido del tiempo, a la derecha de (tg, Ix(zp)). Hay dos posibilidades
(to, Ix(z0)) ¢ T o lo contrario. En el primer caso volvemos a una situacién similar a la
del segundo péarrafo, es decir, existe vecindad Uy de (tg, Ix{xo)), tal que U3 C (0,00) x Q
y Ui NT = ¢, donde no actia el efecto impulsivo y podemos elegir solucién de la E.D.O.
asociada a (2.2), z1 : (a1,51) — R*, tal que z1(to) = Ip(zo) y (¢, x(t)) € Uy para todo
t € (g, B1). Claramente su restriccién al intervalo (fo, 31) es solucién de la E.D.I. En otras
palabras

| x(t) si te€(e—to,to]
z2(t) = { z1(t) si te€ (to,F1)

es solucién del P.V.I. (2.2). Notemos la unicidad de z2 en (o, f1) que deriva de la unicidad
de z1 en (to, 51) con z1(t}) = Ix{xo).

Finalmente si el caso es (fg, Ix(zo)) € I';, para algin j > 1, como existe vecindad abierta
Us de (to, Ix{zo)) tal que Uz C (0,00) x 2y Us NT; = ¢ para todo i # j. Necesitamos que
exista g1 > 0 tal que el grifico de z; : {a1,61) — R*, la solucién de la ecuacién ordinaria
asociada tal que z;(f9) = Ii(xo) no intersecte a I'; para ¢ € (fo,fo + 1) C (to,1). Para
ello basta que (1, f(to, Ix(zo))) sea tranversal a I'; en (tg, Ix(zp)), esto es

(2.7)

%%(Ik(ﬂlo))f(Tj(Ik(mg)),Ik(:co)) £ 1. 28)




CAPITULO 2. EXISTENCIA Y PROLONGACION DE SOLUCIONES 20

La funcién

N z(t) si te(e— ty, to)
mz(t) - { 3’1([;) si # e (tO:tU +&'-1)

es solucién del P.V.1. (2.2), dnica a la derecha de (.

En resumen a lo arriba expuesto hemos probado el siguiente teorema de existencia local
de soluciones.

Teorema 1 Sien (2.1}

dr.

5 (@) flmla),z) #1, paralodoz € Qy kb =1,2,.-. (2.10)

Entonces dado (g, zq) € (0,00) x {2, existe solucion del P.V.1. (2.2), dnica en su restriccion
a la derecha de tg.

Observemos que larcondicion (2.10) implica que dado £ =1,2,- -+, se tendrd una de las
dos posibilidades:

(i) %%(a:)f(rk(a:),m) < lparatodoz €Qd
(i) %%(m)f(fk(a:),x) > 1 para todo x € (2.

Lo anterior gracias a que 7 € C'(€2). En el primer caso todo vector (1, f(¢,z)), con
(t,z) € T'y, apunta, en el sentido del tiempo a la derecha de Tj; yI'k, en el segundo caso, a
la izquierda. Ver Figura 2.1 y 2.2.

N TREEY U Fu0)

tx)

W

1

2.1 Caso %—f-(r)/(ﬂ\(a)r} < b oparatodo £ Q

De aquf en adelanie supondremos que todas las E.D.L consideradas cumplen las hipdtesis

del Teorema 1 a menos que se exprese lo conlrario.

2.2 (aso %%(.r)f(n.(.r}. L)l Lopara todo r g 0
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2.4 Prolongacién de soluciones

Una solucién @ de (2.1), con dominio el intervalo (e, 8), se llama prolongable a la_derecha
o simplemente prolongable si existe solucidon £ : (e, ) ~ R" de (2.1) talque 8 > B y
Z(t) = z(t) para todo t € («, B).

Teorema 2 Una solucion z : (o, 3) — R™ del P.V.I. (2.3} es prolongable si y sélo si:
(i) =(B7) = limy_,5- z(t) eziste y pertenece a 2, y
(11} T N [to, B) es un conjunto finito.

Demostracién: Sea z : (a,F) — Q una solucién de (2.1) que verifica (i) y (ii). Consi-
deremos el P.V.I. definido por (2.2) con la condicién z(8) = z(8~) = lim;_,5- x(t). Por
el Teorema 1, de existencia local de soluciones, existe solucién Z : (&, B) — R™ a este
problema. Al'definir z(¢) = Z(t) para t € [, ﬁ), hemos extendido la solucidn x del intervalo
(a, 8) a (@, B). Como Ty, N [to, ) es finito y Tz N (B, f3) es discreto, tenemos que T; N (a, f)
es discreto, por lo tanto, z : (o, ) — R™ es solucién.

Inversamente si T : (a, B) — R, a < 8 < B, es una prolongacién de z : (o, ) — 27,
entonces Z(t) = z(t) para todo ¢ € (o, ). Es claro que z(7) existe en §2, por definicién
de solucidn.

Si T, N [to, B) fuera infinito, como es acotado debe tener al menos un punto de acumu-
lacién s € [tg, 8] Si s € [to, B), entonces necesariamente (s, z(s)) € I', de lo contrario existe
vecindad U de (s,z(s)) tal que U NT = ¢, es decir, existe ¢ > 0, con (¢, z(¢)) € U para
todo t € (s — &, s + &), contradiciendo el que s sea un punte de acumulacién de Ty N [tg, B).
Por otro lado si s € Ty, T, tendria un punto de acumulacién, lo que es una contradiccion,
pues Ty es discreto. Luego necesariamente s = 3. Pero esto tampoco puede ser, pues por
argumento andlogo se debe tener (8, Z(3)) € I, es decir, el punto de acumulacién de Ty, ¥
por lo tanto, también de T3, debe pertenecer a T3, un conjunto discreto. De este modo, no
es posible suponer T, N [ty, 3) infinito. ¢

El siguiente lema muestra que la hipétesis (ii) del teorema anterior, unida a una condi-
cién natural de prolongacién de la ecuacién ordinaria asociada a (2.3) implica la existencia

de z(87) = lim,. ,g- x(t).

Lema 4 Supongamos que en (2.3) existe M > 0 tal que |f(t,z)| < M para todo (t,2) €
(0,00) x Q. 8i una solucién z : (o, f) —» N", f < o0, de (2.8), es tal que T N[to, B) es
finito, entonces x{3~) exziste.

Demostracién: Sean #; y ¢2 en (e, 3) con t; < #,. Entonces, como z satisface la ecuacién
integro-sumaria (2.5),

z(t;) —-wg—i—/ f(s,z(s))ds + Z Og(s), i=1,2.

sE[to,t;)

Restando las ignaldades queda

o{ts) — olt) = /t saee)ds+ Y 0u(9).

s€[t1,t2)
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La hipétesis |f(t,z)| < M para (t,z) € (0,c0) x £ implica que

|w(ta) — x(ts)| < Mlte —ta] + > |Oa(s)].
Se[tl,tg)

Como Ty N (e, 8) es finito, existe £ > 0 tal que = en (§ — ¢, 8) no tiene tiempos de impulso,
luego O©,(s) = 0, para todo s € ( — ¢, ). Asi

|z{tz) — z(t1)] < Mtz — 1] si t2,t1 € (B —¢, B),

por lo tanto,
|#(t2) — z(t1)] — O cuando t9,t; — F7,

luego, via el criterio de convergencia de Cauchy tenemos que lim, ,5- (%) existe. ©

Notemos que las hipdtesis de lema anterior no demuestran que z(3~) sea un elemento
de £, lo anterior es ejemplificable incluso en el caso ordinario.

2.5 Ausencia de pulsaciones

Un problema de importancia en el tratamiento de soluciones de una E.D.I. a tiempo variable
es la posibilidad que sus graficos puedan no intersectar algunas de las hipersuperficies
de impulso asociadas y en otras hacerlo un nimero indeterminado de veces, que como
ejemplificamos en el capitulo anterior, incluso en infinitos puntos. Para aislar las dificultades
asociadas a este hecho conocido como fendémeno de pulso o pulsaciones, en este trabajo nos
concentramos principalmente en soluciones que intersectan consecutivas hipersuperficies de
impulsos una por vez,

Ahora introduciremos algunas definiciones relativas a lo expuesto y un resultado que
nos permite definir la clase de E.ID.I. de la que nos ocuparemos en lo gue sigue.

Para cada k =1,2,---, denotamos por £ al subconjunto de (0, co) % 2 limitado por las
hipersuperficies I'y_; y Tk, més formalmente el conjunto {(f,z) € (0,00) x @ : r_1(z) <
t < 7x(z)}. Se debe entender que 7p(z) = 0 para todo z € Q. El conjunto (0,00) x 2 es
unién disjunta de los {3, & > 1. El interior del conjunto £, & > 1 se denotara por int({2;).

Teorema 3 Supongamos que en (2.1) para cada x € Q y k > 1 lenemos:
(i) G2 (@) f(m(z)z) <1y

(i) 7(Ix(z)) < () < Tpa1(Talx))-

Entonces toda solucidn x de (2.1) intersecta hipersuperficies I'; consecutivas. Es decir, cada
solucidn x : (o, B) — Q de (2.1) que verifica (i) y (%) tiene asociados dos enteros Iy y 4
tal que: (t,z(t)) € I'; para algin t € (o, ) siy sdlo sily < j < re; ademds para tales j
eziste un dnico t; € (o, B) con (t;,z(t;)) € Ty.

Demostracién: Mostraremos primero que una solucién z de (2.1) tal que (tp, z(to)) €
tnt(£2), de no agotar su tiempo de existencia, necesariamente la préxima superficie inter-
sectada es I'y.
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Sea z : (o, ) — R™ una solucién de (2.1) con (o, 2(tn)) € int(Sk). Supongamos
B1 € (to,8) tal que (t,z(t)) ¢ T, para todo ¢ € (t9,01) ¥ (B1,2{51)) € T'. Probaremos que
(61,z(51)) € Tx. Observemos que necesariamente (¢,z(t)) € , para todo t € (o, 51).

Luego (61, z{31)) € Tr—1 6 (B1,z(01)) € k.
Elijjamos £ tal que

OTg—
0 << 1= —=H(z(B)S (mk-1(2(B1)), 2(80)).
Por la derivabilidad de 741 o = por la izquierda en 3y, existe § > 0 tal que

Ti-1(@(?)) = 1 (2(BL)) _
t—hH
para 0 < B1 —t < 6 < 1 — a1. De (2.11) se concluye que para estos mismos tiempos la
diferencia t — 73,1 (x(t)), es igual a

’“ — (@ (B} (re-1(2(B1)), %(B)), (2.11)

Te-1((2)) — 71 (@(B1))
(t—ﬁl)[ k-1 tHﬁl; 1 1 ]

que es menor gque

t—p)[(1- (@B (Te-1(z(B1)), (Br))) — €] < 0,

es decir, ¢ < 7x—3(z(t)), lo que contradice el hecho que (¢, z(t)) € .

St el grifico de z : (@, 8) — R intersectaI'y, k > 1, en algiin tiempo f1 € (@, ), entonces
sea B2 con B1 < B2 < By B2 — (1 suficientemente pequefio para que (81,52) N1y = ¢, lo
que es posible pues T}, es discreto. Lo anterior asegura que el grifico de x sobre (31, 82) es
continuo y estd contenido totalmente en algin £2;, 7 > 1.

Si por la hipdtesis (ii) el caso es

811, 1

Tk(Ik(2)) < () < Tep1(Ik (),

entonces (81, I(z(61))) € int(Q+1), como (B, z(81)) = (b1, Ix(z(B1))), el conjunto Q; es
Qg41. Por lo probado més arriba la préxima superficie impactada serd T'y.q, si Sz < 8.
Queda la posibilidad por la hipdtesis (ii) que

(I (@(F1))) = 1(@(Br)) = B1 < Tea(In(2)),

es decir, (81, I(z(61))) € Tx. En este caso si t € (51, 52), la funcién o(t) = t — 7(z(2)) es

tal que
6Tk

o(Bf)=1- Ty Le@(B1))F (B, I(2(1))) > 0

Y
o(B7) =1 — (T (z(B1))) = B1 — B = 0.

Liuego por la continuidad tenemos o{¢) > 0 en una vecindad a la derecha de 31, esto es,
(t,z(t)) € Q41 en esa vecindad. Como (¢, z(t)) pertenece a un dnico Q; para t € (51, B2), se
concluye £; = Qg+, Nuevamente por lo probado en el primer parrafo, si §2 < 3, entonces
la préxima hipersuperficie intersectada es I'xyq. ©
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Definicién 2 Las E.D.I. que satisgan las condiciones del teorema anterior se llamardn
Sistemas Impulsivos de Pulsos Consecutivos.

Usualmente la literatura, ver [2], en vez de (ii) del lema anterior, impone las siguientes
condiciones:

1. Z(z + spr(a))pn(z) <0, 0<s<l,zefy
2. 28215 4 spp(z))er(z) 20, 0<s<l,zeq

Estas son algo mds restrictivas que las hipétesis (i) del Teorema 3, pues equivalen a pedir
que dado ¢ € Q y k > 1, si ¥E(s) = x + spi(x), 0 < s < 1, entonces la derivada de
las funciones compuestas 7% 0 F y 741 © w,bg son menor que cero y mayor igual que cero
respectivamte en su dominio [0, 1]. Esto implica efectivamente tener la condicién (ii) del
Teorema 3, pero también el que las funciones 73, ¥ 7441 estén definidas en el segmento que
une z con @g(z), esto para todo z € 2 y k& > 1, pero no necesariamente todos los puntos de
este segmento estdn en 1, ya que yg, k& > 1, es arbitraria, estariamos limitados por ejemplo
a una condicién del tipo € convexo.

2.6 Fijacién de tiempos de impulso via cambio de variable

En esta seccidn vamos a probar que algunas E.D.I. con impulsos en tiempos variables,
mediante un adecuado cambio de variable, pueden ser llevadas a E.D.I. con impulsos a
tiempos fijos definidas en 1.3.3, pero en éstas la funcién de impulso actuando tanto en la
variable estado como en el tiempo. Consideremos una ecuacién tipo (2.1) de la forma

o = f(t,x), {#7(x)+ka (2.12)
z(t") = L(z), t=7(z)+ka, '

en que 7 : R* — (—o0,00) es una funcién en C1(2), @ > 0 y k& un niimero entero. La

funcién f : (—o0o,00) x R* — R” es continua y lipschitziana; e I tiene por dominio a i&™

para todo k entero. Pediremos que se cuinpla también la condicién de existencia y unicidad
a la derecha del Teorema 1, que ahora toma la forma

3}
7o) Fr(®) +hayy) £ 1,
paratodoy e R* y k > 1.

Definimos ahora. la transformacién ¢ : (—oo0,00) X R* — (—o0, 00} x R™ tal que (¢, z) =
(s,y), donde

{s = t-rlo) (2.13)

Yy = I

para todo (¢,z) € (—00,00) x R™.
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Lema 5 La funcidn ¢ definida por (2.13) es un mapeo biyectivo y continuo que transforma
las superficies Uy, : t = 7(x) + ka en los hiperplanos Ly, : s = ka.

Demostracién: Probaremos que ¢ es inyectiva. Si o(t1,z1) = ©(t2, z2) para (¢;,2;) €
(~00,00) X R*, i = 1,2, entonces por (2.13) 1 = z2 y {1 — 7(x1) = t2 — 7(x2), luego
t; = 5. Para probar que ¢ es sobreyectiva, nos damos (s,y) € (—oo,00) x R* y buscamos
(t,z) € (—oo,00) x R™ tal que (s,y) = @({,x), basta tomar z =y y t = s + 7(y). La
continuidad de 7 sobre ™ implica la continuidad de ¢ en (—oo, oc) x ™. Notemos ademds
que si (¢, ) € T'y, para todo entero k, entonces t — 7(z) = ka, es decir, s = ka.o

Teorema 4 La funcién ¢ definida por (2.13) transforma (2.12) en la E.D.I. a liempos
fijos

. Flstr(m))
{ Y T TEw Gt ° 7 ko (2.14)
y(37) = I(y), s = ka,
en que
§=s+7(y) — (I(y)), (2.15)

para todo (s,y) € (—o0,00) X R".

Demostracién: Dada z : (e,8) — R®*, —00 < a < 8 < oo, solucién de (2.12), nos
preguntamos cusl es la ecuacién de la cual la grafica ¢(t,z(t)), ¢ € (@, 8), es una curva
integral.

Sty ==z{t) y s = t — 7(z(t)) # ko para todo k entero, entonces derivando ambas
funciones con respecto a la variable s fenemos

V() = 20) - £(s) = F(L2(0) ¥(s) ¥ 1= [1— S(a(t)) F(t, 2K o).
de donde

F(t,z(t)) _ Fls+7(),y)
1—-%(x(t) - f(t,z(t)  1—5E(w) - fs+7(),)’

Ahora st s =t —7(z(t)) = ko para algin entero k, entonces la imagen de (¢, z(t+)) bajo
p es (t —(z(t™)),z(t")), esto es ([t — T(z(®))] + [7((t)) — T(Ie(x(2))], Ik(2(2))), es decir,
(s + 7(y) ~ T(Tu(w)), I(¥)) = w(t, z(t*)). Por lo tanto, si

§ = s+ 7(y) — (Ie(y)),

y'(s) = si s # ka.

tenemos y(§) = I(y(s)). ¢

La ecuacidén {2.14) no es exactamente una E.D.I. a tiempos fijos de las definidas en 1.2.3.
En este caso una solucidn tras alcanzar un tiempo de impulso s = ka, reaparece en § que
es: un tiempo anterior, el mismo 6 futuro, segin 7(y(s)) — 7(Lx{y(s))) sea negativo, cero o
positivo.
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El que la gréifica de una solucién de (2.14) intersecte un hiperplano Ly : y = ka, k
entero, equivale a que la grifica de una solucién de (2.12) intersecte la hipersuperficie I'y.
Notemos que variados resultados respecto a presencia de pulsaciones pueden ser conseguidos
condicionando los signos de las funciones

Fi(y) = 7(y) — 7(Ix(v)), v € R", k entero.

Por ejemplo, ya que la distancia que separa los hiperplanos Lyy1 y Lg, £ > 1, es a > 0,
pedir que
0 < Fi(y) < o, para y € R", k entero,

es equivalente a la hipétesis (ii) del Teorema 3. Esto implica que una solucién de (2.14) de
dominio no acotado a la derecha, tras impactar Ly, algln enfero k, en s reaparece en un
futuro § anterior a Lgq, por lo tanto, la correspondiente solucién de (2.15) tras impactar
I’y se impulsa para caer en .11 ¥ luego impactar I'y4;, esto es, a partir de su condicién
inicial intersecta cada superficie exactamente una vez.

Ejemplo 1: La ecuacién

{ Az(t) = —cos?(kIz), t=gx+k, (2.16)

es una E.D.I. tipo (2.12) con 7(z) = =, para todo x € ® y o = 1. La ecuacién resultante,
(2.14), tras la transformacién toma la forma

f
y = 1, 8 % k
{ Ay(s) = —cos*(kZy), s=k, (2.17)

donde Ay(s) = y(3") — y(s).
Una solucidn de esta ecuacidn es la funcién

s st se(0,1]
y(s)=1< s—1 si se(3/2,4]
s—38 si se(5,6).

Ver Figura 2.3.

Busquemos ahora la solucién de la ecuacién original (2.16) que le corresponde s esta
funcidn. .

Si s € (0, 1], tenemos z(t) = s y t = 2s, por lo tanto,

o(t) = % te (0,2,
Si s € (3/2,4], tenemos z(t) =s ~ 1y t = 2s — 1, por lo tanto,
B(t) = f—;1 te (2,7
Si s € (5,6), tenemos z(t) = s — 3 y t = 25 — 3, por lo tanto,

t—3
B(t) = "5, te (1,9)
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1 2 3 4 5 6

Figura 2.1: Solucién y : (0.6) — R de la ecuacién transformada (2.17)

Figura 2.2: Solucién z : (0,9) — R de la ecuacién original (2.16)

Es decir, el mapeo ¢! transforma y(s) en la solucién de (2.16)
t/2 si te(0,2]
zt) =< ({—1)/2 st t€(2,7]
(t—3)/2 st te(7,9).

Ver Figura 2.4. |

Ejemplo 2: Al transformar

{ z = t+x, t#-z+k

o) = 2, te=—zik >0, (2.18)
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aqui 7(x) = —z, para todo z € ® y o = 1, se obtiene la ecuacién
Y = 5 s#k
- 2.19
Luh B 3Tk (219)

donde § = s + y(s), para s > 0.
Notemos que si s € (0, 1], entonces y(s) = s — log(1 + s) es solucién tal que y(0F) = 0.
Ademés T = 1+y(1) = 2—1log(2) y y(I) = 2y(1) = 2—2log(2). De modo que si s € (1,2],

entonces 21 + 5)
s
e g — log (225
con 2 =2+y(2) =4-— IOg(E'—'IE?@) y y(2F) = 4 — 210g(ﬁ§y). Luego si s € (2,4],
entonces
6(1 + s) )
OB @5 — log ()

La correspondiente soluciéh del sistema original se obtiene notando que:

yio) = 5~ og (55—

1) Si s € (0, 1], entonces
z(t)=s—log(l+s) y t=s5—[s—log(l+s)] =log(l+s)
de donde z(t) = exp(¢) — (£ -+ 1), si t € (0, log(2)].
2) Sis e (2 —log(2),2], entonces

2(1+s) )

3 —log(2) i=s—[s—log(i(}+_s))]:10 (2(1—!—3) )

z(t) = s — log ( 3— log(2) 3 —log(2)

de donde z(t) = 3[3 — log(2)] exp(t) — (t + 1), si ¢ € (log(2), IOg(Ech%Ej)]'

.3) Sise(4- log(B—_—I%—(iv)-), |, entonces

6(1 + s) )

t=log ([3 — log(2)][5 — log(z—1eersy)]

de donde x(t) = £[3 — log(2)][5 — log(ﬁﬂ)] exp(t) — (¢t +1), si
30

)]

(3~ 10g(2)][5 - log (32




Capitulo 3

COMPACIDAD Y
APROXIMACION DE
SOLUCIONES

En este capitulo probamos existencia de soluciones de E.D.I. de pulsos consecutivos via
un proceso de aproximacion. Necesario es justificar la convergencia de una sucesion de
aproximantes, para ello estructuramos un teorema de compacidad. Nuevos conceptos de
convergencia y equicontinuidad son presentados.

3.1 Definiciones previas

Sea € un conjunto abierto conexo de R%*. Consideramos una familia de funciones {7 }x>1,
con 7 : © — (0,00) de clase C, para todo k > 1, y tales que {7e(z)}x>1 es una sucesién
estrictamente creciente y no acotada, para todo z € 2. Recordemos que (0, oo} x £ es unién
disjunta de €, k& > 1, con {4 el conjunto de los {¢,y) € (0,00) X Q tal que Tx_31{y) <t <
(1Y), k> 1.

Sea I un intervalo cerrado [e, 5], 0 < @ < f < o0, y denotemos por PC(I, {r}) al
conjunto de las funciones continuas a pedazos x : I — () con posibles discontinuidades solo
en tiempos ¢ € I donde t = 7,(z(t)) para algin k£ > 1, mds aln en esos tiempos z(t7) y
z(t™) existen y z(t~) = z(t). Una solucién z de una E.D.L, definida en [a, 8] es un ejemplo
de funcién en el conjuntd PC(I, {r:}).

Escribiremos SP(I, {7}) para denotar al subconjunto de PC(I, {7;}) de las funciones
z : I — £) de pulsos consecutivos, es decir, las funciones para las cuales es posible asociar
un par de enteros no negativos Il y 7, (eventualmente I = 0y 7, = o0) tales que el gréfico
de z intersecte la hipersuperficie I'; : t = 7;(y) en un sélo punto si Iz < j < 7, pero la
interseccion con I'; es vacia si j < Iz 6 j > r;. Denotaremos por (t';-,mj), o simplemente
Pi, Iy < j <7y, al Gnico punto de la superficie T'; tal que :c(t?c) = 2. Las soluciones z de
E.D.L de pulsos consecutivos, definidas en [«, f], son ejemplos de funciones en SP(I, {7:}).

Definicién 3 Un subconjunto F C PC(I,{1t}), se llamard interiormente equiacotado en
§), st existe un conjunto compacto K de ", K C Q, tal que z(t) € K, para todo x € F y
tel.
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El acotamiento interior en " de un conjunto ¥ de funciones z : I — R™, equivale a la
existencia de M > 0 tal que |z{t)] < M paratodoz € Fyt eI

Definicién 4 Una sucesion {z,} C SP(I,{m}) es llamada de p-puntos de impulso con-
vergentes si existen enteros no negativos ly, 7o y p tales que: Iz, =ly y rz, = rp pare cada
n>1;rg—lp=p+1; y lo sucesion de puntos de impulso {P].} converge en T';, cuando
n — o0, para cada Iy < j < rp.

Si una sucesion de funciones es de p-puntos de impulso convergentes, entonces el grifico
de cada una de estas funciones intersecta sdlo las superficies 'y 1, Ty42,+++ , Iy p exac-
tamente una vez. Ademss dichos puntos de interseccion en cada una de estas superficies
forman una sucesién convergente.

Definicién 5 Una sucesidn {x,} de p-puntos de impulso, (t:in,w%) € I, convergentes a
(t;,25), lo < j < ro, se llamard convergente uniformemente a pedazos (convergenie u. p.)
ax:]— R" si;

(i) para todo € > 0 y 6 > 0 emiste N > 1, tal que si |t — ;| > &8, lp < j < ry, entonces
|z (t) — z(t)] < €, para todon > N; y

it) x(ty) = x5, ln < q,7 <ro, con j el menor entero tal que t; =1,.
q i i = tq

La funcién limite asi definida es inica. En efecto, si {z,} convergew. p. az: I - Ry
aZ:l— R" entonces dadot € I, t # t;, lp < j <70,y 6 >0 tal que |t —¢;| > 8, podemos
elegir N > 1 (resp. Nz > 1), tal que [2(t) — wn(t)| < €/2 (resp. |zn(t) — Z(t)] < &/2), para
todo n > N, (resp. n > N;). Eligiendo n > maz{N;, Nz}, concluimos |z(f) — #(t)] < e,
como € es arbitrario, z{y) = Z(¢). Por (ii) la definicién de la funcién limite en los ¢;,
lp < 7 < rp, esta tinicamente determinada.

Notemos que en la definicién anterior como tf < t531 paratodolp <k <rg—1y
n > 1, deducimos que £ < fx11, para todo lp < k& < rp — 1, y la igualdad entre aquellos
tiempos es posible. Lo anterior justifica la parte (ii) de dicha definicién.

Si {z,} es una sucesién que converge uniformemente a pedazos a x, entonces converge
en algunos sentidos conocidos, por ejemplo, {z,} converge casi uniformemente a z, esto es,
para todo & > 0, existe J C I, de medida de Lebesgue menor que §, tal que {x,} converge
uniformemente a  en I'\ J, o equivalentemente, por el Teorema de Egoroff, {z,} converge
a z en casi todas partes, pues I es de medida finita.

Definicién 6 Un conjunto F C SP(I, {7}) es llamado un conjunto equicontinuo si dado
£>0, existe§ >0 tal quesiz € F , I <k Sy , Lt € (tE-1,tk] y |t — 2] < 6 , entonces
|=(t) - z(t)] < e.

Como I = [, 8], en la definicién anterior entenderemos que t& = a y t17 = 3.
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3.2 Compacidad de las funciones continuas a pedazos

El Teorema de Arzeld-Ascoli prueba la compacidad relativa de una familia acotada y
equicontinua de funciones reales definidas sobre un intervalo compacto. Una aplicacion es
el Teorema de Cauchy Peano de existencia local de soluciones para ecuaciones diferenciales
ordinarias, ver [10], donde el resultado de Arzeld - Ascoli permite conseguir una sucesién
uniformemente convergente a una solucién desde el conjunto de e-soluciones aproximadas.
Se conoce resultados de compacidad para funciones continuas a pedazos, pero el tratamiento
seguido siempre ha sido en funcidn de fines especificos, hay trabajos de este tipo con util-
idad en el tratamiento de soluciones de E.D.I. impulsivas, pero en tiempos fijos. También
podemos mencionar las topologias construidas a mediados de los aiios cincuenta del siglo
pasado por Skorchod, ver [30], con aplicaciones en el estudio de procesos estocésticos. En
nuestro caso, la idea es conseguir un resultado que se ajuste a las necesidades propias del
estudio y andlisis de la clase de funciones continuas a pedazos que aparecen como posibles
soluciones o aproximantes de soluciones de las E.D.L. con impulsos en tiemos variables. En
la siguiente seccién damos una aplicacién en la demostracién de existencia de solucién via
aproximaciones, pero es necesario destacar, que el resultado de compacidad que aqui pre-
sentamos es importante por si s6lo, por ejemplo, si queremos buscar una solucién con ciertas
propiedades por medio de funciones que presentan dichas propiedades y que la aproximan.

Lema 6 Sea F C SP(I,{7:}) un conjunto infinito e interiormente equiacotado en Q. Hay
dos posibilidades:

(i) excepto por finitos elementos las funciones de F son continuas en I, o bien,

(it) existe {Tp} C F yp > 1 tal que {z,} es de p-puntos de impulso convergentes.

Demostracion: Si z € SP(I,{7;}), entonees siempre r, — [, > 1. Si existen sélo finitos x
en F tal que ry — I, > 2, entonces removiendo de F' estas funciones tenemos que r, — 1, =1
para cada z € F, esto es, el grafico de z estd totalmente contenido en el interior de Q,_,
para todo = € ¥, por lo tanto, las funciones de F' son continuas y hemos probado (i).

Si~ existen infinitas ¢ € F tal que r; —I; > 2, denotaremos al conjunto de estas funciones
por F.

Afirmacion: Existe un menor entero lp > 0 tal que I = Iy para infinitos £ € F'. Dejamos
su demostracién para el dltimo péarrafo.

Si nos quedamos en F' con las funciones que cumplen la afirmacion anterior, entonces
todos los graficos de las funciones de F intersencta la hipersuperficie I'jy41.

. Como F es interiormente equiacotado, existe K compacto de %%, K C £, tal que
z(t) € K para cada (t,z) € I x F. La continuidad de 7, £ > 1, implica la compacidad en
(0,00) x ®" de Ty, = {(rx(y),y) : ¥y € K} para cada k > 1. El conjunto {Plt! : z ¢ F}
esté en T'y,41, de modo que existe una sucesién {Pl”+ } € Tyy41 convergente a un punto

P11 en Ty, Definamos Fy = {z}} ¢ F. Si z € F}, entonces siempre ry — I, > 2.
Tenemos dos casos: existen finitos z en Fj tal que 7 — I > 3, o existe F} ¢ Fy, infinito, tal
que 1 — I > 3, para todo z € Fy. En el primer caso eliminando dichas finitas funciones,
tenemos r; — I = 2, para cada = € F1 y basta definir 7o = lp + 2 para demostrar (it). Para
el segundo caso, notemos que el conjunto {P012 : 1 € Iy} estd en el compacto 1";0+2, por
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lo tanto, existe una subsucesion Plg +2 convergente a algin P, .9 en f‘; 5. Al definir F,
y x g o+ o+
beY

como {2} , podemos seguir reproduciendo el esquema argumentativo.

Como 8 < oo, si g = mingex 7(z), k£ > 1, entonces es posible mostrar que existe un
primer ¢ > 1 tal que t; > 3. En efecto, de lo contrario {; < @ para todo k£ > 1, luego
si yr € K es tal que 7¢(yx) = tx, por la compacidad de K existe sucesién estrictamente
creciente {k,} tal que ¥, — yo € K cuando n — co. Fijemos n > 1, como 73, es continua
en g, dado £ > 0, existe & > 0 tal que

Tk (Y0) < € + Th, (¥} cuando |yo —y| < 6.

Podemos elegir k,, > ky, tal que |yo — y&,,| < 6, entonces

Thn (10) < € + Thp (W) < €+ Thp (Ub) = € + T, <+ 6.

Luego 7, {yp) < § para todo n > 1, lo que es una contradiccién, pues por definicién
{7:(z)}£>1 es no acotada para todo z € Q. Podemos asegurar asi que el procedimiento
descrito en los péarrafos anteriores termina en finitos pasos. Digamos que hay un primer
conjunto infinito F, C I, con finitas funciones z tal que vz — lp > p - 2, removiéndolas de
Fy, ro —lop = p+1, para todo z € Fp. Por lo tanto, al definir rg = Iy + p + 1, la sucesién
{z%h} satisface el lema.

Prueba de la Afirmacién: El conjunto {z(a) : © € F'} estd contenido en K, por la
compacidad existe sucesién {zn(c)} convergente a xp € K. El punto (a,z¢) € £}y, para
algin ¢ > 1. Si (o, ) estd en el interior de £}, entonces existe vecindad abierta U de
(@, zp) contenida en ;. Como (&, z,(a)) — («, o) cuando n — 0o, entonces existe N > 1
tal que (@, z,(a)) € U para todo n > N, por lo tanto, l;, = ¢ — 1, para todo n > N,
y hemnos demostrado la afirmacién. Si (@, zp) es un punto de I'y. En este caso tomemos
vecindad abierta U de (a,z¢) tal que UNTy =¢sik=p—1,p+ 1. Existe N > 1 tal que
(o, zn()) € U para todo n > N. Hay dos posibilidades no excluyentes: existen finitos z,
tal que Ty(zn(a)) > e (por lo tanto, Iy, = g — 1) o y(zn(e)) < @ (por lo tanto, L, = q).
En cualquiera de los casos podemos elegir subsucesién que satisface la afirmacién.c

Si en el lema anterior el intervalo I es no acotado, la tesis del lema seria vélida con
o = 0o siempre y cuando (7,54 Fy, fuera un conjunto infinito, lo cual no necesariamente es
cierto.

El Lema 7 afirma que si I es un intervalo acotado, entonces cada subconjunto de
SP(I,{7}) es una de dos, a lo sumo por finitas funciones estd formado por funciones
continuas ¢ tiene una sucesién de funciones de p-impulsos convergentes, para algin.p > 1.

Lema 7 Sea {x,} une sucesion de p-puntos de impulso convergentes, P (tj,z;) € T';
cuandon — oo, lp < j<rg=ly+p+1 S5i{z,} es convergente u. p. a una funcién
z:I — R, entonces = es continua en cada t € I, L #t;, para ly < j < rp.

Demostracion: Sea t € [a, 8], t # t;, lo < j < ro, entonces necesariamente ¢ € (tg, trt1)
para algin Iy < k < rp (entenderemos &y, = a y t,; = ). El minimo entre ¢ —t3 y tx11 — ¢
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serd denotado por 7. Elijamos N > 1 tal que |t§'¢,, —tj| < n/2paracadan > Ny j=k,k+1.
La sucesién {&n.4n}n>0 estd formada por funciones continuas sobre [ty + 1/2, tky1 — 7/2]
uniformemente convergentes a x en el mismo intervalo, por lo tanto, 2 es continua en el
punto 1.0

La funcién limite x en el Lema 7 puede ser no continua por la izquierda en algin
t;, lp < j < 1o, es el caso al tomar I = [0,2], @ = (—c0,2), una superficie de impulso
I':7(x) = —z+2, y la sucesién

0 si t€(0,1]
() =< (-1 —-1) si te(1,141/n]
3/2 si te(1+1/n,2],
pues esta sucesion es de 1-puntos de impulsos (14+1/r, (n—1)/n), n = 1,2, -- -, convergentes

a(1,1) €'y es tal que converge u. p. az{t) =0sit <1, z(1)=1y z(#) =3/2sit > 1,
que es una funcion tal que x(17) = 0 # 1 = 2(1).

También puede ocurrir que el limite de  por la derecha en esos puntos de impulso no
siempre exista, en efecto, al definir I = [1/2,2], @ = R y una sola superficie de impulso
I': 7(z) = —x + 1, la sucesién

-1 & te(1/2,1+1/n)
m‘”(t)z{ t_i: si te(1+1/n,2],

converge w. p. a z(t) =0sit € [1/2,1] y z(t) = 1/{t — 1) si ¢ € (1,2], funcién tal que
(1,7(1)) € T, pero z(17) no existe.

Lema 8 Sea {z,} C SP(I,{m}) una sucesién convergente u. p. a una funcion xz : I — R*
y a la vez un conjunto equicontinuo. Entonces v & PC(I, {r}).

Demostracién: Sea {z,} una sucesién en SP(I, {7}) convergente u. p. a una funcién z :
I — R", entonces existe entero p > 1 tal que {z,} es de p-puntos de impulso convergentes,
es decir, PZ, — (tj,3;) € Ij cuandon — ooy z(tj) =z, lp <j <rg=ly+p+1. Por
el Lema 7, para tener z € PC({,{7}), resta probar que ;r;(tj_) es igual a z; y que m(tj)
existe para todo, lg < 7 < rg.

Ahora procedemos a probar lo primero, es decir, dados j tal que Ip < 7 < rg y € > 0,
debemos encontrar § > 0 tal que si 0 < t; —t < § entonces |z; — z(t)| < e. Como {z,}
es un conjunto equicontinuo, existe 7 > 0 tal que si s € (tﬂ;l, tin] y t?;n — § < 73, entonces
|2n(s) — @n(th,)] < £/3 para cada n > 1. Elijamos § < 7/2 tal que (t; — 6,¢; + 8) N
{tig+1s- -+ s tro-1} = {t;}. 8i¢ € I es tal que 0 < t; — ¢ < §, entonces podemos tomar
Nj > 1, con |wn(t) — z(t)| v |P, — (t;,;)| menores que £/3, para cada n > Nj. Sea
N > Nj suficientemente grande tal que |t —t;] < 7/2 y t, > t. Notemos que

O<tl, —t<|, —tj|+t;—t<n/2+8<n,

¥, por lo tanto,

lej — = (@) < |zj — 2w (@) + |lon (@) — an(t)] + [zn(t) ~ 2(8)] <&
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en otras palabras z(t; ) = ;.

Finalmente probaremos que si lp < j§ < rp, entonces :r;(t;") existe. Sea {s,} C I una
sucesién decreciente y convergente a ;. La idea es mostrar que {z(s,)} es una sucesién de
Cauchy. Si e > 0 tomemos 12> 0y N > 1 tal que u < 5 (donde 7 s la cota que realiza la
equicontinuidad), (£;,%; + 1) N {tg+1, -+ s tro-1} = @ ¥ sn € (25, %5 + 42) para cadan > N.
Sin,m > N fijemos g > 1 tal que

|62, — b5l < min{s, — tj,5m — 15},

y

leq(s:) — z(s:)| < €/3, i=mn,m.
Notando que |&(sp) — 2(sm)| es menor que la suma de |z(s,) — 24(5m)| ¥ |2q(8m) — 2(sm)],
ambos menores que £/3, la demostracién estd completa.o

El siguiente teorema es una generalizacion a las funciones continuas a pedazos del Teo-
rema de Arzela~-Ascol.

Teorema 5 Cada conjunto F C SP{(«, 3),{7:}) , 0 < a < § < 00, infinito, interiormente
equiacotado y equicontinuo contiene una sucesion convergenle u. p. a una funcion x en

PC((a, 8), {7%})-

Demostracién: El Lema 7 permite extraer desde F' una sucesién {z,} de po-puntos de
impulso convergentes, PZ, — (tj,z;) € T'; cuando n — oo, Iy < j < ro, 70 = lp + pg + 1.
Enumerando los ntimeros racionales en {a&, ) — {tiy41,* " ,tio+po+1} €S posible suponer,
pasando a una subsucesion si es necesario, que {x,,(g)} converge para aquellos racionales q.
Asi, dado € > 0, existe entero Ny > 1 tal que |z,(¢) — zm(g)] < E/3 si m,m > Ny

Podemos elejir § > 0 tal que, siz € {zn} , lg < < rg, 4, € (tJm,tﬁ"1 1y lt=1 <6,
entonces |z(t) — z(£)| < /3.

Considere una particién de (a, ) en subintervalos Iy,... , I; de longitud menores que
& y con los tiempos #,41, - , tig4p, € Sus bordes. Fijemos en el interior de cada [ un
mimero irracional g , k=1,---,p.

Sea t € (o, 0), t # 5, b < j < 79, entonces ¢ estd en algin Iy, k en {1,2,--- ,p}.
Tenemos
t; <t, gp <tj41 paraalginlo <j<rp.

Tomemos N; > 1 con
201 — ts] < min{|t — t;], Jax — &},

paracadan >N ,i=4,7+ L.
Concluimos que |z,(t) — T, (t)] es menor o igual que

|zn(®) - 2nlgr)l -+ |2n(gk) — 2ml@)] + |Tm(ge) — 2m(t)] <,

- sin,m > mazx{N;, Ng}. En otras palabras {z,(t)} es una sucesién de Cauchy. Por lo tanto,
la sucesién es convergente a algiin z(t). Sit=1t;, lp < j < ro, definimos z(t) = z;.
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Afirmamos que {z, } es convergente u. p. ala funcién construida x. En efecto, ddndonos
una distancia minima > 0 desde t;, lj < j < ro, para tomar nuestro tiempo ¢ € (¢, 3),
es posible haber elegido Nj;, j < 7p, con independencia de t. Asi, si t € (a, 8), |t —t;] > 7,
lo<j<ro,ymm>maz{Nys1,  , Nigtp Neg, -+, Ng,} entonces |z,(t) — zm(t)] < e.
El resto de las propiedades de z son deducidas desde Lema 8 y Lema 9.0

La funcién z del teorema puede impactar algunas superficies I'y en otros tiempos dife-
rentes de # , lp < k < 7g, pero esta es continua en aquellos tiempos. Este hecho impide
escribir z € SP(I, {7}). Veamos un ejemplo, al considerar I = [0,4], 2 = R, una superficie
de impulso I" defina por

1 si <0
r{z)=4 2z+1 si 0<z<1
3 si x>1,

¥ una sucesion
[ t=(n—-1)/n si t€]0,3
on(t) = { 0 si te (3,4

Vemos que esta sucesién converge u. p. az(t) =t —1sit € [0,3] y z(t) =0si t € (3,4]
La interseccién del grifico de z,, con I es el punto (3,3 — (n — 1)/n), punto que tiende a
(3,2(3)) = (3,2) € T, cuando nn — oo. Pero la funcién limite, z, intersecta I' también en
(1,z(1)) = (1,0), mas z es continua en dicho punto.

3.3 Existencia de soluciones via aproximaciones

Consideremos el P.V.1.

T = f(t,z), t#m(z)
Az = pp(z), t=7(x), (3.1)
:C(ig) = Igs

de una E.D.I. de pulsos consecutivos.

Demostraremos que (3.1) tiene solucién via una sucesién de funciones aproximantes.
Para ello primero definiremos que entendemos por e-solucién aproximada de (3.1) y mostra-
remos que tales funciones existen. Luego dada una sucesién {g,} que decrece a cero,
tomando respectivas e,-soluciones aproximadas, probaremos que estas convergen (en el
sentido de la Definicién 4) a una solucién de (3.1), para ello hacemos uso del teorema de
compacidad de la seccion anterior.

Recordemos que estamos considerando que (3.1) satisface por definicién las propiedades
i) aiv) de la seccidn 2.1 y las hipétesis del Teorema 3, a las que agregamos la existencia de
constantes M >0y N > 0, k > 1, tales que

|f(t,z)| < M, para todo (t,2) € (0, 00) x £,
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lok(z)] < Ng, paratodoz € Qy k> 1.

Definicién 7 Una funcidn z € SP([a, B, {m}) , 0 < @ < tg < B < o0, se llama una
g-solucion aprozimada de (8.1) sobre (o, B) x Q2 si

(1) (¢, z(t)) € Q para cada t € (o, §),

(i) la derivada & eziste sobre (o, [3), ezcepto para un conjunto finito A C (a, 8), con t}
instante en que el grdfico de x intersectaT';) en A, I < j < rg, donde & puede tener
b
discontinuidades simples,

(iii)

|£(t) — ft,z(t))| < e para cadat € (o, B) — A

|Az(t]) — pi(x(t2))| < e para cada l, < § <1y .

Sea (%0, Zo) € (0,00) X {2, tomemos ¢ y b constantes positivas tal que el cilindro
Rop={(t,2) € (0,00) x RN" :#p <t <ty +a, |z~ 20| < b}
estd contenido en (0, 00) x £2.

A continuacién damos algunos conceptos y observaciones que nos permitird définir cier-

tos pardmetros que utilizaremos en lo que sigue.
Si el punto (%o, 7p) pertenece al interior de {41 para algin I > 1, entonces bajo las
condiciones que definen la ecuacién (3.1) definimos

Ty ={(t,z) €Tys1 N Rap : [z — 0| < M(t — 1)}

Si Ty # ¢, sea vy el minimo entre los tiempos t tal que (¢, ) € I'y para algin z € Q.
Consideremos ahora el conjunto

fg = {(t,m‘) €l NByp: IfE — :BOI < M(t — to) + Ny, t 2 Vl}.

Si 'y # ¢, entonces tomamos ve > vy, el minimo tiempo, primera coordenada, entre los

puntos de Fa. )
Continuamos formando un respectivo conjunto I's de los (f,z) ¢ I'ip3 N Ry tal que

|z — 2ol < M(E—1t0) + Neya+ Nipa y £ 2> s,

Si '3 # ¢, procedemos de manera ya obvia a elegir v3 > 5.
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Siguiendo con este procedimiento conseguimos conjuntos no vacios Ty,ee, f‘po y tiempos
to =vp S v € < vy < Upgp1 = 00 tal que T’y es igual al conjunto de los (t,z) €
Iipj N Ry, t > v tal que

i-1
I:E —wg] < M(t — If(]) + ZNH-R:
k=1
y ) ~
v; = min{t : (t,z) € I';, para algin z € Q},
para todo j =1,--- ,pp. Ademds si formamos f‘p0+1 este resulta ser el conjunto vacio.
Definimos h : (tg,00) — (0, 00) por
j—1
h(t) = M(t - to) + Z Nl—}-k1
k=1
sivj1 <t<vy; j=1,---,pp+ 1. Esta funcién es creciente y continua a pedazos. Sea

[ h7(b) si be Im(h)
B= v; si h(y;)<b< h(u;'), 1<7<po.

Finalmente definamos 7 = min{{o + a, p}.

En lo que sigue dado € > 0 se presentamos una e- solucién aproximada de (3.1), para ello
seguimos un método tipo Euler, de construccion de una poligonal a pedazos aproximante
de una solucién.

En el lema y teorema que siguen supondremos, sin pérdida de generalidad, que (¢, zo) ¢
I', de no ser asi basta trabajar el P.V.I. (3.1) con condicidn inicial en {(¢g, Ix(zq)) y redefinir
las funciones resultantes en £y con valor zy.

Lema 9 Para cada € > 0 existe una poligonal a pedazos y € SP([to,n], {7x}), que es una
e-solucién aprozimada de (3.1) tal que y(to) = zo.

Demostracion: Notemos que bajo nuestros supuestos
OTi44 S
S () f(t,2) < 1 para todo (4,0) €Ty, j=1,++ ;0.

Por la continuidad de % en Q, k> 1, y de f en (0,00) x  tenemos que dado 7,
j=1,--+,pg, para cada (t,z) € [';, existe vecindad Uy; 5y C (0, 00) x (2 tal que

Y
oz

(¥)f(s,y) <1 para todo (s,y) € U,z

La familia Uy 5, (t,z) € f‘j, es un recubrimiento de fj, coImo f‘j es compacto, existe un
recubrimiento finito de f‘j. Es claro entonces que podemos elegir p > 0 tal que

Omyy

(¥)f(s,y) <7y <1 para todo (s,y) tal que |m4;(y) — s| < p.

oz
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Elijamos ¢ cota superior comiin del conjunto de los ]%(y)l tal que |y —~zo| < b, 5 =

1, ,po.
La continuidad de f sobre (0,c0) x €, también implica la continuidad uniforme sobre
el cilindro compacto R, 4. Asf dado 0 < & < (1 —)/(, existe § > 0, tal que

|f(t,=) — fEF)] < e (3.2)

para (t,z), (,%) € Rap v |t — 2|, Jx — & < 8.

Consideremos una particién del intervalo (fp,7) en subintervalos (sj—1,s;], 1 < j < m,
de longitud menor que el minimo entre §, §/M y p. Observemos que sp =1t ¥ 5m = 1.

En lo que sigue construiremos una poligonal que luego probaremos es la solucién e-
aproximada buscada.

Definamos recursivamente las funciones

y(s) — y(sx) = fsk,9(s6))(5 — 5), 5 € (Sk,Sk41); (3.3)

con y(sp = zp. De existir un primer k& = s,, tal que (3.3) intersecta I'; en algin punto
(t1,9¥(t1)), $p, < t1 < sp,41, entonces consideremos la poligonal construida sélo en el
intervalo (sg,¢1]. Para los tiempos s € (1, 8p,+1) tomamos la funcién

y(s) ~ y(t) = Flt, y(E))(s — 1), (34)

donde y(t7) = y(t1) + w21 (y(t1)). Se prosigue para tiempos mayores a sp,11 con la defini-
cién recursiva (3.3) para k& > p; -+ 1, hasta que exista & = po para el cual el grifico de
(3.3) intersecta Ty en (£, y(f)), Sp, < t2 < Spy+1, consideremos entonces la construccién
hasta ¢, inclusive, para s € (f2, 8p,41] definimos la funcién segiin (3.4) con #5 en lugar de
t1 ¥ @ir2 en lugar de .1, luego nuevamente via la recursién (3.3) para & > po + 1, y asi
sucesivamente.

El proceso consigue en finitos pasos determinar tiempos ¢1,-- - 14, 0 < g < py, tal que

0 = 8
< 8 << sy <h
< Spp1 << Sy <ty
< pair << 8, <1
< Spytl < < Sm =7

Recordemos que py es el nimero méximo de superficies factibles de intersectar para una
solucién z de (3.1) con (¢,x) € Ryp.

En consecuencia el valor de la funcién de pedazos poligonales construida para un ¢ €
(tDl 77) €s

xy 81 t=10

y(sj-1) + f(si-1,9(85-1))(t — 85-1) si t€(sj-1,8], j¢{m+1,-+ ,pg+1}
y(sps) + f('spu y(spi))(t - Spi) si 1€ (Spi:ti]: i€ {1: v ;q}

y(B5) + F () — ) si t€(t,spqa), 1€{1,---,q},

donde y(t) = y(t:) + wi(y(t:))-
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La hipétesis de ausencia de pulsaciones junto a la eleccién de la finura de la particién
menor que p nos asegura que y € SP((to,n), {7x}) conly =1y ry =1+ pp+ 1. En efecto, si
el grafico de la poligonal para un t € (sg, sk+1] estd por delante (en el sentido del tiempo)
de la superficie f‘j, algin. j = 1,--- ,po, pero en el mismo sentido estd a menos de p, esto
es, 0 < t—m;(y(t)) <p, entonces la distancia ¢(t) = t — 7145 (y(t)) crece para £ > t vecino.
Probemos lo anterior notando que por (3.3)

o8) =1 — 2 (0)) s (s0)),

expresion igual a

oT,

8 al;j (NI y(E)) — Fsky(s))),

L (y(0)£(t,v(8)) +

1—
Pero como
E—spl <8 y |y(t) —ylse)| < M|t —sp| < M(6/M) =6,

por (3.2), se concluye
o) > (1 —v)—¢e >0

Las hipdtesis (51) del Teorema 3, permiten decir que la poligonal de intersectar ofra superficie
ésta debe ser T'jp1.

Construida la funcién y : (¢9,7) — R", mostremos ahora que ella es una e-solucién
aproximada de (3.1).
Sit <% con
tife (ti—l‘)ti]: 1= 13' g+ 1, donde tq+1 =17,

entonces existe k € {p; +1,--- ,pj+1} tal que
Sk—1 <t < Sk < Spp1 <00 < Sppj < E < St
para algin j talque p; —k+1 <j < piy1 — k.
Asi y(t) — y(t) es igual a y(si) mas

Sk, y(s1)) (8841 — s6)+
f(skt1, y(skr1))(Ski2 — sp1)t
St (3.5)

F(skrG-1)s ¥k -1))) (Sketg = S (G—1))+
F(Skts Y(8k45) HE — Sk45) — y(2).

Notemos que y(si) = y(t)} + f(sk—1, ¥(sk—1))(sx — t), remplazando en (3.5) tenemos

ly(@) -y < Mt ~t] sifite il i=1--,0+1 (3.6)

Ahora mostramos que y es una solucién e-aproximada. Tomemos ¢ € (tg,77) — A, A =
{81, ,Smat1,*++ ,tq} ¥ considere la relacién (3.4).

\

o
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Site(sj1,85), J¢€{p+1, -+ ,py + 1}, entonces

ly() —y(si-1)] = | F(s5-1,y(si—I )|t - sj1| < M 6/M =6

W
[9(t) — F&y(@)] = 1f(s5-1,9(s5-1)) — Ft,w(D)] <e.
Sit € (sp,,ti), i € {1,--- ,q}, entonces
() — y(sp:)|l = 1f (spi y(sp It — sp} < M 6/M =6
Y
[9(2) — F(E y@E) = 1f (spi w(sp,)) — F(Ey())] <.
Sit € (ti,sp+1), t € {1,--+,q}, entonces
(&) =y = |f o yEE — ts] < M&/M =6
¥

[5(€) — &,y = 1/, 5(60)) — FE @) < e

Por ofro lado, sit =1%;, £ =1,--- , g entonces

! [Ay(t:) — ei(y(t:))] = 0.

La demostracién estd completa.c

Consideremos ahora una sucesién {e,}, £n > 0, €, — 0 cuando n — oo. Por el
lema anterior existe sucesién de poligonales a pedazos {y,} tal que y, es una g,-solucién
aproximada.

Teorema 6 La sucesidn de funciones y, : [to,n] — R®, n > 1, contiene una subsucesion
convergente uniformemente a pedazos a una solucion  : [to,n] — R™ del P.V.L. (8.1), con
grifico en Rap y tal que x(to) = zo.

Demostracién: Sea {e,} una sucesién decreciente a 0 cuando n — oco. Para cada n > 1,
consideremos yy, la solucién e,-aproximada de (3.1) construida en el lema anterior. Notemos
que {yn} C SP([to,n], {7x}) es una familia interiormente acotada, pues

(0] < Jool + () <l + ),

ademads desde (3.6) esta sucesién también es un conjunto equicontinuo.

N
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Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 5 para concluir que, pasando a sub-
sucesiones si fuera necesario, que {y.} es de po-puntos de impulso convergentes, puntos
Pl =@, v8.)), o <j <ro=1lo+po+1, convergentes a P/ = (#/,27) y que también es
uniformemente convergente a pedazos a cierta funcién z € PC([to, 0}, {7 })-

Afirmamos que x verifica la ecuacién integro-sumaria equivalente al P.V.I. (5.1), esto
es,

t J
o) =20+ [ Seads+ > pulah), (37)

k=lg+1

si (e (t)) < t < 4 (@ (1))
La ecuacién (3.7), de ser satisfecha, establece que x es solucién de (3.1), tal que (o) =
Ig.
Probemos ahora (3.7). Notemos que, si t{.n <t < t{,ffl, lo < j < rg, (suponiendo

=0y 32 =17 ), entonces

t J
yn(t) = Iy +£ {f(-S, 'yn(s)) - Un(s)]ds + Z ‘Pk(yn(t’ycn)): (3'8)

k=lg+1

donde Un(s) = gn(s) — f(s,yn(3))-

Vamos a probar que el lado derecho de (3.8) converge al lado derecho de (3.7), en el
sentido de la convergencia de la Definicién 4, es decir, como funciones continuas a pedazos.
La convergencia de las sumatorias es clara por la continuidad de las funciones @i, k > 1.
Respecto a las integrales, como la integral es absolutamente continua, dados €,6 > 0,
existe v > 0 y N > 1 tal que si la medida de Lebesgue de un conjunto E, m(F), es menor
que -y, entonces

‘£|f(3,yn(»5)) — f(s,2(s))|ds <£_I_/

[to,t]ﬂ

. (59n(8)) = Fls, (s)lds,
yvsin> N,
lyn(t) — z(t)] <& paracadat tal que [t —¢;| > 6, lp < j <.

Asi si g =min{v,8) y

lo+po " p

E= t; — —t: + —
U (t 2k0”+2k0)’
j=lo+1

por la convergencia uniforme de {y,} sobre (tg,n) N E%, la continuidad de ¢y, & = Iy +
1,---,lp + po, y el hecho que

t
/ |Un(s)]ds < et,
0

tenemos que el lado derecho de (3.8) es convergente u. p. a la funcién z. Por la unicidad
del limite, la funcién lado derecho de (3.7) es z. ©



Capitulo 4

E.D.I. DE CAMPO E IMPULSO
LINEAL

Este capitulo es un estudio introductorio a las E.D.I. en tiempos variables con ley diferencial
de evolucidn lineal y con funciones que definen los impulsos lineales. Presentamos resultados
sobre representacién de soluciones, existencia y una férmula de variacién de parametros.
Finalizamos con algunas condicionantes para el acotamiento de soluciones.

4.1 Definiciones

Consideraremos en este capitulo ecuaciones impulsivas a tiempos variables que tienen la
forma

& = A(t)xa t?éT (CB)
{ z(tt) = Apz, t= T];(LE), (t,z) € (0, 00) x R, (4.1)

y tales que:
(i) la aplicacién que a cada t € (0, 00) asocia A(f) € Mpx,(R) es una funcién continua;
(ii) Ap € Myxn(R), paratodo k> 1;y

(iit) las funciones 75 : ®* — (0,00), k > 1 pertenencen a C'(R™) y son tal que 73(x) <
ma(z) < -+ < 7K(z) — oo cuando k — oo, para todo z € R,

Una ecuacion de este tipo, que es un caso particular de las E.D.I. a tiempos variables

(2.1), se llamard Sistema Lineal Homogéneo (S.L.H.).
Asumiremos también que la ecuacién (4.1) satisface la condicién de existencia local del

Teorema 1, es decir,

(iv) para todo z € R* y k > 1 se tiene

O
oz

(z)A(m(z))x # 1.

42
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Observemos que en general no toda combinacion lineal de soluciones {de igual dominio)
de (4.1) resulta ser otra solucién, a menos que {4.1) sea una E.D.I. a tiempos fijos, es
decir, las funciones 73, k > 1, constantes. Lo anterior ha determinado que la teorfa de los
S.L.H. no tenga un absoluto paralelo con la de impulsos a tiempos fijos y por lo mismo, se
encuentre con un escaso desarrollo.

4.2 Representacion de las soluciones de un S.L.H.

Designaremos por ®(t), t € (0,00), a alguna matriz fundamental de £ = A(t)z, (t,z) €
(0,00) x R*, la E.D.O. asociada a (4.1).

Seaz: (o, 8) = N*, 0 < a < f < o0, un elemento de PC((a, 3), {7}), podemos definir
la funcién ¥, : (o, §) = Mnxn(R) tal que

Ty(s) = I si s+# 7m(x(s)), paratodo k=1
w8 = O(s) LArB(s) si s 7i(x(s)), paraalgin k> 1.

Si los tiempos s € (a, B) tal que (s,z(s)) € I' no se acumulan, T}, discreto, entonces
dado ¢ € (@, 8) es posible definir la funcién que a cada { € («, 3) le asocia la matriz

Mefto, ) = J] Wuls). (4.2)

sE[to,t)

Entenderemos que el lado derecho de (4.2) es igual & (J]seps,s) ¥=(5)) ™", que denotaremos
por II71[t, %), cuando ¢ < #y y el producto entre paréntisis es una matriz invertible, por
ejemplo, este es el caso si asumimos Ag, & > 1, invertible. Debemos entender también que
II;[t,t) = I, para todo t > 0.

La definicién de II;[tg,1), ¢ € (e, £), es un producto de finitos ¥(s) # I con s € [to,t).
En efecto, de existir infinitos tiempos s € [to, ) tal que ¥ (s) # I, entonces estos pertenecen
a T N [to,t), y necesariamente se han de acumular en algunos tiempos de T, tiempos de
impulso de x, como T es discreto, esto no ocurre.

En el desarrollo de la productoria (4.2) el término W (s1) aparece a la derecha de U,.(s2)
si o < 81 < 52 < 3, notemos que en este caso ILz[to, s2) = Hz[s1, s2)1Lx(t0, $1)-

El siguiente lema da una representacion para las soluciones de (4.1).
Lema 10 Sea (tp,zo) € (0,00) x R® y = en PC([to, B), {m}) tal que T, es discreto. En-
tonces = es solucion de (4.1) con valor inicial z(tp) = zo si y sdlo si
x(t) = @(t)(ILzfto, 1))@~ (o) o, (4.3)
para todo t € [tg, ).

Demostracién: Llamaremos () al lado derecho de (4.3) y demostraremos que z(t) =
&, (1) para todo t € [tg, 3). La igualdad es clara para ¢ = t;.
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Sea t € (fg,3) vy elijamos el mayor entre los s € (tg,t) tal que (s,z(s)) € I';, para
algin k& > 1, esta eleccidn es posible gracias a la condicién de no acumulacién de las
discontinuidades de . Luego

®,(t) = @)L [F, )z [ta, )2 (to) o,
como IL,[f, t) = ¥ (f) = @ 1(£) Ax®(£), tenemos
O, (t) = D) (1) Ar B (F).

Si se verificara la igualdad ®.(f) = z(f), entonces como z es solucién de (4.1), tendriamos
w(tt) = Arz(f) = Ap®,(E) y por lo tanto, ®,(t) == ®(t)®~1(£)z(i*), que claramente es
igual a x(t), pues en el intervalo (£,#] el sistema estd dominado por su parte ordinaria. De
modo que resta mostrar que ®;(f) = x(f), tal como lo hemos hecho para pasar de { a i, es
posible reducirse ahora al tiempo de impulso anterior a #, y asf paso a paso por las finitas
discontinuidades de x en (ip,¢) a verificar solamente ®,(tg) = z(fo), lo que es claro, pues
ambos lados de esta expresién son iguales a xp.

Inversamente si x € PC([tg, 3), {7}); 0 < to < f < oo, satisface (4.3) para todo t en
[to, B) v T» es discreto, probaremos que x es solucién de (4.1) con z(tg) = zo. De hecho
sit € (to,P) es tal que (t,z(t)) ¢ T, entonces existe una vecindad de ¢ donde Il [tg,t) es
constante, luego z'(t) es igual a

@' () to, )@ (tg)y,

que a su vez es igual a
A(t)@(t)ﬂm[to, t)‘I)—l (tg).’sg,

por lo tanto, se tiene 2'(f) = A(t)z(t). Por otro lado, si t = 7(x(t)), para algin & > 1,
entonces
[to,t+) = Ua()IL;[to,t) vy Talt) = @77 (£) AR(2),

igualdades de las cuales se concluye
z(tT) = &) (@7 () Ap® (1)) [to, 1) (to)zo = Agz(t),

lo que finaliza la demostracién. ¢

Si a las hipétesis del Lema 10 sumamos que Ag, k > 1, sea invertible, entonces este
lema se cumple para funciones en PC{(e, ), {7x}) con 0 < a <ty < 8 < 0.

Observaremos ahora algunas de las distintas formas que puede tomar la representacién
(4.3) segin estén definidos los elementos del S.L.H. (4.1).
Si dado k > 1, la matriz Ay, conmuta con A(%), para todo t > 0, entonces

l Ty(s) = I si s# m(z(s)), paratodo k>1
2= A s s = 1x(z(s)), paraalgin k> 1.
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En este caso al tomar ¢ € [ig, 8), definimos por i.{ty, t) al nimero de veces que el grifico
de z € PC(fto, B), {7x}), T discreto, intersecta a alguna hipersuperficie antes del intante
t, entonces al suponer que estas hipersuperficies de impulso son I'y,, T',, - - ’Fkim(tg,t)’ con
k1 <kp <--- < ki z0,4) 2 igualdad (4.3) toma la forma

iz [f(],t)

w(t) = (I)(t: tO) H Akj Zo,
=1

donde ®(t,tp) = @(£)@ 1 (tg).

Oftra posibilidad es que para cada & > 1, la correspondiente hipersuperficie I'y, sea
un hiperplano de la forma, I'y : ¢ = 7%, entonces ahora necesariamente cada solucién
z: [tp, ) — R™ de (4.1) pertenece a SP([to, 3), {7x}) ¥, por lo tanto,

ko+ifto,t)

Hfﬂ[tﬂst) = H @_1(Tk)Ak@(Tk)? te [t[]:ﬁ)7
k=ko+1

donde i[ty,t) es iz[to,t) sin la dependencia de z, pues esta ya no existe y ademds kg es el
mayor entero k tal que 7 < #y. Notemos también que en este caso no existe dependencia.
de 1 [tg, 1) con la funcidn z salvo por el valor de tp, luego simplemente anotaremos I[ty, £).
Observemos ademés que la expresion (4.3) ahora determina explicitamente las soluciones,

esto es,
z(t) = S(H)II[to, )DL (o) zo.

Si ademds A, k > 1, conmutan con A(t), para todo ¢t > ¢g, entonces

i[tg,t)

o(t) = B(to,t) | [ Arots | 20.
k=1

4.3 Un teorema de existencia

Por el Teorema 1 sabemos que cada P.V.1. definido por (4.1) tiene una solucién de dominio
local, pero dicho teorema no nos dice cédmo es esta solucién y tampoco especifica su dominio.
En esta seccién presentaremos un resultado que da respuesta a estas interrogantes para el
P.V.I. definido por la ecuacién (4.1) y la condicién inicial z(2p) = g, para algin par (ig, zo)
en (0, 00) x R™. Esto se hard por etapas. Primero, al suponer algunas condiciones naturales
sobre las hipersuperficies I'g, & > 1, probaremos la equivalencia de este problema con un
P.V.I. donde la ecuacién lineal ordinaria asociada toma la forma ¢/(t) = 0. Seguidamente
mostraremos que este ltimo problema es a su vez equivalenfe a uno en ecuaciones en
diferencias. Desde éste iltimo la existencia se obtiene en [orma inmediata. Finalmente
ilustraremos este resultado con un ejemplo.

A cada z en PC((cr, ), {7x}), 0 < o < 8 < 00, le asociaremos la funcién y : («, 8) —
R definida por y(t) = & 1(t)z(t), donde ® es alguna matriz de soluciones linealmente
independientes, matriz fundamental, de
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v = A(t)u, (f,u) € (0,00) x R, (4.4)

que sabemos es invertible para todo ¢ > 0. De inmediato interesa saber siy € PC((a, 3), {7}),
para cierta familia {7y }x>1 factible de definir hipersuperficies de impulso y de ser el caso,
si y es solucidn de alguna E.D.I. cuando z lo es.

Sea x : [to, ) — ™, 0 < tp < f < o0, una solucién de (4.1) tal que z(tg) = =o.
Tomemos ¢ en [to, ) tal que (¢,z(t)) ¢ T (equivalentemente (¢, ®(¢)y(t)) ¢ T'), entonces
y'(t) es igual a

(@7 Y =(t) + 27D’ (1),
es decir,
Y (t) = —@ 1) AWz (t) + @ L) A(D)z(t) = 0.

Por otro parte, si £ = 7{x(t)) (0 lo que es lo mismo, ¢t = 7(®(t)y(t)) ) para algin k > 1,
entonces y(t*) es

7 H)z(tT), que a su vez es igual a &7 () Apx(t),

de modo que
y(tt) = @B Ap@(t)y(t).

En otras palabras, hemos establecido que y es solucién de un problema de valor inicial
de la forma

y = 0 (t,y(t)) ¢ fk
y(tt) = e H(DA2MY(E), (4 y(t) € Tk, (4.5)
y(to) = @ (to)zo,

donde para todo k > 1, 1a hipersuperficie I'y, est4 definida por los puntos (2, y) € (0, co) x B"
tal que £ = 7, (®(t)y), para todo k > 1. Pero observemos que las hipersuperficies de impulso
de las E.D.L. a tiempos variables en estudio aparecen como graficos de funciones de clase
(!, con las hipersuperficies Ty, k > 1, éste no necesariamente sers el caso.

Para afirmar que cada hipersuperficie I'y, & > 1, también es el grafico de clerta funcién
de clase C1, 7, : " — (0,00), k > 1, supondremos las condiciones que el Teorema de la
Funcién Implicita para tal efecto impone. Asi debemos exigir que la funcién Hy(t,y) =
t — (®(t)y), (¢, y) € (0,00) x R, k > 1, sea continua, con derivada continua y tal que si

Hk(t: y) =t— Tk(q)(t)y) = 01
entonces

OHy,

S (tn) = 1~ SO AW £0. (40)
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Notemos que la expresién (4.6} no es mds que la condicién geométrica (iv), seccién 4.1,
asociada a la existencia local de soluciones, (2.10) del Teorema 1.

De modo que siempre podemos escribir Iyt £ = Tr(y), para cierta funcién continua y
de derivada continua 7% : " — (0,00), k¥ > 1. Para que (4.5) sea una E.D.I. a tiempo
variable {7}, debe cumplir la desigualdad 7 (y) < Tit1(y), para todo y € R* y k > 1, para
ello basta verificar que Iy N Tpy; = ¢ y ademds 7,(0) < Tr+1(0), & > 1. Esto 1iltimo es
inmediato pues 7;(0) = 7(0) < 7341(0) = Fx41(0), para todo k > 1. Si (t,y) € Ty NTxe1,
para algin k > 1, entonces £ = 75 (®(#)y) = 7%4+1(®(2)y) lo que es una contradiccién ya que
Ti(z) < 7e41{x), para todo z € R".

También debemos tener que 7x(2) — oo cuando & — oo, para todo z € R*. Si
lim 7,(z) = < oo, notemos que si kg > 1, entonces

Tr(2) = TR(P(Tr(2))2) > Trg (®(Fr(2))2) para todo k > ky. (4.7)

Al hacer & — oo en (4.7) se concluye que ! > 74,(®(1)z), como kg es cualquiera tenemos
{ > lim 71, (®(1)2) = 00, lo que es una contradiccién.

Inversamente, dada y : (to, ) — R™ una solucién de la E.D.I. (4.5), probar que z(t) =
P(t)y(t), t € (to, B), es solucién de (4.1) con z(tg) = xp, es suficientemente inmediato como
para agotar al lector.

En resumen hemos probado el siguiente resultado:

Lema 11 Sea (ty, zq) € (0,00) x R™. Entonces el P.V.I. definido por (4.1) y x(ty) = z¢ es
equivalente a

y(tt) = Ly@®), t=7(y(t)), (4.8)
y(to) = @ 1(to)zo,

donde 7, : R* — (0,00), k& > 1, son las funciones definidas implicitamente por t =
*(®(E)y), & > 1, y ademds Ii(y) = @ (7(y)) A (7(¥))y, y € R™.

Notemos que de acuerdo al Lema 10, si x es solucién de (4.1), como T}, es discreto, en-
tonces la correspondiente solucién y(t) de (4.8) que el Lema 11 otorga es I1; [to, t) @~ (t) o,
i > 19. Como en (4.8) el campo es nulo claramente esta E.D.I. satisface la condicién (2.1)
de existencia local de soluciones.

Lema 12 Sea (to,n) € (0,00) x %" tal que Tp_1(n) < to < 7p(n) para algiin p > 1. Si el
P.V.L (4.8) es de pulsos consecutivos, es decir,

Tolli(y)) < T(y) < Fer1(Ik(w)), para todo y e R™ y k > p, (4.9)
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entonces el P.V.1. (4.8) con y(to) = n es equivalente al problema en diferencias

2k+1) = I.(z(k
{ ( Z(pg = n]:( l(c)z)p. (4.10)

Demostracién: Sea y : [tp,5) — R*, 0 < ¢ty < f < oo, una solucién de (4.8) tal
que y(tp) = 1. Notemos que si tx € (to,/3) es tal que & = 7%(y(t)) para algin k& > p,
entonces desde la desigualdad (4.9} se tiene que el punto (g, [x(y(tx))) es interior a la
regién Q11, subconjunto de (0, co) x 7, limitado por las hipersuperficies Ipyl k+1 O este
punto pertenece a I'y. Parat > ty, y(t) = Ix{y(t)), mientras el grafico de y permanezca en
Q.+1. Dicho grafico es una linea recta (3’ = 0) y de intersectar otra superfcie en un instante
tk+1, esta debe ser la frontera derecha de {2341, es decir, f‘k+1. Como (tg,7) pertenece a
f‘p_l o al interior de {2, se obtiene que la primera hipersuperficie posible de intersectar es
I';. Luego si k(f) es el niimero de hipersuperficies intersectadas antes de 3, entonces existen
tnicos tg < tp < tpy1 < vor < dpypp) < O tal que tpti = THpri(y(tpri)), £ = 0,--- , k(B).
Observemos que eventualmente 3 < 0o, pero k() = co. Definamos

z(p + ?‘) = y(tp+i)') 1= 0: 1: e ak(ﬁ)

Afirmamos que {2(p+k) }r—o,.. x(g) s una solucién de (4.10). En efectodado k= 0,--- , k(8)—
1, tenemos z(p + &k + 1) = y(tpik41), como y(t) es constante en ({y1k, tprit1), 5 sigue

#p+k+1)= y(t;,k) = Lpi(y(ps)),

a su vez igual a Ipii(z(p + k). Ademés z(p) = y(tp), luego z(p) = y(tl) = .
Inversamente si z(k), k=p,p+1,--- ,p+g, con g < oo, es solucién de (4.10), entonces
al definir ¢ = Tx(z(k)), k=p,p+1,--- ,p+ ¢, y la funcién

y(t) = z(k)a te (tk—litk]) k=pp+1,--- P+ G,

esta resulta ser solucién de (4.8) con y{tp) = 1.

De hecho tg € {tp-1,1p) € y(t) = 2(p) = 7 para todo t € (tp_1,%,], entonces claramente
y(t§) = 1. Como la funcién y es constante en cada intervalo (¢_1, 1), obviamente 3/ (¢) = 0
sit # t = Tp(2(k)) = Tu(y(tr)) para todo k=p,p+1,--- ,p+gq.

Ahora si t = t para algin k = p,p+1,--- ,p + ¢, entonces y(tt) es el limite cuando
s — 1, s > t, de y(s), luego s € (g, tr+1], de modo que y(s) = z(k + 1), pero z(k + 1) =
Ix(2(k)) = Ix(y(tx)), por lo tanto, y(t+) = L(y(¢)). ©

Podemos sintetizat la aplicacién consecutiva a la ecuacién (4.1) de los lemas 11 y 12 en
el siguiente teorema.

Teorema 7 Sea (tp,zo) € int(€,), algtin p > 1. Si 2(k), k > p, es solucién de ({.10) con
n = ®(ty)zo, entonces

J=p

k-1
x(t) = B(¢) (H Ij(z(j))) 2 (to)wo, t € (Fr-1(2(k — 1)), Falz(k))],

k > p, se entiende 7,1 = 0, es solucidn de (4.1) tal que z(ly) = zg.
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Como la ecuacién recursiva {4.10) siempre es solucionable, este resultado es efectiva-
mente un teorema de existencia para los sistemas lineales homogéneos.

Ejemplo: Definamos las funciones 73 : (0,00) — (—c0,00) por 7x(z) = log(z} + (2k
1)log(2), k > 1. Claramente 73(z) < 111(), ¥ > 1, y ademés 74(z) — oo cuando k — oo,
para todo z € (0,00). Sea xg > 1 y consideremos el P.V.I.

z(tt) = sz, t=m(x), (4.11)

{ & = -%-as, t # ()
z(0) = =z, (t,x)€ [O’OO) X (0, 00).

Notemos que las funciones 73, £ > 1, tienen derivada continua y ademds

T (a) Almu(el)o = 23m =5 A1,

para todo z € (0,00) y k& > L.
Sin pérdida de generalidad tomamos ®({) = e3t. Por el tltimo lema, (4.10) es equiva-
lente a

y =0 t# %k(y)
{ y(t*) = 3y t="7(y), (4.12)
y(0) = =z, (ty)€[0,00) x(0,00),
donde 7 : (0,00) — (~00,00) estd dada implicitamente por 74(y) = 7(e2™Wy), & > 1.
En este caso es despejable y se tiene 7 (y) = 27x(y), y € (0,00) y k > 1.
Facilmente se verifica la condicién 7 (Ix(y)) < Tely) < Trs1(In{w)), v € (0,00) y k > 1,
que nos asegura la ausencia de pulsaciones. En efecto, de la monotonia de la funcién
logaritmo, se tiene

4% Ak+1
2log — —y) < 2log(—y) < 2£og(

1
Ey), para y € (0,00) y k> 1.

Por lo tanto, la solucién z(k) = (1)¥~1zq del problema en diferencias

{z(k+1) = Lk
2(1) I,

y el Lema 12, nos dicen que
1., . - -
y(t) = (5)* 120, sit € Gua(a(k — 1), 7= ()], & > 1,

donde 7y = 0, es solucidn de (4.12).
Asi por el teorema anterior una solucién de (4.11) es

#(t) = () a0, 5 £ € (Fema(ek — 1), A (O], b > 1,
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'solucidon posible de escribir méds compactamente por
o(t) = ezt(1/2)irW gy,

donde el indicador i, : (0,00) — {0,1,2,---} asigna a cada ¢t > 0 el mayor entero no
negativo & tal que
1 ¢
E< ——[=~1 .
< lOg(2) [2 Og(CL‘())]

4.4 Formula de variacion de parametros

La ecuacién

v = AQ@y+fty), t# )
{ y(tt) = Ay + L(y@®), t=7ly), (4.13)

con (t,y) € (0,00) x f*, donde f: (0,00) X R* — K™ e I : R® —» R™, k > 1, serd llamada
Sistema Lineal Impulsivo No Homogéneo.

Sea ®(t), t > 0, una matriz fundamental de & = A(t)u, en (0,00), como es usual
denotamos por ®(¢,s) a ®(t)@(s) cuando 0 < s < £.

Dada y: (e, ) = R"*, 0 < e < B < o0, en PC{(«, 8), {7x}) definimos la funcién

o _ 0 si s#7(y(s)) paratodo k>1
v(s) = { I(y(s)) si s=m(y(s)) paraalgin k> 1.

Lema 13 Sea (t9,y0) € (0,00) x R™. Siy: (o, 3) = R*, 0 < a <ty < B < 00, es solucidn
de (4.13) tal gue y(to) = yo, entonces satisface la ecuacién:

y(t) = (t)ylto, )@ (to)yo +

t
ft R(OTLls, )8 () (5, 9(s))ds + Y. BB, (s, 1)1 (s)0y(s), (4.14)

to<s<t

para todo t € [ty, 5)-

Demostracién: Sea y : (@, ) — R™ una solucién del sistema impulsivo (4.13) tal que
#(t0) = yo. Si en (4.14) hacemos ¢ = to la igualdad es inmediata. Sea ¢ € (£, 5) y tomemos
T & (to, B) el mayor momento de impulso de y, tal que £ < t, esta eleccién siempre es posible
pues Ty, es discreto. De este modo necesariamente existe k& > 1 tal que (£, y(f)) € I't. Si
Gy(t) representa el lado derecho de la igualdad (4.14), entonces primero demostraremos
que y(t) = Gy(f) implica y(t) = Gy(t). En efecto aplicando la férmula de variacién de
pardmetros usual a la E.D.O. asociada a (4.13) entre f y ¢, tenemos

o(0) = 206,90l + [ B(t,5)7(5,y(s))ds.
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Como y(f7) = AxGy(te,t) + In(y(?)); se deduce que y(t) es igual a la expresién
®(t, 1) A @)y fto, )2 (to)vo
mas

/t. t‘I’(t,E)Ak‘i’(f)ﬂy[s,5)@"1(S)f(83y(S))dS+ > 2t DHAREO(s, D)2 (5)0y(s),

0 to<s<t

O D) + [ 9000705, 006N
Pero notemos que
B(t, 1) Ap® (D)L, [to, £) = B() Ty (D) [te, T) = S()y[to, T = R(E)ILyto, t), (4.15)
pues entre ¢ y ¢ no hay discontinuidades. Ademds

e DLED) = Y 25,12 (5)94(s), (4.16)

i<s<t

pues O,(s) = 0si s € (1) y @R (L, )8 1(E)Oy(E) es igual a &S L(y(D) ya que
IL,(%t) = I.
Como Ily[s,t) = I para s € (£, 1], tenemos también

t £
f; B(t, ) f (s, y(s))ds = ft B(OIL, s, £)5(s) (3, 4(s))ds. (4.17)

Las igualdades (4.15), (4.16) y (4.17) determinan que y(t) = Gy(¢).

Continuando de esta manera nos podemos reducir recursivamente y en finitos pasos a
mostrar que y(t1) = Gy(t1), donde t; es el primer tiempo de impulso de la solucién y, pero
Gy(t1) toma la forma ®(t: )@~ (0)y0 —I—ft‘;1 ®[s,t1)D1(s) f(s, ¥(s))ds, lo que es y(1) por la
férmula usual de variacién de pardmetros.o

El lema anterior y su inverso se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 8 Une funcidn y : [to, B) — R™ con T discreto, tal que y(to) = yo, es solucidn
de (4.18) si sdlo si satisface (4.14) para todo t € [tg, B).

Demostracién: Si g : [t, 8) — ™, 0 < iy < B < 00, es solucién de (4.14), es claro que
y{to) = yo.
Sea ¢ en (Zo, 8) tal que (t,§(t)) ¢ T, entonces: la derivada de ®(¢)1L,(t0,)® " (to)yo es
A(t)®(t)IL,{to, £)@ 1 (0)yo, la derivada de la expresién integral de (4.14) es

4
f & (1)L, [5, )0 (5) (s, y(s))ds + F(t,y(2))

to




O
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y la derivada de la sumatoria es

Y (O)Ly(s, )7 (s)Oy(s),

to<s<i

pues II;( ,t) es constante en una vecindad de ¢, es decir, ¥'(¢) = A(®)y(t) -+ F{t, y(t)).
Por otra parte si t = 7,(y(¢)) para algin & > 1, entonces por la continuidad de @ y el
hecho que ILy( , &%) = I, ( ,&] == @ (t) Ap®(t)I,( ,t) tenemos que y(tT) es igual a

Ar® )y (to, )@ (to)vo
sumado con
/tAkq)(t)l'fy[s,t)@"l(s)f(s,y(s))ds—I- Z D(t)II, (s, 1|2 (3)Oy(s),

como la sumaftoria es igual a
Z A @ (), (s, )1 (8)Oy(s) + ()L, (2, t]@‘l(t)ey(y),
to<s<t

y en esta expresién el dltimo sumando es igual a I (y(t)), remplazando se obtiene

y(th) = Aey(t) + In(y()).

La demostracién ha finalizado. ¢

Si las matrices Ay, k > 1, son invertibles y ®(tg) = I, entonces la férmula (4.14) puede
ser escrita como

(@)L (t0, ) "y(t) =

Yo+ ft t (2(s)Ly (t0,5)) " F(s, y(s)ds + D> (@(s)y(to, s7)) "0y (s), (4.18)

0 tg<s<t

para t € [tg, 5).

Supongamos que en la ecuacién (4.13) tenemos A(t) = 0sit >0,y Ax =Isik > 1,
entonces la férmula (4.14) corresponde a la ecuacién integro-sumaria (2.5).

Si la ecuacién (4.13) es del tipo impulsos a tiempos fijos, es decir, 7(x) = 71, para todo
xr € R® y k > 1. Entonces

P_l'*‘i(tﬂst)
I, (to,t) = H (P_I(Tk)Ak(I)(Tk),
k=p

donde #(fy, ) es el nimero de: tiempos de impulsos fijos 7 en (to,t), k> 1, y p > 1 es
tal que (to,y0) € I'p—1 o al interior de ©,. En este caso {4.14) coincide con la férmula de
variacion de pardmetros para E.D.I. tiempos fijos.
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4.5 Acotamiento de soluciones

En esta seccién estudiaremos la problemadtica de establecer condiciones generales sobre los
elementos que definen el sistema lineal homogéneo (4.1) para asegurar que sus soluciones
sean acotadas. IEn los procesos ordinarios y de impulsos en tiempos predeterminados, este
problema se traslada a considerar hipétesis que impliquen el acotamiento de una matriz
fundamental del sistema, es decir, el acotamiento de una base del espacio de soluciones.
Con impulsos a tiempo variable las soluciones de (4.1) no forman un espacio vectorial, en
principio no hay una matriz que domine el comportamiento de las soluciones.
En una primera parte vamos a observar mediante un ejemplo unidimensional

{ = alt)r, t# () (4.19)

CL'(t+) = ag, t=Tk($):

que el comportamiento de sus soluciones depende fuertemente de la geometria de las hiper-
superficies 'y, & > 1, definidas por las funciones 7, k > 1.

Seguidamente separando cotas para la parte discreta y ordinaria de las soluciones de
{4.1) establecemos condiciones para conseguir su acotamiento.

En una tercera parte mostraremos la Desigualdad de Gronwall para funciones continuas
a pedazos, resultado que nos permitird finalmente, mediante la férmula de variacién de
parametros (4.14), hacer una comparacion entre (4.19), pero con impulsos & tiempos fijos,
con una perturbada de ella, E.D.L. a tlempos variables de la forma

Y = a(t)y+f(s,y), t#m+ )
{ y(tt) = ary+ Iuly), =75, + ar(y), (4.20)

donde las funciones f(s,y), s > 0; I{y) y er(y), k > 1, son pequefias en algiin sentido que
se especificard, para s y k grandes, esto para todo y € R. Se mostrard que acotamiento de
las soluciones de (4.19) implica acotamiento de las soluciones de {4.20).

4.5.1 Un ejemplo ilustrativo

Consideremos

{ r = 1, t # 7(z)
z(t¥) = z(t)/e, t=m(x),

con (¢, z) € (0,00) x (0, 00) y donde 73, : (0, 00) — (0, 00), & > 1, viene dada como la funcién
inversa de I, : (0,00) — (0, c0), definida por

t-et

m, t>0,

lk(t) =
Notemos que cada I3 es continua, biyectiva, creciente y convexa, asi 7, : (0,00) — (0, 00),
k > 1, es continua, creciente y céncava. En el pérrafo sigulente vamos a probar que {74}
satisface las condiciones necesarias para definir una E.D.I. a tiempos variables en estudio.
Notemos que si z € (0, 00), entonces 7x(z) < 7p+1(x) para todo k > 1. En efecto, si

ti = mi{x), i = k, k + 1, entonces Ii(t) = lpr1{tk+1) = =, por lo tanto,

tpets . tk+18tk+1
keb=1 7~ (k+1)et’
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expresion que puede ser llevada a

e (t:;) = (k f_ 1) exp(tpi1(l — %)). (4.21)

Si £ > tgy1, tendriamos que el lado izquierdo de {4.21) es mayor o ignal a e (la base del
logaritmo) y el lado derecho es menor o igual a 1, esto es una contradiccién, luego 7 (z) =
te < tgy1 = Tre1(z), para todo z € (0,00) y k > 1. Ademds como 73(z)e™* @ = zheF-1,
tenemos que si & — 0o, entonces necesariamente 71(x) — oo, para todo z € (0, 0c).

Afirmamos que esta ecuacién satisface todas las hipétesis del Teorema 7. De hecho en
este caso podemos tomar ®(¢) =e*, t > 0,ysik > 1y z € (0,00), entonces

I(2) =12 (4.22)

¥ Tx(2) viene dada implicitamente por 7(z) = 7,(®(7x(2))2), aplicando a ambos lados de
esta igualdad la funcién [i, se obtiene ficilmente la férmula

7r(2) = (ke 1)z (4.23)

La condicién 7 (1x(2)) < Tu(z) < To+1(Ir(#)) también es ficilmente verificable, se reduce a
mostrar que kz/e < kz < (k+ 1)z, lo que es evidente para k > 1 y 2 > 0.

Sea zy € (0, c0) un valor de estado inicial, como z(k) = e! ¥4 es solucién de la ecuacién
en diferencias (4.10) con 77 = xg y p = 1, el Teorema 7 nos dice que la funcién

x(t) = eleFzo, t€ ((k— 1)z, kzo) (4.24)

es una solucién de la ecuacién (4.19) considerada. Esta es una funcién continua a peda-
zos, con pedazos estrictamente crecientes y con discontinuidades en instantes kxzg, donde
r(kzd) < z(kzo), k > 1.

Notemos que:,

 Si zg > 1, entonces z((k — Dzf) = (e%°~1)*1z; tiende a infinito cuando k — oo,
luego (1) — oo cnando ¢ — oo.

e Sizy =1, entonces z(t) = e~ ¢ € (k—1, k], es una solucién periddica de perfodo
1. '

e Sizg < 1, entonces z(kzg) = exo/(e!~™)¥ tiende a cero cuando k& — oo, por lo tanto,
z{t) — 0 cuando t — oo.

De modo que el comportamiento de las soluciones de esta ecuacién es distinto respecto a lo
que sucede con las E.D.I. a tiempos fijos. Si en la ecuacién (4.19) considerada 4(z) = 7
constante para z > 0, enfonces uno y sélo uno de los comportamientos anteriores ocurrirfa,
no importando cual sea el valor de xg, digamos que estaria determinado por la distribucién
en (0, 00) de los tiempos predeterminados {7y}
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4.5.2 Un teorema de acotamiento

Definamos la funcién ( ) : (0,00) — [1,00) tal que {a) =asia>1y{a) =a'si0 <a <1
Notemos que si a y b son positivos, entonces {ab) < {(a)(b) y {a) < bsiysblosib™! < a <b.
Ademds {a/b) = (b/a) > 1, {a/b) = 1siysdlosia = by {a/b) < (a/c}{c/b) para todo
¢ € (0,00). Es decir, la funcién () define cierto tipo de métrica, mayor profundidad y
generalizaciones a mds dimensiones pueden ser encontradas en [12], con las propiedades
mostradas acd nos es suficiente.

Supongamos ahora que las soluciones de (4.1) intersectan a lo méds cada hipersuperficie
p-veces y que las matrices Ag, & > 1, no son cero. La tltima condicién no es restrictiva si
lo que nos motiva es buscar condiciones para el acotamiento de las soluciones, observemos
que si una solucién intersecta una hipersuperficie I';, para la cual 4; = 0, entonces esta
solucidn es idénticamente cero después de ese instante y, por lo tanto, obviamente acotada.

Sea z : (tp, 3) — R, 0 < 1y < B < 00, solucién de (4.1) tal que z(ty) = zo, para algin
zp € R", indiquemos por £¥i el i-ésimo instante ¢, en que 71, (x(t)) = ¢, luego si las Ay, k& > 1,
conmutan con A(£), { > 0, entonces por el Lema 10 se fiene

t
el < | T 1wl | exo( [ 14 ds)lzol. (4.25)
tg<tii<t to
Pero
ka(2) r
IT Al < [ T4}
to<tti <t k=1

donde I', (1) es la ultima hipersuperficie impactada por el gréfico de z antes del instante
t, en efecto, la desigualdad se deduce a partir de ||Ag, || < {||Ax]]), para todo k; > 1y que
ademas en la productoria de la izquierda de la 1dltima desigualdad, dado k > 1, aparece
| Ax|l & lo més p-veces, por lo tanto,

|=(®)] < (H(llAkiH)) exp (ftco IIA(S)IIdS) |zol, (4.26)

k=1
si los factores de la derecha en (4.26) existen.

Teorema 9 Supongamos que en (4.1) A # 0, k > 1, y las soluciones intersectan cada
hipersuperficie de impulso o lo mds p-veces. Si

a)
TTA4l) < oo f IA(s)lds < oo,
k=1

entonces cada solucion de (4.1} es acotada.

b)

q

H([|Ak]|) ‘500 cuando ¢ — 00 Yy / | A(s)||ds < oo,
k=1 0

entonces para cada solucion x : (to, B) — R, 0 < ty < B £ 0, que impacta infinitas
hipersuperficies, se tiene [z(t)] — 0o cuando t — 5.
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¢)
f | A(s)|lds — oo cuando t — o0 y H“[Ak” < 00,
k=1

entonces para cada solucion x : (ty,00) — R, fo > 0, se tiene |z(t)] — oo cuando
t — co.

Demostracién: Notemos que la parte a) ya ha sido demostrada. Ahora si z es solucién
de (4.1) con condicién inicial z(¢y) = zo # 0, entonces por (4.25) se tiene

0] :
Y <exp( [ ||A(s)|ds (4.27
(I (1410 ) fool pfto I )

exp(f,, | A(s)llds)|z

para todo ¢ > fp, en el dominio de z.
Si las hipdtesis son las de b), entonces por (4.27) tenemos

ka;(t)
[=(0)] (HmAkn)) (4.28)

k= (t) ¢
(H(”Ak") exp(— f: | A(s)l|ds)lzo] < [=()]- (4.29)

Si las hipétesis son las de ¢), entonces por (4.28) tenemos

k= (t) P ¢
(H (”Ak”)) exp( f | A(s)llds)|zo| < jz(2)]. (4.30)
k=1 to

De (4.29) y (4.30) las conclusiones b) y c) son inmediatas, respectivamente.o

4.5.3 Designaldad de Gronwall

El lema siguiente corresponde al equivalente de la Desigualdad de Gronwall para funciones
continuas a pedazos.

Lema 14 Supongamos que u : (to,5) — [0,00), 0 < tp < B < oo, satisface la desigualdad
u(t) < c+f F(s)u(s)ds + ZG(sg)u(sJ) t € (8k, Sk+1], (4.31)
i=1

para cierta constante ¢ > 0, funciones F, G : (fo,3) — [0,00) y sucesion {sg}r>0 tal que
fo=8 < 81 <+ - <8 — 3 cuando k — oo. Entonces

k t
u(t) <e (H(l + G’(sq))) exp(/t F(s)ds), t € (sg,sp11)- (4.32)

=1 '
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Demostracién Procederemos por induccién sobre k > 0. Para &k = 0, se reduce a chequear
que u(t) < ¢+ [* F(s)u(s)ds, t € (to,s1], implica u(t) < cexp([? F(s)ds), t € (tg,s1], lo
que no es mas que la Desigualdad de Gronwall usual.

Supongamos valido el lema para 1,2,--- ,k — 1 y demostremos para k. Notemos que si
t € (Sk—1, k], entonces la integral de (4.31) es igual a

85 3-1 ] t
Z F(s) cH(l + G(sq)) exp(/ F(2)dz)ds + j F(2)u(z)dz,
Si-1 g=1 to ! Sk

es decir,

5=1 \ g=1 Sk

k j—1 a; s ¢
> (CH(1 -I-'G(sq))) el FEME[) _ o= Jeia F)2) / F(z)u(z)dz, (4.33)

por otro lado la sumatoria de (4.31) es igual a

k i-1 s;
3 G(sy) (c [Ja+ G(sq))) exp( / F(z)dz). (4.34)
j=1 =1 o

Luego al realizar la suma de (4.33) y (4.34) se obtiene

K §—1
2 ( [1G+6Gs, ))) el PO 1+ Glag)) - O+ [ Pt
i=1

g=1

expresién cuya sumatoria se reduce a una telescépica y de lo cual queda
k Sk
cH(l + G(sg)) exp(/ F(z)dz) —c.
g=1 o

Resumiendo
k % £
ult) < e (H(l + G(sq))) el FEIE f F(s)u(s)ds,
g=1 Sk

por la Desigualdad de Gronwall ordinaria se tiene (4.32).0

4.5.4 Acotamiento, homogénea v/s perturbada

Vamos a suponer, por el resto del capitulo, que en (4.20) y para todo y € R se tiene:
a) Existe funcién A tal que

h]'f(.s,y)| < A(8)ly| para todo s > 0.

b) Existe sucesién {A;} tal que

[ Ie(y)| < Axly| para todo & > 1.
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Lema 15 Dadas x : (tp,00) — R ey : (tp,00) — R soluciones de (4.19) y (4.20) respec-
tivamente, tales que x(to) = y(to) = xo, (to,z0) € int(Q,), algin ko > 1, cuyas grdficas
intersectan cada hipersuperficie Uy, k > kg, a lo mds p-veces, entonces

ky (2) F ¢
ly(®)| < |=(2)] (H(H)\q)) exp( f A(s)ds)|(Tz[to, 1)~y (2o, £)], (4.35)
i=ko to

para todo t > ig.

Demostracion Supongamos que anotamos por {sg }x>p a la sucesién de tiempos de impulso
de g, la solucién de (4.20), en el intervalo (tp,c0). Elijamos ®(t) tal que ®(¢y) = I. Dado
t € (to, ), entonces s < y < Sp41, clerto k > kg — 1, en este caso por la férmula (4.18)

tenemos que
[(®(8)TTy(to, £)) " |y(t)| es menor o igual que

t k
|zo| + /t. M) @)y (2o, 8)) iy(8)lds + D Aoy (B (s9) Ty (0, 59)) Iy (sa)l,

g=1

donde G(s,) es el entero k < 1 tal que 73(y(sq)) = s4. Por el lema anterior tenemos

k t
(@)1, (t0, )~ Iy (0] < |20 (H(l + /\G(sq))) exp( /t A(s)ds).
q=1 0

Luego nos queda

ky ()

ly(®)] < |2y (fo, 1) |0l H(1+)\q)) exp( :A(S)dS),

g=ko

multiplicando y dividiendo por |IL;[to, )| ¥ ya que z(t) = ®(¢)II;[to, ) To, se obtiene (4.35).0

Supongamos ahora que z e y del Lema 15 intersectan cada hipersuperficie exactamente
una vez, p = 1, y que se tiene |ax(y)| < G para k > N, cierto N > 1, tal que 8y, < Tpq1— 71,
paratodo k > N. 8it € [mx+ Bk, Tkr1 — Bri1) para algin k > N, entonces kx(t) = ky(t) = &
v luego

ky(t) £
ly(&)] < [z(t)] (H 1+ )\q)) eXP(f A(s)ds).
g=ko to

Si en cambio ¢ € (7 — Bk, Tk + Bx) para algin k > N, entonces k(t) y k,(t) difieren a los
més en una unidad y por lo tanto,

ky(t)

(@)l < l2(1)] ( I[a+ /\q)) exp(/: Als)dsHax)-

g=ko
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En ambos casos al considerar
H(l +A) <0y / A(s)ds < oo,
g=1 0

entonces el acotamiento de la solucién = de (4.19) implica el acotamiento de la solucién ¥

de (4.20).




Capitulo 5

ESTABILIDAD DE LOS
SISTEMAS IMPULSIVOS

Este capitulo estd orientado a estudiar estabilidad de soluciones de E.D.I. de pulsos con-
secutivos. Definimos estabilidad de los puntos de impulso de una solucién y estabilidad
en el sentido de Lyapunov. Presentamos dos resultados que exhiben condiciones para
la estabilidad de los puntos de impulso y un tercero para la estabilidad tipo Lyapunov.
Finalmente analizamos la estabilidad en casos particulares de E.D.I.

5.1 Observaciones y definiciones

El realizar un analisis de estabilidad pasa por cuantificar y controlar, desde las condiciones
de inicio, la cercania de dos soluciones de la ecuacién implicada. Si para el tipo de E.D.I. que
estamos considerando, en cada tiempo, atendemos sélo a la distancia que separa los valores
de estado de las soluciones, surge la dificultad natural de tratar con funciones continuas a
pedazos que tienen sus saltos en tiempos distintos para cada una de ellas. La complicacién
principal tiene relacién con la imposibilidad de realizar comparaciones puntuales de las
imigenes en vecindades de los tiempos de discontinuidad de una u otra solucidén. Este
problema se ha resuelto dando ajustadas definiciones de lo que se entiende por estabilidad
evitando la comparacién en estos tiempos de impulso. Prestaremos particular atencién
a la medida de la distancia entre los puntos de impulse de dos soluciones en una misma
hipersuperficie de impulso. Esto permitird definir el concepto de estabilidad de los puntos
de impulso de las soluciones. En caso de E.D.L. no necesariamente de pulsos consecutivos
dos soluciones en cada instante cercanas no tienen que intersectar (sus gréficos) las mismas
hipersuperficies de impulsos, y de hacerlo ambas exactamente una vez por hipersuperficie,
la distancia entre los puntos de impulso en la k-ésima hipersuperficie, £k > 1, puede ir
creciendo junto con k.

Como sabemos las hipersuperficies de impulso T', k > 1, estdn definidas por funciones
7% : 8 — (0,00), k > 1, de clase C*, tales que {7x(z)} es una sucesién no acotada y
estrictamente creciente de tiempos para cada x en §2, un abierto conexo de R™.

Recordemos que dados (g, zo) € (0,00) x £2, al considerar el P.V.1.
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-

& = f@t,z), t#7(x)
:c(t"’“) = Ik(m), t= ’Tk(a:) (5.1)
-T(t[)) = ZXp,

estamos suponiendo las condiciones generales (i) a (iv) de 2.1.

Se supondri también que las funciones I, : @ — £, & > 1, son confinuas en todo su
dominio y que se cumplen las condiciones del Teorema 1, seccién 2.3 y del Teorema 3,
seccién 2.5, con lo cual aseguramos existencia de soluciones y pulsos consecutivos.

Introduciremos ahora algunas definiciones y notaciones técnicamente apropiadas para
el estudio de la estabilidad con que las soluciones de (5.1) intersectan eventualmente las
hipersuperficies de impulsos I'y , & > 1.

Para un par de soluciones z y Z de (5.1) que sabemos sus gréficos intersectan sdlo una
vez alguna hipersuperficie I'y, & > 1, en respectivos tiempos tg y tg, denotamos por Dy(z, %)
la distancia

|th — t5| + la(e]) — 2(5)|

(en el espacio de fase generalizado) entre los puntos (t%, z(tf)) y (t5, (%)) de T, & > 1.

Al definir estabilidad de una solucién para este tipo de E.D.I. hay que poner especial
atencién dénde tomamos la condicién inicial. Por ejemplo, si © : [tg,00) — R®, 4y > 0,
es solucién tal que x(ty) = zo, para (to,zo) € I'p, algiin p > 1, puede ocurrir que (¢g, %o)
pertenezca al interior de €221 para todo #y # xo. Luego para cada solucién & : [tp, 00) — R"
tal que Z(p) = o # Zo, no importando la cercanfa de % con zp, la primera hipersuperficie
de impulso alcanzada serd I',.1, no asi para & que es I'y, por lo tanto, = siempre tendra
un impulso de ventaja, si este impulso no es nulo, el control via cercania de las condiciones
iniciales es imposible. Para evitar dicho problema siempre tomaremos en (5.1) el punto
(to, Zo) en el interior de algin 2y, lo que anotaremos por (fg, zg) € int(fly).

Definicién 8 Sea x € SP([ty,00), {Tx}), x(to) = xo, (to,z0) € int(Q), p > 1, una solu-
cién de (5.1). Decimos que z es de:

(a) puntos de impulso estables si para todo € > 0, existe § > 0, tal que, para cada solucion
& € SP([to,00),{1}) de (5.1} con Z{to) = &0, se -tiene

Di(z, %) < &, st |xg — Fo| < 6, para todo k > p.

(b) puntos de impulso asintdticamente estables si x es de puntos de impulso estables y
existe § > 0 tal que si & € SP(fto,00), {1}) es solucidn de (5.1) con &(ty) = Zy,
entonces

Di(x, ) — 0 cuando k — oo, silzo — Zo| < &.

La definicién que sigue a continuacién presenta un concepto de estabilidad o cuasi-
estabilidad tipo Lyapunov para soluciones de E.D.L a tiempos variables y sin pulsaciones,
basada en los trabajos de Perestyuk y Samoilenko, ver [29)].
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Definicién 9 Una solucién x € SP([tg,00), {1x}) de (5.1) tal que z(to) = zo y (to,%0) €
int(p), algin p > 1, es estable si para cada e > 0 y 1 > 0 eziste § > 0 tal que |zg—To| < &
implica |z(t) — ()| < €, para todo t > to, [t—tE| > n y k > p, donde & € SP([tg, ), {1:})
es una solucidn de (5.1) con &(lp) = Zo.

La estabilidad de los puntos de impulso de una solucién no implica su estabilidad en
el sentido de Lyapunov definida arriba. Mostraremos ahora un ejemplo de aquello en una
E.ID.L a tiempos fijos.

Ejemplo 1: Consideremos la ecuacion

& = —z, t# Kk log2 (5.2)
z(tt) = 4Fx, t=k%log2, (t,z) € (0,00) x R. i

Sea g € R, denotamos por z, : [0,00) — R, para efectos de este ejemplo, la tinica
solucién de (5.2) tal que x4, (0) = xg. Sabemos que

Tz (t) = €7 [I ¢ a0=et2i®®+y,
0<% log(2)<t

para todo ¢ € [0,00) v donde i(t) es el mimero de tiempos de impulso #; = k2log(2), k > 1,
de x5, tal que t; < t. Notemos que si zg, 71 € R y k > 1, entonces

D€y gy ) = e QBB )30 )| = 9~ R)gy — gy,

Por lo tanto, las soluciones son de puntos de impulso asintéticamente estables, pues 27%|xy—
x1| — 0 cuando k — co.

Por otro lado, las soluciones no son estables. En efecto, si fijamos n > 0, independien-
temente de & > 1, tal que 0 < 17 < fx4+1 — fx, lo que es posible pues tp43 —~ i — oo cuando
k — o0, entonces

a0 (t -+ 17) — Ty (B, + 17)| = €&~ 2XEIEEN Dz _ g1 [ = 12| — 4],

valor que tiende a oo cuando & — co. Ver Figura 5.1

Hacemos notar también que la Lyapunov estabilidad de una solucién tampoco implica
la estabilidad de sus puntos de impulso. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: Estudiemos la E.D.L

T = 0, t#mz)
{m(t+) — ar, f o), (t,z) € 0, 00) x (=1, 1), (5.3)

donde 1/2 < & < 1y 7(x) = t + 257 Y|z|, para x € (=1,1), en que #; = 10k + 2F1 -1,
k > 1. Es claro que 7x(x) < 7k+1(x) — oo si k — o0, para todo z € (~1,1).
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N

it 12 t3 t4 t5

Figura 5.1: La soluciones son de puntos de impulso estables, pero no estables.

La solucién z : [0,00) — (=1,1) de (5.3) tal que x2(0) = zg, algin zo € (—1,1), estd
dada por
i <
m(t):{ To sl 0<t_7'1(560) (5.4)

oo s Tk(.’.b'oak'—l) <t < g1 (woc®),

observemos que 7x{zoe® 1) =t + (2a)*}|zo| es estrictamente creciente con k para todo
zo € (—1,1).

Esta solucién tiende a cero cuando ¢ — 00, es decir, la solucién nula €(¢) =0, ¢ > 0, de
(5.3) es asintGticamente estable. Sin embargo, como los {#;} son los tiempos de impulso de
6, se tiene que Dg(z, ) es mayor o igual que

7 (zoc® 1) — ti| = (20)* o],

que tiende a infinito cuando k& — o0, es decir, § no es de puntos de impulso estables. Ver
Figura 5.2.

Si la ecuacién (5.1) es una E.D.I. a tiempos de impulso fijos, entonces Lyapunov esta-
bilidad implica estabilidad de los puntos de impulso. En efecto, supongamos que en (5.1)
Tr(x) = t;, constante, para todoz € Qy k > 1. Sean z y Z pertenecientes a SP{{ty, o), {71})
y soluciones de (5.1) con z(to) == zp ¥ Z(to) = To tal que (to, o), (to,Zo) € int(S2,) para
algiin p > 1. Si z es estable, entonces dado £ > 0y 1, > 0, 7p, — 0 cuando n — oo, existe
&, > 0 tal que |z(tg) — &(t0)| < 8 implica

im(tk - (3/2)77:1) - i(tk - (S/Z)Wn)l <&

para todo £ > p.
Como podemos suponer que 6, es decreciente, haciendo tender 7 al infinito y notando
que z y & son continuas por la izquierda en cada fx, k£ > p, deducimos

Dk(m: 57) = ]m(tk) - "E(tk)l <g,
para todo k > p.
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Xog——eam

F e I gy

Figura 5.2: La solucién nula es estable, pero no los puntos de impulso de ésta.

5.2 Primer teorema de estabilidad a nivel de impulsos

Mostraremos en esta seccién un resultado que nos asegura la presencia de puntos de impulso
estables para soluciones de una amplia clase de ecuaciones. Posteriormente daremos un
teorema que afirma que esas condiciones también son suficientes para tener la estabilidad
(en el sentido de la Definicién 9) de estas soluciones.

Vamos ha considerar que la ecuacién (5.1) satisface las siguientes hipétesis:

Hi: (a) Existe una sucesién de niimeros reales no negativos { My} tal que si (£, ) € ,

k > 1, entonces
|F(&, )| < M.

(b) Existe una funcién A : (0,00) — (0, c0) tal que si (,z), (¢, %) € §2, entonces
If(t,ﬂ:) - f(t: j)l < A(t)[m - :El

(c) Existe una sucesién de mimeros reales no negativos {N;} tal que si z,Z € Q y

k > 1, entonces
|Ik(ﬂ3) — Ik(fi‘)[ < Nk|$ — fi‘]

(d) Existe una sucesién de nimeros reales no negativos {fx} tal que si z,# € Q y
k > 1, entonces

[T() — 7(Z)| < Belw — .
Hy: La funcién 1, satisface la condicion

o

Oz (m)f(ts ﬂ:) <0 (t:w) SR

para todo k > 1.
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Dadas funciones = y & en SP([tg, 00}, {7%}), to > 0, tal que z(ty) = zo y Z(tp) = Zop con
(to, o) ¥ (to, o) en int(§p), p > 1, denotaremos por ¢, ¥ # al minimo y al maximo entre &
y tg respectivamente, k& > p. Ademds, en este caso, haremos las lecturas tg_l = tg_l == {o,
Dp_l(ﬂf,fl":) = Iﬂ;‘o — 53(][, Np—l =1 y M, 1=0.

Lema 16 Asumamos las condiciones Hi y Ha. Entonces para cada par de soluciones
z,% € SP([to,o0), {7%}), con (to,z(t0)), (to,Z(t0)) € int(y), algin p > 1, de (5.1) se
cumple que Dy(z,Z) es menor o igual que

maz{Ng_1, My} - maz{l, exp(‘/;c AMs)ds)} - [1+ (1 + Mi—1)Bk) Dr—1{z, ), (5.5)

para todo k > p.

Demostracién: Sean z, % € SP([tg, 00), {7 }) soluciones de (5.1) como en las hipétesis del
lema, fijemos k > p, entonces tenemos esencialmente los siguientes ordenamientos para sus
tiempos de choque en las superficies I'y_1 y T'k.

1otE 1 <tk <ih=t gk
2. thl<tht <k <ty
3.t <t ik < ik

Caso 1: Noftemos que
F(U5 ) = L (BEET)

k
(#8) = Te@liE ) + [, S (s
Entonces por Hy(a) y Hi(c), la expresion |§:(tfg_1+) ~ z(t%)| es menor o igual que
Ni-a|B(t571) — otz D] -+ Mileg 871,
Como & < 571, se tiene que Jt& — #5-1] < |5~ — 51|, por lo tanto,
[Z(EE14) — 2(th)| < maz{Np—1, Mx}Dy—1(Z, ). (5.6)

Por Hy(a), la funcién 7, o T es necesariamente no creciente. Usando este hecho y la
relacién tléc’f_ll < t£ tenemos que [t& — tE| = (73 0 £)(tE) — (71 0 2)(1%) es menor o igual que
(15 0 B)(tE+) — (7 0 2)(tK). Asi, por Hi(d) y (5.6) se concluye

|t — t%]| < Bpmaz{Ni_1, Mg} Dy_1(Z, ). (5.7)

Ademads, ya que

508 = a0 ) + [, £, 3(6))ds
ti

o) = Teao@ ) + [ S m(o)ds.

o
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concluimos que |Z(E) — z(t£)| es menor o ignal a la expresién
Nt B — a5 0)] - Mk — 1) + Mk — 1),
Como [tE—tE1| < |tk —tk| y [tE -5 < 5~ —#5), por (5.7) conseguimos la desigualdad
Di(z, %) < (maz{Ng—1, Mp D[ + (1 + Mp_1}8c)Dr—1(z, Z). (5.8)

Caso 2: Notemos que
F(tET4) = L (@E )

=1
m(t;"_l) = Ik_l(ﬂﬁ(t’;“l)) + fk . f(s,:c(s))ds_
th-
Entonces, tal como en el Caso 1, tenemos
E(E14) — 2(th )| < moae{ N1, My} D1 (3, ). (5.9)

Site (ti-f"l, %], entonces por H;(b) y la Desigualdad de Gronwall ordinaria se concluye

4

30 = 2(0) < 5574 — ol Dl esp( [, A)do).

tk

En consecuencia, por (5.9), se tiene para { € (tg"l, t¥],

t
13(6) — 2(t)| < maz{ Ne..1, Mi} Di—1(3, %) exp ft As)ds). (5.10)

Aqui |tk — t’;l = (7% © F)(tk) — (14 0 z)(££), como por Hy la familia de funciones 7 o Z,
k > 1, es no creciente y ademis tf < t’a—i, al poner ¢t = & en (5.10), es posible conseguir

th
[t — t4) < Byman{Ny_1, M} Dy_1(5, ) exp( /tk_l A(s)ds). (5.11)
Por otro lado, sabemos que
th 4
B(65) = D@ ) + [, o a(o)ds+ [ (s,5(6))ds
th tk
v similarmente
th—1 tk
:c(tf;) = IkHl(a:(tfg_l)) +ftk—1 f(syx(8))ds + - f(s,z(s))ds,

al hacer la diferencia, las hip6tesis Hy implican que |#(t£) — z(t£)| es menor o igual a

Nels(th™) = ot + [, A9la) - a(e)lds +
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M|tk — 8] + Myt — 571,

esta tltima expresién, por (5.11), es a su vez menor o igual que

+

t
maz{Ng_1, Mg} Dy_1(Z, ) |'1 -+ Br My exp(fk_1 A(8)ds)
t:i'

tk

_'1 A(8)|&(s) — z(s)|ds. {(5.12)

k
bz

Reemplazando (5.10) en la integral de (5.12) se deduce que esta tiltima integral es menor o
igual que

maz{Ni_1, My} Di-1(Z, ) [emp(ft:: A(s)ds) — 1] .

En consecuencia [#(tX) — z(¢£)| es menor o igual que

t
mas{Ne_1, M} Dp1 (5, @)(1 + BeMy) exp( ft 7 A(s)ds). (5.13)

De las desigualdades (5.11) y (5.13) sigue que Dg(Z,z) es menor o igual a
tz

maz{ N1, M} Dy—1(F, 2)[1 + (1 + My)Bx] exp( - A(s)ds). (5.14)

Caso 3: Esta iltima posibilidad es absolutamente similar al Caso 2.

Con independencia de los casos (5.8) y (5.14) pueden ser expresadas mediante la relacién
(6.5).0

Teorema 10 Supongamos que las soluciones de (5.1) intersectan cada superficie exacta-
mente una vez y ademds

fom Ms)ds < oo y []I1+(1+ Mp_1)B] < co. (5.15)
k=1

. Six:[to,00) — Q, tp > 0, es solucidn de (5.1) tal que x(to) = o, (to,z0) € int(y),
pzly

(a) 11>, maz{Ny, M} < co, entonces x es de puntos de impulso estables.

o) [E _q maz{Ng, My} — 0 cuando j — oo , entonces x es de puntos de wmpulso
asintoticamente estables.
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Demostracién: Sean z, Z soluciones de (5.1) sobre [tp, o), con condiciones iniciales tal que
(to, z(tg)), (to,Z(to)) € int(£lp), p > 1, entonces es aplicable el Lema 16 y recursivamente
obtenemos que para k > p, Dy(x, &) es menor o igual que

k k k f_i"’ A(s)ds
[ max{N;_1, Mz} | [ TTi0 + (1 + M5-0)85] | | ][] mex {1: et } Dp_1(z, £).

(5.16)

J=pP J=pP r=p

El tercer factor en (5.16) es menor que exp( Li’“ A(s)ds). De las condiciones (5.15)
deducimos que existe K > 0 tal que

k
Dy(z, %) < K(] [ maz{N;_1, M;}) Dp-1(z, %), k> p. (5.17)
j=p

El teorema se consigue inmediatamente de la desigualdad (5.17).0

5.3 Segundo teorema de estabilidad a nivel de impulsos

En esta seccién consideramos & = %" y asumimos que (5.1) satisface la hipdtesis Hy, en
que Hj(a) es remplazada por la existencia de M > 0 tal que

|f(t,z)| £ M, para todo (t,z) € (0,00) x R™.

Ademss la diferenciabilidad de las funciones de impulso y del campo en funcién del estado.
Fijemos ¥ € ®" y k > 1. Definamos la funcién F 1, : " — R* que a z € R” asocia el
valor

Tet1 ()
Fy 1) = Iu(y) + j IR CLIOREONES (5.18)

donde z(s) = z(s;to, o), 5 > 0, denota la tnica solucién de 2’ = f(s, z), en (0,00) x R*,
tal que x(lp) = zo. Notemos que Fy, x(Z) = x(Te31(Z); 7(y), Ik(y)).
Si 1,29 € K™, entonces

Tht1(

z1)
IF’y,k(ml) - Fy,k(mQ)l = | f(sam(s))dslv

Tk+1(m2

lnego
|Fy k{x1) — Fyr(xa)| < MPBryalzr — zal,
es decir, st Mfgy1 < 1, la funcién F; es una contraccién y por lo tanto, existe un unico

punto fijo de Fy ; en R*, que denotaremos X(y).
Notemos que

o(me1(X () = Fye(X (W) = X(v),
de donde, si t, = 7k+1(X(y)), entonces ty, = Tr41(x(ty)), en otras palabras (t,, z(ty)) €
Fk+1.
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Solo resta probar que t, > 7x(Ix(y)) para que la solucién x de la E.D.O. asociada
restringida al intervalo (7x(y),ty] y definida como y en 7(y), sea solucién de la impulsiva
(5.1) con condicién inicial z(7x(y)) = y.

Notemnos que

120 (00)) 1, 2(0))] < Brsa M

por lo tanto,

O3 (o0 £ (1, 2(0)) — 1 < b —1 < 0.

De modo que (7x+1(z(t))—t)’ < 0, en ofras palabras 7 11(x(t)) —t es una funcién decreciente
que para ¢ =ty es cero y para t = 7x(Ix(y)) es positiva, luego ty > 7(Ix(y)).

La funcién X (y) permite que a cada par (7(y),y) € I'y asociemos el punto (ty, X(y))
que le corresponderia en I'y; siguiendo el sentido de una curva integral de (5.1).

Para conseguir estabilidad de los puntos de impulso interesa encontrar condiciones para
que esta asociacién de I'y en I',q satisfaga una condicién de Lipschitz uniforme, esto por
ejemplo mediante el acotamiento de la derivada de X (y) como funcién de y.

Entonces X (y), como funcién de y € R*, estd dada implicitamente por la ecuacién

X(y) = Fyu(X () = (72 (X®)); 7 (9), In(¥)),

donde supondremos que la funcién I, es diferenciable en todo R”, e igualmente f(s, z) como
funcién de z, para s > 0 tal que (s,z) € int(Q41). Diferenciando a ambos lados se tiene
que:

X o7 0X
5y X @)5, )

ay

) = S (X)) (o), 1)

G e (K50 0 G 0) 3 e (X, 1) 30

como

%’(THl(X(y)); 7o) 1e(y) = Flme2 (X (@)), (741 (X ()5 lw), I ()],

O (s (X ))s 70, Te9)) = — oo (X )9, Fe(9) e (9), Fo9)

y %(ﬁ 71(y), Ix(v)) es solucién de

o)
#(t) = 2,06 m0), Te(0)20)
tal que z(7x(y)) = I, la matriz identidad. Luego es solucién de la ecuacién integral

A0 =T+ [ Zis,alsin(u), Bw)Gs)ds,

Tr{y)
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por lo tanto, por hipdtesis H;(b) obtenemos

sl <1+ | RCECIE

(¥

de donde, por la Desigualdad de Gronwall, tenemos

oz t
a7k ) <ex A(s)ds).
G770 @ S exp( | X))

Al asumir las hipétesis Hi(a), (b}, (c), se tiene la desigualdad
Te41(X (1))
151 < Bl -Gl + (et MB e [ 29)a9)

ya que estamos bajo es supuesto M Fr1 < 1, tenemos

68X Ny + MB, ka+1(X(y))
—_ < 5 T2 A(s)ds).
| By Wl <1 YT exp( ) (s)ds)

Definamos
a, =inf{m(y) : ¥y € R"} y @ =sup{n(y):y € N"},

observemos que el infimo siempre existe y eventualmente el supremo es infinito. Notando
que ay, < 73(y) < Th41(X (y)) < g1, para todo y € RN*, integrando la ultima desigualdad
se tiene

vz g N+ M et
X - X < [ 15 Gy S Tepe e [ Mgl -l (519)

n

para todo y1, y2 € R™.

Si z1 ¥ za € SP([to,0), {7%}) son soluciones de (5.1) con (tg,z1(ts)) ¥ (to, z2(f0)) en el
interior de {1, algtin p > 1, entonces

Drpi{m1, @2) < (L + Bera) |z (51 — mo(tEH)).

Como z;(tE+1) = Z(x;(tF.)), i = 1,2, por (5.19) tenemos

Nyt Mp ( [ A(s)ds)] Di(e1,22),

Diya(e1, 2} < (1 + Bri1) MBert
) Dp(z1,z2)-

de donde

Di(z1,22) < ( I1 @+
i=

=p+1

————J ! +1\1:1f;ﬁ3 1 exp (j:jl /\(s)ds)

=t

En resumen hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 11 Consideremos las hipdtesis Hy, pdg. 64, y que existe M > 0 tal gue M > M,
Yy MpBy <1 para todo k=1,2,---. Six:[to,00) - Q, to > 0, (o, x(lo)) € int{§), p > 1,
es solucion de (5.1) y

Ny +MB;_ & .
aj = (14 5;) {—j 11_ MﬁjJ ! exp (f A(S)ds)} J>p
24 1
es tal que:

(@) 1];>p @i < 00, intonces © es de puntos de impulso estables,

(b) H?’>p a; — 0 cuando k — oo, entonces = es de puntos de émpulso asintdlicamente
estables.

Ejemplo: Consideremos la E.D.I.

T = %@’ t#4(m+1+k)
z(tt) = t=31(z5 +K), t€(0,00) x (0,00).

8

Notemos que
o7 1 sin?(x 11
k-{-l (;B)f(‘rk(w), LL‘) 4 ( T 1)2 27};((E)) Z_E <1,
4

para todo = € (0, oo) vk=1,2--.. Ademis

0o) = 37

—I—k)S4 k) = (),

+1

es creciente en (0, 00). Como también

1 z/4
le~H<:+1)< ( Py

pues la funcién 2= +1’

() = 3(- +h+1) = e (),
hemos mostrado que la ecuacidn es de pulsos consecutivos.

Demostraremos ahora que esta E.D.I. satisface las condiciones del teorema anterior,
més precisamente, veremos que sus soluciones son de puntos de impulso asintéticamente
estables.

Notemos que

|f(t, 1) — F(t, )| < 2% sin(z) + sinfza)|| sin(z;) — sin(za)] < 2~ Dz — 2],
ademads

(o) ~ Tu(a)] = gl —

1 1 1
- | <l
141 T +1 4

[T (1) — Tr(2)] < i T1 — T3,

paratodoz; yze e R®, yk=1,2,--.
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De modo que podemos considerar: A(¢) = 27¢-1, para.t € (0,00); Ny = 1/4 y
Br = 1/4, para todo k = 1,2,

Por otro lado, como la fun(non +1, z > 0, es estrictamente creciente, dado £ =1,2,- .-,
el conjunto {7x(z)/z > 0} tiene infimo gy, = k/4 y supremo @ = (k + 1)/4. Ast

T Ao)ds = g 1
'-}'li:—'/"c!_kH1 (3) s"log(z)[ - ]2k/4’

luego
1/ +1/4

A exp(1k) = g exp(r(h).

ap = (1+1/4)

Por lo tanto,

o~ (3 oo (251 - (30

expresion que tiende a 0, cuando n — oo, ya que |f(t,z)] < M =1y Mf; =1/4 <1, para
todo k = 1,2, -+, por parte (b) del Teorema 11, las soluciones de dominio [tg, c0), to > 0,
son de puntos de impulso asintéticamente estables.

5.4 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Teorema 12 Sila ecuacidn (5.1) es tal que existen M, N > 0 y A € Lq[to, c0) satisfaciendo
1. |f(t,2)| < M, (t,x) € [to,00) X Q,
2. |f@t,z) — f(Ly)| < M@z —yl, (&), () € [to,00) X Q,
3. Ix(z) — It(y)] £ Nl|z -y, z,y € Q.

Entonces cada solucion de (5.1) sobre (ty,00) de puntos de impulso estables también es
estable.

Demostracién: Sea z una solucién de (5.1) sobre (¢, 00) de puntos de impulso estables.
Sean £,7 > 0, elijamos

g1 = mz’n{mewp(— /:O A(s)ds), 1}

Sabemos que existe § > 0 tal que si £ € SP([to, 00), {7}) es solucidén de (5.1) y |z(ty) —
#(to)| < & entonces Dy(x,Z) < &1 para todo k > 1.

Sea t & (fo,00) condicionado a |t — t£| > 7, entonces ¢ € (%, t5+1) para algin £ > 1 (¢
existe si t5 + 5 <t <tEtl — 7).

Luego Iy, = mam{tﬁ,t’;} <t < min{tht1,tE¥1} = £k pues [tk — k| < Dp(z, &) <e1 <

npparatodok > 1.
"Asf

t t
156) — o(0)] = o(th )+ [ Faleds (k) - [ flo,(e)as
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que es menor o igual que
r

< Ua(ls) = B +1 [ FsJdsl +1 [, (FGo,(6) = £ 25

< Nlaldh) 565 + MI ~ £+ [, Xla(s) = (s)lds.
Por lo tanto,
|z(t) — Z(@)| < maz{N, M}Dy(z, %) + ]E’“ A(s)|z(s) — Z(s)|ds.

La desigualdad de Gronwall permite escribir

|£(t) —2(t)] <

maz{N, M}emp(\/; A(8)ds)Dg(z, %) < maz{N, M}emp(ftm A(s)ds)e1 < e,

lo que finaliza la demostracion.o

Ejemplo: Tomemos e > 1y la E.D.L

po— L _T_ 1
+$ - EhE i 10k + D) (5.20)
.'B(t ) = (]. -+ EE).’L', t= 10]€ -+ Wfﬂ_‘i'lj’

cuando (¢, z) € [1,00) x [0,00).
En la regién limitada por Ty, ¥ Tks1, k& = 1, un punto (£, z) es tal que 10k < 73(x) < 2.

Notemos que 1 . :
x

= — < =< .

&)l =215 <2 = Tom

Definamos M = ﬁg.

Ademas para (¢, x), (t,y) cualesquiera en [1,00) % {0,00) tenemos

1| = Y 1 x—1y 1
— =——— | == || < =l — .
[Ft) = £l = & |7 1—l—y‘ Iz (1+sc)(1+y)l < gl -yl

Definamos A{t) = E]Q'
Por otro lado,
| k() — Ii(y)| £ Nilz —yl,

con
' 1

Nk=1+2—k

O
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1

(@) — ()] = |- —

1+$ 149

para todo k& > 1y x,y € [0,00). Sea (B = k,,,k>1

También tenemos % T (z)f(t,x) < 0, pues para todo L > 1, la funcién 74(z) = 10k +
k_ﬂ(iﬂ es decremente con respecto a z y f(t,x} = —71 75 es positivo, si z € [0,00) ¥
t € [1,00).

Hemos mostrado que (5.20) satisface [H1] y [Ha] .

Observemos que

’_ 7=zl

Hma;r:{1+27 1007 2} H( +3 )<oo

o0
[T+ @+ Myonpl < H 1424 = [T+ =1 <o

=1 i= J=1
y A € L1[1,00). De modo que se cumplen las condiciones del Teorema 10 para que las
soluciones de (5.20) sean de puntos de impulso estables en [1,00) y por el Teorema 12
fambién estas son estables.

5.5 Estabilidad en casos lineales

Definicién 10 La familia {7x} se llamard acotada si para cada k > 1, ezisien I, T,
0 <t < Ty, tal que Im(7;) es subconjunto del intervalo (tg,Tr). Ademds se llamard
separable si es posible elegir los {(tg, Tx) }r>1 disjuntos.

Teorema 13 Si todo par de soluciones de ({.1) pertenecientes a PC([tg, ), {m}) inter-
sectan las mismas superficies el mismo ndmero de veces, la familia {74} es separable por
{(tr, T%) Y1 tal que Ty, — t, — 0 cuando k — co, y ademds la matriz A, k > 1, conmuta
con A(t), t > 0. Entonces cada solucidn acotada de (4.1)con condicidn inicial (to, x(t0)) en
el interior de algin Qp, p > 1, es estable.

Demostracién: Sea z : [tp, 00) — R" una solucién acotada de (4.1). Dados e >0y 5 >0,
sabemos que existe p > 1 tal que 0 < T} —#; <y paratodoi >p. Sit > T,y |t — & |>7]
entonces existe k > p tal que t£ <t <5l y ¥t ot > > Tyy — tppr > 5 — 1,
de modo que ¢ < #ry;. Analogamente se deduce T} < t. Como en el intervalo (T, fx41) no
hay tiempos de impulso de solucién alguna y los graficos de las soluciones intersectan las
mismas superficies con igual frecuencia tenemos que

Hm(Tk', t) = H;,—,(Tk,t) =1,

para toda otra solucién Z : [tg, 00) — R™ con Z(fo) = Zo y (to, Zo) al interior de £2,. Como
las matrices conmutan

k
I (to, Th) = | [ 4i = Ta(to, ), (5.21)

i=p
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luego
x(t) — E(t) = ()11, (to, Tk(t))tb_l(tb*)[xo — Fo]

y la conclusién del teorema es inmediata.o

5.6 Estabilidad de E.D.I. con sucesion uniforme de hiper-
planos de impulso

En relacién con el apartado 2.6 consideremos ahora aquellas ecuaciones para las cuales
() = 7(x) + sg, para todo z ¢ @y k > 1, donde 7 :  — (0,00) es una funcién de clase
C! y la sucesién de términos positivos {sg}x>1 es estrictamente creciente y no acotada. En
otras palabras cada superficie de impacto I'g, k > 1, de (5.1) es esencialmente la superficie
I':t = 7(x), pero desplazada s; unidades en el eje y sentido positivo del tiempo.

Igualmente se prueba que estas ecuaciones son equivalentes, via la transformacion (2.13)
a E.D.I de la forma

o F(S1y)) 3#3
{ y(?;?) = I(), S=s:, (5,9) € (—00,00) X £, (5.22)

donde 3 = Gi(y) para cierta funcién Gy : 2 — (0, 00) tal que sg < Gr(y) < sk, y€Qy
kE>1.

Una ecuacién tipo (5.22) describe un proceso donde el estado y(s), s > 0, varia continua-
mente, segiin la E.D.O. asociada, s6lo hasta algiin s = s, que es cuando salta en el espacio
de fase y también en el tiempo (esto ltimo es la gran diferencia con las E.D.I. a tiempos fijos
usuales del apartado 1.3.3.) para continuar evolucionando en forma continua desde el valor
I(y(s)), pero ahora desde €l instante 3, = Gx(y(s)) y hasta alcanzar sy, para luego volver
a impulsarse. Siendo algo més precisos, una funcién y : J — €, J = (aq, s1]U+ - - U (0, 5p),
sg<ap1,k=1,--+,p—1, es solucién de (4,19) si ¢/(s) = F(s,y(s)) para s € J\ {sx} ¥
ademds y(s5) = ¥(sk), Ge(¥(sk)) = a1 e y(a) = L(y(se)), k=1, ,p.

Haremos uso de esta equivalencia para mostrar un resultado de estabilidad de soluciones
de ecuaciones con sucesién uniforme de superficies de impulso.
Sabemos que al suponer
or
a—x(m) - flt,x) <1, (t,x) € (0,00) x £, (5.23)
y ademds
'rk(Ik(m)) < pl(z) < 1 Ik(x)), z€Q, k> 1L (5.24)

Entonces (5.1) es equivalente a la E.D.I. a tiempos fijos

I — f('s'jf"r(y)!y)
{ V() = TEgsstemm 7 (5.25)
y@E@)T) = Ik(y), 8 = . .




CAPITULO 5. ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS IMPULSIVOS 76

donde 3x(y) = sg +7(y) — 7(Ie(y)), es tal que s; < 5k(y) < sgv1, paratodoy € Qy k > 1.

Vamos a estudiar la estabilidad de las soluciones de esta dltima ecuacidn para el caso
en que f(t,z) = f(z), x € Q, £ > 0, i.e, autonomia de la ecuacién ordinaria asociada a
(5.1). Supongamos que y e § son soluciones de (5.25), si sg ¥ sg11 estdn en el dominio de
ambas soluciones, entonces la distancia entre los tiempos de avance, |5x(y) — Sx(#)], estd
mayorada por

[T (y(sk)) — T(@(se)) + [Ty (sk))} — 7(Te(F{sk)))-
Al suponer que 7(x) = Az, A € M1,,(R), para todo z € £, y que existe sucesién de reales
positivos {Ny} tal que

|Ix(z) — In{(Z)| < Ng|z — &} para todo z, % € 9,
se concluye la desigualdad
15k (y) — Se(@)| < I AN + Nely(se) — §s)l. (5.26)

Definamos sypqr = max{3;(y), (%)}, sin pérdida de generalidad vamos a suponer
Smaz = Sk(y), entonces para t € (Smax, Sk+1] tenemos

flys) fa@(s) .
1~ Al f(w(s)) 1—|Alf(#(s)) ds. (5.27)

t
) = 5O < o(5hee) — Tl + [
Smazn
Si suponemos las desigualdades

[f(y) — f(G) < Aly — 9] paratodo y, F€Q,

¥y
|f ()| < M, para todo y € Q tal que [[A|M <1,

se tiene que

_ _ A t .
|y(t) _ y(t)l < |y(51—'}—naa:) - y(svtam)' + W"W fsmm Iy(s) - y(s)]ds, (5'28)

para t € (Smaz; Sk+1)-
Por Desigualdad de Gronwall usual tenemos

15(8) — 5] < [y(53ha) — #(5s)] exp(m%), (5.20)

para todo t € (Smax, Sk+1)-
Por ofro lado, notemos que

Sk (¥(se)) ii(s
|y(8taz) — F(Shaz)| = e (w(sk)) — I(G(sk)) +/ f(5(s)

— s
wlisk)) 1 — AF(#(s)) |

que es menor o igual que

_ M
Nily(se) — G(se)] + Wlsmw — Smin/;




CAPITULO 5. ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS IMPULSIVOS 77

donde s = min{3k(y), Sk(§)}, por la desigualdad (5.26) tenemos

Ni + [[A|M

Iy(smaw) y( Smaz I < 1— [[A|[AM [y(sk) — F(sk)|-

Finalmente remplazando en (5.29) con ¢ = sg4; se tiene

plsws) = Bonr)] < T o (0 mme Y o) — . 530

Podemos escribir

k
[y(sx41) — (ss0)] < H(N B L) enp (G o) - )l (530

Entonces si definimos

_ (N +AlIM A(sj+1 — 85)
o= () oo (@ e .32

para todo § = 1, una condicién del tipo

(i) T;»; a4 < 00, implica que las soluciones de {5.25) son de puntos de impulso estables.

(i) Hf_ a; — 0 cuando k — oo, implica que las soluciones de (5.25) son de puntos de
impulso asintéticamente estables.

La pregunta natural es si estas iiltimas observaciones también son inferibles para las
soluciones de la ecuacién original (5.22). La respuesta es el siguiente resultado.

Teorema 14 Sea la E.D.I

2'(s) = flz), t#Av+ts
{ﬂﬁ)=-M@,h%%+£, (5.33)

con (t,x) € (0,00) x R*, donde A € M1xn(R) y tal que
(i) |Ie(z) — I(Z)| < Ni|z — Z|, pora todo x, T € R,
(ii) |f(z) — f(@)| < Az — |, para todo z, £ € RN*,
(i) [f(z)| < M y |AIM <1, y
(iv} 0 < Az — Ir(z)) < sg+1 — sk, {8k} estrictamente creciente y positiva.
Entonces si a; estd definido por (5.32) y
(v) [1j51(1 + [ Al)a; < o0, las soluciones de (5.33) son de puntos de impulso estables.

(vi) Hf 11+ 1 AlDe; — 0 cuando k — oo, las soluciones de (5.33) son de puntos de

tmpulso asintdticamente estables.
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Demostraciéon: La demostracién se obtiene al observar que si x y £ son soluciones de
(5.33) entonces Dg(z, &) < (||A] + 1)|y(sk) — #(sz)], en que y e § son las correspondientes
soluciones de (5.25). ¢

Notemos que en el teorema anterior el producto ?:1(1 + || Afl)a; puede ser escrito de
la manera siguiente

LAl Yo A sk—si K
(1—I|A||M) [ p((1—||_A|'|‘M—)2)] [T +114]1a), (5.34)

=1

v si ||A]|M # 0, también como

1+ ”A" k A Sk41—S1
(=amatan) [t —pagae H(uAuM . 6

El factor del medio en (5.35) es una potencia cuya base es mayor que uno, es decir, éste
crece junto con k, €l ritmo de crecimiento depende de la distribucién de los tiempos {sx}
en (0,00). Observemos que la base disminuye cuando || A||M disminuye.

El primer factor en (5.35) puede controlar e incluso dominar el crecimiento del segundo
v eventualmente el del tercer factor, pues la base de esta potencia se hace menor que uno
si establecemos la condicién 2||A|| + ||4]1? < 1/M.

Existen suceciones {N;} que hacen del tercer término en (5.35) un factor convergente
cuando k& — oc.

Notemos también que si ||A]] = 0 (i.e, A = 0) entonces estamos en el caso de una
E.D.I en tiempos fijos y la condicién que (5.34) otorga para la estabilidad de los puntos de
impulso es que la sucesién

k
eA[sk+1—51] H Nj
i=1
sea convergente, que es la condicién que naturalmente obtendriamos para el caso del impulso
en tiempos fijos.
Ahora si quisieramos estudiar diectamente la estabilidad de los puntos de impulso de
un sistema del tipo

mf(t) = 0: t#f(ﬂ?)=Aﬂ:+5
{ z(tt) = Ix(z), t= 'r’;:(:r) = Az + s:, (5.36)

entonces es necesario comparar para dos soluciones x y Z la distancias entre sus puntos de
impulso en dos hipersuperficies sucesivas, es decir, Dy41(z, &) con Dz, £). Si denotamos
los puntos de impulso por (7j{z;), ;) ¥ (75(Z;), %), 7 = k, k + 1, tenemos que

Dz, Z) = |Zks1 — Bg| + [ATrgr — AZppa| < (1 + [AID |k (k) — Ie(Zk],

luego

Deya(w,8) < (1+ A NeDi(e, 8).
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Asf una condicién para la estabilidad de los puntos de impulso es que la sucesién

k
(L + A>T v
j=1

3

sea convergente. Esta es justamente la condicién que entrega (5.34) al reemplazar en ella
M=X=0




Capitulo 6

APLICACIONES A LA )
BIOECONOMIA MATEMATICA

Nos centramos en este tiltimo capitulo a mostrar el uso de las ecuaciones diferenciales im-
pulsivas en el drea de la administracién de recursos naturales renovables. Se construyen tres
modelos que ejemplifican las ecuaciones impulsivas auténomas, las de tiempos de impulso
predeterminados y las de tiempos de impulso variables.

6.1 Introduccion

La necesidad de construir modelos racionales cada vez mds ajustados a la realidad significa
un gran estimulo para el desarrollo de los cuerpos tedricos que los sostienen. No hay dudaen
que las E.D.I han sido inspiradas para definir y estudiar con precisién leyes de evolucion de
una serie de fendmenos naturales. Hemos elegido la Bioeconomia Matematica, por simple
aficién, como ejemplo de sector tematico donde bosquejar este potencial modelador.

La Bioeconomia Matemadtica, rama de lo que hoy se conoce como Gestién de Pobla-
ciones, es la ciencia que estudia la economia en la extraccién y preservacién de los recursos
renovables mediante modelacién matemadtica y simulacién de los procesos. Autores como
Gordon, Hardin, Schaefer y Clark, entre otros, ver [7},(8],[9] y [16], han dado cuerpo a las
bases de esta emergente drea de estudio. Esta disciplina se centra en los recursos autore-
generativos, es decir, en cualquier poblacién de animales o plantas de interés econdmico
y con alguna capacidad de reproducirse y desarrollarse. Biolégicamente interesa conocer
los estadios y los flujos que caracterizan la dindmica del ciclo de vida de estas especies en
ambientes determinados. El problema econdmico radica en optimizar las utilidades de las
empresas extractivas, pero sin descuidar la preservacién del recurso, esto es, asegurar la
sustentabilidad del negocio. Las mateméticas aparecen como herramienta de especificacion
v andlisis de las relaciones existentes entre las variables involucradas que se consideren
relevantes al problema.

El desarrollo tecnolégico como asf también, en ciertos casos, las fuertes demandas, hacen
que la industria extraiga, en términos relativos, grandes voliimenes en breves intervalos de
tiempo. Prolongar estas condiciones de produccién puede llevar el tamafo de estos bienes

.a niveles criticos que comprometen la capacidad reproductiva de la poblacién bioldgica y a
futuro la actividad econdémica misma. Frente a situaciones como estas los gobiernos intentan
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ejercer control, por ejemplo, mediante la imposicién de cuotas de captura y periodos de veda.

En este capitulo ilustraremos el uso de las E.D.I. en el estudio (construccién de modelos
v posterior anélisis) del efecto sobre el tamafo de la poblacién (biomasa), de regulaciones
extractivas basadas en la prohibicién de cosecha cuasipermanente. Nos concentramos en sis-
temas en que la cantidad del recurso disponible varia continuamente, segiin su biologia y su
medio, mientras no exista autorizacién de captura, y tal que de haber levantamiento de veda
los montos extraidos son proporcionales al tamano de la biomasa y se logran rapidamente,
constituyendo un verdadero salto en la continuidad del crecimiento. La condicién de pro-
porcionalidad de la captura a la biomasa presente es razonable bajo los supuestos de un
esfuerzo (variable que concentra todos los inputs humanos y técnicos) constante en cada
cosecha y una captura por unidad de tal esfuerzo proporcional al tamaifio del recurso en
dicho instante (hipétesis de Schaefer). Nos damos la libertad de obviar alguna rigurosidad
respecto a los conceptos propios de la ecologia y la economia apelando a la intuicién del
lector, para privilegiar los elementos matematicos involucrados.

El procedimiento matematico clasico para definir leyes de evolucién de poblaciones en
bioeconomia ha sido establecer ya sea ecuaciones en diferencias o ecuaciones diferenciales
ordinarias. Las primeras determinan, a causa de la discretizacion del tiempo, funciones de
biomasa tipo escalera, en contraste con las trayectorias continuas surgidas de una E.D.O.
Los procesos de crecimiento y extraccidn de recursos que ahora estudiaremos presentan
evoluciones del tamaifio poblacional continuas, pero abruptamente tienen drasticos cambios
de estado, es decir, son funciones continuas por pedazos. Sabemos que este tipo de funciones
aparece naturalmente al tener soluciones de Ecuaciones Diferenciales Impulsivas.

Si consideramos que [0, c0) es el conjunto de tamafios posibles de un recurso y desig-
namos por z : (tg,00) — [0,00), tg > 0, a la funcién que nos dice su tamafio z(¢) en un
instante ¢ > fg, entonces {x(¢) : ¢ > to, (o) = xo}, representa una trayectoria de creci-
miento posible a partir de un tiempo inicial #; > 0 y una biomasa inicial z¢ > 0. Esta
trayectoria evolutiva estd gobernada por una ley de crecimiento propia a la naturaleza del
recurso, de la forma

£(t) = f(t,z), z(to) = =0, (6.1)

mientras no alecance algin tiempo de exfraccién i, definido por una condicién del tipo
(¢, z(t)) € I, algin I' C (0, 00) % [0, 00), en el que, por efecto de una funcién de captura I,
esta poblacién se reduce instantdneamente al valor

o(t¥) = L(=(1)); (6.2)

para seguir evolucionando segin (6.1} hasta un nuevo tiempo de cosecha.
Es decir, la biomasa del recurso esta determinada por la E.D.I.

(t) = ft,z(), (t,m(t))ﬁ‘fr (6.3)
ott) = L), (o) €T, '

Notemos que cada seleccion de las funciones I;, ¢ > 0 y del conjunto I', tnicas variables
controlables, representa una politica regulatoria de la captura en el tiempo. En lo que sigue
estudiarémos variados casos, segin se elijan estas regulaciones, que involucran distintos
tipos de E.D.I..
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Xmin

/

tr 2 t3 4

Figura 6.1: Solucién de (6.4) con condicién inicial zg € (0, Tmin)-

6.2 Cosecha a nivel predeterminado de biomasa
(E.D.I. auténoma)

Podemos imaginar una regulacién, que por ejemplo imponga a la industria alcanzar un
instante de captura ¢ si y sélo si el tamaiio de la biomasa es mayor o igual que cierto nivel
minimo Zmin, s decir, estamos en el caso en que I es la regidn (0, 00) X (Zmin, 00).

Un modelo simple se logra al suponer un hébitat cerrado (sin migraciones), en el que un
solo recurso renovable en condiciones ideales tiene una tasa de crecimiento percdpita (tasa
de nacimientos menos tasa de mortalidad, ambas percdpita) constante igual a R. Si ademas
la. regulacién define capturar, en cada instante de extraccidn, una proporcién h, 0 < h <1,
de la biomasa presente, entonces la E.D.I. (6.3) toma la forma

z(t) Rz, z(t) < Zmin
{ z(tt) = (1-h)z, ()2 Tmin, (t,2) € (0,00) x [0,00).

(6.4)

Esta ecuacidn es un ejemplo de sistema dindmico discontinuo, definido en el apartado 1.3.2..

Sea zg, 0 < Tg < Tmin, la poblacion al inicio, tlempo cero, del proceso. Si R < 0,
entonces es claro que el recurso va a la exfincién y no se producen capturas. Si R = 0,
entonces el tamano de éste permanece constante en un equilibrio estructural inestable. En
el caso R > 0, la solucién z de (6.4) tal que z(0) = z¢ (la unicidad es inmediata) es
eventualmente periédica, en el sentido que desde el instante t; = (1/R)log(Zmin/z0) es
periédica de perfodo s = (1/R)log(1/(1 — h)), ver Figura 6.1.

De hecho la sucesién £, = t1 + (k — 1)s, & > 1, corresponde a los sucesivos instantes de
extraccidn y ademaés

5(t) = zoeft, si t€(0,t1)
T (= BT, si t € (Tr,tpaa), k2> L

Como la captura en cada cosecha es hamn, la funcién H(h), que representa la captura
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por unidad de tiempo dependiendo del factor de extraccién A, estd dada por

HR) = b= = R0 -y

Un problema econdmico de interés es saber cudl k € (0,1) maximiza H(h). Para
responder notemos que

1 1
(Gog(t = 1))H(8) = ~ R (2~ 1)~ togl )]
de donde deducimos que H'(h) < 0, es decir, capturas por unidad de tiempo mayores se
obtienen cuando A — 0. En otras palabras al capturar menos, pero cuando se esta permitido
(cuando la biomasa alcanza el nivel %,y ), aumenta la frecuencia de cosecha y se optimiza
la produccién por unidad de tiempo.

6.3 Cosecha en tiempos predeterminados
(E.D.I. a tiempos fijos)

Una redaccidn de esta seccidn desde una perspectiva mas bioecondmica puede ser encontrada
en [13].

Desde la ecologia sabemos que una gran variedad de especies, en ambientes cerrados y no
sometidas a una extraccién, presentan tasas de crecimiento que determinan, transcurrido
clerto tiempo que los tamafios de las poblaciones tienden a valores constantes, definidas
por la literatura como capacidades de sustentacién del ambiente. Cuando una poblacién
es un recurso econdmico la cosecha evidentemente afecta la tasa de mortalidad, sabido es
que varios modelos predicen que si esta no es excesiva, entonces el tamano se ajusta a
un nuevo estado de equilibrio. En caso de cosecha moderada en tiempos puntuales, cada
ciertos intervalos, es de esperar mds bien equilibrio en el sentido de la existencia de ciclos
a los que el tamafio de la poblacidn converge. IEn esta seccion establecemos y estudiamos
un modelo de crecimiento con tasa de crecimiento percdpita del tipo logistico, con cosecha
proporcional al recurso presente, pero a diferencia de (6.4), ahora dicha captura ocurre
en instantes predefinidos y periddicos. El primer modelo logistico de extraccién, definido
por una E.D.O., fue infroducido por Gordon, la diferencia fundamental con el que ahora
presentamos estd en que ya no hay una tasa continua de extraccion sino que esta variable
se discretiza y realiza en ciertos instantes puntuales y uniformemente espaciados.

Supondremos tiempos de extraccion 7, = ks, & > 1, es decir, cada intervalos de longitud
s > 0. Si z(f) representa la biomasa en el instante ¢ € (0, 00), entonces mientras no exista
cosecha asumiremos la ley de evolucidn

#=R(- %)m, b, k=1,2,... (6.5)

En (6.5), el pardmetro R es una constante positiva llamada tasa de crecimiento intrinseca
(revela el potencial bidtico de la especie) y la constante K > 0 es la ya mencionada capacidad
.de sustentacién del ambiente. Sit = 7%, para algiin & = 1,2, ..., entonces en este instante
se captura un factor h, 0 < h < 1, de la poblacién presente. Estamos entonces frente-a la
ecuacién diferencial impulsiva a {iempos fijos




CAPITULO 6. APLICACIONES A I.A BIOECONOMIA MATEMATICA 84

z{t¥) = (1-h)z, t = 7.

La cuestion mds nafural a responder es como es el comportamiento de las soluciones.
Si no hay remocién del recurso, k = 0, cada solucién se aproxima a K cuando ¢ tiende a
infinito, con independencia del tamafio inicial g de la poblacion. Notemos que cuando xg es
pequeiio, con respecto a K, las soluciones x presentan un crecimiento exponencial dominado
por £ = Rz durante un cierto periodo de tiempo, hasta que el factor 1 — % comienza a
afectar el ritmo de crecimiento, determinando asi un comportamiento sigmoideo en las
trayectorias. Si h = 1 se cosecha toda la poblacién en el instante 71 y obviamente z(¢) = 0
para todo ¢ > 7. En lo que sigue supondremos 0 < i < 1, mostramos explicitamente las
soluciones y su comportamiento asintético.

Lema 17 Dado xg > 0, la solucidn x(t) de (6.6) tal que z(0") = zp es

K.’E(]MkeR(t_Tk)

K + zo(eBs — 1)(M* — 1) /(M — 1) + zmgM*(eRt—) — 1)’ (6.7)

siTp <t < Thy para algin k=0,1,2,.(0=0), y M =e*(1 —h) #1. Si M =1, en
(6.7) la ezpresion (M* — 1)/(M — 1) se asume igual 'k, k = 0,1, ...

Demostracién: Supongamos M # 1. Sit € (0,00) es tal que ¢ # 73 para todo k = 1,2, ...,
entonces existe § > 0 con 7; < t < 7j41. Luego &(t) es igual a

\
|
{ &t = R(l—F)x, t#7 (6.6)

Reft=T) A(B + xo M7 (eB—) — 1)) — eB-7) A(Ruo M7 -7
(B + wo M (eft—m) — 1))2

en que A = KzgM7 y B = K + xp(e®®® — 1)(M7 — 1) /(M — 1), factorizando tenemos

5(6) RAeR(t—75) . B — zoM7
B+ rgMi(eRt-7) — 1) B+ zoMi (e — 1)
En este producto el primer factor es Rz(t) y el otro 1 — mj((—t)
Ahora si t = 73, para algin k = 1, 2, ..., entonces
KzoMF
+y — li 1) = 8]
S - e /T VY g

expresion que es igual a (1 — h)z(7). En efecto,

Me Bs KpgMF-1eBs
K + zp(efls — l)ﬂf/,{dfc__l1 + zpMF-1(efs — 1)

(1 — h)z(m) = Me Rx(r;,) =

_ : KzoMF
K+ zo(eR - DM = 1)/(M — 1)+ M)

.como (M*-1—1)/(M —1)+M*! = (M*—1)/(M —1) se consigue finalmente la igualdad.
La demostracién para M = 1 es similar.o
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Destaquemos que la solucién z(t) del lema anterior tiene dominio (0, c0), es de valores
positivos y ademds M = ef5(1 — k) > 0. Si M < 1, es decir, si la proporcién de la
captura h supera el pardmetro combinado 1 — e, tenemos M* — 0 cuando k — 00,
luego x(t) — 0 si ¢ — co. La constante M es menor que uno, por ejemplo, si al fijar en
ella dos de los tres pardmetros que la definen, entonces la tasa R o el tiempo entre cosechas
s son suficientemente disminuidos o la extraccion por unidad % es aumentada. Si M = 1,
entonces la solucién z(t), 7 <t < 741, algin k=0, 1, ..., estd mayorada por

Kzgelts
K+ zp(efts — 1)k’

cota convergente a cerc cuando £ — oo, pues & — oo,

Si M > 1, tenemos el resultado que sigue a continuacion.

Lema 18 Sea M > 1, si en (6.6) zo = KX=% (un valor positivo), entonces z(t), t €
(0,00), es una funcidn periddica de periodo s.

Demostracién: S5it € (0, 00), entonces existe k = 0,1, ... tal que 74, < ¢ < 7¢11. Notemos
que z(t) es igual a
K2( )Mk R{t— 'rk)
K + K(M=L)(eRs — 1) M" L4 K (ML) ME(eRl-m) — 1)

al simplificar por K y amplificar por eRs — 1 se logra

K(M — 1) Mkef—m)
(eBs — 1) + (M — 1){(efs — 1)(MF* — 1)/(M — 1) + (M ~ 1) MF*(eRlt-m) — 1)°

Esta expresidon es facilmente llevable a

K (M — 1)eflt—7)
(eFs — 1) + (M — 1)(e”-m) — 1)

KER(t—Tk)
K/.’Eu—i—(eR(‘“"k)_l) .
{t+8) —Tpa) =t — T30

y seguidamente a Desde aqui es muy claro que z(t + s) = z(t), pues

Designemos por zp(t), ¢ > 0, a la solucién periédica dada por el lema anterior, es decir,

K

t) = 6.
:L'p( ) (K/.’EB‘ _ ]_)e—R(t—Tk) + 1: ( 8)
si 7 <t L 7gq1, £=0,1,..., donde entendemos que
1—h)efs —
Ty = K( Je (6.9)

efis — 1
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Teorema 15 Sea M > 1 y w9 > 0. Si z(f) es la solucidn de (6.6) tal que x(0F) = zy,
entonces
lz(t) - zp(t)| — 0 cuando t — .

Demostracion: Notemos que la expresién que en la demostracién del Lema 18 llamamos
B se puede expresar por K + zo(J/a)(M* — 1), luego como [z(2) — z,(t)|, para 7 < t <
tpe1, K=0,1,..., es igual &

Z'(]Mk 1

KeR(t“Tk) _
B +apMF(eRt-m) — 1)  K/xzf+ (eBE-n) - 1|’

es posible conseguir la cota

KeFf

K
M*(= 4 (et — 1)) — K — wo(=5)(M* — 1) — g M*(efWt-7) — 1
Bli/t U)Iwo ( +(e 1)) w”(:cg)( ) —zoM*(e I8
la expresidn en valor absoluto se reduce a (K/zj)|zo — zj|, concluimos que

60 - 501 < Tl

que tiende a cero cuando ¢ — oo, pues M* — co.0

Conrad, ver [11], dice: “Una funcién de produccién define el miximo nivel de salidas
{(outputs) obtenibles desde un lote de entradas (inputs). Esta es la manera economicista de
caracterizar la tecnologia por la cual inputs producen cutputs.”

En la cosecha de un recurso en especifico se puede considerar que los outputs son me-
dibles como el volumen de captura o cosecha. Recordemos que los inputs que se utilizan
en el proceso de cosecha los hemos asumidos constantes y posibles de cuantificar en una
tinica variable llamada " esfuerzo” y que denotamos E. Si la captura por unidad de esfuerzo
es proporcional al tamafio del recurso en dicho instante, entonces para una trayectoria
cualquiera 2(t) de la biomasa, es decir, « dada por (6.7), la k-ésima captura y(7), k = 1,2, ...
esta dada por

y(m) = hz(7), donde h = gF, (6.10}

para algiin g positivo, que’la literatura especifica llama coeficiente de capturabilidad.
Desde el teorema anterior se concluye que para k suficientemente grande y(7;) tiende a
estabilizarse al valor hz,(7:), el cual es igual a

gEK
(K/x}—1)eBs +1°

este cuociente se puede modificar hasta poder escribir

y = y(m) = ———=xj, para todo, k=1,2,. {6.11)

qE

—qFE
Destaquemos que zj = z3(F, s}, pues g, B y K son constantes enddgenas al sistema, en
cambio E y s es factible considerarlas como pardmetros de control que determinan un
régimen de captura.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad para nuestros fines, ¢ = 1. Tenemos que en un
intervalo de longitud s de tiempo la captura estable es y, el problema que nos planteamos
ahora es hallar la combinacién de esfuerzo (£ unidades) y frecuencia de cosecha (cada
s unidades de tiempo) que maximiza una captura estable por unidad de tiempo, esto es
optimizar la funcién

H(E,s) = % (6.12)

en la regién, s > 0,0< E<1y M =e"1-E) > 1.

Notemos que

EK E 1
H(B,s) == (1_ I—EeRs—l)
para (s, F) en la regién indicada.
Fijemos s > 0, jcudl es el esfuerzo que maximiza H para esta frecuencia s > 0 7 La

derivada parcial de H con respecto a F,

0H K (2— E)E
a5 ~ s (1— E)2(ePs — 1))’

se anula cuando (2 — E)E = (1 — E)*(e®® — 1), lo que nos lleva a la cuadrética en E
E?ef — B(2eF5) + (e —1) =,
que se soluciona en el intervalo (0,1 — e~ #%) para
E=1-—¢e%/2

Al variar s en (0,00), en la regién indicada se genera una curva que para cada s > 0
indica el esfuerzo necesario para lograr una captura por unidad de tiempo estable 6ptima.
Ver Figura 6.2.

En efecto, dado s > 0, si 0 < ¥ < E, entonces % >0;si E<E<1—¢FRs e, entonces
% < 0. En otras palabras I tiene un maximo en F. El valor de dicho éptimo es

~ KR1le* -1
HE) = ———
(E) 2 zer+1’
con z = —%.
Nos preguntamos por la existencia global de un dptimo, para ello estudiamos la derivada
de (6.12) con respecto a s > 0. Tenemos que

KR1+2ze% —e?* R
y #(s) = ——,

Hz) == (e +1)2 )

luego el signo de H(s) = H(z)5(s) para s > 0, depende del signo de p(z) = 1+ 2ze* — 2
cuando z < 0. Notemos que p(z) = 2e”g(z) con g(z) = (1 + z) — €, pero e* > 1 + z para
z < 0 con igualdad si z = 0, por lo tanto, g(2) < 0 para z < 0, asi p es estrictamente
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M

M=1

E= _e(—RSIZ)
Eofr----- -

~
~

So

Figura 6.2: Curva de esfuerzo éptimo para la frecuencia de captura 1/s

decreciente en (—oo, 0), como p(0) = 0, se tiene p(z) > 0 en (—co, 0). Concluimos que H(s)
es estrictamente decreciente en {0, 00).

Rendimientos estables por unidad de tiempo més dptimos se logran entonces aumen-
tando la frecuencia 1/s de las capturas, pero ajustando (disminuyendo) el esfuerzo al valor
BE=1— e Bs/2

El valor del rendimiento estable al cual nos aproximamos cuando aumentamos la fre-
cuencia es

. KRle* -1 KR
lim H(E) = 1i - = .
SEI'(].) ( ) 21_1_% 2 z e+ + 1 4
Este coincide con el valor que, para modelos ordinarios, se conoce como produccién sostenible
maxima.

6.4 Cosecha en tiempos segiin valor de la biomasa
(proceso impulsivo a tiempos variables)

Nos vamos a situar en el caso de una politica de pesca regular en el tiempo, una que
determina el instante del levantamiento de veda como funcién del volumen del recurso
presente. Si 2(s) es el tamafio de la poblacién en el instante s, entonces tras la k-ésima
captura, la préxima, la (k + 1)-ésima, se efectuard en un futuro y més cercano tiempo
t > s en el que se cumple una condicién del tipo 7e4:(x(t)) = £, es decir, estamos en
presencia de tiempos variables de extraccién condicionados segiin una familia de funciones
75 (0,00) = R, k> 1.

Natural es considerar que 7%, £ > 1, sea una funcién decreciente, digamos que este
supuesto implica que a mayor biomasa, el tiempo de espera para la captura siguiente sea
menor. También resulta claro una condicién del tipo 74(z) < 7p4.1(x), para todo z € (0, )
v k > 1, ésta asegura que el momento de la k-ésima captura sea anterior al respectivo de la
(k + 1)~ésima. El desear que la normativa para determinar cierto instante de captura sea
una constante impone que 7xyi1(z) sea igual a 7¢(x), para & > 1, salvo por un pardmetro
positivo a.

I
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Una posibilidad stmple para que 7%, k > 1, satisfaga las hipbtesis del parrafo anterior es
suponer linealidad, es decir, 7(x) = —maz+ ko, para algin m > 0 y para todo z € (0,00) y
k > 1. El proceso impulsivo que establecemos es algo distinto al determinado por una E.D.I.
como las descritas en 1.3.4. En efecto, en este caso cuando una trayectoria evolutiva ha
intersectado una superficie I' : ¢ = 7 (z), esta barrera de inmediato es levantada del espacio
de fase generalizado y la préxima posible hipersuperficie a impactar es Iyy;. Eliminamos
de este modo a priori la posibilidad de pulsaciones.

Suponiendo una tasa de crecimiento percédpita de la poblacién constante R y un factor
de extraccién h, 0 < k < 1, tenemos el siguiente proceso impulsivo

{ #(t) = Rz, t # —mz + ka (6.13)

z(t") = (1-h)z, t=-mz+ka (t,z)e€ (0,00)xR*.

Interesa preguntarse por el efecto sobre una pesca sustentable de variaciones en los
parametros h, o y m. Vamos a suponer B > 0, pues de lo contrario inevitablemente el
recurso tiende a la extincidn.

Si en el tiempo de cosecha 1y, el nivel de poblacién es xp, es decir, si (to,zg) € I'p, para
algin p > 1, entonces zg es reducido a (1 — h)zg y la posterior evolucién del tamafio del
recurso es solucién del P.V.I. definido por (6.13) y la condicién z(#§) = (1 — h)zo. Por el
Lema 11 del Capitulo 4, este P.V.I. es equivalente a

7(t) = 0, t# T (y)s
y(tt) = (1-h)y, =%Q), (6.14)
y(to) = (1—h)zo, (t,7)€ (0,00) x NF.
Recordemos que las funciones 7, k£ > 1, estan definidas implicitamente por

t=-—-m(Q)y) + ka, k> 1, (6.15)

en que ®(t) = ef*~%) ¢ > ¢;. En otras palabras, las superficies de impulso Ty, % > 1, de
{6.14), al despejar y desde (6.15) estdn dadas por

Tiy= —%(t — ka)e BU) 4 < ko, k> 1,

ver Figura 6.3.
La solucién a (6.15) es

y(t) = (1 — h)kl‘g, sit € (tk—l:tk]s
donde #i, k > 1, es tal que (t, y(tx)) € f‘p+k, k > 1, es decir, fijando k > 1,
1
(1 — h)*zy = —E(tk — (k + p)a)e Hts—to)
condicién que podemos escribir como

[(t — to) — ka] — mag(l — [(1 — h)eFoJrefllt—to)-kaly — g, (6.16)
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(o 2)(afmy |

(p+1 )a/m)

Xo-

Xofi — h)z—_

pa (p+1)a (p+2)a

Figura 6.3: Gréfico de la solucién del sistema (6.14)

Estos tiempos iz, & > 1, efectivamente existen. De hecho si hacemos el cambio de
variable zp, =t — tp ¥ llamamos f(2) al lado izquierdo de (6.16), entonces como f(0) < 0
y f(2) — o0 cuando z — o9, la ecuacién f(zx) = 0 tiene solucién positiva, ademds tinica
va que f'{z) > 0siz>0.

Volviendo a (6.13), la solucién = tal que z(tf) = (1 — h)xo es

z(t) = ®(t)(1 — h)Fwxo, sit € (tp_1,tz], k> 1. (6.17)

La intencién al construir un modelo bioeconémico es buscar capturas estables en el
tiempo. Una posibilidad es preguntarnos cudndo la solucién (6.17) es periédica. En otras
palabras, condiciones sobre los pardmetros para que exista entero ¢ > 1, de modo que tras
g-cosechas recuperemos el nivel original de biomasa, esto es,

z(t,) = el (1 — pYlgy = g4,
por lo tanto,
(1 — h)deRlta=to) — 1, (6.18)

Remplazando esta expresién en (6.16) con k = p, tenemos que ¢, — iy = ga. [gualdad
que al ser llevada a (6.18) permite deducir h = 1 — e~ %=,
Volviendo a (6.16) con esta condicién se tiene

[(t, — to) — ka] — mag(1 — eFlEsto)—kely — g (6.19)

para todo, k£ > 1.

Ya discutimos que (6.19) tiene una tinica solucién, esta a simple vista es t;, — tp = ka,
para todo, k > 1. Resumiendo si k=1 — e~ %, entonces la solucién (6.17) es periédica de
periodo o, para todo zg > 0, y tras una cosecha la préxima es el mismo nivel z.

Notemos que, no es dificil probarlo, si b > 1 — e"#*(resp. <), entonces t; —ty > ka
(resp. <), k > 1. Ver Figura 6.4, 6.5 y 6.6.
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Xo

{1 —h)Xo

Figura 6.4: Si h > 1 — e~!®, entonces trer — e >y Tpe1 < 2k

Xo

(t —h)Xo

Figura 6.5: Si h =1 — e, entonces {31 —lzr =a y Thy1 = Tk
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Xo

(1 ~h)}Xo

to tr

Figura 6.6: Si h < 1 — e F®, entonces tg,1 —tx < @ ¥ Tpy1 > Tk
E + +

En ambos casos interesa el comportamiento futuro de la solucién. En particular la
evolucién del nivel zx = z(t), £ > 1, de la biomasa, es decir, el tamafio del recurso
exactamente antes de la (k + 1)-ésima cosecha.

De (6.16) se deduce la identidad

T —Ip— — [(tk - fo) -~ koz], k > 1. (6.20)

1
m
Luego st h > 1 — e #%(resp. <), entonces zy < zg (resp. >), k> 1.
De (6.20) se concluye

1
1 = T = — [tk — k) —al, k21, (6.21)

que 1o es més que (6.20) con la condicién inicial zj en el instante {f, & > 1. Por lo tanto,
si h>1—e B (resp. <), entonces zpy1 < zp (resp. >), k> 1

Resumiendo si k& > 1 — e~ £, la sucesién {z;} es mondtona decreciente acotada por 0,
por lo tanto, convergente. De (6.21) se deduce que 41 — tx — @ cuando k — co. Ademds
como z = eftlte—to)—ke](eRe(1 _ p))ez, se tiene que z — 0 cuando k — oo, es decir, el
recurso va a la extincién.

Ahora si h < 1 — e f®, definimos 8 = (1 — h)ef® > 1 y observamos que remplazando
{6.20) en (6.16) tenemos la identidad

p — .’L‘gﬂkEHRm(mkﬁmO) =0, k> 1. (6.22)

Asf tenemos que z;, es una funcién implicita de k, tomando k& como variable continua y
derivando se obtiene

P mklo.g(ﬁ) " m}clog(ﬂ)
%= T Rmay OV T T Rmag)?

Luego zx crece convexamente con k € (0,00), por lo tanto, z; — oo cuando k — oo.
Concluimos que capturando un factor menor que 1 — e aseguramos montos crecientes
cada @ unidades de tiempo. '
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Figura 6.7: Desplazamiento de ¢; y 1 al crecer m, caso b > 1 — e B2,

Figura 6.8: Desplazamiento de ¢; y x1 al crecer m, caso h < 1 — e~ Re,

i Qué efecto tiene sobre la captura variaciones sobre la pendiente m de la recta. T'y : £ =
—mz + ka, k > 1?7 La k-ésima captura es proporcional a la biomasa zj, & > 1. Notemos
que de (6.22) se obtiene

_ RBap(m)[zi(m) — 2o

>1
1+ Rmzi(m) ' k21

zp(m) =

de donde si (1 — h)e®™ < 1 (resp. >), entonces la k-ésima cosecha crece (resp. decrece),
k > 1. Ver Figura 6.7 y Figura 6.8.
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