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k Cuerpo con g elementos, de caracterfstica distinta de dos.
K Extension cuadritica de k&
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gq Signo del espacio cuadrdtico (£, Q).
E, El conjunto de los vectores is6tropos.
I, El conjunto de los vectores anisétropos.
G El grupo de similitudes de la forma cuadritica Q.
A, B,C Algebras cuadréticas sobre k.
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A* Grupo multiplicativo de los elementos inversibles del dlgebra A.
U;(A) Circulo Unitario, formado de los elementos de norma 1 en el dlgebra A.
U{ Proyeccion unitaria de A* sobre Uy(A).

L*(X) Espacio de las funciones complejas sobre el conjunto X.

Endg(V) Algebra conmutante (slgebra de endomorfismos) de la representacién V de G.
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w, 1 Restricciones de los caracteres 2, ¥ a k>,
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Resumen

Sea k un cuerpo finito de caracterfstica distinta de dos, (£, Q) un espacio cuadrati-
co no degenerado de dimensién par sobre k y G el grupo de similitudes de la forma
cuadrdtica @. La accién natural de G sobre el conjunto E se descompone en tres 6r-
bitas: la 6rbita trivial, la de los vectores is6tropos Ey y la de los vectores anis6tropos
E1.

En una primera parte, se demuestra en forma geométrica que cada una de las
dlgebras conmutantes Endq(L%(Ey)) y Endg (L2(E})) es conmutativa; ademds obten-
emos que sus dimensiones son g + 1 y g* — 1 respectivamente.

Determinamos una familia completa de idempotentes primitivos y ortogonales de
las dlgebras conmutantes Endg(L2(Ey)) v Ende(L?*{E;)), cuya descripci6n se entrega
en los teoremas 1 y 14. Obtenemos asi la descomposicién explicita en irreducibles de
las representaciones sin multiplicidades L*(Ep) y L2(E;).

Abstract

Let & be a finite feld of characteristic different from two, (E, Q) an even dimen-
sional non degenerate quadratic space over & and G the similarity group

of the quadratic form Q. The natural action of G on E descomposes into 3 orbits:
the trivial one, the orbit Ey consisting of all isotropic vectors, and the orbit E;
consisting of all anisotropic vectors.

In a first part it is shown in a geometric way that the algebras Endg(L%(E)))
and Endg(L?(E))) are

commutative; we also compute their dimensions to be g--1 and q?—1 respectively.

We find a complete orthogonal family of primitive idempotents for the commuting
algebras Endg{L*(E,)) and Endg(L*(E;)), whose description is given in theorems
1 and 14. We obtain in this way the explicit descomposition into irreducible compo-
nents for the multiplicity-free representations L*(Ey) and L?(E;) of G.
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Introduccion

Sea k un cuerpo finito de caracterfstica distinta de dos, (¥, @) un espacio cuadrético
no degenerado de dimensién par sobre £ y G el grupo de similitudes de la forma
cuadritica Q.

En lo que sigue, designamos por L?(E) al espacio vectorial complejo de todas las
funciones complejas sobre F, provisto del producto escalar definido positivo habitual.
De la accién natural de G en E, se deduce una accién (o representacién) lineal
7, llamada también natural, de G en el espacio vectorial L?(E), dada por 7,(f) =
fogl, para g€ @G, f € L*}(E).

Nuestro objetive es descomponer completamente la representacion lineal 7 de G
en L2?(E).Las componentes irreducibles suministradas por esta descomposicién son
los ingredientes necesarios para el andlisis arménico (no conmutativo) sobre E.

Como la accién natural de G sobre el conjunto E se descompone en tres érbitas:
la érbita trivial, reducida al vector nulo, la de los vectores isétropos, Ey, v 1a de los
vectores anisGtropos, F, la descomposicién de la representacién natural 7 de G en
L*(E), se reduce a la descomposicién de sus subrepresentaciones L*(Ep) v L*(E,).

Una propiedad clave de estas dos representaciones es que no tienen multiplici-
dades, es decir que se descomponen como una suma directa de subrepresentaciones
irreducibles no isomorfas dos a dos.

Esto equivale al hecho que sus respectivas dlgebras de endomorfismos, lamadas
también 4lgebras conmutantes o de entrelazamiento, Endg(L*(Ey)) y Endg(L?(B1))
son conmutativas, propiedad que demostramos en la primera parte de la tesis.

En seguida, logramos las descomposiciones buscadas encontrando una familia
completa de proyectores ortogonales, que conmutan con la accién de G, para los
espacios L?(Ep) y L?(E,). Para obtener estos proyectores, trabajamos en las dlge-
bras de endomorfismos Endg(L*(Fg)) v Endg(L*(E,;)), y construimos en cada una
de ellas una familia completa de idempotentes primitivos y ortogonales. Esta con-
struccién es especialmente delicada en el caso del dlgebra Endg(L%(E,)), en que
procedemos por etapas sucesivas, como se explica mds abajo.

Nuestra construccion se apoya esencialmente en el concepto de dlgebra cuadritica
sobre el cuerpo de base k. La idea fundamental, que aparece a través de todo el
desarrollo de la tesis, es asociar de manera natural a cada elemento a de una de
las dos posibles &lgebras cuadrédticas A sobre k, un operador de entrelazamiento
“genérico” M, € Endg(L*(E;)). En seguida, usando los caracteres del grupo
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multiplicativo del dlgebra A, introducimos las “transformadas de Mellin” de estos
operadores, a partir de las cuales es posible constuir con relativa facilidad la familia
buscada de idempotentes primitivos y ortogonales en Endc(L%(E;))

Para lograr este resultado, la tesis quedd organizada del siguiente modo, que
describimos a través del contenido de los distintos capftulos.

En el primer capftulo, entregamos las nociones bdsicas de la teoria de repre-
sentaciones geométricas de grupos finitos. Ademds introducimos la nomenclatura y
contexto en que se desarrolla la tesis. Finalmente se demuestra de manera elemental
que las dlgebras conmutantes de L%(Ep)), L*(E)) son conmutativas y se calculan sus
dimensiones cuando la dimensién del espacio ambiente es mayor que 4.

También introducimos el concepto relevante de dlgebra cuadritica sobre el cuerpo
de base, Con su ayuda establecemos una correspondencia con las Q-configuraciones
linealmente independientes en E; X E; por intermedio de la norma y traza de cada
posible dlgebra cuadrética A, a menos de isomorfismo, asaber A=kxk o A=K,
la tinica extensién cuadrdtica del cuerpo k.

De manera més precisa: la Q-configuracién, o G - érbita, de un par de vectores
linealmente independientes (z,y) € E| x E) estd caracterizada, en virtud del tcorema,
de Witt para similitudes, por el triple (Q(z), B(z,¥), Q{v)) médulo la accién por
homotecia de £*.Podemos entonces tomar como representante de la Q-configuracién
al triple (1, B(z,3)Q(z)™, Q(¥)Q(z)*),que es de la forma (1,t,r), con t € k,
r € k*.Ahora bien, estos triples se pueden obtener via traza y norma de las dos
posibles dlgebras cuadrdticas sobre k, mediante la aplicacién natural

T: (kxk)*UKX — {1} xk x k*
z —  (1,tr(2), N(2))

que es epiyectiva, con fibra de cardinal constante igual'a 2

En el segundo capitulo, nos dedicamos a descomponer L%(E;). En una primera
parte entregamos una descomposicién elemental dada por diagonalizacién simultdnea
de los operadores de homotecia la cual no solamente es realizable en este caso sino
también para el caso anisétropo. Construimos férmulas que determinan tanto el
mimero de vectores is6tropos como anisdtropos y finalmente nos concentramos en
el espacio de las funciones complejas sobre las rectas isétropas, cuyo mimero de
entrelazamiento es 3. Usando el operador de promedio sobre las rectas ortogonales,
encontramos sus valores propios y con estos valores, construimos por el método
habitual los proyectores propios, con lo cual logramos descomponer fntegramente este
espacio. Transportando estos operadores al caso is6tropo encontramos una familia
completa de idempotentes primitivos y ortogonales para el slgebra conmutante de
LA(Ey).

En el tercer capftulo, nos detenemos en el desarrollo de la tesis, para resaltar el
hecho que el caso anterior, es decir, el del espacio de las funciones complejas sobre
¢l conjunto de las rectas isétropas, suministra un ejemplo de grafo que es una g-
deformacién de los grafos n-octaedros, que no solamente involucra la g-deformacién
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de los operadores de promedio canénicos, sino que también de su tipo de descom-
posicién espectral.

En el cuarto capftulo, introducimos los operadores de entrelazamiento para el
caso anisétropo y escudrifiamos las propiedades de algunos productos de operadores
de entrelazamiento.

En la segunda parte, analizamos en todo detalle el caso en que la dimensién
del espacio E es 2. En este caso, salvo isomorfismo, cada una de las dos &lgebras
cuadréticas realizan el espacio cuadratico, con su norma como forma cuadrdtica Q.
Este un caso atipico, ya que no aparecen todas las posibles Q-configuraciones, sino
que sélo las que corresponden al slgebra cuadrdtica en cuestién. Por otra parte, el
niimero de entrelazamiento depende del slgebra cuadratica y estd dado por:

(q—1)(g+1—z4)
2

Para cada uno de los espacios cuadraticos el caleulo es anélogo, asf como la familia
complefa de idempotentes primitives y ortogoenales.

Los operadores de entrelazamiento que juegan aqui un rol clave aparecen parame-
trizados por elementos de las dlgebras cuadrdticas. Hacemos notar algunas propieda-
des de estos operadores, reducidos a la descomposicién realizada a traves de diago-
nalizacién simultdnea de los operadores de homotecia, que repercutirsn finalmente
en la descripcién de los espacios imdgenes de los proyectores ortogonales

En el quinto capftulo, nos dedicamos en forma exclusiva a calcular ciertos nimeros
geométricos, los cuales corresponden 2 los coeficientes de la combinacién lineal que
describe el producto de operadores canénicos en nuestra dlgebra conmutante. Estos
coeficientes se pueden calcular gracias a un sistema de ecuaciones invariante por
el grupo G. El método empleado para resolver estos sistemas es enconfrar re-
presentantes adecuados médulo G para los datos que definen el sistema, de modo
de hacer mds simple su resolucién. El poder escoger representantes adecuados que
cubran todas las posibles @-configuraciones fue factible cuando el espacio cuadrético
ambiente admite un plano totalmente hiperbélico, en el otro caso se realiz6 en dos
etapas. Finalmente, establecimos las posibles soluciones linealmente dependientes,
ya que algunas de ellas deben ser eliminadas y otras adjuntas a los operadores de
homotecias.

En el sexto capftulo, nos dedicamos a reemplazar estos coeficientes, identificados
en el capftulo anterior, y a reescribir nuestra combinacién lineal en términos de otros
operadores geométricos, a saber, operadores de homotecia, de suma sobre esferas y
algunos productos notables.

Nuevamente aparece aquf en forma relevante la parametrizacién de los operadores
de entrelazamiento “can6nicos” a través de elementos de las dlgebras cuadraticas, y
no solamente esto sino que el hecho que su producto puede ser escrito con ayuda
de la multiplicacién en el slgebra respectiva. De esta manera, obtenemos en rea-
lidad una descripcién bastante econémica de la tabla de multiplicacién del dlgebra
Endg(L*(E)), gracias a las slgebras cuadraticas sobre k.

L
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En el séptimo capitulo, introducimos las transformadas de Mellin de los ope-
radores de entrelazamiento canénicos o geométricos, para pasar después a calcular
sus productos, en biisqueda de los idempotentes primitivos, lo que nos lleva a calcular
algunas sumas geométricas de caracteres. Con ellas logramos encontrar férmulas
adecuadas para poder constuir los operadores buscados dadas por el teorema 10.

En el 1iltimo capftulo, introducimos una familia de operadores del dlgebra conmu-
tante Endg(L?(E1)), parametrizados por los caracteres de los grupos multiplicativos
de las dlgebras cuadriticas sobre k, que suministran idempotentes primitivos y or-
togonales sélo cuando la parametrizacién se restrige a los caracteres que no son
levantamiento de caracteres de k. Ampliamos entonces esta familia usando los
operadores provenientes de la transformada de Mellin de los operadores de prome-
dio sobre esferas, aunque con ellos todavia no tenemos una familia completa de
operadores idempotentes, primitivos y ortogonales. Introducimos una nueva subfa-
milia mediante combinaciones lineales de los operadores provenientes de levantamien-
tos de caracteres de &% y de las transformadas de Mellin de operadores de promedio
sobre esferas, con lo cual obtenemos finalmente la familia completa de operadores
idempotentes primitivos y ortogonales de nuestro espacio.

Asf encontramos, en fin de cuentas, cuatro subfamilias de idempotentes primitivos
y ortogonales dado por el teorema 14, los cuales estdn parametrizados de la misma
forma que las representaciones irreducibles del grupo lineal GLsy(k).

Concluimos esta tesis encontrando una descripcion de los subespacios irreducibles
de L%(E;) asociados a esta familia completa de idempotente primitivos y ortogonales.

Al escudrifiar el resultado final encontramos que las &lgebras cuadraticas han
gobernados de una manera esencial la descomposicién de estos espacios cuadréticos.

Esta tesis no s6lo entrega respuesta a un problema concreto, sino que deja abiertos
otros problemas.

El més evidente de todos es resolver el caso andlogo en que la dimensién del
espacio ambiente es impar.

Otro de los problema es entender la estructura de nuestras dlgebras conmutantes
en términos de generadores asociados naturalmente a las dlgebras cuadréticas.

También serfa interesante desarrollar métodos geométricos andlogos para. cons-
truir las otras representaciones irreducibles del grupo de similitudes ortogonales de
la forma cuadratica Q.

Asimismo, se podrfa transponer tods nuestra problemdtica, y quizds nuestros
métodos, al caso del grupo de similitudes de una forma simpléctica.

Cabe sefialar, finalmente, que el problema que abordamos en esta tesis, ha sido
considerado desde un punto de vista no geométrico, sin construir las representaciones
mismas, sino que sélo sus caracteres, para los grupos ortogonales finitos, en el caso
de los vectores anisGtropos (ver [1]). Para una resefia de los avances logrados en el
andlisis arménico sobre “espacios simétricos finitos” distintos de los nuestros, (ver
(18, 19]).

Por otra parte, el andlogo continuo del problema que nos interesa, a saber el




andlisis arménico sobre espacios cuadrdticos reales, contrariamente al caso finito, ha
recibido bastante atencién, desde hace varias décadas. En efecto, el caso en que la
forma cuadrética es suma de cuadrados positivos, es cldsica la descomposicién en
irreducibles de la representacién natural del grupo ortogonal en tres dimensiones en
L?(5%). Los proyectores que suministran esta descomposicién, sin multiplicidades,
aparecen como operadores integrales, cuyos niicleos estdn dados por los cldsicos poli-
nomios de Legendre, (ver [17, 20, 21])

El problema anélogo en n dimensiones, se resuelve con ayuda de los polinomios
de Gegenbauer, que generalizan los polinomios de Legendre (ver {17, 20]).

También ha sido considerado en la literatura el caso de las formas cuadréticas con
signatura (p, ¢), bajo el nombre de “andlisis arménico sobre hiperboloides”, siempre
para el caso del grupo ortogonal correspondiente (por ejemplo, el grupo de Lorentz),
(ver 10, 14, 15, 16]) donde se explota la representacién de Weil del grupo SL(Z,R)
para obtener informacién sobre la descomposicién buscada.

En este caso aparecen las funciones especiales &y, compafieras de los polinomios
de Legendre, en tres dimensiones.

Podemos entonces decir que los proyectores que hemos encontrado, y los niicleos
que los definen, constituyen el andlogo finito de los clasicos polinomios de Legendre
y Gegenbauer, asf como de sus funciones compafieras.

Serfa también interesante investigar en qué medida nuestros métodos, traspuestos
al caso continuo, podrfan aportar nuevos puntos de vista o resultados para el andlisis
armouico sobre espacios cuadrdticos reales.




Capitulo 1

Conceptos bésicos

Sea k un cuerpo finito con ¢ elementos, de cardcterfstica distinta de 2.

1.1 Algebras cuadraticas sobre un cuerpo finito.

Sea A un élgebra (unitaria) semi-simple de dimensién 2 sobre k, en cuyo caso decimos

que A es una k-slgebra cuadratica.
Tenemos que las 1inicas k-glgebras cuadriticas, 2 menos de isomorfismo, son:

- La nica extensi6n cuadrética K del cuerpo %, con el signo del dlgebra ex = —1.

- El élgebra escindida &k x k& sobre &, con el signo del dlgebra g, = 1.

Para cada una de estas 4lgebras tenemos:
El automorfismo de Frobenius:

F: K>K . F kxk—pkxk

w— wl ! (ry8) = (s,7)
y ademds los £ monomorfismos canénicos de k en & x k ydeken K :

it k—=kxk | i: k->K
t—s (t,t) t—t

Para ambas dlgebras podemos definir las aplicaciones Traza y Norma,
Tr(a) = a+ F(a); N(a) = aF(a)
Proposicién 1 Sean r,s € k y el polinomio cuadrético
z°—rz+ S,
entonces se cumple:

1. El polinomio tiene una ratz doble en k si y sblo si su discriminante es nulo.
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2. El polinomio tiene dos ratces distintas en k si y sdlo si su discriminante es un
cuadrado en kX,

3. El polinomio tiene dos ratces distintas en K — % si y solo si su discriminante
1o es un cuadrado en k.

Notacidn: Para efecto de esta tesis establecemos que cero es un cuadrado en k.
Proposicién 2 Sean A una k-dlgebra cuadritica y v,w € A tales que

N(@w)=Nw) 3y Tr(s)= Tr(w);
enlonces

v=w o0 v=F(w).

Demostracién: Sean v,w € 4 tales que

N@)=N(w) y Tr(v)=Tr(w);
entonces ambos elementos son rafces de:

z? — Tr(v)z 4 N(v).

Si A = K, entonces tenemos que el polinomio tiene dos raices, donde una es
conjugada de la otra.
Si A = k x k, entonces consideramos el polinomio con coeficientes en k, es decir,

2% — (vy +v) 2+ vyvp = 32 — (wy + wa) T + wyw,,
¥ en cuyo caso, tiene a lo mds dos raices, asf
v =un Y =Wy 0 t1=1uy Y v =y,
con lo cual,
v=w o v=F(w).

O
La proposici6n anterior, la podemos reescribir en el contexto de dlgebras cuadrati-
cas sobre % del siguiente modo.

Proposicién 3 Seanr,s € k y el polinomio cuadrdtico

2 —rz s

entonces se cumple:
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1. El polinomio tiene una ratz doble en k si Yy sélo si su discriminante es nulo.

2. El polinomio tiene dos raices distintas (| conjugadas) en k x k — k si y sdlo si
su discriminante es un cuadrado en kX,

3. El polinomio tiene dos ratces distintas ( conjudadas) en K — k si y solo si su
discriminante no es un cuadrado en k.

Consideremos ahora el dlgebra cuadrética escindida K x K sobre K. En ella
entonces tenemos definidas las aplicaciones Traza y Norma; ademds tenemos los
monomorfismos

1 kxk-quK_ 7: K—-KxK
(r,8) — (r,5) ° v +— (v, F(v))

Proposicién 4 Sea v € K x K tal que .
Nw)ek y Tr(v) €k,
entonces tenemos que
vEkXxk o vek

Demostracién: Con los valores de la norma y traza formamos el polinomio cuadrético
con coeficientes en k,

& — Tr(v)z + N(v),

por la propiedad anterior, tenemos que el polinomio tiene a lo m4s dos rafces,
Si el discriminante (Tr(v))> — 4N(v), no es un cuadrado entonces el polinomio
tiene dos rafces en K, sean ellas

w,w €K,
donde las rafces son conjugadas:

Flw) = w'.
Asf tenemos,

N() =N(w,F(w)) vy Tr()=Tr(w, F(w));
por las propiedades anteriores,
v=(w,F(w)) o v=(F(w),w),

con lo cual,

v € K.
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Si el discriminante (Tr(v))*—4 N(v), es un cuadrsdo no nulo entonces el polinomio
tiene dos rafces en k; sean ellas

T,8 € k.
Entonces (r,s) y (s,7), son las rafces del polinomio en k x k. Por consiguiente,
N(v) =N(r,s) y Tr(v)=Tr(s,r);
por la propiedad anterior,
v={(rs o v=(sr),
con lo cual,
vekxk
W]

Definicidén 1 Sez A un dlgebra cuadrdtica sobre k denotamos por A* al grupo mul-
tiplicativo de los elementos invertibles del dlgebru.

Proposicién 5 Sea 4 un dlgebra cuadrdtica sobre k y v € A%, entonces se cumple:

1. (v— F(v))? es un cuadrado no nulo en k* si y sélo siv € (k x k) — k.

2. (v — F(v))? no es un cuadrado en k* si y sdlo siv € K — k.

Demostracién: Sea v € A entonces,

(v~ F@))? = (Tx(v))* - AN(v) € k,
es el discriminante del polinomio cuadratico,
z? — Tr(v)z 4 N(v),
que tiene raices dependiendo de su discriminante, segun la proposicién anterior. [
Corolario 6 Sean t € k*,r € k, entonces

1. r? — 4t es un cuadrado no nulo en k si y sélo si existe a € (k x k)* — k* tal
que N(a) = ¢, Tr(a) = r.

2. 72 — 4t no es tn cuadrado en k si y s6lo si existe a € K* — k* tal que N(a) =
t,Tr(a) =r.
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Proposicién 7 Sea A un dlgebra cuadrética y U, (A) el circulo unitario en A, en-
tonces la sucesion

es eracta.
Demostracién: Tenemos que 7 es un monomorfismo ¥ por definicién
ker N = i(U;(A)).

Ademas la norma N es epimorfismo, ya que

Para A =k x k, es inmediato, basta observar N(t, 1) = ¢.

S5i A = K, tenemos que N(w) = w7+, luego tenemos el polinomio we+! = 1, el
cual tiene a lo més g + 1 rafces, y como la norma es un morfismo tenemos

14
5] <A < g+ 1
Asf,
[U1(A)] = q-+1
con lo cual Ja Norma es un epimorfismo, con ello hemso demostrado que la sucesiéin
es exacta para las dos dlgebras cuadraticas sobre k. 0

Corolario 8 Sea A un dlgebra cuadrdtica sobre k vy a,b € A%, entonces
N{a) = N(b} si y solo si existe un elemento unitario u € A tal que a = bu.

Definicién 2 Sean A una k-dlgebra cuadritica. Se define la proyeccion unitaria
U: A - U(A4)

W — ;5'(”?) ;
Proposicién 9 Sea A un dlgebra cuadritica y U; (A) el circulo unitario en A, en-
tonces la sucesion
1+—~U1(A)<;-A"<—i—k"<—1
es exacla.
Demostracién: Claramente ¢ es un monomorfismo, ademss
w € ker (U} siy sélo si w= F(w) si y s6lo si w € k*.
Por lo tanto,
ker ) = k* = Imi,
con lo cual i es epimorfismo, ya que
A%
%]

m @)| = 77 = |Ui(4)] -
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Corolario 10 Sean A un dlgebra cuadrdtica sobre K yv,w e A* tales que,
Tr(U(v)) = TrUd(w))
entonces
v=tw V v=tF(w)cntck.
Demostracién: Como los elementos U(v) y U (w) tienen igual norma entonces,
Uv) =U(w) o Uv)=U(F(w)),
por la proposicién anterior tenemos la demostracién. |

Proposicién 11 Sea A un dlgebra cuadrdtica sobre k Y « un cardcter de A*, tal
que

Ay = 1
entonces existe 7y cardcter de kX, tal que
¥ —= 'r o] NA

Demostracién: Sea A un slgebra cuadrética sobre & ¥ « un cardcter de A%, tal
que

Ay =1
como tenemos la sucesién exacta:
1

al
C

entonces, existe -y cardcter de k%, tal que

QZTONA
es decir,
1 — Uy(d) = A< B o
al v Ty
C
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Corolario 12 Sea A un dlgebra cuadrética sobre k ¥ a un cardcter de A*, entonces
se cumple:
La restriccion de oo a U(A) es 1 si y sdlo sia=a o F = oF,

Demostracién: Sea A un 4lgebra cuadratica sobre & Y « un cardcter de A%, en-
tonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

ofu) =1, YueUi(4).
a(li(a)) =1, Vae A,

a(m) = 1, Vﬂ. c AX_
a(a) = a(F(a)), Vae A*.
a=aokF.

1.2 Representaciones geométricas.

Sea G un grupo y X un conjunto no vacio. Se dice que X es un G-conjunto,
o que G actia en X , siy solo si hay una funcién denotada por-de G x X en

X, es decir,
i GExX — X
(g,z)r— g2
tal que,
(VzeX)(e-z=u).
(Vz € X) (Va,h € G) (g~ (h-2) = (gh) - 2).
Sea X un conjunto, se define el C-espacio vectorial
L*(X)={f:X — C: f funcién h
con el producto interno,
{(f,9) =) f(@)g(@).
zeX
Asi L*(X) es un C-espacio vectorial con producto interno definido positivo. También
L*(X) es G-espacio vectorial, dado por la accién
p: G — Autg (LX(X)), plg) = p, € Autg (L*(X))
Py LX) = LX), (pf) ()= f(g7' )

Definicién 3 Sea X un G-conjunto. Con las notaciones anteriores, decimos que
(L*(X),p) es la representacion natural de G asociada al G-conjunto X.
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*"-_——'-——-._.

1.2.1 El dlgebra conmutante.

Dada una representacién (W, 7) de G, se define el dlgebra conmutante Ende(W,7),
como la sub-dlgebra de End(W) formada por los endomorfismos ¢ de W tales
que

gop=dor, Vgeq@

Para determinar una base del 4lgebra Endg(L*(X), p), necesitamos definir los
niicleos G-invariantes:

Sea X un G-conjunto, entonces G actiia en X X X en forma natural por compo-
nentes, es decir,

XX xX —XxX
(9 (@,9)) — (g-z,9-9) °
Usando la descomposicién en G-érbitas de X x X, dada por:
X X X = U 0;,
para cada ¢ € I, podemos definir €l respectivo micleo K; invariante por GG, como
sigue:

1 (.'B, y) € 0;
Ki(xay) = {
0 (35, y) ¢ O‘i

A cada una de las G-6rbitas se le asocia entonces el operador ¢y, € Enda(L*(X), p)
definido por:

(¢Kif) (3-') = Z Ki(ms !])f(?})

yeX

Esto define un isomorfismo de C-algebras del slgebra N (X,G) de los niicleos
G-invariantes al dlgebra End(L?(X), p) :

¢: NX,G) — Endg(Lz(X),p)
K — oK

con

(bxf) () = Y K(z,9)F ().

yeX

Ademss la muliplicacién del 4lgebra de micleos N(X, G) estd dada por:

(R*S)(z,y) =Y R(z,2)S(2,y)

zeX
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Definicién 4 Sea T una aplicacidn
T: X — X;
se dice T' es una involucion si y solo si T? = 1d.
Definicién 5 Sea T' una aplicacion
T:X — X;
entonces se define
T*: N(X,G) — N(X,G) T: I¥{X) — LX)
K — Ko(T'xT)" f —+  foT
Proposicién 13 Sea T una involucion; entonces T* es una involucion lineal.

Proposicién 14 Sex T' una aplicacidn biyectiva; entonces T* es un automorfismo
de dlgebras.

Demostracién: Sean R, S € N(X,G),q,b €k,
T*(aR+b5)=(aR+bS)o (T x T)
= [aRo (T x T)] 4 [bS o (T x T)]
=a[Ro (T xT)]+b[So(T xT)]
= aT" (R) + bT" (5) .

con lo cual T* es lineal.
Veamos ahora la multiplicacién del dlgebra

I"(R+5)=(R+S)o(T'xT).
Evaluando en (z,y) € X x X tenemos
(R+58)(Tz,Ty) = R(Tx,z)S(z,Ty)

zEX

= > R(Tz,TZ)S(T7,Ty)

Tz'e X

=T (B) (& 2)T" (5) (7,9)
z’eX

=T B)+T*(9)) (=,y)
con lo cual,

T*(R*5) =T*(R)*T*(S).

Observacién: Dadas las aplicaciones T, S de X en X , entonces
(ToS)Y =80T

"
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Proposicién 15 Sea T una aplicacidn biyectiva, entonces

$rogy =T oo T

Demostracién: Sean K € N(X,G), f € L*(X),z € X ; tenemos
(br-gorf) (2) = > T*(K)(=,y) £ (v)

yeX

=Y K(T'z,Ty)f(y)

yeX

= K(Tz,2)f(T'2)

zeX

ZK(T&:, 2) (foT™)(2)

= (¢« (T (1)) ()
= (TodxoT) (5) (2)

It

g

Proposicién 16 Si T es una involucién en X, entonces T* es un automorfismo
involutivo del dlgebra N(X,G).

Observacién: Note que el inverso de T es (T™1)".

Definicién 6 Sea T' una involucidn en X; se dice que el dlgebra N(X,G) es T-
stmétrica si y sdlo si

R(z,y) = RTG),T@),  (Y@y) € X x X) (VR € N(X,G)).
Se dice “simétrica” en lugar de 1d-simétrica.
Proposicién 17 La aplicacién J,

J: NX,G) — N(X,6)
K —  J(K) -

donde J(K){(z,y) = K(y,x), es un anti-automorfismo del dlgebra N(X, G).
Demostracién: Sean R, S € N(X,G),q,b € k,entonces

J (aR +bS) (z,y) = (aR+bS) (y, z)
= (aR) (1,2) + (5) (3, 2)
=a[J (R)(z,y)] +b[J (S) (z,7)]
= aJ (R) (z,y) + bJ (S) (z,y)
= [aJ (R) + bJ (S)] (z, )

“r
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con lo cual J es lineal.
Veamos ahora la multiplicacién:

J(R+8) = J(S)* J(R).
Evaluando en (z,y) € X x X , tenemos

(J(B*8))(z,y) = (R*S) (y,z)
= R(y,2)S(z,z)

zeX

= J(B) () I (S)(z, 2)

zeX

=Y J(8)(z, 2)I(R)(2,¥)

zeX
= (J(5) * J(R)) (z,3).
Veamos que J es una involucién.
J(J (B)) (=,9) = J (R) (y,7) = R(=,y),
asf, J es un anti-automorfismo del dlgebra N(X, G). 0

Proposicién 18 (Lema de Gel’fand) Si L, 5 : A — A son tales que L es au-
tomorfismo de dlgebras y S es un anti-automorfismo de dlgebras, entonces A es
conmutativa. a

Proposicién 19 Si el digebra N(X, G) es T-simétrica, entonces es conmutativa.

Demostracién: En efecto, T-simétrica significa que 7* = J, con J de la proposicion
17 U

1.3 Espacios cuddraticos de dimensién par.

Sea k un cuerpo finito con ¢ elementos, K la tinica extensién cuadrdtica de k y (E, Q)
un espacio cuadrético no degenerado de dimension par sobre k, es decir,

E=k" Q)= 2:1:25“13:2‘; con el signo de la forma cuadrética g = 1, o bien
t=1

n—1

E=E"%2x K, Q)= ngt_lzm + N(2); con ¢} signo de la forma cuadrética g =
=1

ademsds, B designa la forma bilineal asociada a @, definida por:
B(z,y) = Qz+y) - Q=) - Qy)
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Sea G el grupo de similitudes del espacio cuadrético (E, Q)
G={geAu(E) : (Amek)(Vz€E) Qyz)=m,Q(z)}

GG actia en forma natural sobre F; con ello tenemos la representaci6n natural
(L*(E), p) asociada a esta accion,

p: G — Endg (L*(E)), p(9) = py € Endg (L*(E))
py : LHE) — LAE), (pf)(2)=F (97" =)

Con el propésito de descomponer la representacién natural (L?(E), p), notemos

primeramente que la accién de G sobre E no es transitiva, ya que tiene tres
6rbitas:

- Aquella que contiene al vector nulo.
- Aquella que contiene los vectores isétropos, que denotamos por Ey.

- Aquella que contiene a los vectores anis6tropos, que denotamos por E.

Asf obtenemos que,
E={0}UEUE,,
lo que permite descomponer la representacién:
L(B) =~ L*({0}) ® L*(Eo) & L*(E:)

Para avanzar en la descomposicién, nos apoyamos en el teorema de Witt, el
que nos dice que dados dos pares de vectores linealmente independientes, existe un
elemento de G que envfa un par en el otro si y sélo si ambos pares tienen la misma
Q—configuracién. Es decir, dados los vectores z,y, z,w € E, tales que {z, v}, {z,w}
son linealmente independientes, entonces:

Existe g € G tal que g - (z,y) = (2,w) si y s6lo si existe ¢ € &, tal que
(Q(z), B(z,w), Q(w)) = (¢Q(z),tB(=,7),tQ(y))

o bien, mds brevemente
(,9) ¥ (2,w) <= (Q(2), B(z,w), Qw)) = (Q(z), B(z,), Q(y)) mod k™

es decir, las G-0rbitas de pares de vectores linealmente independientes en E x E,
estdn parametrizadas por las ternas en £? modulo £* o Q-configuraciones.

t
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1.3.1 Clasificacién de las dobles G-drbitas.

Como tenemos en la primera parte una descomposicién en 6rbitas, sélo nos concen-
traremos en clasificar ()-configuraciones sobre Ey x Ey y Ey X Ej.

:
Las G-érbitas en Ey x Ey.

En el conjunto Ey (vectores is6tropos), subconjunto de E, tenemos las G-6rbitas for-
madas por los pares de vectores linealmente independientes, que estdn parametrizada
por las ternas en k* modulo &%, dadas por

(0,0,0),(0,1,0)

y las otras G-drbitas, formadas por pares de vectores proporcionales, o vectores
linealmente dependientes.

Proposicién 20 Las G-drbitas en Fg x Ey son:
Las drbitas proporcionales:

O, ={(z,tz) : =z €Ey}, tek™

La ¢rbila ortogonal:

Oo={(z,y) : {z,y} lincalmente independientes y B(z,y) = 0}.

La ¢rbita complementaria:
O:={(z,y) : {z,y} linealmente independientes y B(z,y) # 0}.
Es decir,

By x Ey = (Utek"‘ Ot) U 50 U 51

Observacién: Si dimensién de E es 2, entonces la G-6rbita Op no existe.

Proposicién 21 Si lo dimensidn de E es 2, entonces tenemos que el mimero de
entrelazamiento de L*(Ep) es:

(g—1)+1=gq

Si le dimensién de E es mayor o igual a /, entonces tenemos que el mimero de
entrelazamiento de L2(Ep) es:

(g—1)+2=¢q+1

"y

“r
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Demostracién: Sila dimensién de F es 2, entonces no existen elementos z, y tales
que {z,y} sean linealmente independientes y

(Q(:L‘),B(:B, y):Q(y)) = (0: 0,0),
ya que en Ey vale,
B(‘D,’U)) = Q(U + w)'

Por ende si {z,y} es un tal par de vectores ortogonales, entonces el plano que en-
gendran es totalmente isétropo

B(Az, py) = Q(Az +py) =0

y como la dimensién es menor que 4, entonces la forma cuadrética es degenerada.
Es decir, en este caso el mimero de entrelazamiento es igual a ¢. [

Las G-6rbitas en E; x E;.

En el copjunto E; (vectores anisétropos), subconjunto de E, tenemos que las G-
érbitas formadas por los pares de vectores linealmente independientes, estén

parametrizadas por las ternas en £* modulo k%, que est&n dadas por:

L
(a,b,¢) = (1,ba7 1, ca™d); cona,ce k*,bek

y las otras G-6rbitas, formadas por los pares de vectores proporcionales, o vectores
linealmente dependientes.

Proposicién 22 Sea E un espacio de dimensién mayor igual 4, entonces las G-
drbitas en Ey x Ey son:

Las oérbitas proporcionales:
O = {(z,tz) : ze€k}, tek™
Las drbitas linealmente independientes O,ap) definidas por:

B(z,y) Q) _

{(z,¥) : {z,y} linealmente independientes, @) a, Q) = b}.

Ast

'y

Ey x E; = (téﬁxon) U (aek,télekxo(l’“'b)) .

“;
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Observacién: El caso en que E tiene dimensién 2, serd analizado con mds detalles
en la seccién 4.1.

Proposicién 23 Si la dimension de E es mayor o igual a 4, entonces tenemos que
el nimero de enirelazamiento de L*(E,) es:

gfg—1)+(g-1)=q¢ -1

Observacién: Notemos que para cada G-configuracién (1,a,b) existe z inversible
perteneciente a una de las dlgebras cuadraticas A tal que:

tr(z)=b, N(z)=ugq
es decir, existe z € A tal que
(1,tr(z), N(2)) = (1, a,b).
Cada Q-configuracién tiene dos pre-imédgenes, es decir, la aplicacién

T: (kxk)UK* — {1} xkx k"
z —  (L,tr(2), N(2))

es epiyectiva, con fibra de cardinal constante igual a 2

1.4 Las dlgebras conmutantes.
Veremos que cada una de nuestras dlgebras conmutantes es conmutativa.

Recordemos el isomorfismo de dlgebras

¢: N(E,G) — A= Endg(L*(E),p)
K — DK ’

Por intermedio de él, tenemos asociado a cada micleo G-invariante proveniente
de las érbitas O, formadas por los pares de vectores proporcionales,

_f1 (z,9) € O
Ki(z,y) = { 0 (=, g) €0,

el correspondiente operador de entrelazamiento
ok (F) (@) = (i) = (b f) (2)

Luego, tenemos que la subdlgebra A = {hy : ¢ ¢ k*} de A; es conmutativa y
por ende el dlgebra de micleos asociada a esta dlgebra A de operadores.

-
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1.4.1 Endg(L*(Ey)) es conmutativa.

Para cada una de las G-6rbitas, tenemos el correspondiente niicleo asociado, definido
por:

—

— (may)eot X
K,-,(:z:,y)—{ 0 (m,y)eot , tek™,

_ (113,‘y) € 5i
Lt(:c,y) = { 0 (_'B, y) c 55 3 te {0, 1}.

Observacién: Algunas propiedades de las érbitas linealmente independientes: son
simétricas y respetan rectas. En efecto,

pd

(z,y) € Og <= B(z,y) = 0 == B(y,z) = 0 <> (y,z) € Op.
Ademsds, si t € k%, (z,y) € Oo
(tz,9) € Co, A (z,ty) € 0o, A (tz,ty) € Op.
Anslogamente
(z,y) € O1 <= B(z,y) # 0 <= B(y,z) # 0 <> (y,3) € O
Ademés si ¢ € k%, (z,y) € O;
(tz,y) €01, A (z,ty) €01, A (tz,ty) €Oy
Proposicién 24 El dlgebra Endc(L?(Ey)) es conmutativa.

Demostracién: La demostracién la realizaremos en el dlgebra de micleos N(Ey, G).
Primer caso: Las dérbitas linealmente independientes.
Como {Lg, L1, K;, t € k*} es una base del élgebra, entonces tenemos que

LD * Ll = Z: Cth -+ doLO + dlLI;

tek™

pero evaluando en (z,tz), tenemos

(Z Ky +dLoy + d1L1) (z,tz) = (Lo % Ly) (z, )

tek>

cp = Z Lo(z, 2) L1 (2, tx)

z2€Ey
=0
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ya que deberfa existir z € Ej tal que Bz, 2) =0 A B(z,z) # 0, lo que es una
contradiccidn, por lo tanto,

Lg * L1 = daLo + d1L1

Notemos que, por la observacién anterior, los respectivos niicleos Lg, Ly son simétri-
cos, luego conmutan, ya que

(Lo * L1) (z,y) = (Lo * L) (y,2)
=Y Lo(y,2)La(2,2)

zeFp

= Z Lo(z,y) L1(z, 2)

ze ko

= Z Ll(:b', z)Lo(Z, y)
zekly

= (Ll * LD) (m? y) *

Segundo caso: Producto mixto,

(Kf. * Ls) (3:1 y) = Z Kt(ms Z)Ls(za y)
zERp
= Ly(tz, )
= Ls(-":, thly)
= Z: Ls(m: z)Kt(‘z') y)
z€Fy
= (L, * Kf-) (xs ) -

Recordemos que los nicleos provenientes de las érbitas formnadas por vectores
proporcionales forman una subdlgebra conmutativa (seccién 1.4).

Asf hemos demostrado que el digebra Ende(L?(E))) es conmutativa. O
Observacién: Notemos que la demostracidn anterior permite definir un automor-
fismo de 4lgebras dado por:

T: N(Eo,,G) — N(E,G)
Kg — Kt-—l
L(} — Lg
L, — Ly

de modo que la conmutatividad del dlgebra Endg(L%(E))) resulta también de la 18,

1.4.2 Endg(L*(E)) es conmutativa.

Para poder demostrar la conmutatividad del dlgebra, primero definiremos una fun-
cién involutiva que preserva las G-6rbitas en £, x E;.

i3
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Sobre el conjunto de los vectores anis6tropos definimos la aplicacién
T: El — E]
T
T _t —_—
Q(z)
Algunas propiedades inmediatas de esta funcién son:
Lema 25 Seant € k*,z € E;. Entonces
T(tz) = t717(=z)
QT(z)) = Qz)!

O
Con este lema, podemos demostrax:
Proposicién 26 T es una involucidn (T2 = 1d)
Demostracién: Sea z € Ej; entonces
T(Te) =T () QTE)™
=0 9@
=&
Asf, T es una involucién. ]

Proposicién 27 Sean z,y € Ey; entonces (z,y), (T'(y), T(z)) pertenecen a la misma
drbita en E; x By, es decir,

(z,y) ~ (T(y), T(z))

Demostracion: Sean z,y € E}; supongamos que estos vectores son proporcionales,
es decir, y = {z. Enfonces

(T(t), T()) ~ (¢ T (=), T(2)) ~ (2, tz)

En el caso contrario, el conjunto {z, y} es linealmente independiente, luego {T'(z), T'(y)}
es linealmente independiente, ya que T es biyectiva.
Veamos cual es la Q-configuracién asociada a (T'(y), T'(z))

(Q(T(), B(T (), T(2)), QT(=)) = (Q)™, (Q)Q(=)) " By, z),Q(=)™")
= (Q(z), B(y,2), Q(y)) -

Asf, tenemos que (z,y), ¥y (T'(y), T(z)) pertenccen a la misma 6rbita en £y x E;.0
Proposicién 28 El dlgebra Endg(L*(E;)) es conmutativa

Demostracién: Debido al resultado que el dlgebra de micleos es T-simétrica y a la
proposicién 19, obtenemos cue el dlgebra EndG(Lz‘(El)‘) es conmutativa. O

"




Capitulo 2

Anadalisis armonico sobre la 6rbita
isétropa

Para iniciar la descomposicion de la representacién L?(Ep), recordamos que el mimero
de entrelazamiento depende de la dimensién del espacio ¥ y estd dado por:

dim End(L*(Eo)) = q+1 — 6, (im E),
si Eo % ¢

2.1 Descomposicién basica.

En la seccién 1.4 tenemos la correspondencia entre los nticleos asociados a las érbitas
proporcionales (O, y los operadores de entrelazamiento h;, definidos por:

hef(z) = f(tz), con fe L*(By);

estos operadores son simultdneamente diagonalizables, con los siguientes subespacios
Propios

Vo= {f € L*(Ey) | f(tz) = o(t)f(2), VEE€R*}, ae(B),
que nos permiten descomponer el espacio:

L2(Eg) o~ & Va
ac(k*)n

Ademsds, V; es reducible y se descompone como suma directa de

Vir={feVi|f=ce} vy Vi={feW]) f=0}
es decir,
w=v‘ey

con lo cual tenemos la siguiente propiedad.

24
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Proposicién 29 Sea (E,Q) espacio cuadrdtico con Ey # ¢; entonces el espacio
L%(Ey) se descompone del siguiente modo:

L*(Eg) =~ ( ® Va) VooV

a€(k*) {1}

2.2 FEl caso de dim E = 2.

Recordemos que en este caso el nimero de entrelazamiento es ¢, y en la proposicién
anterior tenemos descompuesta la representacion natural en g sumandos. Luego,
tenemos la siguiente

Proposicién 30 Sea (E, Q) espacio cuadrdtico de dimension 2 con Eg # ¢; entonces
el espacio L*(Ey) se descompone en las siguientes subrepresentaciones irreducibles

L¥(Ey) = V.)e Vi ovt
(£5) (aeckf)]a—{l} “) ®heh

Ahora bien, si el espacio E tiene dimension 2, entonces a menos de isomorfismo,
tenemos sélo dos casos posibles:

1. 8i E = K, la tnica extensién cuadrdtica de &, y Q(z) = N(z), Vz € K,
entonces tenemos.

L2 (Ep) = {0}.
ya que Eq = ¢.

2. SiE =kxk yQ(z) = zz9, para z € kxk, entonces tenemos que la dimensién
de L*(Ep) es 2q -1y
dimV, =2, si a#1, dmVE=1

Asi, la descomposicién en irreducibles es:

L¥(Bp) ~ ( V.,) eVi oV

ae(k™)r—{1}

2.3 El caso dim E > 4.

Sea (E'™,Q) un espacio cuadratico no degenerado con dim E®™ = 2n. En este
caso tenemos que el nimero de entrelazamiento de L2(E((,“)) es (g-+1), ya que las

()—configuraciones pueden tomar el valor que faltaba en el caso anterior, es decir
(0,0,0).

e
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Para descomponer, calculemos primero la dimensién de L2(E™), es decir, el
cardinal de Eé"), que denotamos por 7y, el cual obtendremos por recurrencia.
Consideremos la forma cuadrética reescrita del siguiente modo

Q(.'E) = Q] (-'5’) + Ton_1%on,
y busquemos sus rafces:
Q' (@) + Ta122, =0

Sea s € k, tal que

Q’(-’E') =8= —Ian—1T2n

entonces:
Si s = 0, obtenemos (2g — 1) (1 4 rn—1) — 1 soluciones no nulas,
Si s # 0, obtenemos (g** 2 — 1 —r,_) (g — 1) soluciones.
Con lo cual tenemos que ¢l mimero de soluciones es:

Te=2¢— D) (1 +rpq)—1+ (q2““2 S 'r,,_‘l) (g—1)
Tn=gra1+q" 2(g—1)+q—1

es decir,

o= (" +2@)(¢" —£q).
Observacién: El cardinal de {z € E®™ | Q(z) = a 5 0} es ignal a ¢ }(g" - &g).

Recordemos que en la seccién 2.1, tenemos la siguiente descomposicion:

L? (Eg) ~ § V,

ag(kx)t

Es claro que podemos identificar V3 con L2(£™), donde £™ es el conjunto de las
rectas is6tropas, de lo cual tenemos que el mimero de entrelazamiento es 3 para esta
representacion, ya que todas las G-drbitas proporcionales se reducen a la trivial sobre
L") x L™y tenemos ademsds las dos posibles Q-configuraciones, que se mantienen.

Notemos que la dimensi6n 4, de L2(£™) ests dada por:

L= (0" +eo)g” — )
= i
g—1

-
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2.3.1 Descomposicién de L?(L£L™).

Para obtener la descomposicién del espacio L2(£0), necesitamos definir los oper-
adores de entrelazamiento que provienen de las ternas (0,0, 0), (0,1,0) ademds de la
trivial, es decir,

Definicién 7 Sea f € L*(L™), entonces tenemos los operadores:

(N (Y= > F()

B(1,I"=0
(35

(MO = > 7O
.B(i;lé’l)';éo

Id fy (1) = (1)
Ademds, a partir de ellos definimos los operadores
No=No+1Id
Ni= N +1d
S=Ng+ N +1d

Obtendremos la descomposicion vfa los espacios propios asociado al operador Ng.
Para ello veamos primero algunas propiedades de estos operadores.

Proposicién 31 Con los operadores anteriores, tenemos

W()S = (vn -+ 1) S
Ngs = ’UHS

donde v, es el nimero de sumandos de Ny, que vale gl,,_;.

Demostracién: Sea f € L?(L™),entonces

(Mo(S W= > ©SHE)

L
B(LI )=t

= DA

lI lﬂ'
B(Li")=0

= Up Z f(l”)

Hid

O
Ademéds podemos calcular fécilmente el polinomio minimal de N, gracias al hecho
que el entrelazamiento es 3.
Un primer resultado en esta direccién es:

-
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Proposicién 32 Con las notaciones actuales tenemos:
NG = (@*laa+9— 1= lo_1)No + 1S + (vn — ln-1) 1d (2.1)

Demostracién: Sea f € L2(£M),

No(Nof) (D= D (NHH)
B(,1")=0
| £24
= >, > F"
B(l,lt:):-o B({I",I'y=0
l’#l’ 1”#"

=D, >, f"
IH’ r
B(LI)=0
B(I" 1)=0
l ?él’,l";él’
reagrupando de acuerdo a los distintos operadores, obtenemos

No(Nof) ()= ) Z Y+ > E {GOR ()

H’ ”

Iy
B(, l")w-O B(l, z') =0 B(, z”);&o B(, t') 0 B(l,i")=0
L B\ 1)=0 B(",1N=0 3
LAV 1A AL A

(No (Nof)) (1) = (@Plamz + = 1) (Nof) (§) + b1 (N1F) (1) + v f (D)

Asf tenemos

Ng = (q‘zln_z tqg—-1- ln-—l) No+ 115+ (’Un - ln,—l) Id

Proposicién 33 Fl pelinomio minimal de Ny es:

P(X)=X*~ (qzln—2+(4"1)l -1 +q—1)X2-|-
~ (g~ D1 — gl (Plaa + 9 — 1= 1)) X + qln1 (@ — 1) Lt

Demostracién:Para deferminar el polinomio ctibico, multiplicamos por N, la igual-
dad 2.1

N3 = ( 2ln—2 +q—1- ln—1 ) Ng + L1 NS + ('Un. - ln-—l) No
N'; (q lna+ g—-1-— ln-—l) NZ +lpo1vaS + ('Un - ln-—l) No
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En esta ecuacién reemplazamos I,_,S, proveniente del despeje en la igualdad 2.1

Ng = vn [Ng ~ (¢ln2+q— 1= Ino1) No — (v ~ lne1) Id] +
+ (P2 +g—1—loos) N + (vn ~ lna) No

Ng = (vn —lae1 = Va (Plnz + g — 1~ 1)) Np +
+ (qgln-—Z +q—1—ln1+u,) NG —vn (v — lpg) Id

o bien
NG = ((g= 1) lacs ~ qlpy (Plaz+g—1-— ln_1)) No
+(@Plaz+ (g- Dl +q— 1) NG — gloa (g — 1} 1nz1d
Con lo cual el polinomio anulador de Np es:
PX)=X* = (¢ln2+(g— Dln1 +g— 1) X2+
~(g-Dlat —gla1 (Pla2+ta=1—11)) X+ glnea (g — 1) Iny
[ Podemos factorizar el polinomio P{X) como sigue:
P(X)= (X ~ gla1) (X* = (¢Pln2 — o1+ g = 1) X — (g~ 1) lpe1).

Substituyendo los valores de l,—; y {,—2 en el coeficiente de X, obtenemos

n—3 n—2 n—2 n—1
+TE& -~ E - -
@lug — 1 _1+q-1=q2(q a)lg Q) _ £q)g EQ)+q_1
g—1 g—1
1

= =7 (ead™ (g - 1" —2(g-1))

= (egq™ ' ~ gqq" % - 2)

En el factor de segundo grado, remplazamos el coeficiente lineal; con esto procedemos
a la factorizacién

X2 (P2 — b1+ ¢ — 1) X — (" * +eg)(g™ ! —eg) =
— XZ _ (EQqn—l _ sqqn—2 - 2) X — (qn—2 "i"EQ)(qn_.l _ EQ)
={X — (e@q" ™ = 1)) (X + (g™ % + 1))

Asi obtenemos
PX) = (X ~gloa) (X ~(eqq™ = 1)) (X + (eaa™* + 1))
Proposicién 34 Los valores propios de Ny son:

A=gly1, p=eer* -1, v= —eqq" 2 -1

"
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Proposicién 35 Los idempotentes primitivos (o proyectores mdescompombles) del
dlgebra Endg(L2(L£™)) son

_ (g-1)° .
b= 0ol =2 (o = 110) (Mo = 1)
_ —&gfg—1 B .
By = o ey Mo = M) (Mo — v1d)
Py = eglg—1) (No — A1d) (Ng — p1d)

(g" 2 +eq)(g" —eq)g™2(g+1)

Usando 2.1 podemos sustituir N7 en los operadores; obtenemos asf

(Np — ald) (Np — bId)

— N2 — (a+b) No +abld .

= (eqq" ! —egq" 2 —2) Ng+ [i-1S + (@ — 1)ln—1Id ~ (a + b) Ny + abId
=ln 15+ (eqq™ " —e@d" > — 2 — (a+ b)) No+ [(g — 1)1 + ab] Id

Calculando en cada uno de los proyectores tenemos:

g—1

P = S
L@ eq) (¢ —<q)
n—2
“qu —1 1 n—2
Py= N I
"= T v g r D) g ag ) pet (@ rea) 1
£qd "'_ —1 1 n—~1
Py = s —eq N —eq)1d
P - Q) g +1) +q“"2(q—[—1)[ e+ (4" — eq) 1d]

Recuerde que la dimension de L2(£™) es (""_14“2?_)]("""5‘?)

Proposicién 36 La dimension de los espacios propios es respectivamente igual a:

n—2 no_ 2f2n—2 _
dm(i) =1,  dim(V,) =21 +q§Q_) 5“ @) dim(v,) = E‘%ﬁ'}l

Demostracién:Para determinar las dimensiones de los espacios propios, calculare-
mos la traza de los correspondientes proyectores.

“t
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Traza del operador P, :
Te(P) =Y Pi(&) (1)
1

= o~ 2250

(q"“+€ce) (q ~£q)

= (qn—l_]-gq q —EQ ZZ 61 l’

- (q""'1+€ca) (q _EQ)Z

=1
Calculemos la traza del operador P,
n—2
—&Qq -1 1 9
Tr(P) = Tr (S) + —7—— leo Tr (Vo) + (¢"* + ¢) Tx (Id
B = T ege g e O g e T+ (€ eq) T )
n—2
—goq" ‘-1 1 o
= Tr (S) + —7——== (""" +eq) Tx (Id
@+ e 2g+ 1) Ot FEgE ) (4 o) Tr (id)
~eq P —1 | (@ +eq)] (¢ 1+Eca)(qr —£g)
T @ T F )@+ ) | g+ 1) -1
_ 2(¢"* +eq) (¢" — =)
(@+1)(g-1)

Notemos que la traza de Ny es cero, ya que la suma se realiza sobre elementos
diferentes, es decir

Te (No) = ) (Nofi) (1)
=y Y a()=o0

l’
B(LI)=0
LAl

Calculemos la traza del operador P

€ n—-1 _
TR = e+ ﬁ (e Tt (M) + (¢ — ) Tr (1]
coq™! — 1 g
Tr (S) + Tr (Id)

 (¢" —£q)a™%(g +1) " 2(g+ 1)
_ @ —eg [ q" ] (¢! +8q) (¢" —eq)

g+ 1) [q" —eq g-1 -
_ q ( 2n—2 1)
I
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O
Las ecuaciones funcionales que definen a los subespacios propios estdn dadas por:

ImP1={fEL2(Eg) : f=cte.}={f€L2(Eo) : Sf=0}.
Im P2 == {f = LZ(EQ) : Nof = (qu"_l — 1) f} .
ImPy={fel’(B) : Nof=-(eqq"*+1)f}.

Teorema 1 La representacion natural L*(E,) de G, asociada a los vectores isétro-
pos, se descompone en subrepresentaciones irreducibles como sigue:

LZ(EU)E D V;,ﬁImPlGBIIan@IInPgEB ( D Va)

ag (k)" a€(k*)"~{1}
donde
dim (V) = & +:‘_?_)(1qn ~fa) vy e ()" = {1}
dim (Im P;) = 1,
dim (1m ;) = L4 +Q§Q_) i“'" —5q)
dim (Tm Py) = L= 1)

-1
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Capitulo 3

Deformacién de Grafos

En este capftulo, nos interesamos en un problema del cual tenemos varios ejemplos,
a saber el problema de la deformaci6én de grafos:

Dado un grafo T, se trata de encontrar una familia de grafos Ty, dependiente
de un pardmetro ¢, de modo que al tomar I’y para g = 1, se recupere el grafo I,
dado inicialmente. Por analogfa con las deformaciones cudnticas de un sistema fisico
cldsico, se suele decir que tomar g = 1, es pasar al Ifmite cldsico: g — 1.

3.1 El grafo asociado al grupo lineal.

Sea G = GLy(k) el grupo de las transformaciones lineales de k™ y £ el conjunto
de las rectas vectoriales en k™.

En este conjunto £, tenemos que el grupo lineal G actiia de manera doblemente
transitiva, es decir, la accién

GL, X Ly o) L£0) e )
(9, (1,1)) — (g-Lg-1)

tiene solamente dos érbitas (la diagonal y su complemento en £ x £
Con la 6rbita no trivial, obtenemos el operador de promedio

Niw)=2= 3 s@)

yeﬁ(“)
z#y

el cual tiene como valores propios a:
a=0, f=1

Usando los subespacios propios, tenemos que la representacién natural L2 (),
se descompone en dos representaciones irreducibles.

() =V o 1.

33
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a saber,
V1 = {funciones constantes}, V, = {funciones de suma nula},

cuyas dimensiones son:

n--l__l

dm(Vi) =1, dim(Ve) = ¢*_—

Al G-conjunto £ le asociamos el grafo completo I'} con conjunto de vértices £,
Entonces en I'; todos los pares de vértices distintos son adyacentes.
Asf obtenemos que el mimero de vértices de I'7 es:

g —-1
g—1

]L',(")] =

y su valencia es qgnq;_li":l. La distancia geodésica en este grafo tiene 2 posibles valores:
0y 1

3.1.1 Paso al limite cldsico ¢ — 1.

En el grafo anterior, si el nimero de vértices I, de I’y lo consideremos como una
funcién de la variable g, entonces tenemos que el nimero de vértices es:

g -1
l ==
() q—1"

andlogamente la valencia del grafo, (ntimero de vertices a distancia 1 de un vértice
dado) es:

¥y su didmetro
D{q) =1.

puesto que la imagen de la distancia geodésica d es:

Imd = {0,1}

Para cada una de las funciones anteriores, podemos calcular el lfmite cuando q
tiende a 1, que en este caso corresponde simplemente a evaluar en q = 1. Tenemos
asf:

T

-1
lim & =n,
—~1g—1

“*r
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andlogamente para la valencia,

n—1 __
—1  g-—1

y también para el didmetro

liml=1
g1

Con estos valores podemos construir un grafo regular I'} con n vértices, con
valencia n — 1, cuya distancia geodesica s6lo toma 2 valores ¥ cuyo didmetro es 1.

\
Una representacién gréfica del grafo es un polftopo regular; en forma m4s explicita ‘
es un n-tetraedro o un grafo completo con n-vértices,

“

Caso particular n = 8

A este grafo I'?, le podemos asociar un drbol
geneal6gico con una generacion de n individuos todos adyacente.

caso particular n = 10
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Con esta nocién es fdcil establecer que el grupo de automorfismos del grafo es:
Gy =5,

donde S, es el grupo de las permutaciones de n elementos.

No es diffcil descomponer la accién natural del grupo G (de los automorfismos
del grafo) en la representacién natural asociada al grafo. En efecto, en esta repre-
sentacidn, tenemos el operador de promedio:

Nf@ == 3 5w)

zady

cuyos valores propios son:

con subespacios propios asociados:

Vi = {funciones constantes }
Va-1 = { funciones de suma nula }

donde el subindice indica la dimensién.
Esto es lo que esperdbamos, ya que

(@=1,=0) — (@=1,6=0)

¥ para las dimensiones respectivas se tiene;
(dim V, dim V4, ) — (1,n—1).
q—!

3.2 El grafo asociado al grupo de similitudes or-
togonales

Sea (E™, Q) un espacio cuadrdtico no degenerado de dimensién 2n, cuya forma
cuadrética @ estd dada por

Q)= Tu12x
=1

Sea L& el conjunto de las rectas (vectoriales) isétropas de E®™; a este conjunto
le asociamos el grafo 1'3, cuyos vértices son las rectas isGtropas ¥ cuyas aristas son los

-




3.2. EL GRAFO ASOCIADO AL GRUPOQ DE SIMILITUDES ORTOGONALES37

pares (desordenados) de rectas isétropas ortogonales. Asi obtenemos que el mimero
de vértices es I, y la valencia v,,. La distancia geodésica tiene 3 posibles valores y el
didmetro de I'} es igual a 2

Tenemos que L? (£™) es la representacién natural de G descompuesta en el
capftulo anterior.

3.2.1 Paso al lfmite cldsico ¢ — 1.

En el grafo anterior, si el nimero de vértices I, de I'7 lo consideramos como una
funcién de la variable g, escribiremos:

(' +1)(¢* 1)
g—1 ’

In(g) =

andlogamente la valencia del grafo (ntimero de vertices a distancia 1 de un vértice
dado) es:

g(¢" 2 +1) (g*! ~ 1),

Un(g) = ]
el niimero de vértices a distancia dos de un vértice dado es:
da(q) = "%
y el didmetro de Ty es:
D(g) =2.

Para cada una de las funciones anteriores, podemos calcular el lfmite clasico
cuando g tiende a 1. Tenemos asf:

~1 no_
g D@ 1) on,
q—1 g—1
andlogamente para la valencia:
Gk b V. et
]ql—{g g-1 =2n-1),

para el mimero de vértices a distancia dos de un vértice dado:

l-i_rf} q2ﬂ—2 — 1’

y también para el didmetro:

lim2=2.
-1

-
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Con estos valores podemos construir un grafo regular I' con 2n vértices, con
valencia 2n —2, con un solo vértice a distancia dos de cualquier vértice, y de didgmetro
2.

Encontramos que una representacion grifica del grafo que cumple con estas condi-
ciones, es un politopo regular; en forma més explicita es un 27n-octaedro regular.

Caso particular n = 4

En este grafo I'? esta intrfnsicamente asociado a cada vértice su vértice antipoda;
con esta nocién podemos asociar a ['T un drbol genealégico (o drbol con rafz), de
dos generaciones, donde los “hermanos” de los nodos de la tiltima generacién son los
antfpodas y los otros nodos son sus “primos”, como se llustra en la figura:

caso particular nn = 6

"
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Con esta nocién es fécil establecer que el grupo Gy de los automorfismos del grafo
es

Gl-:C';NSﬂ

(producto semidirecto, con CF distinguido), donde C, es el grupo con dos elementos
¥ S es el grupo de permutaciones de n elementos.

Con la nocién de antfpoda, es muy fécil descomponer la accién natural del grupo
G en la representacién natural asociada al grafo, en esta representacién tenemos
también asociado el operador de promedio,

N,f(z = 22f

T ad gy

(donde r ady significa que z esadyacentea y en el grafo), cuyos valores propios
son:

-1
= = =
a=1 f=0, 7=-—
y cuyos subespacios propios asociados son:
Vi = {funciones ctes .}
Vo = {funciones de suma cero sobre antfpodas }

Va1 = {funciones con igual valor sobre antfpodas y de suma cero }

donde el subfndice indica la dimensién.
Lo que esperdbamos, ya que

n—1 -2
. g1 g+l -1
(a=1,5= v Up ) g—1 (1’0’11.—1)

y andlogamente para las dimensiones:

(dim V,, dimVj, dimV,) = (1,n,n—1).

“r




Capitulo 4

Analisis armonico sobre la 6rbita
anisétropa

Sea (E,Q) un espacio cuadritico no degenerado de dimensién par sobre & y E; el
conjunto de los vectores anis6tropos en F.

Definicién 8 Sea A un dlgebra cuadrdtica sobre k y z € A%, t € k; entonces intro-
ducimos los operadores de enlrelazamiento M, M,, S; y h, en L*(Ey).
1.

M@= > f)

vEE
B{z,y)=Tr(z)Q(z)
Qy)=N(z)Q(z)
{=z,y} Li.

M. = Y. flyh

yeEy
B(z,)=Tt(z)Q(z)
Q)=N(z)Q(z)

S:H@ = Y fwk

yeE
Qy)=tQ(x)

(hef) (2) = f(¢=).

Observacién: Los operadores ki, son diagonalizables simultdneamente y sus espacios
propios estdn dados por

Vo= {feI¥B) | ftz)=~@)f(=), Vtek*},

donde v € (k*)".

o,
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Proposicién 37 Sez a € A*, entonces
M,=M, ; adk.
My=M,+h, ; ack.
Demostracién: Basta tener presente que
B(z,z) = 2Q(z),
de modo que
B(z,tz) = tB(z, z) = 2tQ(z) = Tr()Q(z).
Ademds
Qliz) = NO)Q().

Proposicién 38 Sean t,r € k*,a € A%, entonces
1. Mz = M,;
2. 5,5, = ¢ (g" — £Q)Sir;
3. S.hy = Spz,;
4. M hy = Myg;
5. M,S; = (**2 + £4604™ ") Sinqw), con @ € A* — kX,
6. M.S; = (¢**~% — 1) Sin(a), con a € E*.

Demostracién: Sean a € (k X k) ,r € k*,y f € L}(E}).

1.
(Maf)2)= > @)= D f)=Mf)().
yeEER yeln
B(z,y)="Tr(a)Q(x) B(z,4)=Tr(a)Q(z)
Q(y)=N(@)Q(=) Ay)=N{a)Q(z)
{z,y} 1i. {z,y} Li.
2.
SSM@)= > SHE= > > W)
yeb yEE; y'EE;
Qy)=tQ(=). QW=1Q{=) Q¥ )=rQ(y)
= Y = ¥ Y )= -c)Se
ny' el y'eE; veE
Qy' )=trQ(z) QY )=trQ(z) Qw)=tQ(z)

Qy)=tQ(z)

bl
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3.
S-(efN2y= D () = Z F(ty)
cE
Qsy=rQ(a). Quiera)
= > f@H)= > @)= (Sef)(o)
y'eR ek
QU™ 1y")=rQ(z) Qv )=1?rQ(x}
4.
(Mo (e f))(z) = > (luf) (y) = > f(ty)
yEE) vEE
B(z,y)=Tr(e)Q(z) B(z,y)=Tr(2)Q(x)
Q(y)=N{a)Q(z) Qy)=N{a)Q(z)
{rz,y} 1i. {z,¥} L.

= > feh= Y f0)= M)

ver yEE
B(z,t™ly)=Tr(a)q(z) B(z,y' )~’I‘r(ta)Q(z)
Q' )=N(a)Q{z) QY)=N(ta)Q(x)
{z,t 1y} Li {z,} Li.

Demostracién de 5. y 6.

Ma(Sf D)= D (8NH@) = Z Yo )

yeE yEE
Bey)=Tr(2)0() Bz o a)0e) Qe 1)
Q)=N(a)Q(z) QUIN@Q()
{rzy} Li. {zp} Li.

Z Y. fW) = duSinee-

Vel
Bz, )_Tr( Q=) Qv tN QX
QN @96
{=z,y} Li.

donde d, es el mimero de sumandos de M, y tenemos que

q2"“2 + EQSAq"—l ac Ak
de =
q2n-2 -1 ac k>

resultado que serd demostrado en el capitulo 5.

Corolario 39 Seant,r € k*,a € A%, f € V,,y € (k*)", entonces
L (M.f) (tz) = ~(t) (Maf) (z);
2. (Miaf) () = 7(t) (M f) (z);
3. (5rf) (tz) = v(£) (S-f) (z);

"
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4. (8acf) (=) = 7(t) (S-f) ().

Demostracién: Recordemos que el algebra Endg(L?*(E;)) es conmutativa, luego
tenemos

h,‘,Ma = Mf,a = Muht,.

htS,- = S;z,. - S,-h.t,.

Dadosa € (kx k)" ,r k>, y feV,.
Probaremos 1 y 2.

(Mof)(tz) = he(Maf)(2)
= (Mtaf) (z)
= My(he f)(z)
= (r) (Maf) ().

Ahora demostraremos de 3 y 4.

(Srf) (t:L) = ht(Srf)(x)
= (S f) ()
= Se(hef)(z)
=7(r) (Suf)(=)

4.1 El caso dim E = 2.

Sea (E,Q) un espacio cuadrético no degenerado de dimensién 2 sobre k, que rea-
lizamos como (A, N,4), con A un slgebra cuadrética sobre %, es decir,

A=K: lanica extensién cuadrdtica de k.
A=UFkxk: el édlgebra cuadritica escindida sobre k.

Antes de iniciar la descomposicién en irreducibles, esclareceremos con mas detalle
el nimero de entrelazamiento.

Proposicién 40 Sea A un dlgebra cuadrdtica sobre k, entonces

dim(EndG(L2(Ax))) — (‘I+ 1- E2Q) (q_ 1)-
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Demostracién: Recordemos que la dimensién del dlgebra Endg(L*(A%)) es igual
a la dimensién del slgebra de micleos G-invariantes en A* x AX.

Una base del élgebra N(A*, G), est4 constituida por dos tipos de micleos aquel-
los provenientes de las G-6rbitas formadas por Jos vectores proporcionales, y aquellas
provenientes de las 6rbitas por los vectores linealmente independientes parametrizadas
por las Q-configuraciones.

Por lo anterior, sélo falta analizar cudles Q-configuraciones se pueden realizar.
Para ello tenemos:

- Las Q-configuraciones (1, 2¢,#?), no son realizables por elementos linealmente
independientes, ya que,

(N(z), Tr (2F (w)) , N(w)) = (1,2¢,2%)

implica
Tr (2F(w)) = 2tN(z), N(w)=#2N(2)
es decrr,
Tr (2F(w)) = Tr (¢ N(2)), N(zF(w)) = N(tN(z))
luego
zF(w) = tN(2)
¥ por ende

w =1tz

Nos falta determinar que Q-configuracién (1,a,b), que no sean del tipo anterior,
son realizables como (1,Tr(2),N(z)), es decir. Dados a € k,b € kX, existe z €
A* — kX tal que i

Tr(z) =a, N(z)=1b

‘Tenemos la respuesta a través de los resultados de la primera secci6n del capftulo
1, distinguiendo los casos:

- Si A = K, entonces existe z € A* — k* tal que la terna es (1,a,b) es realizable
como (1, Tk (2},N(z)) siy sélo si b — 4a es un no cuadrado en &

~ Si A=k x k, entonces existe z € A* — k> tal que la terna es (1,a,b) es realizable
como (1, Tr (z), N (z)) si y sélo si & — 4a es un cuadrado en k*.

Luego, €l mimero de entrelazamiento es:

(q—l)'l-(q—l)(qz—l_EQ) — (q+1_“-;Q)(q_“1).

-
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4.1.1 Operadores del dlgebra de entrelazamiento.

Los operadores de entrelazamiento M, asociado a v € A* de los niicleos G-invariantes
estdn definidos por

Mf(ff=)= Y.  f@.
yEA*
Tr(2§)=Tr(v) N(z)
N(y)=N(v) N(z}
{z,y} Li.
conv € Ay f e L2(AX).
Para reescribir en forma m4s transparente el operador, resolveremos el sistema y

con ello podmos lograr nuestro objetivo.

Proposicién 41 Dados z,v € A* fijos, entonces el conjunto solucidn del sistema
de ecuaciones

Tr(zF(y))
N(y)

Tr(v) N(z)
N(v) N(z) |

B

en A* es:
S = {zv,z2F{v)}
Demostracién: Notemos amplificando la segunda ecuacién por N(z)

N(y) N(z) = N(y) N(z)?
N(zF(y)) = N(N(z)y)
con lo cual, el sistema se expresa:

Tr(zF(y)) = Tx(N(z)v)
N(zF(y)) = NN(z)v)

Por lo tanto, tenemos elementos de igual traza y norma, es decir
zF(y}=N(z)v o F(z)y = N(z)v.
o bien,

y=zv V y=zF({).

Corolario 42 Sean v € A, f € L*(A*), entonces

0 veEk
My(f)(=) = { flzv) + f(aF(v)) vék

"t
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El corolario anterior suguiere redefinir nuestro operador M,

Definicién 9 Sean v € A%, f € L*(A*), enfonces

-— 2f(zv vEk
M.(f)a) ={ M) ek

Observacién: Con esta definicién tenemos que
My(f)(z) = f(zv) + f(zD).

Proposicién 43 Sea v € A*, entonces

4.1.2 Producto de los operadores canénicos.

Teorema 2 Sean v,w € A*; entonces la compuesta de los operadores de entrelaza-
miento M, y M, esté dada por

Huﬂw = _M-vw + Hv‘u‘:-
Demostracién: Sean v,w € A%, f € L?(A*) entonces

B (Maf)(@) = (o) (o) + (Mo f) GF @)
= f(zvw) + f(zvF (w)) + f(zF (v)w) + f(zF(vw))
= (_M—w,f) (z) + (M ,,F(,,,)f) (z).

|

4.1.3 'Iransformadas de Mellin de los operadores canénicos
y sus productos.

Sea a € (A*)", se define la transformada de Mellin de los operadores M, con v € A%
por

s
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Demostracién: Sea o € (A*)", entonces

M,= Z a(v)M,;

vEAX

= Z a(v)-M_F(v);

rEAX

= of (w)Ma;
weAx

= M,r.

(i
Para esclarecer el producto de estos operadores tenemos el siguiente teorema

Teorema 3 Sean a, 8 € (A*)", entonces

1. Sia#f y a#pr,
2. Sia=p03 obien a=g"F,

3 Sia=0 y a=pgF,
M Mg =2 |A*| M,

Demostracién: Sean a, € (4%)", entonces el producto de las transformadas de
Mellin est4 dado por:

MoMp= > ofv)B(w)M,Mu;
vwEA™

= Y ov)B(w) (Muw+ Morw);

v,weA*

= 3 () 0B+ Y (a8) 0" &M

v,z A% vzeAX

= IAx ] 6a,ﬁﬁg + IAX l 6&'5F_Mg.
Asf,
HMGHﬁ = |Axl [53,3 + (5‘“"3;?] Hﬁ.

O
Con el propésito de encontrar proyectores, usaremos la. siguiente normalizacion.

"

-
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Definicién 10 Sea a € (A*)", definimos

_ U}

Mo="3 Ta1AN M
Teorema 4 Sean o, § € (AX)", entonces
1. Sia#p y a#p",
M.Mg=10.
2. Sia=p o a=p"
I, = BL.
Con esto hemos encontrado una familia ortogonal de proyectores dada por:
F={M, : {e,0"} € X}

donde X = {{a, "} tal que a € (4%)"}.
Calcularemos la traza de los proyectores:

tr (Ma) = Y M. (6.) (2);

ZEAX
(ﬁ") Z Hal, axl}l E a(v)M, (6z) ()5
zeA* vEAX
tr (I1.) = H;,jx H EZ:A 20(1) = I{;le}lmxh
tr (Ma) = [{o 0"}

de donde,
dim(Im M,,) = 2 si o # oF
dim(Im M,) = 1 si @ = o
Notemos que f € Im M, es equivalente a

a, o’
i%JWZ}mmmHEIf@mmyﬁﬂww,weﬂ-

acAX oeA>

de otro modo

IhJHZ(“ﬂ)@wmlmu@ Vo e A%,

acA*
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Teorema & Sea A un dlgebra cuadritica sobre k, entonces la descomposicidn de la
representacion L*(E;) de G en irreducibles esté dada por:

IHE)=[*(A)= @ ImM,

{e,@}eX
donde X = {{a,a"} tal que o € (A¥)"} y dim(lm M,) = [{a, o™}

Demostracién: Tenemos que L?(A) se ha descompuesto en suma de las espacios
imagenes de los proyectores.

Ademss el nimero de sumandos de la descomposicién coincide con el nimero de
entrelazamiento de la representacion, por lo tanto, cada una de los espacios imagenes
son subrepresentaciones irreducible. (W

*r




Capitulo 5

Ntiimeros geométricos en (E, Q)

Sea (E, Q) un espacio cuadratico no degenerado de dimensién mayor que 2 sobre k
¥ A, B élgebras cuadréticas sobre k.

En este capftulo denotaremos al automorfismo de Frobenius por” ya que €S m4s
facil en este caso y no hay peligros de confusién con el conjugado complejo.

Dado v € A%, tenemos asociados el operador de entrelazamiento M, dado por la
Q-configuracién (1, Tr(v), N(v)), es decir,

M(H=)= Y. f@)

yel)
B(z,y)=Tr(v)Q(z)
Qy)=N()Q(z)

{z.y} Vi
con f € LA(E,).
Proposicién 45 Sea v € A%, entonces el nimero de sumandos del operador M, es
igual a:
do=q" 2t egq" Yy vebxk-£k

dy=¢™?%_1; vek.
dy=¢" % ~eq¢"}; veK-k

o bien, de manera general:
du=q" % +e4e0q™, veEA—EL

Demostracién: Sea v € A*. Determinar e] mimero de sumandos de M,, es equiv-
alente a determinar, cudntas soluciones linealmente independientes tiene el sistema

Blz,y) = Tr(v)Q(z)
Qy) = N@)Q(z)

Notemos que el sistema es invariante por el grupo de similitudes de la forma
cuadritica y la dimensi6n de E es mayor o igual que cuatro; entonces, salvo isomor-
fismo, tenemos que

a0




ol

E=kokoE; Q) =zz+Q(a))

donde z=z1+zo+2 cbkpka E
Sea z = e; + €3 € E). Reemplazando en el sistema obtenemos

ity = Tr(v)
Q) = N()

despejando y;de la primera ecuacién, tenemos,

y1 = Tr(v) —

reemplazando en la segunda ecuacién obtenemos

QW) = ¥ — Tr (v) y2 -+ N(v).

Obtenemos entonces que
Si v € k, entonces el niimero de soluciones es:
("% +eq) (¢" ' —eg) +(@— 1) g™ (¢"* —eg) = "2 — 1.
Siv € k x k — k, entonces es
2 ("2 +eg) (¢ - £Q) + 2+ (g— 2) ¢*2 Ci £Q) = "2 +eqq™ .

Si v € K — k, entonces es

n—1 2n

q (qn—l _ Eq) = g2 _ qun-—z_

O

Como una base del dlgebra de micleos invariantes ests$ dada por las drbitas pro-
porcionales y aquellas parametrizadas por las (-configuraciones, entonces tenemos
que dados v € A*, w € B*, se tiene que

Mo+ My =Y iy Mauy+ Y dh,.

ack rekx
bek*

Para mejorar este resultado, calcularemos este producto de operadores directamente.
Sean v € A*,w € B*, f € L*(E;). El calculo del producto de los operadores M,
y M., perteneciente al dlgebra Endg(L?(E,)), esta dado por:

"
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M,(Muf)z)= )  (Muf))

yeEE
B(z)=Tr(v)Q(=)
Qy}=N(v)Q(=)

{zy} 1i.

MM =)= > )
1.zEEL
B(z,y)=Tr(v)Q(x)
B(y,z)=Tr(w)Q(y)
Q(z)=N(w) N(v)Q{z)
Q{w)=N(w)Q(z)
{z,yh{mz} i

=> ZEZ > £(2)

ack 1 yEE,
B(z,z)=aQ(x) B(zy)=Tr(v)Q(z)
Qz)=N(v) N(w)}Q(z) B(y,2)=Tr(w) N(v)Q(z)
Qy)=N(»)(x)

{4} {wz} 1i
=D " Muanwnepn (@) + Y &k, f(=))
ack rek>

En efecto c;™ no es otra cosa que el mimero de soluciones linealmente indepen-
dientes con X, Z del sistema de ecuaciones, es decir:

Dados v € A*,w € B> y los vectores X, Z € E, fijos tales que B(X, Z) = a, ¢
es el nimero de vectores Y € F, que son solucién del sistema:

B(X,Y) = Tr(v)Q(X)
B(Y,Z) = Tr(w)Q(Y)
Q(Y) = N(@)Q(X),
Q(Z) = Nw)N@»QX)

y {X,Y},{Y, Z} son conjuntos linealmente independientes.
Como el grupo de similitudes actiia transitivamente sobre Ias 6rbitas parametrizadas
por las Q-configuraciones, es decir, sobre las 6rbitas parametrizadas por,

(@(X), B(X, 2),Q(2))

y el sistema es invariante por el grupo de similitudes, entonces basta con tomar un
par de vectores representante de cada érbita.

5.1 Resolucidon del sistema.

En esta seccién nos dedicaremos exclusivamente a resolver el sistema de ecuaciones
y en la siguiente seccién a determinar cudles de las soluciones son linealmente inde-
pendientes.

“*r
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Dados v € A*,w € B*, los vectores X, Z € E, fijos tales que B(X,Z) =t ek,
necesitamos determinar el mimero de soluciones ey del sistema:

B(X,Y) = Tr(v)Q(X)
B(Y,Z) = Tr(w)Q(Y)
Q) = N@)QX)
Q(Z) = Nw)N@)Q(X)

es decir, necesitamos determinar la cantidad de vectores Y & E, que son soluciones
del sistema.

5.1.1 El caso en que F no contiene un plano totalmente
isétropo.

Escogeremos los vectores X,Z € E = k@ k @ K, para los distintos tipos de Q-
configuraciones y denotaremos por ;" el niimero de soluciones del sistema en cada
caso,

Primer Caso : Consideremos la configuracién (1,, N(v) N(w)), tal que

A =N@)Nw) - 3#* € O*
En este caso los vectores en &k & k & K, est4n dados por:
X=erte; Y=ge +peta Z=Nw)N@w)se +s e
con
Yy=tye1+1yes, 2=27, Nw)N@ws+s'=t seck*

Reemplazando en el sistema los vectores obtenemos:

Tr(y) = Tr(v)
Tr(yz) = Tr(w)N(v)
N(y)+N(@) = N(v)

De las dos primeras ecuaciones y como A € (0% tenemos que Z ¢ k, despejando
obtenemos,

B =T0) = 2= e () NE) ~ 5™ Te(w).

Nos falta analizar la tercera ecuacién:

Si N(v) # N(y)
e =q+1
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Si N(v) = N(y)

g =1
Observacién: Si N(v) = N(y),
Tr(y) = Tr(v)
Tr(yz) = Tr{N(v)w)
N(y)+N(a) = N(v)

Calculemos la norma de yz

N(y2) = N(g) N(z) = N@)? N(w) = N(N(v}w).

luego tenemos

Tr(yz) = Tr(N(v)w);

Asf
yu = N(v)w,
w
y= N( )Z§
por lo tanto,
@ v
= z=
y N(w) y
S 2=T
pwer Z =
0 sea
z=vw;, Z=vW,
es decir,

t = Tr(vw);

N(y7) = N(N(v)w).

yﬁ:N_('u)Tu"
sk
yzN(_w)z:'u
V=R ="

t = Tr(vw).

Segundo Caso: Consideremos la configuracién (1,2, N(v) N{w)), tal que

A = N{w) N(w) — }Lfl s

En este caso los vectores en k @ k @ K que escogemos son:

X=1; Y=yeitmwes+ta Z=u

bl
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donde,
y =€ + ez, N(u) =N@w)N(v), Tr(u)=t, uek.

Reemplazando y simplificando el sistema se obtiene:

Tr(a) = Tx(v)
Tr(au) = Tr(w)N(v)
N@)+N@) = N)

De las dos primeras ecuaciones y de A ¢ [I tenemos que Z ¢ &k y despejando
obtenemos

1 1
a =3 T), m=gm

(1 Tr(v) — Tr(w) N(v)),

donde 8y es un no cuadrado en k.
Nos falta analizar la tercera ecuacién:

Si N(v) # N(a)
e =qg—1
Si N(v) = N{a)
e’ =291
Observacién: Si N(v) = N{a),
Tr(e) = Tr(v)
Tr(aw) = Tr(N(v)w)
N(y) +N(e) = N{v)

Calculemos la norma de az
N(a%) = N(a) N{t) = N{v)? N(w) = N(N(v)w).
luego tenemos

Tr(a) = Tr(N{v)w); N(ct) = N(N(v)w).

As,
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por lo tanto,
Y u=v; a w u
a = = = v
N(w) N(w)
2 °U=17; a w U =7
a= =T =
N(w) N(w)
0 sea,
U= vw;, U=UW, U=TW, u=TW
es decir,

t = Tr(vw); = Tr(vD)
Tercer Caso: Consideremos la configuracién (1,¢, N(v) N(w)), tal que
A = N@)N(w) ~ 3¢ =0.
En este caso los vectores en k @ &k & K que escogemos son:
X=1; Y=ye+perta, Z=e+s
con,
y =€ +1pes, s =Nw)N@w), t=2s.

Resolvamos el siguiente sistema, obtenido por simplificacién del sistema original.

Tr(a) = Tr(v)
n+3Tr(a) = Tr(w)N(v)
N@)+N@) = N@)

De las dos primeras ecuaciones y de A ¢ 0, tenemos que Z ¢ k y despejando
obtenemos ’

= Tr(w) N(v) — s Tx(v)
luego

Tr(a) = Tr(v)
N(a) = N(v) — (Tx(w) N@) — s Tx(0) 12

Si Tr(w) N(v) # s Tx(v), entonces t # Tr(v@w) V  t# Tr(vw), luego

nw
€ =4q
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Si Tr(w) N(v) = s Tr(v),
(Tr(w) N(v))” = (s Tx(v))*
(Tr(w) N(v))* = N(v) N(w) (Tr())”
Tr(u(w)) = Tr(W(v))
-Siw=rv; v,rekX, t=T(vw),
e =g
Siw=ry V w=r5 ve€kxk—k rek* t=Tr(wB) V ¢=Tr(ow),
e =0
“Siw=rv V w=r5 veK—-k rek* t=T(vm) V t=Tr(ow),

e =2q

Proposicién 46 Sean v € A¥,w € B*,A = N(v) N(w) -~ t*. Entonces el cardinal
er’”  del conjunto solucion del sistema estd dado por:

Para A e [0%,

Si ¢t="Tr(vw) V ¢="Tr(vW) entoncese;™ = 1.
Si t#£Tr(vw) A t# Tr(vW) entoncese;™ =g 1.
Para A =0,

Sit=2vw A v=7 entonces € =gq.

Si t#£2w A t# 20w entonces e =gq.
Sit=2w A v#7T entonces € = (1+e4)q
Si t=20w A v#7Uentonces e = (14¢e4)q.

Para A ¢ 0,

Si t=Tr(vw) A t=Tr(v®W) entonces e =2¢— 1.
Si t# Tr(vw) A t3# Tr(vw) entonces e;™ =gq— 1.

5.1.2 El caso en que F contiene un plano totalmente isétropo.

En este caso, tenemos la posibilidad de escoger X, Z € F;, de modo que estos vectores
cubran todas las posibles ()-configuraciones.

En otras palabras, consideremos los vectores X = e; +e3; Z = fey +e3 +
N(w) N(v)e, y resolvamos con ellos el sistema.
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B(X,Y) = Tr(v)Q(X)

B(Y,2) = Trw)Q(Y)

QYY) = N@Q(X)
Q(Z) = Nw)N@)QX)

reemplazando tenemos,
itk = Tr(v)
tyy + N@)Nw)ys +ya = Tr(w)N(v)

ny sy + Q) = N@)

Despejando de las dos primeras ecuaciones y reemplazando en la tercera, obten-
€1nos

N(o) = 1 (Trv) - 3) + 16(Te(w) N(2) - No) N(w)ys — ) + Q')
Completando cuadrados
L (o) = M) = (1 — 5(T0) — t30))? + (NO) Nw) - 38053 +
(5 Tr(o)t — Te(w) N@))as + @)
Si A = — (N(v) N(w) — ;t*) # 0, entonces

NG)
4

= @ - 300 ~ ) + (4 G TON - T NOD/-2)) %
x (-8) + QW)

Definamos el polinomic

[f? _ Te(w) Tr(w) - ¢ + Te(w) N(v) — 4N(v) N(w) + N(w) ’I2‘r(v)] /(=A)

P, () = t* — Tr(w) Tr(w) - t + (Tr(w))* N(v) — 4 N(v) N(w) + N(w) (’I'r(ju))2

Simplificando y reemplazando obtenemos

X p o0 = (NN - 1) (- 50000 - tya)f +

+ [(N(v) N(w) - ﬁtﬂ) s+ 3(TH(0)t — 2Te(w) N(v)r +Q "




5.1. RESOLUCION DEL SISTEMA. 59

donde los ceros o rafces de P, (t) en K son Tr(vw) y Tr(vw)
Si A= — (N(w)N(v) — 1%) =0,

10 - N = (1= 500 —t) )+ (5T500) - ) NO) )10+ Q0"

Simplificando,

(i TH(v) - N(v)) - 7 (Tx(t0) — 4Te() N@)) 35 = (1~ 5(Te(o) — t36))? + @ (5")

(01 - 5(Te0) — tus))’ + Q) = 7 (0~ F)) ~ ; @Te(w)t - 4Te) N o

Observacién: Notemos que tenemos una forma cuadrética igualada a una expresién
lineal

Q"(Y") = a+bys.

Nos interesa determinar cuando esta expresién lineal se transforma en una con-
stante. Para ello tenemos el siguiente lema

Lema 47 Sean v € A*,w € B*,t € k™ tales que
Tr(v)t — 2N(v) Te(w) =0 A N('v)N(w)—it2=O
1. SiA=B =K, entoncesv =50 0 v=sw cons€k.
2. SiA=B=Fkxk, enlonces v=swW 0 v=sw consck.

Demostracién: Notemos que las ecuaciones del enunciado equivalen a

t

Trw)=Tr(0) A Nw)=N()

luegos ambos elementos pertenece a la misma dlgebra cuadratica por lo tanto

—i—-—-—t T o0 w—*-t——— ! U
v 2N(v) 25 2N(v)

*t




CAPITULO 5. NUMEROS GEOMETRICOS EN (E,Q) 60

Teorema 6 Sean v € A*,w € B*,A = N(w)N(w) — }t2, entonces el nimero e
de soluciones del sistema es:

Para A € 0% ;

Sit=Tr(vw) V ¢="Tr(v@) entonces e = @3 +gq (¢"! — ¢*?)
Sit#Tr(vw) A t# Tr(vW) entonces e = ¢*" 3 — goq™ 2.
Para A =0:

Sit=2vw A wv=7entonces¢e;"” = g?"3.

Sit#2vw A tF# 20w entonces e, = g*"3,

Sit=2vw A v+ entoncese]” =g 3 f¢ Aggq™ L.

Sit=2vw A v#7 entonces g™ = ¢ +g4e0q" .
Para A ¢ O :

Sit=Tr(vw) A t= Tr(vw) entonces €™ = ¢>*3 — g (g™ — ¢*~2)
Sit# Tr(vw) A t# Tr(v®) entonces ep™ = ¢2*3 4 o2,
Observacién: Notemos que la proposicién 46, es un caso particular de este teorema.

9.2 Situaciones linealmente dependientes.

En la seccién anterior hemos encontrado el niimeros de soluciones del siguiente sis-
tema:

Sean v € A*,w € B*,z,z € Ey, fijos tales que B(z,z2) = t, se da el sistema en
ve bk

B(z, y) = “(V)Q(m)

B(y,z) = Tr(w)N{v)Q(z) (5.1)
Qz) = Nw)Q() '
Qly) = N»)Q(z)

Un problema que debemos analizar es cudndo el conjunto {z, 2z} es linealmente
dependiente, ya que el mimero de soluciones que nos interesa tiene que ver con el co-
eficiente de las homotecias en la expresién de la compuesta de operadores candnicos;
otro problema es que algunas soluciones no son véilidas, ya que provienen del hecho
que {z,y} o {y, z} son linealmente dependientes

soluciones del sistema linealmente dependientes:

Proposicién 48 El sistema (5.1) tiene una solucidn del tipo y = rz si y sdlo si
(r=vek).

*r
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Demostracién:
Bz,r2) = TH)Q() '
Qrz) = N)Q(z)
Asf{ obtenemos,
Tr(r)=2r = Tr(v)
N{r)=72 = N(v)
con lo cual,
r=v €Kk,

g

Proposicién 49 El sistema (5.1) tiene una solucidn del tipo z = ry si y sélo si
(r=wek).

Demostracidn:
Bly,ry) = Tr(w)Q(y)
Qlry) = Nw)Q(y) |
Asi obtenemos,
Tr(r) = 2r Tr(w)

N(r) =2 ; N{w) |

con lo cual,
r=wek

O

Proposicién 50 El sistema (5.1) tiene una solucidn y = lz, con z = rx si y solo si
w=Ileck A r=weck).

Demostracién:
B(z,lz} = Tr(v)Q(z)
B(uz,rz) = Tr(w)N(v)Q(=)
Qz) = N(v)Q(z)
Q(rr) = N(v)Nw)Q(z) |
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Asf obtenemos,
\ 2l = Tr(v)
2r = Tr(w)N(v)
P = N
¢ = N(v)N(w)
o bien,
20 = Tr(v) A Adr = Tr(w) N(v)
2 = N(v) ? = N(v)N(w)
con lo cual,

v=Ilek AN r=wek

Coeficientes de las homotecias.

Proposicidn 51 Sea z = rz € Ey,r € k*. El sistema (5.1 ) es consistente si y sélo
si

r=oweck V r=vwek.

Demostracién: Supongamos que z = rz € Ej,r € k¥, y el sistema tiene solucién
en E]_

B(z,y) = Tr(v)Q(z)
By, rr) = Tw)N@QE) |
Q(rz) = N@)N(w)Q(z)
Asf obtenemos,
rTr(v) = Tr(w)N(v)
2 = N(@w)N(w) |
luego,
Tr(rv) = Te(N(v)w) N(rv) = N(N(v)w).
Asf,

rv=N{v)w V rv=N(v)w.

"r
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con lo cual,
r=vwek* V r=owek*.

Ademds, si r = Tw € k*, entonces definimos z = rz

B(z,y) = Tr(v)Q(z)
TwB(y,z) = Tr(w)N(v)Q(z)
(@)’ Q(z) = N@)Nw)Q(z)

Simplificando, se nos reducimos a

B(w,y) = Tr(v)Q(z) |

ecuacién que siempre tiene soluciones. W]

Teorema 7 Sean v € A*,w € BX, A = N(v) N(w) — 1t2. Escribamos

Myo M, = E ™ M1, NGy Nw)) + Z dy™ hy.

ek ek

entonces,
Para A e 0% ;
Sifvywek) A t=Trlow) entonces,

c:’vw — q2n—3 +€Q (qn-—l _ qn.—2) - 1.
Sifv,wgk) A (Et=Trlvw) vV t= Tr(v)) entonces,
c;’:w — q2n—3 + £Q (qn—-l _ qn—2) .

Sit# Tr(vw) A t# Tr(vw) entonces,

c::,w — q2n-—3 — &g qn--2_
Para A =0:
Sit=2vw A wvwek entonces,
C;J'w — q2‘n-3 —92.

Sit£2vw A t# %w entonces,

=
Sivgk A (f=2w V t= 2vw) entonces,

. n—-3

¢ =q " tesgqqt

b
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Para A ¢ [3:
Si(v,wek) A t=Trlvw) A &= Tr(vw) entonces,
Cg'w — q2n—-3 + £Q (qn—-2 _ qn—-l) —-1.
Sitv,wég k) A t=Tr(vw) A t="Tr(vw) entonces
& = 3 teg (¢ — ).
Sit#£Tr(vw) A t# Te(v@) entonces,

10 2n--3

O -

Ademas, los unicos casos en que d™ no es nulo son:
Sit=vw A uv,w€k, enlonces,
v | dn—-2
dt —_ q - 1-

Para A = B,
SiTr(v) =Tr(w) =0 A 7%= N(vw), entonces,

d':fpw — q2n—-2 _{_EQEAqn-*l.

Silw=sv AN w=s0) A sk Tr(v)#£0,v ¢k, entonces,

Observacién: Necesitamos establecer algunas propiedades previas antes de poder
entrar en el cdlculo explicito de la compuesta

Proposicién 52 Sean s, € k¥, tal que
Sir = 2, entonces

S = EM(I,t,r) +hs+h_,

tek

S'r = ZH(I.E;)

tck
St r ¢ L, entonces
Sp= "My
tek
Sy = ZH(M,I-)

ek

ar
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Demostracién: Sean s,r € k¥, tales que
Si r = 52, entonces

(Z M(l,t,r) + Iy + h—s) f(iL‘)

tek

=Y Maunf(&) + hef(z) + bosf(z)
tek
1 \

=Y | Y f@) |+ flsz) + f(—s2)
ick el
p. i ’
y)=rQ=z
{29} 14, /

( \
=31 > f

ek yeVv
Bz,y)=tQ(z) )
Qu)=rQ(=z)
= Y fv)=5f@)
yev
Qy)=rQ(z)

O

Notacién: Sea U}, el cfrenlo deradioren kx ky Uy, el citculode radior en K, y
EQE 4, €l producto de los signos del dlgebra A y de la forma cuadrética. Reescribiendo
la proposicién anterior con estas notaciones tenemos:

Proposicién 53 Sean s,r € k*.
Sir = s*, entonces

1
5 =3 (Z M, + Z M,,) +he+h_y
“eUl,r “EU2,r
Sir ¢ [, entonces
1
Sf- = § Z Mu_l" Z Mu)

e Ul,r ue Uz’f

Demostracién: Sean s,r € k%, tal que

“r
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Si r = 5%, entonces

[ (ﬂZ Mo+ Mu) +h,,+h_s] f(z)

€Uy, uellz »
-1
-1 (Muf(x)+ 3 Muf(m)) +h,f(2) +h—sf($)]

uel: 2,7

B[ =

!
PO} — 1°¢

3 B )
e (Z Momwnf@+ > M (Im(u).r)f(m)ﬂ
| uel 4z,
- % (2 Zuﬂ(l,t.r)) f(z) = 5. f(=).
ick

( Z M1y f(z) + Z Ma v, f (17)) + fsz) + f (“333)]
uely,, u€lz,r

66




Capitulo 6

Composiciéon de operadores
canonicos

Seguiremos denotando en este capitulo al automorfismo de Frobenius por ~ ya que
es mds facil en este caso y no hay peligros de confusién con el conjugado complejo.

Sean v € A%, w € B*; tenemos que la compuesta de los operadores de entrelaza-
miento asociados a v y w estd expresada por:

Myo M, = ZC?"’M (1,6N(6) N(w)) + Z dy"hy.
ek tek>*
Recordemos que el discriminante A de la Q-terna o Q-configuracién (1, £, N{w) N(v))
es t? — 4 N(w) N{v), es decir,

A(1,¢, Nw) N(v)) = £ — 4 N(w) N(v)

Primer Caso: Sean v,w € k,7? = N{vw)
Analicemos los sumandos de nuestra combinaci6n lineal en este caso, de acuerdo
al discriminante A de la Q-terna, es decir,

A(1,t,N(w) N(v)) = t* ~ 4N(w) N(v)

del teorema 7.
El discriminante se anula si y s6lo si £ = +2vw.
Ademsds como v, w € k, tenemos

Tr(vw) = 2wy = Tr(vw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discrimirante de la Q—terna:

MMy = (" +£0)8" % Y Ma v + (0777 — 2) M guo gy +

tek
AgO

F M -30w o)) + ! - £0) Z Ma vy Ny + (q2"~2 - 1) -

tek
Ael*

67

.




CAPITULO 6. COMPOSICION DE OPERADORES CANONICOS 68

MMy = (g™ +£0)q" *Sntwyne) — (2 + £4" ) M1 20w,Nw) Ne)) —
£Q" "My —2wuN@w)Ne) ~ 260" ) MieNne) +

ek
AelO*

[hwv (q2n—2 _ 1) _ (hum + h—wv) (q2n—-3 + qun—2)] .
Asf,

MMy = (0" + eQ)q" Snwn) — 2Mun —€@¢™ % D Mu+

ueUl,N(vw)
[(q‘Zﬂ.——2 _ 1)hwv . (q‘Zn-—Z’. +€Qqn_2) (hwv + h—wv)] )

Usando la proposicién 53, sustituimos qu"‘ZSN(w,,) para homogeneizar la férmula y
obtenemos

MM, = ~2My, + %SQqnﬂz Z My ~ Z Mu) 4

U€Uz N(vw) uEUL N(ww)
q2n—3SN(um) + (q2n~2 - 1) Ry — q2"_3 (hum + h—wu) .

Definicién 11 Dado v € k*, entonces denotamos por Uy, al ctrculo de radio r en
kxk, y Uy, al circulo de radio r en K y definimos los operadores:

D,.=% (uz M- M,,)

cUy,r ueliz,
° 1
-3 ( 3 e ).
uelh o uelia,,

Proposicién 54 Dado r € k*, entonces

S.f@)= S f).

Qy)=rQ{(z)
{zy} L.
Ademds
o Sr Sir ¢
Sr =
Sr_hs"“‘h_-g SZ.TZS:ZED
Demostracién: Basta tener presente la propiedad 53 (]

Con estas notaciones, para v,w € k*, tenemos

MuMw = —ZMW, -_ E.‘Qqn_ZDN(vw) + qzn—SSN(vw) + (qgn_:,) - 1) hwv-

Yy
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6.1 El caso del algebra escindida & x k.

Consideremos los vectores v, w en el dlgebra &k x k.
Caso 1.1 Supongamos que v,w € (k x k)™, tales que,
Tr(v) = Tr(w) =0, 7%= N{vw).

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0 siy sélo sit = 20w,
Adems4s tenemos

Tr(vw) = 2v3w,,
Tr(v@) = —2vw;.

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q—terna:

MM, = (0" +e0)q" 2 D Mauneny + (€27 +£00™ ") Mo gorwnNewu)) +
ek

AgD
(4" +eq™ ™) Mg, —2nwi oy + 4T —g) D Mgy +
tck
Lel*

(qgﬂ—2 +€Qqn~1) (hr + h—r)-

MM, = (Q"_l + EQ)qﬂ-2SN(vw) + EQ(qn_l - n—z)M(lﬂvlwl,N(”w)) +
e@(q"™ — €)My, —2vw Nwa)) — 26092 D M aneuy) +

tck
Fat=uld

(q2n--2 + EQqn—l . q2n-—3 _ EQqn—-2) (h’r 1 h—r)

As,

M, M, = (qn—l + EQ)qn_ZSN(w) + qun_l (M + M) — sqq""2 Z M, +
BEL) Neww)

(@ +eqq" — "% — 207" (hr + hoy).
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Usando la proposicién 53 sustituimos egq™ 2Sn(wy) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

1
i n—1 2
MM, = @™ (Muw + Myw) + —2-qu E M, — E M, +

wEU Nivw) wEU] Nvw)

q2n—3SN(uw) + (q2n—2 + EQqn—I _ q‘Zn--!S) (hr + h-—-f)'

O bien,

M.M, = EQq"_] (Muw -+ M,_,ﬁ,-) + qun--2DN(vw) + q2n—BSN(mu) +-
(9% +eqq™ ") (hr + hos).

Caso 1.2 Supongamos que los vectores v,w € (k x k)™, son tales que,
w=s7, Tr(v)#£0, v¢k, sek*, r=sN(v)ek”

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0siy sélo si t = £2sN(w).
Ademss tenemos

Tr(vw) = 2s N{v),
Tr(vw) # +2s N(v).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q-terna:

Mva = (qn_l + 5Q)qn_2 Z M(l,t,N(vw)) + (q2""3 + 8Qq""1) M(],2sN(v),N(vw)) -+
=
¢ M, ~2s Ny Nwe) + (677 + €0 (71 — ¢7%)) MmNy +
" *(g" - eg) Z M e Ny + (@2 +e0g™ Ay

ack
AT (va)
Ael*
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MM, = (qn—l + EQ)qn_2SN(vw) - “':Q(q“nm2 - qﬂ—l)M(lvnsN(”)-N(”w)) -
Q4™ M(1,~2s NNy + €@ (=272 + ") Mamgm)New)) +
(q2"_2 + EQqn_]) h, — (q2n—h3 + EQqn—z) (h'r- -+ h_.r) -

200" Y MuuNgu)-
tck
t£Te(v)
Aeld*
MM,y = (¢! + £Q)q" 2 Sn(ow) + £0a™  M(1,25 Ny N(w)) +

200" MumtwmNes) — 4™ D Minpay-1) +
lek*

(qzn"2 + SQqn_l) hy — (q2"'3 + qun_Z) (hr + h—r) .
Asf,

MMy = (q"" +€Q)q" *Sou) + 604" " (Mo + Myw) —£94™™* D My +
uely ,N{vur)

[(q2n—-2 _I_SQqn—l) hr _ (q2n—3 +8Qqnn2) (hf + h-—r)] .

Usando la proposicién 53 sustituimos egq™ 2Sn(wy) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

Ji— 1 k g

2EU N(vw) vEU] Nuw)

q2ﬂ—3SN(vw) + [(q2n—2 +5Qqn—1) hy — q‘zn-—3 (hr 4 h—r)] ]
O bien,

MM, = qun~1 (Mvw + Mvﬁ:") - EQqn_z-DN(uw) + q2n_3SN(vw) +
(q2n——2 +8Qqn—1) hr

Caso 1.3 Supongamos que los vectores v,w &€ (k x k) son tales que,
w=sv, Tr(v)#0, v¢k, sck*
Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-

terna, dado en el teorema 7 que verifica

A =0 siy sblo si & = £23N(v).
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Ademsds tenemos
Tr(vw) # £2sN(v),
Tr(vw) = 25 N(v).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (}—terna:

MM, = (0" +20)0" ™ ) Muenewy + (677 +e0d™") Mazsnwynew) +

1ck
Ag

" M, -2an@) Ny + (70 42 ("7 — ¢°7%)) My Tewu) Neww)) +

g —eq) D Muaneay + (€77 +e0d ke

ick
t£Tr(vw)
Ael>

MMy = (g" +e)q™ Sww) — £0(4%* — €™ ) M 208 (0),NGwu)) —
eQd" M, —2snwNewop) + 20 (2677 + 4" My mwwNeww)) —
200" ), Mugneen + (0% +eqq™ ) b —
vocy
( qzn—.'i +e QQ’“J) (h,,, + h_,.) .

MM,y = (g"™" + €Q)g" *Sniu) + €04 [ My mvtwmy Newwy) + Mt eww),Neww)] ~
£q" Y Myuwu+ [(7% +e0q" ") b — (772 + 64" (ke + 1)) -

uely

Asf,
MMy = (" + 0)q™ *Snww) + €00 (Mywy + Myz) — £0g™ 2 E M.+

ueUl,N(trw)
[(q2"—2 -+ EQqn_l) h, — (q2"—3 + EQqn—z) (R + h-—-r)] .

Usando la proposicién 53 sustituimos eq™ 2Sn(uwv) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

_ 1
MM, = qu" 1 (Mvw 4 Mq_ﬁb‘) -} -2"8Qq 2 Z M, — Z M, +

ﬂEU2'N(‘,w) ueUl,N(mu)
¢ Snewy + [(67 7" +eQd™ ) b — ¢ (R + )]
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O bien,

MM, = EQqn_l (Mvw + Mvﬁ) - qun—z-DN(vw) + q2n—3SN(m”) +
(an—2 +€Qqn-—l) hr-

Caso 1.4 Supongamos que los vectores v,w € (k X k) son tales que,
vek, wdk Nw)=r rek*.
Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la -
terna, dado en el teorema 7, que verifica
A =0s1ysdlosit=X2r.
Ademsds tenemos
Tr(vw) = Tr(vw) # £2r.

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q)—terna:

MMy = (""" +0)a" D _ M enwo) + T M 2wy + € M, —arNwo)) +

ek
AH¢0
(@ +e@)(¢" — e@)Mumuunen) + 4@ — @) D, MusNw-
ick
t.;éTs(-uw)
LHed>

MMy = (g"" + £Q)q" 2Sn(w) — €00™ > M(12eN(ww)) — €@4" M1, 25, N(u)) +
(—2e0a™ 2 +0q™ " — 1) M vy Neww)) — 2608™ 2 Y Moy —
tek
t#TE(‘uw)
FaX=nis
(q2n_3 +£0q" %) (e 4+ hr).

MM,y = (" + £0) " Snpow) + (€00 — 1) M1 v (vw) Nww)) —

E:Qqn-—2 z Mu. _ (q2n-3 +€Qqn—2) (hr + h...,'v) .
v Njvw)
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Asf,

M, My, = (¢"" +Q)g" *Snww) + (6a™ " — 1) Myw — g™ 2 Y My—

HEUI‘N(W)

(@2 + g™ ?) (he + h_,).

Usando la proposicién 53 sustituimos EQq“"'zSN(,,,,,) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

M,,Mw——“(gqqﬂ )Muw‘l‘ —£0q"" ( Z M, —~ Z M)

€Uz N(vw) w&lU1 N(vw)
+ q2n—3SN(”w) . q2n-—3 (hr 4 h—r) .

O bien,

MM, = (‘E(‘;..Q'n"'1 — 1) My — EQq’"_"2DN(uw) + q2"'SSN(,,w).

Caso 1.5 Supongamos que los vectores v,w € (k x k)™ son tales que,
vek, wék, Nw)¢

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la @-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A #0.
Ademds tenemos
Tr(vw) = Tr(vw)

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MM,y = (" 4+ eg)g" 2 Z M Ny + (0772 +20) (0" — €)M, T (), Neww)) +

tek
AgO

" —eg) D, Mgy

tek
t2Tr(vw)
Aelx
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MoMy = (¢"" +2)a" *Snew) + (—2694" 2 + €0¢™ " — 1) My me(ou)Neow)) —

2eqq"? Z M1,t.N(vw))-
tek
t£Tr(vw)
FaY=uly

MoMy = (q" +£Q)q" *Snw) + (£04™ ™" — 1) Miyme(wu)N(ww)e) =

> M.

“EUI,N(uw)

Asf

7

MMy, = (" +€0)q" *Snwuy + (e@q™ ™ — 1) My —£0a™ % Y. M.

uclth JMN(vw)

Usando la proposicién 53 sustituimos qu""2SN(w,_,) para homogeneizar la formula
y obtenemos :

MM, = qzn_3SN(ow) + (:—:Qq“ ) 1) My + —t—:Qq ( Z M, — Z M, )
uc

Uz, Nevw) u€U; Nivw)

O bien,
o 1
MMy = ¢Sy + (€q™ ! — 1) My, — EEQqnthN(uw)-

Caso 1.6 Supongamos que los vectores v,w € (k X k)™ son tales que,
vk, wék, N(ww)¢D

Anslicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

AF£0.
ademds tenemos
Tr(vw) # Tr(vw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q—terna:
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MM, = (¢! +eg)q"? Z Mg Ny + 27" — q) Z M1t N(wuw))
tek ek
A0 t£Tr(vw)
tATY{(vD)
Aell*

¢ (¢" ! +eq (g — 1)) M mr(m)N(ww)) +
2 (¢ " + g (7 — 1)) M T(ow) N(ww))-

MM, = (qn—l "l'SQ)qnszN(-uw) +eg (“2‘1“—2 + qn—l) M(l,Tr(vw),N(vw)) +
g (~20" % +¢"1) Mumemnen) — 2600" % Y M)
()

t#Tr(vw)
Aellx

MMy, = (""" +29)q" " *Snpw) +20q™ ™ M 1e(wm)Nwa) +

¢ My emane) — 4" Y, M.
uEUl,N(uw)

Asi,

MM, = (qn—-l + EQ)qn—z‘SN(mn) + qun—l (va + M) — EQq Z M.

uEUl,N(vw)

Usando la proposicién 53 sustituimos qu“_zSN(w,,) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

MM, = ¢ Snpwy + 80" (Mpw + Myg) +

Sed™ (ZM‘ZM)

€U N{vw) UEUY N{ww)

O bien,

o
MM, = q‘Zn—-3SN(W) + EQqn_'l (Mvw + Mv’ﬁ)‘) - EQqn*2DN(mv)-

Caso 1.7 Supongamos que los vectores v,w € (k x k)™, son tales que,

Nww)=r*€, v#sw, v#sw, sck*.
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Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0siysblosia=1t2r
Ademsds tenemos

Tr(vw) = +£2r <=> v = sW, con s € k™,
Tr(v) = £2r <= v = sw, con s € k*

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la QQ—terna:

Mva = (qn—l +€Q)qnu2 Z M(l,t,N(vw)) + q%—:}M(l,2r,N(vw)) +

ek
Agll

M, —aenwy + (@7 + e (7~ 0"7*)) M mww)niow) +
(@ +eq (6" — 4"7%)) Mumwmneuy +
g —eq) Y. Muanw-

tek
t£Tr(vw)
t#£Tr(viw)
AeO™

MyMy = (0" + £Q)a" Sy ¢ (—20"7" + 0" %) MiyTeww) Neww) +
£ (—2¢" % + " 1) M pmyNea) — € > Maarnew) — €M, —anN(ww)) —
200" D Musnwe) — (@ +eQ)d" 7 (e +hy).
2P ow)

LATY(viB)
AgeO*

MyM,y = (¢ + £0)q" 2 Snpow) + £00" M1 Trwuw) Nww)) + 200" M 1v(wm) Nww)) —
> My— (" 4+ 29)g" 2 (Br + hor).

uEUI,N(vw)

Asf,

MM, = (g"* +eg)g"” SN(W,) +eoq (“ My -{—M.,w —eqq" Z M, —
ucl) N{vw)
(@ +eQ)g" 2 (he + hoy).
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Usando la proposicién 53 sustituimos egg™ 2Sn(wy) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

ueUz,N(vw) ueUl.N(uw)

1
— n—1 n—2
MMy = ¢ (Myyw + Myg) + Equ ( E M, — E Mu) +

q2n——BSN(vw) . q211—3 (h'r + h—r)
O bien,

MM, = qun—l (Mw + Mm'ﬁ) — qu“'“zDN(,,w) + qzn—SSN(m,,)

6.2 El caso del dlgebra no escindida K.

Consideremos ahora los vectores v, w en el dlgebra K.
Caso 2.1 Supongamos que los vectores v, w € K*, son tales que,

Te(v) = Tr(w) =0, N(ww)=1% teck”.

Asi tenemos que v = tw. Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al
discriminante A de la Q-terna, dado en el teorema 7, que verifica

A = 0siy solo si a = 2t N(w).
Ademss tenemos,
Tr (vw) = tw? +1@° = t (w +B)° — 2w = —2t N(w),
Tr (v@0) = tww -+ tww = 2t N(w).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MM, = (""" +20)q" % Y Muaneuy + (€277 — £q™™") My, —enw) Ny +

ack
A¢0

("% — eoq™ ') My aen)nwey) + 02" - 2g) Z M1,z N(ww)) +
neDx
("% — o™ ) (hr + hr).
MM, = (¢! — £)q" Sngw) — £(0™" — ¢ 2) M1, 2t N(w).N(wu)) —
eq(d"™ =~ ¢" )M an@iNes) + 26007 ) M anuy) +
ASh
(qz""2 —egq" 1 — ¢ + &:Qq"“z) (he + hor).
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Asf,

MMy, = (4" — Q)¢ *Snww) — £@8™ " (Mo + Mum) + 204" 2 Y My+

HEU2,N(vw)
(q2n—-2 _ EQqn—I . q‘Z‘n--.'i 1 EQqn-—Q) (h*r 4 h—r) .

Usando la proposicién 53 sustituimos aqq““z.S'N(w,,) para homogeneizar la formula y

obtenemos:

1
n—1 n—2 § : E :
M,,M,,, = —£€qQq (M,,,,, + M,,-—w) + pall} ( M, — M,,_) +

uEUs N(vw) uEU] ngvw)
q2u_3SN(1rm) + (q211—2 . EQqn—l . q2n—3) (hr 4 h—r) .
O bien,

MMy = —e0q™ ! (Myw + Myz) — 204" 2 Dngow) + 0> Sh(ow) +
(q2n-—-2 _ qun—-l) (hr + h—r) .

Caso 2.2 Supongamos que los vectores v, w € K*, son tales que,
v=tw, Tr(w)#£0, tck

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0 sy sélo si a = 32 N(w).
Ademds tenemos,

Tr(vw) # 2t N(w),

Tr(vW) = twd + tww = 2t N(w).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MM, = (g +e)d™ % D Myanwwy + (€7 — e0q™ ") Mg -2engw)neww)) +
a#%s(’:fﬁ)
AgO

" My 2ene)NEe)) + 02 {07 — 294 + £¢) M mwy Ny +

g —eq) Y Muanwoy + (€% — eog™ 1) by

ack
AeOl*
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MoMy = (4" ~ £0)a" Snow) + €0 (26772 — ¢"7) Mol New)) —
eq(d™ " + 4" ) Maanw e 260877 D ManNwuy) +
a#ﬁ(%ﬁ)
("% —eqq™ ™) b — (72 — £0q™?) (he + hs)] -

MMy = (§"" = £0)q" " Siwu) — €4 My Ttww)N(ww)) ~ €04 M1 Tx(wim) Neow)) +
go"? Y Mu+[(@"F —eed ) b — (" — 20a™?) (B + h_y)].

ue UQ'N(,,W}

Asf,

MM, = (%" — )" 2Snww) — €0q"™ " (Muw + Myw) +eoq™™ Z M, +

‘uEUz N{uw)
(7 = o) b = (7 = ™) (1)

Usando la proposicién 63 sustituimos qu"““’SN(w,,) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

uEUg'N(,,u,) ﬂ-EUI,N(uw)
¢Sy + (777 — €00 ) he — 72 (e + hr)]

n— 1 Ti—
MM,y = —£qq"™ (M + Myw) + 52q4 2( >, M.~ ) ‘M") '

O bien,

MM, = —EQq"—l (Myy + M) — qu"_zDN(w,) + q2"_3SN(Uw) +
(4% — £qq™ ) br.

Caso 2.3 Supongamos que los vectores v,w € K*, son tales que,
v=tw, Tr(w)#0, tek.
Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-

terna, dado en el tecrema 7, que verifica

A =0 siy sélo si a = £2t N(w).
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Ademds tenemos,
Tr(vw) = tw@ + tow = 2t N(w),
Tr (vi) # 2t N(w).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la }—terna:

MM, = ("' +eg)q"? Z Mooy + (67 = 204" ™) M 2NNy +
a#%&(ﬁ)ﬁ)
A¢O
"My~ n)Neey + 47 [687 — e0a + eq] M, mwm) Ny +

e~ Q) Y Muanwuy + (672 — egg™) by

ack
Aeld*

MM, = (q"“‘ £Q)0" 2 Snpww) + 04" (2 — q) M mvwmneow)) +

(‘n‘Z

"2 M1, T (v Nww)) + €Q q") Ma NN +

2662@" Y Muaneay +
ack

oA Tr(v)
AgO

[(qz"'"2 — e ) by ~ (@2 — qu“"z) (h, + h_,.)] .

MM, = (" — £9)q" 2 Snpww) — £8" "M, e(myNew)) — £0" M, Tr(ww) Nwu)) +

£Qd" ™ ) Mown + (¢ — qd™ ) b = (67 ~ £00"?) (s + 1)) -
uel/

= (" — £0)g" Sy — €00" " Mz + Mvw) +e0d™ 2 Y Mu+

&l Nevw)
[(q2n—2 €04 -1) hr (q2n-—3 qn—‘Z) (hr +h_r)] )

Usando la proposicién 53 sustituimos egq™ 2Sn(wy) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

MM, = —'EQqn -1 (Mvw +Mvw) + EQq ( Z M, — Z M, )

UEU3 N(ww) BEUL N(vw)
¢Sy + [(77* ~ 200" ) e ~ 73 (e + )]
O bien,

MM, = __qun—l (Mvﬁ + Mvw) - qun—zDN(vw) + q2"_3-5'N(uw) +
(an—:Z - EQqn_l) hr-
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Caso 2.4 Supongamos que los vectores v,w € K*, son tales que,
vek, w¢k, N(@w)el, N{vw)=r

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0siysblosia=42r
Ademds tenemos,
Tr(vw) # £2r,
Tr(vw) = Tr(v®w).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q—terna:

MMy = ("7 +e@)d™™ ) Muanee) + € Mo grneo) +
#%Z(E"’)

0" Mg, -2enw) + [0 + 00" — e0d™ ! — 1] Mo nwuyNeow)) +

" — Q) D Mpangwy-

ack
AeO

MMy, = (qn—l - EQ)qn—zsN(vw) +qun_2M(1,2r,N(vw)) + SQqn_2M(],-2r,N(vw)) =
(£@q™ ™" +1~ 2690") M rrtow)Nwa)) + 264" D Mz N(wu)) —

ack
Aell*

(6% ~eqqd" %) (hr + h_r).

MMy = (" — £)q" *Snm) — (€Q0" ™ + 1) M mwuw)Neww)) +
EQqn—-2 Z M, — (q2n—3 _ qun—2) (hr + h—r) .

"'EUZ’,N(IJW)

Ast,

MM, = (qn—l - EQ)anZSN(W’) - (EQqn_I + 1) My + qun_2 Z My~
“€U2,N(t!w)

(q2n—3 _ EQqn—2) (hr 4 h—-r) .
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Usando la proposicién 53 sustituimos £gg™ %Sy pare homogeneizar la formula y
obtenemos:

Mva == (EQqﬂ‘Hl + 1) Mvw + lqunm2 Z Mu - Z Mu) +

2
UEU.'!.N(uw) “GUI.,N(uw)

qzn—3SN(vw) - q2n——3 (hr + h-r) .

O bien,

Mva == (5Qqn_1 + 1) Myy — EQqnn.zDN(vw) + qzn_aSN(v'w)-

Caso 2.5 Supongamos que los vectores u,w € K*, son tales que,
vek, wé¢k Nw)é¢D.

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A0
Adem3ds tenemos,
Tr(vw) = v Tr(w) = Tr{vw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la ()—terna:

MuMw = (Q"—l + 5Q)qn—2 Z M(l,a,N(mu)) + qn—2(qn—1 - EQ) Z M(l,a,N(W)) +

ack ack
a;ég‘;(é;]w) FaY=mig

["7% + e9q™ 2 — £0g™ ! — 1] M 1 (wo) N(w))-

MM, = (g — £0)q™ *Snww) — (€0d™ " + 1 — 264" %) My mrww)N(ww)) +
2ed" % Y MuaNew)-
ack

a#Te(rw)
FaX:2u|

Ast,

MM,y = (g" ~ £)q" *Sniww) — (€Q0" " + 1) My, + 209" 2, Z M.

uEUs N(yw)
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Usando la proposicién 53 sustituimos egg™ %Sy para homogeneizar la formula y
obtenemos:

M,My = ¢ Snow) — (6@q"™ " +1) Myy +—qu ( SN M- > M).

2EUs N(ow) veU) N(ww)

O bien,

MM, = qzn-:jSN(vw) - (SQqn—l + 1) Myw — EQqn—z-DN(vw)-

Caso 2.6 Supongamos que los vectores v, w € K*, son tales que,
v,w¢k, N(vw)e¢ D

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A #£0.
Ademsds tenemos,
Tr(vw) # Tr(vw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MMy = (@ +20)8" % Y Muanwap +3 0" —20) D Muaneu) +

ack ack
o#Tr(vw) Aellx
a#ATr(vin)

Agh

[ -3 4 sq‘i’"_z - qun_1] M, te(w) Nwe)) +
[ + 0" — eot™ '] Mumemncon

MM, = (qn—l - EQ)qn_zsN(vw) TEQ (2q‘n—2 — q‘n—l) M(l,’I‘r(uw),N(vw)) +

£q (20" — ¢" ) MunmnNes) + 26008° 7 D Mangy-
e Te(o)
oR Tr(vm)
AdO

Asf,

MM, = (q" =1 _ Eq)qn 2SN(uw) — EQqn =1 (M 4 Mvw +€Qq Z M,.
uelly ,N{vw)




6.2. EL CASO DEL ALGEBRA NO ESCINDIDA K. 85

Usando la proposicién 53 sustituimos egq™ Sn(uy) para homogeneizar la formula y
obtenemos:

MM, = 2ﬂ—a'S'l'il(*z‘n.u) - EQqﬂ—l (Mvw + Mvﬁ) +

%“3@‘1"'2 . M- ] Mu)'

BEUS N(vw) vel) Nivw)
O bien,

MM, = 2"_3SN(W,) - quu_l (Myw + Myz) — qu“_gDN(,,w).

Caso 2.7 Supongamos que los vectores v, w € K*, son tales que,
v,wé¢k, New)el, Nw)=r? (@#Atw, v#D).

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0 siysdlo st a = £2r.
Ademss tenemos,

(Tr(vw) = +2r) <= (existe t € k,v = ti),
(Tr(vir) = £2r) += (existe t € k,v = tw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la QQ—terna:

MMy = ("7 +€0)d" ™ ) Muonwo) +a" 8" —20) Y Muanway +

ack ack
a£Tr{vw) AeO>
a#Tr(viw)

FaX: |

¢ Mo, -2eney + (6777 + 204" — 200" Y] M, Tr(uuy o)) +
" My arnuy + [ +e0a™ % — g™ Y] M1, 1) N(ww))-

MM, = (7" ~ £Q)a"™ *Sn(ow) + 0™ *Mt2rNwu)) + £a™ M1, 2N (wu)) +
£g (20" — ") Mum(u)new)) + 5 (26772 - ¢°71) M1, 1x(vi),N(ww)) +

200" Y Muanway — (@ —Q)d™ % (e +h_).
ack
aATr(vw)
a£ Tr(viF)
A¢O
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MMy = (" — £0)0" *Shpw) — €09" M1, Trww Ny — £04" M1, Tetwm) Neww)) +

eQq" Z My — (" —e@)d" 2 (A + h_y).
“EUZ.N(uw)

Asf,

MUM'w = (qn—l _ 5Q)qn“25N(mu) _ EQqn—l (Mvw € Mm‘u) + qun—2 Z Mu _—

‘IAEU2'N(W)

(@ ~ e0q™?) (hr + hoy).

Usando la proposicién 53 sustituimos qu""z.S‘N(w,,) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

ﬂEUz,N(uw) ueU’-N(”W)

1
MM, = “"EQ‘I"—J (M + Myz) + EEQqn—z ( Z M, — Z: Mu) +

+ q2n_3SN(vw) - q2n—-3 (hr' + h‘—-!‘) .
O bien,

MM, = ___qun—l (M,m, 4- M,,ﬁ) — EQqn‘2DN(vw) -+ q2“‘3.S'N(W).

6.3 FEl caso mixto.

Si los vectores estdn en distintas dlgebras cuadraticas.
Caso 3.1 Supongamos que v € (k x k)™ ,w € KX, son tales que,

Tr(w) = Tr(w) = O.

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A #0Q.
Ademss tenemos,
Tr(vw) ¢k A Tr(vw) ¢ k.

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q)—terna:

MMy = (@ +e9)g"* Y Masnenen +4Ha" —20) D Muunwne

tck tek
Ag¢O A€Ox
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MMy = (0" +£Q)q" *Sneynw) — 260" 2 Y Mty New))

tek
Agll*

MM,y = (§" " + £0)q" Snpy new) ~ £@q™ 2 Z Myw

uelly

Usando la proposicién 53 sustituimos sqq"""'SN(,,)N(w) para homogeneizar la for-
mula y obtenemos:

1
MMy =" Sxonem tgead | D, Ma— 30 M,
uGUZ,N(uw) ueUl,N(‘”")

O bien,

MMy, = q2n—-3SN(ﬂ) N{w) — quﬂnzDN(v) N{w)-

Caso 3.2 Supongamos que v € (k x k), w € K*, son tales que,
vek, wg¢k, Now)=r% wwek

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0slysoélosit==1r
Ademsds tenemos
Tr(vw) = Tr(vw) # £2r

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q—terna:

MMy = ("7 +eQ)d™? D MuuneNwm) + 3 M aepice ey +

ick
tATY(vw)
Agd

7" Mo, -2y Ny + (@7 — £0)(0™ ™ + £0) M, troupNe) Ny +
g —eq) Y Mynwynw))-

tek
AeO*
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MM, = (¢"" +e0)q" Sy New) — €0" M1,2nNG) N(w) —
£Qq™ ™ Mu,~2nNew)N@)) — 6Q(0" " + €0) M1, Tr(ou N(o) New)) —

260" % Y Mg anw ey — (@ +eQ)0" 2 (he + h_y)

tek
Aed

MMy = (§" + £q)q" 2 SnimyNew) — €0 > M1,2r,N(w) N(w)) —
¢ M, —ar Ny N@)) — €98 + 1) M1 Tr(ww), New) N(w) —

264" Y Muanyne) — (@' +6)q" 2 (e +hoy).

tek
AeO

MyMy = (g% + £0)q™ > Shw) vy —~ (€™ + 1) My, —
Z My — (" +e@)g™* (he + hoy)

ue Ul,N(uw)

Usandoe la proposicién 53 sustituimos sqq"“zSN(w,,) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

M, M, = (qu -1 1) My, + —EQQ‘ ( Z M, — Z: M, )

HEUQ‘N(W) uEUI,N(vw)
+ Q‘2"_SSN(U) N(w) — g3 (hr +h_r)

O bien,

MyM,y = (gq" " + 1)Myw — £00™ Dy ngw) + ¢ ™3 SN(o) N(w)

Caso 3.3 Supongamos que v € (k X k)™ ,w € K*, son tales que,
vék, wek, Nw)=r, wekxk
Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica
A =0slysoélosit =32
Ademds tenemos,

Tr(vw) = Tr(vw) # £2r.

"
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Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MMy, = (""" +eq)q"? Z M g Nyne)) + @ M 2nN@) Ny
Agh
¢ My,-anney ey + (07 + €)@ — £0) Mt toup N Nw)) F
H - 2) Y. MaunmNw)-

ick
t#Te(vw)
AgO*

MMy = ("' +€9)d" 2 Snw) New) — £08™ > M(1,20,N(e) N(wy) ~
Q4™ 2 M1, -2 N(w)N(w)) +€0(0" " — £0) M1, Tr(vw) Nw) N(w))

200" ) Masnwney — (@1 +1)g" 2 (ke + hey).

tek
AHeld*

Mva = (qn‘—l +5Q)qn—2SN(v)N(w) + (EQqnul - 1)Mvw -
ed"? D), Mu— (" +eg)d (he+ hoy).

t“EU-I.N(tmr)

Usando la proposicién 53 sustituimos sqq"‘zSN(w,,) para homogeneizar la formula y
obtenemos

MM, = Qn_SSN(v) N(w)) — q2n_3 (hr + h—r) + ("EQQ'““1 - 1)Mvw +

-;-qu"‘z Z M, — z M,

ueUz,N(vw) uEUI,N (vw)

O bien

M, M, = q2n_"38N('u) N(w) + (EQqn—l - 1)Mmﬂ - qun—QDN(") N(w)-

Caso 3.4 Supongamos que v € (k x k)™ ,w € K*, son tales que,
veEER, w¢k New)é¢ld, wwek.

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A #0.

el
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Ademss tenemos,
Tr(vw) = Tr(vw) € k.

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la QQ—terna:

MM, = (" +eg)g" 2 E M1t Ny N()) +

ek
t£Tr(vw)
AgO

2" —2q) D Muenwnwy +
A

(4" — e@)(q" ™! + £9) M3 Tr o N(w) N(w))

MM, = ("' +eq)g™ Z Musnaynw) —eeld"™ + £Q) M1, Tr(ww),N@w) N@w)) +
i
g™ - £q) Z M 1,68y N(w))-

tek
Aell*

MMy = (0" + £9)q™ Sy New) — (6Qa™ ™ + 1) M1 Tx(vw),N(w) Nw))y —

260" Y MNw) Nw))-
tck
Aed*

MMy = (" +e0)qg" 2 Snwynw) — (€0q™ ! + ) Myw — £g4™ 2 Z M,

wEU) Nivu)

Usando la proposicién 53 sustituimos sqq““2SN(w,,) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

MM,y = @3 Snwynw) — (o™ - 1) My, +

-qu (ZM— ZM)

€2 N(vw) UEU) Ngvw)

O bien,

Mva = qzn_asN(u)N(w) - (qun—'I + I)Mvw - EQqn_zDN(U)N(w)-

-
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Caso 3.5 Supongamos que v € (k x k)™ ,w € K*, son tales que,
vgk wek, Nvw)éll, swekxk

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

AF0.
Ademds tenemos,
Tr(vw) = Tr(vw).

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la Q—terna:

MMy = (0" +eQ)d™ 2 D Mignwnw +4" 20" —£0) D Muenwnwy +

ek tek
Agn Fw
AeOx

(g™ + e@)(g" ™! — £@) M1, 1e(ww),Nw) New))-

MMy = (@7 +£0)a" ™ Y Musne Ny + (8™ — £0) M vwuNw) New)) +

tek
Held

g — ) Y, MtNeNw):-
tck
Held*

MM, = (""" + £0)q" > SnpyNew) + (£@a™ ™" — 1) M1, Trwu),N(w) N@w)) —

28Qf1"—2 Z M(l,t,N(v)N(ww))-
tek
AeO>

MMy = (@ +£Q)d" *Snwnew + (6@d™™ — DMy —eoq™? Y M,
€U Nvw)

Usando la proposicién 53 sustituimos egq™ 2Sn(wy) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

n— 1 o
MM = (cad"™ =DMt 5200 | D, Mu= > M)+
€U Nivw) U}, N(vw)

@™ SN Nw)-

“r
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O bien,

MM, = "3 Snpynw) + (€0d™ ™! — 1) Myw — 204" 2 Do) N(w)-

Caso 3.6 Supongamos que v € (k x k)™ ,w € K*, son tales que,
vk, wé¢k, Nv)Nw)e¢DO

Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A0
Ademss tenemos,
Tr(ow) ¢ k, Tr(vw) ¢ k.

Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de
acuerdo al discriminante de la (J—terna:

MMy = (" +2)8" % Y Muenene) + 47 2(d" " —£0) Y Manmnw)

ek ek
A¢O AeOx
= (¢ + Q)" " Sneynw) — 264" Y M) Na))
Aetix
e =1 n—2 n—2
MM, = ("' +£0)g" 2Snwine) — 820" D, M,
: u€l),N(vw)

Usando la proposicién 53 sustituimos ggg™ 2 Sn(wy) Para homogeneizar la formula
y obtenemos:

T
MMy = ¢ Snyne) + 3eed" X M- Y M,

ueUZN(uw) 1:"EUI,N(!;::.!)
O bien,
MMy = ¢ *Snwynw) — €09 > D) New)-

Caso 3.7 Supongamos que v € (k X k)™ ,w € K*, son tales que,
vk, wék N@)Nw)=rell

-
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Analicemos los sumandos en este caso de acuerdo al discriminante A de la Q-
terna, dado en el teorema 7, que verifica

A =0 siysdlosia=£2r.
Ademds tenemos,
Tr(vw) ¢ &, Tr(vw) ¢ k.
Remplazando en la compuesta los coeficientes de cada sumando y agrupando de

acuerdo al discriminante de la Q—terna:

MM, = (" +€0)g" Y | M NNy + ™ M 2rnw) N +

tek
AgDl
q2n“3M(],_2r,N(-u) N(w)) + q"2(g" ! —eq) Z M1,6,N(v) N(w))-
At

MMy = (" +69)d" 2 Sniwynm) — €08" > [Ma 2N Nw)) + M1, ~2r,N () Nawy) | ~

2600" % Y Muanwnwy — (@ +e0)d" 2 (he + hoy).

tek
Aeld®

MMy = (g" +9)q" *Snonw) — £00™°2 Y M, —

"eUl,N(vw)

("' +eq)g" 2 (e + hy).

Usando la proposicién 53 sustituimos EQq"‘zSN(wu) para homogeneizar la formula
y obtenemos:

n— 1 Ti—
M,M,, = ¢* 3SN(,,)N(..,))+§qu 2 > M- Y M| -
v€Uz N(vw) uE) N(vw)

q'ln—3 (hr + h—r)

O bien,

MuMy = ¢ > Sn)nw) — €00 2Dy New)

*
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Teorema 8 Sean A, B dlgebras cuadrdticas sobre k y v € A*,w € B*. Dntonces
tenemos que la compuesta de operadores M,M,, se expresa de la manera siguiente:

1. Si v, w € k, entonces
M,My = —2My, — 00" > DngyyNw) + qen_3§ new) + (@2 — 1) Ry
2. Siv ¢k, w ek, entonces
M,Ma = (e46a™™" = 1) Mo — £4™ Do) + " S(ow)
3. SiA=B, Tr(v)=Tr(w)=0, r*=N(vw), entonces

M, My = e4eQq" ™" (Myw + Myw) ~ 4™ Dnowy + ¢** > Snw +
("% + £420d" ") (e + h_r).

4. SiA=B, (w=sv o w=sv), Tr(v)#0, ve¢k, s¢€k, entonces

MyM,, = e4qq™ ™ (Myw + M) — 04" Digowy + ¢ > Snww) +
("% + c420q™ ") Ranigw)-

5 SiA=B, v¢k, wd¢k,entonces
MM, = EAEQqﬂ_l (Mvw + Mviu‘) - 5Qqn-2DN(mu) + q2n"—3'05'N(vw)-
6. Si A#B, v¢k, wd¢k, entonces

MMy = ¢ Sniyng) — €0 D) New)-

"y




Capitulo 7
Transformada de Mellin

En lo que sigue, A y B son dlgebras cuadraticas sobre el cuerpo %.
Para cada a € (k*)" tenemos un “levantamiento” natural a (4%)" dado por
o N4, es decir, tenemos un monomorfismo de grupos

) @)
04 —F tIo]ﬂA.

donde N4 es la norma del dlgebra A.
Recordemos que denotamos por F' el automorfismo de Frobenius del dlgebra
cuadrética A. Para ¥ € (A%)", tenemos entonces

Fio (&) — (A
¥ — UF=VoF
Finalmente usaremos las letras maytsculas del alfabeto griego para denotar los
caracteres de los grupos multiplicativos de las dlgebras cuadréticas y la correspondi-
ente letra mimiscula para denotar la restriccién del cardcter al cuepo k*, Ademds,

cuando corresponda, la letra minuscula sub cero para denctar el cardcter del grupo
multiplicativo &%, del cual proviene el levantamiento, es decir:

Si ¥ € (A%)" entonces Wix = 1p.
Si ¥ e (4%)", ¥ = UF entonces ¥ =40 Ny.

Para cada dlgebra cuadratica A se puede definir la transformada de Mellin para
los operadores de entrelazamiento candnicos M, (a € A).

Definicién 12 Sean € (A*)", a € (&*)".
1. Se define la transformada Mq dada por

ﬂ4h== EE:S]&ﬂﬂda

acAX

95

“*r
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2. Se define la transformada Mg dada por
Mg= ) Qa)M,

acA>

3. Se define la transformada h, dada por
ha = a(t)h,.

tek>
4. Se define la transformada S, dada por
Sa= Y _ aft)S,
tekx
5. Se define la transformada D, dada por
Do= Y at)D,
tek*

6. Se define la transformada .g'a dada por
Sa=3" )5
tek>
Proposicién 55 Sean o, 8 € (k*)", entonces
1. Sa5p = q""q" — £q) (¢ — 1) 8,85
2. hoSs=(q— 1) 8,25
3. hahg = (g — 1) bapha.

Demostracién: 1.- Sean o, § € (k*)", entonces

SaSg=Y_alt)S: Y B(r)S,

tekx rek*
= Y a(t)B(r)S.S:
rieR*
=g g" - 1) ), o()B(r)Ss
rick*
=" -1 Y| D a@)B@) | S
T
=¢"g" — 1)(g— Ddag Y_ B(5)S,
ack*

=¢"¢" ~ 1)(g— 1)bas- Sg

ar
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2.- Sean o, 8 € (K*)", entonces

haSp = alt)he Y B(r)S.

tek> rekx
= " a®)B(r)hS.
r,lek>
= > ot)B(r)Se.
rickx
= )" a(t)B(st™2)S,
riek*
= (Z aﬂ‘z(t)) > B(s)S..
tek> sk

3.- Sean a, 8 € (k*)", entonces

hahg =) )by Alr)h

tekx rek*

= Z a(t)B(r)hy,

rilek*
= (q - 1) 6a,ﬁha.

Estos resultados sugieren definir la siguiente normalizacién:

Definicién 13 Sea a € (k*)", entonces
~ 1

S, = S,
g-Hg® —eg)(g—1) ™

Traduciendo la anterior proposicién a los operador normalizados, obtenemos.

Ea = —"l_ha

g—1

Proposicién 56 Sean o, € (k*)", entonces
1. 5,55 = 64,5,
2. hoSp = by 328,
3. hahg = 6 gha.

Proposicién 57 Sean Q € ((k x k)*)", ¥ € (K*)*, 0,8 € (%), y N, la norma
asociada al dlgebra k x k, No la norma asociada al dlgebra K. Entonces

1. MQ:MQF, Mq; =M\pF

*p
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2. Mao=Ma+hy; My=Mg+hy

J. MaSe = (goq"™™ +1) (g — 1) [~bu,02 + 500" (g — 1) 00N, ] e
4. MySa = (e@a" ™" = 1) (¢~ 1) [b02 + £0q™ (¢ + 1) 65 on2) Sa
9. haMa = (¢ — 1) bepMa;  haMy = (g~ 1) 6, 3 My.

6. haMa = (g — 1) 6apMa;  hoMy = (q— 1) 6o My.

Demostracién: Sea A un slgebra cuadratica sobre k.
1.- Sea 2 € (A%)". Entonces

Map= )" Q@M.

acAX

= Z Q(a) Mz

acAX

= > Q)M

beAX
= > QF(b)M,
bEAX
- MQF.
2.-8ea € (A")A. Entonces

Mo=>" a)M,

agA¥

=00+ + Y QM
tek acA—k

= Z Qa) M, + Z w(t)hy
acAX tek*

= Mﬂ + hw

3.- Sean a € (4%)",y € (kX)". Entonces

MaSa= )" Ua)M. Y aft)s;

ac A% tekx

=" 3" o(t)a)S.M,

tek* acAx

=3 > alt)Ua)daSing

tek* acAX

donde 4, es el mimero de sumandos de M,, definido en el capftulo 5.

ur
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MqS, = Z Z dao(r N(a) "1 )Ua)S,

rChk* e A*

= ( > dy (2(aoNY) (a)) (z a(r)s,.)

acAX rekx

~ (Z do (oo N) ) (a)) S

acAx
Pongamos 7 = (@ o N) !

MaSy = | (™% ~ 1) z n{a) + ("% + eacqq™ ™) Z n(a)] S,.

ack* acA-k

= |- (cageq™ ' +1) z n(a} + (2 +eaeqq™ ™) Z q(a)] Sa

L ackx acA*
= [-—- (EAEQq""I - 1) (q — 1)6w,a= -} (q2"_2 + EASQ(]“—I) IAXI 6{1,“01\1] S»,.
5.- Sean Q2 € (A*)",a € (k*)"; entonces

haMa = at)h, Y Qa)M,

tekx aEA*

=" > ot)alrM,

tek* agA*

=Y > a(t)Ua)M,,

tek* acAX

=>" 3 at)Qt0)M,

tck™ beA>

=Y o)) 3 Q@)

tekx beA*

= > () ()M

tekx
= (q - 1) 6w,aMﬂ-
6.- Sean 2 € (A*)", @ € (k*)", entonces
heMq = hy (Mg + hy)
= hoMq + hoh,,
= (q —1) O,aMa + (q -1} G,
={g—1) b, (Mg -+ Ry
= (q - 1) aw,a-ﬂ—/-rﬂ-
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Proposicién 58 Seay € (kX)"; entonces
25’7 = H’yoNl + _M—.-IQN,

donde N 1 es la norma asociada al dlgebra cuadrdtica k x k y Na es la norma asociada
al dlgebra cuadrdtica K.

Demostracién: Sea v € (kx)A

Mooy, + My, = > (yoN1)(@)Ma+ Y (voNg) (2)M,

ac(kx k)™ zeK*
=" ) (yoNi) ()M, + D> (voNg) ()M,
tekx uely, tek* ucliz,
=Z7(t) Zﬁu‘l‘zﬂu
ek uelly , uelly,
=Y y(t)28, =25,
tek>

Corolario 59 Seaz v € (k*)", entonces
€4Sy = Myon ) = £ (Sy — Mon )

donde A, B son dlgebras cuadrdticas sobre k.

7.1 Sumas geométricas de caracteres.
Estas sumas tienen su interés, ya que aparecen en forma natural al componer trans-

formadas de Mellin de operadores de entrelazamiento canénicos, definidas con mads
precision en la proxima seccién.

Proposicién 60 Sean ¥ € (A*)",Q € (B*)"; entonces

0 T Y Fw
> U(r)Us)hes = { ’
Py ok (- 1Dhy si Pp=w
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Demostracién: Sean ¥ € (4%)",0 € (B)",

D VAN = Y U(r)Qtr )k

rack® rtekX

= (Z m"l(r)) > QA

rekX rekX

= (Z (zQ) ('r)) k.

rek

O
Observacién: Recordemos que para un grupo conmutativo H, tenemos que el 4l-
gebra de grupo L'(H) es conmutativa y los caracteres del grupo forman una base de
idempotentes primitivos ortogonales con el producto de convolucién, dado por,

(T + ) (£) = % 3 w(ra(s).
nsg?

Proposicién 61 Sean ¥,Q € (A*)", entonces

0 st U #£QF
> U(a)Qsa)honay =
a€AX |AX| B, si U =QF
sek*

Demostracién: Sean ¥, € (4X)"

Y Ya)Us)hyyw = . 2(s) > (TQ) (0)| hat

acAX slek® acA>
sgk™ N{a)=t

= 6(@9),(@::)"‘ - |Ual Z w (3) v(t)hst

stek>

donde ¥ =vo N 4

2 U@ Usa)hania) = Samy ey - [Ual (4= 1) 3 (@ *) () - b

aEAX rekx
ack®
= 6(-?9),(\1:9)"‘ “ O+ [A¥ Z w(r)h,
rekX

= &(e0),x)” " o - [A] - by

.
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Como (¥Q) = (¥0)" =voN,, Qkx = w, tenemos que, evaluando en u; € A,
un elemento de norma # :

V8 (ug) = v(t),  v(t) = w(t) = Qum)
(2€) (us) = v(t), w(E) = (92F) (w)
¥ (ue) = QF ()
Con lo cual T = QF. O
Proposicién 62 Sean ¥ € (4%)", Qe (B*)", entonces

Y v@een, =
rek* ﬁﬁ;ﬁﬁﬁ-’; 0 en caso contario

Demostracién: Sean ¥ € (A%}, Qe (B*)",

oD @)@k,

rEk* acAX peB*
N(a} N(v)=N(r)

Li%ﬂ?:lh¢ si q?zzdm<JP¢A, §2==dm<JPJB

= [Ual|Usl6g,ur - Saar Z Z Yo(s)wo(t) | Ar

k> \ stek>

at=p2
= |Ual|Usl6g,4x - Sagr Y (0 *wo) () hr
rek>
= ]UA”UBI(q — 1)6.1;,\1,1-‘ . 69,91? . 5‘{,0,,,,0 Z 'l/)() (T2) h,—
rek*
A*||B¥
= lq—!‘l—lﬁw,w - 8aaF * Sgoun Y (Yoo N) (r) hr
rekx
A*||B*
= L"‘"”Tltslp"pf‘ . 69‘91’-‘ . 64,0’,_,,(, Z ‘I’ (T) h,-
- rekx
_ 1AM

q— 1 Oy wr - ba,ar  Syouws - by

Proposicién 63 Sean ¥,Q ¢ (A%)",

> V(@B My =

a,beA¥

0 si QAT
I!ixlﬁdh st Q=%
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Demostracién:

Y UQQB)My =Y > (a@)p) | M,

a,be A% cEAX \ qbe A%

ab=e
=A% 3" (T * ) () M,
cEAX
= 6\1;.9 IAXI Z Q (C) M.;
cEAX
= (5\1;’9 ,Ax] M.
0
Corolario 64 Sean ¥,Q2 € (A%)", entonces
0 i QATF
> Wa)QO)M; =
apeA* |A*| M, si Q= TF
Proposicién 65 Sean ¥ € (A%)",Q € (B*)", entonces
0 si YFw
> W@)QUr)M,, =
a€AX rekx (g—-1)My si p=w
Demostraci6n: Sean ¥ € (4%)",Q € (B)",
Z T(a)Qr)M,, = Z V(er UM, ¢ =ra.
aCAX rekx cEAX rek¥
- (Ze90) (3 w(on.
rekX cEAX
= ( > () (r_)) My,
rekx
O

Proposicién 66 Sean A, B, C dlgebras cuadréticas sobre el cuerpo k y U € (A)",
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Qe (BX)", ademds U, es el cireulo de radio v en C*. Entonces

> w@n) ( > Mu)

aEAX bEB* CUna) n(b)
AX||B* .
I_&-!H_lT.lM’J’O°Nc 8 ‘II:'d}oONA A QZ‘I,bQONB

en case contrario

Demostracién: Sean ¥ € (A%)",Q € (BX)",

> \Il(an(b)( > M)

aGA* peBx wEUN(a) N(p)

=X | S]] Y o (Z Mu)

rack® | aeA* bepx uel,
N{a)=3s N(b)=r

= 6\1;,4;1? ‘6Q,QF|UA||UB, Z ‘l,[lo(f')w()(s) (z Mu)

rsckX uElr

= |U4l|Up|6g,gr - 5QQFZ Z Po(rwe(s) (ZM)

LEkX psck® uel;
rs:t

= |UallUslbg,9r - Sa,0r Z (%0 * wo) (2) (Z Mu)
tekx =

= |UallUs| (g~ 1) bu,0r - 07 - Sppo D %0(t) (Zj M,,)
tek> uell
_ 14x1B¥|

*'(?:T&n,w + 80,07 * Sman ) ( > (wooNg) (u)M,,)

tek> \uell
_ AXBY
=1 = 0w, - 8,08 * Sy + Mygon 4

J

Proposicién 67 Sean A, B, C dlgebras cuadrdticas sobre el cuerpo k y ¥ € (A",

104
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Q€ (B*)", ademds U, es el ctrculo de radio r en C*, entonces

}: ¥{a)Q(b) Dy(ay noy

acAX beBx
| A% B ;. U=%oNy A Q=qpoNpg
2(g—1) M = M) A#B

0 en caso contrario
Demostracién: Sean ¥ € (AX)",Q € (B*)",

Y. ¥(@)Qb)Dywng)

agAX beB*
=> | Y wal|| ¥ ew|Dp.
kX | acAx beBX
N(a)=s N(&)=r
= |Ua||Upl6g,9 - ba07 D> %o(r)wo(s) Dy
t,9ck>
= UallUslov,0r - Sa0r D > tho(r)wo(s)Ds
tek rsck
= UallUs| (g~ 1) 8,07 - Sa,0r ) (tho * wo) () D,
tekx
= |UlUs| (g — 1) 83,07 - Sp,ar - bgoo > %o(t) D,

tekx
recordemos que

D,:-;-(uz M- Y Mu).

el . u€lz,e

donde Uy, es el circulo de radio £ en k x & vy U, es el circulo de radio ¢ en K

> to(t)De = %Z ho(t) ( doM,- Y Mu)
tekx tekx uely . uelz,

=3 (Z%(t) D M=oty Y M,,)

tekx u€ly, tekx u€lsz

=

B |

(M%anl - M%ong)

»y
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Proposicién 68 Sean ¥ € (A*)",0Q € (B*)", entonces

Y Y@UBSnwne) =

aEAX beB*

Demostracién: Sean ¥ € (4%)",0 ¢ (BX)"

[Fx]

X1 %
A, 5 w=gooN g Q=ypoNs
0 en caso contrario

/
Z ¥ (a)Qb)Sn@yne) = Z Z ¥(a) Z Q(b) | S

acA* beB* raekx acAX beB*
\N(e)=s N{b)=r
= 8y,yr - S,0r [Ua||Us| Z Yo(r)wo(s)Srs
r,sck*

= 6\1,’,1,5' . 6{2.95‘ Z Z 1!’0(?)‘”0 (3) St

kX | ysekX
rs=t

= UallUBl0g,07 - Sa.0r + Gpouo (@ —1) Y 10(£)S,
tek>
AX|| B>
= I (q I__I_ 1:')"16‘11.4"’ ' EQ,QF : 611’0.0’034)0

Corolario 69 Sean ¥ € (AX)",Q € (B*)", entonces

> H@)R(b)Snene =

|&X|
aEAX be B> Q

en caso contrario

X[1AX] o
{ ) HE—JS”’O st W=1goN,, Q=1poNpg

7.2 Tabla de multiplicacién de los operadores de
Mellin.

Al considerar los coeficientes de] teorema 8 anterior, podemos escribir la multipli-
cacién de los operadores Mg y My a través de los siguientes sumandos:
Sean 2 € (A*)", ¥ € (BX)", entonces

MaMy = )~ Qu)M, > ¥(w)M,

PEAX weBx
=3 Y Q@) ¥(w)M,M,
vEAX we BX

= Z o) ¥(w) (A(v,w) + B(v,w) + C(v, w) + D(v, w))

vEAX weB>

“r
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donde

Alv, w) = a(v, w)SnwyNw)
B(v, w) = b(v, w) Dy new)
Clv,w) = c(v, )My + ¢ (v, W) My

'U, 'lU) Z dy ’wh;

tekx

con los coeficientes a(v, w), b(v, w), c(v, ), ¢ (v, w),d;"™ dados por el teorema 8. EI
primer sumando lo tenemos con el siguiente lema.

Lema 70 Sean Q € (A*)",¥ € (B)"; entonces
20-3l A 1B
> QW)¥w) (Al,w) = 2-1)

vEAX weBx 0

ST st Q——_—’l’b(]ONA A II’=’§b00N'Eg

en caso contrario

Demostracién: Sean Q € (A%, ¥ e (B*Y", entonces

> )T Amw) = Y. Q)Pw)a(s, w)Snenw)

vEAX weBx* vEAX we B>
Q
=g 3" Q)T (w)SnwNew)
wEAX weBX
= D Q@)¥(w)Snwnmw
utEAx,’HJEBx
Por la proposicién 69 tenemos la demostracién del primer lema, g

Obtenemos el segundo sumando a través del siguiente enunciado:
Lema 71 Sean Q € (A*)", ¥ € (B)"; entonces

SiA#B; Q=woN, y ¥=4yoNg

Y AQTOB@,) = 50" (1~ 1) (@ +1) [eacgMa + epeoMy]

aCAX beBx

SiA=B; Q=ygoNy y T=1oNg

x|2
> @B = e (5, - 77,)

CEAX beBx

"
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En los otros casos tenemos

> 9a)¥(b)B(a,b) =0

acAX he @%
Demostracién: Sean ( € (4%)",¥ € (B*)", donde U es el circulo unitario de A%

> )@ (BEw)= Y Qv)¥(w)basDrwne

veAX weB* vEAX weBx

=-¢"%q Y Q)T (w)Dywne
vGA“ |weBx

Usando la proposicién 67 en cada caso

Z v)¥(w) (B(v,w))
vEAX we BX
-2 AX B*
=3 2 (lq “li) IEQ * 5@,@“ : 5n,nF * Oupowo * (M%°Nl - M¢°°N=)

SiA#B, =¥ =4y40N,, Q=0F=10Npg, entonces

= L2413
Z Qv)¥(w) (B(v,w)) = ¢ 1) [eaeoMa + epeqMy)
vEAX wEBX “ 9

SiA=B, ¥=10F=qy50N,, Qz:QF=¢00NB, entonces

n—2 o X
q"*[A¥||B
> ) Bw) =TI ey, — M)
vCEAX weBX q
-~ AXI2 kv
= -2(L_1)EAEQ [S,pﬂ"Mq:]
Asf tenemos la demostracién del lema. I}

Obtenemos el tercer sumando a partir del siguiente lema:

Lema 72 Sean 2 € (A", ¥ e (Bx)'l\ ; entonces tenemos la siguientes posibili-
dades:

SiA=DB, Q#V¥, Q#TF w=4q, entonces

Z Qa)2(b)C(a,b) = — (g — 1) [(epegq™ ™ + 1) Mo + (eaggq™ ' + 1) My].

acAX beB>




et
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SiA=B, (Q=% o ercluyente Q=TF ) , entonces

Z Q@) ¥(b)C(a,b) = (g— 1) [cageq™ — (2eaeq +£0) ¢! - 2] Mg
a€ A% beBX

SiA=B, Q=¥ Q=10 entonces

Z a)P(b)C(a,b) =2(g— 1) [agqq” — (eagq +5¢) "' — 1] My
aEAX bEB%

Si A+ B,

w = 1, entonces

Z a)¥(6)C(a,b) = — (g — 1) [(eeeq™ " +1) Ma + (sacqd™ ™ + 1) My]
aE A% beBX

En caso contrario tenemos

> Qa)¥(b)C(a,b) = 0.

acA* bepBx

Demostracién: Sean 2 € (A*)", ¥ € (B*)", entonces

S )W) Cow)

veEAX weBx

vEAX weBX

Z Q(v)llf(w) (C('{J‘, w)Mvw + c’(a'a b)MvF(w))

=eacQd" 6an Y, QUv)¥(w) (Myw + Mup) —

vwEAX
(EAEQqn_l ~+ 1)

> Q)T(5) M —

vEA> sek*

> Qs)E(v) My

weBX sek*

(E.‘Bl';‘QQ'n_1 + 1)

Solamente resaltaremos los caso no nules provenientes de las proposiciones 65, 63
¥ su corolario; de acuerdo a ello tenemos los siguientes casos:
SiA=B; Q=¥

obien Q= ¥F, entonces

> Q)¥(w) (Clv,w))
vEAX we BX

= EAEQq" 1. IAXI - Mg — 2;(£A£Qq""1 + 1) (g — 1) Mq
= (g~ 1) [eagqq™ — (2e48q -+ €0} ¢" ! — 2] My,
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SiA=B; Q=¥ y Q=0 entonces
>, )¥w) (Cv,w))

VEAX we BX
= 2€A5Qq"_1 . lei Mg —2 (EAEQqﬂ_I + 1) (q — 1) Mq
2(g—1) [eAaqq“ —{eaeg +eg)gt — 1] Mq.

S1A=8B; Q#¥ y Q#U¥ y w=1, entonces
> Q)¥w)(CE,w) :

vEAX , weB*

= (g — 1) (<(A, B)Mq + ¢"(4, B)My,)

== (CI - 1) [(EBSQQ’"_I + 1) Mq + (EAEQq"—l - 1) M.p] .
SiA#B; y w=1), entonces

2. Q)¥(w)(Clv,w))

vEAX weBX
= (g — 1) (<'(4, B)Mq + ¢"(A, B)My)
= —(g—1) [(epegq™ ' + 1) Mg + (eagQg™! + 1) My] .

Lema 73 Sean € (A*)",¥ € (B*)", entonces tenemos

SiA=B, Q#Y9, Q#£UF, w=1q, entonces

> e)¥()D(a,b) = — (g +easg)’ (g 1) hy

aEA* beBx
SiA=B, (=Y o excluyenie §:=¥F), entonces

2. UYBD(e,b) = (g 1) (" +easq) (6" — (1 +eag™ ~ €4€q) - by

ac A b B
S5iA=B, Q=T Q=UF entonces
> Qa)¥(b)D(a,b)

acA* he B*

={g- D[ =™ =" = 1) — 2e4e00" Mg~ 4 + 1)] - Ay

SiA# B, w=19, (Q#QF o U#TF), entonces

> ATO)D(@,b) = (@2 ~1) (g - 1) hy.

aEA* bepx
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SiA#B, Q=QF U=0uF,

wp = g, entonces

Y. U@)U(E)D(a,b) = (g~ 1) [~ 4 "3 - g22 1] hy,.
aEAX beB*

En caso contrario, tenemos

> Qa)¥()D(e,b) =0

acAX be B>

-

Demostracién: Reemplazando los coeficientes y reordenando tenemos:

> W)@, w)

vEAX weBX

==Y > Q)¥(wh, +

rek® veA* weB*
N(v) N{w)=r2

q““l (q"‘l + E,ﬁ:?q) (5,1,3 Z: Q('U)‘I’(S‘U)hsm(,,) +
vEAX BEk*

7 (¢ +ea8q) ban Z: Q) (s hsng) +

vEAX 3ek*
(6% =1~ 264,60" (" +eaq)] D U)U(w)hon,
v, wekX

El célculo de cada sumando lo tenemos resuelto en las proposiciones 60,61,62 y
solamente desarrollaremos los casos no nulos.

SiA=B, Q#¥ y Q#U y w=1), entonces
> Q)¥(w)D(v,w)
VEAX ,weBX
=— (" + EAsq)2 (g—1) Ay
SiA=B, (=¥ obien =¥F), entonces

> Qv)¥(w)D(v,w)

vEAX we X
[ ~1-20"" (¢"" +eacg)] (4~ 1) + 4" (¢ +2acq) [A[] - y
= (- (g** +8AEQ)2 (g— 1) +g¢™1 (! +EAEq) . [A" [) hy
(0" +easq) (~ (67" +eagq) (- 1) + " |A%[) - By
(

T

0" Feaeq) (a— 1) (—g" " —eacg +q" - £ag™ ) - by
g~ 1) (¢" " +eagq) (¢" ~ (1 +eag™ ! — £46q) - hy

= (
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SiA=B, Q=¥ y Q=%" entonces
D, 2v)¥(w)D(v,w)

vEA® weB*
g*" 3 | A> |2 a1 2 n-1{,n-1 x
=gy~ @ teasa) @= 1)+ (0" Heacg) |A*]| - hy

= (g—1) (—qgn_a (g—ea)’ ~ (" +"3A5Q)2 +2¢" 7 (g" ! +eqeq) (g — EA)) - hy
=(q-D (- -~ 1) —2e480¢" g —ea+1)] - by

SiA#B, Q=QF y ¥=9" y wy= 1), entonces

> 20)¥(w)D(v,w)

veEAX weB>
= ¢ ¢’ ~ (g~ Dhy + (¢ = 1) (g — 1) by
— [__“q2n—1 4+ q2n—3 + q2n-2 _ 1] (q _ 1) htp

SiA#£B, (Q#QF o U#£UF) y w=r1, entonces
> Q)¥(w)D(v,w)

vEAX WwEBX
= (@ -1)(g-Dhy
O

Los lemas anteriores corresponden a los pasos que permiten la demostracién del
siguiente teorema.

Teorema 9 Sean € (AX)", ¥ € (BX)", entonces
1. Siw # Y, entonces
MaMg =0
2. SiA#£B, w=1, (Q#QF o ¥#TUF), entonces

MoMyg = —(q—1) [(EBEQq“"l +1) Mo+ (EAﬁqq"—l + 1) My] +
+{(@™?-1)(g-Dhy

3 85iA#£B, Q=0F ©=UF w=1, wy#, entonces

MaMy = —(q- 1) [(epeq™™" +1) Ma + (eacqq™ " +1) My] +
+ [_q2n—-1 + q2n-—3 + q2n—-2 _ 1] (q . 1) hiﬁ’

“r
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4. SiA#£B, Q=0F U=U0F wy=1h, entonces

MoMy = ¢ (¢ — 1)(g — 1)S.,

1
— 5(1""2 (g — 1)* ((g + 1) [eacoMa + epeq My]

—(g— 1) [(EBEQqn—I + 1) Mg+ (EAEQqn_l + 1) Mq;] +
+ [__q2n—~1 + q2n—3 + q2n—2 . 1] (q _ 1) hq;;

"

5 8iA=DB, Q#£¥, Q#YF, w=1, entonces

MMy = — (g~ 1) (eagoq™* + 1) [Ma + My] — (" 1+ EAEQ)Z (q—1) hy
6. SiA=B, (=T o escluyente Q=TF), entonces
MoMy = (g — 1) [sAsqq" — (QEAEQ -} Eq) q“ul — 2] Mg +
+({g—-1) (q““1 +EAEQ) (" —(1+ caq™ — sAsq) - by

7. SiA=B, Q=V¥=1UF entonces

A%
M{}.Mq, = q‘"“2 (qn—l -+ SAEQ) #JT)-SWO +

ARy
4 {g—1)eg |2eaq" — 2(ea+1)g" ! — 2 —eaq™? ( (L_l)) ]Mg-{—

(gD (" +eacq) [ =~ " +engq)  hu

Demostracién: Al considerar los coeficientes de la compuesta de los operadores M,
y M, en el teorema anterior, aparecen cuatro tipos de sumandos, los cuales permiten
escribir la compuesta de los operadores Mg y My a su vez en cuatro sumandos, cada
uno de los cuales corresponde a uno de los lemas precedentes, de donde se sigue la
demostracién. O

Al traducir el teorema anterior en términos de los operador M, obtenemos el
sigulente teorema:

Teorema 10 Sean Q & (A*)",¥ € (B*)"; entonces

1. Siw # 9, entonces
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2.8 A=B, Q#T, Q#TUF w=1), entonces

MMy = —¢" (g — 1) [epeqMa +eacqMy] — e4e6"" 2 (g — 1) by

3 85iA#£B, w=1, (Q£QF o ¥#TF) entonces

Hﬂﬂ—f\p = -—-q"—l (q -1) [EBEQHQ + EAEQ—M—\;-] — E.‘ASqun_z (q - 1) hy

4. 8iA£B, Q=0F ©U=9F w=1, w1, entonces

.ﬂ_fgﬂ_f\p = ——-q"_l (q — 1) [EBEQHQ + SAEQ-.M“\I,] -+
¢ [- +q+1] (g— 1) by

5 SiA#B, Q=0F, U=U" wy=1, entonces

MMy =@ ¢ - 1)(g—1)Sgp + @ [~ +q+1] {g— 1) hy —

o (g-n ==l

5 [&‘ BEqu + £ ASquy]

6. iA=B, (Q=V o ezcluyente = TF), entonces

Mﬂﬁ\p = (q - 1) [EASQq" — (2EAEQ +EQ) q"_l] Hq; +
" (g—1) (g~ (1 +ea) -y

7. SiA=DB, Q== entonces

x[2
MoMy = ¢ (¢"! +e420) '(ljl"jll—)sdm +

eagqd” 2 (q—1) [ — 29— 1| My +
(a— 1) 2| —q—1] hy

Demostracién:
En la demostracién hay que tener presente solamente los siguientes
dos casos:
Si w 5 1, entonces

-M-Q-M-\p = (Mq + Fa) (M-y + h¢)
= MaMy + Mahy + Mygh, + hyhy,
=0

"
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Si w = 1), entonces

Hﬂﬁ\p = (Mg + hw) (Mqr + hq;)
= MqMy + Mgh¢ + Myh, + h,phw
= MMy + (q - I)Mg + (q — I)M\p -1 (q — 1)h¢




Capitulo 8

Los proyectores del algebra
Endg(LA(Ey)).

El objetivo de este capitulo es explicitar una familia completa de idempotentes primi-
tivos y ortogonales del dlgebra Endg(L?(F,;)). Para proceder en esta direccién, pode-
mos observar que el teorema anterior sugiere introducir una primera normalizacién
del operador Mq, dada por:

Definicién 14 Sea Q € (4%)", entonces definimos

— 1 —
Mg = ———M
P TP Y

Definicién 15 Recordemos las notaciones que estamos empleando en esta tesis,
antes de enunciar el siguiente teorema:

1. Para un cardcter de A* que es un levantamiento de un cardcter de k> usamos
la letra en mindscula sub cero para denotar el cardcter del cual procede.Por
ejemplo, si = QF entonces S =wpoNy.

2. Para un cardcter de A*, usamos la letra en minidscula para denotar la restric-
cion a k*. Por ejemplo, cuando Q € (A*)™ entonces Qi = w.

Con la normalizacién que hemos introducido, el teorema 10 se traduce en términos
de los operadores Mg por el:

Teorema 11 Sean (€ (A%)",¥ € (B*)".
1. 5iw # 1, entonces
MMy = 0.

2 85iA=B, Q#8¥, Q#UF w=1, entonces

Hnﬁqy = —Eg [Egﬁg + SAEJ—’\D] b EAEBE,'b.

116
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3 SiA£B, (Q#QF o VA£UF) ¢y w=1p, entonces

Hﬂﬁ\y = —€gQ [EBHQ -I-EAH\;;] - EAEBE.;,.

4. SiA#£B, Q=QF ¥=UF, w=1, wy# g, entonces

2
— o~ ~ —@Ptg+1]~
MoMy = — [SBEQMQ +EAEQM\L¢:[ 4 [__g___qg_t_] h¢_
5 SiA#B, Q=0F VU=UF =1y, entonces
_— e 1 24 29-1 ~ e - 4+q+1]~
Man, = %‘_Sﬂ’u —— g_j:.zqq_ [EBEQM_Q +EA6QM\I':| + I:L;.q_] h¢.

6. SiA=B, Q=¥ oezcluyente Q= ¥F), entonces

MoM, =sacqlg~2—€a)] My + (q— 1—£4) - by,

7. SiA=B, Q=U=¥F entonces

—— n—1 - 2 2_2 -1
MQM‘I’: (q +iA8Q) (q SA) S% +5AEQ""_—“—‘—'q q M!IJ
g*(g—1)
2
¢ —q-1 ~
+ - hy.
q P

Observacién: Notemos que los casos en los cuales se separa este teorema es equiv-
alente a preguntarse cuales son los posibles cardinales de los conjuntos {0, WTF}
{9, QF, ¥, ¥F}

Definicién 16 Sea A una dlgebra cuadrética sobre k y Q2 € (A*)"; entonces Q se
llama genérico si y sélo si 2 # QOF,

8.1 Construccién de los proyectores

Al considerar las igualdades 1, 2 y 3 del teorema anterior y la bisqueda de proyectores

(es decir, idempotentes), podemos expresar la condicién de idempotencia como un
sistema de ecuaciones, cuya resolucién nos lleva a la siguiente definicién.

“r
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Definicién 17 Sea Q € (A*)"; introducimos

1
q—E&a

Fa=

('h:,, +€AEQHQ) = Pyr

Teorema 12 Sean Q € (A%)",¥ € (BX)", entonces

1.Silw+#4d) o (A=B, Q#£9, Q#AY, w=44) o
B, w=1, Q#QF o T #WF)), entonces

PPy =0
2. SiA#£B, Q=0F, =0 w=1, w1y entonces

PPy = -1-?£¢,
q

3 8iA£B, Q=0F ©U=9Fwy=1, entonces

1
g(g—1)

4. 5iA=B, (=% obien =), entonces

PoPy = ———8y, + h«p

PoPy =Py

5 SiA=B, Q=U=UF entonces

1 —~
PoPy = p [(q"'1 +e480) (" — €Q) Syo + (g +€4) Pﬂ]

Demostracién: Sean Q € (A%)", ¥ e (B*)", entonces

1

(g—ca)(g—eB
1

RE

FPoPy =

) (E., + EAEQA’Z:Q) (};,\p + EBSQEZ;,)

Notemos tres posibles casos.
Primer caso: w # ¢

118

(4 #

7 —22) (EBEAﬁQHW +EA€QE¢HQ + SBEQZWH‘P +71w7hp)

b
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Entonces
MaMy = kMg = huMy = hohy =0,
luego
PoPy = L 0=0
YT (g—ea)(@—ea)

Segundo caso: w =1; Mg # My

Entonces

PoPy = s L — EBEAMQH\I} + EAEQE,;,HQ +- EBEngﬁ‘p +Af;,w7l¢

q q

_ 1
~ (g—e4)(g—25)

(EBEAﬁQHtp + EAEQMQ + EBsqﬁ\y —I-de,)

Tercer caso: Mg = My
Entonces
1 — e — e e
PaPa = ——— (Mala + 2eeqhuMa + ok )
(g —€a)
1

T @—ca)

La demostracién concluye aplicando uno de los tres casos anteriores a las distintas
alternativas del teorema anterior. 0

Notemos que el teorema 12 suministra una familia de idempotentes primitivos
del slgebra conmutante que atin no es completa, ya que su cardinal deberfa ser igual
a la dimensién del algebra de nucleos G-invariantes y ain no lo es.
Observacién: Sea A una #lgebra cuadréitica sobre k. Tenemos que el grupo de
Galois T' = {Id,F} actia sobre el conjunto X = {Q € (A%)* | £ cardcter
genérico}, con

(ﬁnﬂg + ZEAEQHQ 4+ ’ﬁw .

(g-1)(g—1—¢€a)
2

érbitas. Denotemos por Af un sistema de representantes de estas ¢rbitas
Entonces la subfamilia de operadores:

Fi={Pa | QeExk}}U{Pa | Qe ®)}}

es una familia de proyectores ortogonales.
En la biisqueda de los proyectores que faltan, podemos establecer las siguientes
proposiciones.

"
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Proposicién 74 Sean Q € (A)",a € (k*)", entonces
PQSa = (EAEQqn_l + 1) 5ﬂ,aoN,; S
PaS, = (EAEQqn-"l + 1) aﬂsaoNA Sa
Ademds, si Q # QF
PaS, =0
Demostracién: Sean 2 € (4*)", @ € (k*)", entonces
1 - —
PaS, =
nSa = o (b +eacella)
1 - —~
= —2a) (tha + EAEQMQSQ)
1 EAEQ ]
— h S +— M - hw SC!
(¢—€a)(g—1) [ wat ot (Mot 7o)
1 ¢ +eae0 EASQ ]
= hwSa + T MqS,
(q—EA)(q—l)[ g ?
" T deasg g 4 epeq n—1
T l(g—eq) S "" @—ea) oSt (Eacq0"™" +1) S 1 S
= (EAEQqn—l + 1) 6Q,mNA Sa.
0

Proposicién 75 Sean @ € (A*)",a € ()"

, entonces

Pﬂha - (q - 1) 6w,aPQ

' Pﬂ};a = 6w,apﬂ

Demostracién: Sean 2 € (4%)",a € (k)"

Paho = —‘_EA) (};w +£ ASQKZQ) h,

(g
1

~(g—2a)
1

T (g—ea)@-1)

(Rutta+e asqMaka)

1 l:qn 1+6A8Qh h, +EA€Q

T l@—eng-n | g

[hwha + @ (Ma + k) ha]

Mah, ]

-

“
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evaluando en los respectivos productos, tenemos

rn—1

g™ ! +ea50 E4EQ }
Poho = | L5450, SA%0  apolg
e g1 (g —ea) P 1(g—za) ]
[ 1 EAEQ —]
|, +—252 T, 6
g—ca) © @ T@—ea) |

[ (g — 1) ~ £ A€, —1)~
(EHEREEAEEDATS

[(g—2ca) " (g—24)

_a-1) =
= (q — EA) [hw +EA€QMQ] 60,’,,,

= (g~ 1) Gapla.

O

Los operadores que son transformadas de Mellin de los operadores de promedio
esférico son ortogonales a los proyectores de la familia 7y, pero no asf las transfor-
madas de Mellin de loa operadores de homotecia, lo que nos lleva a resolver nuevos

sistemas con las relaciones que ya tenemos, de los cuales obtenemos los siguientes
resultados.

Proposicién 76 Sea « € (k*)", entonces

2EQ

"___"'_Sa
qn—-l (q — 1)

(@ = 1) PaoNiws — (44 1) Pooty =

donde Npxk, es la norma asociada al dlgebra k x k, Nx es la norma asociada al
dlgebra K.

Observacién: Otra forma de escribir la propiedad anterior es

2eq

____.___._.._.Sa
qn—l (q _ 1)

> ea|Ui(A)] Poor, =
A

donde A recorre los dos tipos de isomorfia de &lgebras cuadréticas, a € (k*)", y
Ui (A) es el cfrculo unitario de A.

.y

h(d
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Demostraciéon: Sea o € (k")’\ , denotemos N3 = N jxx; Ng = Nk. Por proposicién
58 tenemos
2Sa = HQONI + HaoNg

EQ EQ e E,'Q ——
2 Sa == MaoN + ""'_'—_"'""Mao
¢"(g—1) q*(q—1) g-10)

€0 =4 =
2———58 = gq Moo Moo
Flg—1) o Faloets FEQHeons
E ——— —_——
sta = hgz + EAEQMaoNl — haz — EBEQMaoNg
£Q — ~
2_—"—3 m(h Mo )—'(}u ao )
Q-1 o2 4 €460 MaoN, ta2 + EBEQMaon
£Q
2-—-—‘- a - —_— 1 ao - 1 Pao
q“(q—l)S (q )P N1 (Q+ ) Nz
Definicién 18 Sea o € (k*)", entonces
q g +dz
Ty = ——PFPlaa — —385,
g+1 @7 gy e
Proposicién 77 Sean Q € (A%)",q,8 € (k*)", entonces

1. T8 = 0.

2. ToTy = 6070

3. Si Q# QF entonces TP =0.
Demostracién: Sean 2 € (AX)",q,f € (k*)"

1.
q e +49z | &
T.Sg = |——=Faa) — S, S
g [q+1 @) g+l a] g
_ g Qe t+43 &
T g+ 1P(°' 2% q+1 Sep
qleqa™ 1 +1) . 5 ef"+4d. &
6085, 8..45,
g+ 1 T T
=0
2.

q i q e +q
T.0g = | —— P — =8| | —=Ppg— ——5,

9 2
q q n— G g
-~ (m) PrayFPipn) — (qu-) (eea™™ +1) [Pw,ﬂ)Sa +P(a,a)-5'ﬂ] +

2
(q_frf) (eaa™ ™ +1)* SuSp

R
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Si « = (3, entonces

2 -1 no__ -
T§=( g ) [(q +e0) (g sq)sa+q+lp(ma)}_
qg-+1 q q

2
q 7i—-1 n—1 1 S
2(———q+1) (eQq™! +1)* 5, +(q+1) (eqa™* +1)*-

2
q (" t+eg) (" —2q)z , 941 ] ( q ) a1, \2 3
= S+_ ) Paa — £ +1 S
(qﬂ)[ q o Pes| = \gyg) (e HY) S
9 . _gqf"+4q +qS ~T
q+1 ((!,0!) +1

Si a # 3, entonces

q £Q" +a5 q e +4q
TaT —_ | — .Pq Sc: . P —z -4
f [ I | ][q+1 BA ™ g1 H}
)  Plaa)Prs.0) = ( ) ¢ +1) - [PiagSa+ PoSo| +

=(7h
( ) (eqa™ +1)" 5.5,
=0

3. Si Q # QF, entonces

g g7 tag
ToPo = Pe Sa| Pa
. [q+1 RN

£Qq" +q§ Po

= '“"“‘_P(cx,a)PQ T et 1

q+1
= 0.

O

Teorema 13 Sean (E, Q) un espacio cuadrdtico de dimensidn par sobre k y sea A un
dlgebra cuadrdlica sobre k. y A} es un sistema de representantes de las drbitas.del
grupo de Galois sobre el conjunto de caracteres genérico.sobre (A") Entonces

Fefn c acE)juff ey
u{pPy : QeK;\}u{Pn : Qe (kxk)}

es una familia completa de idempotentes primitivos y ortogonales para el dlgebra
Endg(L?(E)).
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8.2 Calculo de trazas

A continuacién calcularemos la dimensi6én de los respectivos espacios imagen de los
proyectores.

Proposicién 78 Seanv € A*, Q1 € (A", entonces
1. Tv(M,) =0
2. Te(M,) = |E1| 6 (v)
3. Tr(Mg) =0
4. Te(Mg) = | B

5. Tr(Mp) = =il

Demostracién: Sean v € A%,Q € (4%)". Entonces

1.
Tr (My) = Z M, (6z) ()
ek
=), 2 &l=0
zEE) yEE]
B(z,y)=Tr(v)Q{z)
Qy)=N(v)Q(z)
{=z,5} 1.
2.
Tt (M) = > M,(6) (@)=Y, > &
zeE; zcEy yeb
B(zy)=Tr(v)Q(x}
Qy)=N(»)Q(=)
=Y 6 (v) = |E1] 61 (v)
ek
3.
Tr (Mg) = ) Q (v) T (M,)
vEA
=Y Q@0
veA

= 0.

b4
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4.

T (o) = 3 () Tx (7F,)

vEAX

=Y Q) |E1] 8 (v)

vEAX

=|B1| ) Q@) (v)

vEAX

= |-

Proposicién 79 Seant ¢ k*,Q € (k*)", entonces
1. T!['(hf,) = lE]_l 61 (t)
2. Te(S;) = | E4| 6, (t)

3. Tr(hq) = | B4}
4. Te(Sq) = | B
Demostracién: Sean t € k*,Q € (k)" . Entonces
1.
T (he) = ), bu (&) ()
e
=Y &.(tx) = | B1 - 6:(2)
2.
Tr (S:) = Z S:(8z) (z) = E Z 6z(y)
z€l z€E yek
Q¥)=tQ(z)
=Y 6 (v) = |Ei 61 (2)
Tel
3.

Tr (ko) = ) () Tr (k)

tek*

= Q)6 @)

= |Ey
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Tr (Sq) = Z (t) Tr (Se)

tek*

= Y Q@) |El 6 @

tek*

= |Ej

Proposicién 80 Sea Q € (A%)", Q#QF, ac (k)" entonces

1.
Tu(py) = =50 @ +esca)
q—€a
2.
Te(S,) = 1
3.

2¢ 2n-2 1

Demostracién: Sean Q € (A%)", Q#£QF, ac (k*)"; entonces
1.

(h +EA8QMSZ)
= (h,,,) +eaeQ T (Mg))

=5 (™
"= (-1 )

"q—sA( ~Hg" —eq) +eagq (¢ —&q))

_ (g" —eq) (g" " +ea5q)
q—za

D-Q

EA

1-Q

uy
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= 1
o (S") B lsq) @ (5)
) IEll

Tt —eq)(g—1
=1

q gQq” + =
T (o) = 5 T (Paw) = =25 T (5)

g+1
_ 9 (g"—eg)(d" +eq) cqf" +4
q+1 qg-1 q+1

(¢" —€g) (¢" +£9q) — (eqd" +9) (g~ 1)
(g+1){g—ea)

_ q2 (q'Zn-2 _ 1)

¢-1

O
Observacién: Notemos que con la suma de todas las posibles trazas, obtenemos
el cardinal del conjunto E; de los vectores anisétropos, lo cual (re)demuestra que
nuestra familia de proyectores es completa:

qlg—1) (¢" — Q) ("' —2q) , (@a—2)(q—1) (" — ) ("' +¢0q)

2 g+1 " 2 a1 '
(q~1)+(q—1)q2—%—_"1‘_—1)
= %%%l (" —eo)ala— 1) +(a— e +1) (" +eg)] + qq“+—11

=(g" —eq)q" (g~ 1) = |E|
Teorema 14 Sean (E, Q) un espacio cuadrdtico de dimension 2n sobre k y sea A un

dlgebra cuadrdtica sobre k, entonces la representacion L*(E;) de G se descompone
en #rreducibles como sigue:

Lz(El)——-( 85 IInPg) ® & ImPal o @ Imga @ ® ImT,
feK) Qe(kxk)} ae(kx)" ek )™

con

o n—1
dim(Im Pg) — (q EQ) (q + EAEQ),
_ q—E&g
dim(Im 5,) = 1,

2 (22 _
dim(Im T},) = i ((;2 —1 D

-
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8.3 Descripcion de los subespacios irreducibles de
L2(Ey).

Antes de describir las imégenes de los proyectores, reescribiremos los proyectores.
Sea §1 € (AX)", tal que Q # QF; entonces

1 EAEQ
mi—1
q +£p80 EAEQ
Py = .
TV RSV P
Sea a € ()",
g eq¢" +4
ch= "_Pczoe —'—"'""'“'_'Sa
g+1 7 g1

ademss usando la proposicién 55 tenemos

Proposicién 81 Sea Q € (AX)", e, 8 € (k*)", entonces
1. haPq = 6suPa.
2. hoSp = 80,25p.
8. hoTy = b4 ;2 Tp.

|
Ademss recordemos la. descomposicién bésica obtenida a partir de los operadores
de homotecia, los cuales son diagonalizables simultdneamente:

LHEy) = Dyeeyr Vo
donde Vi, = {f € I*(Ey) | fltz) =~ (&) f(&) Vtek~}
Lema 82 Dados a,v € ()", f € V,, se tiene

Bof = 8oy f

Demostracién: Evaluando en 2 € E)

"y

(Faf) (@) = ﬁ 3 (o) 1)f (@)

tekX

= 60'.7-1 f(m)
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Proposicién 83 Sea a € (k*)", entonces

Vaz( ¢ Im Py )@( ®Im Py )@
NeKp,  Qyx=a~! Qe(Exk)), Q) x=a-!

( ®Im Ty )e( @ Im Sy )
peE=)", Mr=a-! Be(kX)",  pl=a~l

Los espacios imagen de los proyectores

En una primera etapa, describiremos la ecuacién funcional para el proyector Fy, con
f € Im PQ

f=raf
n—1
gt €89 EAEQ
= — + = M,
f 1A% ho f |AX[ g1 af

eagoMaf = q"—l IAXI f— (qn_l + EAsq) hof
Maf = sAqu"”l ]A"‘ B (EAEQqn_l + 1) chof

Asf{ tenemos que

ImPy={feLl*(E) | Mof= eacqq” "t |AY|- f - (eagq™ ! +1) - huf}
reescribiendo usando el lema 82, tenemos

ImPo={feVy | Maof=cacq(g—~1) [¢" —ead™! — " —eagq] - F}

Para los proyectores dados por el pardmetro a € (5*)" tenemos la ecuacién
funcional dada por

f='§cxf
lEllfzsaf
ImS,={feL?(E) : Suf=1E|s}.

Al rescribir la ecuacién funcional en la variable correspondiente, se obtiene las fun-
ciones constantes sobre las (-esferas, es decir

(Vz,y € B1) (f(z) = fy) &= Qx) = Qy))

y radialmente @-homogéneas:

(Vt € &%) (Vz € By) (f(tz) = a(t) f(z))
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es decir,

ims ] FELXE) : [ esconstante sobre las esferas y
T Do = radialmente @-homogéneas ’

Para la otra familia de proyectores parametrizados por el pardmetro o € (kx)’\ ,
tenemos la ecuacién funcional dada por

f:Taf
q gQq" +q
= _"""—Paa “"_‘“"—Sa
n—1 n
__4 q +5Qi €9 _&gq +q§
f_q+1 (q"—IIAX[ La2+qn-—lle| e ) f g1 of

Recordando que los subespacios propios asociados son ortogonales, tenemos
(a+1) " |A*| £ = (6" +€q) hoaf +eqMmamf ¥ Suf =0
Asf{

Mawf =eqa+ )¢ *(g—1)*F— (eqq" ' + D) harf v Suf=0

es decir,

T, — { FeLXBr) : Meaf=cqq (g~ 1) (q+1)f - (eoq™* +1) haaf, } _
* Sef =0
Usando el lema 82, tenemos
ImTaz{ feVp M(a,a)f=6qg;}1:)gq“-q"“2—q“‘1 —€9) f }

Por ltimo, tenemos una visualizacién del operador M, como un operador de
promedio “cémico”, cuyo efecto sobre una funcién f, evaluado en un vector z € By,
corresponde a sumar los valores de f sobre todos los vectores de la esfera de radio
N(a)Q(z) que cumplen la condicién de tener un “producto escalar” B (z,¥) con =z
dado por Tr(a)Q(z), es decir, corresponde a sumar sobre los valores de f en todos
los vectores y en la traza del cono B(z,y) = Tr(a)Q(z) sobre la esfera de radio
N(a)Q(z) (como por ejemplo el vector pintado de negro en la figura ).

*y
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Representacién grafica de M, f(z)
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