FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

SOLUCIONES TIPO PARTICULA EN SISTEMAS .
EXTENDIDOS

DANIEL ELIAS ESCAFF DIXON

2006




FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME DE APROBACION TESIS DE DOCTORADO

DANIEL ELIAS ESCAFF DIXON

COMISION EVALUADORA CALIFICACIONI:S:
NOTA (n°) (Letras) FIRMA

PROFESOR GUIA
Marcel G. Clerc

PROFESOR COMISION _
Enrique Tirapegui Z. L s e e e

PROFFY0R COMISION
Rodrigo Soto.

© BIBLIOTECA 5

" PROFESOR COMISION f- cewTRAL ®

Orazio Descalzi. o N )

PROFESOR. COMISION /
Pierre Coullet. /4 e

PROFESOR. COMISION
Marc Esienne Brachet. G T e T

NCTA FINAL :
EXAMEN DE TITULO i i e v

SANTIAGO DE CHILE
DICIEMBRE - 2006




Nada mds prdctico que una buena teoria
L. BOLTZMANN

Lo mds incomprensible en el mundo es que es
comprensible... Es asombroso notar como surge- a medida
que avanza la investigacion experimental- un orden sublime
de lo que parecia ser el caos. Y esto no puede ser sélo

debido a la obra de la mente, sino a una cualidad inherente
al mundo de la percepcion... Sin embargo, si no se peca de
vez en cuando contra la razon, no se-llega a descubrir nada.

A. EINSTEIN

La voz de la razon es muy débil, pero.a la larga siempre se impone.
S. FREUD
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0.1. RESUMEN

Fsta tesis se centra en el estudio de las soluciones tipo particula, exhibidas por sis-
temas extendidos (ecuaciones en derivadas parciales). O sea, soluciones cuya dindmica
e interacciéon con otras soluciones de su misma especie, puede ser reducida a un sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias, i.e. pueden ser tratadas como particulas.
Especificamente, se estudio:

Ondas solitarias en una transicién liquido-vapor, en un medio granular. En el régimen
cuasi-sbnico el sistema es aproximado por la ecuacién de Korteweg de Vries. La estructura
de bifurcaciones y la interaccion de estas soluciones es estudiada, en orden de entender
la vasta dinamica exhibida por el sistema cerca de la transicién de fase.

Frentes y estructuras localizadas en un modelo prototipo en dindmica de poblaciones.
El modelo considera una caminata aleatoria simple mas un término no-lineal, que da
cuenta de la conjugacién de los clementos competitivos y cooperativos (efecto Allee), y
la ‘interaccién a distancia. Mateméaticamente, el modelo es no-local y presenta la coex-
istencia de distintos estados extendidos. Se construye el diagrama de fase del modelo, y
se dilucida el mecanismo de nacimiento de las estructuras localizadas.

La dinamica de dominios, en presencia de ruido interno, en la ecuacién de Ginzburg-
Landau real supercritica. Al considerar las fluctuaciones al equilibrio, la dinamica se ve
radicalmente modificada, independientemente de la intensidad de estas. Este proceso
es modelado, considerando una caminata aleatoria simple, para los kinks que separan
los diferentes dominios, mas un proceso de aniquilacién. Los resultados obtenidos de
este modelo, para el crecimiento del largo de los dominios, muestran un alto grado de
concordancia con lo que se observa numéricamente. No obstante, cuando la intensidad
del ruido se incrementa, y los procesos de creacién de pares kink-antikink se hacen més
probables, el sistema experimenta un resonancia estocéstica.

Frentes que conectan rollos con un estado uniforme. Se realizé una descripcion univer-
sal del fenémeno, via ecuaciones de amplitud corregidas. Cuando el sistema es isétropo,
el fenémeno de bloqueo, observado en sistemas unidimensionales, se pierde producto-de:
una inestabilidad de zigzag. En este caso, la estabilidad lineal, de una interfase plana,
y el proceso de coarsening, que sobreviene a la formacién del zigzag, son estudiados
en detalle. Mientras que, si se considera un sistema anisétropo, se recupera el blogueo.
En este caso, si incorporamos ruido al sistema, el movimiento del frente se desbloquea,
ocasionando su propagacion.

0.2. SUMMARY

This thesis is focused in the studied of particle like solutions in extended dynami-
cal system (i.e. partial differential equations). It means, solutions which dynamic, and
interaction with other solutions of the same sort, could be reduced to a system of ordi-
nary differential equations. That is, they can be handled as "particles”. Specifically, it is
studied:

The solitary wave solutions exhibited at the onset of the phase transition in fluidized




granular matter. In the quasi-sonic limit the system is modeled by two Korteweg de
Vries equations. The solitary wave interactions, and its bifurcation structure, is studied
in order to understand the rich dynamics exhibited by the fluidized granular system at
the onset of the gas-liquid phase transition.

Patterns, fronts, and localized structures of a prototypical model for population dy-
namics interaction. The physical content of the model is the coexistence of a simple
random walk for the motion of the individuals with a nonlinearity in the competitive
struggle for resources which simultaneously stresses the Allee effect and interaction at a
distance. Mathematically, the model is non-local and exhibits coexistence between dif-
ferent stable extended states. The phase diagram was constructed, and the emergence
of localized structures was elucidated.

The effect of noise on the coarsening process in the real super-critical Ginzburg-
Landau equation. The presence of noise changes radically the domain.dynamics of the
deterministic system regardless of the noise intensity. To give account of the mechanism
of this coarsening, a simple random walk model with annihilation process for the defects
was considered. The resilts obtained for the average length size growth were in good
agreement with numerical simulations. As the intensity of noise is increased the system’
shows a stochastic resonance for the amount of defect annihilation.

. A front between a roll and an uniform state. I made an universal description by a
corrected amplitude equation method. When the system is isotropic, there is an'inter-
esting depinning effect as consequence of zigzag instability. The linear stability of a
plane interface and the coarsening dynamic of the zigzag was perused. When the system
is anisotropic, the pinning effect, observed in one dimensional system; is recovered. In
the last case, if we add noise to the model, the locked in the front movement is undid,
inducing its propagation.
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Los sistemas termodindmicos clésicos se caracterizan por relajar a un unico equi-
librio, el méximo de la entropfa, el cual es uniforme en el espacio y homogéneo en el
tiempo (ver ref. [1], [2] o [3]). Cuando un sistema es mantenido fuera de este equilib-
rio, puede presentar comportamientos mucho mas complejos. Por ejemplo, el sistema
puede exhibir una gama de nuevos equilibrios estables (multi-estabilidad), los cuales
pneden poseer un estructura (ver ref. [4]), ie. las variables termodinamicas intensivas
presentan comportamientos espacio-temporales complejos, tales como oscilaciones, for-
macién de patrones, ¢aos 0 €aos especio-temporal. Notemos que, este tipo de fendmenos
es exhibido por sistemas macroscopicos (o sea, formados por un gran numero de con-
stituyentes fundamentales, que se juzgan microscopicos), de manera que siempre hay
presente disipacion de la energia mecanica, por lo cual estas formaciones suelen llamarse
estructuras disipativas (ver ref. [5]).

En general, para mantener un sistema fisico fuera del equilibrio, debemos someterlo
a més de un termostato, i.e. que esté en contacto con mas de un sistema grande, que
trate de imponerle las propiedades de su equilibrio, sin que estas propiedades se vean
afectadas por la dindmica del sistema en estudio (el cual es pequeiio, en esie sentido).

Uno de los ejemplos mas tipicos, en formacién de patrones, es la inestabilidad con-
vectiva o conveccion de Rayleigh-Benard (Ver ref. [4] o [6]), la cual consiste en colocar
un fluido dentro de dos placas paraleias vy horizontales {es importante la’ presencia de
gravedad), mantenidas a diferente temperatura. Si la placa, en la posicién inferior, estd:
més caliente que la que se encuentra en la posicién superior, entonces, por dilatacion
térmica, ¢l fluido en la parte més baja sera més liviano. Esta situacion es potencialmente
inestable, pero, producto de la propia viscosidad del fluido, que se opone al movimiento
de éste (a los gradientes en el campo de velocidades, para ser mas preciso); se requiere de
un gradiente de temperatura minimo, para desestabilizar la configuraciéon en que todo
es fuido se encuentra en reposo. Una vez excedido este gradiente de temperatura, se
desata la inestabilidad, la cual satura en la formacion de rollos de conveccion (ver ref.
[4]). O sea, al verse sometido a dos termostatos (dos temperaturas diferentes} el sis-
tema converge a un nuevo equilibrio (que no es el termodinamico clésico), en el cual el
fluido se encuentra en una situacién de movimiento permanente (alimentada por el gra-
diente de temperatura), este nuevo movimiento convectivo se auto-organiza, formando
una estructura periodica.

Claro que, cuando hablamos de dos termostatos, no nos referimos, 1nicamente, a
dos temperaturas diferentes, sino, de modo general, a dos potenciales termodindmicos
diferentes. Por ejemplo, en la reaccién de Belousov-Zhabotinsky (ver ref. [4] o [7]), el
sistema esta obligado a mantener dos concentraciones constantes, i.e. esta sometido a dos
potenciales quimicos diferentes. En este caso, el sistema, que consiste en dos reactantes
que se dejan evolucionar libremente, presenta oscilaciones permanentes, i.e. se converge a
un equilibrio, en el cual, las concentraciones de estas sustancias varia, de forma peri6dica,
en el tiempo. Es interesarte notar que, si sacamos estos dos termostatos, o sea dejamos
que la concentracién de las sustancias, que eran mantenidas constantes, evolucionen como
parte del sistema, entonces el sistema evolucionara a un equilibrio estético. No obstante,
esta evolucién se realizara mediante oscilaciones amortiguadas, de las concentraciones
de las sustancias en reaccién, i.e. el transiente, al equilibrio termodinamico, 1o esti
caracterizado por una relajacién monétona de las sustancias en reaccién, sino por un
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comportamiento oscilante de éstas.

Cuando hablamos de un sistema fuera del equilibrio, nos podemos estar refiriendo al
caso de un sistema sometido a mas de un termostato, el cual, mientras es mantenido en
esta situacion, exhibe nuevos equilibrios caracterizados por un comportamiento espacio-
temporal mas complejo. Pero, también podemos estar hablando de un sistema que se
encuentra en una situacién transitoria, i.e. convergiendo a cierto equilibrio, que puede
ser el termodinamico clasico. Notemos que existe cierta ambigiiedad semantica, cuando
hablamos de fuera del equilibrio, puesto que nos referimos especificamente al equilib-
rio termodindmico, no obstante las estructuras disipativas son equilibrios estables del
sistema. Ambos casos, el de formacién de estructuras estables fuera del equilibrio ter-
modinamico, como el estudio de las comportamientos transientes, son interesantes y
susceptibles de ser analizados con una metodologia comin.

En efecto, ina de la maneras més tipicas de modelar, tedricamente, un sistema fuera

del equilibrio, es mediante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, conocidos
como modelos continuos (ver ref. [3] o [4]). La contraparte de estos métodos son los
modelos discretos, cuya méxima expresion son los automatas celulares. (ver ref. [4] o 18],
los cuales, no obstante, no estan dentro de los objetos de estudio de esta tesis (que se
concentra Gnicamente en los modelos continuos), por lo cual no nos referiremos a esios
de aqui en adelante.

La construccién de un modelo continuo, para describir un sistema fuera del equi-
librio, requiere, como primer paso, establecer un parametro de orden, i.e. una campo
continuo {que puede ser escalar o vectorial), que depende del espacio y el tienipo, ¥
da cuenta de lds variables termodinamicas intensivas, que presentarr el comportamien-
to espacio-temporal complejo, que se quiere describir. Luego, este pardmetro de orden
satisface cierta ecuacion diferencial en derivadas parciales, o intregro-diferencial, en el
caso mAs general, la cual exhibe, dentro de sus soluciones, la estructura disipativa que
se quiere estudiar (por ejemplo, un patrén conformado por rolles, como en:la conveccién
de Rayleigh-Benard). Por lo cual, un sistema termodinamico clasico, también debiese
ser susceptible a ser modelado de esta manera, mediante una ecuacion diferencial, cuyo
Gnico atractor sea una soluciéon en la cual el pardmetro de orden sea uniforme en todo
el espacio y carente de cualquier tipo de dinamica, la. cual representa el maximo global
de la entropia. Luego, los transientes del sistema fisico corresponden a los transientes de
la ecnacion diferencial.

De modo que, el &xito en el modelamiento continuo de un sistema, depende de dos
factores: la adecuada eleccion del pardmetro de orden, de forma que de cuenta de los
modos predominantes, que entran en juego, en el proceso fuera del equilibrio; y la con-
struccion del modelo que dara cuenta de la evolucién de este parémetro de orden (la
ecuacion diferencial que satisface). Este modelo es, por lo general, no-lineal, por ello, a
este tipo de fisica se la suele lamar fisica no-lineal.

Como ya lo habiamos mencionado, cuando hablamos de un sistema fuera del equilib-
rio, estamos pensando en un sistema macroscopico, i.e. un sistera formado por muchos
constituyentes fundamentales, cuyo tamafio es muy inferior (microscépico) a los tamanios
tipicos del sistema global. Luego, existe una separacién de escala, entre las dimensiones
macroscopicas y microscopicas del sistema, en la cual se sustenta la descripeién con-
tinua de este conglomerado de entes que, a nivel microscopico, es discreto (incluso a
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nivel mecano cuéntico, podemos distinguir quantum fundamentales e indivisibles de en-
ergia, momentum angular, etc..., i.e. entes microscopicos discretos). Concretamente, el
parametro de orden representa las densidades de ciertas variables dinamicas intensi-
vas (densidad de masa, momentum o energia, por ejemplo), lo cual requiere definir un
elemento de volumen, que sea aproximadamente infinitesimal, a nivel macroscopico, de
modo que, el pardmetro de orden evaluado en algtin punto contenido en elemento de vol-
umen, represente la cantidad de la variable dindmica en este elemento. No obstante, este
elemento de volumen debe contener un gran numero de constituyentes fundamentales, de
modo que una evolucién determinista del parametro de orden (mediante ecuaciones difer-
enciales) sea una buena descripcién del sistema, o sea el elemento de volumen debe ser
grande a escala microscépica (es aproximadamente infinitesimal, a escala macroscopica,
y no un infinitésimo matematico exacto).

El ejemplo més clasico y pionero de esta separacién de escala es la teoria cinética
y la deduccion- de las ecuaciones de fluido a partir de ésta (ver ref. [2]}. En las ecua-
ciones de Navier-Stokes el pardmetro de orden son los campos hidrodindmicos, i.e. la
densidad de masa, el campo de velocidades’ y la temperatura cinética, ¢ue representan
cantidades promedios en cierto, elemento de.volumen infinitesimal, a nivel macrosedpi-
co, pero grande, a nivel microsedpico. st tipo-de procedimientos no se limitaa un
gas ordinario, sino que se emmarca en un tlpo més general de métodos, conocidos como
coarse-grained (ver ref. [9]), los cuales no requieren, ni siquiera, que el sistema microscopi-
co sea hamiltoniano. Si bien no existe un método unificado de coarse-grained, sino que
cada caso pa,rtlcular requiere de cierta dosis de intuicién, existe un elemento comin a
todos ellos, el cual consiste en que el pardmetro de orden es un promedio (de cierta vari-
able din&dmica) es cierto elemento de volumen infinitesimal, a nivel macroscopico, pero
grande, a nivel microscdpico, e.g. se requiere de una separacién de escala fuerte entre el
nivel macrosedpico y microscopico.

Notemos que hay, entonces, otro elemento vital en lo correcta definicién del pardmetro
de orden, el cual es Ia eleccin del set de variables intensivas que representa. Para que la
descripcion continua sea exitosa se debe lograr resumir las propiedades de un sistema con
un enorme numeto de grados de libertad. (el nivel microscopico) en un set més o menos
pequeno de variables dinamjcas (el nivel macroscopico). Esto es posible sélo si existe gtra
geparacién de escala ahora temporal, entre modos rapidos y lentos de movimiento. Esto
es, dentro de cada elemento de volumen, que contiene muchos constituyentes, existen un
sin numero de grados de movimiento altamente cadticos, que permiten una exploracitn
rapida, de los posibles estados del sistema, en dicho elemento. De modo que el promedio
en cierto intervalo de tiempo, infinitesimal a nivel macroscopico, pero grande, a nivel
microscopico (lo suficientemente grande para permitir un exploracién considerable, de
los posibles estados) corresponda al promedio de ciertos modos lentos en el elemento de
volumen. De la correcta identificacién de todos los modos lentos depende el éxito, de la
descripcion confinua, de un sistema fisico dado.

Luego, si una descripcién-de estas caracteristicas se puede efectuar siempre (lo cual
es una mera hipétesis), entonces existe una homologacién entre el comportamiento de la
materia a gran escala, y las ecuaciones diferenciales. Si esta homologacion existe y, mas
aun, no existe ninguna restriccion general sobre el tipo de modelos no-lineales que puede
satisfacer el parametro de orden (cada sistema particular pude llevar consigo ciertas
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restricciones, como cantidades conservadas, pero no son generales a cualquier sistema
fisico arbitrario). Entonces, el estudio general de los sistemas dindmicos no-lineales, i.e.
Ia clasificacion y caracterizacion de sus soluciones, de manera genérica, debiese equivaler
a estudio de los comportamiento tipos que exhibe la materia fuera del equilibrio.

En esta tesis nos concentraremos en un tipo particular de soluciones que presentan la
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: las soluciones tipo particula. Las cuales
consisten en formaciones localizadas espacialmente, cuya dindmica puede ser reducida
a un sistema dindmico ordinario, esto es, variables, como su posicién, satisfacen una
ecuacién diferencial ordinaria, de modo que este objeto pude ser tratado como una
particula.

En el capitulo I, se estudiara el rol que desempefian las ondas golitarias en una
transicion de fase tipo van der Waals, en un medio gramular, i.e. un medio formado por
particulas cuya interaccién es disipativa. Concretamente, un sistema de esferas duras’
bidimensionales, en ausencia de gravedad, cuyas colisiones son inelasticas. Este sistema
de particulas es colocado en una caja rectangular, donde una de sus dimensiones, digamos
la horizontal, es mucho més grande que la otra (la vertical). En la direccion vertical el
sistema se encuentra acotado por dos paredes, un rigida y elastica, y otra vibrante, de
modo de mantenerlo' fluidizado. ' .

Este sistema exhibe una transicién de fase tipo liquido-vapor. Ac4, los modos lentos -
corresponden a elfmomentun‘l horizontal total, en 1a direccién vertical,.y la.densidad de
masa en la direccién vertical, ambos cantidades conservadas. Estos dos campos unidi-
mensionales, que corresponden al pardmetro de orden de la transicion, satisfacen una
ecuacién diferencial tipo, la forma normal de van der Waals. Esta ecuacionexhibe, en el
régimen de viscosidad nula, la propagacién de ondas solitarias. De hecho, cuando la am-
plitud de estas ondas es pequeiia, ¢l sistema se puede reducir a la ecuacion de Korteweg
de Vries (KdV).

Cuando ocurre el proceso de descomposicién espinodal, en el régimen de viscosidad
baja, se obseryé la propagacion de cimulos de materia atribuibles a ondas solitarias. En
efecto, en este régimen, el decaimiento el la amplitud del soliton KdV es algebraico, en
contrataste con las ondas lineales, cuyo decaimiento es exponencial, luego, el rol de estas
ondis es de suma importancia en este proceso. Este trabajo a sido reportado en ref. [10]:

En el capitulo-II se realiza una estudio de los frentes y estructuras localizadas en
la dindmica de poblaciones, teniendo en cuenta la interaccién no-local entre Jos indi-
viduos que constituyen la especie. Es interesante notar que la vida es, probablemente,
uno de los comportamientos mas fascinantes que exhibe la materia fuera del equilibrio.
En concreto, la dindmica de poblaciones, en un ecosistema, es un tGpico susceptible de
analizar con los métodos aqui descritos, en este caso el sistema microscépico lo consti-
tuyen los organismos que integran la poblacion en estudio, mienfras que el pardmetro
de orden (nivel macroscopico) seria la densidad de estos individuos, en el territorio que
pueblan. En este caso, no est4, atn, muy claro cémo modelar la interaccion microscopica
(probablemente se trate de un modelo probabilistico), no cbstante se pueden proponer
modelos macroscopicos fenomenolégicos, que den cuenta de los aspectos primordiales de
la dinamica de la poblacién. En particular, en el capitulo II se estudia una extensién
no-local del modelo de Nagumo, el cual es un modelo bi-estable, i.e. posee dos equi-
librios estables, uno que representa la extincion de la especie, y otro que representa su
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supervivencia.

La incorporacion del término no-local, al modelo de Nagumo, produce nuevos fend-
menos como la formacién de patrones, lo cual ya habfa sido observado en generaliza-
ciones no-locales del modelo de Fisher. No obstante, la bi-estabilidad de este modelo
permite tener nuevos tipos de soluciones, como frentes entre dos estados estables, o do-
minios localizados de poblacién (inmersos en una zona despoblada). A nivel del modelo
de Nagumo local, no es posibles observar la formacién de dominios localizados, esto se
puede entender facilmente del hecho que la interaccion de frentes (que son solucionestipo
particula) es atractiva. Al considerar la no-localidad, la interaccion de estas particulas
se modifica, dando origen al nacimiento de estructuras localizadas. Lo caracterizacién
analitica de este proceso es uno de los principales resultados de este capitulo, y se en-
cuentra reportado en ref [11]. Cave sefialar que este tipo de estructuras localizadas de
poblacién han sido observados en la naturaleza.

En el.capitulo III se estudia como el ruido modifica la dindmica de dominios. Como
ya lo habiamos comentado, por el proceso de coarse-grainned, el pardmetro de orden
representa una cantidad promedio en cierto elemento de volumen. No obstante, un Sis~
tema real nunca esta exactamente en el promedio, sino en torno a él, i.e. el valor del-
pardmetro de orden exhibe fluctuacién. El ejemplo méas-tlasico de esto son la fluctua-
ciones térmicas en la mecanica estadistica del equilibrio. Que tan buena descripcion del
sistema son estos promedios depende del nimero de constituyentes fundamentales que
haya en el elemento de volumen, i.e. de que tan fuerte’sea la separacién de escala entre
el nivel microscopico y macroscopico. Mientras menos constituyentes haya en-cada cle-

mento (siendo més débil la separacién de escala), mas fluctuaciones, al comportamiento .

promedio, se observaran. De.hecho en sistemas como los medios granulares o la dinami-
ca de poblaciones (donde tanto granos con organismos yivientes son entes relativamente
grandes), se observan fluctuaciones fuertes al equilibrio.

La manera de incorporar estas fluctuaciones al modelo macroscopico, es incorporando
un ruido a la ecuacién diferencial. En particular, en el capitulo II1, se considerd un modelo
bi-estable tipo, el cual posee, coma equilibrio global, un estado completamente uniforme,
donde todo el sistema se encuentra en uno de estos equilibrios estables. El transiente al
equilibfio global pasa por-varias etapas, siendo la mas lenta una dindmica de. dominios
en lo cuales el sistema se encuentra en alguno de sus estados estables. Aca el sistema
se puede modelar como un gas de pares kink-antikink, los cuales se van aniquilando
progresivamente, dando origen al crecimiento de los dominios.

Cuando consideramos un sistema puramente determinista, la interacciéon entre pares
es exponencialmente débil, por lo cual, el largo promedio de los dominios crece logarit-
micamente en el tiempo. No obstante, al considerar la presencia de ruido, los procesos de
transporte en el gas se ven drasticamente alterados, ocasionando que el largo promedio
de los dominios crezea con la ley de potencia t1/2. Todo esto ignorando los procesos de
creacién de pares kink-antikink inducidos por las fluctuaciones, cuando la intensidad del
ruido es pequefia esta aproximacién es buena, no obstante, cuando incrementamos ésta,
se da origen a una resonancia estocastica, i.e. hay una intensidad de ruido optima, en la
cual el crecimiento de los dominios es méas rapido, tras la cual, los procesos de creacién
de pares, destruyen la dindmica aquf descrita.

Lamentablemente, cuando se intentd publicar este trabajo, salié a la luz un trabajo
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similar (ver ref. [12]), realizado hace mis de 20 afios. Pese a lo cual existe algunas
diferencias (no mayores), que se intentaran enfatizar en alguna revista especializada en
el tema.

En el capitulo IV se estudiaron los frentes entre un estado uniforme (estable) ¥y
un patron conformado por rollos. En una dimension espacial extendida, un frente que
conecte un patrén con un estado uniforme, exhibe un bloqueo en su movimiento, Le.
esta estructura es estacionaria en toda una regién de pardmetros, la regién de bloqueo.
El origen de este bloqueo, se puede entender intuitivamente, tomando en cuenta que el
nucleamiento de un pico del patron (célula elemental de la estructura periddica), o su
eliminacién, requiere sortear cierta barrera de nucleacitn, lo cual impide que el frente se
propague, aun cuando uno de los estados extendidos que conecta sea favorable. De allf
que si agregamos ruido al sistema, el fenémeno se pierde, induciendose la propagacion
del frente.

La formacion de patrones a sido exitosamente descrita, de una forma universal, medi-
ate ecuaciones de amplitud (ver ref. [4]), i.e. una ecuacién efectiva para la envolvente del
modo de Fourier dominante de la estructura periédica. No obstante, la implementacié.

convencional de este método, falla al no poder explicar el fenémeno de bloqueo. En el,

capitulo IV mostramos que estc se debe a qle, en el limite en que la ecuacién de-amplituds
es valida, el bloqueo es exponencialmente pequeiio, por lo cual no puede ser atrapado por
un expansion polinomial (requerida en la deduccién de la ecuacién de amplitud). Acé
también mostramos como corregir este método, de manera de explicar analfticamente el
blequeo.

La extensién mas directa de un patrén unidimensional, a dos dimensiones espaciales,
son los rollos. Considerando un modelo de Swift-Hohemberg quintico isétropo, el cual
posee un zona de coexistencia, entre rollos y un estado uniforme, se muestra que aca
una interfase plana, que separe ambos estados, es transversalmente inestable: En este
caso el sistema forma un zigzag, con lo cual el fenémeno de bloqueo se desiruye. Este
fenémeno es. universal, en el ‘sentido que la ecuacion de amplitud que describe a este
modelo, también exhibe la misma inestabilidad. El origen lineal de la inestabilidad,
como el proceso de coarsening que sobreviene al zigzag son estudiados muméricamente.
Una caracterizacién analfiica de este. proceso, intentando medelar las puntas del zigzag
como soluciones tipo particulas, no es posible, poniendo en evidencia los limites de los
métodos desarrolladds emr esta tesis (son métedos muy ftiles, pero no lo explican todo).
Los resultados de este trabajo han sido enviados a Phys. Rev. E.

El origen de esta inestabilidad radica en el hecho que, cuando la interfase plana pre-
senta pequeiias irregularidades, en sistema intenta formar un rollo, pero en una direccion
arbitraria (por la isotropia del sistema), lo cual genera una perturbacion en la fase del
patron, la cual difunde, proceso que a su vez, perturba la interfase, desestabilizandola.
De modo que, si suprimimos la isotropia, podemos suprimir la inestabilidad. De hecho,
considerando una versién anisotropa del modelo de Swift-Hohemberg quintico, la cual
admite rollos solo en una direccion, se- estabiliza la interfase plana, recuperandose el
fenémeno bloqueo observado en sistemas unidimensionales. Acé si es posible hacer una
reduccion dimensional, escribiendo una ecuacién efectiva para la posicién de la interfase,
y, emnplear los de interaccion de soluciones tipo particulas, para estudiar sus propiedades.
Entonces, al igual que en el caso unidimensional, st incorporamos ruido al sistema, el

+
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movimiento del frente se desbloguea. Este proceso, de desbloqueo por ruido, es bien
emulado ‘por la ecuacion efectiva para la interfase. Los resultados del caso anisétropo

han sido aceptados para ser publicados en Eur. Phys. J

En la mayor parte de las simulaciones numéricas mostradas en esta tesis, se utilizo
un Runge-Kutta de orden 4, para la evolucién temporal del sistema, y un método de
diferencias finitas, para discretizar los operadores diferenciales espaciales (o una suma
de Riemann ordinaria, si se trata de un operador integral). Luego, salvo que se diga
explicitamente lo contrario, se subentendera que el método empleado fue éste.
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Parte 111

TOPICOS, EN SISTEMAS EXTENDIDOS,
ESTUDIADOS DURANTE EL DESARROLLO DE
ESTA TESIS




Capitulo 1

ONDAS SOLITARIAS EN UNA TRANSICION DE FASE
’ TIPO VAN DER WAALS

1.1. INTRODUCCION

El estudio de los medios granulares en estado fluidizado ha estado en boga en el ultimo
tiempo. Tanto por sus posibles aplicaciones.como por el interés fisico que despiertan en
si mismos. Este tipo de materia puede ser definida, en forma gfmeral, como un sistema
de particulas cuya interaccién es disipativa, i.e. una interaccién mecano clasica que no
coniserva la energfa. Por lo que sus constituyentes fundamentales, los granos; deben ser
de un tamaiio tal que todo efecto cuantico sea despreciable. De modo que, cuando dos
granos interactuan, pueden pasar energia de manera continua a sus grados de libertad
internos, dando origen a la disipacién de la energia asociada a los grados de libertad
traslacionales (o rotacionales) de estas particulas. "

Dado que los granos van perdiendo su energia cinética a medida que interactuan, se
debe proveer al sistema de una fuente externa y constante de energia para de mantenerlo
fluidizado. Experimentalmente, esto se suele hacer colocando al sistema en un recipiente
vibrante. De modo que se trata de un sistema fuera del equilibrio termodindmico, y
variables macroscépicas como la densidad de granos, el momentum lineal o la energia
cinética promedio, a la que nos referiremos como la temperatura, pueden exhibir un
comportamiento espacio-temporal complejo como la formacion- de patrones u otro tipo
de estructuras espaciales, oscilaciones permanentes, ondas no-lineales o caos.

El trabajo que se describe en este capitulo fue motivado por una experiencia numérica
realizada por el Prof. R. Soto (ver ref. [13]), la cual consiste en la simulacion de un sistema
de esferas duras idénticas en dos dimensiones, cuya interaccién es regida por la regla de
choque:

vy + v = Uy + Ua,

vy —~vh=[E- (v — vo)| E—rf- (v — w)[#,
donde v, y va son las velocidades de las particulas antes de la colision, mientras ]
y v corresponden a las velocidades posteriores a la colisién. La primera ecuacién no
es més que la conservacién del momentum total. La segunda ecuacion nos dice que la
componente. de la velocidad relativa tangencial a la coordenada relativa (direccién ),
se mantiene invariante tras la colisién; mientras que la componente normal, paralela a

la coordenada relativa (direccion ), invierte su direccion y su modulo sufre un decrec-
imiento caracterizado por el coeficiente de restitucién 0 < r < 1, donde, en el caso limite
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— 1 la colisibn es elastica. O sea, es este coeficiente el que caracteriza la disipacién de
energia.

Puesto que el roce en la componente tangencial no ha sido considerado, los grados de
libertad traslacionales y Totacionales de cada grano no interactuan entre si. Luego, en la
simulacién numérica solo se consider6 el sistema constituido por los grados de libertad
traslacionales de los granos.

Este sistema de particulas es colocado en una caja rectangular de ancho L, donde la
posicion en esta direccion esta caracterizada por la coordenada z, y largo Ly, donde la
posicitn esta caracterizada por la coordenada y; con una razén de aspecto Ly /L, > 1. El
sistema no. esta sometido a la accién de la gravedad (g = 0). En la direccién x se toman
condiciones de borde periédicas; mientras que la direccién y se encuentra limitada por
dos paredes, una inmévil, con respecto a la cual los granos colisionan elasticamente, y
otra que vibra sinusoidalmente con una frecuencia w y una amplitud A. En las colisiones
de los granos con la pared vibrante se conserva la componente paralela a la pared del
momentum lineal del grano, de modo que el momentum total del sistema en la direccion
7 es conservado. Un dibujo, esquematico del sistema simulado se encuentra en la figura
1.1.

-

LLLLI L, /ﬁé/ 4 2L
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t Vibrating wall x

Fig. 1.1: Dibujo esquemdtico del sistema granular en estudio.

Las unidades del sistema son elegidas de modo que tanto la masa y el radio de cada
esfera es igual a 1, también esta normalizada la velocidad asociada a la pared vibrante
Aw = 1. Luego el sistema queda definido por el niimero de particulas N, la razon de
aspecto Ly/L, > 1, la densidad global g = N/ (LzLy), y el coeficiente de restitucion r.

Cuando la distpacién es baja (r < 1), el sistema evoluciona a un equilibrio caraeta-
rizado por gradientes de densidad y temperatura en la direccion y,.con ambos campos
constantes en la direccion z. El sistema es mas denso y frio cerca de la pared inmoévil
(ver fig. 1.1).

A medida que incrementamos la disipacion el sistema desarrolla una inestabilidad
espacial, exhibiendo la coexistencia de dos fases, caracterizadas por densidades (en x)
diferentes. Se observa que la evolucién del sistema presenta, al menos, dos escalas de
tiempo: una répida, en la cual evoluciona a un estado homogéneo similar al del régimen
de baja disipacién; luego de permanecer un tiempo en este estado, repentinamente se
forma una burbuja (regién de densidad més baja) desarrollindose la transicion de fase
a una escala de tiempo mucho mas lenta de lo que tarda en establecerse los perfiles de
densidad y temperatura en la direccién y. Este proceso se ilustra el la figura 1.2.

El origen de esta inestabilidad radica en el hecho que, dado que la interaccién entre
los granos es disipativa, la temperatura es una funcién decreciente de la densidad. Lo
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Fig. 1.2: Formacién de una burbuja. El tiempo avanza de abajo hacia arriba.

que produce regiones en el espacio de parametros donde la compresibilidad mecénica es
negativa, i.e. la presion (o la componente del tensor de presiones en el eje x) también
decrece con la densidad. Dando origen a una separacién de fases similar al la observada
en la transicion liquido-vapor (ver ref. [1]), por lo que se llamo una “transicion de fase
tipo van der Waals”. : - :

De manera analoga a la teoria de van der Waals, cuando la disips¢ion es 1o suficien-
temente pequenas, la componente del tensor de presiones en el eje x, pue (120), Crece con
la densiddd global. Para un valor critico del coeficiente de restitucion esta funcién tiene
un punto de inflexion, el punto de Maxwell, luego del cual se observa la aparicién de una
zona en la cual decrece. Es en esta ultima zona, donde un perfil de densidad constante
en z es inestable. Todo el cuadro aqui descrito fue medido numéricamente y se puede
apreciar en el grafico 1.3.
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Fig. 1.3: Presién versus densidad, medida numéricamente en el medio granular simulado.

Luego, como en la transicién liquido-vapor, podemos distigir tres zonas en el espa-
cio de parametros (para este caso, el plano ng-r, si mantenemos las dimenciones de la
caja constantes). Una en que el estado homogéneo es estable y el tnico equilibrio del
sistema; una region de coeristencia, donde tanto el estado homogéneo como la burbuja
son estables; y una region de descomposicién espinodal, donde solo la burbuja es estable.

El fenémeno de aparicién de una burbuja, descrito anteriormente, ocurre en la regidn
de coexistericia, aqui el estado homogéneo es un estado metaestable que persiste por
alglin tiempo, el cual, luego de una gran fluctuacion, desaparece nucléandose la burbuja.
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En la region de descomposicién espinodal, no existe la formacion de un estado homogeneo
previamente, aqui, en la escala rapida de tiempo, el sistema forma un gas de burbujas,
las cuales, en la escala lenta, interactuan en un coarsening (dindmica de dominios de
diferente densidad), dando como estado final una sola burbuja.

1.2. FORMA NORMAL DE VAN DER WAALS

Dado que existe una separacién de escala en los tiempos caracteristicos de evolucion
del sistema, es posible, en principio, construir una hidrodindmica para los modos mas
lentos de esta evolucién. En el régimen ulterior (escala lenta), los modos mas rapidos se
convierten en variables esclavas de los més lentos, i.e. los modos rapidos se pueden elim-
inar adiabaticamente, ‘con lo cual los modos lentos satisfacen ecuaciones hidrodindmicas
auténomas. ‘

Para hacer esto notemos que, puesto que la razon de aspecto L;/L, > 1, la dindmica
en el eje ¥ es rapida, luego, si n (z, ¥, t) es la densidad de granos y m. (z, y;t) la densidad
de momentum lineal en la direccién z, entonces podemos definir los campos

Ly Ly
1 . 1
pd) =1 [nGuddy v i00 =1 [m@u)d,
¥ f Y
0 0

ambos cantidades conservadas, por-lo cual son modos lentos. No existen otros candidatos
triviales a ser modos lentos, si bien no se puede asegurar feacientemente que sean los
tinicos, vamos a trabajar sobre esta hipotesis. Luego, como son cantidades conservadas,
satisfacen las ecuaciones de continuidad:

atp + 8:1:.7 =0,
8,j + 8,8 =0,

donde @ es el flujo de momentum (la conservacién de la masa es igual a la de la teoria
de gases usual, pues este principio no es afectado por la incorporacion de la disipacion).
Por hip6tesis, en el régimen ulterior estas ecuaciones son auténomas, e.g. ¢ depende
solo de p, j y sus derivadas espaciales. Mas aan, dado que el sistema posee las simetrias
de traslacion espacial, @ — =g + z, traslaciéon temporal, ¢ — ty + ¢ y reflexion con
respecto al eje y, (z — —xz) A (j — —J), entonces:

=90 (P, af:npajza af:nﬁlj;n € N) .

La dependencia de este flujo en la densidad pude ser interpretada como la presion
hidroestatica usual
P(p) =(I)(p10,0a0)'

Mientras que las dependencias lineales en 8,7 y j* como la viscosidad (0;® = v8..7) ¥
la conveccion (8,® = jd,j), respectivamente. Los términos en derivadas més altas no
tiene un anélogo en la hidrodindmica clasica (las ecuaciones de Navier-Stoke son una
expansién en gradientes cortada al orden 2).
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Consideremos una péquefia perturbacién al estado homogéneo p = ng, j =0, de la
forma
Sp=p—np<l, dj=j<k1,

despreciando la viscosidad y los gradientes altos (perturbacién suave), obtenemos la

ecuacién de onda:
P
Oidp = i Ozbp.
dp =ng

De modo que, cuando (9FP/8p) > 0 (funcioén creciente de la densidad) el estado homogé-

neo es estable, siendo
= +/OP/0p

la velocidad de propagacion del sonido en el medio. Cuando (8P/8p) < 0, el estado
homogéneo se deviene inestable, dando origen a un proceso de descomposicién espinedal
en el que el sistema converge a dos nuevas densidades (estables), una mas alta y otra.
més baja, de modo de mantener constante el nimero de granos. El punto en el espacio
de parametros donde ocurre esta bifurcacion es el punto de Maxwell (o el punto critico,
en una transicién liquido-vapor), i.e. cuando la presién tiene un punto de inflexion

' a%p

opP
=0 y V7

= =0
dp ’

p=nur

=1

para un valor critico del coeficiente de restitucion r = r.. Cerca a la- bifurcacion, 1.e.
ng = npr + Ang y 7 =16+ Ar, con Ang/ny € 1y Ar/r, < 1, podemos aproximar, en
torno al estado homogéneo p=ng y j =0,

e (B (57) G+ (53) 5+ (55 @7

o ) ( P ) )
| = | Guelp+ | 55— | 007 + ...
~ (a @) ) T \B(@7))
= Bo + aydp + az (6p)° + aa (8p)° — Balp — 005 - ...

“donde oy & 1y @2 <1 pues Ang/ny € 1 (estamos cerca del punto de Maxwell),
los deméds parametros son O (1). Ademas supondremos qué az > 0, puesto que en el
punto de Maxwell la presién es una funcién monodtonamente creciente’ de la densidad,;
v > 0, de modo que la viscosidad corresponde a una genuina disipacién de energia; y
8 > 0, esto para asegurar una saturacién espacial (para longitudes de onda corta) de
la inestabilidad. El ultimo supuesto es mas arbitrario que los demas, puesto que dicha
saturacion puede ocurrir para gradientes més altos, no obstante lo mantendremos en
orden de dar una descripcién fenomenolégica lo mas simple posible. Luego, rescalando
el espacio £ — +/Bx y el tiempo t — /ft, y definiendo:

2

u—\/@'(ﬁp—kgaa)«l, € (al 3a3)<<1 y v i )

obtenemos la “Forma normal de van der Waals (VAW)™

Ot = Oz (eu +1u* — ot -+ vOyu) (1.2.1)
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donde el paremetro de bifurcacion es € < 1, y ¢l escalamiento de las variable es u ~ gif?,
8, ~ e/ y 8, ~ e. Notemos que se a despreciado el término convectivo por ser de un
orden superior (%) al de la ecuacién (%/2).

Los argumentos usados en la construccién del modelo (1.2.1) son absolutamente gen-
erales, solo se ha empleado hecho que el sistema presenta una inestabilidad mecénica
producto de una compresibilidad negativa (8p/8P/p < 0). Por lo tanto, cualquier sis-
tema, que pose las mismas cantidades conservadas y tenga las mismas simetrfas, el cual
sufra una inestabilidad mecanica de este tipo, debiera ser bien modelado por (1.2.1) cerca
de la bifurcacién. Por ejemplo, la misma transicion liquido-vapor. Acd se podria objetar
que, en condiciones experimentales realistas las colisiones con las paredes no conservan
el monentum, e.g. § no es una cantidad conservada. Este efecto se puede incorporar al
modelo agregando una pequefia disipacién de momentum

Ot = Oy ‘(su 4+ u® — du VBtu) — pdhu,

con pt ~ €, 8i p ~ O (1) esta disipacién domina sobre la inercia y tenemos el modelo de
Cahn-Hilliard (el momentum deja de ser un rhodo lento y se vuelve una vériable esclava
de la densidad). Aé4 el sistema entra e un régimen puramente difusivo, y se. plerden
todos los efectos ondulatorios (no hay onda,sﬁ

En el caso de viscosidad nula (v = 0}, VAW es conservativo, en efecto, si consideramos

el funcional .
U fu, p| =f{§p += (&nu) + - (€+u2)2} dz, (1.2.2)

podemos escribir {1.2.1) de la forma:

ol ol
= B, (5) Op =, ( 5u)

= i 0
dt ’
donde p = /034, e.g. U es una cantidad conservada que llamaremos la energia del
sistema. El efecto de la viscosidad no es otro que disipar esta energia, de hecho, con-
siderando el termino viscoso (v > 0), se tiene

dit
i —uf(@tu)z dz €0,

o sea la dinamica del sistema consiste en la minimizacidn de la energia. No obstante este
proceso de minimizacién no se realiza libremente, sino que respetando estrictamente
las constricciones impuestas por la conservacién de la masa y el momentum, i.e. el
sistema converge al estado con menor energfa (el equilibrio) que posea la misma masa y
momentum que la condicion inicial.

4

La ecuacién (1.2.1) esta caracterizada por los pardmetros €, v y la densidad global
ug y el flujo neto de masa py definidos por:

!

1 1
U =5 ude, Do= 3 pdz,
-1 1
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con | = \/BL. /2. Para los equilibrios estacionarios del sistema, como densidades estables
o estructuras espaciales tales como burbujas o gotas (regiones de densidad mas alta
inmersas en una densidad més baja) no juega ningin rol la viscosidad, ademés, dado
que el sistema posee la invarianza galileana p — p + po, el flujo neto de masa tampoco
es un pardmetro relevante. Luego el diagrama de fase de VAW esta en el plano (&, uq).

La presion hidroestatica, en estas variables, toma la forma:
P (u) = cu + v, (1.2.3)

de modo que, la velocidad del sonido, sobre un estado de densidad uniforme u = ug es

v, = y/€ + 3uf. (1.24)

De aqui deducimos inmediatamente que la regién de descomposicién espinodal, en el
espacio de parametros (e, ug), corresponde a la zona Ry = {e < —3u}. Este proceso
se puede apreciar en fig. 1.4, donde se muestra un diagrama espacio-tiempo del perfil
p(z,t) para el sistema granular simulado, en la region de descomposicién espinodal, la
segunda imagen corresponde a una simulacién numérica de (1.2.1).

- ~ t

-‘*c}l'lr’x

Fig. 1.4: Diagramas espacio-temporales del proceso de descomposicién espinodal en una simu-
lacién numérica directa del medio granular (izquierda) y del modelo (1.2.1) (derecha).

610"
410

210

0

La zona en que ocurre la separaciéon de fases es méas amplia, incluye la regién de
coexistencia, para su determinacién podemos usar la construccién de Maxwell (ver ref.
[1]), haciendo uso de la presién hidroestatica (1.2.3). En efecto, el volumen especifico
corresponde a v = 1/u, y la curva P (v), para ¢ fijo, puede ser interpretada como
una “soterma generalizada”. De hecho, la pared vibrante juega el rol de un termostato,
imponiendo al sistema una temperatura T ~ m (Aw)® (con m la masa de los granos), el
otro termostato al que estd sometido el sistema son los grados de libertad internos de
los granos, cuyo efecto se resume en el coeficiente de restitucién r, a su vez, el efecto de
ambos se resume en el parametro de bifurcacién €. Esto no quiere decir que podamos,
en general, formular una termodiniamica para los medios granulares o los sistemas fuera
del equilibrio (sometidos a méis de un termostato), esto es s6lo una analogia funcional
para este caso particular. Luego, siguiendo la construccion de Maxwell, es facil deducir
que la separacion de fase ocurre para ¢ < —uj, e.g. la regién de coexistencia corresponde
alazona Ry = {—3u <e < —ul}.

En esta ultima zona el estado homogéneo es estable, pero una perturbacién finita
pude resultar en la nucleacién de una burbuja (siempre y cuando pase cierta barrera
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de nucleacién). Durante este proceso, por la conservacién de la masa, se emiten dos
ondas de densificacién, las cuales, si la condicion de borde es periédica, volveran a
chocar con la burbuja haciendola oscilar. Producto de la viscosidad estas oscilaciones
seran amortiguadas, convergiendo el sistema a una burbuja estacionaria. Este proceso se
ilustra en la figura 1.5, donde se muestra un diagrama espacio-tiempo del perfil p (1)
para el sistema granular simulado, la segunda imagen corresponde a una simulacién
numeérica de (1.2.1).

0  0.25 Ly 0.5 0.75 Ly Iz
. W, -x

Fig. 1.5: Diagramas espacio-temporales del proceso de nucleacién de un burbuja (en la region
de coexistencia) para una simulacién numérica directa del medio granular (izquierda)
y del modelo (1.2.1) (derecha).

En la otra region, Rs = {&¢ > —u?}, el estado de densidad uniforme, u = uy, es el
tinico atractor. Las distintas regiones, en el espacio de parametros, se encuentra en la
figura (1.6).
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Fig. 1.6: Espacio de parametros de la forma normal VdW. Donde se puede apreciar la regién de
descomposicion espinodal R, (amarillo), regién de coexistencia Ry (gris) y la regién
donde s6lo el estado de densidad uniforme es estable Rz (blanco).

1.3. BURBUJAS Y GOTAS

Como ya se habia comentado, la minimizacién de la energia se efectiia respetando la
conservaciéon de la masa y el momentum. Esto es, los equilibrios del sistema son minimos
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del funcional

!

- 1 1 i 1 .

L[[u,p,A,A]:f §p2+§(6mu)2-[—1(e+u2)2+;\ ug—gfudm
-

l
- 1 )
+A Do — EE pdm dﬁ,
1

donde A y A son multiplicadores de Langrange. Ademas, debemos satisfacer las condi-
ciones de borde, u(z +2l) = u(z) y p(z+2l) = p(z), y tener siempre presente la
ausencia total de dinamica en el equilibrio (Gyu = Op = 0). Luego, para el momentum

tenemos: .

< 1
=X v — |pdx=
P 3 2l p Do
1 .
de modo que el equilibrio Gz = 0 = X\ = {cte.}) esta caracterizado por un flujo >
constante de particulas. Mientras que el perfil de densidad satisface una ecuacion tipo

Newton
du

il +ud 4+ A, (1.3.1)
cuyas soluciones estén sujetas a
!
%fuda; =uy vy u(z+2)=u(z), (1.3.2)
~1

con la condicion de equilibrio 8;p = 0 = X = {cte.}. Luego, las soluciones que repre-
sentan una densidad uniforme u = up son puntos fijos de (1.3.1), eug + uj + A'=0: S
Uy € Ry es un centro, mientras que ug € R U Ry es un punto hiperbdlico:

En general, (1.3.1) puede tener uno o tres puntos fijos, dependiendo de si el-polinomio
cubico eu + 4 + X tiene una o tres raices reales. Cuando e < 0y _2.(—5/3)3/ A<
2 (—5/3)3/ 2existen tres soluciones reales u; < up < 13, dos puntos hiperbélicos (g y ug)-
y un centro (uz). Mientras que si A 2 +2 (—¢/ 3)3/ ? ¢l sistema. posee tan. sélo un punto
hiperbélico.

Dado que (1.3.1) posée a simetyfa u — —u y A — —) nos vamos a concentrar en
el caso A = 0. En la figura 1.7 se muestran las trayectorias en el espacio de fase de esta
ecuacién para diferentes valores de los pardmetros. Luego, si A < 2(—&/ 3)3/ ? existe un
centro, y por lo tanto una familia de 6rbitas periddicas en torno a este, de las cuales,
algunas pueden satisfacer (1.3.2). En efecto, una primera integracion de (1.3.1) nos da

du 4 2
. =+£/Q(u) /2 con Q(u)=u"+2eu”+4du+4F,
con E una constante de integracién (que corresponderfa a la energfa si (1.3.1) modelase
un sistema mecanico). Cuando
1 4

E 1 g
—ZU% — -iug —dup < FE <« —Zus — Eug — Mg,
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A=0 A< 2(-¢/3” A > 2(-¢/3*
N g DN
P 2 -
/\4:/\ ‘1/\ .

Fig. 1.7: Orbitas, en el espacio de fase, de la ecuacion tipo Newton {1.3.1).

las cuatro raices de @ son reales, y lo podemos escribir:

Q) = (1 — 1) (u — 1) (r3 — w) (4 — ),

con 7 < To < T3 < T4 Notemos que 1, = (A E) a ¢ fijo. Luego, las soluciones
periddicas son de la forma:

-

(rg —7y) (rg —711)
(rs — 1) — (ra — ro)sn2 (A (z — zo).[m)’

con A = \/(rq —12) (r5 — 11)/2V2,m = (rg — 1) (r3 — 72) / (ra —72) {rs — 1) y sn. (¢ [m)
un seno eliptico de Jacobi. Notemos que los puntos de retorno de estas. trayectorias cor-
responden a ry ¥ 3, de modo que representan “burbujas” de densidad rp inmersas en
una densidad r3 (o “gotas” de densidad 73 inmersas en una densidad r2, si se prefiere, de
todos modos la eleccién de A > 0, implica que en el punto (z — ) = 0, tendremos una
densidad 73, por lo cual nos referiremos a estas como burbujas).

(1.3.3)

Las soluciones (1.3.3) constituyen una familia de orbitas periddicas pardmetrizada
por (A, E), de la cual solo algunos miembros satisfacen la constriccién y la condicién de
borde (1 3. 2) Para las soluciones burbujas debemos impoier que el periodo sea exacta-
mente 2! y no un multiplo eniero de este. Esté ultiino tipo de soluciones, multi-burbujas
(ma,s de una burbuja.), no son convenientes energéticamente, puesto que mlentras mas
oscilaciones presente una solucién durante un periodo 21, el termino (&, #)* /2 hard un
mayor aporte a la energia (1.2.2).

Entonces, si imponemos que (1.3.3) satisfaga (1.3.2), para valores de £, ug y { dados,
obtendremos un sistema de ecuaciones para ¢l par (A, E)

ROE) =1 y F\E) =u, (1.3.4)
donde
22K (m)
Vo) (rs—m1)

F(ME)=r -+ (ra = Tfé)(g%)(n [m)

F1 (A, E) =

con n = (rs —r2) / {rs — 1), K (m) una infegral eliptica completa de primera especie,
mientras que Il (n [m) es una integral eliptica de tercera especie.
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Dado que la razén de aspecto es grande, es interesante estudiar el limite de un
sistema muy grande I — co. Para A > 0 ((re —r1) = (rs — r3)) existen dos maneras
de hacer diverger el periodo (F; — oo si m —» 1): una es tomar (r; —73) < 1 con
(rg —r1) ~ O (1), en este caso

T3 ~ Ty~ Ug, ('?"2 —T1) 2\/ 2 (—5 - "%)

de modo que (—e — u3} ~ O (1) (siempre estamos pensando que £ < 0, de manera que
hallan burbujas), tomando esto en consideracién ((1 — n) ~ O (1)) podemos simplificar
considerablemente el sistema de ecuaciones (1.3.4), y de alli inferir:

1 € -
4 2
= _Zua — 5&3 — A'Lﬁg, Uz = Up-

De .mianera que la solucién peridédica (1.3.3) colapsa con una trayectoria homoclina,
tomando la forma (ver fig. 1.8)

~

2 (3u? +¢)

20+ /2 (=€) cosh [/ (3 +) (&~ 20)|

Para esta burbuja, que corresponde a el limite exacto { — o0, la densidad global (up)
equivale al valor asintético de esta. Esto se debe a que su ancho es finito y no aporta de
manera significativa, a la masa del sistema, cuando este es demasiado grande. Claramente
esta solucién existe solo en R, por lo tanto las burbujas que observamos en la region de
descomposicién espinodal no corresponden a {1.3.5). - o

U= U — (1.3.5)

Una segunda forma de hacer diverger el periodo es tomar tanto (r4 — 73) < 1 como
(r2 — 1} < 1, si bien, a primera vista, esto parece un caso particular del limite tomado
previamente, el resultado es cualitativamente diferente. Aca (—e — u2) < 1y n ~ 1, por
lo cual up = Fy 2 us. De hecho

Ty~ Ty~ —Tg e —Tp ~ V—E,

y la. érbita peri6dica (1.3.3) tiende mas bien al colapso con las 6rbitas heteroclinas
(A =2 0), tomando la forma aproximada (ver fig. 1.8}

u= \/?E{l—]—tanh |\/§($—mo) — gj[ — tanh [\/%(m—wg) + g] }, (1.3.8)

con
5= o),
v—e
De modo que esta burbuja, a diferencia de (1.3.5), es solo una aproximacién paral > 1,y
no el limite exacto I — oo, donde esta aproximacion deja de tener sentido. Cave seiialar
que para la existencia de la solucién (1.3.6) solo se debe estar en la regién R; U Ry, o sea,
donde hayan burbujas, y el sistema sea lo suficienterente grande, existen soluciones de

esta forma.

Cuando el sistema es suficientemente grande el aporte a la energfa (1.2.2) efectuado
por los gradientes de densidad presentes en las burbujas (1.3.5) y (1.3.6) es despreciable
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frente al aporte de los estados homogéneos que asintéticamente conectan. Puesto que
estos 1iltimos son proporcionales al tamaiio, mientras que el aporte de los gradientes es
independiente de I, y toma un valor finito en el limite [ > 1. El aporte del momentum
también es proporcional al tanafo, no obstante, por la invarianza galileana del sistema,
este puede ser cambiado arbitrariamente (se puede cambiar a cero, por ejemplo), y no
depende del tipo de burbuja a la que el sistema converja. En efecto, para la burbuja
(1.3.5) se tendra U ~ I (¢ + u2)? /2 4+ O (1), mientras que para (1.3.6) se tiene U =~ 0l +
O (1), o sea la energia de (1.3.5) diverge linealmente con el tamaiio del sistema mientras
que la energia de (1.3.6) se mantiene acotada. Luego, la burbuja (1.3.6) corresponde al
minimo de energia y por lo tanto al equilibrio. Notemos que esta estructura es un efecto
de la finitud del sistema (cuando el sistema es exactamente infinito deja de existir), lo
que ocurre que el sistema trata de alcanzar el minimo global de energia (w? = V=¢),
pero al verse constreiiido a conservar la masa, més la condicién de borde periodica, que
le impide expulsar o incorporar materia desde sus confines, la solucién mas eficiente que
encuentra es la burbuja (1.3.6).

La burbuja (1.3.5), que solo existe en la region de coexistencia, es inestables. Cuando
entramos a esta region desde R (u = —¢), esta estructura coincide con la burbuja
estable (1.3.6), ambas soluciones aparecen por una bifurcacién tipo saddle-node. Cuan-
do ingresamos a la region de descomposicién espinodal (1.3.5) colapsa con el estado
homogéneo (u = ug), desestabilizandolo. Esta burbuja inestable, en Ry, corresponde a
la separatiz, en el espacio funcional, entre el estado homogéneo (u = up) v la burbuja
estable (1.3.6). Notemos que la energia del estado homogéneo u = u, diverge linealmente
con el tamaiio del sistema, luego, la subregion de R; en que este estado es metaestable
(menos favorable energéticamente) abarca préacticamente toda la region de coexistencia.
De todas maneras existe una pequefia zona, cerca de la curva ¢ = — u?, en que el estado
homogéneo es més favorable energéticamente (los gradientes pesan), si bien esta zona
tiende a desaparecer cuando | — oo, este limite no tiene mucho sentido puesto que
también desaparece la solucién burbuja (1.3.6). En la figura 1.8 se muestran estas dos
burbujas, v el estado homogéneo, en la region de coexistencia.

u 1

0.5 V

=0.5

=1

Fig. 1.8: Burbujas (1.3.6) (en rojo) y (1.3.6) (en negro), y estado homogéneo (en azul), para
up = 0,63 y e = —0,95.
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Es interesante observar que, si utilizamos la teoria termodinimica clasica (ver ref.
[1]), para una transicién de fase, tomando como ecuacion de estado (1.2.3), ie.

3
P =¢guy -+ uy,

y haciendo que € juege el rol de la temperatura. Concluimos que: si 42 > —&, entonces
la densidad 4 es termodinamicamente estable; mientras que si uj < —¢, up es termod-
inimicamente inestable, siendo estas densidades no accesibles fisicamente y por lo tanto
el sistema experimenta una transicién de fase en la que lo podemos encontrar indistin-
tamente con una densidad v/—¢ o -—/—¢. Esta conclusién coincide perfectamente com
las -propiedades del equilibrio del sistema dinamico (1.2.1), siendo este, aparentemente,
una descripcién alternativa de una transicion de fase liquido-vapor. Si esta conjetura es
correcta, la descripcion ofrecida por (1.2.1) es mas completa que la que emana de la
termodinamica clasica, pues no solo nos da informacién del equilibrio, sino también ‘del
transiente, i.e. de como el sistema evoluciona al equilibrio. Lo cual robustece la idea de
que la descripcién més general y apropiada de los sistemas macroscopicos {en o fuera del
equilibrio) es mediate ecuaciones diferenciales, siendo la termodindmica clasica solo un
caso particular de una fisica mactoscopica més general cimentada en la teoria de los sis-
temas dinamicos. Claro que el hecho que el equilibrio de (1.2.1) coincida con el predicho
por la termodinamica, bien reputado experimentalmente, no implica que la descripcién
del transiente coincida-con el que presenta el sistema fisico real, esto debe ser verificado
experimentalmente. No obstante, para que esta verificacién empirica sea posible, se re-
quiere previamente hacer una caracterizacion tedrica del transiente exhibido por (1.2.1),
i.e. hay que hacer predicciones teéricas, las cuales puedan ser verificadas o falseadas
experimentalmente, en orden de corroborar o descartar la hipotesis aqui planfeada. El
transiente de (1.2.1) esta dominado por la propagacién de ondas, en lo que queda de
este capftulo nos avocaremos al estudio de éstas.

1.4. ONDAS EN EL MODELO VAW

Consideremos la_propagacion de una onda lineal sobre un estado de densidad uni-
forme u = wug, esto es, una perturbacion de la forma u = up + due’*=+, donde du es
una constante infinitesimal. Luego, de (1.2.1), despreciando la viscosidad, obtenemos la
relacion de dispersion

w? = (- 3ug) K + K,
de modo que fuera de la regién de descomposicién espinodal esta perturbacion es estable
para toda longitud de onda. Para longitudes de onda lo suficientemente grandes ésta se
propaga practicamente con la velocidad del sonido (1.2.4), no obstante este medio es
esencialmente dispersivo, ¥ las ondas lineales son supersonicas, mientras mas pequefia
sea la longitud de onda mé&s rapida serd la velocidad de fase con respecto. a la del
sonido. Es facil ver que la velocidad de grupo (0w/0k), asociada con el transporte de
informacién a nivel lineal, también es supersénica y crece con el ntmero de onda k.
Esto es producto de la suposicién que hicimos, al expandir el flujo de momentum D,
de que la saturacién espacial de la inestabilidad ocurre a gradientes cuéarticos, si esta
hipotesis no-fuera cierta, de todas formas la saturacion espacial debe ocurrir, por lo cual,
para un nimero de onda lo suficientemente grande, tanto la velocidad. de fase como la
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velocidad de grupo deben ser supersonicas y crecientes con k. No obstate, dado que la
forma normal VAW o cualquier generalizacién de esta a gradienies més altos, es una
expansién en gradientes, no debiésemos prestar mucha atencién a la informacion que
ésta nos entrega para longitudes de onda cortas.

Si consideramos el efecto de la viscosidad, la relacion de dispersién se modifica

G =R+ ik = w= % {ivlz2 + /12Kt + 4 (v2k? + k‘*)} :

luego, Im fw] > 0 siempre, por lo tanto la amplitud de la onda lineal decrece en el tiempo
disipando su energia. Més atin, Im [w] crece con el mimero de onda %, de modo que las
longitudes de onda més corta se amortiguan mas rapido, lo que justifica una expansion
en gradientes. De hecho, para una viscocidad lo suficientemente grande, v > 2, las
longitudes de onda cortas serdn sobre-amortiguadas, i.e. .

v>2/vi/k*+1 = Relw]=0.

Para perturbaciones de amplitud finita debemos considerar los efectos no-lineales.
En este «caso la forma de un tren de otdas no sera arménico, v debemos expresarlo
en términos de funciones elipticas, basicamente una expresion similar a (1.3.3) en un
sistema de referencia mévil, t — z — ct, con ¢ la velocidad de la onda. En todo
caso, para amplitudes. moderadas el escenario no serd muy diferente del escenario lineal
descrito anteriormente.

Un fendmeno cualitativamente diferente, que pude producir la no-linealidad, es la
aparicién de ondas solitarias o solitones. Las primeras corresponden a cimulos de ma-
teria, o’ agujeros con menos materia, que se propagan sin modificar su forma, i.e. un
paquete que se propaga sin dispersarse. A nivel lineal esto es imposible en un medio
dispersivo como este, son las no-linealidades las que pueden contrarrestar el efecto de la
dispersién lineal. Los solitones son una subcategoria de ondas solitarias, los cuales poseen
una propiedad extra, cuando dos solitones colisionan preservan su estructura después de
la colision (ver ref. [15]). Claramente, estas estructuras solo pueden propagarse peerse
en el caso conservativo (dlf/dt = 0), la-presencia de viscosidad las atenuara de-modo de.-
disipar su enefgia y hacer que el sistema converja al equilibrio. Luego, estos entes sblo
habitan en el transiente, y al igual que las ondas lineales, pueden dar pistas importantes
de como el sistema evoluciona al equilibrio.

Oftro tipo de ondas no-lineales inieresantes son los frentes, conexiones asintéticas
entre dos estados uniformes de densidades diferentes. Como ya lo habfamos sefialado
previamente, en la regién de coexistencia, donde el estado homogéneo es practicamente
siempre metaestable, una gran fluctuacion, que sobrepase la barrera de nucleacién (1.3.5),
engendrara una burbuja del tipo (1.3.6). En el proceso de nucleaciéon de esta burbuja,
por la conservacion de la masa, se generaran dos ondas de densificacion, que correspon-
den a frentes. Si la viscosidad es grande estos frentes se propagan manteniendo un perfil
mondtono, por en contrario, cuando la: viscosidad es baja el frente se descompone en un
tren de solitones, este proceso se puede apreciar en fig. 1.9. A medida que los frentes
de densificacién se propagan la burbuja se enancha constituyéndose en dos frentes de
desdensificacion (ver fig. 1.9). Si el sistema fuese infinito este proceso continuarfa in-
definidamente, pero, dado las condicion de borde periddica, los frentes de densificacion
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vuelven a chocar con la con la burbuja, haciendola oscilar, estas oscilaciones son amor-
tiguadas por la viscosidad hasta que el sistema converge al equilibrio, i.e. la burbuja
(1.3.6), cuyo ancho J esta fijado por la masa de la condicion inicial. Notemos que la
misma burbuja (1.3.6) puede ser vista como un sistema constituido por dos frentes esta~
cionarios, un kink y un anti-kink (que conectan los estados simetrico vV—¢ y —v—¢),
situados a una distancia 4.

t

Fig. 1.9: Nucleacién de un burbuja, en la regién de coexistencia, para ug = 0,63 v e = —0,95,
en los regimenes de a) alta viscosidad, » = 4 y b) baja viscosidad, » = 0,03. Ala
derecha se ve el detalle de los primeros instantes del proceso de nucleacién.

En la regiéon de descomposicion espinodal, el sistema primero se transforma en un
gas de burbujas del tipo (1.3.6), para luego iniciar un coarsening, o sea un dinamica
de dominios el los cuales el sistema posee localmente una densidad /—¢ 6 —v/—¢. El
largo promedio de estos dominios crece en el tiempo, hasta que el sistema converge al
equilibrio, i.e. una sola burbuja. La simulaciéon numérica de este proceso (ver fig. 1.10)
muestra que, cuando la viscosidad es baja, el gas de burbujas se encuentra sumergido en
un mar de ondas (tanto lineales como no-lineales), aca el tiempo caracteristico en que
se disipa la energfa de estas ondas es comparables con el tiempo caracteristico en que
desaparecen las burbujas (o las gotas). Al desaparecer una burbuja o una gota emite
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dos solitones. que se propagan a la derecha y a la izquierda respectivamente (ver fig.
1.10.a y 1.10.b), y de esta manera transfiere su masa al resto del sistema. Al propagarse
estos solitones por el medio, e ir chocando con los kinks y anti-kinks que separan los
dominios de diferente densidad, transfieren la masa de la burbuja o gota fenecida a las
demas y reexcitan el mar de ondas, manteniendo este régimen en el que los dominios
de densidad uniforme se encuentran altamente activos. Cuando la viscosidad es alta, los
ondas son rapidamente suprimidas, y las dominios de densidad uniforme se encuetran
préacticamente estaticos (ver fig. 1.10.¢), ac4, cuando las burbujas o las gotas desaparecen
difunden su masa el sistema y la propagacion de ondas casi no se observa.

t t

Fig. 1.10: Proceso de coarsening para ug = 0y & = —0,5, en los regimenes de a) baja viscosidad,
v = 0,05, b) viscosidad moderada, » = 0,5 y c) alta viscosidad, v = 5.

Cabe sefialar que, a medida que incrementamos la viscosidad, el proceso de coarsening
se vuelve més ineficiente, esto es, el largo promedio de los dominios con densidad V—€
o0 —+/—¢ crece mas lento. Esto resulta, a primera vista, contra-intuitivo, puesto que
esperariamos que, mientras mas grande sea la disipacion, el sistema converja mas rapido
al equilibrio. De hecho tenemos

dU
= / (Byu)” dz,

una interpretacion apresurada de esta formula seria decir que, mientras mayor sea la
viscosidad, la derivada temporal de la energia es mas negativa y por lo tanto la veloci-
dad con que esta decrece es mayor, e.g. deberiamos alcanzar el equilibrio mas rapido.
Sin embargo esta interpretacién es incorrecta, puesto que, si la viscosidad es baja, la
atenuacion de las ondas también es baja, luego el termino (('?tu)2 aporta mis a la ve-
locidad con que la energia decrece. De modo que existe una competencia entre estos dos
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efectos, cuando la viscosidad es muy alta el gas de burbujas estd practicamente estati-
co (casi todas las ondas son sobre-amortiguadas), y la velocidad con que el sistema va
al equilibrio es pequeiia. Por otro lado, cuando la viscosidad es muy pequeiia el mar
de ondas esta muy activo, y el termino (E)‘tu)2 es grande, no obstante en este caso hay
otra salvedad, aunque la velocidad resultante di4 /dt sea pequefia el coarsening puede ser
rapido, puesto que el sistema puede converge répidamente a una sola burbuja sumergida
an un mar de ondas altamente energizado, situacién que no corresponde al equilibrio,
que es una burbuja estrictamente estacionaria. Esto ultimo es lo que se observa en la
simulacion numérica del caso cuasi-conservativo (¥ < 1), ac4 la dindmica més lenta no
es el coarsening, sino la atenuacién de las ondas. De hecho el coarsening es eficientisimo
en el limite » — 0, por lo cual uno podria preguntase que pasa en el caso estrictamente
conservativo (v = 0), ac4 no se minimiza la energia, sino que se conserva, sin embargo
el proceso coarsening persiste, i.e. el sistema evoluciona a una sola. burbuja inmersa en
un mar de ondas cuya ehergia no mengua (ver fig. 1.11.a).

De modo que en el caso conservativo el sistema todavia presenta un comportamiento
irreverdible como es el coarsening, o séa estamos ante un caso de irreversibilidad hamilto-
nigna, donde el sistema sigue evolucionando hageia un equilibrio, que ya no corresponde al.
minimo del funcional-(1.2.2). En efecto, si fbi'eq"éste-equilibrio pude ser cualitativamente
similar al equilibrio del caso disipativo, es de tinia naturaleza esencialmente diferente, por
ejemplo se observa que’la burbuja resultante puede tener velocidad, e.g. se puede decir
que el sistema converge mas bien.a una onda solitaria. Esta evidencia numerica sugiere
fuertemente que el modelo VAW conservative (VdWe de aquf en adelante), es ergédico y
no-integrable, més afin presenta un comportamiento altamente cadtico. De aci podemos
conjeturar que el mar de ondas es turbulento, esto es, de acuerdo a la teorfa de turbu-
lencia débil de Zakharov, un gas de ondas interactuantes que termaliza a un equilibrio
caracterizado por el maximo de una entiopia (ver ref. [14]). Luego, podemos pensar el
mar de ondas como un fluido caliente (cuya temperatura depende de la energia del sis-
tema) sobre el cual se encuentran las burbujas, esto actuara como un fondo fluctuante
. que optimiza el proceso de coarsening.

*  Si'bien, esta hipétesis dél fondo fluctuante to pisa de ser una mera especulacion, nos
sugiere la idea-de incorporar ruido en el modelo (1.2.1}, de la forma .

Byttt = B (21 + 1® — Buptt + vOu) + 0§ (2,1)

para conservar la masa y el momentum. Esto tiene un interés en si mismo, puesto
que, la descripcién de un sistema, en esencia discreto (sistema de particulas clasicas),
mediante campos continuos, conlleva un coarse-graning (ver la introduceién), por lo cual
estos campos sufren fluctuaciones que pueden ser modeladas incorporando un ruido. En
efecto, los medios granulares, por estar constituidos por un nimero menor de particulas
que un gas convencional, son altamente ruidosos. Luego, tomando un ruido blanco de
intensidad 7, {€ (x,t) € (1)) = nd (' z) § ( — £}, se observa que el coarsening, incluso
en el régimen de viscosidad alta, en mucho més eficiente (ver fig. 1.11.b). Esto se pude
entender trivialmente del hecho que el ruido incrementa el termino (8u)*, no obstante
en este caso la energia solo se minimiza en promedio. De modo que, si el riido es muy
grande, habran muchas fluctuaciones a este proceso de minimizacién, las que afectaran
la eficiencia del proceso de coarsening. Tanto como las burbujas desaparecen més rapido,
el ruido creara nuevas burbujas, haciendo que el largo promedio no crezca muy réapido,
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por lo cual habra un valor optimo de la intensidad 7 para el cual el coarsenig serd mas
oficiente. Un estudio detallado de como el ruido afecta el proceso de coarsening en un
modelo mas simple que (1.2.1) (ecuaciéon de Ginzburg-Landau real), se encuentra en el
capitulo III de esta tesis.

t s

b)

a)

T
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Fig. 1.11: Proceso de coarsening para ug = 0y € = —0,5, en los regimenes a) conservativo,
» = 0y b) alta viscosidad, » = 3, pero en presencia de ruido, n = 0,5.

De todas maneras existen diferencias cualitativas entre el proceso de coarsening en
presencia de ruido y el coarsening en el caso conservativo o cuasi-conservativo (i.e. con
una alta actividad de ondas). Si es verdad que el mar de ondas es turbulento y actua
como un fondo fluctuante, i.e. un ruido térmico generado por la propia ecuacion, de todas
formas procesos tales como la aniquilacién de una burbuja afectaran el comportamiento
de este, por ejemplo le transferirian energia haciendolo “més caliente’. Més afin, en estos
mismos procesos de transferencia de energia se requiere de un tiempo para que el mar
de ondas se termalice, de hecho, si estos tiempos de termalizacion son del orden de los
tiempos del coarsening el proceso se torna mucho mas complejo, pues tanto el coarsening
como la termalizaciéon del mar turbulento constituyen un mismo proceso de evolucién
al equilibrio que en este caso no tendria mucho sentido diferenciar. Numéricamente se
observa que, cuando se considera el sistema en presencia de ruido en el régimen de alta
viscosidad, la actividad de los dominios de densidad uniforme es completamente aleatoria
(ver 1.11.b), por otro lado, cuando la viscosidad es baja, de modo que la atenuacién de las
ondas es lenta, se observa la propagacion de cimulos de materia con una velocidad bien
definida (ver 1.11.a), que probablemente se traten de solitones. Que el sistema no sea
integrable no quiere decir que no admite soluciones tipo onda solitaria, son soluciones
particulares que coexisten con otro tipo de comportamientos mas complejos. Dado la
relevancia de este tipo de soluciones en el proceso de coarsening procederemos a un
caracterizacién analitica més acabada de éstas.

1.5. SOLUCION DE ONDA SOLITARIA PARA VdWc

Si consideremos el modelo VdWe en un sistema de referencia movil z = x — ct, el
perfil de densidades satisface la ecuacién tipo Newton

d*u

o2
¥4

=(e—A)u+u’+), (1.5.1)
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donde ) es una constante de integracion compatible con condiciones de borde periddicas
o de flujo nulo. Esta ecuacion es identica a (1.3.1) si cambiamos ¢ — (¢ — &), e.g.
presentan el mismo tipo de soluciones, de modo que, nos concentraremos en el caso
A < 0. Considerando el sistema muy grande (I > 1), las soluciones de onda solitaria
corresponden a 6rbitas homoclinas de (1.5.1), las cuales solo existen solo si € < Ay

! A< 2((c2—¢)/ 3)*%. Esta ondas solitarias se propagaran sobre una densidad wug (valor

' asintético de la érbita homoclina), la cual, para un sistema lo suficientemente grande,
corresponde a la densidad global, puesto que la cantidad de materia transportada por
esta onda sera despreciable frente a la masa total del sistema.

La velocidad de la onda solitaria esta acotada
ute< <l (1.5.2)

con v? la velocidad del sonido (1.2.4), o sea estas ondas son subsonicas. Para A < 0 la
densidad de base uy < 0, y la onda solitaria es “brillante”, o sea un cumulo de materia
cuya expresion analitica es

2(3ug +e— %)
U= uy+ .
—2ugy + /2 (2 — uf — €) cosh [\/(311,3 +e—c?)(x—ct— IU)}

Cuando A > 0 la densidad de base ug > 0, v la onda solitaria es “oscura”, i.e. un agujero
con menos material cuya expresion analitica corresponde a la transformacion de simetria
u—s —uy uy — —ug de (1.5.3). Si A =0, (1.5.1) posee dos Orbitas heteroclinas, que
representan soluciones kink o anti-kink

2 _
u = +v2 — etanh {\/c 5 E(mct—:vu)},

compatibles solo con condiciones de borde de flujo nulo. La forma de la onda (1.5.3) se
puede apreciar en fig. 1.12.

(1.5.3)

Fig. 1.12: Ondas solitarias, de diferente amplitud, que se propagan sobre el mismo estado ho-
mogéneo.

La amplitud de (1.5.3) decrece con la velocidad, y tiene la forma
2(3ud +e— )

| A= 3
2|uo| + /2 (2 —uf —¢€)
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de modo que, cuando la velocidad de la onda solitaria se acerca a la del sonido, su
amplitud tiende a cero. Mientras que cuando tiende a su cota inferior, E=ul+egla
solucién (1.5.3) tiende al estado simétrico u = —uy, claro que en este limite uo no se puede
identificar con la densidad global, aca la onda solitaria se esta haciendo muy grande y
por lo tanto acarrea mucha materia. De todas formas, los cimulos de materia, que se
propagan con una velocidad bien definida, observados en la simulaciéon numérica son de
una amplitud pequena o moderada, por lo cual el ultimo limite es menos interesante que
el primero.

Todo esto es vélido sélo en R, en la region de coexistencia ug +¢ < 0, por lo cual la
cota inferior de la velocidad deja de existir. Aci, cuando la velocidad de (1.5.3) tiende
a cero, esta solucién tiende a la burbuja inestable (1.3.5). Luego, la onda solitaria ya es
inestable antes de convertirse en la burbuja (1.3.5), puesto que, dado que esta solucion
es linealmente inestable, implica que (1.5.3) debi6 ser linealmente marginal antes de
transformarse en esta burbuja, i.e. con ¢ # 0. Numéricamente se observa que, para
uy € Ra, cuando la velocidad de (1.5.3) esta lo suficientemente cerca de la del sonido,
la onda es estable, mientras que si su velocidad disminuye bajo un valor critico, la onda
deviene inestable, y durante su propagaciéon mengua su amplitud y se incrementa su
velocidad, de modo de estabilizarla, durante el proceso se emite radiacion para conservar
la energia (1.2.2). Esto se puede apreciar en fig. 1.13.

ot

BE:

Fig. 1.13: Onda solitaria inestable, de gran amplitud, en la zona de coexistencia, up = —0,6 y
e = —0,5, en régimen cuasi-conservativo » = 0,01. Durante su propagacion transita

a una onda de menor amplitud estable.

En la region de descomposicién espinodal se tiene que 3u? + & < 0, por lo cual una
solucién como (1.5.3), con uy € Ry, deja de tener sentido. Aca el sistema selecciona dos
nuevas densidades, u = +1/—¢, las cuales son estables (de hecho corresponden al minimo
global de la energia) y pueden soportar la propagacién de ondas solitarias, las cuales,
si el dominio de densidad uniforme es lo suficientemente grande, serdn aproximadas por
(1.5.3). Mas precisamente, tendremos soluciones de la forma

V2(—2— )
u=+v—¢
o v —2¢ + |¢| cosh [\/(—25 —c2)(z—ct— a:o)]

con ¢ < —2. Estas son el tipo de ondas solitarias que se propagan por el sistema
durante el proceso de coarsening, también en la region de coexistencia se pueden propagar

, (1.5.5)




the x ¥

Capitulo 1: ONDAS SOLITARIAS EN UNA TRANSICION DE FASE TIPO VAN DER WAALS 37

objetos como éste, cuando el sistema se encuentra en la burbuja (1.3.6), aunque aqui no
juegan un rol preponderante en el proceso de nucleacién de esta burbuja. Notemos que
(1.5.5), cuando ¢ — 0, tiende al la densidad simétrica F+/—¢, o mejor dicho, cuando €l
sistema es finito tiende a una burbuja que corresponde tanto a la burbuja estable como
la inestable, i.e a (1.3.3) con up = -£y/—¢, ¥ | # oo aunque [ > 1 (recordemos que todas
estas 6rbitas homoclinas son sélo aproximaciones para un sistema grande, las soluciones
exactas son orbitas peri6dicas, descritas por funciones elipticas, que se parecen mucho
a las homoclinas cuando [ es lo suficientemente grande). De modo que, estamos en el
punto en que ambas burbujas aparecen por saddle-node, por lo tanto corresponden a
una solucién marginal linealmente, entonces (1.5.5) es marginal cuando ¢ — 0, e.g. es
estable V|c| > 0.

En resumen, la estructura de bifurcaciones de la onda solitaria (1.5.3) es la siguiente:

. cuando up € R, v la velocidad de la onda esta acotada segin (1.5.2), esta solucion es

estable; si ug = £+/—¢, la onda tiende a una solucién marginal en el limite ¢ — 0, luego,
para tig € Ry, la onda es estable para velocidades cercanas a la-del sonido e inestable para

. velocidades cercanas a 0; cuando ingresamos en la regién de descomposicion espinodal

(1.3.5} y (1.5.3) colapsan con el estado uniforme v = ug, desestabilizandolo.

»
[y

1.6. SOLITONES EN EL LIMITE CUASI-SONICO

Como ya lo habfamos sefialado, estos ctimulos de materia (o carencia-de ella), que se
observan, propagandose con una velocidad bien definida, durante el proceso de coarsen-
ing, son de una amplitud moderada o pequefia. Es discutible si estos entes son paquetes
de ondas lineales o ondas no-lineales del tipo (1.5.5), de todas formas la existencia de
estas ondas solitarias debiese implicar que el sistema, de manera espontanea, las excita
durante un proceso dindmico complejo como el coarsening. Esto no quiere decir que la
ondas lineales no jueguen un rol importante, sino que las ondas solitarias también lo
hacen. . .

Consideremos entonces, de forma general, la onda (1.5.3) en el limite A < 1, con
ug ~ @ (1). Que corresponde a una vélocidad-muy cercana a la del sonido (limite cuasi-
sénico), i.e. sl ¢ = v — w, entonces 0 < w/v, < 1. Aca la onda adopta la forma,
aproximada

U — g = %sechz [ v;w {z+ (v, —w)t— :no}] +O (w?), (1.6.1)

expresion que corresponde a los tipicos solitones de la ecuacion de Boussinesq o Korteweg
de Vries (KdV). Més atin, tiene la tipica relacién amplitud (A) ancho (o) de un solitén
Kdv

A~ o?~O(w),

donde hemos supuesto todos los demas parametros-O (1). Lo que nos sugiere introducir
la signiente aproximacién:
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1.6.1. KdV a partir de VdWc

Consideremos el cambio de variables

2 2

F=0v%t, T=v, uUu=tp+ Ys ﬁ:-vi
= Ugly = Usd, = up —3up ¥y gu%:
luego, VdWe adopta la forma
Ozv = Ozz(v — v* + Bv° — Bzzv). (1.6.2)

Tomando como inspiracion la relacion entre la amplitud y el ancho del soliton KdV,
exhibida por (1.6.1), introduciremos el escalamiento

c=x@-%; ¢(=x@+1) y T=x%

y supondremos qué¢ podémos expandir v de la forma

i oo
° on
. , U= E :X Un,
=1

donde x ~ O(y/w) es un'pardmetro i)equeﬁo. Notemos que £ v ¢ corresponden a sistemas
de referencia mévil que se desplazan a la derecha o a la izquierda con la velocidad del
sonido, i.e. estan viculados con las soluciones de D’Alembert de la ecuacién de onda
asociada a (1.6.2). La escala de tiempo lenta, 7, se relaciona con la variacion a la velocidad
del sonido con que se propagan las ondas no-lineales (de (1.6.1) vemos que es Ow?)).
Para v hemos supuesto que la amplitud de las ondas en estudio se puede expandir en
potencias de w. .

Entonces, introduciendo este ansatz ed (1.6.2), e igualando orden por orden en Y, el
primer orden nos da la ecuacién de onda

B =0 = v =f(&7)+g({7), (1.6.3)

L hy ‘s ‘ 3 . ~
cuya solucién general es la solucién de D’Alembert mostrada arriba. Luego, tomando
esta solucion, el segundo orden nos da

48&?)2 = 35 [—237]‘ + 2f85f + agggf] + 3( [2679 -+ 296‘Cg -+ acc(;g]
+2(8; + )" fa, (1.6.4)

que es una ecuacion lineal inhomogénea para v;. Luego, si queremos que las solucion
sean acotada (vp acotada, de modo que el método sea consistente), el lado derecho de
(1.6.4) no debe contener elementos en el kernel del operador de onda J¢¢, 1.e. debemos
imponer la condicién de solubilidad

O [~20, f + 2f0c f + Bgeef] = —0c [20-9 + 2909 + Beeg] -

Puesto que el lada izquierdo de esta ecuacién depende solo de § mientras que el lado
derecho solo de ¢ ambos deben ser iguales a una constante. Mas atn, dado que estamos
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interesados en soluciones tipo ondas solitarias, f — 0 cuando § — +ooy g — 0
cuando ¢ — %00, la condicién de solubilidad queda:

=20 f +2f0: f + 3555f =0 (1.6.5)
28,9+ 290;9 + Occcg =0 (1.6.6)

que corresponden a dos ecuaciones KdV asociadas a sistemas de referencia que se de-
splazan con la-velocidad del sonido hacia la derecha (1.6.5) o hacia la izquierda (1.6.6).
La diferencia en el signo nos asegura que sus soluciones se propagaran en contra de la
velocidad del sistema de referencia en cuestion, i.e. son subsonicas. '

La ventaja de esta aproximacién es que reducimos el problema a una ectiacion inte-
grable bien conocida, o sea una ecuacion cuyas propiedades se encuentran ampliamente
estudiadas en la literatura (ver, por ejemplo ref., [15]). De hecho nos provee de un argu-
mento analitico paralelo a la heurfstica realizada en el pardgrafo anterior para asegurar
la estabilidad de la onda solitaria (1.5.3), con velocidades cercanas 2 la del sonido, en
. este limite la onda es un genuino solitén, 1.e. una solucion tipo particula que al interac-
+ tuar con otras soluciones de su misma especie no sufre modificaciones morlologicas. En
efecto, otra’de las ventajas de esta aproximacién es que nos permite estudiar la interac-
. ci6n de las ondas no-lineales en este limite, como la interaccion sclitén-solitén. Para ello
tomemos (1.6.5) y redefinamos 7 = —2T"y f = 6¢, con lo cual obtenemos una forma
estandar de la ecuacién KAV

Or¢ + 12¢0¢¢ + Ogeed = 0. (1.6.7)

Fsta ecuacién tiene solucién exacta, para cualquier perfil inicial, mediante el método
de scatering inverso (ver ref. [15]). También existen otros métodos- alternativos para
construir soluciones particulares de (1.6.7), uno que resulta particularmente practico
para nuestros propésitos es el método de Hirota para construir una solucién de N-
solitones. Los detalles de este método se encuentran en el Apéndice A de esta tesis,
-luego, siguiendo este apéndice tenemos que la solucién de 1-soliton tiene la forma

2
drs = T sech? [2(6 — @*T) 4] (1.6.8)

la cual es corresponde a (1.6.1) si reconocemos

1 2w

X="A "
aV v,

que es @ (v/w) como lo habfamos supuesto, i.e. hasta aqui el método es consistente. La
solucién de 2-solitones tiene la forma

2

8; = aif — a}T + 7y,

donde @y v @ corresponden a la amplitud que cada solitén. Mientras que 6, ~ 06
f5 ~ 0 corresponden, en un instante T dado, a la region del espacio donde se encuentra

CoI1l
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el cumulo de materia transportado por cada solit6n, luego, 6, ~ 0, ~ 0 corresponde al
lapso de tiempo en que ocurre la colisién, digamos en torno a un instante T ~ O(1) (si
las fases v; ~ @ (1)). De modo que, para ver el efecto de la colisién sobre los solitones,
podemos suponer, sin perdida de generalidad a; > g, o sea el solitén “1” es mas rapido
que el solitén “2”, e.g. el soliton “2” es impactado desde la izquierda por el soliton “1”.
Luego, si nos colocamos en la region del espacio donde se encuentra el soliton “1%, 6; ~ 0,
en un tiempo muy anterior a la colisién, digamos T ~ —co, tenemos que, en esta region
del espacio 85 ~ —o0, por lo cual podemos aproximar (1.6.9)

2
tog(01 ~ 0; T ~ —00) == O {log (1 + egl)} 2~ %sech2 [%(5 —a2T) + 71] ,

mientras que, si continuamos el la regién donde se encuentra el soliton “1”, ¢4 ~ 0, pero
ahora en un tiempo muy posterior a la colisién, digamos T ~ co, de modo que ahora
8, ~ oo, obtendremos que (1.6.9) se aproxima a

A 2
5 ~ ) ~ . ot b2 o &
Pa5(01 ~ 0; T ~ o) agg{log (e .(1+(a1+a2) e ))}
2
) — g
((11-]-612) ]

Efectuando el mismo analisis en la regién donde se encuentra el solitén “2°, 6 ~ 0,
concluimos que

ai 2|81, 2 :
R Esech ?(!;: —aiT) + 7 +log

2 2
o~ e ST o2 [Fige _ 2 4 AE
dos(T im)~214 sech [2(5 a,T)—}—m—i—A,],

donde

(1.6.10)

2
AT =NF = Af = A7 =log| 222
1 2 =0 ¥ 1 =403 Og[(al—ﬂzg

Luego, tras colisionar’dos solitones de la forma (1.6.8), ni su estructura ni la ampli-
tud que poseian antes de la colision, se ve afectada después de esta. Los solitones solo
experimentan un cambio de fase, i.e. el solitén mas alto y delgado (por lo tanto.el més
rapido) sufre un incremento en su fase igual al decremento experimentado por el mas
bajo y ancho. Cave sefialar que, durante el proceso de colisién, la estructura que se forma
es mucho méas compleja que la mera superposicion de soluciones del tipo (1.6.8), esta
estructura es descrita, de forma exacta, por (1.6.9). Este proceso se ilustra en fig. 1.14.a.

En la figura 1.14.b se muetra el proceso de colisién de dos solitones en VAW, para
una viscosidad pequefia pero no nula, i.e. estan siendo atenuados. Ambos propagandose
en la misma direccion, aca el soliton mas alto y delgado es el mas lento, puesto que la
aproximacién KdV describe la velocidad relativa y opuesta a la del sonido. Para hacer
més realista la situacion, la condicién inicial se prepar6 con un poco de ruido, de modo
que la interaccion se produce en un medio donde hay otras ondas propagandose. Acé se
pude observar el cambio de fase predicho por KdV, i.e. esta es una buena descripcion de
la interaccién de solitones que se propagan en la misma direccion.
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Fig. 1.14: Interaccion solitén-soliton: a) diagrama espacio-temporal de la formula analitica de
Hirota (1.6.9), para solitones KdV; b) interaccion en el modelo VAW (en R3), con
ug = —0,8,e=—-03yvr=0,08.

1.6.2. Interaccion solitén izquierdo-derecho

Otro fen6meno importante, presente en la dindmica transiente exhibida por VAW, es
la interaccién entre ondas que se propagan hacia la izquierda con ondas que se propagan
hacia derecha. Al nivel aproximativo desarrollado hasta aca dicha interaccién es nula,
puesto que las ecuaciones (1.6.5) y (1.6.6) estan desacopladas. De modo que esta inter-
accién, al menos en el régimen cuasi-sénico, es débil, y a primer orden (o sea, a nivel
la solucién de D’Alembert (1.6.3)), cuando un solitén que se desplaza a la derecha se
encuentra con otro que se desplaza hacia la izquierda el resultado es la mera superposi-
cién lineal de ambos, i.e. uno es transparente al otro. No obstante, dado que VAW es
una ecuacién no-lineal, cierto efecto deben sufrir, para dilucidar esta correccion debemos
resolver el segundo orden, el cual, ya impuesta la condicion de solubilidad, es de la forma

) 1., ;
Ogcvg = 5(9‘; +8)*fg,

que depende, por supuesto, de la solucion que hayamos escogido para el orden anterior,
es la solucién que corrige, i.e. estamos obteniendo una estimacién de la forma v =
Y2y + x*v, con x < 1. Luego, invirtiendo el operador de onda, obtenemos

o= Vale,r) + Vi) + 3 [ ([ de ) +2ta+ @en ()] o

donde Vi y V, corresponden a las correcciones de las soluciones de D’Alembert f y g,
al orden @ (x*), sin contar el efecto de una sobre la otra. Si tomamos como solucién de
base soltitones de las forma (1.6.8), i.e.

3 2|0 ‘ 0
f= -2—rﬁ? sech® [7]2] y g= ga? sech® [ 2’} ;

con
Op = agé + 211%? +9r v Op=arf+ Qair + YL,

las correcciones Vi v Vi serdn las correcciones a (1.6.1) de orden O (w?). Para deter-
minar el término de interaccion en (1.6.11), notemos que tenemos la libertad en una
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constante de integracion, los términos en J:f o O;g puden ser interpretados, dado que
son correcciones pequeiias, como traslaciones de las soluciones de base f — f+erx*Ocf
y g — [+epx?0cg, o sea cambios de fase. Luego, considerando que no hay correcciones
arbitrarias a la fase al segundo orden, i.e. todo cambio de fase se debe a la interaccion,
el término de interaccién en (1.6.11) queda

W(, ()= %aRaL[HaﬁL sech? (f./2) tanh (61./2) (tanh (0r/2) + 1)

+ agay, sech? (0g/2) sech® (A1/2)
— a3 sech? (0p/2) tanh (6/2) (tanh (02/2) + 1)].

De modo que, cuando los dos solitones se encuentran, el resultado es un objeto con
una amplitud levemente superior que la superposicién de ambos. Luego de la colisién
ambos experimentan un pequeiio desfase hacia la direccién donde se encuentra el otro
soliton.

1.7. EFECTOS VISCOSOS

Hasta el momento nos hemos concentrado en el caso conservativo, v = 0, al menos
en el estudio de las ondas no-lineales. Puesto que estos objetos juegan un rol relevante
en el regimen de baja viscosidad, nos concentraremos en este limite.. Concretamente,
definimos

V=X
donde g es un pardmetro que pude ser tomado de orden 1 o pequeifio, pero de manera
independiente del pardmetro de escalamiento x, de modo que en muestro esquema per-
turbativo, i.e. cuando ignalamos cada orden en ¥, ¢ no juega ningan rol. Entoces (1.6.2)
queda:

Bv = Baalv — v + Bv® — Bzw + X 1Bp0), (1.7.1)
y siguiendo el mismo procedimiento que en el pardgrafo antetior, obtenemos:

_231-f + 2f3§f + 6,g,g§f = —,U,aggf (172)
20.9 + 293¢g -+ agcgg = #8ccg, (1.7.3)

donde todas las variables son las mismas que en el caso conservativo. Estas ecuaciones
corresponden a la KdV-Burgers, que es una modificaién de KdV que agrega un término
de difusion. Aca la diferencia de signo tiene el mismo origen que en el caso anterior, i.e.
]a naturaleza subsonica de los solitones, pero en este caso no podemos invertir el tiempo,
pues el término disipativo quiebra la simetria de inversion temporal, si lo hiciéramos
tendrfamos anti-difusién, acé lo correcto es invertir el espacio (en el caso de (1.6.5)
estas dos opciones son completamente analogas). Luego, si tomamos 7 = 2T, f=6gpe
invertimos el espacio £ — —§, obtememos:

B¢ + 1240 + Oeed = 110 P, (1.7.4)
que es la forma estdndar de KdV-Burgers.
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1.71. Atenuacion de los solitones en el régimen de viscosidad débil

Para estudiar el efecto que tiene el término difusivo sobre los solitones (1.6.8) consid-
eremos el siguiente analisis perturbativo en el parametro p (o sea estamos considerando
viscosidad muy pequefia, ¢t < 1). Tomemos dos escalas de tiempo

To=T y Ty=uT,

donde la primera de éstas, Tp, es la escala tipica en la que se mueve el solitén, mientras
que T} es la escala lenta en que varia éste producto de la viscosidad, esto es {a primer
orden al menos) como varian las pardmetros que lo caracterizan, i.e su amplitud a y su
fase . Entonces, tomando Ia soluciéon (1.6.8), introducimos el ansatz:

¢ = d15 (& To, a (T1), v (T1)) + Z,unqﬁ(“).

n=1

De este modo el primer orden es trivial por el ansatz, mientras que el segundo orden da:

O¢1s O1s
da oy’

que es una ecuacion lineal inhemogénea para Y, donde el operador lineal es:

(1.7.6)

LN = Beetprs — (On0) — (@)

L = 8, + 12150 + 12 (Fgdrs) + Ogze.

Introduciendo el producto interno:

@l = [degw con =5~ aT)

obtenemos. que el hermitico conjugado de £ es:

- -

L= — (8g, + 12150 + Oeee)

e.g., para que (1.7.6) sea soluble, su lado derecho debe ser ortoéonal al kernel de £T.
Claramente

Lids =0

pues esta no es otra cosa que lo ecuacion KdV (1.6.7) para ¢y, que es precisamente una

solucion de esta. Luego,
015 _ - Od1s sl
< By ¢1s> =0, < 52 ¢1s> ==

por paridad, méas alin 15 es par y ortogonal a d¢is /87y (que es impar), por lo tanto

by _

o5 =0 (1.7.7)
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Este resultado es evidente si se considera la invariaza traslacional del sistema, simetria

que no es quebrada por el término difusivo. Por otro lado
da T
a5

de modo que el decaimiento de la amplitud de (1.6.8) es algebraico, y por lo tanto lo

suficientemente lento como para que el solitén dure un tiempo largo antes de difundirse

y desaparecer. En efecto, la integracion de (1.7.8) da

_ \/mﬂi
V10+pa? (T -T,)
donde a; = a(T}), la amplitud inicial. Este proceso se ilustar en fig 1.15.a.

(1.7.8)

a(T)

t t

Fig. 1.15: Atenuacion de solitones: a) Atenuacion de un soliton, para uwg = —0,4,e=-0,16y
v = 0,15; b) El sistema, ante una condicién inicial ruidosa, con 1y = —0,8,e = —0,3
yvr=0,2.

Luego, mientras la atenuacion de las ondas lineales es exponencial, los solitones ex-
perimentan un atenuacién comparativamente mucho més lenta, A ~ t~1/2, por lo cual
pueden propogarse por un tiempo mucho més largo en un medio débilmente viscoso. De
modo que, en el proceso de coarsening, se esperaria que jugara un rol més relevante,
que las ondas lineales, en el transpaso de informacién de una burbuja a otra, al menos
cuando el gas de burbujas esta lo suficientemente diluido. Previamente se comentaba
que, no era facil discernir si los cimulos de materia, que se observa propagarse durante
el coarsening, son solitones o paquetes de ondas lineales. Probablemente, en un medio
con un alta actividad de ondas, ambos fenémenos estan presentes simultdneamente, pero
los paquetes lineales son atenuados de una manera mucho més violenta, por la viscosi-
dad, que los solitones. Luego, estos dltimos persisten por mucho mas tiempo, por lo
que podriamos decir que el mar de ondas es, predominantemente, un mar de solitones.
En efecto, en la figura 1.15.b se muestra al sistema, ante una condicion inicial ruidosa,
en Rj, ach se ve que la radiacién lineal es rapidamente atenuada, para prevalecer la
propagacion de solitones.

1.7.2. Cuando la difusién domina sobre la dispersion:
Si tomemos en (1.7.2) 7 = 2T /p, f = ¢/2y € = —n/p, la ecuacion queda de la forma

1
Ord + oy + ;ammqs = Oyn
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consideremos ahora la viscosidad alta (y alto, pero v = X puede tener un valor arbitrario
dependiendo de como se relacionan la amplitud de la perturbacién con la disipacion del
medio), luego, podemos despreciar el termino dispersivo, con lo cual obtenemos

Frd -+ ¢On = Oy, (1.7.9)

que es la ecuacién de Burgers, si introducimos la transformacién de Cole-Hopf
¢ = —20, {log ¥}, (1.7.10)

en (1.7.9), esta nos queda

R
3,?{%‘1’.____3’75 }:0 — OUte(T)T =B,V

y, como la constante de integracién c(T) puede ser absorbida en ¥ sin afectar a ¢, la
tomanos igual a cero, obteniendo . :

.
3

8r¥ = 9,0, (1.7.11)

2 .

que es la ecuacién de difusion lineal. La que tiene solucién exacta para cualquier perfil
inicial

"

oo

V(n0)=to(n) = Y(T)= fdn'P(n—n'l TYtho (),

—0d

donde P (X|T) es el tipico propagador gausiano de (1.7.11):

PFX| T) =e>cp{—f—;}/x/ﬁ

Esto implica que (1.7.9) también tiene solucién exacta para un perfil inicial arbitrario,
en efecto:, -

»

B 0) =) = Yolm) =expq — [ds dule) p

Un ejemplo sencillo es la propagacion de un frente, para esto consideremos el perfil
inicial:

¢o(n) = a (1 — tanh[n/A])

si tomamos:

A=2/a = ()= e M2 cosh [%]

= Y(n,T)= e~ ®=eT)/2 cosh [g(n - aT)]




.
-
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de este modo obtenemos la solucién frente para (1.7.9)

d=a (1 — tanh [%(n — aT)]) . (1.7.12)

De modo que, cuando los efectos difusivos, que induce la viscosidad, dominan sobre
los dispersivos, el modelo VAW admite la propagacion de un frente mono6tono. Como ya
lo habiamos mencionado, en la regién de coexistencia, cuando el sistema nuclea espon-
taneamente una burbuja, emite frentes de densificacion y ‘desdensificacién, los cuales
mantienen un perfil monétono durante su propagacion cuando la viscosidad del medio
es alta. De 1o ser asi el [rente se descompone en un tren de ondas no lineales (ver fig.
1.9).

En el sistema granular simulado, que fue la motivacion original del modelo VAW,
se observa que los frentes de densificacion y desdensificacion, durante el proceso de
nucleacién de una burbuja, mantienen un perfil monétono. Por lo cual se puede inferir
que ¢l sistema se encuentra en un régimen de viscosidad alta. Los intentos de observar
solitones en este medio han sido infructuosos, lo cual robustece la idea que la viscosidad
efectiva es elevada. Al parecer estamos mas bien ante un sisterma muy ruidoso, pero a
la, vez muy viscoso, e.g. se observan much#¥ fluctuadiones que no son atribuibles a la
propagacion de ondas. .

Dada la universalidad en la deduccién del modelo VAW (se utilizan solo supuestos
muy elementales), es de esperar que. existan otros sistemas que sean descritos por esta
aproximacion, los cnales se encuentren en un régimen de viscosidad baja. Por ejemplo, el
Prof. N. Mujica esta efectuado experimentos en una monocapa granular, la cual exhibe
una transicién de fase similar a la estudiada en este capitulo. Aunque en este caso
no se conserva el monentum, y el andlogo més apropiado parecer- ser una transicién
liquido-solido, y no liquido-vapor, existe cierta evidencia experimental preliminar de
‘que el sistema, exhibe la propagacién de ondas, al menos en la fase liquida. Si bien, lo
resultados aqui obtenidos no son directamente aplicables a este caso, se vislumbra cierta
esperanza, de que, tras las modificaciones pertinentes, se pueda encontrar un aplicacion
al desarrollo tedrico efectuado en este capitulo.




Capitulo 2

FRENTES Y ESTRUCTRUCTURAS LOCALIZADAS EN
DINAMICA POBLACIONAL

2.1. INTRODUCCION

Uno de los comportamientos més fascinantes que puede presentar la materia fuera.
del equilibrio es la vida. La cual es, probablemente, la respuesta auto-organizativa mas
compleja que exhibe la gatumleza. La for'_macién, funcionamiento e interaccién de es-
tructuras vivientes es un tema completamente abierto atn, y la posible matematizacion
de estos procesos es un area donde la experiencia adquirida en la fisica, en la descripcion
matematica de otros procesos naturales, piede ser de gran utilidad.

Un tema de particular interés es el comportamiento de una especie en un ecosistema.
Concretamente, como evoluciona el nimero de individuos y su distribucién territorial
en funcién de las condiciones a las que estén sometidos. Ya por 1789, Thomas Malthus
advierte el peligro que implica el crecimiento geométrico de Ia poblacién versus un crec-
imiento aritmético de_la produccién agricola. No obstante, la hambruna predicha por
este razonamiento nunca ocurri6 (aunque cabe sefialar que esta teoria ha sido, bastante
caricaturizada a lo largo de la historia), éste pone en relieve uno de los ingredientes
fundamentales que determinan el crecimiento de una poblacién en un ambiente natural,
los factores reproductivos. Por ejemplo, si consideramos una poblacién de células, que
se reproducen por simple division mitética, tendremos que cada generacion posee el
doble de individuos que la generacién que le precedio, i.e. transcurridas n generaciones
la poblacion se habra incrementado en un factor an,

Luego, en un caso idealizado, en que la especie se pueda reproducir libremente, sin
gue ningin otro elemento interfiera en este proceso, la poblacién crecerd exponencial-
mente. Esto, claramente, no corresponde a lo que habitualmente observamos en la nat-
uraleza, acé existen una serie de factores externos que mellan este crecimiento. Por
ejemplo, la disponibilidad de recursos presentes en el medio es limitada, de modo que
la poblacién no puede crecer indefinidamente. También elementos tales como la pres-
encia de depredadores, enfermedades, migraciones o adversidades climaticas menguaran
el crecimiento de la poblacién. Haciendo que, en el caso mas realista, la evolucion del
nitmero de individuos sea un fenémeno bastante complejo.

Una de las maneras més tipicas de describir este proceso es considerar la densidad
de individuos, por unidad de 4rea, como un campo continuo v = 1 (Z,t) (descripcion
continua). En primera aproximacion, nos podemos concentrar en una sola especie, o sea,
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consideramos la poblacién de un determinado organismo como un sisterna auténomo
y resumimos los efectos del resto del ecosistema en los parametros que caracterizan
su evolucion. Esto es solo una aproximacién, puesio que el resto del ecosisiema se ve
afectado por la evolucién de la poblacién en cuestién, por lo cual no son pardmetros
fijos, sino variables dindmicas cuya evolucitn esta acoplada con la de u. O sea, estamos
aproximando al resto del ecosistema como una coleccién de termostatos que le imponen
ciertas condiciones ambientales a la especie en estudio, sin que estas condiciones sean
significativamente afectadas por el comportamiento de esta poblacién,

Luego, una segunda aproximacién sera considerar el territorio en que se encuentra in-
mersa la especie como un plano euclideo homogéneo e isétropo, i.e. estamos despreciando
todas las irregularidades topograficas del terreno. De manera que, si nos concentramos en
organismos simples, podemos modelarlos como particulas brownianas i.e. el transporte
sera difusivo y la densidad poblacienal evolucionara segiun una ecuacion de la forma

du=DVu+G (), (2.1.1)

donde el modelamiento de G (u) dar4 cuenta de los efectos dominantes que determinan
1a evolucién de la poblacién. Par ejemplo, si tan solo tomamgs en quenta la reproduccién

* de la especie, tendremos la dependencia lineal G (u) = ku, de ‘modo que, para k > 0, el
nimero de individuos crece exponencialmente. Una-manera de modelar el hecho que, los
recursos disponibles en el ecosistema son limitados, y, por lo tanto el crecimiento de la
poblacién debe saturar, es mediante la no-linealidad logistica G (u) = (r —u)u, donde
r > 0 cnantifica la cantidad de recursos disponibles en el medio, de modo que la especie
se pueda mantener. Este modelo es conocido como la ecuacion de Fisher (ver ref. [16] - ~
o [17]) ¥ posee un repelor uniforme en » = 0 y un atractor uniforme en 2 = 7, que
representa una densidad de equilibrio a la cual el sistema llega de acuerdo a la cantidad
de recursos el medio le ofrece para su subsistencia.

En el modelo logistico la interaccion entre los individuos que constituyen la poblacion
es puramente competitiva. Mientras menos congéneres tenga un individuo a su alrededor,
menos competencia habra por los recursos, de modo.que su decendencia puede-ser mas
abundante. Para muchas especies, la interaccién entre los individuos que la constituyen,
no es dnicamente competitiva, sino que existen también elementos cooperativos, por
ejemplo, la presencia de depredadores, implica que la cercanfa a un grupo de congéneres
disminuya la probabilidad de ser depredado, dando origen al comportamiento gregario
observado en muchos especies. Existe, entonces, un tercer elemento a ser considerado,
la adversidad del medio, o sea, debemos incorporar al modelamiento los factores hostiles
que conspiran contra el desarrollo de la especie, y que implican que, para lograr su
supervivencia, la poblacién debe exceder cierta masa critica. Por ejemplo, en las zonas
de transicién entre la sabana y el desierto en Africa, donde la disponibilidad del recurso
hidrico es escasa, la poblacién vegetal debe exceder cierta densidad critica de modo
reducir el impacto de la evaporacién y lograr el agua que necesita para sobrevivir (ver
ref. [18]).

Una manera de incorporar el efecto de la adversidad en (2.1.1) es cambiando Ja no-
linealidad logistica por una cubica, G = u{u —a)(b—u), ecuacién que es conocida como
modelo de Nagumo (ver ref. [16]). Sin perdida de generalidad podemos tomar 0 < a < b,
luego, el modelo de Nagumo posee un atractor uniforme en u = 0, que representa la
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extincion de la especie, un repelor uniforme en u = a, que representa la densidad critica,
que debe exceder la poblacion para lograr se supervivencia, y un atractor uniforme en
u = b que representa la saturacién del crecimiento de la especie por la finitud de los
recursos. En la figura 2.1 se puede apreciar las diferencias entre la no-linealidad logistica
y bi-estable presente en el modelo de Nagumo.

a) atu b)

0.2

0.1

Fig. 2.1: Diferencia entre las no-linealidades a) logistica, y b) de Nagumo. Los puntos negros
representan atractores, mientras que lo blancos repelores.

A diferencia de la ecuacién de Fisher, el modelo de Nagumo posee un parametro
fundamental, @ = a/b => « € [0,1], el cual no puede ser cambiado arbitrariamente
reescalando las variables, este parametro constituye una medida de la adversidad del
medio por lo cual nos referiremos a él como la adversidad. En efecto, el modelo de
Nagumo es variacional

S OF [u] B D(Vu)®? ab , a+b 5 u') 4
Ohu = 5= con .7-"[1;]_/{ I Tl T L d*z,

Q

donde 2 es el dominio bajo estudio. Luego, la dindmica de esta ecuacién consiste en
la minimizacién de este funcional, dF/dt < 0, la energia libre del sistema. El esta-
do de densidad nula posee una energia libre F [u= 0] = 0, mientras que, el estado
que representa una densidad poblacional estable posee una energia libre F[u =b] =
(b* [, dz/6) (@ — 1/2). De modo que, cuando la adversidad o < 1/2, el estado u = b es
més favorable energéticamente, en este caso podemos decir que el medio en el cual esta
imbuida la especie no es adverso a la existencia de esta, en el caso contrario, a > 1/2, la
poblacion se encuentra en un medio hostil donde u = 0 (que representa su extinci6n) es
mas favorable energéticamente. Notemos que existe un punto particular, @ = 1/2, donde
ambos estados estables son equivalentes energéticamente, el punto de Mazwell.

2.2. COMPLEJIDAD EN MODELOS DE UNA SOLA
ESPECIE

Hasta el momento solo hemos comentado las propiedades de atractores uniformes es-
pacialmente. Para modelos del tipo (2.1.1), donde el transporte es difusivo y no poseen
una longitud intrinseca, pequenas perturbaciones, inhomogéneas espacialmente, a un
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estado de densidad uniforme estable, convergerdn a este de forma difusiva, i.e. los gra-
dientes mas altos convergen més rapido. Un fenémeno interesante, que involucra varia-
ciones espaciales finitas, presente en modelos del tipo (2.1.1), es la propagacion de frente.

2.2.1. Frentes

Uno de los fenémenos mas estudiados en dindmica poblacional, es la propagacién de
un frente de poblacion en la ecuaciéon de Fisher (ver ref. [16] o [17]), i.e. la propagacion
de un estado estable (u = ) sobre otro inestable (u = 0), conocidos como frentes
de Fisher-Kolmogoroff-Petrovsky-Piskunov (o frente FKPP). La importancia de estos
frentes radica en que representan la propagacién de una especie sobre un territorio en el
que no existia, por lo cual pude ser utilizado para modelar la propagacién de una plaga
o peste, o de una especie invasora sobre un ecosistema que no posee elementos adversos
contra ella (como depredadores naturales o enfermedades que la diezmen).

De modo que, un asunto relevante en el estudio de un frente FKPP es la velocidad
con que se propaga. Si nos concentramos en una dimensiéon espacial (V2 = 0..), dado
que, tanto el espacio como el tiempo son homogéneos y las densidades en cuestién uni-
formes (no quiebran estas simetrias) la velocidad del frente debe ser constante, lo cual es
consistente con lo que se observa numéricamente (ver. fig. 2.2). Luego, si consideramos
la ecuacién de Fisher en un sistema de referencia movil, z = z — ct, esta se reduce a una
ecuacion tipo Newton

Da..u+ cou+ (r—u)u=0,

donde la velocidad del frente ¢ juega el rol de un roce viscoso, si el frente se propaga
hacia la derecha (¢ > 0), o una inyecciéon de energia, si el frente se propaga hacia la
izquierda (¢ < 0), ambas situaciones son simétricas por la isotropia del sistema. Luego,
para esta ecuacion v = 0 es un equilibrio estable, y puesto que el sistema no puede
tener densidades negativas, la dinAmica en torno a este debe estar sobre amortiguada,
i.e. ¢ = 4Dr. Lo cual nos da un cota inferior a las posibles velocidades que puede tener
el frente.

R

I

T

Fig. 2.2: Propagacién de un frente FKPP, para la ecuacion de Fisher conr = 05y D = 1.
En el diagrama. espacio-temporal (mientras mas oscuro es mas grande el pardmetro
de orden, con u = r, negro y u = 0 blanco) se infiere que la velocidad del frente es
constante.

La velocidad de un frente FKPP depende de la condicién inicial. Para cualquier
perturbacion compacta del estado u = 0 el sistema converge asintéticamente a dos
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frentes, que se propagan a la derecha y a la izquierda respectivamente, con la minima
velocidad posible ¢ = =:2+/Dr (ver ref. [16] o [17]). Esta es la situacion mas realista, por
lo cual este es el tipo de frentes que deberfamos observar en la naturaleza.

Para el modelo de Nagumo también podemos tener frentes FKPP que se propaguen

sobre el estado inestable u = a. No obstante, en este caso no tienen un gran interés

fisico, puesto que, la densidad poblacional, que es una ‘descripcién continua de un sis-
tema discreto, es una cantidad fluctuante, de modo que, st por alguna razén el sistema,
se encontrara en u = a, espontineamente sale de este estado. Esto no ocurre para una
densidad nula u = 0, puesto que, como no es posible la generacién espontanea de or-
ganismos, si el sistema se encuentra en este estado, permanece en él, ain cuando esia
situacién sea inestable como en el caso logistico. Para el caso de Nagumo, un fenoémeno
més interesante son los frentes que conectan los dos estados estables u = 0y u = b. Ac4,
por las mismas razones que en el caso anterior, la velocidad con que se propagan estos
frentes es constante, luego, concentrandonos en una dimension espacial, si nos paramos
en un sistema de referencia mévil z =  — ct, la ecuacion de Nagumo queda

2
DO u+ e + u(u — a)(b—u), =0, o & {D_(Bgu_) +V (u)} =—c(B.u)’

LI

con V (u) = —abu?/2+(d 4 b) u® /3—u!/4. Pero en este caso los dos puntos que conecta el

frente corresponden a puntos hiperbélico de esta ecuacion tipo Newton, la velocidad del

frente también juega el rol de una disipacién o inyeccién de energia (D(8,u)?/2+V (u))

de acuerdo a la direccidon en la cual se propaga el frente. Luego, una solucion {rente
corresponde a una orbita heteroclina de este sistema dindmico, la cual solo existe para un '
valor preciso de la velocidad ¢, i.e. el valor de ¢ capaz de variar la energfa V (0) 2 V- (b) de

una trayectoria que conecta asint6ticamente (en z = #00) las dos densidades estables del

modelo de Nagumo. De modo que, si suponemos que existe la solucion frente ur (z — ct),

su velocidad queda determinada por

o W12
c‘::l:._.foo(Li.)__.,
6 f (Bmup)2 dx
- L. —oa *
donde el signo + corresponde a conectar u = 0 desde z = —co con u = b en z = 00,

mientras que el signo — ‘corresponde a lo conecci6n inversa. Si bien, esta relacién no
es muy atil, puesto que no conocemos ni ¢ ni ur(c), queda claro, por lo argumentos
energéticos expuestos, que para un valor dado de a, solo existe un tipo de frente, que se
propaga con una velocidad bien definida (ver fig. 2.3).

Esta tinica velocidad es proporcional a la diferencia de energia libre entre las densi-
dades conectadas por el frente, i.e. el estade de menor energia se propaga sobre el més
energético. De modo que la propagacién del frente no es més que una manifestacion del
proceso de minimizacién de la energia libre que rige la dindmica del modelo de Nagumo.
Cuando el medio es favorable a la existencia de la poblacién, o < 1/2, esta se propaga
invadiendo el territorio en estudio, en caso contrario la especie va desapareciendo via un
frente de extincién. Esto es completamente general, y valido en 2 dimensiones, lo cual
nos sugiere un modo de modelar el efecto de las irregularidades topogréaficas del terreno
como zonas mas o menos adversas, la especie tendera a existir en las zonas que le son
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=

Fig. 2.3: Propagacién de un frente, para el modelo de Nagumo, con a = 06,b=1yD=1.En
el diagrama espacio-temporal el rojo implica u = b, mientras que el amarillo u = 0.

T

favorables. Por ejemplo en la figura 2.4 se observa el modelamiento de un rfo simulando
la ecuacién de Nagumo en 2D con una adversidad dependiente del espacio,

a(zx,y) = 1 —sech [(x — Acos (wy)) /2],

donde A da cuenta de la regién, entorno al rio, en la cual, la influencia de este, la hace
favorable a la existencia de la especie, mientras que A y w modelan las oscilaciones
del torrente fluvial. La figura 2.4 muestra la propagacion de un frente de poblacion
en torno al rio, notemos que la poblacién no penetra en las zonas que le son adversa,
a(z,y) > 1/2. Estos son los tipicos patrones de poblamiento que se observan en torno
a un recurso que es vital para la subsistencia de la especie, incluso humana. En nuestro
mismo pais, por ejemplo, la poblacién se concentra en las zonas costeras o la depresion
central, evitando las regiones montafiosas que le son mas adversas.

Fig. 2.4: Modelamiento de un rio, via una adversidad dependiente del espacio. Las zonas mas
moradas significan que el parametro de orden esta mas cerca de 1, mientras que las
mas blancas esta en (. El tiempo avanza de izquierda a derecha.

En el punto de Maxwell, @ = 1/2, la velocidad del frente es nula, ¢ = 0, puesto
que ambas densidades son equivalentes energéticamente. Aca, el frente es solucion del
sistema estacionario dyu = 0, i.e.

Do u+u(u—a)b—u)=0 — ‘122 (Ou)* +V (u) = E,

con E una constante de integracion. El cual, para a = 1/2, posee las érbitas heteroclina

= g [1 + tanh (%)] ; (2.2.1)
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correspondientes al frente estacionario. En general (fuera del punto de Maxwell) el sis-
tema estacionario posee 6rbitas homoclinas que corresponden a estructuras localizadas.
Si bien, el frente estacionario es estable, las estructuras localizadas no lo son. Para ver
esto, primero estudiemos la estabilidad lineal del {rente (4.1.4), i.e. introduciendo la
perturbacién

u=uk (@) +o(@t) con $<1,

en el modelo de Nagumo vy linealizando en con respecto a ¢, encontramos

Bp=Ld == o&(z,t)=¢€%P(z,0) con L=D0;+ % .

u:uF
para G = u(u—b/2)(b—w). Luego, si todos los autovalores de £ son negativos, la solucién
(4.1.4) es linealmente estable. Este problema lineal es anélogo a una particula cuantica
regida por el hamiltoniano H = —£, e.g. la solucion (4.1.4) es linealmente estable si
todas las energfas permitidas de esta particula son positivas. Es claro que

HIE = —8, { DOpuf + G (v§)} =0,

y, puesto que JuE = =+ (52 /4\/@) secﬁ"‘% (b (x —x0)/ 2\/@) no posee ningin ‘cero,
corresponde al estado fundamental de la particula. Luego, £ posee un autovalor nulo,
siendo, todos los demdas negativos, de. modo que la solucién (4.1.4) es linealmente mar-
ginal. La existencia de este modo neutro, modo de goldstone, se debe 2 la invariaza
traslacional del sistema, i.e. una-traslacién infinitesimal i — ul + Azd s no tiene
dindmica. O sea, una traslacién del ‘frente también es solucion, de aqui podemos inferir
que el modo marginal no engendra ninguna inestabilidad no-lineal, por lo cual la solucién
frente es estable (aunque una perturbacién arbitraria de (4.1.4) puede ocasionar que el
sistema converja a un frente trasladado con respecto al original).

No obstante, este modo de goldstore hace que un frente estacionario sea estructural-
mente inestable, i.e. ante un pequefia perturbacién paramétrica, que saque al sistema
del punto de Maxwell, éste modo adquiere dindmica, ocasionando que el frente se mueva
de acuerdo al proceso de minimizacién de la energia libre. En este sentido'podemos pen-
sar al frente como una particula caracterizada por su posicién (esta particula no tiene
inercia, i.e. tampoco tiene momentum), por ejemplo, cuando un {rente uE (x — X) se
encuentra fuera del punto de Maxwell podemos pensar que esta sometido a una “fuerza’
constante X = c.

Luego, una manera de indagar la existencia y estabilidad de estructuras localizadas
es considerar un sistema integrado por dos frentes, una particula u} y una antiparticula
up. De modo que, un dominio localizado de poblacion inmerso en una region que no esta
poblada (ver fig. 2.5), se pude estudiar introduciendo el ansatz

w=ug(z - Xy (1) + g (@~ X (8) — b+ dule, X4, X0 ),

para X_ > X, més ain, para que este ansatz sea un buena aproximacion, los frentes
deben encontrarse alejados (X_ — X3) 3> VD/b, y el sistema debe estar cerca del punto
de Maxwell & = 1/2 + da con S < 1, de modo que el movimiento de estas soluciones
tipo particula sea lento y podamos usar como solucion de base (4.1.4). ¢1 es un pequefia
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correccion que da cuenta de que la suma de dos soluciones no es solucién, por muy
alejados que estén los frentes se sentirdn mutuamente por la correccién exponencial que
uno infiere en el corazén del otro, i.e. las correcciones son del orden

X~ Xy g~ bon e WX-=X1)/v2D

con Jo cual hemos impuesto que el corrimiento del punto de Maxwell éa sea del orden de
la interaccién entre los frentes, de no ser asi una de estas fuerzas domina completamente
la dindmica.

Fig. 2.5: Dibujo esquematico de un dominio localizado de poblacién.

o

Entonces, introduciendo este ansatz en el modelo de Nagumo, si nos concentramos
en la region del espacio donde se encuentra uno de los defectos (zona de gradientes altos
en que ocurre.la transicién de una densidad a otra), por ejemplo z ~ X, tenemos que,
a primer orden .

Lo = — X, 0.k (z — X3) + e (VPuk (v — X)) — buf (z — X4)%)
+3 (Buk (2 — Xy) — buf (3 — X1)?) XNV,

con L = D3, + 0CG /6u|u=u;(mﬁ X4 Que es una ecuacién lineal inhomogénea para ¢1, la
cual tiene solucion si solo si el lado derecho pertenece a la imagen de L. 5i infroducimos
el producto interno :

-

) . (¢ |9y = /%bfﬁ de, _ (2.2.3)

£ es hermitico, de modo que esta ecuacién es soluble si el lado derecho es ortogonal-al -
kernel de £. Como ya lo habiamos discutido ker [£] = {8zuf (= — X4)}, de modo que.
tenemos la condicién de solubilidad

X, = bvV2Dba + 6bv/2DedXX4)/ V2D,

Notemos que todo este analisis ha sido hecho en la region del espacio donde se.localiza
uno de los defectos z ~ X, si bien el producto interno (2.2.2) requiere informacion de
todo el espacio, dado que el ker [£] es practicamente nulo, salvo en x ~ Xy, el resultado
de la integracién es correcto al primer orden. Luego, efectuando el mismo anilisis en la
region donde se encuentra el otro defecto & ~ X_, obtenemos la ecuacién de movimiento
para esta particula

X_ = —-bv2Déa — 6bv/2De tX-—X)/V2D
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Si definimos la coordenada del centro de masa Xeopr = (X— + X4) /2 (aunque las particu-
las 1o tienen inercia esto es solo una analogia) y la coordenada relativa A = (X_ — X),
que representa el ancho del dominio poblado, tenemos que el sistema de dos frentes se
rige por las ecuaciones

Xom =0 y A=n—12V/2De AV, (2.2.3)
con 7 = —2b0v/2D6a. De modo que el centro de masa no tiene dindmica, como era de

esperar por la invarianza traslacional del sistema. De la ecuacién para la coordenada
relativa concluimos que la interaccion de defectos es atractiva, incluso en el punto de
Maxwell, 77 = 0, los defectos se atraeran hasta aniquilarse mutuamente, esto se debe
a que los gradientes son costosos energéticamente, de modo que el sistema tratara de
eliminarlos. Fuera del punto de Maxwell, cuando el medio es favorable a la existencia
de la especie, 7 > 0, existe un ancho de equilibrio en-el cual se contrarestan la fuerza
de atraccién entre los defectos'y la fuerza que tiende a hacer que predomine la densidad
1 = b, no obstante esta configuracién es claramente inestable. De modo que el modelo
de Nagumo no posee estructuras localizadas estables. Cave comentar que, siguiendo
el mismo analisis para hoyos (zonas sin poblacién inmersas en una region poblada}
concluimos que, ciando el medio es adverso, 7 < 0, existen hoyos inestables. Estas
estructuras corresponden a la barrera de nucleacion de la densidad menos energéiica a
partir de la méas energétif:a.. )

2.2.2. Interaccién no-local y formacién de patrones

Hasta el momento hemos considerado que la interaccién entre los individuos que
constituyen la especie es local, i.e. cada miembro de la especie se ve afectado solo por la
presencia de otros individuos que se encuentran en su alrededor inmediato. Esta situacién
no es realista, por ejemplo, un individuo se alimentan en una regién que es compartida
con muchos otros, y la competencia por este recurso no es solo con los que se encuentran
inmediatamente cerca, sino en cierto rango de distancia. Este efecto se puede incorporar
en el modelo de Fisher (ver ref. [19] o [20]) haciendo que el término que da la saturacion
en el crecimiento de la poblacién no sélo dependa de la densidad local de individuos,
sino que de la densidad en cierto rango de interaccion efectiva,

G () = r—fu’fg(f,j”)dnw' ",

4]

donde v’ significa u evaluada en &', f,, que llamaremos la funcidn influencic o simple-
mente influencia, es una funcién de un ancho caracteristico o, que es el rango tipico de la
interaccion no-local y que llamaremos rango de influencio, y 7 la dimension del espacio.
Si consideramos el espacio homogéneo e isotrépico tenemos que f« (Z,7") = fo (1€ — 2)),
estando est4 normalizada en el domimig en estudio f;, fod"z = 1 (de no ser asi, s6lo
renormalizarfamos 7). )

Notemos que este sistema posee una longitud intrinseca ¢ = \/ﬁ/r, que no depende
de las unidades y es, por lo tanto, un parametro fundamental que no podemos cambiar
a arbitrio reescalando las variables (si se prefiere, la cantidad adimensional VD/ra). La
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existencia de esta longitud nos hace sospechar que el sistema podria tener una inesta-
bilidad espacial tipo Turing (ver ref. [21]), de hecho, si consideramos una perturbacioén
en el espacio de Fourier de la densidad de equilibrio = r, de la forma

u=r 4 geFHH

con € < 1, obtenemos que el espectro de esta solucién queda
A (k) = —Dk* —r[, (k),

donde j"; es la transformada de Fourier de la funcion influencia (con k = ‘EI, la inica

dependencia de ), por la homogeneidad e isotropia del sistema). De modo que, la es-
tabilidad del estado uniforme u = 7 depende del tipo de influencia que consideremos 'y
la dimension del espacio en estudio, en general, la influencia debe ser una funcién con
un méximo en |Z — &'| = 0, que mengua a medida que nos alejamos de este punto. Un
modelo muy simple €s tomar una influencia tipo salto, i.¢. una funcién constante en-todo
el rango de influencia, y cero en el resto del dominio £2. Luego, en 1-dimensi6n espacial
tenemos

. (o |z — ') - sin (ke)
N — —_— => — —
.fo’(m?m) - 20, fO' (k) kO’ b] * "
con @ la funcion de Heaviside, mientras que en 2-dimensiones
. O(c — | — &) -~ 2.1 (ko)
=Yy — B A L ——
fo(Z,7) = ) = fo (k) ko

donde J; es una funcion de Bessel de primera especie de orden 1. En ambos caso-el sistema
puede sufrir una inestabilidad espacial, cuando el rango de influencia es lo suficientemente
grande, en fig. 2.6 se muestra el espectro de © = r para diferentes valores del rango de
influencia, aca se aprecia que A (k) empieza a tomar valores positivos para una longitud
de onda no nula. Esta inestabilidad da origen a la formacién de patrones, estructuras
periddicas extendidas como las que muestra la simulacién de este modelo en fig, 2.6.

Cave sefialar que este modelo continuo ha podido ser construido a partir de un modelo
microscopico para “bichos: brownianes™ (ver ref: [20]). La transicién que da-.origen a la
formacion de patrones es supercritica (ver ref. [22]), de modo que esta estructura nunca
coexiste con la densidad uniforme u = r. *

La formacion de estructuras localizadas es un fenémeno ampliamente observado en
dinamica poblacional, esta parece ser, en muchos casos, un repuesta autorganizativa del
sistema ante la adversidad del medio. En la interaccién de las individuos que constituyen
la especie existen elementos cooperativos, que hacen que la poblacién deba exceder cierto
nlimero para que sea factible su supervivencia, produciendo que, en ciertas region del
territorio que habita, se logren establecer domineos de poblacion localizados estables
(0 metacstables, pero con una vida media grande en comparacién a los tiempos de
observacion del fenémeno). Como ya lo habiamos sefialado, en las regién de transicién
entre la sabana y el desierto en Africa, la poblacién vegetal se encuentra sometida a
una gran adversidad, producto de la escases de agua, acd se observa la formacién de
estructuras localizadas en orden de minimizar el efecto de la evaporacién.

El modelo de Nagumo no pose ninguna estructura localizada estable, si bien se pueden
generar dominios localizados de poblacién tomando una adversidad dependiente del es-
pacio {como en el modelamiento del 1io), esto no siempre corresponde a lo que ocurre en
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Fig. 2.6: Espectro de la solucién uniforme u = r, y la formacién de un patrén, para el modelo de
Fisher no-local, en 1-dimensién (izquierda), y en 2-dimensiones (derecha). En ambos
casos D = 1 y r = 1, mientras que o = 2 (negro), o = 7 (azul) y o = 23 (rojo).
La simulacién en 2-dimensiones no fue hecha por el autor, sino que es gentileza del
Consortium of the Americas for Interdisciplinary Science, en el Department of Physics
and Astronomy, University of New Mexico, Albuquerque, New Mexico, USA.

la naturaleza, puesto que la formacién de estructuras localizadas no estd siempre asocia-
da a una imposicién externa del medio sobre el sistema de organismos (también existen
estos casos, desde luego), sino a una respuesta autorganizativa esponténea del sistema,
inmerso en un medio aproximadamente homogéneo. En las mismas comunidades hu-
manas, donde los factores cooperativos son de gran relevancia, la especie se autorganiza
en pueblos o ciudades, dejando otras zonas menos pobladas, los campos, de las cuales,
no obstante, usufructa de sus recursos, i.e. esta formacion de estructuras no puede ser
comprendida mediante una adversidad dependiente del espacio.

Una manera de incorporar estructuras localizadas en modelos de una especie es gen-
eralizando el modelo de Nagumo, introduciendo el hecho que la interaccién entre los
individuos no es local. Concretamente, nos concentraremos en la generalizacion varia-
cional

dyu = DV2u — abu + (a + bu? —u | u?f,(z,2")d*2, (2.2.4)
Q
que posee este tipo de soluciones. En la que queda de este capitulo caracterizaremos en
detalle la dinamica de este modelo, con especial énfasis en la amplia gama de estructuras
localizadas que posee.

2.3. MODELO DE NAGUMO NO-LOCAL

Consideremos (2.2.4) en una dimensi6n espacial y en variables adimensionalizadas
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Ot = Ot — ot + (o -+ 1) u? — 'Lnfuﬂff_r (x,z')dz’, (2.3.1)
Q
donde, por la homogeneidad e isotropia del sistema

fo(z,2) = fr(z— 2, con f,(z) PAR, ¥ /fa (2,2} dz' = 1. (2.3.2)
Q

El rango de influencia esta medido en las unidades naturales del sistema (vD/b), y en
el limite local, ¢ — 0 = f, {z,2') — & (z — &’), recuperamos el modelo de Nagumo.
De modo que, en estas variables adimensionales, los atractores del sistema, sin' espacio
quedad en u = 0, estado de no-poblacidn, y u = 1, estado de poblacidn uniforme, mientras
que el repelor coincide con el pardmetro de adversidad, lo que nos da una visién mucho
més intuitiva de este pardmetro, en el sentido de que si est4 més cérca de el estado de
no-poblacién, el estado de poblacion uniforme es més estable, y vice versa.

P

El sistema tiene dos pardmetros fundamentales: Ja adversidad, que resume las propiedades:” .

ambientales a las cuales esta sometido; y el rango de influencia, que represente las
propiedades internas del sistema. De modo que el diagrama de fase de la ecuacion es en
un plano.

Este sistema es variacional, i.e. su dinAmica consiste en la minimizacién del funcional
: 1 1 1 -
Fiu] = / {a(amu)z + %qﬁ - Ei?:_)':ﬁ} dzr + fou%'zfa(az, dzdz’,  (2.3.3)
Q 00

la energfa libre del sistema. El unico requerimiento para que (2.3.1) sea variacional
es que la funcién influencia tenga la simeiria f, (z,2) = f-(¢,%), lo que es menos
restrictivo que (2.3.2). Para esta energia libre se sigue teniendo que el estado de no-
poblacivii tierie ta éherglad F[i"= 0] = 0, hiehiras que el estado de poblacién uniforme
Flu = 1] = (J, dz/6) (@ — 1/2). De modo que el punto de Maxwell continua en o = 1/2,

Notemos que el termino no-local puede ser expandido en derivadas (esto requiere que
Q = (—o0,0) y u sea analitica), en efecto, si consideramos

N (z) = f ¥ (2) folx,a')da', (2.3.4)
el operador no-local, entonces, haciendo uso de las propiedades (2.3.2),
N=) mdf con wy= (2—2)—, f 22 f,(2)dz. (2.3.5)
4=0 o

Esta expansién no es valida para cualquier funcién de influencia, por ejemplo, una condi-
ci6n necesaria para la convergencia de esta serie es que la influencia decaiga més rapido
que cualquier polinomio en infinito. M4s adelante comentaremos las implicancias que
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tiene la convergencia de esta serie sobre el comportamiento del modelo (2.3.1), en par-
ticular en el estudio de las estructuras localizadas.

Cave sefialar, también, que el operador no-local es hermitico ante el producto interno
(2.2.2), independientemente de si es valida o no la expansion (2.3.5), esto es consecuencia
directa de (2.3.2), o, més bien, de la simetria fo (z,z') = f- (¢, %). De hecho, podemos
decir que la homogeneidad del espacio produce que [NV ,8z] = 0 (con [,] un conmutador),
mientras que esta simetria, sumada a la isotropia, producen la hermeticidad N =N,

2.3.1. Inestabilidad espacial y formacioén de patrones

Es claro que, dado que el termino no-local es no-lineal, este no produce ningin efec-
to sobre la estabilidad lineal del estado de no-poblacién, la dinadmica en torno a este
sigue siendo difusiva. Tampoco puede estabilizar el repelor uniforme u = a, puesto que
es inestable a una perturbacién espacialmente uniforme {esto no lo modifica la interac-
cién no-local). Donde si pueden ocurrir cosas interesantes es en el estado de poblacién -
uniforrue, en efecto, si introducimos la perturbacién

‘- wu=1+¢(z,t) con o1,
v en (2.3.1), y linealizamos con respecto a ¢, obtenemos
Qo=Ld = ¢x,t)=eTd(z,0) con L=0m+(1+a)-2N,

Claramente los auto-vectores de £ son {¢**} c(eoocqy PUES [£, 8] = 0. Luego, el espec-
tro del estado de poblacion uniforme (auto-valores de £) tiene la forma

Ak) = -k + (@ +1) —2F, (k). (2.3.6)

Aqui, al igual que en la generalizacion no-local de modelo de Fisher, cuando el rango de
influencia es lo suficientemente grande, el estado de poblacién uniforme sufre un, inesta-

... bilidad espacial, dando origen a la formacién de patrones. En efecto, si-consideramos-
una influencia,tipo salto

fd(%):t?(a-l—z;g(amz) - ﬁ(k):sink(:a),

en la figura 2.7.a (izquierda), se observa que a medida que incrementamos el rango de
influencia, el espectro (2.3.6) toma valores positivos para ciertas longitudes de onda
k. Numéricamente se observa que, cuando la inestabilidad ocurre el sistema forma un
patrén como el que se aprecia en la figura 2.7.a (derecha). Por razones que se explicardn
mé4s adelante, también se estudio en detalle el caso de una influencia exponencial

1
14 (ko)”’

(2.3.7)

e_lzl/a'

2% = [ (k) =

folz) = (2.3.8)

acé el sistema también sufre una inestabilidad espacial, como se aprecia en la 2.7.b
(izquierda). Dando origen a la formacién de un patrén (ver fig. 2.7.b (derecha)).

En el espacio de parametros (o, ) del modelo (2.3.1) la curva que separa la regién
en que el estado uniforme es estable, de la regién en que es inestable o = S (), queda
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Fig. 2.7: Espectros del estado de poblacién uniforme (izquierda) y formaciéon de un patrén
(derecha). Para: a) una influencia tipo salto, donde se muestra los espectros (izquierda)
para una adversidad o = 0,4, y o = 1 (negro), o = 3 (azul) y o = 10 (rojo), en el lado
derecho se ve el patron que se forma tras la inestabilidad, en un simulacién numérica
que toma condiciones de borde periodicas (o« = 0,4 y o = 3, i.e. linea azul). Y b) una
influencia exponencial, donde se muestra los espectros (izquierda) para una adversidad
a =04,y 0o =05 (negro), o = 2 (azul) y o = 11 (rojo), en el lado derecho se ve
el patron que se forma tras la inestabilidad, en un simulacién numérica que toma
condiciones de borde de flujo nulo (a = 0,4 y o = 2, i.e. linea azul).

Mo in

determinada por la condicién A (k) = 0 y dA/dk = 0, i.e. cuando este estado es lineal-
mente marginal, un modo nulo k., asociado al maximo global de A (k) = 0. Para una

influencia exponencial

V24+V/1-a
1+
donde o < S (a) implica que el estado de poblacion uniforme es estable, mientras que
para o > S (a) es inestable. Esta separatriz se muestra en la figura 2.8 (izquierda). En
el caso de una influencia tipo salto el calculo de la curva S («) involucra un sistema
de ecuaciones trascendentales que debe ser resuelto de forma numérica, en la figura 2.8
(derecha) se puede ver la forma de esta curva.

S(e) = ; (2.3.9)

En el apéndice B de esta tesis se realiza un anélisis débilmente no-lineal en torno a
esta inestabilidad, i.e. ¢ ~ S (a). De acé concluimos que la amplitud, A, de la primera
longitud de onda en hacerse inestable, i.e. el maximo ky de A (k), satisface, cuando es
pequena (A ~ /A (kar)), la ecuacion

A = A (ky) A — BA®,
con (ver apéndice B para los detalles)

(K (Fot2h) - 2)’

‘c

3= —
a—1 2 (_4]%2 +(a+1)-2f, (2kc))

-

(}; (2k,) + 2) ,

| =
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donde hemos aproximado ky; ~ k. pues o ~ S (a), por lo cual 8 = 3 («) (evaluamos este
coeficiente en la curva S («)). Luego, si 3 (o) > 0 la bifurcacién es supercritica, i.e. cuan-
do ocurre la inestabilidad se forma un pequefio patrén, de amplitud A = /A (ku) /8 (@)
(si B (@) ~ O(1)). Tanto para una influencia tipo salto, como para una influencia ex-
ponencial, el coeficiente 3 (a) es positiva para una adversidad baja o moderada, pero
se vuelve negativo para una adversidad alta. De modo que existe un valor critico de la
adversidad o, para el cual 3 (a.) = 0, en el caso de una influencia tipo salto a, = 0,742
mientras que en el caso exponencial @, = 0,657, no obstate el fenémeno es cualitati-
vamente similar en ambos casos. Luego, para a > «,. la bifurcacion es subcritica, y no
puede ser atrapada mediante un anélisis débilmente no-lineal. Numéricamente se observa
que, cuando pasamos esta transicion el sistema forma un patron que gran amplitud a
medida que se desarrolla la inestabilidad del estado de poblacion uniforme, este patréon
ya existia al momento de la inestabilidad, eventualmente se formé por saddle-node dando
origen a un patrén inestable, él cual, tras colisionar con el estado de poblacion uniforme,
produce su inestabilidad. Cuando la adversidad es extremadamente alta, « — 17, no
se observa la formacién de ningiin patrén tras la inestabilidad, acé el sistema converge
al estado de no-poblacion, siendo este, aparentemente, el inico atractor del sistema.

: —

Zona de estabilidad del
estado de poblacién uniforme

Zona de estabilidad del P
estado de poblacion uniforme

04 (04

Fig. 2.8: Zona, en el espacio de parametros, donde el estado de poblacién uniforme es estables
(en amarillo), para una influencia exponencial (izquierda), y una influencia tipo salto
(derecha).

2.4. DINAMICA DE DEFECTOS Y EL NACIMIENTO DE
ESTRUCTURAS LOCALIZADAS

Como era de esperar a priori, el modelo de Nagumo no-local (2.3.1) exhibe la propa-
gacién de frentes, entre el estado de no-poblacién y el estado de poblacién uniforme,
en la region de pardmetros o < S (). Estas soluciones tipo particula se desplazan con
una velocidad constante y proporcional a la diferencia de energia libre de los estados
uniformes que conectan, i.e. son érbitas heteroclinas de un sistema integro-diferencial
ordinario, que corresponde a escribir el modelo (2.3.1) en un sistema de referencia movil
z = x — ct. En el punto de Maxwell, el frente es estacionario, puesto que ambas densi-
dades uniformes son equivalentes energéticamente, esta solucién corresponde, entonces,
a una orbita heteroclina del sistema estacionario

Ooott — au+ (o + 1)u? — uNw? = 0. (2.4.1)
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FEste sistema es de vital importancia en un modelo variacional como (2.3.1), puesto que
todos los atractores del sistema deben ser minimos del funcional (2.3.3), i.e. soluciones de
la ecuacién 6F/du = 0, que corresponde a (2.4.1), més atn, los repelores son maximos,
o puntos sillas, de este funcional, de modo que también son soluciones de (2.4.1). Por
ejemplo, el patrén corresponde a una 6rbita peridica de {2.4.1). En este sentido podemos
decir que la energia libre es la accién del sistema estacionario.

Cuando el rango de influencia es pequefio, numéricamente se observa que los frentes
corresponden a perfiles de densidad monétonos (ver fig. 2.9 (izquierda)), de modo que
el comportamiento es cualitativamente similar al limite local ¢ — 0. A medida que
anmentamos el rango de influencia, y los efectos no-locales se hacen maés intensos, el
frente, en el tramo en que converge al estado de poblacién uniforme, presenta oscilaciones
amortiguadas (ver fig. 2.9 (derecha)). Cave sefialar que, para la simulacién numérica de
frentes se’ deben tomat condiciones de borde de flujo nulo (con condiciones de borde
periédicas siempre obtenemos dos frentes), por lo cual se debe especificar como se trato el
termino no-local. Para evitar efectos de borde, i.e. que el sistema sufra una truncatura de
la interaccién no-local en sus confinés {produciendose alli otros éfectos, que no estamos
interesados en estudiar), se considerd una reflexién especular perfecta, o sea, como si
tuviéramos dos espejos en los bordes (de #Hiodo que el sistema sigue interactuando con
su imagen).

L U

Fig. 2.9 Frentes estacionarios entre el estado de no-poblacién y el estado de poblacién uniforme,
en el punto de Maxwell, para un influencia exponencial, con ¢ = 0,1 (izquierda), y
o = 0,8 (derecha).

Si seguimos incrementando el rango de influencia, de modo que ¢ > S (@), el estado de
poblacién uniforme deviene inestable, dando origen al patrén, i.e. tenemos un frente que
conecta el estado patrén con el estado de no-poblacién (ver fig. 2.10). Si bien, se puede
decir que en este caso pasamos de tener un frente con oscilaciones amortiguadas a un
frente con oscilaciones permanentes, en esta transicién se produce un cambio cualitativo
en la dinamica. A diferencia del caso en que el frente conecta dos estados espacialmente
uniformes, donde esta solucion es estacionaria solo en un punto, el punto de Maxwell,
ach el frente sera estacionario en toda una region de parametros, la regidn de blogqueo o
pinning range (ver ref. [23]), como lo ilustra la figura 2.10 (derecha). En este caso, dado
que, por la isotropia del espacio, el sistema estacionario es reversible, si hay una 6rbita
peri6dica, entonces hay una familia de érbitas periodicas (ver ref. [24]), luego, a medida
que movemos los pardmetros, la érbita heteroclina persiste puesto que puede seleccionar
diferentes miembros de esta familia para conectar con el estado de no-poblacién. En este
sentido, una trayectoria heteroclina que conecte una érbita periédica con un punto hiper-
bélico (u otra érbita periddica) es estructuralmente estable para un sistema reversible,
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no asf una conexion heteroclina entre dos puntos hiperbélicos, que solo es un accidente
para un valor preciso de los pardmetros. Desde un punto de vista dinamico, podriamos
decir que, el bloqueo en el movimiento de estos frentes, se debe a que para propagarse
este debe sobrepasar cierta barrera de nucleacion, o sea existe un esfuerzo energético
asociado a crear o destruir un pico (célula elemental de la estructura periédica), e.g. el
frente es un minimo local de la energia libre. De alli que, si agregamos ruido al sistema,
el bloqueo se rompe y el frente comienza a propagarse, minimizando la energia libre (ver
ref. [25]).

>

Fig. 2.10: Frente estacionario entre el estado de no-poblacién y el estado patrén, en la region
de bloqueo, para un influencia tipo salto, con o = 0,55 y 0 = 2,6. La figura a la
izquierda muestra el perfil de densidad de esta estructura, mientras que, a la derecha,
el diagrama espacio-temporal evidencia la ausencia de dindmica.

Fuera de la regién de bloqueo, el frente entre el estado periédico y el estado de no-
poblacién, se propaga produciendo que el estado mas favorable energéticamente invada el
espacio (ver fig. 2.11). No obstante, en este caso la dindmica también es cualitativamente
distinta a la exhibida por un frente que conecta dos estados uniformes estables, puesto
que, al ser la formacion del patrén un quiebre espontaneo de la simetria de traslacion es-
pacial, la velocidad de propagacion del frente no es constante, sino periodica, la particula
siente la presencia del patrén. En efecto, mientras el frente que conecta el estado de no-
poblacién con el estado de poblacion uniforme, se desplaza como una estructura regida,
atin cuando posee oscilaciones espaciales bien marcadas (ver fig. 2.11.a), el patrén, lejos
de la interfase, se mantiene estatico, y el frente se propaga mediante un mecanismo de
nucleacién (o aniquilacién) de picos mucho més complejo. En la figura 2.11.b se muestra
la propagacion de un frente en la cual el patron invade al estado de no-poblacién, para un
influencia exponencial, acé el pico que se encuentra en el borde se fisiona dando origen a
dos picos, este proceso se repite peribdicamente ocasionando la propagacion del frente.
En la figura 2.11.c se muestra este proceso de propagacion para la influencia tipo salto,
en este caso se nuclea un pico, en una posicién intermedia, entre el tercer y segundo
pico, contados desde en que se encuentra en el borde, o si se prefiere, el segundo y tercer
pico se transforman en tres picos. Mientras que en la figura 2.11.d se muestra el mismo
proceso, para un influencia tipo salto, pero en otra region de pardmetros, acd se nuclea
un pico en el borde de la interfase, y de esta manera se propaga el frente (en este caso
es mas discutible si la velocidad del frente es periodica, y, probablemente dependa de
como se mida). En todos estos casos el patron, lejos de la interfase, se mantiene mas o
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menos estatico. i.e. el frente no se propaga como un estructura rigida. Estas observa-
ciones numéricas dan cuenta de que el proceso de propagacion de este tipo de frentes
exhibe una gran complejidad, y no puede ser entendido mediante un método analitico
simple, por ejemplo, acd no nos podemos pasar a un sistema de referencia movil, en este
proceso el tiempo y el espacio deben ser considerados por separado.

t

d)

T x

Fig. 2.11: Propagacion de frentes: a) Un frente que conecta el estado de poblacién uniforme con
el estado de no-poblacién, para una influencia tipo salto, con e« = 0,45 y o = 2,45,
al la izquierda se aprecia el perfil de densidades del frente, mientras que a la derecha
el diagrama espacio-temporal de su propagaciéon. b) La propagacion de un frente que
conecta un patrén con el estado de no-poblacién, para una influencia exponencial,
con @ = 0,08 y 0 = 2,4, al la izquierda se ve el detalles, del proceso de fision
de un pico, mientras que a la derecha el diagrama espacio-temporal de muchos de
estos eventos. ¢) El diagrama espacio-temporal del proceso de propagacién, para una
influencia tipo salto, con a = 0,31 y o = 2,9. d) El diagrama espacio-temporal del
proceso de propagacion, para una influencia tipo salto, con a = 0,054 y o = 3,32.

La formacion del patrén es una respuesta autorganizativa de la especie para enfrentar
la adversidad del medio, en la que se conjugan los elementos competitivos y cooperativos
de la interaccion de los organismos que la constituyen. En efecto, cuando la poblacién se
encuentra en el estado patrén, ain cuando este no sea favorable energéticamente puesto
que el medio le es adverso, la especie puede sobrevivir habiendo regiones despobladas
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en el territorio que habita, esto gracias al fenémeno de bloqueo que exhiben este tipo de
soluciones. Mas atin, el mismo estado patrén es més robusto que el estado de densidad
uniforme, este ultimo, cuando deviene inestable, continua siendo equivalente energéti-
camente al estado de no-poblacién en el punto & = 1/2, no obstante, por tratarse de
una solucién repulsiva debe ser un méximo local, 0 un punto silla, de la energia libre,

de modo que la solucién patrén debe tener una energia inferior a la de este repelor, e.g.
para cierto rango de « > 1/2 el patrén continua siendo més conveniente energéticamente
que el estado de no-poblacién, por lo cual es una mejor manera de enfrentar un medio
més adverso. De hecho la curva S () decrece con ¢, i.e. cuando la adversidad es mayor -
el sistema presenta el patrén antes.

Sin embargo, existe una respuesta auto organizativa que se manifiesta antes que la
formacién del patron, ie. o < S(a), la cual es la formacion de estructuras localizadas.
Este sisteria exhibe dominios localizados de poblacion estables, inmersos en zonas de-
spobladas, incluso cuando el medio 1€ es adverso a > 1/2. Estas soluciones. corresponden
a 6rbitas homotlinas del sistema estacionario (2.4.1), las cuales sor estructuralmente
estables para un.sisiema reversible como este. Para estudiar su estabilidad y caracteri
zar algunas de sus propiedades, podemos emplear el mismo método de interaccién de
defectos que‘iisamos para el caso local, luego, debemos estudiar en mayor detalle;(2.4.1}.

3 . - 3 «

E 'l - - - - ‘
2.4.1. Nacimiento de estructuras localizadas para un influencia ;

exponencial

Para el caso de una influencia exponencial el sistema estacionario (2.4.1) puede ser
reducido a un sistema dinamico cudridimensional. En efecto, si consideramos la ecuacién
lineal inhomogénea
(Ozz — K*) v = —K"07,

la funcién de Green, para el operador (O, — %2), es

-

.

G (z,2') = ge"‘[m"”'l == (Opg — ) Gy (2,8) = —£%0 (¢ — o),

que correspondé al modelo de influencia exponencial (2.3.8) si reconocemos £ = 1/,
Luego, si imponemos que v sea acotada en todo el espacio (de modo que no consideramos
la soluciones homogéneas), entonces

o0

= /u’zfa(m,m')dm',

de modo que (2.4.1) se reduce a
Opptt = au — (1 + a) u? + uv,

Fezv = K (v — 7).

La dindmica de este sistema es generada por el Hamiltoniano

1 @, (1+a) 4 1, 1
Help? o 22 VT s, 22 20 n
SPu K Py — U + 5 U —]—411 U U (2.4.2)
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el cual no tiene un andlogo mecanico pues la energia cinética (la forma cuadrética en
los momenta generalizados) no es definida positiva. De todas formas es una cantidad
conservada que podemos Hlamar la energia del sistema. Luego, las ecuaciones candnicas
para (2.4.2) son

a:cu = Pu,
- Oepu = au — (14 ) u® + uv,
8. = —26%p,,
1 F)
0oy = 5 (v* —v). (2.4.3)

Este sistema dinamico es reversible, i.e. es invariante ante la transformacion
& > =X, Py "TPu ¥V Pv — —Pos
que define el planc de simetria

= {(U;Pu:'”:pv) /pu .:pu = 0},

claramente dim (II) = 2. De manera que lodas las orbitas son simétricas respecto. al
plano II, si una de estas trayectorias intercepta II serd continuada al otro lade por su
reflexion especular, i.e. este plano de reversibilidad es como un espejo en el.espacio de
fase de (2.4.3).

Los puntos fijos de (2.4.3) son
(U;pu: 'Utpv) = (05 0, U:‘O) ’ (Ol, 0, a21 0) ¥ (1= 0,1, O)

que corresponden al estado de no-poblacién u = 0, la densidad uniforme repulsiva v = «
y €l estado de poblacién uniforme u = 1 (todos pertenecen a II). El estado de no-
poblacién es un punto hiperbélico, en efecto, si linealizamos (2.4.3) en torno a este
punto, la dindmica se rige por el operador lineal

0.1 0 0

a0 0 0
=190 o -2 |

00 —-1/2 0

de auto-valores

A=+Va o A==,

De modo que existen dos variedades
W = {@punp) /iy (wpovp) = 0,000},

una estable, W, y la otra inestable, Wy . En ambos casos dim (ng) = 2. Notemos que,
para este operador lineal, los sub-espacios generados por (%, p.) ¥ {v,p,) son invariantes,
de modo que el comportamiento asintotico del perfil de densidad u esta enteramentie
caracterizado por el exponente +/a.




Capitulo 2: FRENTES Y ESTRUCTRUCTURAS LOCALIZADAS EN DINAMICA POBLACIONAL 67

Lo dindmica en torno a la solucién repulsiva u = « esta gobernada por

0 1 0 0

I = —a{l+a) 0 « 0
« 0 0 0 =2 |

o 0 -1/2 ¢

que posee los auto-valores

A= :I:\/71 {[1 - (1 +o:)a<72] + [1; (1+a)ar?® +4(1—a) ao2},

dado que (1 — @)ao? > 0, pues a € [0,1], siempre existen dos auto-valores que son
imaginarios puros. Luego, existe una variedad de dimensién 2, la cual contiene este
punto y érbitas cerradas en torno a este. .

Mientras que la dindmica en torno al estado de poblacién uniforme es regida por .

’ 0 1 0 0 ;
3 Loe —(1+a) 0 1 0
R 0o 0 -2 |°

de auto-valores

A= :l:\/l {[1—(1—{-0:)02]:&\/[1—(1+a)02] —4 1—01)0‘2} (2.4.4)

Ac4, a diferencia de los casos anteriores, tenemos tres posibilidades. Cuando el rango de
influencia es pequefio, o < 3 (), los cuatro auto-valores de L, son reales puros, donde

V2-VT-a

Y (a) = 2.4.
(@)= 2 (2.45)
En esta region de pardmetros, Ry = {o < Z(«a)}, el estado de poblacién uniforme es un

punto hiperbolico, i.e. existen dos variedades
Wik = {(uapua 'U,pv) /EEH:EOO (u:pu; 'U:pu) = (03 0,0, U)} )

una estable, Wi, y la otra inestable, Wy, tales que dim (Wli) = 2. En este caso, la
orbitas pertenecientes a la variedad estables se acercan monétonamente al estado de
poblacién uniforme, a medida que x — 0, 0 sea que la dindmica, en esta variedad,
esta sobre-amortiguada. En la variedad inestable ocurre lo mismo, pero en el limite
& — —0o0, de hecho

(u, Pu, U, 05) EWY <= (u,—pu,v, —pu) € W[,

por la reversibilidad de (2.4.3).

-
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En la curva ¢ = ¥ (), el operador L, es degenerado y posee dos auto- valores reales
(uno positivo y otro negativo), i.e. tanto el par positivo como el par negativo de auto-
valores de L; colisionan en el eje real. Si seguimos incrementando el rango de influencia
estos auto-valores entran en el plano complejo (ver fig. 2.12). Luego, en la regién de
parametros Ry = {5 () < ¢ < S (@)}, donde la curva S (e) coincide con (2.4.3), el op-
erador I, posee cuatro auto-valores complejos con parte real y parte imaginaria no nula.
De modo que en R, el estado de poblacién uniforme continua siendo un punto hiperbdli-
co, e.g. las variedades WY siguen existiendo, pero en este caso las érbitas que pertenecen
a la variedad estable se acercan a este punto hiperbélico, en z — 00, oscilando en torno
a éste, i.e. la dinamica en esta variedad esta sub-amortiguada; igualmente en la variedad
inestable, pero en z —+ —oo. Notemos que, dado la simetria de reversibilidad, que im-
pone que si existe un auto-valor A, entonces existe —A; y que los coeficiente de L, son
reales, de modo que si'existe un auto-valor A, entonces existe A*, se tiene que los cuatro
auto-valores son simétricos en los’cuatro cuadrantes del plano comple_;o

Y

Fig. 2.12: Diagrama de bifurcaciones del estado de poblacién uniforme, para un influencia ex-
ponencial.

En la-curva o = S (&) tanto el par de auto-valores con parte imaginaria positi-
va, como el par con parte real negativa, colisionan en el eje imaginario. Luego, para

= {0 < S ()} los cuatro anto-valores son imaginarios puros, y el estado de poblacion
uniforme deja de ser un punto hiperboélico para transformarse en un céntro, e.g. las var-
iedades Wi dejan de existir y el estado de poblacién uniforme se encuentra completa-
mente rodeado por una familia de 6rbitas peri6dicas. Una de estas orbitas es seleccionada
para ser en patrén exhibide por (2.3.1).

En la regién R U R, las variedades Wf," y W{E son objetos de dimensioén 2, al igual
que el plano de reversibilidad II. Dado que el espacia de fase de (2.4.3) es de dimensién
4, lo genérico es que estas variedades intercepten el plano II en un objeto dimension 0,

4 — dim (W) — dim (IT) = 4 — dim (W}") — dim (II) = 0,

i.e. una coleccidon numerable de puntos. Puesto que, un drbita perteneciente a estas
variedades que intercepte el plano de reversibilidad II, debe ser continuada, al otro lado
del plano, por su contraparte simétrica, corresponde a una érbita homoclina, i.c. a una
estructura localizada del modelo (2.3.1).
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En principio, las variedades Wy y Wi, o Wiy Wi, también deben interceptarse en
puntos, pero, dado que, si un punto pertenece a ambas variedades, la orbita completa,
a la que pertenece dicho punto, debe estar contenida en ambas variedades, se tiene que
dim (Wi NWy) = dim (Wy n W ) = 1, i.e. no son genéricas en un espacio de dimen-
si6n 4. Este tipo de orbitas corresponden a heteroclinas, por lo cual, estas soluciones no
son genéricas. En particular, para un sistemna hamiltoniano como (2.4.3), la existencia de

una trayectoria que conecte asintéticamente el estado de no-poblacién -con en estado de-

poblacién uniforme, requiere que estos dos puntos hiperbélicos tengan la misma-energia

(2.4.2}, ie. )
H(0,0,0,0) = H (1,0,1,0) =0,

lo cual ocurre solamente en el punto de Maxwell o = 1/2, por lo cual son un accidente
para un valor puntual de los parametros.

Esta érbita heteroclina corresponde al frente estacionario de (2.3.1), fuera de el punto
de Maxwell estas soluciones tipo particulas adquieren una velocidad proporcional a la
diferencia de energia libre entre las densidades que asintéticamente conectan. El frente
movil es una conexion heteroclina en algin sistema mévil, & = —c8;, pero, dado la
escasa robustez de este tipo de 6rbitas, existen solo para un valor dado de ¢. Por eso, a
diferencia de un frente FKPP, este tipo de frentes se desplaza con una velocidad tinica.

Si bien, las orbitas homoclinas, que son intersecciones entre las variedades Wiy
Wy, o W y Wy, también son objetos de dimensién 1, la existencia del plano de
reversibilidad las hace robustas (i.e. en un sistema dindmico arbitrario este tipo de
orbitas no son habituales). Las 6rbitas que nacen de la intercepeién de Wi con Wy,
representan dominios localizados de poblacion inmersos en una zona despoblada. Para
estudiar el tamafio y estabilidad de estos dominios podemos emplear un método de
interaccion de defectos similar al usado en el caso local, i.e. tomar como solucién de
base ¢l frente estacionario, y estudiar el comportamiento de un sistema de dos frentes

en torno al punto de Maxwell.

Denotemos, entonces, por 1 la conexion asintotica del estado de no-poblacién, desde

z — —o0, con el estado de poblacién uniforme, ez —— —oo0, ie. .corresponde a-la
érbita heteroclina Wy Wy . Mientras que up denotara la orbita simétrica, respecto del
plano II, i.e Wi N W, la anti-particula asociada a la particula u}. Luego, un dominio
localizado ‘de-poblacién queda descrito por el ansatz .

u=1ub(@+ AB)/2) +up (@ — AW)/2) — 1+ ¢1 (5, 4),

donde, dado la invarianza traslacional del sistema, hemos colocado inmediatamente la
coordenada relativa entre las particulas, A < 1, (el centro de masa no tiene dinémica).
Y consideraremos el sistema en torno al punto de Maxwell, @ = 1/2 -+ dc, con da < 1.

Aca la interaccién asintética entre frentes, a diferencia del caso local, ocurre mediante
dos mecanismos: la correccién que un frente infiere sobre el corazén otro, que es de orden
O (e~ ReMI2) donde A viene dado por (2.4.4); y como una interfase ve a la otra producto
de la interaccién no-local, gue es de orden O (e‘A/ "). Tras un poco de 4lgebra, se puede
demostrar que |Re(A)| o < 1, luego, el primer mecanismo domina sobre el segundo. De
modo que, el primer orden queda

g1~ A o B o e RN,
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e.g. la interaccion de defectos esta gobernada por el comportamiento asintdtico en torno
al estado.de poblacién uniforme. En la regién R tenemos que

1 - vk (@ ~ Fo0) == be™*?,

con p = min {|A|}, y b > 0 una constante que debe ser determinada numéricamente.
Entonces, siguiendo el mismo procedimiento que en el caso local, puesto que la invarianza
traslacional nos provee de un modo de goldstone, obtenemos la condicion de solubilidad

A=n—Ae (2.4.6)
con
A= b ((Bpuker®| N [ul?) + 2 (uher| N [ufdpuf) — 3(Douf| uhe’™)
—2(e”| N — 1|8pu})) / {Bsuif| Do)
v = 2¢, donde ¢ es la velocidad de un frente libre, al primer orden en Sa, ie.

c . _'50f R
6 (Bzu;i! dpuk)’ '

LIS

De modo que en R; tenemos el mismo comportamiento cualitativo que en el limite
local @ —— 0. Acé el rango de influencia es todavia pequefio para producir un cambio
significativo en la dindmica. Esencialmente, persiste el comportamiento predicho por
(2.2.3), e.g. en Ry no hay estructuras localizadas estables.

No obstante en R; la interaccién no-local es capaz de producir un cambio cualitativo
de la dindmica. Si escribimos

A=+ptiw, con p>0 y w>0,
= 1-—-uf(z~ too) = be™ cos (wA),

’ para A dadoh pc.)rui(2.4.4), la condicién de sol.uiail'idad' da la ecuacion de ‘interac;ié‘n de
defectos i ‘ .
A =n— Ae™P* cos (wA). (2.4.7)

Ac4, a diferencia de Ry y el limite local & — 0, en el punto de Maxwell, n = 0,
tenemos infinitos dominios localizados estables (una infinidad numerable). Los dominios
mé4s grandes van desapareciendo, por saddle-node, a medida que nos alejamos del punto
de Maxwell. El dominio més pequefio es el que perdura mas, i.e. vive en una region mas
extensa del espacio de parametros. Un dibujo esquemético de esta fuerza se encuentra
en la figura 2.13. La forma de estos dominios localizados de poblacién se puede apreciar
en la figura 2.14, los dominios més grandes contienen un mayor nimero de oscilaciones
amortiguadas en su interior, de modo que el dominio mas pequefio esta constituido
por un solo pico (ver fig. 2.14.a). Esta tltima estructura es la méas robusta de todas,
en el sentido que habita en una regién de parametros mas grande, esta regién ha sido
determinada numéricamente y se puede apreciar en la figura 2.15 (notemos que, por
haber sido deducida mediente un analisis asintético, (2.4.7) no da una buena descripcion
cuantitativa de las estructuras mas pequefias).
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Fig. 2.13: Dibujo esquemético de la fuerza de interaccion de defectos en Ry, (2.4.7). Los puntos
negros representan atractors (anchos de dominios localizados estables), mientras que
Jos blancos repelores (anchos de dominios localizados inestables).

Entonces, si nos movemos por la curva o = 1/2, desde la regién de parametros Ry,
al ingresar a R,, sibitamente aparecen, por saddle-node, una infinidad de estructuras
localizadas. Luego, en la interseccién de las curvas a = 1/2y o0 =X (a), i.e. el punto

P=(a,0)=(1/2,5(1/2) = (1/2, \/5/3) ,

se produce un cambio cualitativo en la dindmica, el nacimiento de estructuras localizadas.
Notemos que, también a partir de este punto el frente estacionario deja de ser monoétono
para presentar oscilaciones amortiguadas, es este evento el que cambia la interaccion
de defectos y produce la estabilizacién de los dominios localizados. En la figura 2.15 se
ve que, la region de existencia de la estructura més pequena, tiene un vértice en P, en
general las regién donde habitan los dominios localizados (contenidas en la region donde
habita el mas pequefio), tiene un vértice en P.

U U U
a) /\ b) j\ C’JM’L
| i :I,l L
| T I

Fig. 2.14: Dominios localizados de poblacién, observados en el modelo (2.3.1), para una influ-
encia exponencial, cona) 0 = 1,3y a=0,55,b) o = 1,4y a = 0,49yc)o=14y
a=10,5.

Cave sefialar que, puesto que el comportamiento asintético en torno al estado de
no-poblacién esta caracterizado por un exponente siempre real \/a, no esperamos la
existencia de hoyos estables, i.e. zonas despobladas inmersas en una region poblada.
Numéricamente tampoco se han observado este tipo de soluciones.
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Fig. 2.15: Regién en la que habita la estructura localizada mas elemental, conformada por tan
solo un pico, para una influencia exponencial. El punto negro, P, corresponde al
punto donde nace esta, y todas, las estructuras localizadas.

24.2. Nacimiento de estructuras localizadas para influencias que decaen
mas rapido que un exponencial

Fl resultado anterior puede ser generalizado, cuando la influencia decae més répido
que una exponencial. En efecto, en este caso, puesto que la interaccién no-local entre
dos interfases mengua, a medida que se alejan, mas répido que una exponencial, si, el
comportamiento asintético, en torno al estado de poblacion uniforme, es exponencial,
entonces este dominara la interaccién lejana de los defectos.

Cuando la expansion en derivadas (2.3.5) del operador no-local converge, entonces,
podemos pensar el sistema estacionario (2.4.1) como un sistema dinémico ordinario
de dimensién infinita. Por lo cual, resulta razonable suponer que el comportamiento
asintotico, en torno a un punto fijo de (2.4.1), es exponencial. En efecto, para el estado
de no-poblacién, si tomamos el ansatz u = £eM* con € < 1, y linealizanos (2.4.1) en
torno a este punto, obtenemos A = %./a, que coincide con el caso de una influencia
exponencial, puesto que aqui el termino no-local no juega ningin rol. Por lo cual, en
este caso, tampoco esperariamos encontrar hoyos estables.

Para la densidad repulsiva u = «, si tomamos v = a + eeM con £ < 1, obtenemos
A2+ (1+a)a—2a%, (A) =0,

con

4o ()= [ cosh(82) £y (),
-0
esta integral converge solo si la funcién influencia decae més rapido que una exponencial,

luego, el supuesto de que el comportamiento asintético, en torno a un punto fijo de
(2.4.1), es exponencial, es solo vilido en este caso.

Notemos que si tomamos

A=ivw = —w2+(1+a)a~2a2f;(w)=0,
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el lado izquierdo de esta ecuacion, para w = 0, vale (1 — @)« > 0, mientras que, cuando
w > 1, se tiene que —w?+ (1 + @) a — 202, (w) < 0, e.g. esta ecuacion tiene siempre al
menos dos raices reales. Luego, siempre existen al menos dos auto-valores imaginarios,
con lo que tenemos el mismo comportamiento cualitativo que en el caso de una influencia
exponencial.

Mientras que, para el estado de poblacién uniforme, si tomamos u = 1 +iee?,
obtenemos
A+ (14 a)—2¢9,(A) =0, (2.4.8)

luego, son las raices de esta ecuacién las que determinaran la interaccion de los defectos.
Por ejemplo, si nos concentramos en el caso de una influencia tipo salto, i.e. (2.3.7),
donde inh (Ao)
sin a
95 (A) - _A(I—’

tenemos que (2.4.8) tiene infinitas soluciones. En la figura 2.16.a se muestran la curvas de
nivel de la parte real (en rojo) y la parte imaginaria (en azul) de (2.4.8) en el plano com-
plejo. De modo que las intersecciones de estas curvas corresponden a las raices de (2.4.8),
las cuales son, evidentemente, infinitas, por la naturaleza de esta ecuacion trascendental.
Esto es consistente con pensar (2.4.1) como un sistema dinédmico de dimension infinita.

a)

Fig. 2.16: a) Curvas de nivel de la parte real (en rojo) y la parte imaginaria (en azul) de (2.4.8)
en el plano complejo, para una influencia tipo salto, las intersecciones corresponden
a los auto-valores del estado de poblacién uniforme. b) Estructura de bifurcaciones
del estado de poblacién uniforme, para una influencia tipo salto.

Puesto que estamos interesados en el comportamiento asintético en torno a este pun-
to, los auto-valores que dominarén en este régimen son los més cercanos al eje imaginario
(la variedad central), pues poseen la parte real méas pequefia, ie.

{A — +p+iw/p=min{|Re (A}

Ac4, al igual que en el caso de una influencia exponencial, tenemos tres casos: que w = 0
pero p # 0, que corresponde a la regiéon R, = {o < £(a)}, i.e. ocurre cuando el rango
de influencia es pequeiio, pero, en este caso, la curva ¢ = X () debe ser calculada
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numéricamente, el la figura 2.16.b se pude ver esta curva para el modelo de influencia
(2.3.7); que tanto p # 0 como w % 0, que corresponde a Ry = {E(a) <o < § (e)}, donde
nuevamente la curva o = S (a) coincide con la curva en la cual el estado de poblacion
uniforme se deviene instable; y p = 0 con w # 0, que corresponde a Rz = {0 > S (o)},
notemos que N

A=iw = —w?+(1+a)-2f(w)=0,

luego, cuando w = 0, el lado izquierdo de esta ecuacién vale (e — 1) < 0, mientras que,
para w > 1, se tiene que ~w® + (1 +a) — 27, (w) < 0, e.g. si esta ecuacion tiene raices
reales, necesariamente son mas de cuatro, de modo que en I3 hay al menos cuatro auto- -
valores imaginarios puros. Luego, cuando el sistema estacionario se encuentra en Hg, en
su espacio de fase (de dimensién infinita, en principio} existe una variedad de dimension
al menos 4, la cual contiene al estado de poblacion uniforme y una familia de érbitas
periddicas en torno a este, una de las cuales es seleccionada para ser el estado patrén.

De modo que, en Ry, la interaccién asintética de defectos obedece la ecuacion
- - A .
A=n— Ae™ 4,
donde los coeficientes n y A tienen la misma expresion formal que en el caso de una
influencia exponencial (aunque deben ser evaluados con los b, u¥ y N correspondientes

t

al modelo de influencia en estudio). Mientras que en H tenemos :
A =75 — Ae™"® cos (wA),

luego, al ingresar a esta region, aperece iina familia de estructuras localizadas. El surgimieri-
to de estos dominios localizados estables, también guarda relaciéon con la aparicién de
oscilaciones amortiguadas-en la solucién frente, las cuales son capaces de modificar la
interaccién asintotica de defectos, estabilizado estos objetos localizados. En la figura
2.17 se pueden apreciar algunos dominios localizados, observados para una influencia
tipo salto.

aA U. A y

LY ST/ ok _
: l v o

Fig. 2.17: Dominios localizados de poblacién, observados en el modelo, (2.3.1), para una in-
fiuencia tipo salto, con ¢ = 2,5 y @ = 0,51, donde se muestra a) un estructura
elemental, constituida por un solo pico, b) y c) dominio localizado més extenso, d)
la coexistencia de dos estructuras localizadas.
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De modo que podemos generalizar el punto de nacimiento de las estructuras local-

izadas,
P=(1/2,2(1/2)),

el cual, por ejemplo, se puede estimar para un influencia tipo salto en P = (0,5,1,145).
En la figura 2.18 se muestra la regién en que habita la estructura elemental, constituida
por tan solo un pico, para un influencia tipo salto. Esta es, en general, la mas robusta
de todas las estructuras, en vista de la ecuacion de interaccion de defectos (2.4.7).

Fig. 2.18: Regi6n en la que habita la estructura localizada més elemental, conformada por tan
solo un pico, para un influencia tipo salto. El punto negro, P, corresponde al punto
donde nace esta, v todas, las estructuras localizadas.

La existencia de un punto de estas caracteristicas, y por lo tanto, de este mecanismo
de aparicién de dominios localizados (i.e. la aparicion de oscilaciones amortiguadas que
modifique la interaccién de defectos), es completamente general e independiente de la
presencia de una interaccién no-local (exige si, que la dimensién del sistema estacionario
sea superior a 4). Si bien, este no es el inico mecanismo, es genérico, y por lo tanto
esperariamos observar la presencia de este punto en muchos sistemas que comparten
los mismos ingredientes, en cuyo caso el nacimiento de soluciones localizadas tendria
la misma estructura de bifurcaciones de (2.3.1). Otro mecanismo, también genérico,
para engendrar dominios localizados estables, es la interaccion repulsiva de defectos (ver
ref. [26]). Aca, si el valor del parametro de orden que se encuentra localizado, no es
favorable (en algtn sentido que puede ser energético, pero no necesariamente), entonces
el sistema sentird un fuerza que tratara de eliminarlo, luego, si la interaccion de defectos
es repulsiva, se estabilizara el dominio para un valor preciso de la distancia que separa
los defectos. En este caso habra solo una estructura localizada, de un solo tamano y no
una amplia gama como en el caso que hemos estudiado en detalle en este capitulo.

Notemos que todo el procedimiento empleado requiere de la convergencia de la ex-
pansion en derivadas (2.3.5) del operador no-local, i.e. que podamos tratar el sistema
estacionario (2.4.1) como un sistema dinamico ordinario de dimensién infinita. La serie
(2.3.5) converge para cualquier perfil de densidad u, si la influencia decae més rapido
que una exponencial, y diverge, para cualquier perfil de densidad w, si la influencia decae
més lento que una exponencial (0, mejor dicho, no tiene sentido la expansion, puesto que
la integral N'u, converge, por ejemplo, para un influencia lorenciana). Luego, el modelo
exponencial (2.3.8) es un caso limite, en el cual la convergencia de (2.3.5) depende de el
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perfil de densidad , en efecto, en este caso ; = ¢, de modo que (2.3.5) es una serie
geométrica, 1.e. converge si

Gaufu~1fl => ofl <],
luego, en el caso que converja, podemos invertir el operador no-local
(1 — (083)2).N' =1,

que es completamente andlogo al argumento de la funcién de Green que usamos, ie.
(1 — (J@m)2) es el inverso del operador no-local (que es invertible en un espacio restringi-
do a funciones acotadas). Cuando la influencia decae més lento que una exponencial,
g» no converge, de modo que el comportamiento asintético, en torno a un punto fijo
del sistema estacionario (2.4.1), no es exponencial, acd, probablemente se trate de un
ley de potencia, y, dependiendo de esta ley, la interaccién de defectos es gobernada por
la interaccién no-local o el comportamiento asintético del frente. Este caso, de alta no-
localidad, esta todavia en estudio, no obstante uno esperaria que la interaccién no local,
entre los individuos que constituyen la especie, luego de cierta distancia cesara, i.e. que
la influencia fuera nula después de cierto rango (como el modelo tipo salto {2.3.7)), de
todas formas: si dicho rango fuera grande, y la interaccion, a distancias medias, fuera
altamente no-local, un anilisis de este caso puede tener un interés real, aparte de‘interés
académico que despierta el comportamiento asintotico de la solucién frente. ;

2.4.3. Estructuras localizadas en R

t

Cuando se forma el patrén, las érbitas homoclinas de (2.4.1), que parten y culminan
en el estado de no-poblacién, ahora pasan cerca de las érbitas periodicas qie rodean al
estado de poblacién uniforme. Como habiamos comentado anteriormente, la existencia .
de 6rbitas heteroclinas perdura en toda una region del espacio de pardmetros, laregion de
bloqueo. Las érbitas homoclinas habitan en una regién que se intercepta con la regién de
bloqueo, pero ninguna de las dos contiene completamente a la ofra, i.e. existen regiones
donde hay érbitas heteroclinas pero no hay homoclinas, y a su ves hay regién donde hay
honioclinas pero no heteraclinas {ver ref. [24] o [26]).

En estes caso los estructuras localizadas (las érbitas homoclinas) ‘corresponden a un
patrén localizado (ver fig. 2.19.ay 2.19.b), de modo que podemos clasificarlas de-acuerdo
al nimero de picos de poblacién que se encuentran inmersos en una zona despoblada.
Luego, la estructura mas elemental es la conformada tan solo por un pico, y, podriamos
pesar las estructuras mas grandes como un arreglo de N estructuras elementales. La
regién de parametros donde habitan estas estructuras depende del nimero de picos que
posean, cuando el niimero de picos tiende a infinito, esta region tiende a la region de
bloqueo (la estructura localizada tiende a un frente).

También existen 6rbitas homoclinas que parten y culminan en el estado patrén, las
cuales representan hoyos, i.e. zonas despobladas en medio de la configuracion periddica
de poblacién, las cuales, en este caso, son estables, o al menos eso se observa numéri-
camente (ver fig. 2.19.c). Su tamaiio se puede catalogar dependiendo de el nimero de
picos ausentes en la estructura periédica, y su estructura de bifurcaciones es similar y
simétrica a la de los patrones localizados (ver ref. [24] o [26]).




]

Capitulo 2: FRENTES Y ESTRUCTRUCTURAS LOCALIZADAS EN DINAMICA POBLACIONAL 77

U U
a}
T T
y o >
U U
b)
T T
1 » 1 »

Fig. 2.19: Patrones localizados. a) Para una influencia exponencial, con ¢ = 1,7y a = 0,6,
ach se ve la estructura elemental (izquierda), conformada por tan solo un pico, y un
patrén localizado constituido por tres picos (derecha). b) Una influencia tipo salto,
con ¢ = 2,6 y @ = 0,618. c) Hoyos para un influencia tipo salto con ¢ = 2,56 y
a = 0,56 (izquierda) y o = 2,6 y o = 0,48 (derecha).

En este caso, un anélisis dindmico, similar al efectuado para estudiar los dominios
localizados, no es posible. Al igual que en la propagacion de frentes, los mecanismos
de ‘desestabilizacién devestos objetos pueden: tornarse bastante mas complejos, como se = = -
muestra en la figura 2.20, donde se exhibe el proceso de fisién de un. pico, el cual es .
similar al que se observa en la propagaciéon de un frente periddico. Existen caso més
simples en los que esta dindmica puede ser atrapada mediante un método de interaccién
asintotica de defectos. Esto requiere, que la solucién periddica aparezca por saddle-node
en torno a la densidad uniforme en conexién, para que Inego la solucién periédica in-
estable (que aparece junto a la estable tras esta bifurcacion) colapse con la densidad
uniforme, desestabilizandola, si estas dos bifurcaciones ocurren muy cerca, en el espacio
de parametros, estamos ante una bifurcacién débilmente subcritica que puede.ser anal-
izada mediante ecuaciones de amplitud. En el capitulo IV se presentan algunos detalles
de este método, orientados a dar una explicacion dinamica del fenémeno de bloqueo en
el movimiento del frente, en ref. [27] se encuentra su aplicacion al estudio de patrones
localizados. Sin embargo es claro que esta concatenacién de eventos no ocurre en (2.3.1),
donde el estado de no-poblacién no sufre bifurcacién alguna.

Como ya lo habfamos comentado, la estructura mas elemental es la constituida por
un solo pico, ésta es morfolégicamente similar al pico de poblacién observado en Rj.
En efecto, la regién de parametros en que mora este ente abarca tanto R como R
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Fig. 2.20: Proceso de fision de un pico, para un influencia exponencial, con @ = 0,08 y o = 2,4.
El tiempo. avanza de izquierda a derecha.

en las figuras 2.15 y 2.18. Esta solucién tipo particula representa el agentamiento mas
basico de poblacién, por lo cual, la interaccién de dos de estas particula'puede modelar
la interaccién de dos comunidades o colonias. Dado que estas colonias se sirven de un
territorio para la obtencién de los recursos necesarios para su subsistencia, uno-esperarfa
que si encontramos dos o mas de estas agrupaciones coexistiendo en un mismo territorio;
se conflictaran tencbendo a repelerse o a la aniquilacién del competidor.-

Esta interaccion’ es lo_suficientemente simple para ser atrapada con los metodos
analiticos desarrollados en este capitulo. En efecto, si denotamos por ¢ (x) = { () &
la 6rbita homoclina de {2:4.1) que consta de tan solo un pico, entonces, un sistemas
constituido por dos de estas soluciones tipo particula puede ser analizado mediante el
ansatz

u=C(@—X10@)+¢(@—Xa(t) + o (z, X1, X2),

con X1 < Xz, la distancia entre las particulas, X3 — X1, es mucho mayor que el ancho
caracteristico del pico. Luego, un sistema constituido por dos de estas estructuras es
aproximadamente la suma de dos estructuras individuales, salvo una pequena correccion
¢ < 1 (producto de que el sistema, es no-lineal}.

Entonces, la interaccién entre estos entes-se realizard mediante dos mecanismos: La-----
correccion exponencial que una infiere sobre la otra, que, dado que el comportamiento
asintético es torno al estado de no-poblacién esta caracterizado por el expohente +/c;
es de orden O (e~VaX2~X1)); y la interaceién no local entre estos objetos, la cual de-
pende del modelo de influencia tomado. Cuando la influencia decae mas rapido que una
exponencial, el primer mecanismo es siempre dominante, en el caso de una influencia.
exponencial, ambos mecanismos compiten. Una variante de lo’que hemos hecho hasta
ahora, es colocar este sistema en una situacion de alta no-localidad, i.e. estudiar la inter-
accion de estas particulas en la region de pardmetros @ = {o > 1/+/a} C R3. De modo
que el orden dominante queda

b Xy e Ko o €U,

luego, si nos colocamos en la region del espacio donde se encuentra una de las particulas,
por ejemplo z ~ X7, he introducimos este ansatz en (2.3.1), al primer orden obtenemos

Lo=X10:0(x— X)) +C(z—X)NC (z— X3),
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donde el operador lineal £ tiene la forma

Lb=8pap— ad+2(a+ 1) (& — X1) ¢~ 20 (z — X)) N((z — X1) ¢
—¢NC2($—X1).

Dado que tenemos el modo de goldstone 3, (& — X;) € ker {£ = LT], esta ecuacién
tiene la condicion de solubilidad

Xy = —Ke~(Xe=X1)/o, (2.4.9)
analogamente, para £ ~ X, tenemos
Xy = Ke~ e Xale, (2.4.10)
En ambos casos aparece el coeficiente
o0
[ el F (2)dz

K="= .
oS @Y dz
—oc

%

con

F@) = [¢@)a @) (¢ =)~ (4 ) da

Claramente F es impar, ademas F'(z ~ to0) ~ e~z 1o que asegura la convergencia
de la integral en el numerador de K. Puesto que ¢ representa la estructura constituida
par un solo pico (¢ (x) = ¢(—x) y 8 = 0 ssi z = 0), se deduce que F (250} 2 0,
luego, como la integral en el numeérador de K priorisa la regi6n de integracién z < 0, se
tiene que K > 0, e.g la interaccidon es repulsiva (ver fig. 2.21).

De modo que, si consideramos un gas de estas estructuras, la interaccion entre ellas
© sera, predominantemente, con 10s ‘vecitos mds cercinos, ‘i.e cada particula séntird una -
fuerza de tipo (2.4.9) o (2.4.10) proveniente del vecino que se encuentre mds cerca a su
derecha o a su izquierda respectivamente. Lueg:o, para un gas de N estructuras situadas
en posiciones {Xn}f:;l, la ecuacién de movimiento de la particula n-esima corresponde
a .

X, =K (e“(X“_ n-1)/7 _ e_(X’_‘“"X“)/") con m<n=—= X, <X, (2.4.11)

Si colocamos este sistema de particulas en un medio finito, por ejemplo, con condiciones
de borde periddicas, éstas se repeleran hasta quedar todas equidistantes, configuracion
gue es estable. O sea que el sistema evolucionara a una configuracién periodica de pi-
cos, mas atn, podemos hacer tender a infinito el tamafio del sistema a medida que
incorporamos méas estructuras (N — oo también}, con lo cual mantendriamos esta
configuracion periédica estable. Por otro lado, cualquier arreglo peridico de picos debe
corresponder a una érbita periédica del sistema estacionario (2.4.3), i.e. un patrén. Dado
que el espaciamiento entre los picos depende del niimero inicial de ellos (o su densidad
para un sistema infinitc), podemos tener un patrén de una longitud de onda arbitrari-
amente grande, el cual es estables. O, dicho de ofro modo, en la regién de pardmetros
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Fig. 2.21: Repulsién de picos, para un influencia exponencial, con & = 0,6 y o = 3. Arriba
se ve un dibujo esquematico de la interaccién, mientra que abajo se encuentra un
diagrama espacio-temporal del proceso.

() existe una familia de orbitas periodicas, en torno al estado de poblacién uniforme
v en cuyo borde esta la érbita homoclina . Dentro de esta familia hay una infinidad
de miembros (limitados por la homoclina (), que corresponden a patrones estables de
(2.3.1).

El razonamiento anterior puede parecer contradictorio con la existencia de patrones
localizados constituidos por muchos picos (o el mismo fenémeno de bloqueo en los
frentes), no debemos olvidar que en este caso, por encontrarse muy cerca los picos,
no se puede aproximar al sistema por (2.4.11), valida solo para grandes distancias. De
todas formas, cuando el rango de influencia es muy grande, los picos del patrén son muy
pronunciados, ¥ no se observan més que estructuras elementales o arreglos periddicos de
estas, no habiendo ya, en este régimen, ni frentes bloqueados, ni patrones multi-picos
localizados, ni hoyos.

Esto sugiere que una mejor manera de estudiar analiticamente estas formaciones es
concentrarse en su célula elemental, el pico, y no en la interaccion de defectos (como en
el caso de dominios uniformes). Claro que procesos como la fision o fusién de picos, o
la misma interaccién cercana (no asintética), lucen bastante complejos como para ser
estudiados en un esquema aproximativo tan simple como el desarrollado en este capitulo.
No obstante alguna esperanza se vislumbra en tratar estos procesos como interacciones
més sofisticadas de pico-particulas, de hecho, en un esquema muy simple obtuvimos
cierta informacién importante del estado patrén para un influencia exponencial, i.e.
existe una familia infinita de patrones estable y su longitud de onda es arbitrariamente
grande (existe una cota inferior, por supuesto, que se debe a la interaccién cercana). De
momento algunos esfuerzos se estan invirtiendo en esta direccion.




Capitulo 3

DINAMICA DE DOMINIOS EN PRESENCIA DE RUIDO
INTERNO

3.1. INTRODUCCION

El proceso de “coarse-gramed” que lleva con sigo la descripeién continua de un sis-
tema (por medio de ecuaciones; diferenciales parciales), en principio discreto, requiere
la-eliminacién adiabatica de miichos: grados de libertad internos del sistema. () sea, se
presupone la existencia de distintas escalas de tiempo en la dinémica del sistema, una
rapida, en la cual el sistema va localmente a cierto tipo de equilibrio, y otra lenta, en que
el sistema evoluciona a un equilibrio global. Por ejemplo, en la teoria cinética de gases,
el sisterna primero maximiza la entropfa local (dindmica rapida), para luego obedecer la
ecuaciones de Navier-Stokes (dinamica lenta).

En un sistema biestable, el cual posee dos equilibrios equivalentes, forzados por alguna
simetria (o producto de una transicién de fase originada en un quiebre espontaneo de
simetrfa). Por ejemplo, en sistemas ferromagnéticos, las configuraciones con spin-up o
spin-down. El sistema, primero va localmente a una de estos equilibrios, la dindmica
rapida, por luego entrar en una dindmica de dominios en los que el sistema se encuentra
en uno de estos dos equilibrios. Eventualmente, si el sistema exhibe un comportamiento.
termodinadmicd clasico, el resultado final de esta dihamica de dominios, ¢ coarsening,
serd un estado completamente uniforme, en el que-el sistema se encuentra en uno de
estos equilibrios. ’

Un modelo prototipo de un sistema biestable es la ecuacién de Ginzdurg-Landau
real, la cual en variables adimensionales y en una dimension espacial, tiene la forma

O =u — v’ + 8y, (3.1.1)

donde el campo escalar  es el pardmetro de orden que representa los modos lentos de
la dinamica. Este sistema es, esencialmente, equivalente al modelo de Nagumo local, en
el punto de Maxwell (ver capitulo anterior), de hecho es variacional, i.e. posee la energia

libre
Flu) = f (% (Ba)° + i (- 1)2) dz,

y su dinamica consiste en la minimizacion de este funcional. Luego, este sistema posee
un repelor uniforme % = 0 y dos atractores uniformes u = %1, que son equivalentes
energéticamente (por la simetria u — —u), e.g. este sistema admite como solucién una
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conexi6n espacial estacionaria entre estos dos estados, un kink %4 0 antikink ...,

ug (¢) = = tanh (“’ :/‘;i) . (3.1.2)

Notemos que, cuando hablamos de una separacién de escalas, en la dindmica, no
necesariamente nos referimos a dos. Pueden haber muchas escalas de tiempo vinculadas
a la evolucion de un sistema fisico al equilibrio. Una primera escala seria, en este caso,
la reduccién de toda la dindmica a la evolucién anténoma del parametro de orden u, ie.
todos los otros grados de movimiento se vuelven esclavos de u. Una segunda escala serfa
que el parametro de orden alcanzara el equilibrio localmente, i.e. el establecimiento de
dominios en los cuales el sistema se encuentra en v = x1. La tercera y ultima escala, la
més lenta de todas, serfa una dinimica de dominios tendiente a uniformizar el sistema,
i.e. que el sistema alcance el minimo global de la energia libre, que consiste en un estado
completamente uniforme, con F = 0.

.

i\/‘“\/—ﬂf
RN
Toois 3

XF, X, XFXxX; X, Xo

Fig. 3.1: Dibujo esquematico de un gas de pares kink-antikinks.

Cuando el sistema se encuentra en este ultimo régimen, el régimen ulterior, se puede
ver como un gas constituide por pares de kink-antikink (evidentemente, es topologica-
mente imposible encontrar dos kinks-o dos antikinks consecutivos). Como-ya lo habfamos. .
dlSClltldO en el capitulo II, la interaccion entre estas particulas es atractiva, ocastonando
que colisionen y se amqu:len mutuamente, de esta forma elimina el sistema los gradientes
engendrados por estos defectos, los cuales le son costosos energéticamente. Luego, si el
gas est lo suficientemente diluido, podemos emplear los métodos asintdticos del capitulo
anterior;, de modo que la interaccién kink-antikink es exponencialmente débil, por lo cual
la dinamica del gas esta regida esencialmente por la interaccion de los vecmos cercanos,
i.e. si consideramos un gas de N pares kink-antikink, en posiciones {X;7, X; }1_1,

X;" < Xy < X4 (ver fig. 3.1), la ecuacién de movimiento de este sistema, de pa,rtlculas
€s

K = 0/ (VA0 _ AT
X —6v3 (e—ﬁ(X$1~Xr) e VXX )) . (3.1.3)
Notemos que este sistema es muy similar al gas de picos estudiado en el capitulo

I1, pero con una diferencia esencial, aca la interaccién entre las particulas es atractiva,
de modo que una configuracién en la cual todas las particulas estén equidistantes es
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inestable. La dinémica de este sistema tiende al aglutinamiento de todos los entes que lo
constituyen, por supuesto que, a medida que los kink v antikink se van encontrando, se
aniquilan mutuamente. De modo que (3.1.3) no es un descripcion completa del fendmeno
en estudio, falta incorporar el proceso de aniquilacion, lo que implica que /N es un nimero
variable, que decrece en el tiempo.

Una medida de cuan avanzado est4 el proceso de coarsening es el largo promedioc de
los dominios en que el sistema se encuentra en estados distintos, el cual es funcion del
nfimero de pares kink-antikinks, en efecto, si consideramos un sistema de largo Lg, con
condiciones de borde periddicas, tenemos que

n - + + -
e (X7 — X))+ (X3 - X1)] Lo

i=

(= T — T

El sistema (3.1.3) es invariante ante la transformacion

(X7 = XF) — (Xi —X7) +o,
(X - X)) — (X - X)) ta

T

t — B2,

que corresponde a una dilatacién uniforme del tamaifio de todos los dominios, acompana-
da de una dilatacién del tiempo. Mientras mas grandes sean los dominios, mas lenta es
la dinamica, pues la interaccién kink-antikinks decrece exponencialmente con la distan-
cia. Luego, si suponemos autosimilitud (de un modo anélogo al teorema de virial, en
mecénica clasica, ver ref. [28]), el largo promedio debe cumplir

(L) +a=(L (Mﬂt)) — (L) = log(t)/ V2,

de modo que }
N(%) ~ 1/log(t), (3.1.4)

Notemos que el crecimiento del largo promedio, o decrecimiento del nlimero de pares,
es -bastante lento (logaritmico),-esto se debe a que la interaccién kink-antikink -es muy
débil (exponencial).

No obstante, todos los grados de libertad despreciados en el proceso de coarse-grained,
estan, de algin modo, presentes en un sistema real. Estos son grados desordenados de
movimiento, que pueden ser incorporados 2 la descripcién continua como fluctuaciones
estocasticas al parametro de orden. Por ejemplo, en la teoria cinética clasica, el caos
molecular induce las fluctuaciones térmicas al equilibrio termodinamico, i.e. la hipétesis
de caos molecular de Boltzman permite suponer que las variaciones al equilibrio son
aleatorias y descorreladas (siguiendo la distribucién de Maxwell), atin cuando provengan
de un sistema microscopicamente determinista. Claro que esto no es privativo de un
sistema macroscopico que, microscopicamente sea hamiltoniano, en las ejemplos que
hemos estudiado en esta tesis, i.e. un medio granular, donde la dindmica microscopica
es disipativa, y la dinamica poblacional, donde su modelacin microscopica es todavia
un tema abierto (es probablemente estocéstica), también existen fluctuaciones a las
variables de coarse-grained, producto de procesos microscdpicos ignorados.
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Entonces, una manera simple de incorporar estos procesos microscopicos al modelo
(3.1.1), es incorporar un ruido aditivo

A = u — u® + Ot + VEC(, 1), (3.1.5)
con ¢ un proceso gausiano de valor medio nulo, {¢{z,t)) = 0, y correlacién
¢z, t)¢( 1)) = 6 (£ — 1) 6 (' — ),

mientras que € es la intensidad del ruido (proporcional a la temperatura en un sistema
termodinamico). Aparentemente, la incorporacién de este termino no debiese modificar -
mayormente la dinamica, i.e. a priori, un podria decir que solo introduce fluctuaciones
a la. dinamica determinista que, en promedio, tienen un efecto nulo. No obstante, vamos
a ver que esta conjetura es falsa.

En efecto, en el caso de la forma normal de van-der Waals, ya habfamos observado
que el coarsening, en el régimen de viscosidad alta, es acelerado por la presencia de ruido.
Si bien, este fenémeno no <corresponde al que estudiaremos en este capitulo, puesto que
allf el sistema posee dos cantidades conservadas, la masa y el momentum, que cambian
cualitativamente el proceso, en el modelo (3.1.5) también se observa. que la presencia
de ruido altera considerablemente las propiedades de el coarsening (i.e. la ley (3.1.4));
haciendolo més eficiente.

Cave sefialar que la también puede existir un relacion con el coarsening en- el casor
conservativo o cuasi-conservativo, en la forma.normal de van der Waals, aunque s
lejana. Aca, el mar de ondas en que se encuentran sumergidos los dominios, corresponde
a grados desordenados de movimiento, que pueden desempefiar un rol similar al del ruido.
Tistos corresponden a grados de libertad internos del modelo determinista y-no.a grados
de libertad microscépicos despreciados del sistema fisico que se esta. modelando. Aunque;
desde un punto de vista puramente tedrico, ambos casos lucen similares, es importante
remarcar que, en el modelamiento continuo de un sistema fisico real, siempre existe una
fuente de ruido externa a la ecuacién en derivadas parciales. Sin embargo, a esta fuente
de ruido se la conoce como ruido interno (que es-generalmente aditivo), en el sentido que
proviene de grados de libertad internos del sistema en estudio y no de las condiciones
de laboratofio al la’que estd sometido este. - >

3.9. INTERACCION KINK-ANTIKINK EN PRESENCIA
DE RUIDO DEBIL

Un modo de entender como la presencia de ruido modifica el proceso de coarsening
en la ecuacién (3.1.5) es estudiar como se afecta el comportamiento del gas de pares
kink-antikink.

En el Apéndice C se encuentra un estudio detallado de como, la presencia un ruido
débil, € < 1, afecta a la solucion estacionaria (4.3.7). Como en los casos deterministas
(puesto que existe un modo de goldstone) la posicion del defecto-adquiere dindmica,
ur = u (x — XF), y se comporta como una particula browniana

X* = g(t), (3.2.1)
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con 1 = 3e/VB, (£(t)) = 0, ¥ (E(H)&()) = & ( — t) un ruido blanco.

Luego, como la interaccion kink-antikink es exponencialmente débil, si el gas estd lo
suficientemente diluido, la podemos despreciar frente a los procesos de transporte induci-
dos por el ruido. O sea, estamos diciendo que, dado que la velocidad del defecto decrece
exponencialmente con la distancia a la que se encuentran sus vecinos, su movimiento
estara dominado por las fluctuaciones a su posicion original, que son de orden VT, Le.
dominan sobre las variaciones logaritmicas que induce la interaccién determinista no
importando cuan pequefia sea la intensidad del ruido 7. De manera que podemos mod-
elar el gas de pares kink-antikink como un gas de particulas brownianas que, cuando
colisionan, se aniquilan mutuamente, de aqui podemos conjeturar que N ~ t='/2 lo
cual es mucho mas eficiente que el caso determinista. En la figura 3.2 se muestra dos
simulaciones numéricas del modelo (3.1.5), con y sin ruido, un mera inspeccién visual
nos dice que la taza de aniquilaciones es superior en el caso ruidoso. Claro que, grandes
fluctuaciones, pueden engendrar la creacion de un par kink-antikink, aunque el problema
de los tiempos de Kramer, para un sistema extendido como (3.1.5), atin no est4 resulto,
es bastante intuitivo que, si el ruido es pequefio, la creacién de un par kink-antikink es
un evento muy improbable. Luego, en el régimen de ruido débil, los procesos de creacion
son despreciables frente a los procesos de aniquilacion.

ty a) o ‘tb)

I T

Fig. 3.2: Diagrama espacio-temporal de (3.1.5) con a) n = 0 y b) n = 0,55. Las zonas m4s rojos
indican que el parametro de orden esta més cerca de 0, mientras que en las zonas més
amarillas estd mas lejos de este valor.

En efecto, para analizar como el ruido modifica la interaccién kink-antikink, llamem-
os S al conjunto que posee todos los estados posibles de un sistema integrado por un
par de estas particulas. Luego, puesto que este sistema constituye un proceso marko-
viano, su dinamica estd completamente caracterizada por la probabilidad condicional
P (i, t| 9, ) = P(¥,t), de que el sistema este en el estado 1 € S en un tiempo ¢ si
estaba en el estado ¥/ € S en t, la cual satisface la ecuacién maestra

AP (1) = Z [w (] ¥) P (¢,t) —w (¥] ¢) P (¥,1)],
$eS
donde w (¢| 1) es la probabilidad de transicion del estado ¢ al estado .

Podemos dividir el conjunto de estados & = S, U Sy: donde S, contiene todos los
estados donde el par aiin no se a auto-aniquilado, y las particulas se encuentra en las
posiciones { X, X}, i.e. es isomorfo a (2, el dominio donde se encuentran las particulas;
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mientras que Sy contiene el estado donde el par ya se a auto-aniquilado, i.e. contiene
s6lo un elemento. Entonces, podemos escribir la probabilidad condicional

[(R(XH,X0) s bES,
Pt = {Po @) s e S,

donde se tiene que
ng (X+,X_,t) dXTdX~ + P () =1.
Q

Luego, podemos definir el nimero de pares como la probabilidad de que las particulas
no se hallan aniquilado

N(t) = f P (XY, X 1) dXtdX =1- PR (1), (3.2:2)
A :

con lo cual 0:< N < 1, como era de esperar para un sistema integrado sélo- por un par.

Para escribir la probabilidad de transicién, notemos que, no existen transiciones de Sp
a Sy, 0 sea, una vez aniquilado el par no puede reaparecer, e.g. P satisface un eéhacién
auténoma, mientras que la dindmica de P, es completamente esclava de Pp. Mientras que,
el transporte en'S, es puramente difusivo, puesto que estamos desprecidndo la.interaccién
determinista, no consideraremos el termino de deriva en la ecuacién de Fokker-Planck
para P,. Luego, podemos escribir la ecuacion maestra

0P = {g (Ox+x+ +Ox-x-) — W (X* ~ X_)} Py, (3.2.3)

O,Py = f W (Xt - X7) P (X, X, t)dXFdX", (3.2.4)
Q

donde W'(X*'— X ) representa la probabilidad de transicién de S; a Sy, i.e. piodela
el proceso de aniquilacién. De-modo que W débe ser una funcién positiva -y par,-la’
¢ual sélo depende de la distancia entre las particulas, por la invariazs traslacional del
sisttma. Luego, podemos separar la dindmica del centro de masa Y ="(X* +X7) /2§
la coordenada relativa X = (X* — X7), i.e. si tomanos P, = U (X,t) V (¥, 1) podemos
separar la ecuacion (3.2.3)

&V = gany,
BtU = (’r]axx - W (X)) U,

De modo que €l centro de masa se comporta como una particula browniana ordinaria.
Mientras que la coordenada relativa satisface un ecuacién de difusién, con un sum-
idero de probabilidad, que representa el proceso de aniquilacion. Luego, para tener una
expresion precisa del nimero de pares (3.2.2), debemos modelar W, dado que esta-
mos considerando un sistema altamente diluido, podemos tomar la interaccion entre las
particulas puramente puntuzl, i.e. W (X) = 6 (X). Luego, tomando X =nZ y t = nT
tenemos
U = (D22 —6(2) U,
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Para resolver esta ecuacién podemos calcular el propagador
v = [a 0(2,2 MU #,0),

para lo cual necesitamos diagonalizar el operador £ = —0zz +6 (Z). Luego, claramente
Jas auto-funciones de £ son pares o impares, y tienen la forma

(2ik—1)ethZ +(2ik41)e— k2 £ Z>0

E _ Vdn(dk2+1)
ui (2) = (@ik+1)ehZ +2ik—1)e=*Z Lo &
Aw@k 1) ’
o ihZ _ o—ikZ
ug (2) = Vin

donde el indice continuo & € (0, 00). El auto-valor-asociado a estas auto-funciones sélo,
depende del indice k, y no de la paridad, tomando, el valor A; = %2. De modo que el
propagador toma la forma -

p(Z,Z|T)= /dk ul (Z'Y'uf (Z) e_sz-:+*fiik u@ (2l (Z) e FT
0 0
0, después de un poco de Algebra,
p (27 |T) =0(-2)8(=2) [pc (2’ — 2 |T)— ¢ (&' + Z |T)]
+10(=2Y0(2)+6(2)0(-2)ir(Z' - Z|T)
+0(2)0(2) [pe (2’ — Z|T) — ¢ (Z'+ Z|T)],

donde @ es la funcion de Heaviside, y

—Z244T

zZ ;

o ‘ ) PG( I ) /——4 T
@) —sz ik
¢(ZT)= fdk 1% 2ik

) — k —k2THikZ
r(Z|T)—7T/dhl+22ke .

—o0
De modo que, si tomamos la condicién inicial determinista U (X,0) = § (X — Xo),

i.e: las particulas se encuentran a un distancia Xo con probabilidad 1, y calculando el
nfimero de pares segiin la prescripcién (3.2.2), obtenemos

N () = orf (%) . (3.2.5)

Notemos que, asintéticamente ¢ >> 1, el nimero de particulas tiene la forma

N(t~oo):§—nit+o(t—3/2),
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O sea, tal cual se habia conjeturado, para tiempos grandes IV ~ t~1/2, al menos para un
sistema integrado por un sélo par kink-antikink. En la figura 3.3 se muestran los resulta-
dos de una simulacién numérica de un sistema integrado por dos particulas brownianas,
las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a un rango d < 1, se aniquilan con
probabilidad 1. Los puntos representan el nimero promedio de particulas, para 2000 re-
alizaciones, la linea continua, en rojo, es la ley (3.2.5) que acabamos de obtener, mientras
que la Jinea continua, en azul, es la ley asintotica N ~ t7%/2_ De modo que el compor-
tamiento N ~ £~1/2 anda bastante bien, salvo en el origen (¢ ~ 0} donde las correcciones
© (t~%/2) son importantes.

Na —_ erl’(;\;jﬁ)

144/t

10 24 30 40 54 6Q t Ja

Fig. 3.3: Nimero promedio de pares N, sobre 2000 realizaciones, para un sistema integrado
por dos particulas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior
a un rango 6 = 0,1, se aniquilan con probabilidad 1. Inicialmente, las particulas se
encuentran a una distancia Xp = 1.

El par kink-antikink es la unidad basica del gas que estamos estudiando, y, por lo
tanto, las propiedades de su interaccién determinaran las propiedades dindmicas del
sistema. Si bien, se podria alegar que, al considerar un conglomerado mayor de estos
pares, es posible que el sistema exhiba un comportamiento emergente, que modificara
esta situacién, podemos razonar de la siguiente forma: si tenemos dos gases de pares
kink-antikink, que decaen con un ley determinada (digamos N ~ £7Y/%), si juntamos
ambos sistemas, el nuevo gas (conformado por ambos), debe decaer con la misma ley.
Claro que si juntamos dos sistemas pequefios {como el conformado por un solo par), las
nuevas interacciones que aparecen, al ser juntados, son relevantes en el comportamiento
de la dindmica global del sistema, por lo cual haremos un bosquejo de lo que ocurre
cuando consideramos un gas con N > 1 de estos pares (el cual es un problema de N
cuerpos mucho mas complicado)-

3.3. GAS DE PARES KINK-ANTIKINK EN PRESENCIA
DE RUIDO DEBIL

El comportamiento es cualitativamente similar cuando se considera un sistema inte-
grado por mis de estas particulas. Puesto que naturalmente los kink y antikink estin
intercalados, no tiene sentido diferenciarlos, luego consideraremos un gas de 2Ny particu-
las brownianas unidimensionales, en posiciones { X7, X; }:\l’l = {X:}?%, que, cuando
colisionan con su vecino, se aniquilan mutuamente. Claro que, a medida que se van
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aniquilando, dejan de tener una posicién definida, de todas formas podemos identificar
a cada particula por el nimero i € {1,.., 2N}, independientemente de si estd o no
aniquilada.

Luego, si llamanos S al conjunto de todos los posibles estados de este sistema, ten-
emos que este proceso markoviano queda déterminado por la probabilidad condicional
P (¢, ¥, ) = P(¢,t), de que el sistema este en el estado ¥ € & en un tiempo ¢ si
estaba en el estado ¥' €S en ¢, la cual satisface la ecuacién maestra

0P (,t) = > fw (81 9) P (6 t) —w (W] ) P (,2)]
GES
con w (¢] ¥) la probabilidad de transicion del estado ¢ al estado 1.

Basta aca es identico al caso de solo un par, pero, en este caso el conjunto de estados
posibles S admite una gama mucho més amplia de posibilidades, dependiendo de cuantas
particulas se han aniguilado. De hecho, si introducimos el conjunto

.A.n = {an = {il, -..,2‘2(1\"0—11)} /Vj E {1, 100y 2 (NO —_ n)}
(i; € {1, 2Na}) A (1 < 45 < 2N0) .
A (-1 < 5) A (ij-1 + 15 es impar)}

podemos separar el conjunto de estados

) No—-1
§= (U U ng(,:’\’o—n)) U So

n=0 op€An
aca 82"(“%_”) contiene los estados donde las particulas en el conjunto o, ain no se han

aniquilado, encontrandose en las posiciones {X;},,. , mientras las particulas en og — o,
ya est4n aniquilados. Sy contiene el estado donde todas las particulas-se han aniquilado.

Si introducimos
o, o . .
Iy = {ons1 € Anya/0nis = on — {ij-1, 4} con {ij, ij} C on}
dado que &l ‘evento de que dos ¢ més pares kink-antikink s¢ aniguilen simultanediernte
es muy improbable, sélo consideraremos transiciones de Sg("No_n) a.'Sg(’}f;;_ﬂ_l) Con Opy1 €
o L% ’ & a - - ¥ -
Fnz‘!ﬂl'
De modo que, tomando el tercer conjunto
T, —
‘:nil = {Jn—l €A i On € an 1} *

. o . .
podemos reconocer en la ecuacién maestra, para ¥ € ,5'2( ‘No—n)» tYES términos

aP ()= >, [w(dl¥)P(6t)—wl )P (¥t

¢€SZEFN0—n)

Y w9y P4

BES(Ng--n11)

— T
On—1 E-'—'-n':]_

- > w@ePw.Y.

o 1
€S, (Np-n-1)

on1€l7T
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El primero de estos términos representa el transporte al interior de S5y . el cual es
puramente difusivo. El segundo término representa el incremento de la probabilidad de
egtar en S‘z’("Nﬂ_n) producto de los procesos de aniquilacién en los estados que poseen mas
particulas. Mientras que el tercer término representa el decrecimiento de la probabilidad
de estar en Syfy,_,) producto de los procesos de aniquilacién en Sty -
Luego, si escribimos
P(1,t) = {P wivo—n) ({Kikiean»?) I ¥ € Siimy
' PE] (t) if ?10 € 801

debemos dar un expresion para la probabilidad de transicion en funcién de la posicién

de las particulas. En efecto, si consideramos el estado ¢ € ;(No_n), donde las particulas

se encuentran en {Xi},, , y el estado ¢ € Sg('}f;;_n_l) con Gpi1 = On — 41,4} (¥

{i;_1,1;} C 0), donde las particulas se encuentran en {X;}, Conyy? ETEONCES
w(| ¢) =W (X;,_, - Xy;) [] 6(%:i—X%s),
1€0n41

donde W es la misma funrién que en la interaccién de un solo par. El segundo factor de
cuenta de que, cuando dos’particulas se aniquilan mutuamente, el sisiema va a un estado
donde el resto de las particulas se encuentran en las mismas posiciones que ocupaban
antes de que ocurriera la aniquilacion. Luego, la ecuacién maestra se descompone en la
jerarquia

B 2No 2Ng
PR, = (Zax‘-x,- =) WX - Xz'—1)) 2N
i=1 =2

-

O ;(’;\’6—") - ZBX‘X"P;(’}V&—H)

- - ’A':Edn

— Z W (Xij - ij—l) ';(’;Vo—ﬂ)
iann—{ fin (i)}

+ f AYZ W (Y = 2) Bty (b, = (Xikico, U LY, Z158)

On—1 EE:’l]_ 9]

BPo= Y, dYdZ W (Y — Z) P! ({Xi}ee@o;l ={Y, 7} ;t) ;

oNg—1EANG -1

donde, para efectuar la sumatorias {en los términos que representan sumideros de prob-
abilidad) se tomaron condiciones de borde de flujo nulo, o un sistema infinito (Q =
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(—00,00)). Se puede escribir esta jerarquia para un sistema con condiciones de periodi-
cas definiendo, por ejemplo, iy = ia(ny—n) € O, 1O Obstante estos detalles no alteran de
manera significativa el analisis grueso del sistema.

Luego, la probabilidad de que en el sistema hayan m pares de particulas, los cuales
ain no se han auto-aniquilado, es

o= Y [ I ax
ONp-m "y i€oNg—m

EANQ—m

de modo que, el nimero promedio de pares kink-antikinks es

No
N =3 mQn®).

m=1

Un calculo exacto del ndmero de pares N, para un modelo dado de la probabili-
dad de transicion W, es bastante dificil de hacer, no obstante, podemos hacer ciertas
observacién sobre si comportamiento asintético. Claramente, para ¢t > 1, N no puede
depender del niimero inicial de pares Np, si en un instante, ¢ = 24, el sistema tiene
Np, esto bien puede corresponder al instante inicial, como a un ‘punto intermedio de su
evolucion. Esto pude sonar contradictorio con pretender establecer'un comportamiento
asintotico para N, puesto que t ~ 0o es un instante tan arbitrario como el inicial. Lo
que ocurre es que, dado que la incognita de la ecuacién maestra es una probabilidad
condicional, ésta debe ser resuelta suponiendo uno condicién inicial determinista (como
en el caso de un par). Luego, trascurrido un tiempo largo, un realizacion dada del proce-
so, puede tener un nimero cualquiera de pares (con cierta probabilidad, por supuesto),
en cualquier posicion. Lo que nos da, el nimero N, es el promedio para, en principio,
infinitas realizaciones (en Ja practica sélo uri niimero grande). Cuando hablamos del com-
portamiento asintético, nos referimos a un momento en que las posibles realizaciones del
proceso estén tan desordenados entre si, que se haya perdido la memoria de la condicion
inicial que las engendro (que ocurra esta perdida de memoria es baste plausible en un
proceso markoviano como este).

Entonces, los @5, ¢on m grande, no débiesen jugar el comportamiento asintético del
ntimero de pares, de manera que si el sistema parte con un niimero Ny + 1 de pares,
N debiese tener el mismo comportamiento que él que tendria si hubiésemos partido
con Ny. Por ejemplo, en la figura 3.4 se muestran los resultados para una simulacion
numérica 4 particulas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a
un rango & < 1, se aniquilan con probabilidad 1, los gréficos son promedios para 2000
realizacion. En el grafico 3.4.b se muestra @4, el cual decae rdpidamente, en un tiempo
breve, en el grafico 3.4.c se muestra @y, el cual, mientras @4 decae, crece, para luego
exhibir el mismo comportamiento que en el caso de un solo par, en el grafico 3.4.a se
muestra N. O sea, dado el violento decaimiento de la probabilidad de tener dos pares,
el comportamiento asintético de N corresponde al de un solo par (Q2), ¢l cual, como
ya lo habfamos_discutido en el paragrafo, es N ~ t~12, Luego, razonando de manera
inductiva, podemos inferir que, independientemente de cuantos pares tenga el sistema,
el nfimero de ellos decae con la ley

N~ 72, (3.3.1)
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Qa’
b)

1/
Q2 )
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1 ¥ c) K s

20 40 &0 &80 100 120 f t

Fig. 3.4: Promedio sobre 2000 realizaciones, para un sistema de 4 particulas (6 = 0,1), donde
se midi6 a) N, b) Q4 v ¢) Q.

Esta induccion podria llevar al error de pensar que el comportamiento asintotico de
N corresponde tinica y exclusivamente al de (2, el cual, por el resultado del paragrafo
anterior, es trivialmente N ~ t~1/2. Si bien esto es correcto para tiempos muy grandes, el
régimen N ~ t~'/2 se alcanza mucho antes que Q; domine la dindmica. En efecto, en la
figura 3.5 se muestran los resultados de una simulacién numérica de un sistema formado
por 100 particulas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a un
rango & < 1, se aniquilan con probabilidad 1, los gréficos corresponden a un promedio de
400 realizaciones. Del grafico 3.4.a se ve que, claramente, el niimero de pares decae con la
ley (3.3.1), no obstante, en los graficos 3.4.b, 3.4.c, 3.4.d y 3.4.e, donde se muestran Q1o,
Qu, Qs v Q, respectivamente, se ve que el sistema estd lejos de entrar en el régimen
en que la dindmica este regida por Q2. En efecto, esta cantidad recién empieza a crecer,
en el ultimo tramo de la medicién. Esta induccién debiese entenderse, més bien, en el
sentido que comentabamos en el parigrafo anterior, de que si juntamos dos sistemas,
que decaen con la misma ley, el sistema resultante debe decaer con esta ley.

Qoo Qs
o

a) b .. 9
Nlﬂuw

B8O} | 0.2 0.3

. i e
‘ B VAL Qus. Qs
401 ¢ a o
20 .‘., ) ) €)

'I..“.'.

o 0.4
w3 i L2 L
10 20 30 40
t
T

] ) 0 [ 10 38 7]

Fig. 3.5: Promedio sobre 400 realizaciones, para un sistema de 100 particulas (6 = 0,1), donde
se midi6 a) N, b) Qioo, ¢) Qua, d) Qs vy e) Qo.

Resultado numérico en la ecuacién (3.1.5): Hasta el momento nos hemos concentrado en
el modelo del gas de particulas brownianas con un proceso de aniquilaciéon. No obstante,
este gas pretende modelar el proceso de coarsening en (3.1.5), donde hemos hecho muchas
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aproximaciones como despreciar tanto la interacciéon determinista entre un kink y un
antikink, como los procesos de creacion de pares. En el figura 3.6 se muestra los resultados
de un simulacién numérica de (3.1.5), concretamente el niimero promedio de defectos (se
midié el niimero de ceros de u), para 100 realizaciones. Se ve que la ley (3.3.1) describe
bastante bien el comportamiento de esta variable (linea azul), también se probo un ajuste
con la ley (3.2.5), el cual funciona mejor cerca del origen (¢ chico), lo cual evidencia
correcciones de orden O (t7%/2).

80
60

40

20+
t

200000

50000 100000 ~ 150000

Fig. 3.6: Numero de defectos, en funcién del tiempo, para la ecuacion (3.1.5), con = 0,3 (linea
negra), en un promedio de 100 realizaciones. En azul un ajuste con la ley (3.3.1),yen
rojo un ajuste con la ley (3.2.5).

De modo que, los procesos de transporte de los defectos son esencialmente difusivos
(como la habiamos supuesto) y los procesos de creacion despreciables. Lo ultimo, claro
esté, solo en el régimen de ruido débil, cuando empezamos a incrementar la intensidad
del ruido, esta situacién cambia, como veremos a continuacion.

3.4. CREACION VERSUS ANIQUILACION:
RESONANCIA ESTOCASTICA

A medida que incrementamos la intensidad del ruido, los procesos de transporte
de defectos se hacen méas agiles, causando que el proceso de coarsening se vuelva mas
eficiente (N ~ (nt)“” 2). No obstante, también incrementamos la probabilidad de que
las fluctuaciones creen, espontineamente, un nuevo par kink-antikink, lo cual conspira
contra la eficiencia del proceso de coarsening. Luego, a medida que el ruido se hace mas
intenso, estos dos efectos empiezan a competir.

Numéricamente se observa que, cuando la intensidad del ruido es pequefia 0 moder-
ada, el coarsening se hace més eficiente, a medida que la vamos incrementamos. Pero,
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al pasar un intensidad umbral, el coarsening se empieza a tornar mas lento, hasta ser
totalmente destruido por el ruido. En efecto, en el grifico 3.7, se muestra la cantidad
1/N, en un tiempo dado, en funcion de la intensidad del ruido, lo cual constituye un
medida de que tan eficiente es el coaresening. Para cada intensidad 7, que se midi6, el
sistema parti6 de la misma condicién inicial.

UN

4 8 12 16 20 1

Fig. 3.7: PResonancia estocéstica.

L3
*

De modo que, existe un valor optimo dé la intensidad del ruido, para el cual el coars-
ening es més eficiente, en este sentido podriamos hablar de un resonancia estocéstica.




Capitulo 4

FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO
UNIFORME

4.1, INTRODUCCION

Con ya lo habfamos comentado en el capitulo II, cuando consideramos un frente, en
un sistéma unidimensional, que conecta un estado uniforme con un patrén, este. sufre
un bloqueo, i.e. no se propaga en toda una region de parametros, la region: de bloqueo.
Esto se debe a que, en el sistema estacionario, asociado a un sistera aunidimensional,
una orbita heteroclina que conecte un punto hiperbélico con una érbita periddica es
estructuralmente estable si dicho sistema es reversible (i,e. el espacio es'isétropo)..Cuando
consideramos dos dimensiones espaciales extendidas estos argumentos geoméiricos no
son directamente exportables, aca el sistema estacionario es una ecuacioén en derivadas
parciales, por lo cual no podemos aplicar la teoria de sistemas dindmicos ordinarios para
estudiar sus propiedades.

En ciertos modelos unidimensionales simples, también es posible realizar una teoria
din&mica para estudiar el fenémeno de bloqueo, basada en el hecho de que un frente es -
una solucién tipo particula. En efecto, consideraremos el modelo de Swift-Hohemberg
suberitico -

Bu = eu 4+ vud —u’ — (Bm + q2)2 u, (4.1.1)

donde u(z,t) es el parametro de orden. Este modelo, propuesto en el estudio de la
inestabilidad convectiva en fluidos (ver ref. [4]), es de codimension -3, i.e. necesitamos
que los tres pardmetros v ~ ¢ ~ /% sean pequefios, con % ~ et 8 ey Oy ~ 4,
para que tenga valides cuantitativa. No obstante, en orden de realizar una separacién
de escala, entre el patrén exhibido por este modelo, y el defecto que nos proponemos
estudiar, supondremos, de aqui en adelante ¢ ~ O (1) (manteniendo » ~ g/?), este es
un modelo matemético prototipe que exhibe el fenémeno que estamos interesados en
estudiar.

Luego, la solucion uniforme u = 0 safre una inestabilidad espacial, de hecho, si
tomamos la perturbacion u = de**+* en el espacio de Fourier (con § < 1), obtenemos
que el espectro de esta solucion tiene la forma

AE)=¢€— (kzﬂqz)Z,

de modo que, para € = 0 el modo con mimero de onda g es linealmente marginal,
mientras que el resto es estable, si € > 0 existe un infinidad de modos, con un ndmero
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de onda en torno a ¢, que son linealmente inestables. Numéricamente se observa que,
tras esta inestabilidad, el sistema exhibe la formacién de un patrén (ver fig. 4.1.a), esta
estructura periodica muestra histéresis, i.e. persiste en £ <0, por lo cual la bifurcacién
es subcritica. De modo que existe un region de parametros en la cual coexisten el pation
con el estado uniforme u = 0, por lo que esperariamos observar frentes que conecten
estas dos soluciones estables. De hecho, dentro de la region de coexistencia existe un
subregién en la cual se observan frentes estacionarios (ver fig. 4.1.b), la cual corresponde
a la region de bloqueo.

a

LUARAAAAAAL kA,
T fvvms

Fig. 4.1: Simulacién numérica del modelo (4.1.1), aqui se muestra a} el patrén exhibido por
esta ecuacion, para € = 0,1, » = 1 y ¢ = 0,7, donde se tomaron condiciones de
borde periddicas, y b) un frente Lloquesdo, entre el patron y el estado uniforme, para
£ = —0,16875, v = 1 y ¢= 0,7, donde se tomaron condiciones de flujo nulo.

1
3

U

Cerca de la inestabilidad, |e| < 1, la amplitud del patrén es pequefia O (v2). Puesto
que aca, los modos inestable tienen un longitud de onda muy cercana a g, A > 0 implica
que [k — g| < £'/%/2g,'mientras que la dinamica del modo mas inestable (g'= k) tiene
un tiempo caracteristico A1 = 71, i.e. muy lento, podemos introducir el ansatz

3v 9t . vz ,
=+ —{A{T= X= i o |+ 0% 9/2
u 10( ( 0 zqm)e cc)—i—r/ wy + v w4

donde w, (z,T) son pequefias correcciones que dan cuenta de los efectos anarmonicos
(la solucién patrén exacta no es una funcién trigonométrica). Entonces, introduciendo
este ansatz.en el modelo (4.1.1), obtenemos, al orden O (v*/%),

Lw; = (—0rA+ pA -+ |A A — |A]' A + 0xx A) €

A3 3 2 3igx A5 Siqz
+ ? (1 — §]A| ) e — iae +c.c (4.1.2)

con £ = (9v3/10v10) (0 -1+ @) y p = 10g/92 ~ O (1). Claramente ker [£ = L] =
{e£i®=}, luego, la condicién de solubilidad més simple de esta ecuacion, se obtiene de la
asuncion clasica de la teorfa de multi-escalas (ver ref. [29]), que consiste en tomar las
escalas ¢ y X como variables independientes, -i.e.

OrA = pA+ AP A— A" A+ OxxA. (4.1.3)

Esta ecuacion de amplitud tiene las soluciones uniformes: 4 = 0, que representa a u = 0,
y es estable solo para < 0; y

|AL] :\/é (u 1+4,u),
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las cuales aparecen por saddle-node en pr = —1/4, representando un patrén estable de
amplitud A, y nimero de onda g, y un patrén inestable de amplitud A. y nimero de
onda g, el cual colisiona con A = O en g =0, desestabilizandola, En la figura 4.2 se
ilustra el diagrama de bifurcaciones descrito.

S —

%
hY
~. 0.6
.“‘\

Tl 0.4
oLz
\\

Al H

-0.2 -0.1 0.1 0.2

Fig. 4.2: Diagrama de bifurcaciones de la ecuacion de amplitud (4.1.3).Las lineas continuas
representan soluciones uniformes estables, mientras que las quebradas, soluciones in-
estables. :

Il

e

Este sistema es variacional, i.e. minimiza la energia libre

Ar AL
FlA, A -—~f{|aXAl?—mA|2—%+%}dx,

y tiene, como solucion, un frente estacionario, inicamente es el punto de Maxwell pps =
—3/16. En efecto, en coordenadas polares A = pe“’, este frente tiene la expresion analitica

V3/2
V1 4+ etvVBX-P)/2

donde P y ¢ son constantes arbitrarias. Fuera del punto de Maxwell esta estructura
comienza a moverse de acuerdo al proceso de minimizacion de la energfa libre.

P =

v Op=¢, (41.9)

De modo que, con una aproximacién tan rudimentaria como ésta, no somos capases
de explicar el fenémeno de bloqueo. Aca, reducimos el problema de un frente que conecta-
una estructura periédica con un estado uniforme, a un frente que conecta dos estados
uniformes, el cual no exhibe blogqueo. Puesto que, el origen del bloqueo radica en el hecho
de que, cuando el sistemna estacionario asociado a (4.1.1), presenta Orbitas periodicas,
estas aparecen en familia, por lo cual la conexién heteroclina puede ir seleccionando
distintos miembros de esta familia a medida que movemos los parametros, la ecuacidon
de amplitud debe dar cuenta de este hecho. En (4.1.3) el patron es aproximado por el
modo de Fourier dominante, Re [A¢'%], no obstante las correcciones anarmonicas a esta
solucién pueden dar cuenta de miembros, de lo familia de 6rbitas periodicas, ignorados
en esta aproximacién, por encontrarse muy cerca del modo dominante, sobre los cuales,
no obstate, se sustente la robustez de la 6rbita heteroclina. :

De hecho, resulta sospechoso que la solucién frente (4.1.4) posea dos simetrias con-
tinuas: la invariaza traslacional (P arbitrario) y la invariaza de fase (¢ arbitrario}, siendo
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que el problema de partida, el modelo (4.1.1), sélo posee una, la invariaza traslacional,
mas la simetria discreta © — —u. La aparicién del patrén es en quiebre esponta-
neo de invariaza traslacional, por lo cual puede aparecer en cualquier posicién (o con
cualquier fase), mas atin, esta estructura peri6dica, es invariante a traslaciones discretas,
z — « + 2n%/q, con n entero. De modo que si desfasamos el patrén ¢ — ¢ + 4o,
debemos realizar P — P+ 3v6¢/2q2xf16, para que esta transformacion sea un trans-
formacion de simetria, e.g., tanto cambios en ¢ como en F estan asociados a traslaciones
en el sistema de partida, las cuales no son independientes entre si. No obstante, dada
la simetria discreta que preserva el patrén, sumada a la invarianza u — —, podemos
hacer cambios discretos P — P + 3nav/2¢*+/10, sin la necesidad de variar ¢. Luego,
(4.1.3) infroduce una simetria parasita, la cual no esté contenida en el sistema de par-
tida, esta falsa simetria juega un rol preponderante en la propagacién del frente, pues
es el modo de goldstone, asociado una. traslacion infinitesimal, &l que adquiere dinamica
fuera del punto de Maxwell. De alguna forma la solucién tipo partfcula (4.1.4) siente
una reminiscencia del patrén, que le recuerda que no cualquier traslacién es una trans-
formacién de simetrfa, sino, sélo aquellas gue son miltiplos semienteros de la longitud
de onda del patrén, ie. una fuerza extra que da éyenta del esfuerzo que le significa al
sistera nuclear un pico, la cual es responsable del bloqueo en el movimiento del frente
en torno al punto de Maxwell. :

Una manera muy simple de incorporar directamente las correcciones anarmoénicas en
la ecuacién de amplitud (los armonicos superiores que posee el patrén real), y, a la vez
remover la simetria parasita, es imponer que todo el lado derecho de (4.1.2) sea nulo
(ver ref. [25] o [30]), i.e.

OrA=pA+ |APA— A" A+ OxxA

A_S 3 a2 inx _ A aiex
donde x = 44/10¢%/3v > 1 (pues supusimos g ~. O (1)), de modo que estos nuevos
términos oscilan rapidamente en el espacio, por ello son usualmente despreciados. Dado
que, segtin la teorfa de multi-escalas standard, son ortogonales a ker [Lf] , los llamaremos
términos no-resonantes. No obstante esta asuncion es falsa, puesto que z y X no son
variables independientes, sino dos escalas de un mismo y dnico espacio {es absurdo
pretender que de la nada aparezcan dos espacios independientes), e.g, las variaciones
espaciales de la amplitud, A, inducen que es estos términos no sean ortogonales a ker [D‘] ,
aunque su proyeccion en este subespacio sea pequena. Una manera de incorporar estas
correcciones es mediente (4.1.5).

Luego, dado que los términos no-resonantes son pequenos, su efecto puede ser estudi-
ado como una perturbacién a la ecuacién de amplitud (4.1.3). En efecto, si introducimos

el ansatz |
A= (ph (X — P(D)) + 0p (X, P)) 2200P),

en (4.1.5), cerca del punto de Maxwell g = par - &, con oyt ~ P « 1. Haciendo uso del
modo de goldstone asociado a (4.1.4), obtenemos la condici6n de solubilidad, para dp,

al orden dominante O (3‘2"”‘/ ‘/5)

P =~ —Tcos(kP), (4.1.6)
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Esta ecuacion, para v < T, posee infinitos puntos de equilibrio cos (kPeg) = 7/T, que se
van alternando entre atractores y repelores. Luego, en esta regién de parametros, que
corresponde a la region de bloqueo, la posicién del frente queda inmévil er alguno de estos
infinitos equilibrios estables, lo cuales estan equiespaciados, y su distancia. corresponde
al la mitad de la longitid de onda del patrén. Fuera de la regién de bloqueo, v > I,
todos estos puntos desaparecen por saddle-node, y el frente se propaga con-una velocidad
peritdica, de modo que el estado extendido mas favorable energéticamente invade al otro.

Sin embargo, estos atractores no son equivalentes, de hecho, si escribimos P =
—aU /P, tenemos que

U=—yP - %sin (kP),

luego, para v < 0, mientras més grande sea el P, estable, es mas favorable energéfi-~
camente el atractor, en el caso contrario, v > 0, ocurre la situacién inversa. Solo.en el
punto de Maxwell, ¥ =0, todos lo equilibrios estables son equivalentes energéticamente,’:’
i.e. fuera del punto de Makwell, alguno-de los dos estados extendidos es mas favorable,
pero no invade el espacio pues debe sortear cierta barrera de nucleaciéon para poder
propagarse, lo que bloqﬁea. su movimiento.

Luego, si agregamos ruido al sistema, como en el capitulo 111, el defecto sentird una.
fuerza estochstica extra, y (4.1.6) se transformara en una ecuacién tipo Langevin (ver
Apeéndice C o ref. [25] o [30}),

O =g+ vud — u® — (Ong + q2)2 u+ /7 (z, 1)
. d
— P=Tl ),

conn = 160v/107/27v/3qv?, mientras que {((z,1)((,1)) = & (- 1) 8 («'— o)y (E(B)ED) =
& (£ — t) son ruidos blancos (gausianos)., De modo que, fuera del punto de Maxwell, las
Auctuaciones ocasionaran -que sea més probable un- transicién desde-un atractor-mas
energético a uho menos energético, haciendo que, en promedio, el frente se propague de
modo que el estado extendido mas conveniente invade el espacio (ver ref. [25] o [30]).
En la figura 4.3.a sé exhibe un simulacién numérica de este proceso, para el modelo
(4.1.1), donde el movimiento del frente se’desbloquea por accién del ruido. En la figura
4.3.b se muestra este proceso para el modelo de Nagumo no-local; (2.3.1), estudiado en
el capitulo II, si bien, en este caso, no es valido el esquema aproximativo que acabamos
de exponer; el sistema presenta el mismo proceso de desbloqueo, i.e. este fendémeno es
fobusto. Notemos que, en este ultimo caso, el ruido es capaz de excitar el mecanismo
de fisién de picos, mediante el cual el frente se propaga de manera determinista, pero
dentrd de la regién de bloqueo, osea, en general un frente bloqueado es un equilibrio
metaestable, y en presencia de ruido, el frente tiende a propagarse, de acuerdo a los
mecanismos propios que posea €l sistema en estudio. Para que este fenémeno ocurra,
debemos estar en una sistema muy lejos del equilibrio (como es el caso de la formacion
de patrones), pues estamos sacando energia de las fluctuaciones para convertirla en un
movimiento directo, i.e. esto opera como un motor browniano.
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= b)

=

Fig. 4.3: Desbloqueo por ruido para: a) el modelo 4.1.1, con v = 1,q=0,7ye=—0,16, sin
ruido (arriba) y con ruido, 7 = 0,4 (abajo); b) el modelo 2.3.1, para una influencia
tipo salto, con a = 0,35 y 0 = 2,5, sin ruido (arriba) y con ruido (abajo).

Por lo cual, tanto los patrones localizados al igual que los dominios localizados, son
estructuras metaestables, que perduran por algiin tiempo, pero son finalmente destruidas
por el ruido.

Notemos que la region de bloqueo, 7 < I', es extremadamente pequena, O ~
(@) (3’27”‘/ ‘ﬁ), en este limite. Este es solo producto de escalamiento que hicimos, que

a su vez nos permitié entender analiticamente el fenémeno de bloqueo, mediante un
método perturbativo. Fuera de este limite particular el comportamiento es cualitativa-
mente similar, aca, eso si, la region de bloqueo tiene un tamarno arbitrario (depende
del sistema en estudio), y de orden O (1), en general. En la literatura se atribuye este
fenomeno, y la falla del método de ecuaciones de amplitud para explicarlo, a un efecto
no adiabético (ver ref. [23]), puesto que el tamaiio del defecto es del orden de la longitud
de onda del patrén. Si bien en el caso mas general (no suponiendo nada pequeno) esto
es asi, en el limite que acabamos de estudiar esto es falso, pues el tamano del defecto
(4.1.4) si es mucho mayor que la longitud de onda del patron. Esto puede parecer con-
tradictorio con la se observa en las simulaciones numéricas del modelo (4.1.1), lo que
ocurre aqui s que estamos fuera de este limite muy particular. Aca la region de bloqueo
es exponencialmente pequena, por lo que resulta natural que el método de multi-escalas
prediga que, a primer orden, es un punto, son las correcciones superiores las que nos
dicen que es un objeto de dimensién superior en el espacio de parametros. Més aun,
puesto que la deduccion de la ecuacién de amplitud pasa por una expansiéon polinomial
en alglin pardmetro pequeno, ¢ = v/? en nuestro caso, NUNCA Vamos a poder atrapar
un fenémeno exponencialmente pequerio, como el bloqueo, mediante la implementacién
convencional de este método, pues la serie de potencia, de e~ €/¢ en torno a £ = 0, es
exactamente cero (osea, no hay bloqueo en la correccién wy, Wa, W3,..., S pierde a todo
orden). Es por esto que, para explicar el bloqueo, mediante una ecuacién de amplitud,
de debe recurrir a una estrategia un tanto tosca, como €s la inclusion directa de los
términos no resonantes.

Resulta natural preguntarse que ocurre con este fenémeno en un sistema de bidimen-
sional, donde, por lo demds, se realiza la mayor parte de los experimentos en formacién
de patrones. La estructura mas similar al patroén unidimensional, aqui estudiado, son los
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rollos (ver ref. [4]); donde el pico unidimensional se extiende uniformemente €n la nueva
dimension espacial incorporada (el pico se transforma en un rollo). No obstante, la in-
corporacion de esta nueva dimension espacial, trae conl sigo nuevos fendmenos, haciendo
que el bloqueo pueda desaparecer, como € mostrara a continuacion.

492, FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN
ESTADO UNIFORME: CASO I[SOTROPICO
(DESBLOQUEO POR ZIG-ZAG)

Consideremos 1a extension isotropica del modelo (4.1.1), a dos dimensiones espaciales
o = eu+ v — u® — (V2 -+ q2)2 U, (4.2.1)

con V2 = Oy + Oyyy ¥~ /2y seguiremos pensando que v ~ /2 < 1, pero g~ 0O (1).
Fsta extension tiene como solucion patrones conformados por rollos, los cuales tienen
un estructura de bifurcaciones muy similar a la del patron unidimensional estudiado en
el paragrafo anterior. De hecho, ol espectro de la solucion uniforme 1 = 0es

Mk, k) =2 — (K — ?)’ (4.2.2)

donde k = 4 /K2 + kE. De modo que, para & > (), esta golucién es inestable, v €l sistema
exhibe la formacion de rollos. No obstante, dado la isotropia del sistema, 10s rollos pueden
aparecer con una orientacion. Esponté.neamente, el sistema selecciona localmente una
orientacion, dando como resultado dominios en los cuales el sistema S€ encuentra en
un estado conformado por rollos, con alguna orientacion determinada (ver fig. 4.4.2).
En algunos casos ol sistema entra en una dinamica de dominios, tras 1a cual termina
en un estado conformado por rollos con una orientacion fija en todo el espacio (ver
fig. 4.4.b). En otros casos s€ observa la formacion de una estructura laberintica, que,
numeéricamente, aparenta Ser estable.

a) NG ,N/l b)

Fig. 4.4: Gimulacién numérica isoespectral del modelo (4.2.1), aqui se muestra a) 1a generacion
espontanea de dominios con rollos orientados en distintas direcciones, para & = 0,234,
v=1yqg=LY b) rollos bien orientados para € = 0,15, ¥»=1y4= 0.7.
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De todas maneras, va sea por la evoluciéon natural del sistema, o manipulando la
condicién inicial, numéricamente se observa que existen rollos estables, los cuales exhiben
histéresis, i.e. persisten en & < 0. Luego, al igual que en el caso unidimensional, hay una
region de coexistencia en la cual pueden haber frentes que conecten el rollo con el estado
uniforme u = 0.

Si colocamos una de estas estructuras, i.e. una interface plana que separa el espacio
en dos regiones: una el la cual el sistema se encuentra en el estado uniforme u = 0; y
la otra en rollos cuya orientacion es paralela a la interface (ver fig. 4.5). La simulacién
numérica de este objeto muestra que sufre una inestabilidad transversal, i.e. en la inter-
face, primeramente plana, aparece una longitud de onda bien definida (ver fig. 4.5.a).
Tras lo cual se forma una estructura tipo zigzag, esto es, pendientes bien definidas, sep-
aradas por vértices practicamente puntuales, cispides y valles (ver fig. 4.5.b o 4.5.c) que
podriamos identificar como particulas y antiparticulas. En efecto, el tramo ulterior de
la din&mica consiste en una coarseninig, en el cual ctspides y valles se van aniquilando
mutuamente, incrementando el largo promedio en que la interface se encuentra con una
sola pendiente.

\l

Fig. 4.5: Inestabilidad transversal de la interfase plana, y formacion del zigzag. Las figuras
corresponden a una simulacién de (4.2.1), para e = —0,16, v = 1y ¢ = 0,9, con el
tiempo creciendo de izquierda a derecha.

Cave seiialar que, debido a que la simulacién de (4.2.1) se realizo utilizando un
método isoespectral, se tienen condiciones de borde periddicas en todos los confines del
sistema. Cuando aqui hablamos del frente, lo hacemos de un modo idealizado, pensando
que la interfase divide dos regiones seminfinitas. No obstante, la estructura real simulada
son dos frentes muy alejados uno del otro, en la figura 4.5 se muestra solo la region del
espacio donde se encuentra uno de estos objetos.

Luego, resulta tentador tratar de describir este proceso con los métodos desarrollados
en esta tesis, i.e. reducir el sistema de ctispides y valles ha un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, en los que estos entes jueguen el rol de particulas y antiparticulas.
No obstante, veremos que esta reduccion no es posible de hacer en este caso.

Primero que nada veamos la universalidad de este proceso, i.e. su descripcién me-
diante ecuaciones de amplitud. Si perdida de generalidad supondremos que el rollo se
encuentro orientado el la direccion z (i.e. k = (g,0)), luego, cerca de la inestabilidad
le] < 1, los niimeros de onda criticos, en la direccién paralela al rollo, escalan de la
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misma manera que en el caso unidimensional, e — gl < g1/2 /2q, pero, por tratarse este
patrén de un quicbre espontaneo de la simetria rotacional, los miimeros de onda criticos
perpendiculares al rollo escala de una manera diferente, de hecho, del espectro (4.2.2)
concluimos que k, < g/ para k; ~ g, el tiempo caracteristico con que estos modos
inestables evolucionan sigue siendo de orden g1, luego, tomamos el ansatz

3v 9%t vz 3v :
== [A|lT= X = Y= /—y ]| " +ce
““ V1o ( ( 10 2gv/10 \ \/103") ¢ )

+ u5/2'w1 + ngz-’fﬂg + ..

e introduciendolo en (4.2.1), y procediendo de la manera usual, obtenemos la condicion
de solubilidad clasica (suponiendo las escalas z y X, independientes), al orden O (v5/ 2),

OpA = A+ AP A — |A]* A+ (8x — iyv)? 4, (4.2.3)

con g = 10g/9°. Esta ecuacion de amplitud es una versién subcritica de la famosa
ecuacion de Newell-Whitehead-Segel (ver ref. [4]), donde la anisotropia del operador
(Ox — idyy)* da cuentd del quiebre en la simetria rotacional que significa la aparicién
del rollo. Este modelo también es'variacional, i.e. su dindmica consiste en la minimizacién
de la energia libre .

* + . 2 2 IAI4 |A|6
Fia, 41 = [ {0x —ider) AP - plAF — Y- + 55 aXdY.
Luego, (4.2.3) tiene las mismas soluciones uniformes que (4.1.3) y comparten la misma.
estructura de bifurcaciones (ver fig. 4.2). En particulas, el frente (4.1.4) también es una
solucién exacta de (4.2.3), en el punto de Maxwell ppr = —3 /16, la cual representa una
interface plana entre un rollo y el estado uniforme « = 0. Esta solucién sufre la misma
inestabilidad que el frente plano er.el modelo {4.2.1), en efecto, en la figura 4.6 se muestra
una simulacion numérica de la écuacion (4.2.3), en el punto de Maxwell, tomando como
condicién inicial el frente (4.1.4) mas un poco de ruido. Aca se empleo un método de
diferencias finitas, lo que nos da més libertad en la eleccién de las condiciones de borde, en

la direccién Y (paralela a la interfase plana) se tomaron condiciones de borde periddicas,

mientra que en X (direcci6n ortogonal a la interfase plana) se tomo flujo nulo.

Luego la ecuaciéon de amplitud (4.2:3) presenta la misma inestabilidad, i.e. primero
aparece una longitud de onda bien definida, después de la cual, la interfase forma una
estructura tipo zigzag, la cual comienza un proceso de coarsening, en el cual las cilispides
y valles se van auto-aniquilando.

De modo que, esta inestabilidad de zigzag es universal, en el sentido de que cualquier
modelo qiie tenga la misma estructura de bifurcaciones que (4.2.1), y comparta las mis-
mas simetrias, debiese exhibir el mismo comportamiento. Notemos que aqui no hemos
considerado los términos no-resonantes, esto se debe a que, la simetria parasita intro-
ducida por (4.2.3), no juega ningin rol en la desestabilizacién de la interfase plana, aca
el principal ingrediente es el quiebre en la simetria rotacional. En efecto, en la figura
4.7, se muestra una simulaciéon numérica de la ecuacién de amplitud, incluyendo estas
correcciones, €l proceso es esencialmente el mismo, por lo cual, de aqui en adelante nos

’
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Fig. 4.6: Inestabilidad transversal de la interfase plana, y formacién del zigzag, para el modelo
(4.2.3), en el punto de Maxwell. El tiempo crece de izquierda a derecha.

concentraremos inicamente en (4.2.3). Claro que ésta introduce una deriva anomala,
en torno al punto de Maxwell, no obstante, los aspectos esenciales de la inestabilidad
estan contenidos en la ecuaciéon de amplitud (4.2.3), el resto son correcciones de orden
superior.

Fig. 4.7: Formacién del zigzag y coarsening, para el modelo (4.2.3) mas los términos no reso-
nantes, en el punto de Maxwell. El tiempo crece de izquierda a derecha.

Cave seiialar que, en ref. [31], se halla un estudio de un frente que conecta un rollo
con un estado uniforme en la ecuacién de Swift-Hohemberg cubica, aca la estructura de
bifurcaciones es distinta y por lo tanto no es posible describir el fenémeno mediante la
ecuacion de amplitud (4.2.3). En este caso la interfase plana también es inestable, pero el
proceso no-lineal, que sigue al desarrollo de esta inestabilidad, es distinto, observado se
la formacién de dedos, y no de un zig-zag con el consiguiente proceso de coarsening, e.g.
en este caso la respuesta no-lineal del sistema no es capaz de saturar la inestabilidad. No
obstante, en nuestro caso, por contar con una ecuacién de amplitud, podemos asegurar
que el proceso es universal, i.e. existe una clase infinita de modelos (que comparten la
misma estructura de bifurcaciones y simetrias que (4.2.1)), los cuales exhiben la misma
fenomenologia.

Este tipo de inestabilidad en una interfase plana, y la formacion de un zigzag, a sido
observado en otros contextos, como frentes de solidificacion, en crecimiento de cristales
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(ver ref. [32]), o paredes de Ising en cristales liquidos nematicos (ver ref. [33]). La de-
scripeion tedrica mas tipica de estos procesos consiste en escribir una ecuacién efectiva
para la posicion de la interfase, que, por la invarianza traslacional del sistema, debe tener
la forma, 8pP = J (Oy P), o bien, escribiendo @ = Oy P,

orQ = dvJ (Q).

Tipicamente, si la inestabilidad ocurre para un valor dado de los parametros, se puede
hacer una expansion en gradientes, cerca del punto en que lo interfase plana se deviene
inestable, dando como resultado modelos como el de Cahn-Hilliard (CH)

J =08y (Q+ Q@ — 8vy@Q),
o generalizaciones como la ecuacion de Cahn-Hilliard convectiva (CHc) (ver ref. [32])
J =0y (eQ + Q* — ByyQ) + 8Q%,

donde el pardmetro de bifurcacion fe| ¥ 1, i.e. debemos estar cerca de la inestabilidad
para que la expansién en gradientes sea: valida. La principal diferencia entre modelo CH
v CHe es que, en este ultimo, la cantidad [ PdY deja de ser conservada, i.e. el drea de
uno de los estados extendidos crece a expensas del otro. Aca también se debe tener que
§ < 1, sino el proceso de coarsening se destruye, dando origen a una transicién al caos
espacio—temporé.l, pasando por la formacion de patrones (ver ref. [34]); de hecho, en el
limite § —> oo, €l modelo CHc se reduce a la ecnacién de Kuramoto-Sivashinsky. En
este, tipo de modelos la. interaccién dé defectos esta gobernada por efectos de “matching”,
entre el kink y el antikink (ver ref. [35] o {36]}, no obstante, para el modelo CH la ley de
coarsening sigue siendo lgaritmica, {L) ~ log (T') (ver ref. [35]), mientras que el modelo
CHc sufré un crossover, pasando de ser (L) ~ VT a. (L) ~ log (T) cuando el gas de
defectos est4 lo suficientemente diluido (ver ref. [36]).

No obstante, intentar realizar un andlisis de este tipo, para (4.2.3), no es posible.
Tomando comg solucién de base el frente (4.1.4), ie. un ansatz de la. forma A =
(pt (X — P(Y,T)) +dp(X,Y, P)) ePXY:P) v efectuando una expansion en gradientes
se concluye que la interfase es linealmente estable (salvo un modo neutro asociado a
la invarianza traslacional), en el punto de Maxwell. Lo cual estd en abierta contradic-
cién con lo que se observa numéricamente, en efecto, en la figura 4.8 se encuentra upa
medicién de el espectro de la funcion P (Y,T) (linea punteada), concretamente se con-
sidero la interfase plana mas una pequefia perturbacion estocastica, P = Py+ 0P (Y, )
con 8P < 1, la cual se dejo evolucionar por un tiempo breve, de modo que el sistema
estuviera en un régimen lineal drdP = £ (dy) 6P, lo que se muestra en este grafico el la
transformada de Fourier o (k) = £ (ik). El criterio para discernir que el sistema estuviera
en un régimen lineal fue que la funcién, log (py (7)) (con py la transformada de Fourier
de dP) fuese aproximadamente lineal, luego su pendiente corresponde a o (k). La linea
continua en 4.8 corresponde a un ajuste con un espectro tipo CH, i.e. o (k) = ak? — B4,
el cual funciona bastante bien, salvo en el origen (k ~ 0}, donde el espectro numeéri-
co parece ser casi plano. Cave enfatizar que para que una expansién en gradientes sea
valida se requiere que muy pocos modos, cercanos al origen, sean inestables, con fiem-
pos caracteristicos de crecimiento muy lentos, i.e. o < 1, esto claramente no ocurre en
este caso. Aca la interfase es de por si inestable, osea, no hay un parametro de control

e
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0.11\ a’(k)

Fig. 4.8: Espectro numérico de una interfase plana, para el modelo (4.2.3), en el punto de
Maxwell. Lo cual muestra que es linealmente inestables. La curva continua, en rojo,
es un ajuste con un espectro tipo CH o (k) = ak? — Bki.

de la inestabilidad (un parametro de bifurcaciéon, que pueda tomarse arbitrariamente
pequeiio), por lo cual no es tan sorprendente que este tipo de anélisis fallen.

Resulta pertinente, de todas formas, mirar con méas cuidado la estructura del zigzag,
ver de que tipo son los kinks y antikinks que la conforman. En la figura 4.9.a se muestra la
funcion P (Y, T), mientras que en 4.9.b se muestra se derivada ) = 9y P. En esta ultima
figura se ve, que entre los defectos, la derivada ) toma un valor més o menos constante,
por lo cual podemos afirmar que las pendientes de las zonas que median entre una cispide
v un valle, o un valle y una ctspide, son mas o manos constates, y de signo contrario.
Por otro lado, entorno al defecto se observan oscilaciones del campo @, en el capitulo II
vimos que, si estas oscilaciones se deben al comportamiento asintético de alguna orbita
heteroclina (asociada con lo kinks), se modifica la interaccién de defectos dando origen a
estructuras localizadas, lo cual pararia el proceso de coarsening. No obstante, en modelos
como CHe, se observan estructuras similares, las cuales, sin embargo, no guardad relacion
con el comportamiento asintético de las 6rbitas heteroclinas asociadas con los kinks y
antikinks de este modelo (que si son funciones monétonas), si no que son producto de
un efecto de “matching”, aca los valores que asintoticamente conectan estas soluciones
no coinciden, por lo cual, cuando colocamos dos de estos defectos juntos, el sistema se
debe ajustar, lo que ocasiona estas protuberancia (ver ref. [36]), aunque en este caso,
s6lo se observan a un lado del defecto (y no en ambos lados como se ve en fig. 4.9.b).
Si bien, esto modifica radicalmente la interaccion de defectos en CHc, produciendo el
crossover ya comentado, no para el proceso de coarsennig.

No obstante, dado que en nuestro caso no tenemos un modelo de la forma opP =
J (0y P), toda esta discusion resulta un tanto bizantina, aca debemos medir directamente
el proceso de coarsening. El resultado aqui también es sorprendente, en un comienzo
pareciera que, el largo promedio entre cuspides y valles (en el capitulo III se explican
las ideas v procedimientos en la medicién de un coarsening), sigue un ley de potencia
(L) ~ T%2 (ver fig. 4.10), para luego acelerarse, un buen ajuste se consigue una la
curva de la forma (L) ~ [log (T/Ty)]”" (ver fig. 4.10). Esta aceleracion del proceso es
completamente contra intuitiva y anémala, puesto que uno esperaria que a medida que el
gas de defectos se va diluyendo, producto de los procesos de aniquilacién, la interaccion
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Fig. 4.9: Spline cubico de a) la interfase, y b) su derivada.

entre estos entes se debilitara, lo cual debiese desacelerar el coarseninig. Lo que ocurre
en este caso es que las cispides y valles “no son soluciones tipo particulas”, si no que
son parte de un proceso global que sufre el sistema como un todo, incluso lejos de la
interfase.

A (L)

[log (T/Tv))

0,005

T

—
10000 20000 30000 50000 100000 200000

Fig. 4.10: Largo promedio, entre cispides y valles, en funcién del tiempo.

En efecto, en la figura 4.11 se muestra como se van modificando U/ = Re[A] y
V = Im [A] durante el proceso de coarsening (se tomo una condicion inicial con ¢ = 0,
real pura), lo cual es una medida de como se modifica lo fase local del patrén durante
el desarrollo de esta inestabilidad (una medicién directa de la fase es complicado por el
error numérico que conlleva). De hecho, en la simulacion numérica directa del modelo
(4.2.1) (ver fig. 4.5), se ve como, a medida que la estructura de zigzag se forma, el
patron, lejos de la interfase, va desfasandose con un zigzagueo similar al que presenta
la interfase. Es facil ver que, pequenas irregularidades en la fase tiende a uniformizarse
mediante mecanismos difusivos, para ello podemos introducir en (4.2.3) la perturbacion
A = pte®®X YD) con pt = |A,| la amplitud del patron (i.e. estamos pensando en
mantener al sistema en el estado patrén, y ver que comportamiento tienen pequenos
desfases), con lo que obtenemos

Ordl = Oxx 06 — Oyyyydb,

e.g. las irregularidades difunden en la direccion X e hiperdifunden en la. direccion Y.
Luego, en una etapa temprana del proceso, i.e. cuando tenemos una interfase préctica-
mente plana, salvo pequefias irregularidades, y la fase es casi uniforme, estas pequenas
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irregularidades existan la fase en torno a ellas. Estas fluctuaciones de la fase se van difun-
diendo al interior del patrén, pero, producto del mismo proceso difusivo, ahora dentro del
patron, estas irregularidades en la fase empujan el proceso de coarsening en la interfase.
Luego, existe un mecanismo de retroalimentacion, mediante el cual la interfase inducen
irregularidades en la fase, las cuales, a su vez, inducen el proceso de coarsening en la
interfase. Esto explica la curiosa aceleracion del coarsening, puesto que mientras mas
avanzado se encuentre este proceso, las irregularidades en la fase se habran difundido
a regiones més alejadas de la interfase, ocasionando que la dinamica de coarsening se
vea urgida por un trozo més grande del sistema. Haciendo que el proceso sea cada vez
mas no-local, y por lo tanto no pueda ser descrito mediante una ecuacion de la forma
dpP = J (8y P), que presupone que toda la informacién relevante se encuentra entorno
a la interfase, X ~ P (Y,T). Cave sefialar que, si proceso de coarsening se torna cada
vez mas no-local, el sistema sentird los bordes mucho antes que la interfase los toque,
luego, la aceleraci6én excesiva que se observa en la etapa terminal de este proceso, quizas
sea un efecto de borde.

| Al Re[A] Im [A]

- . ""..\.. .".. k

Fig. 4.11: Modulo y partes reales e imaginarias de la amplitud A. El tiempo avanza desde arriba
hacia abajo.
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Luego, hemos dilucidado el mecanismo que gobierna el coarsening, pero ain no hemos
entendido el mecanismo que gatilla la inestabilidad, i.e. como las pequefias irregulari-
dades iniciales, en la interfase, son capases de excitar la fase. En la etapa temprana del
proceso (antes que se forme un zigzag bien definido), las excitaciones en la fase son en-
torno a la interfase, de hecho, en la construccion del espectro 4.8, supusimos localidad,
i.e. que el sistema puede ser descrito por una ecuacién de la forma OréP = L(Oy)dP.
Si bien, esto puede resultar un poco contradictorio con lo comentado anteriormente, la
coherencia que muestra el espectro 4.8, es un fuerte evidencia de que, en el régimen lineal
(cuando el zigzag ain no estd bien formado) ésta es una muy buena aproximacion, no
asf en el régimen no-lineal, donde las irregularidades en la fase se han difundido lejos de
la interfase.

En efecto, si consideramos la condicién inicial real A(T = Tp) = Uy = pE(X — P+ 6P(Y,T)),

con 0P < 1, i.e. la solucién frente (4.1.4) mas pequedas irregularidades en la interfase,
en un momento infinitesimalmente ulterior Ty + AT, la parte imaginaria de la amplitud
V sufrird una variacién

AV = 2,0%' (8yy6P) AT,

v

con gy = dpp/dX, por lo tanto, esta variacion es local (entorno a la interfase pf » O--

ssi X ~ P), y lo que produce la excitacion inicial son las pequefias concavidades en
la interfase irregular, que actiian como “fuentes de fase”, que luego se difuriden a zonas
lejanas al defecto. Esta variacién a su vez reexcita la parate real, ocasionando que el modo
de goldstorie, asociado a la solucion frente (4.1.4), se mueva, desatando la inestabilidad.
Luego, toda la interaccién entre la parte real e imaginaria de la amplitud, o entre el
modulo y la fase, se produce a través del termino P

Im [{(8x — i@yy)ﬁ] = —20xyy

del operador de Newell-Whitehead-Segel. Este operador representa el quiebre espontaneo
en simetrfa rotacional que significa la aparicién de un rollo en un isotrépico, en efecto,
el hecho que las curvas de nivel del espectro (4.2.2),-en el plano (ks, ky), sean circulos
centrados en {0;0), produce que las escalas |k, — q| ~ogW? y ko gM/4gean diferentes.

Lo gque gcurre,, entonces, s qug en las pequefas irregularidades en la interfase, el .

sistema trata de formar un rollo, pero con una orientacién arbitraria, que raramerte
coincide con la del rollo tras de él. Luego, el sistema trata de acomodarse localmente,
lo que produce una perturbacién en la fase (pequefias perturbaciones en la fase, pueden
interpretarse como pequeiias rotaciones del rollo). Las cuales se difunde, al interior del
patrén, activando el mecanismo de retroalimentacién que da origen al zigzag. De modo
que, si el sistema no fuese isotrépico, y sélo admitiera rollos en una direccién determi-
nada, esta inestabilidad no debiese ocurrir, a continuacién procederemos a estudiar este
caso.
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43. FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN
ESTADO UNIFORME: CASO ANISOTROPO
(RECUPERACION DEL BLOQUEO)

Consideremos ahora la extension anisétropa del modelo (4.1.1), a dos dimensiones
espaciales
O = eu + vud —u® — (BH + q2)2 u + Oyyu, (4.3.1)

donde u ~ v'/? es el parametro de orden, y v ~ ¢'/2 < 1, pero ¢ ~ O (1). En este caso
se tiene una difusion ordinaria en la direccion y, por lo cual, el sistema s6lo admite rollos
paralelos a esta direccion. En efecto, el espectro de la solucion uniforme u = 0, adopta
la forma

ko ky) = — (K2 — ¢°)" — K2, (4.3.2)

por lo cual es inestable, para ¢ > 0, pero el primer modo de Fourier, en devenirse
inestable, es e, i.e. rollos perpendiculares al eje z. La estructura de bifurcaciones de
este patron es idéntica a la del caso unidimensional o el caso isétropo. De modo que
existe una zona, en € < 0, en que esta estructura coexiste con un estado uniforme u = 0
estable, donde se pueden observar frentes entre estos dos estados extendidos.

Aca, si colocamos una interfase plana, en la misma regién de pardmetros en que se
observa bloqueo, en una dimensién, ésta es transversalmente estable y no se propaga,
i.e. se recupera el fenémeno de bloqueo observado en sistemas unidimensionales. En
efecto, en la figura 4.12 se muestra la simulacién una interfase inicialmente irregular,
la cual converge a una interfase plana a medida que el sistema evoluciona, para luego
permanecer en este equilibrio estacionario. El mecanismo con el cual se ateniian estas
irregularidades aparenta ser difusivo.

Fig. 4.12: Interfase entre un estado uniforme, y rollos, para el modelo (4.3.1). Inicialmente, la
interfase tiene una forma tipo campana, la que luego, evoluciona a una forma plana,
evidenciando su estabilidad transversal. El tiempo avanza de izquierda a derecha.

Luego, para escribir una ecuacion de amplitud, que describa el fenémeno, notemos
que, cerca de la inestabilidad 0 < € < 1, las modos criticos, en el plano (k;,k,), estan
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contenidos en dos elipses centradas en las puntos {£g,0), i.e.

. 2 2
R}t (k)
gl/?[2q g1/2

luego, aca tanto |k; — g| como k, escalan de la misma manera (¢'/?), mientras que

el tiempo caracteristico con que evolucionan estos modos sigue siendo de orden -~ ".

Entonces introduciremos el ansatz

3v | 012t vz 3vy') : )
=4y/—=(A[T= , X = Y = e +cc.
““VY1o ( ( 10 2¢v/10 V10

+ stzwl + ngzwg + ...

en (4.3.1), con lo cual obtenemos, al orden @ (u5/ 2),
Ly = (—OrA+pA+ AP A~ A A+ V24)

A3 3 2 Jigr A5 SiqT ..
-+ ? (1 - 5‘ ]AI ) e — ﬁe - T’ C.C.' (4.3.3)
con g = 9¢/100%, V2 = Oxx + Ovy v £ = (9/10) (Ouz + q2)?. Luego, la condicién de
solubilidad habitual de (4.3.3), nos provee la ecuacion de amplitud oo

OrA = pA+ |APA—|A' A+ V2A (4.3.4)
Esta es la extension més trivial de (4:1.3) a dos dimensiones, posee las mismas soluciones
uniformes, y tienen la misma estructura de bifurcaciones (ver fig. refDiagBif), mientras
que su dingémica consiste en la minimizacién de la energfa libre

FlA A% = f {|VA|2 — Al J_*‘;E + J%li} dXdy.

PR - - o e

P

ptar = —3/16, pero en este caso, esta interfase plana es transversalmente estable. En
efecto, una simulacion numérica de esta soluciéh, se muestra en la figura 4.1.4.a, tomando
como condicién inicial {4.1.4), pero, con una posicién (P) que varia a lo largo de ¥ (con
forma.de campana), el sistema naturalmente converge a una interfase plana. Aca se uso
un método de diferencias finitas, por 1o cual se tomaron condiciones de borde periddicas
en el eje Y, y flujo nulo en el eje X.

Luego, (4.3:4),56lo-posee-un, frénte estacionario, del tipo (4.1.4), en el punto de-Maxwell -

De modo que en este caso (4.3.4), nuevamente se pierde el fenémeno de bloqueo
exhibido por (4.3.1). Aca vuelve a ser urgente la remocién de la simetria parasita intro-
ducida por (4.3.4), para una descripcién cualitativa del sistema. Mas atn, dado que el
operador laplaciano (V?) es invariante rotacional, cualquier rotacién del frente (4.1.4),en
el plano (X,Y"), es una solucion equivalente y, por lo tanto, con las mismas propiedades.
Esto entra en evidente contradiccién con la naturaleza anisétropa del modelo de partida
(4.3.1), que sélo admite como solucion rollos paralelos al eje Y. Aca un interfase que este
inclinada, con respecto al eje Y, es un frente de una naturaleza totalmente diferente,
puesto que cortara los rollos, ocasionando un comportamiento dinamico cualitativamente
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Fig. 4.13: Estabilidad transversal de una interfase plana los modelos a) (4.3.4), i.e. sin términos
no resonantes, v b) (4.3.5), i.e. con términos no resonantes. El tiempo avanza de
izquierda a derecha.

a)'
b)|

distinto. Luego, en este caso, mas que en el caso unidimensional, nos urge emendar la
ecuacion de amplitud (4.3.4), pues no s6lo introduce una simetria parasita, sino dos.

Procediendo de manera anéloga al caso unidimensional, podemos incluir los términos
no resonantes, imponiendo que el lado derecho de (4.3.3) sea nulo, i.e.

orA=pA+|APA—|A' A+ VA

A3 3 2 ikX A5 2ikX
+ —3_ (l - ‘2' lAl ) € - 1—06 y (435)

con k = 4y/10¢%/3v > 1. Donde, al igual que en una dimensién espacial, los términos
no resonantes son rapidamente oscilantes (por el escalamiento, en las variables, que
supusimos), por lo cual su efecto puede ser estudiado como una perturbacion a (4.3.4).

Entonces, puesto que aca las irregularidades iniciales en la interfase no producen una
excitacion en la fase, que luego difunde lejos de ella, dado que el sistema de partida es
anisétropo (i.e. solo admite patrones paralelos al eje Y, por lo cual no debe efectuar
ningin ajuste en la interfase, que perturbe la fase). Vamos a suponer que todo lo que
ocurre con estas irregularidades es local, i.e. se puede describir con un ecuacién de la
forma drP = K (P) (no de la forma drP = .J (0y P), pues los términos no resonantes
quiebran la invariaza traslacional). Mas atin, dado que numéricamente la interfase plana
se muestra estable (ver fig. 4.1.4.b), consideraremos que es valida una expansion en
gradientes para describir el sistema. Concretamente, nos pararemos cerca del punto de
Maxwell p1 = pipr + 8p con dp < 1, e introduciremos, en (4.3.5), el ansatz

A= (pp (X = P(Y,T))+dp(X, P)) (i0X.P)
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con 8t ~ Op P ~ Byy P ~ dp ~ 86 < 1. Luego, procediendo de la manera habitual, pero
ahora utilizando el modo de goldstone, asociado a la solucién de base (4.1.4), sblo para
eliminar la dimensién espacial X, la condicién de solubilidad nos provee de la ecuacién

unidimensional
8pP = Byy P+~ —Tcos(kP), (4.3.6) .

donde v = 86p/v/3 y T' = 2xx?/3sinh (27k/v/3) ~ O (e‘z’”‘f "@) Esta ecuacién, para
v = 0y I' = 0, describe el comportamientos de las irregularidades, de una interfase plana,
en la ecuacién de amplitud (4.3.4), mostrada en la figura 4.1.4.a, el cual es difusivo como
lo habfamos conjeturado. Al incorporar los términos no resonantes, I' = 0, las soluciones
uniformes del sistema son 7%, = (4n + 3) m/2x, que se trata de estados estables, o pj; =
'(471 -+ 1) w/2k, que son inestables, donde, en ambos casos, n es un entero arbitrario. En
este caso, v = 0, todos los estados uniformes estables son equivalentes energéticamente,
de hecho, la ecuacién (4.3.6) es variacional, minimizando el funcional

UP] = f {% @Oy P +U (P)} iy con U(P)=-~P— %sin (xP).

Luego, en el punto de Maxwell, v =0, es posible tener una conexisn espacial estacionaria
entre dos estados uniformes consecutivos (ver fig. 4.14.a), i.e. un kink (P;) o un antikink
(P) | ~

Py = 1 [M + 4 arctan (ei{Y_Y")/ ‘/P_”)] ) (4.3.7)

o

que, evidentemente, coincide con la solucién kink de la ecuacion de Sine-Gordon (ver
ref. [15]). La interaccion de estas soluciones tipo particulas es atractiva, en efecto, pro-
cediendo de la manera habitual (ver capitulo II}, si consideramos un sistema integrado
un par kink-antikink, situados a una distancia A (ver fig 4,14.b), cerca. del punto de
Maxwell, /T < 1, se tiene que

; 8 ~ Y -
A=_— e A/\/FE_]___H’
(VFF&) avI's

donde hemos supuesto que el kink sg encuentra a.la izquierda del antikink; el anélisis
de esta configuracion es general, si se tiene en cuenta que (4.3.6) es invariante ante la
transformacion P — —P,y — —y y [ — —T' (que corresponde- a la.inversién
X —— —X). De modo que, cuando v >0, existe un estructura localizada i'nesta];le,
de ancho A = v/T'klog (16T'/77y), que corresponde a la barrera de nucleacion del estado
uniforme mas conveniente energéticamente. Mientras més nos alejamos del punto de
Maxwell, el ancho de esta barrera disminuye.

Todo esto es valido cerca del punto de Maxwell, 7/T" < 1, a medida que nos seguimos
alejando de este, ocurre otra bifurcacién, para v/T > 1 todos. los estados uniformes
desaparecen por saddle-node. Aca, la interface plana comienza a propagarse, con una
velocidad periodica, de acuerdo al proceso de minimizacién de la energia libre. De modo
que, la region de bloqueo corresponde a «/T" < 1, donde el sistema, posee los atractores
uniformes cos (kpt) = /T con: sin (kps) < 1 (los repelores corresponden a sin (xp7) >
1), que representan una interfase plana estable. Notemos que, al igual que en el caso
unidimensional, p},; — P, = 27 /&, que corresponde a la mitad de la longitud de onda
del patrén (en la escala original ).
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a) b) c)
P P P

¥ _J_: A == v j
| S T =& —

Fig. 4.14: Simulacién numérica de la ecnacion {4.3.6), en el punto de Maxwell, donde se'muestra
a) la solucion kink (4.3.7), b) un sistemna integrado por un kink y un antikink, donde
las flechas simbolizan la interacci6n atractiva; y ¢) un sistema iribegrado por dos kinks,
donde las flechas simbolizan la interaccion repulsiva.

Otro tipo de soluciones interesantes, que exhibe el modelo {4.3.6), son los escalones,
i.e. soluciones que conectan asintoticamente dos atractores no consecutivos, osea ps, con

¢, donde |m —n| > 1. Notemos,que, en el punto de Maxwell, el sistema estacionario-
asociado a (4.3.6), que corresponde a un péndulo ideal, solo posee -Orbitas heteroclinas.

que conecten pf con pS.,. Por lo cual no esperarfamos tener kinks (o antikink) que
conectaran dos estados no consecittivos:

Una manera de estudiar la dindmica de un escalén es considerar un sistema consti-
tuido por dos kinks del tipo (4.3.7), uno que conectara p; €On P, el el punto Y3, v
otro que conectara ps,; con pi,o en Ya, para Y3 < Y3, como se ve en fig, 4.14.c. Este es
el escalén méas elemental, y es completamente simétrico al constituido por dos antikinks.
Luego, st nos paramos cerca del punto de Maxwell, ¥/T" < 1, & introducimos el ansatz

P=P, (¥ —Yi(T)) + P+ (Y — Y3 (1)) + 0P (¥, Y3, Y3)

en (4.3.6), donde 6P ~V; ~ Yy ~ y/T ~ e~ (Y2~Y1)/VTx Procediendo del'modo habitual,
obtenemos que el sistema de dos kinks se rige por las ecuaciones de movimiento

Y1 =— (i> e“(y"’_yl)/m”%-. Ll

vk ATVTK
o «f 4N _tviv Ty
¥ o oYK | ’
-2 (\/r ) AT

o bien, tomando la coordenada del centro de masa, Y = (Y2 +Y1) /2, ¥ la coordenada
relativa, A = (Y2 — Y1),

y Ty A 8 ) —A/Tr
YVi=——, A=|-— . 4.3.8
LARVA N (\/I‘n ¢ ( )

Claramente, fuera del punto de Maxwell, el sistema sufre un deriva neta, de acuerdo
al proceso de minimizacién de la energfa I{. Lo més interesante aqui es, que si bien
el centro de mas se desplaza con una velocidad constate, el sistema tiene una dindmica
interna, vinculada, por supuesto, con la inexistencia de 6rbitas hetroclinas {en el sistema
estacionario), que conecten dos estados uniformes estables no consecutivos.

Aca, la interaccién entre las particulas es repulsiva. Esto se puede entender intuiti-
vamente si tomanos en cuenta que, cuando conectamos dos atractores uniformes con-
secutivos, en el punto de Maxwell, el sistema no tiene como eliminar los gradientes que
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engendra esta conexi6n, los cuales, no obstante, le son cosiosos energéticamente. Sin
embargo, cuando conectamos dos atractores uniformes, los cuales estan intercalados por
otro (i.e. p, con piy,), el sistema tiende a propagar el estado intermedio (p%.,), de modo
de expulsar estos gradientes a los bordes, y de esa manera eliminarlos.

Luego, dado que 1a interaccion entre kinks (o antikinks) es repulsiva, si consideramnos
un gas infinito de estas particulas, este tenderd a una configuracién en que todos estos
entes se encuentren equidistantes, i.e. una escalera infinita, donde todos los peldaios
son iguales, y su tamafio depende de la densidad inicial de particulas. Esta estructura
es claramente estable, siendo estacionaria en el punto de Maxwell, o desplazandose con
una velocidad constante, fuera de él. En el sistema estacionario asociado a (4.3.6), en
el punto de Maxwell, que corresponde a un péndulo ideal (Byy P = Tcos(kP)), esta
escalera representa al péndulo girando de manera perpetua, ie. las orbitas abiertas en
el espacio de fase de un péndulo, luego, si estas érbitas estén lo suficientemente cerca de
las heteroclinas, de modo que el analisis asintético que efectuamos, sea vélido, entonces,
estas orbitas son soluciones estables de (4.3.6). Del mismo modo se -puede decir que
las orbitas periodicas, cercanas a las heteroclinas, son soluciones inestables de (4.3.6),
pues la interaccién kink-antikink es atractiva. De todas formas, cualquier estructura de
escalones finita, tendré una dinamica interna, de modo que se ira desparramgndo.

Como habiamos mencionado, (4.3.4) introduce una nueva simetria parasita, i.e. una
invarianza rotacional espuria, segimn. la cual, la interfase plana puede tener una ori-
entacién arbitraria. Al incluir los términos no resonantes, removiendo esta simetria par-
asita, st la interfase no es paralela a los rollos, corresponde & la escalera infinita que
acabamos de estudiar {donde, el tamafio de los peldafios depende del ingulo que forme
la interfasé con los rollos). Luego, un frente de tales caracteristicas es estacionario s6lo
en el punfo de Maxwell, propagandose con una constante y paralela a los rollos, fuera
de este punto, pero en la regién de bloqueo, o una velocidad periédica (ya no paralela a
los rollos) fuera de la regién de bloqueo. :

4.3.1. Desbloqueo por ruido
Al iguz;l que en el caso unidimensional, si incorporamos ruido al modelo (4.3.1), i.e:

Bt = eu+vud —v® — (G + q2)2 u+ Opu + Vi (=, 14,1) 5 (4.3.9)
con’ {((z.yt)=0 v ((zy @y =0E—1)8E 26—y,

el bloqueo se pierde. En efecto, en la figura 4.15 se muestra un simulacién numérica del
modelo (4.3.9), aca se observa un frente en la region de boqueo, pero, la presencia de
ruido, induce que este objeto se propague. El mecanismo de propagacion es el siguiente:
primero el ruido nuclea fragmentos de rollo, tras el ultimo rollo completo que determiina,
la posicion de la interfase plana, estos fragmentos, luego, se propagan en la direccién
paralela a la interfase, dando origen a un nuevo rollo completo, y, por lo tanto, la interfase
avanza un distancia equivalente a la mitad longitud de onda del patrén. Este proceso
se repite, dando origen a la propagacién del patrén, por supuesto que, cambiando los
parametros, se observa el proceso inverso, i.e. la propagacion del estado uniforme sobre el
patrén. Cave sefialar que, la nucleacién de los fragmentos de rollo parece ser un proceso
predominantemente aleatorio, mientras que la propagacitn de éstos, a lo largo de la
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direccion paralela a la interfase, parece, mas bien, ser un proceso predominantemente
determinista, i.e. esta propagacion se efectiia con una velocidad més o menes constante.

'.

Fig. 4.15: Desbloqueo por ruido, en el modelo (4.3.9), para e = —0,165, » = 1 y ¢ = 0,7. El
tiempo avanza de izquierda a derecha.

Aca, es posible efectuar la misma reduccién dimensional que en el caso determinista,

i.e. escribir una ecuacion efectiva para la posicién de la interfase X = P (Y, T). En efecto,

procediendo de la misma manera, y tratando el ruido como se muestra en el apéndice
C, obtenemos

P = Oyy P +v—Tcos (kP) + € (Y, T), (4.3.10)

con 1 = 1607/81V3qv y (£ (Y, T)E(Y,T)) = 6 (T'—T) 3 (Y'—Y), que corresponde a
(4.3.6) méas un ruido blanco. Este modelo reproduce bien la fenomenologia exhibida por
los frente de (4.3.9), en la figura 4.16 se muestra una simulaciéon numérica de este, en
la regién de bloqueo 0 < v < T, aca, el sistema se encuentra inicialmente en una de
sus estados uniformes p3, pero, producto de las fluctuaciones, una porcion del sistema
transita al estado pS_, (fragmento de rollo), el cual se propaga, sobre pj,, de acuerdo al
proceso de minimizacién de la energia U. Esto se va repitiendo sucesivamente, ocasion-
ando transiciones de pt, — pi.,, luego, pj; — Pj.2, 1. €l frente se va propagando.
Por supuesto que, para —I' < y < 0, se observa el proceso inverso, osea sucesivas transi-
ciones p, — pf,_; — Pi_a, que representan la propagacion del estado uniforme (sobre
el patrén), y son absolutamente simétricas a las que representan la propagacion del pa-
tron, a este nivel aproximativo, puesto que (4.3.10) es invariante ante la transformacion
P— -P,y— —yyIl —-T.

Claro que, en la regién 0 < v < T, si el sistema se encuentra en un estado uniforme
P, existe tanto una probabilidad que un fragmento de este transite al estado p;,_. ,, como
que transite a p:,_,. No obstante, esta ultima probabilidad es menor, puesto que, al no
ser p%_, preferible energéticamente ante pj, la barrera de nucleacion, que debe sortear
la fluctuaciéon que lo engendre, es mayor. Osea, existe una fuerza determinista, —O6U /6P,
superior, por lo cual £ debe ser mayor, para poder contrarrestarla, e.g. el evento es méas
improbable. Més ain, aunque un gran fluctuacion llevase un trozo del sistema al estado
p_,, por el proceso de mininizacion de U, el resto del sistema, en p}, invadiré este trozo,
ocasionando que el sistema, en su totalidad, vuelva a pj,. La tinica forma que el sistema
retroceda a pi,_,, es que una gran fluctuacion lo llevase, en su totalidad, al estado p,_,,
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Fig. 4.16: Simulacién numérica de la ecuacién (4.3.10), para v/T =095 yn = 1,0. Lo que
modela el desbloqueo por ruide.

osea Ia fluctuacién no solo debe ser grande, sino que actuar coordinadamente: en todo el
espacio, lo cual, dado que £ es d-correlado en el espacio, es altamente improbable.

Luego; cerca del punto de Maxwell 0 < v < T, el estado uniforme pj, +.];"t‘ien(_a,]mal.
barrera de nucleacién, con respecto a p2, que consiste en la esiructura lochlizada in-
estable, i.e. el punto de equilibrio inestable, que posee el sistema integrado por un par
kink-antikink. Osea, si una fluctuacién es capaz de ocasionar que un trozo'del sistema, de
un largo superior a +/T'x log (161'/77), transite de p3, a p§.,, entonces, el sistema, por su
propia evolucién determinista, se encarga de generar el estado uniforme pr, ;. De'modo
quela transicién ps, — pf,; involucra dos tiempos, el-tiempo medio-en que el ruido es
capaz de generar que un trozo, de un largo igual a superior a Tk log (167°/77), transite
de p% a pf,q, v el tiempo que tarda el sistema, por su propia evolucién determinista,
en que el estado pg 4 invada todo el espacio (este ultimo tiempo depende del larga del
sisterna). Si el ruido es pequedio, 17 < 1, el primero de estos tiempos es mucho mas largo.
Cuando la intensidad de ruido no es tan pequeiia, y ambos tiempos son del mismo orden,
se puede observar la formacién de terrazas (ver fig. 4.16), i.e. cuando el estado. Py S
est4 todavia propagandose sobre py, ¢l ruido genera un trozo que se encuentra en.pyo.

El argumento anterior pareciera ser una generalizacién de los tiempos de Kramer,
para un sistema extendido como (4.3.10). No obstante, este razonamiento es valido fini-
camente cerca del punto de Maxwell. En general, la estructura localizada inestable:cor-
responde a una 6rbita homoclina del sistema estacionario dyyP = —7v + I cos(kP),
pero las caracterfsticas de esta orbita cambian a medida que nos alejamos del punio de
Maxwell. Por ejemplo, cerca del saddle-node v ST, justo antes de que p;, colisione con
p¥, desapareciendo, la érbita homoclina tiene la expresién aproximada

- BIY - %)
P~27m—!—76—-[ 1+3S€Ch2( W )],

con 3= [2(1— fy/I‘)]I/ 1 « 1, de modo que, a tmedida que nos aproximamos al saddle-
node, § — 0", la amplitud de la estructura localizada inestable tiende a cero, mientras
que su ancho tiende a infinito. Luego, en este caso, puede sea més probable una fluc-
tuacion que produzca una perturbacién un poco méas grande, pero mas angosta, que
esta orbita, la que de todas formas saque al sistema de la debilitada cuenca de atraccién
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de pS. Osea, es posible que, la perturbaciéon més probable de generar con el ruido &,
de modo que saque al sistema de la cuenca de atraccién de pj, llevandolo a la cuenca
de atraccién de pg,, no un equilibrio inestable, que medie entre estos dos atractores
uniformes. Lo mismo podria ocurrir muy cerca del punto de Maxwell, donde el ancho de
la estructura localizada inestable también tiende a infinito.

El problema de la generalizacién de los tiempos de Kramer, para un sisterna ex-
tendido, es un problema atin abierto, en el cual estamos trabajando. Su solucion es de
vital importancia en una amplia gama de problemas en la fisica de la materia fuera del
equilibrio termodindmico. En particular, para una estimacion teérica de la velocidad de-
propagacion del frente aqui estudiado.




Parte IV

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS
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Durante el desarrollo de esta tesis se han estudiado varios topicos en sistemas ex-
tendidos, con especial énfasis en las soluciones tipo particula, y la dindmica de defectos
como pilar fundamental para entender los procesos de coarsening en diferentes contextos.
Por topico, los resultados m4s importantes y las preguntas abiertas que quedan son:

Ondas solitarias en una transicién de fase tipo van der Waals: En la forma
normal de Van der Waals, modelo prototipo que describe una transicién liquido-vapor, se
observa que, durante el proceso de descomposicién espinodal, en un régimen de viscosidad
baja o moderada, el sistema exhibe una alta actividad de ondas. Aparentemente, en el
proceso de coarsening, que sobreviene al la descomposicion espinodal, la transferencia
de informacién (masa, momentum, etc...) entre las burbujas se realiza mediate solitones.

La forma normal de Van der Waals, en el régimen de viscosidad nula, admite, como
solucién, la propagacién de ondas solitarias, las cuales son subsénicas. Si la amplitud de
estas ondas es pequefia o moderada, son estables. Si el sistema se encuentra en la region
de coexistencia, las ondas solitarias de amplitud grande son inestables.

En el régimen cuasi-sénico (ondas solitarias.con uh velocidad cercana-a la del sonido),
el sistema puede ser aproximado por la ecuaciéon de'Korteweg de Vries. La interaccion
solitén-solitén, predicha por esta ecuacion, emula satisfactoriamente lo que se obsérva
directamente de la simulacién numérica dé la forma normal de Van der Waals.

En el régimen de viscosidad baja, la atenuacion de solitones es algebraica, por lo cual
debiesen jugar un rol més relevante, que las ondas lineales, en el proceso de coarsening,
citya atenuacion es exponencial.

La forma normal de Van der Waals fue motivada originalmente en el estudio de una
transicion de fase liquido-vapor, en una simulaciéon numérica de un medio granular. La
observacion directa de este sistema sugiere que la viscosidad efectiva es alta, de modo que
la atenuacion de las ondas es muy violenta y por lo cual no desempefian en rol importante
en los procesos que este sistema exhibe. Por lo tanto, queda pendiente encontrar procesos
fisicos similares, en lo cuales la viscosidad efectiva sea baja, de maneta que los resultados
obtenidos en este capitulo no sean puramente académicos y tengan una aplicacién real.

Frentes y estructuras localizadas en dinémica poblacional: Una manera sim-
ple de modelar la conjugacion de factores competitivos y cooperativos, en el mode-
lamiento continuo de una poblacion, es mediante un modelo biestable. Donde uno de
los atractores represente la extincién de la especie, mientras el otro, su supervivencia.
Esto nos da la definicién de un paradmetro fundamental del sistema, el cual constituye
un medida de la adversidad del medio en el que se encuentra inmersa la poblacién. Si
a este modelo le incorporamos un trasporte difusivo de los organismos que forman la
poblacién, mas la interaccion no-local de estos, podemos reproducir muchos de los com-
portamientos complejos que exhiben las poblaciones en la naturaleza, como la.formacion
de patrones y estructuras localizadas.

Un mecanismo genérico, para engendrar dominios localizados estables, es la aparicion
de oscilaciones amortiguadas en la solucién frente (en el punto de Maxwell). Las cuales
modifican la interaccién de defectos, estabilizando estas formaciones. Si el sistema exhibe
un régimen en el cual los frentes son monoétonos, y la interaccién de defectos es atractiva,
entonces existe un punto en el espacio de parametros del sistema, en el cual nacen
todas las estructuras localizadas. Este punto coincide con la aparicién de las oscilaciones
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amortiguadas en la solucién frente.

Atin queda pendiente un caracterizacién analftica de estos procesos cuando la in-
fluencia de la interaccién no-local decae més lento que una exponencial. También falta
un caracterizacion de este tipo para lo formacién de patrones localizados, en este caso
parece mas pertinente concentrarse en la célula elemental de la estructura periodica, el
pico, el cual representa el asentamiento més bésico de poblacién, i.e. la colonia elemen-
tal. Siendo las estructuras localizadas mas complejas sistemas integrados por varias de
estas soluciones tipo particula.

Dinamica de dominios en présencia de ruido interno: En un sistema unidi-
mensional simple, como la ecuacién de Ginzburg-Landau real (cubica), la dinémica de
dominios esta gobernada por la interaccion asintotica de los pares kink-antikink. La cual
es exponencialmente débil, por lo cual el crecimiento, del largo promedio de los dominios,
es logaritmico.

Si consideramos la presencia de ruido, esta situacion cambia drasticamente.. Ach el
coarsening esté dominado por el transporte difusivo de los defectos, lo cual induce que

sea mucho mas eficiente, produciendo que el largo promedio crezca con la ley de potencia *

172, .

. .

Todo esto es' validé, siempre y cuando las fluctuaciones sean lo suficientemente’ dé-
biles, de modo que los procesos de creacion de pares kink-antikink sean despreciables. Si
esto no ocurre, los proceso de.creacién de pares empiezan a conspirar contra la eficiencia
del coarsening, ocasionando una resonancia estocéstica, i.e. existe un-valor optimo, para
la intensidad de‘I ruido, tras el cual la eficiencia del coarsening empieza a menguar.

En un futuro, seria interesante estudiar c6mo el ruido altera el proceso de coarsening
en sistemas que posee cantidades conservadas, como Cahn-Hilliar o la forma normal de
Van der Waals. Asi como el coarsening en presencia de turbulencia débil en un sistema
hamiltoniano-(o cuasi-hamiltoniano) ergédico.

Frentes que conectan rollos con un estado uniforme: Si consideramos una in-
terfase plana, que separe una regién con rollos, de una uniforme, en un sistema isétropo,
ésta es transversalmente inestable. El origen de la inestabilidad radica precisamente en
I isotropia del sistema, puesto que la formacién.de rollos es un'quiebre espontaneo de
esta simetria, el sistema puede formarlos. con cualquier orientacién (dependiendo de-la
condicion inicial). Luego, en una pequeiia irregularidad en la interfase plana, el sistema
tratard de formar localmente un rollo en una direccién arbitraria, lo cual ocasiona una,
perturbacién local en la fase del patrén, que a su vez reexcita la interfase, desestabilizan-
dola. Tras la inestabilidad el sistema forma un zigzag, el cual entra en un coarsening, en
donde los vértices de la estructura se van aniquilando unos a otros.

Las perturbaciones en la fase se van difundiendo lejos de la interfase, pero, a su vez,
este mismo proceso difusivo trata de atenuarlas estas irregularidades. De modo que, a
medida que se desarrolla la inestabilidad, el proceso de coarsening es influenciado por
regiones cada vez mas lejanas a la interfase, haciéndose, en este sentido, cada vez mas
no-local.

Esto impide que los vértices del zigzag puedan ser tratados como soluciones tipo
particula, de la manera en que hemos tratado otros tipos defectos durante el desarrollo
de esta tesis. Esto pone en evidencia los limites de los métodos desarrollados en este

et
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trabajo.

1

Puesto que el origen de inestabilidad radica en la isotropia del sistema, i.e. que puede
formar rollos con cualquier orientacipn. Si suprimimos esta simetria, i.e. consideramos
un sistema que sélo admita rollos en una direccién determinada, la interfase plana se
estabiliza. En este caso recuperamos :el fenémeno de blogqueo observado en sistenas uni-
dimensionales, y es posible reducir ek problema a una ecuacion efectiva para la posicién
de la interfase.

En el caso anisétropo, al igual qu:e en el caso unidimensional, si incorporamos ruido
al sistéma, el movimiento del frente se desbloquea, ocasionando su propagacion.

Ac4 falta un tratamiento analitico mas pulido, de la inestabilidad de zigzag, en el
caso is6tropo. También encontrar und estimacion teorica, para la propagacion del frente,
inducida por ruido, en el caso anisétropo. L.o que pasa por una generalizaciéon de los
tiempo de Kramer, para un sistema gxtendido, problema que aiin no se a resuelto.

1
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APENDICE A: Solucién de N-solitones de Hirota para la ecuacion de Korteweg
de Vries

Tomando la ecuacién de Korteweg de Vries (KdV)
Or¢ + 12499 + Ogecd = 0,

e introduciendo la transformacién de Cole-Hopf

¢ = Oge {log [},

obtenemos

fOerf — OefOrf + 3 (Beef)’ — 40cfOeee f + Ogeeef = 0.

Consideremos ahora la expansion formal:

F14 3,
n=1

. .
donde « es un pardmetro que tiene que ver con la invarianza traslasional del problema,
y el termino a orden cero se toma igual a la unidad por conveniencia (esto quedara mas
claro a medida que se desarrolle el método). Luego, igualando orden por orden,

(Beeee + Fer) fM =0,
(Dgsee + ) JO = —(FOBrfO — B fVIFD + 3 (Bee V)
— 48 f Mg fU + FDgee f1),
(Beeee + Oer) O = —(FPOer fV — § F@arF® 4 60z FO e fN
(3343 T . 3 (3 &€ (33
_ 43£f(2)3&€f(1) 4 f(2)3&& + f(l)ftl)ang(2)
_ 8£f(1)611f(2) _. 43$f(1)3€&f(2)' -+ f(l)assssf@)),
.(85555 + agT) _f (4) = eesrrsnassanaianr ,

obtenemos una jerarquia de ecuaciones lineales que involucran al mismo operador lineal
a todo érden, y la solucién de un érden dado requiere de la solucién de los anteriores.
El primer orden implica:

N
O = Zea‘ con B =af—aT+v
i=1

donde a; y 7; son pardmetros arbitrarios. La solucion de los 6rdenes signientes depende
de la eleccion particular de f que se haga, en efecto, esto nos dara las soluciones de
N-solitones:
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Solucion de I-soliton: Tomando

FU =,

implica.

(Beeee + Fer) £ =0,

de modo que, tomando la solucién mas simple:

™ =0 Vnz2,

obtenemos

f=1+¢,
donde hemos absorbido o en la fase v (aqui se puede ver que esté relacionado con la
invariaza traslasional), con lo cual obtenemos:

a? a
15 = Bge {log {1 + e} = ESgch2 [E(f’— a®T) -+ f}’] ,

que corresponde a la solucion de 1-solitén (aqui se ve la conveniencia de tomar f al orden
Cero como uno).

Solucion de 2-solitones: Tomando:

FO = e 1 e,

implica:

(Dgeee -+ Oer) f ) = 3a,0, (a3 — a2)2 e"‘+92,

tomando la solucién particulars

tenemos:

(Beeee + Oer) F& =0,

luego, nuevamente tomamos la solucién mas simple:

- f(n) =0 Vn>3,

y obtenemos:

2
a1 — Qg
=1 &1 b2 61162
f +et+¢ +(a1+a2) e ,
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de modo que

2
¢2S = agg {10{-}; (1 + 661 + 832 + (GI—GZ') 691+82) } s
a + ag

que corresponde a la solucién de 2 solitones (en el capitulo I se ve con mas claridad).

De esta forma, podemos ir calculando la solucién de 3 solitones (N = 3), etc.
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APENDICE B: Analisis débilmente no-lineal, en torno a la inestabilidad
espacial, para el modelo de Nagumo no-local

Para estudiar la saturacién no-lineal de la inestabilidad espacial, que exhibe el modelo
de Nagumo no-local, i.e.

Oyt = Opzu — o+ (e + 1) u? — ufﬂfzfa (lz — 2'[) da’
Q

haremos un anilisis asintético en torno al punto critico en que se produce. Concreta-
mente, estudiarerios lo que ocurre cuado solo un modo de Fourier se deviene inestable,
para ello consideraremos un dominio finito, £ = [—L/2, L/2], pero muy grande en com-
paracion con el rango de influencia, de modo que sea valida la aproximacion

L/2

ckXL = }';(k) o f cos (2) fr (2) dz,
L2
que es exacta para el modelo de influencia tipo salto. Luego, tomando condiciones de
borde periédicas, podemos expandir # en modos de Fourier:

o0
nw
u= Zan(t)Cos(k:n:r) con k= T
n=0
y convertir el modelo de Nagumo no-local en un sistema infinito de ecuaciones-diferen-

ciales ordinarias

o 0o oo

Say = —(ky + @)an + Zz_mnaman ZZZAIma;aman,

m=0n=0 =0 m=0n=0

donde

'S

- l1+a
:ﬁn = ( 9 ){6m+n,N + Jlm-—-nl,N}:

1 -~
A = Z{fd(km+ﬂ)[5l+m+n,N + Gjmtn—i|,N]
+ ﬁr(km—n) [5|I+m-—-ﬂ],N + 5im4n#I]'N]}, (.0.11)

para efectuar el anilisis asintético debemos trasladar el sistema al punto en que se
produce la inestabilidad, i.e. al estado » = 1, de modo que tomamos

ay = do;v + by,

y obtenemos

oo o0 00

Biby = —Anbn + ZZI‘N brabn — > > > AN bibbn,

m=0n=0 =0 m=0n=0




130

donde
Av =~k + (@ + 1) — 25, (ky),
FN — EN (I)N ,
con

(E'N = Aévmn + AmOn + An(]m

Luego, para el calculo-de Ia forma normal entorno a la inestabilidad, concentrémonos
primero en el punto critico

2D tg. @M, AD =0) A (YN £ MAD < 0)

y formalicemos, esta ecuacién, en un espacio vectorial, dotado de producto interno y
generado por la base {ey }3_,, 0sca

Ay =

Q: E bN'gN Y EN'EN' =‘5N,N"J
N=0

con lo cual, el modelo se puede escribir de la forma

a:b = Ab-+ Pa(b) — B3(b),
donde

e - Aey = /\frg)th,N',

que corresponde al operador homologico de esta bifurcacion (de Pitchfork, en el espacio
de Fourier). El cual es hermitico ante el producto interno definido, diagonal en la base
{En}%—0) ¥ su kernel estd compuesto tnicamente por €. Mientras que P, y P; son
funciones polinomiales de orden cuadratico y cubico respectivamente, y tienen la forma

[s I - SR v o]

Py(d) =) > > TN bubién,

N=0m=0n=0
00 O oo 00

P®) =" 3N AN bibmbaen.

N=01=0m=0n=0

Luego, en orden de realizar la eliminacién adiabatica de los modos rapidamente de-
cayentes, segin los métodos candnicos de la teoria de bifurcaciones, podernos considerar
el cambio de variables asintotico

b= Aey +UP (A) +UF (4) +
BA = M (A) + fA(4) + B (4) +
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donde los superindice [n] significa n-esimo orden polinomial en A (notemos que hemos
reducido un sistema de infinitas variables a una sola}. El primer orden polinomial en A
es trivial por el ansatz y da

=

v, por lo tanto, para el segundo orden tenemos

b = fPen = AU + Py(4en)

que implica la ecuacién homologica

AU = §0g,, - Py(Azy)

que tiene. la condicién de solubilidad

= Py(A€rr) -8 =0
de modo que no hay términos cuadraticos en la ecuacién de evolucion de A. Tomando
para _,[[_[21 la solucién particular :

21 FS']V[MA szwMMA 2
Q{ =—{ " eg + Aont €2M}A ;

y procediendo de manera andloga, obtenemos al tercer orden la ecuacién homologica .

g
AUP = fligy, — | Py(des + UP)| " + Po(A8a),

que tiene la condicién de solubilidad

£ = { [ (42 +02)] - (’AEM)} o

Detengamos aqui la expansién asintética en ‘el punto critico y desarrollemos el unfolding
en torno a este, Para ello tomemos la-correccion

A=A+ = AW =,

y el cambio de variables:

b= (A8 + TP (A) + TP (A) + ) + @ (4)+ ) + ..
A = (FU(A) 4 B (A) + BN (A 4+ ) 4+ (A + BT (A )+

donde el superindice [m,n] significa m-esimo orden polinomial en ¢ y n-esimo orden
. (1) . .
polinomial en A;,. Es evidente que el orden lineal da

FB = 3,4
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de modo que, truncando la expansion hasta estos ordenes, obtenemos la forma normal
A = MeA — BA®

donde 3 viene de la condicién de solubilidad para U, i.e.

8= { Aokl UeCh) kel L o o 2)} ,

a—1 ' o(—4k2+ (a+ 1) — 27, (2k))

donde hemos aproximado kyr & k. (0 = S(a), @), pues ¢ K L, e.g. § = B(a).
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APENDICE C: Dinédmica de un defecto en presencia de ruido débil

Consideremos la ecuacién de reaccién-difusién genérica (para un campo escalar)
Opu = G (u) + Opstt + Vo (z) { (2, 1) ,

en presencia de un ruido {¢ (z,t)¢ (2,8)) = 6 («'— z) é (¥ — t), gausiano, mientras que
o (x) es una funcién acotada.

Supongamos que este sistema tiene como solucién un frente estacionario, ice. existen
dos orbitas heteroclinas G (up (£2)) + Opzttp (£2) = 0, que conectan asintéticamente u,
{en & = £00), con uz (en ¢ = Foo). Luego, en presencia de ruido, el modo de goldstone
asociado al frente up adquirird dindmica. En efecto, tomando el ansatz usual

v=up(z— X (t)) + bu(z,X),

y procediendo de 12 misma manera que en los casos deterministas, obtenemos la condicitn
de solubilidad

di;?@ - [e@x @)@ o,
con Veo (&) Orur (z — X)

a(:c, X) = )
_f (Bpur) dx

Notemos que, si o (z) es acotada, entonces a (z — 00) — 0..

Luego, esta ecuacién diferencial para la posicidn del frente corresponde a una suma,
infinita de ruidos gausianos, lo cual es equivalente a un solo ruido gausiano, e.g. el frente
se comportara como una particula browniana. Todo esto si, el ruido ¢ es interpretado en
el sentido de Ito, primero que nada demostraremos que, cualquiera sea la interpretacion’
gue queramos darle, sera equivalente a la prescripcién de Ito a nivel de la ecuacién de
movimiento de X (t).

Para ello consideremos la discretizacion del espacio x — z; = (Az) j, con' § entero,
de modo que z; — z;1 = Az. Y definamos a; (X) = a(z;, X) y §; () = VA (z;,1),.
luego {{; (¢) {7 (t)) = 6536 (¢ — t). Entonces la ecuacién de movimiento queda

S =VAT S ()G ().

j=—oc0

Si discretizamos ahora el tiempo ¢ - &, = (At) k, con k entero, de modo que £ —t;_; =
At. Y, definiendo Xy = X (&) vy AXy = X — Xk—1, la ecuacién diferencial pasa a una
ecuacién de diferencias finitas

AXy =+VAz Z aj (Xk + OzAXk) dw;;k,
Jj=—00

donde 0 < o < 1 da la interpretacién que queremos darle al ruido (por ejemplo, la
interpretacidn de Ito corresponde a « = 0, mientras que la de Stratonovich a o =
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1/2). Mientras que Awg, = wj — wjg—y con wy, = w; (fx), donde {w; (t) /4 entero} son
procesos de Wiener independientes, definidos por dw; = (;dt, e.g. Aw;pAwsp, = (At) by
Luego tenemos

AXpy 2 VAT Y [a; (Xi) + aAXds (X3)] Awg

j=oo
= VAT Z a; (Xg) Awj + oAzt Z a; (Xi) d (Xk),
Jj=—00 j=—o0

donde hemos procedido de manera recursiva, preservando solo los ordenes dominantes
en At, la prima significa una derivada respecto al argumento. Notemos que

oQ

ahs Y s ()65 (Xe) ,—, 5 / %8 4z =0,

j=—00 teo

de manera que, independientemente de cual sea la interpretacion original del ruido ¢, es
equwalente a la prescripcién de Ito en este caso. -

" Entonces, volviendo a la ecuacién diferéncial (Az — dx y At — dt, infinitesi-
males) y ocupando el hecho que la suma de ruidos gausianos equivale a un ruido gau-
siano, tenemos que

ff"v”f() con  {E(B)EW®) =8(E—1),

donde

o0

7 = fa2 (z, X) dz.

—0Q
Notemos que, para un o (z) arbitrario, 7 =17 (X )}, de modo que corresponde a un ruido
multiplicativo. No obstante, para los dos casos particulares estudiados en esta tesis, en los
que empléamos esta técnica, el ruido queda aditivo, como lo mostraremos a continuacion.

Ecuacion de Ginzding-Landau real: ‘Este caso e$ muy simbple, puesto-que o (z) = 1, de

modo que
£
===
J (Bpur)? dr

oo
I8

Ecuacién de Swift-Hohemberg quintica: Este caso es un poco mas sofisticado, puesto
que el analisis no se hace directamente de la ecuacion

8tu=5u—l—uu3—u5—(3m+q) u + Oy + V¢ (2,9, 8)

sino de la ecuacién de amplitud

_ 2 4 2 A 3. 42 kX A® 2ikX
OrA =pA+|AF A— A A—:—VA—P? 1-ZlAF e - 15°

e (X, Y, T,
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donde (Z (X,Y,T) (X, Y',T)) =6(X'—X)6(Y'—Y)&(T—T), es un ruido gausiano.

Si ignoramos la dimensién Y, 7 = 5v/107j/9g12 (caso unidimensional), mientras que, si
la tomamos en cuenta 7 = 57/27qv (caso bidimensional). Notemos que, si la solucién de
base (el frente) no depende de Y, la incorporacion de esta dimensién no altera en nada
el resultado general que obtuvimos.

Luego, en este caso o (z) = cos (kX/2), de modo que

7] @ubr (0= P) o8 (sX/2) s,
= 3 > =1
(j (aa:PF)2 da:) 3v3

donde hemos despreciado las ‘correcciones prevenientes del término rapidamente os-
cilante. De manera que, en el caso unidimensional 5 = 160v/107/27+v/3g+*, mientras
que, en el caso bidimensional = 1607/81+v/3gv, como se muestra.en el texto.
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Patterns, fronts, and localized structures of a prototypical model for population dynamics interaction are
studied. The physical content of the model is the coexistence of a simple random walk for the motion of the
individuals with a nonlinearity in the competitive struggle for resouices which simultaneously stresses the
Allee effect and interaction at a distance. Mathematically, the model is variational and exhibits coexistence
between different stable extended states. Solutions are obtained, the phase diagram is constructed, and the

emergence of localized structures is investigated.

DOI: 10.1103/PhysRevE.72.056217

*

Population dynamics of a variety of species in nature have
been successfully addressed with the help of reaction-
diffusion equations [1]. The interactions among the individu-
als and with the envirohment are described by-the reaction
term (nonlinearity) while the transport is typically modeled
by the diffusive term. Interactions with the environment are
normally assumed to occur in the immediate outskirts of the
individual, with a resulting spatially local representation.
Clearly, this may not be realistic in sonie systems. There may
be an interaction-induced modification of the environment
around the individual and the elemental reaction term may
therefore be more appropriately spatially nonlocal. Pattern
formation resulting in such a situation which calls for the use
of an integral kernel instead of a local derivative has been
analyzed recently [2-4]. While that analysis will form the
point of departure for our investigations in this paper, earlier

[1,5,6] and later [7,8] reports of that kind of analysis are also’

available in the Titerature on the propagation of infectious
diseascs, firing of .cells, and, vegetation evolution, respec-
tively. ’

Whereas the analysis of patterns given in Refs. [2-4] was
based on the use of a logistic reaction-diffusion term, our
present investigations assume a Nagume term which pro-
vides an additional zere in the nonlinearity relative to the
logistic case. The physical content behind such a term is the
Allee effect [9]. Unlike in the logistic case, the zero-u solu-
tion is stable here. If u is small initially, it is attracted to the
vanishing value; if large, it is attracted to the nonzero value.
The physical origin of the Allee effect is the possible in-
crease of survival fitness as a funiction of population size for
low values of the latter. Existence of other members of the
species may induce individuals to live longer whereas low
densities may, through loneliness, lead to extinction. There is
evidence for such an effect in nature [10]. We use the spa-
tially nonlocal generalization of the Nagumo model here be-
cause our interest is to go beyond the simple patterns en-
countered in Refs. [2-4] and to analyze localized structures
as well. Such structures have been observed in varous fields:
as domains in magnetic materials, chiral bubbles in liquid

1538-3755/2005/72(5/056217(5)/$23.00
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crystals, current filaments.in gas discharge experiments,
spots in chemical reactions, pulses, kinks, and localized two-
dimensional statcs in fluid surface waves, oscillons in.granu-
Hf media, jsolated states in thermal ‘convection, solitary
waves in nonlinear optics, and cavity solitons in lasers (see
the review {11] and references therein). Localized structures .-
are macroscopic, particlelike objects, which are spatial con-

. nections, between two extended steady states [12]. The most

studied localized structures are localized patrerns. These so-
Iutions are spatial connections between a homaogeneous and a
spatially oscillatory state [11. ~ ) -

In this paper we study particle-type solutions of a proto-
typical model for population dynamics with a nontrivial in-
tegral kernel, which we will call the variational nonlocal
Nagumo model, and see that it exhibits coexistence between
different stable extended states. We characterize the solu-
tions, exhibit its phase diagram, and investigate the emer-
gence of the localized structures,

Following the procedure in [2—4] but replacing the logis-
tic nonlincarity by its Nagumo counterpart in a specific way
leads us to

.

Gulx, 8y = 8,0t + ulu — 2)(1 — u) +

= ulx,1) f ulx’ 0> f (x,x")d>’, §9)
Q

=y

FIG, 1. (Color online) Spectrum A(k) of the fully populated state
ulx,0)=1, as function of the wave number k, for several values of
the range of the step influence function: =0.00, 0.05, and 0.20.

©2005 The American Physical Society
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FIG. 2. (Color online) Phase
diagram of our variational nenlo-
cal Nagumo model Eq. (1) for the
step influence function. The insets
show representative particle-type
solutions in the respective reglons
of parameter space, e, represents
the Maxwell point.

0.6

Sl

[=]
rY

“where u(x,?) is the local density, where we have normalized
all quantities in an obvjous anner, and where « is a.param-

cter that we call the adversity. The.adversity characterizes,

the equilibrium point, and canalways be chosen to satisfy
0=ga=1 without loss of generality. When it is small, non-
zero equilibrium population is favored. As in our previous
analysis [2] we call the positive function or distribution
Folx,x') the influence function. It is characterized by a range
o, and is normalized in the domain {2 under study, There are
several ways of setting up the nonlinear spatially nonlocal
term, The one we use here, as well as the case used earlier by

Goldstein et al. [6], wherein the Fitzhugh-Nagumo evolution-

is treated in the limit of fast inhibitor with linear nonlocal
term, leads to an explicitly variational problem. If, instead,
one considers quadratic nonlocal terms, the system becomes
non-variational and.is then at once richer and more compli-
cated to analyze:[17]. We note that the nonlocal Fisher model
studied in Refs..[2—4] is alse nonvariational.

For simplicity, we consider the cnvironment to be homo-
geneous and isotropic. Then f,(x,x')=f (x~x’), with fa(z)
even, and [of,(x,x )dx'=1. In the extreme local limit ¢
—0, one has f,(x,x")=8(x—x"), and Eq. (1) reduces to the
(local) Nagumo model. The dynamics is described by the
parameters {a, o} and Eq. (1) can be written as

OFu]
Su

du=—

where the Lyapunov functional JF{u] has the form

Flu] = f( () + “2 (a;l)u?‘)dx

1 2
+= f f wn'f (e, x"dx dx’ .
4J0Ja

.

FAD=8o+D)Ho-2)120

Hence, the dynamics of -our model- (1} is of -the relaxation
type and the stationary states are local minima of Fu].
Our model (1) has three.homogeneous equilibrium states:
u(x,1)=0, 1, and «. For small o,.the steady states {0,1} and
{a} constitutestable and unstable fixed points, respectively.
The steady states u(x,#)=0 and «(x,r)=1, which respectively
represent the complete absence and full ‘presence of the or-
ganism, will be térmed the unpopulated state and fully popu-
lated state, respectively, The adversity « determines the glo-
bal stability of the attractors and the size of their respective
basin of attraction. Evaluating the Lyapunov functional in‘the
equilibria states, one obtains Flu=0]=0 and Flu=1]=(a
~1/2)fodx/6. One can directly identify that the Maxwell
point is a=a,=1/2 (Flu=01l=Fu=1]), Thus, foif small
(large) adversity, e < e, (> a,,), the global minimum is the -

Tully populated {unpopulated) state. . -

. We now consider the spatial coupling and the following
perturbation for the unpopulated state u=16,e*%, where u,
is a small number (uo§ 1). We obtain the relatlon for the
eigenvalue Mk}=—k>~ . The eigenvalues A are negative and
decrease as functions of wave number k, and so the unpopu-
lated state is always stable. Consequently, the nonlocal term
is nonlinear and does not affect the unpopulated state. To
study the stability of the fully populated state, we use an
ansatz similar to the previous one, w(x,f)=1+upe*"*, and
obtain

AK) =— K2+ (a+ 1) = 2F.(8),

‘where f,, is the Fourier transform of the influence function

{compare, e.g., [4])
Folk)= j cos(2)f(2)dz.

Let us now consider the simple influence functions
and  f(=eles2¢,  and

Q=(~,+). In these cases J,(K)=sin(ka)/ko and

056217-2
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“h upin

FIG. 3. (Color online). Front solution that links the fully popu-
lated state to the unpopulated state for the model in (1), for the step
influence function: (a} typical front solution; (b) spatictemporal
evolution of Eq. (1), with time running upward. The intensity of the
gray scale is proportional to u.

f,,(k)=ll [1+(ke)?], respectively, When o increases, the
fully populated state becomes unstable [1]: there are some
positive eigenvalues. In Fig. 1 is shown a typical spectrum of
the fully populated state [A(k)].

The phase diagram of Eq. (1) for the step function is
displayed in Fig. 2. Below the solid line, the fully populated
state is stable. We have computed the solid line numerically
for the step influence function but have been able to to cai-
culate it analytically for the exponential influence Tunction.
For the latter, the explicit expression is

\54- V1 —-.a

aT.= .
€ lva -~

On this line, the homogeneous state suffers a spatial instabil-
ity; above the line, the system exhibits pattern formation,
The vertical dashed line represents the Maxwell manifold
(ex,,=1/2). Below the solid line and &<<1/2, the fully popu-
lated state is more stable; hence if we spatially connect the
fully populated state with the unpopulated state, the species
invades the space at a given velocity, and we have a front
solution [1). In Fig. 3, we show a.typical such front solution
and the spatiotemporal diagram observed for (1), which il-
lustrates the front propagation with constant speed. When «
mcrcases, a>1/2, the population commences to disappear
at a given vc10c1ty, that is, the speed of the front is Teversed.
At variance with the (local) Nagumo model, the front solu-
tion between the spatial homogerieous states can exhibit | spa-
tially damped oscillations as a consequence of the spatial
nonlocality (cf. Fig. 3). Such spatially damped oscillations
have been obtained from temporal nonlocality in the trans-
port, i.e., from memory functions [18]. Here, the spatially
damped oscillations are a consequence of the fact that for the
moving reference system [du{x—cr) =-cdu(x—ct)] the fully
populated state is a hyperbolic fixed point and its respective

PHYSICAL REVIEW E 72, 056217 {2005)

a}h,
bt bJAU(x't)

u{m/u\ /\
X

FIG. 4. {Color online) Horn solutions observed in our modei (1)
for the step influence function, a=0.51, 0=4% of total system size,
system size 250 points. (2). one-bump solution, (b) three-bump so-
lution, {c) typical horn solution, and (d) coexistence of horn solu-
tions. A is the size of the horn sclution,

¥

L] Au(x,t) d)"

\ 2d

eigenvalues have nonvanishing imaginary, part. Below the

horizontal dashed curve, these eigenvalues are pure real, thus

the fromt solutions are monotonic. This dashed curve has

been obtained numerically. These fronts are similar to those

observed in the {local) Nagumo model (o—0), hence we.
¢iill this’ region the Nagume zone. For a=1/2 dnd below the

solid line, the front solutions that link the equilibrium states

to one.another are static, wall or kink solution. «

The front solutions are particle-type solutions [12], and
the interaction between them ‘are responsible for localization
(see the review [11] and references therein). In the. Nagumo
zone, the interaction is attractive, Thus, there are no stable
localized structures there. When the wall solutions have spa-
tially damped oscillations (cf. Fig. 3), it is well known that
the nature of the: kink and antikink interactions alternates
between attractive and repulsive [16]. By introducing A the
distance between the fronts (cf. Fig. 4), we see that the time
dependence of A satisfies the law [11]

A=fA) = ycos(xh)e P + 7, )

where « is the wave number and 8 the exponent which de-
scribe the spatially damped oscillations of the front solution
[cf. Fig. 3(a)]. With the help of a specific solvability condi-
tion, in a manner similar {o that explained in Ref. [11], one
now obtains

[f dx 9 up(x)h(x)f dx' u{x"Vf, (x,x") +2f dx up(x)h(x)f dx’ xu;(x i = {x,x") _3J‘°" dx dup(x)h(x)

X(up(x) -+ 2) - 2fm dx h(x) . dx’ e (x" ) (e, x")

/J-m dx aqu(x)zz
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4 £(A)

(%)

A
ulx,t} ﬁ

FIG. 5. {Color online)-Oscillatory interaction force f{A). The
inset figures are the stable localized patterns observed close to the
Maxwell point. The extent of these localized patterns is marked by
circles.
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where ug(x} is the front solution with damped oscillations of
model (1), i(x) beihg the function cos(xx)e . In Fig. 3(a),
we show the characteristic frant solution under analysis.

From this kink and antikifk interaction Eq. (2), one de-
duces that the system exhibits*different localized states and
the size of these solutions A™ satisfy cos(xA")exp(-BA%)
=—x/v. In Fig. 5 are illustrated the the kink interaction and
the steady state of Eq. (2).We term ‘thése steady states horn
solutions. In Fig. 4 we show such hom solutions observed in
Eq. (1). Their lengths are approximately mmultiples of the
shortest localized state Iength, 'which is related to*the char-
acteristic length x of the spatially damped oscillations,

We have' determined, both numerically and analytically,
the point in the parameter space where the horn solutions
appear for the two kinds of influence tfunction we have ana-
lyzed: step and exponential, respectively. For the exponential
influence function this point is «=1/2 and o= \1%13. We
term this point the localized structures nascent point (LSNP)
and denote it in Fig. 2 by LSNP In the parameter space, the
horn solutions appear and disappear around the LSNP by
saddle-node bifurcations. The smallest horn solution is stable
dnside the'dashed zone (cf. Fig. 2), This zone has been de-
termined numerically for both the step and exponential influ-
ence functions. The other horn.solutions have a similar re-
gion of stability inside thé dashed zone and all ihese regions
have vertices in the LSNP,

Above the solid line in Fig. 2, the fully populated state
suffers a spatial instability and gives rise to the appearance of

a)Auxp blAuixo
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patterns. A typical such patiern is shown in Fig. 6(a). In this
parameter region the system has cocxistence between a spa-
tially homogeneous state and a spatially periodic one, a pe-
riodic population state. One can understand the appearance
of these patterns as being a self-organization response of the
population to the large range of the competition interactions
function and the surrounding adversity.

As result of spontaneous breaking of spatial symmetry, a
front solution between the unpopulated state and periodic
population one, it is motionless in a range of parameters
called the pinning range [13]. This phenomenon is well
known as the locking phenomenon [[3]. One can consider
the interaction of two fronts and obtain a similar expression
to (2) amended with a periodic term [14]. One then sees that
the front interaction alternates between being attractive and
repulsive. Hence, one can find an infinite number of local-
ized structures, which we will call localized patterns [14], In
Figs. 6(c) and 6(d) are shown such localized patterns ob-

_ served from Eq. (1). They are above the solid line and Inside
the dotted curve, ‘
Recently, static localized patterns have’ beeu studied from

the point of view of their geometrical existence [13]. The
localized patterns appear and disappear close £0 the pinning
range. The different localized patterns appear and disappear
by saddie-node bifurcation and they have a geometrical se-
quence of bifurcations around the pinning range.[14,15].

Numerically, we have computed the zone where the short-
est localized pattern, i.e., the localized state with fewer
bumps, is sable, This zone corrc_spon&s to.the inside of the
dotted line and above the solid line in Fig. 2. Above the solid
line (small er) and outside the dotted line, the periodical equi-
librium state always invades the unpopulated one with a well
defined velocity.

In summary, we have stud:cd the fronts and localized
structures of a prototypical model for populatjon dynamics
with. a nontrivial influence function for the spatially nonlocal
competition interactions and found the system to exhibit a
coexistence between different stable' extended states. We
have characterized the different particle-type solutions and
presented their phase diagram. We have also determined and
characterized the point in the phase space where the local-
ized structures appear, the localized structure nascent point,
Our theory should be of interest for a wide variety of phe-
notnena, not only in biological systems, in which context the

FIG. 6. (Color online) Pattern, front solution,
and localized patterns observed from our model

)

ufx,t d) u(x1)

(1) for «=0.618, o=4% of total system size, sys-
tem size 250 points. (a) Periodic solution, (b)
front solution that links the unpopulated state and
the periodic fully populated state, () first-bump
localized pattern, and (d) eighth-bump solutions.
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applications are obvious, but also in sociological systems in
which the formation of localized structures that emerge natu-
rally from the model we use might correspond to localized
clusters of communities with similar opinions or ideological
approach. Work on such applications is under way.

The simulation software DIMX developed by P. Coullet
and collaborators at the laboratory INLN in France has been

il
-

PHYSICAL REVIEW E 72, 056217 (2005)

used for all the numerical simulations, M.G.C. acknowledges
the support of FONDECYT Project No. 1051117 and
FONDAP Grant No. 11980002. D.E. acknowledges the sup-
port of MECESUP UCHO008 and FONDAP Grant No.
11980002. V.M.K. acknowledges NSF support under Grant
No, INT-0336343, DARPA support under Grant No.
DARPA-N00014-03-1-0900, and NIH/NSF support under
Grant No. EF-0326757,
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Abstract

Solitary wave solutions exhibitet! at the onset of the phase transition in fluidized granular matter are perused. In'the
quasi-sonic limit the system is modeled by two Korteweg de Vries equations. We study the solitary wave interactions in.
order to understand the rich-dynamics exhibited by the fluidized granular system at the onset ‘of the gas-liquid phasé
transition.
{©-2006 Elsevier B.V. All rights reserved. s

Keywords: Granular rﬁatter; Soliton; Phase transition

Granular matter, when fluidized by continuous energy injection exhibits a variety of phenomena that
resemble those of molecular. fluid-like waves propagation, pattern formation, and phase transition, to.mention
a few. The main difference with-molecular fuids is that, at collisions, grains dissipate kinetic energy into-the
internal degrees of freedom of the grains. Hence, energy must be supplied continuously to sustain a fluidized
regime. Experimentally, energy is usually injected through vibrating walls or by the gravitational field.
Recently, it has been shown that a-fluidized’ granular-system in two spatial dimensions with a vibrating wail
and without gravity. exhibits a phase separation [1—4], analogous to the spinodal decomposition of the
gas-liquid trahsition in the van der Waals (VAW) model [5]. Molecular dynamics simulations. of a granular
system at the onset of phase transition reveal a rich dynamical behavior characterized by appearance,
coalescence, and disappearance of bubbles (or clusters). The mechanism for this phase separation is triggered
by a negative compressibility [1,2].

A continuous or macroscopic description of granular flows is still an open question. There are several
models with different approximation schemes that produce different hydrodynamic models. Nevertheless,
using simple generic arguments, independent of the specific macroscopic model, in Refs. [1,2] it is shown thata
fluidized granular system that exhibits phase separation can be described, close to the critical point, in good
detail by the VAW normal form. This model shows that the appearance, coalescence, interaction, and
disappearance of bubbles is mediated by nonlinear waves.

*Corresponding author.
E-mail address: marcel@galileo.dfi.uchile.cl (M.G. Clerc).

0378-4371/5 - see front matter © 2006 Elsevier B.V. All rights reserved,
doi:10.1016/j.physa.2006.04.081
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Our aim will be to identify and characterize the solitary waves of the VAW model, and to study their
interactions in order to understand the rich dynamics that the fluidized granular system exhibits at the onset of
the phase transition. In the quasi-sonic limit the system can be well described by two Korteweg de Vries
equations,

The VdW normal form is [1,2]

a“u ES axx(ﬁu + u3 - axxu + vafu)! (1)

where u is the ficld that describes the correction to the critical average vertical density, x the coordinate that
describes the horizontal direction of the granular system, ¢ the bifurcation parameter which is proportional to
the compressibility coefficient, and v the effective viscosity. The two first terms in the right-hand side give
account of the pressure around the critical average vertical density. The term with high spatial derivative
depicts the interface tension [2]. )
Solitary wave solutions: The inviscid VAW model has the form 8u = 8y, (su + 1’ — dy1). In the moving
framework, z = x — ct, the previous model reduces to a Newton type equation
2
3721; (e —Aut+1’ -4,

where / is an integration constant related to the total mass, compatible with periodical or zero flux boundary
conditions. The equilibrium fixed points (i) of this system satisfy A =={e— 2y + 3. It is easy to show that,
.+ when |2]<2(c* — £)/34/3 and e< ¢?, this cubic equation has three real solutions, otherwise it just has one
solution. In the first case, two of them are hyperbolic fixed points, while the other is'a center fixed point. Then,
Newton type equations in general, have a homoclinic loop, which correspdnds to a traveling-solitary wave of

the inviscid VAW model. To have a solitary wave solution, we must impose
et <t? =3k + e 2)

Hence, the wave speed is bounded. v, is the sound speed about the homogeneous state ug, therefore the solitary
waves are subsonic. Due to the symmetry of 2 — —4 and u — —u, we will.suppose without loss of generality
4>0. In that case, the homoclinic orbit lies below the negative state #y<0 (the lowest fixed point). And we
have bright solitary wave solutions

203 +e—c)

- u=uy-+ - —.
. /202 —ud — &) Cosh[ (3t + & ~ 2)((x — x) — ct)] — 2ug.

In the.opposite case, 1.<0, we have dark solitary wave solutions, which hold up the upper fixed point.. In the
limiting case, A = 0, there are two heteroclinic connections. Hence, we have kink or anti-kink solutions. Fig. 1
illustrates the solitary wave solution. .

()

0.5
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Fig. 1. Bifurcation diagram ol VdW model and solitary waves: (a) bifurcation diagram, (b) three different solitary waves supported by the
same homogeneous state.
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The amplitude of the solitary wave decreases with the speed and has the analytical expression

2313 + & — ) /(—2uy + 1/ 2(c® — u3 — £)). When the speed gets near to the sound speed, the solitary wave

tends to the homogeneous state # = wy. On the other hand, when the wave speed decreases until uﬁ + &, the
solitary wave tends to the symmetric homogeneous state u = —u,. The previous analysis is valid only in the
parameter region where there is no phase separation (> —u3, cf. Fig. 1). In the coexistence region,
—3u5 <g< — uﬁ (see Fig. 1), the lower limit of speed exists no more. In this case, when the speed tends to zero
the solitary wave tends to an unstable bubble. This solution is the nucleation barrier between the
homogeneous state and the phase separation one. In the spinodal decomposition region, < — 3u? (see Fig. 1),
there is no solitary wave solution. However, in a state composed of one or more bubbles, there are regions in
space where they are almost homogencous. Then, we locally have a stable homogeneous state, which can

support solitaire- waves: (cf. Fig. 2). These waves are well approximated by (3). )
Quasi-sonic solitons: If we consider the solitary wave speed near the sound speed, ¢ = v, — (W/vs;<€1), and
ug~0(1), then we can approximate (3) by ’
w— gy o — -Seéhz[ B % — (g — W)t — xg}]. @

Hp 2 *

It is a typical soliton solution of Byussinesq or Korteweg de Vries equation, with the standard relation ¥ -
between its width (¢) and its amplitude (4): o< 1/3/4 where uy is fixed. . .
Considering the change of variables; T == v, X = v,x and u = up +(v2/3|uo|)v; and defining § = v2/9uf, we +
can rewrite the inviscid. VdW model as . B

Orro = Oxx(v — U? + B — Byxt).
Taking as inspiration the KdV relation between the width and the amplitude, we can introduce the scaling
E=x(X —T1),0 =X+ T),t=T,v=350,%""ba, where y~0(/w) . The first order in y gives us the wave
equation : - . -

Bpgor = 0=>11 = f(&) + g(0),
that has the D’Alembert solution shown above. At second order we have

40gzvs = Og[ 20, + 20 + Ogeelf + 09[20: + 290g + Boaaly -+ 2(3p + 0:)*fy,

which is a linear inhomogeneous equéﬁon for v2. In order to have a bounded solution for v, we impose . -
(solvability conditions) . "1

*

_‘za[f :']" Qfaéf +a§§d ,='0,. 7 - “
20.g + 2g0ag -+ Spgog = 0.

Time
e
$

Fig. 2. Spatio temporal evolution of the VdW model at the onset of the phase transition, with time running up. The gray scale is
proportional to the field #, with darker regions representing denser regions in the system. The inset figures illustrate two different
snapshots belore and after solitary wave emission,
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Hence, we have two uncoupled KdV equations, which are associated to right and left moving frameworks with
sound speed, respectively. The difference in sign guarantees that their solutions move against the sound
velocity, that is, they are subsonic. The solitons (4) are exact solutions of these KdV equations. The advantage
of having these KdV approximations consists in having a well-known integrable system [6]. For instance, when
two solitons, at the same moving framework, collide, they just undergo a change in their phases. Then, they
are genuine solitons, in the sense that they preserve their structure after a collision.

Left—right soliton interaction: Up to first order in y, the left-waves do not interact with right-waves. To study
the interaction between these waves, we must solve the next order. After imposing the solvability condition, we
have

=y [(aog) ( / d«:f) +o+@n( [ deg)].

Note that we have the freedom of an arbitrary integration constant. We can solve. this ambiguity as in
perturbation Quantum Mechanics theory, that is, imposing that the higher order corrections are orthogonal to
the first one (i.c., do not contain any D’Alembert solution). Therefore, if we choose g and f as soliton profile
(cf. Eq. (4)), then, as a consequence of the second-order correction v, we can infer that at soliton collision, the
field u is higher and thinner than the superposition of both solitons. After the collision the solitons lose their
reflection symmetry with respect to the maximum. -

When the viscosity v is taken into consideration the. solitary waves become unstable. and they exhibit
diffusive behavior. However, for small viscosity the decay time Jis small enough for the solitary waves to
mediate the interaction between the bubble at the onset of phase, transition. The experimental and numerical
(molecular dynamics simulations) study of the solitary waves close to the phase ‘transition is in progress.

The simulation software DimX developed in the laboratory INLN in France has been used for all the
numerical simulations. M.G.C. acknowledges the support of FONDECYT projects 1051117. M.G.C and D.E.
thank- the support of FONDAP Grant 11980002, and ring program ATCI5 of Programa Bicentenario.
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Depinning dynamics of interface connecting stripe pattern and uniform state

Marcel G. Clerc, Daniel Escaff and René Rojas
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Universidad de Chile, Casilla 4873, Santiage, Chile.

Interfaces in two-dimensional systems exhibit unexpected ¢omplex dynamics behaviors, the dy-
namics of an border connecting a stripe pattern and uniform state are perused. Numerical sim-
ulations, of a prototype isotropic model, show zig-zag instability and complex coarsening process.
These interfaces do not exhibit the locking phenomenon, depinning effect. Close to spatial bilurca-
tion, the amplitude equation allows us to characterize the coarsening dynamics and the universal
behavior exhibits by the model. Nitmerical fitting of-average length size shows that initially satisfies
a power law ™% and afterwards progress to. Log™!(t).law. Numerical simulations of anisotropic .
model exhibits pinning effect, this behavior is understood in framework of amplitude equation.

PACS numbers; 05.45.-a, 64.75.+g

Non equilibrium processes olten lead in nature to
pattern formation developed from a homogeneous state
through the spontaneous breaking of symmetries present
in the system [1]. In the course of recent decades, much
cffort has been devoted to the study of pattern forma-
tion (see review [2] and the references therein) arising in
systems such as chemical or catalytic reaction systt?ins,
gas discharge systems, CO, lasers, liquid erystals, hydro-
dynamic or electroconvective instabilities and granular
matter (see review [3]), for mention a few. A unified
description for the dynamics of spatial perfodic strue-
turés developed at the onset of bifurcation is achieved
by means of amplitude equations for the critical modes.
Such a deScription is valid in' the case of wedk nonlineari-
ties and for a slow spatial and temporal modulation of the
base pattern [2]. As an example, the Newell-Whitehead
equation [4] describes the dynamics of a stripe pattern
formed in two-dimensional system. Another ubiquitous
phenomenon in nature is the interface dynamics or front
propagation. The concept, of front propagation, emerged
in the field of population dynamics |5, 6], has gained
growing interest in biology [7], chemisiry [8, 9], physics
(2, 10, 11] and mathematics [12].. These interfaces con-
nect two extended states, such as: uniforms, patterns,
oscillatory, standing waves, spatio-temporal chaotic and
so forth. the main feature of front connections is they
are propagative, that is, the system under study displays
a moving interface.

In one-dimensional system, the most study front is
that links two uniform states [7]. In the case that one
of these states is unstable and the other is stable, Fisher-
Kolmogorov-Petrosvky-Piskunov front (5, 6], the stable
state invades the unstable one. The speed of propaga-
tion is not unique and it is determined by the asymptotic
shape of front [7]. This type of front has played a fun-
damental role to understand population dynamics. For
an interface connecting two uniform stable states, nor-
mal form [13], the most favorable state (energetically)
invades the other one and the speed of the front is unique.
This speed is zero, that is the front is motionless, at the
Maxwell point [14]. The above picture changes, when
one considers an.interface connecting a pattern state and

-a uniform one or two patterns. As consequence of spa-

tial broken of symmetry, the interface is motioniess in

a range of parameter, pinning range [14]. This behav-.
Jor is called locking phenomenon or pinning effect. This

phenomenon and pinning range result fronr the interac-

tion of the large-scale variation of the interface with the

small scale underlying in the pattern. Analytically, this..
mechanism is figured out by means of amended amplitude

equation 15, 16]. In bidimensional dynamical systems,

meantime, few experimental and theoretical studies have

been performed on front connecting pattern and uniform

state [19, 20, 21, 23],

The aim of this letter is to study the dynamical be-

haviors of a front connecting a stripe pattérn with a uni-
form state. Numerical simulation of the isotropic Swift-
Hohenberg equation shows that flat interface are trans-
versely unstable and do not exhibit pimming effect, depin-
ning. This unstable behavior is characterized by exhibits
an initial wave number and subsequently is replaced by
zigzag dynamics, which presents a complex coarsening.
In order to explain this behavior, close to spatial bifurca-
tion, we make use of the Newell-Whitehead-Segel equa-
“tion, which describes properly the dynaniics observed in.
the profotype model. Numerically the amplitude equa-~-
tion allow us describe the coarsening dynamics éxhibits
by the system. The average length size initially satisfies
a power law t~%%! and later on satisfies a In"1(2) law.
Numerical simulations of prototype anisotropic model

i

FIG. 1: Deppinig effect: Numerical simulation of model (1),
demonstrating that the flat interface is unstable. The param-
eters have been chosen € = —0.16, v = 1.0, and ¢ = 0.9. The
time increases in the frames from left to right,
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exhibits pinning effect, this behavior is understood in
framework of amplitude equation.

A simple model that exhibits coexistence between
uniform state and stripe patter is (suberitical Swift-
Hohenberg equation [2])

- 2
Opu = eu+ vu® 45 — (V2 + q2) u, (1)

where u (x, ) is an order parameter, € — ¢* is the bifurca-
tion parameter, g is the wave number of stripe pattern, »
the control parameter of the type of bifurcation (super-
critical or subcritical}, and V2s the laplacian operator.
The model (1} describes the confluence of a stationary
and an spatial subcritical bifurcation with reflection sym-
metry (¢ — —u ), when the parameters scale as u ~ £1/4,
v gl g~ et 8 o gand V ~ 61/ (e < 1). This bi-
furcation is & codimension.three-point, that is, physically
one needs to fix three parameters to observe the above
dynamics. The above model is often employed in the

description of patterns observed in Rayleigh-Benard con- ~ spreads inside of pattern, this progression play a funda-

vection [2]. For small and hegative ¢ and 922/40 = e,, <
g < 0, the systeny exhibits coexistence between a uni-
form state u(z, y, b)'= 0 and a stripe pattern u (z,y,%) =

N (\/2(1 +4/1 -+40e/9v) cos (7 - r"')) + o(v®2), where
d is an arbitrary vector with modulus ¢. For € = &,,
the model has a saddle-node bifurcation that give rises
to stable and unstable pattern and for ¢ = 0 the uniform
state becomes unstable. When one considers the above
model in one spatial dimension, it is well-know that in
coexistence region (€sn, < € < 0) the model exhibits a
front connecting a spatial period solution and uniform
state. For ¢ close to 0.(¢,n), the pattern (uniform) state
invades the uniform (pattern) state, i.e. the system dis-
plays front propagation. The front is motionless at the
interval e_ < £ < &4, pining range [14], Note that, the
more favorable energetically state does not invade the
iess favorable state.
.. In twp spatial dimension the above scenarios changes
drastically. If one considers similar parameter setup
(esn < £- < & < £4 < 0), the model (1) does not
exhibits locking phenomenon of the interface (depinnig
effect), that is, the flat interface connecting the stripe
pattern and uniform state is not motionless and it shows
a transversal instability. The mechanics of depinning ef-
fect is illustrated in Fig.1. Initially, the interface develops
an instability characterized by a well-defined wavelength
(cf. Fig. la). Later on, the sinusoidal interface becomes
an angled line composed of pieces of interface turned with
well define angles, zig-facet or zag-facet (see fig. 1b and
1c). Two adjacent facets, whose orientations are oppo-
site, are connected by a region of strong curvature of the
line that we term corner. The dynamics shows by the in-
terface consists then in reassembling domains of even ori-
entation, the angle facets staying unchanged, coarsening
dynamics. This process occurs thanks to annihilations of
corners and without characteristic length scale. Actually,
the averaged domain size increases regularly in time (cf.

2

Fig. 1). A similar instability have been observed in an
interface connecting two uniform states in the ising wall
of nematic liquid crystal [18]. It is important to note that
coarsening process exhibit by this system is characterized
by a power law v/t for the average length scale. Instead,
the dynamic depicted in Fig.1 has a complex coarsening
process as we see later. In one-dimensional system, the
dynamics, which tends to separate the facets, is the one-
dimensional counterpart of the spinodal decomposition
dynamics observed in conservative binary mixtures and
a prototype model that gives account of this dynarmics is
Cahn-Hilliard equation [17].

‘The depinning exhibits by model (1) is triggered by
the isotropy features of stripe orientation, that is the ori-
entation of the stripe is arbitrary and it is determined
by the initial condition, and whose influence is empha-
sized in the wall. Indeed, at the interface the system tries
to developed stripe without preferential direction. It is
worth to remark that the zigzag exhibits by the interface
influences the stripe phase ¢élose to interface and then this

tnental role in the coarsening process, Recently, it has
been reported a depinning effect between stripe and uni-
form state in super-critical Swift-Hohenberg model [20].
In this system the flat interface piesents a zigzag instabil-
ity followed by nucleation of convex-concave declination
pairs and finally the systém displays labyrinth pattern.
Hence, the nonlinear response in this model do not satu-
rate the instabilily and give rises to coarsening process.
To explain the dynamic exhibits by the interface of
model (1) in an unified framework, ‘close to spatial bifur-
cation (¢ < 1, v ~ /%), we can introduce the ansatz

_ T ¥ __ 9N e
U = 0° {A(X—IO'Y_IO’T_ 10 t}e

+wy (z,y,7) + e.c}, (2)

where lp = 2,/I0g/3+/|e[, and A(X, Y, 1) is the envelope
of pattern that describes the front solution (when the
envelope is uniform and not null the initial model (1) has
stripe pattern), wy (x,y,7) is a small correction function
of order g, and{ X, Y, 7} are slow variables. .In this ansatz
(2), we consider g is order one or larger that the other
parameters. Introducing the above ansatz in equation
(1) and linearizing in w, we find the following solvability

FIG. 2: Zig-Zag instability: Numerical simulation of model
(8) with ¢ = epr = —3/16 and g = 0.7, demonstrating that
the fat interface is unstable. The time increases in the frames
from left to right.




condition (Newell-Whitehead-Segel equation)
: 2 4 .2 2
O-A=eA+[A"A— A" A+ (8 — zq—28yy) A (3)

where € = 10e/9¢. 1t is straightforward to show that the
system has a front solution connecting two homogeneous
states, 0 and (14 +/I+4e) /2, when € < 0. This model
has a solution that gives account of the connection be-
twenn stripe pattern and uniform state, This front prop-
agates from the stable state (lowest free energy) to the
metastable one, and it is static at exr = —3/16, i.e. in
the Mazwell point, and it has the form (flat interface)

3/4 i0
Af{X - PY, = . e, 4
( an x/l+§ B7ax—P) {4)

where P is the position of flat interface, and & is an ar-
bitrary phase. ’

In order to study depinnig effect, numerically we con-
sider as initial*condition the above front solution with
small perlurbation (spatial white noise) in the model (3)
and the system displays a similar dynamics t6 suberitical
Swift-Hohenberg model (cf. Fig. 2). More precisely, the
-system primarily develops an interface instability with
well-defined wavelength (cf. Fig. 2b). Afterward, the si-
.nusoidal interface becomes zig-zag interface- (see fig. 2c)
and the dynamics exhibits by the interface consists in
reassembling domains, and so the average length-size of
domanis increase recurrently in time. This process occurs
thanks to annihilations of corners and without character-
istic length scale. It is worth to note that although the
numerical simulation have been done at Maxwell point,
the interface propagates from state that represents the
stripe to uniform one, A standard method to figure out
the dynamics exhibited by the system is to derive an
equation for interface, This method consists in use like an
ansatz the front solutiosi (4) more a correction, where the
continuous parameter P is promoted to a field (P (Y, 7))
[17, 18]. Using this method, we have dbtained a gen-
eralized Canb-Hilliard equation, which shows that the
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FIG. 3: Dispersion curve characterizing the instability of the
flat interface model (3). The continue line is the dispersion
curve of Cahn-Hilliard model A(k) = X X(YYk? — kY).
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FIG. 4: Average length size (L} of model (3), with ¢ = —3/16
and g = 0.7, as function of time.

flat interface is marginal (linearly) and nonlinear stable.
Hence, this inethod does not give .account of depinning
effect. Note that this method is valid for slow spatial vari-

: ations, that is, small wave number. To comprehend this

discrepancy, numerically we have compute the growth

-rate of each mode with wave number k of flat interface,

spectrum (cf. Fig. 3). This spectrum shows that to small
wave number the interface is marginal and linearly unsta-
ble to finite bandwidth, Therefore, an interface équation
inferred from gradient expansion can not give account, of
this instable behavior. Note that the spectrum shows in
Fig. 3 is similar to those exhibit by Canh-Hilliard equa-
tion at phase separation regime (see the continues curve
in Fig. 3), then one expects the possibility. to observe a
zigzag instability and coarsening process if the nonlinear
response is appropriate.

Numerically, we compute the average length size {L}
between two Successive extremes points of the interface
of model (3). In Fig. 4, ii is show the typical time evo-
lution of {L}. We can recognize two zone; one in which
(L) increases as power law %2 (short time) and other
in which the growth rate increase systematically (long
time). Tn this zone the evolution of (L} is well fitting by.
Log='(t/ty), where t < tg. It is worth to remark that
the prototype model of zigzag instability and coarsen-
ing dynamies for interface like Cahn-Hilliard and ‘gener-
alization of it shown much more inefficient laws (power
or logarithmic) than those exhibit by interface of model
(3). The origin of this efficient evolution is related to the
interaction between interface and pattern phase, because
interface generates a strong influence of pattern phase
close to it, subsequently phase diffuse inside the pattern
and finally phase affects the interface.

The origin of depinning in model (3) is the anisotropic
spatial coupled. One way to make symmetric this spatial
coupled is consider an anisotropic system that exhibits
stripe pattern instability ( {2]). To fix idea ideas we con-
sider the following model

O = eu+vu® —1® — (Opy + q2)2 u+ Doyyu,  (5)

the bifurcation diagram exhibit by the above model is




FIG. 5: Pinning effect: Numerical simulation of model (5)
with e = —0.165, v = 1.0, D = 1.0 and g = 0.7, demonstratmg
the flat interface is stable. The time increases in the frames
from left to right.

similar to those exhibits by (1), the main difference is the
spatial instability only occurs in z-direction. In Fig. 5 is
shown the diffusive evolution of a front connecting stripe

.

4

pattern and uniform state. This system has locking phe-
nomenon and pinning range. By means of the amended
amplitude equation it is straight forward to show that
the interface satisfy a forced over damped Sine-Gordon
equation [23]. In this context it is trivial to figure out
the locking phenomenon and pinning range exhibits by
anisotropic model (5).

In summary, systems that have coexistence between
stable stripe pattern and uniform state can exhibit in-
terface connecting these states. If the system is isotropic
(amsotrOplc) this interface shows depinning (pinnig) ef-
fects, that is, the flat interface is unstable (stable). Ex-
perlmental verification in liquid crystal set up are in
progress.

The simulation software DimX develqped by P. Coullet
and collaborators at the laboratory INLN in France has
been used for all the numerical simulations. The Authors
acknowledge the support program ACT 15 of Programa
Bicentenario. . .
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Abstract

Interfaces in two-dimensional systems exhibit unexpected complex dynamical behaviors.

We present a robust effect of noise in two dimensional extended systems: the motion ofa ¢
static front connecting a stripe pattern with uniform state due to fluctuations. Numerical’
simulations of a prototype model show that noise induces rolls propagation. To give -
a unified description of t}_'xis robust eflect we place ourselves at the onset of the spatial
bifurcation and we derive-an stochastic normal form, which exhibits the same dynamics.

Close to the Maxwell point, an interface equation is obtained, the over damping forced.
Sine-Gordon model, which allows us to explain origin of this stochastic phenomenon,

1 INTRODUCTION

The description of macrgséogic matter, that is, matter composed by a large number of mi-
croscopic constituents, is usually done using a small number of coarse-grained or macroscopic
variables. When spatial.inhomogeneities, are considered these variables are spatio-temporal
fields whose evolution is deterrnined by déterministic partial differential equations (PDE). This
reduction is possible due to a separation of time and space scales, which allows a description in
terms of the slowly varying macroscopic variables, which are in fact fluctuating variables due to
the elimination of a large number of fast variables whose effect can be modelized including suit-
able stochastic terms, noise, in the PDE. The influence of noise in nonlinear systems has been
the subject of intense experimental and theoretical investigations in the last decades [1-13).
Far from being merely a pertutbation to the idealized deterministic evolution or an undesirable
source of randommess and disorganization, noise can induce specific and even counterintuitive
dynamical behavior. The most well-known examples in zero dimensional systems are noise
induced transitions [1,2] and stochastic resonance- (see the review [3] and references therein).
More recently, examples in spatially extended system were found, such as, noise induced phase
transitions [4-7], noise-induced patterns [8-10], stochastic spatio-temporal intermittency [11],
noise-induced travelling waves [12] and noise induced front propagation in one space dimen-
sion (13]. Here, we present a new rabust effect of noise in two dimensional extended systems:
the motion of a static front connecting a stripe pattern with a uniform state due to additive
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noise. A first preliminary discussion of this effect in one space dimengion was done [13-15] and
the aim of this article is to study and characterize the universal mechanism which is at the
origin of the front motion in the presence of noise.

The concept of front propagation emerged in the field of populations dynamicy [16], and
the interest in this type of problems has been growing steadily in Chemistry, Physics and
Mathematics. In Physics, front propagation plays a central role in a large variety of situations,
ranging from reaction diffusion models, to general pattern forming systems (see the review i17]
and references therein). A front solution is a solution which links spatially two extended
states. One of the most studied front solutions in one-extended systems is the front connecting
a stable uniform state with an unstable one: the FEPP-front 18], the stable state invades
the unstable one. The speed of propagation of this type of front is not unique and it is fixed
by the initial conditions {19], Another well-known type of front, the normal front, connects
two stable uniforrh states [20]. The speed of this kind of front is unique and for a variational
system it is proportional to the difference of free energy between the two uniform states. In
Fig. 1 the dashed curve represents the typical behavior of the speed of a normal front as a
tunction of an arbitrary parameéter. Note that t}le speed of'a front is zero only at the Maxwel]
point where both states have the same energy. This picture is modified when one considers a
front connecting an spatially periodic state with a uniform one, which we call P-front in cne
dimensional extended systems. In this case the speed is zero not only in one point but in a
whole interval of variation of the relevant parameter, the-pinning range [21], and additive-noise
will induce front motion [13-15]. In Fig. 1 the continuous line represents the typical speed of
thesefronts and the interval [7a,1] represents the pinning range. The effect of additive noise
on the speed of a normal front is just a random fluctuation of its speed. On the other hand
the influence of multiplicative noise in a front, which will not occupy us in this paper, has been
extensively studied in the literature, particularly concerning the issue of velocity selection [22].
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Fig. 1. Speed of the front as function of one parameter. The dashed curve depicts the typical behavior
of the speed of a normal front as function of arbitrary parameter and the continue curve represents
the speed of a front that link a spatial periodic state and uniform one. For the sake of simplicity the
origin represents the Maxwell point. The pinning range is depicted by the interval between e and 7.
The inget, figures represent a normal (upper) and. P-front(lower), respectively.

In two spatial dimensions (2d), the systems exhibit a rich variety of extended states like uni-
form states, patterns (rolls, hexagons, squares and so forth), waves, chaos, oscillatory, spatio-
temporal chaocs and so on. Hence, the veriety of interfaces or front solutions is vast. However,
few experimental and theoretical studies in two-exiended dimensions have been carried out
on fronts connecting patterns and uniform states [23-26]. Recently, numerical simulations of
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a prototype model, the isotropic Swift-Hohenberg equation, has shown that a flai interface
connecting a stripe pattern with a uniform state is transversely unstable and do not exhibit
the locking phenomena or pinning effect {depinning effect [24,27]). This unstable behavior is
characterized by the appearance of an initial wave number which is subsequently replaced by
zigzag dynamics, which presents a complex coarsening. By means of amplitude equation, we
show here that an isotropic and anisotropic system exhibits depinning and pinning effect for
an interface connecting a rolls pattern and a uniform state, respectively [27].

"Fhe aim of this manuscript is then to study the effect of noise in a static front connecting a
stripe patterns with a uniform state in an anisotropic system. From a prototype mo del, we show
that noise induces rolls propagation. To give a universal description of this phehiomenon at
the onsei of a spatial bifurcation, we derive an stochastic normal form [28-34], which exhibits
the same dynamical behaviors. Close to the Maxwell point, we deduce an equation for the
interface, the over damped forced Sine-Gordon model, which allows us to explain the origin
of this stochastic phenomenon. Numerical simulations of the interface equation are in good
agrement with the sfochastic normal form and prototype model. :

2 STABLE INTERFACE CONNECTING A STRIPE PATTERN WITH A UNIFORM
STATE -~ : '

Isotropic systems ‘which exhibit coexistence between an stripe pattern and a uniform state do -«

not have stable interface connecting these state (stable flat, interface) [27]. This statement is
understood by means of the Newell-Whitehead-Segel amplitude equation, where the flat inter-
face suffers a transversal instability. We shall see that an anisotropic system can exhibit stable
static or movable front between an stripe‘patternt and a uniform state. A simple anisotropic

modél that exhibits coexistence between a uniform state and a stripe pattern is
Oy = eu 4+ vu® — u® — (Ooz + q2)2 u+ Ddyu, 2.1

where u (z,t) is an order parameter, ¢ is the bifurcation parameter, g is the wave number of the
stripe pattern, v the control parameter of the type of bifurcation (supercritical or subcritical),
and I diffusion parameter. The model (2.1} describes the confluence of an stationary and
an spatial subcritical bifurcations with reflection symmetry {4 — —u ) for an anisotropic
system, when the patameters scale as u ~ e1/4, y ~ gl/2 g ~ £V/4 9, ~ g, Oz ~ e¥/4, and
Oy ~ €2 (e <& 1 ). This bifurcation is a codimension three-point, that is, physically one

-0.175 -0.17 -0.165 -0.186 -0.155 -0.15

Fig. 2. Speed of the front connecting a stripe pattern with uniform state of model (2.1} as function
of bifurcation parameter € with ¢ = 0.7, » = 1.0, and D= 1.
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Fig. 8. Pinning effect: Numerical simulation of model (21) with,e = —=0.165, v = 1.0, D = 1.0 and.
g = 0.7, demonstrating that the flat. interface is stable. The time increases in the frames from left tor
right. The dashed curve represents the interface betwesn the different extended states.

needs to fix three parameters to observe the above dynamics: However, in order to observe a
front connecting an stripe pattern with a uniform state one only needs to fix one parameter
(codimension one: coexistence between different extended states). For small and negative £ and
—91%/40 = &5, < € < 0, the system exhibits coexistence between a uniform state ul(z,y,t) =0

and a stripe pattern u (z,y,t) = /7 (\/2(1 + /14 40&/9) cos (q:t:)) +o(v5/2). For € = e,y

the model hag.a saddie-node bifurcation that give rises to stable and unstable pattern and for
€ = 0 the uniform state becomes unstable. When one considers the above model in one spatial
dimension (u(x,y,t) = u(z,)), it is well-known that in the coexistence region (€5 < & < 0)
the model exhibits a front connecting a spatially periodic solution and uniform state. For
close to 0 (£4n ), the pattern (uniform) state invades the uniform {pattern) state, i.e. the system
displays front propagation. The front is motionless at the interval e < € < €4, the pinning
range [21]. Note-that in this region, the state which is energetically more favorable does not
invade the less favorable one.

In twospatial dimension the above scenarios continue working due to the anisotropy ‘and.
the pinning range is renormalized, that is, the locking phencmenon between an stripe pattern
and a uniférm state pebsists in 2. In Fig. 1, we show the ‘pinning range of model (2.1).
Inside the pinning range, one expects that the fat interface is transversaily stable, that is, a
perturbation in the y-direction disappears and the interface converges to the flat state. In Fig.
3, we show the diffusive evolution of this interface.

2.1 Noise induced front propagation

In order to understand the mechanism through which noise modifies the dynarmics of the flat
interfaces, we consider the model (2.1) with an additive noise

Oy = gu + vu® — u® — (8, -+ q2)2 u+ Dy u+ iz, u3 1), (2.2)

where { (i, y; £) is a gaussian white noise with zero mean value and correlation {¢ (=, y;£) ¢ (', ¥'; 1)) =
6 (z—2')é (y — y') 8(t —t'), and 7 represents the intensity of the noise. When additive white
noise is taken into account, one may expect random Huctuations of the interface between the
two states. However, numerical simuiations of above model show that the front propagates




WILL BE SET BY THE PUBLISHER Prl-5

from one state to the other with a stochastic velocity, as it is depicted in Fig. 4. The numeri-
cal method used in the simulation is the Runge-Kutta algorithm with time step equal 0.01, and
spatial mesh dx=1/400 and dy=1/200. Depending on the region of parameters, the front-can
propagate to the periodic spatial state or to the homogeneous one, Hence, noise induces the
most favorable state to invade the unfavorable one and the conversion of random fluctuations
into direct motion of the interface is responsible of the propagation; noise prefers to create
or remove a stripe, because the necessary perturbations to nucleate or destroy a stripe are
different.

Fig. 4. Noise induces rolls propagation: Numerical simulation of model (2.2) with € = —0.165, v = 1.0,
D =1.0, ¢ =0.7, and 5 =. The time increases in the frames from left to right.

» ]

3 STOCHASTIC NORMAL FORM

In order to give a unified description of the noise induced interface propagation, we consider
the system close to a spatial bifurcation with weak nonlinear response, one has that for small’
v and —92/40 < ¢ < 0, the system exhibits coexistence between a stable homogenous state
% = 0 and an stripe pattern. In this parameters region, one finds a front between these two
states. A front between's homogeneous and ‘a’spatial oscillatory state cah be dedéribed by the
ansatz

' 72 . ) .
: u={A (X=£’y=y.,¢=gy IEI%) eiq$+c.c.—i—w1(m,y,r)}, {3.1)
Iy g 10

here v = 7\/e], lj = 2¢v/10/3v, Iy = v10D/3v and A(X,Y,7) is the envelope of the pattern
that describes the front solution (when the envelope is uniform and not null the initial model
(2.2) has an stripe pattern}, wy (z,, 7} is a small correction, and {X,Y, 1} are slow variables.
In this ansatz (3.1), we consider that g is of order one or larger than the other parameters,
The ansatz (2.2) is the starting point leading the stochastic normal form as explain in [28-34].
This normal form is the stochastic unfolding of the usual spatial normal form and it reads

8,B=0cB+[B*B-|BI'B+%°B+ I\/[”_gﬁe_qu/(a\/m)c (X,Y,7), (3.2)
£

where o = 10¢/9%, B(X,Y,7) = VI0/IVA(X,Y, 7}, a = 37/2¢+/10, b = 105]2\/ 29V D/81/359
and 62 =0xx + Fyy.

pes
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At this point we comment the role of non resonant terms which one could add to the
normal form (3.2). The dominant non-resonant terms, which will induce in the equation of the
interface a contribution of the same small exponential order as the noise term ig {ag and by are
O(1}) as [¢] — 0)

2igX
(B = RIBEB)eH,

will give in the equation for the interface an additional term which can be neglected in com-
parison with the drift terms induced by the noise.

3.1 Noise induces interface propagation

For —0.25 < ¢ < 0 the deterministic part of model (3.2), exhibits coexistence of two uniform
states. Due to the spatial foreing in (3.1) the non null wniform state’ becomes a stripe pattern.
Close to this region one can find a front: connecting:these states. In fig; 6a, it-is llustrated
the typical front solution observed in this model’inside the pinning range. "When we consider .
the stochastic term in model (3.2) in the pinning range, noise induces propagation of the most;
favorable state as it is depicted in Fig.6. Due to the universal nature of the normal for f17],
for any anisotropic system which. exhibits a static interface calinecting a stripe pattern and a
uniform state, noise will generically induce inteérface propagation,

-
ik
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Fig. 5. Noise induces interface propagation: Numerical simulation of model stochastic normal form
(3.2) with ¢ = —0.178; ¢ = 8.177, and ' = 0:2. The time increases in the frames from left to right.

4 INTERFACE EQUATION

When one considers only the deterministic normal form in (3.2), it is straightforward to show

that the system exhibits a front solution between two homogeneous states, () and V(1 +v1+40)/2,

when o < 0. This front propagates from the stable state (lowest free energy) to the metastable
one, and it is static when the Maxwell point is reached aar = —-3/16, and it hag the form

3/4 0 .
B(X - PY, = f——=——¢c" 4.1
( ? T);l; Ltet f—3/4(XHP)e ( )

where P is the position of flat interface, and 9 is in arbitrary phase. The front solution
By (B-) represents the interface that links stripe pattern (uniform state) with uniform state
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(stripe pattern). It is important to note that the flat interface solution {4.1) is parameterized
by-a symmetry group characterized by two quantities the position and phase of the interface
{F,8). To describe the dynamics exhibited by (2.1,3.2) and the locking phenomena, we must
consider the stochastic normal form (3.2), which include the noise term with its implicit rapidly
varying spatial oscillations due to the factor exponential factor. We consider the noise term
as a perturbation and we promote the position of the interface to a feld P(Y,7), which will
describe the dynamical behaviors of this interface. Close to the Maxwell point {oar = —3/16),
we use the ansatz (We shall work with from B. ) '

B(y,7) = [Ro (X — P(¥,7),¥) + @ (X, P(Y,7))] ¥+ (X.PEir)

where Rg = |B_|, € is & small parameter of order Ag = (o — o), and {p, @} are coirection
functions which depend of time only through P(Y,r). Introducing the above ansatz in equation
(3.2) and linearizing in {, ©} we obtain the following: sclvability condition for the position of
the interface :

Bay, _{ 2P V7
3,P= -\7-5790+3ny+].]_! cos (;—E—!-tp) + gﬁg {Y,7)

where £(Y,7).is a d-correlated gaussian white noise with mean value zero and correlation
EXT)EY, ) =8z =) ¥ ~Y"), 7= na/8, a = Jdz(8:10)% = 3/4. J is a complex

o0 i 2qz
number given by J = —(a?#n/16A]¢[*?) [ dze AvieT OrRo(x)0z5Ro(z). In the previous

.

formula A is the discretization length in the y-axis which appears there due to the §-correlation
in space of £(Y, 7).(if this correlation is. (§ (Y, 7)€ (Y, 7)) = C(Y — Y’ Y3 (r ') one would
have C'(0} instead of 1/A in formula for J) and tan{p) = S{J)/R {J) (R and & are the real and
imaginary part, respectively). Puttingt = r'/|J|, Y = Y'/\/}J], P = a/lel/2a (A + /2 — ),
and ¢ = [J]¥/1¢, one obtains (over-damped forced Sine-Gordon model)

OrA= 7 —sin (A)+3Y’Y'A+ \/ﬁ&r(yfs'r’): (42)

with the forcing 4 = 6agAq/8}J|a+/[e], and the effective noise intensity %' = 4¢%7/a?|J|*e]7/2,
and correlation (&7 (Y{,7{} &' (¥3,73)) = & (Y{ —~ ¥J) 6 (] — 7). The field A describes the evo.
lution of the interface connecting a stripe pattern with a uniform state. The first term. of
right hand size,of model (4.2), the constant forcing, is agsociated to the different of energy,
between the extended states. The periodic term describes the interaction of the large scale
envelope variation with the small scale of the pattern state, that is, it is consequence of the
spatial forcing modulating the noise in eq. (3.2). The third term, diffusive type, describes the
transversal coupling of the interface. In Fig. 3, we show this typical diffusive character. The
last term contains the fluctuations, to which is submitted the interface. It is worth to note
that the effective stochastic term in the interface equation is a simple extended white noise.
In the derivation of the equation (4.2) for the interface, the periodic term in the drift comes
from the multiplicative noise term interpreted in the stratonovich sense and we have used the
techniques developed in [35] for its derivation. The calculations is very similar to what we have
done in [13,14]

4.1 Dynamics of deterministic interface equation

The dynamics of deterministic over damped Sine-Gordon model (¢ = 0) is characterized hy
the parameter . If this parameter v < —1, i.e. the uniform state is most favorable than the
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stripe pattern, then the uniform state invades the stripe pattern and the flat interface is stable,
that is, a perturbation in the interface spreads-when the interface propagates. As result of the
periodic term the speed of the interface is not uniform, it is oscillatory.

When v = v_ = —1, the systemn exhibits simultaneously infirité equilibriums points at
Ay =0, +37/2, £57/2, ..., that is, the system presents a simultaneous saddle-node bifurcation.
For |y| < 1 the model exhibits infinite equilibria, which satisfies sin Ay = —v. Hence, the
system exhibits equilibrinms state for |y) < 1, which appear and’ disappear by saddle-node
bifurcation in v = 4_ and -y = ; = 1, respectively. This region of parameter represents the
pining range of the interface -connecting a stripe pattern with a uniform one. Note that the
differént equilibria has different energy, for negative (positive) v the most stable state is negativé
{positive) infinite, as result of the interaction of the large-scale envelope variation with the small
.scale underlying-in the pattern state the there are thresholds that separate consecutive stable
position of the flat interfaces. The threshold thaf separates a more energetically position from
a lower one has the form of a bump [41], when ‘the perturbation is smaller than this threshold .
the system evolves to the initial fat state. In the ;?_:ase that the perturbation is larger than the
threshold the interface starts to propagate from ﬁle perturbation as two counter-propagative
fronts and finally the system- arrives to.a new ﬂajé'jhlterface with lower global energy, that is,
for negative (positive) 4 the position of the interface decreases (increases). When ~ = 0, the
system reaches the Maxwell point, i.e. all equiliblia are energetically equivalent. For v>1,
i.e. the stripe pattern is the most favorable state, then,this state invades the uniform one and
the Hat interface is stable and it propagates to the right size.

. i
4.2 Dynamics stochastic interface equation

The above pictures is modified when the stochastic term of model (4.2) is taken into account.

Qutside the pinning range the noise in average does.not modify the deterministic behavior and

in the pinning range the noise induces interface propagation. For negative (positive) v the

interface moves to the left, (right). In Fig. 6 this propagation is shown. One can figure out

the mechanism of this motion: the flat interface is-stable, then the small Suctuations spread

in-the flat interface, however, o large fluctuation can-cross the threshold that separates this N
equilibrium from the a lower energetically one and the interface propagates to the flat interface

with lower energy: Hence, we'have easily identify the mechanism trough which noise induces . - .

rolls or uniform state propagation.
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Fig. 6. Numerical simulation of model {4.2) with v = 0.95, and it = 1.0 . The time increases in the
frames from left to right.. The time increases in the frames from left to right.
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5 CONCLUSION

We have presented a new robust effect of noise in two dimensional extended systems: the
motion of a static front connecting a stripe patterns with a uniform state due to additive
noise. This phenomenon initially can be conjecture from previous results 1D [13, 15], however
in isotropic system the effect disappears [24].

Numerical simulations of a prototype model show that noise induces. rolls propagation. In
order to give a unified description of this effect at the onset of an spatial bifurcation, we derive
an stochastic normal form, which exhibits the same phenomenon, Close to the Maxwell point,
the equation for the interface is the over damp forced Sine-Gordon model; which allows us to
explain origin of this stochastic effect. All these models exhibit qualitative the same dynamical
behaviors. The speed of the from can in principle be calculated using similar argument to the
ones in [13,14] and will be published elsewhere.

The simulation saftware'b_z’mX developed by P. Coullet and collaborators at INLN, France, has been used for all
the numerical siulations.: The Authors thanks the support program anillo AGT 15 of Programa Bicentenario. RN
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