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RESUMEN

En esta tesis se realiza un estudio de sistemas complejos sobre un conjunto de
datos sfsmicos registrados en la zona central de Chile. Sc han caracterizado cstos
datos con el fin de lograr un acercamiento a la comprengidn de su comnportamiento
y dindmica.

Es de esta manera que se mostro que estos datos se rigen por la Ley de Gutenberg-
Richter, y que la medida de la dimension de st distribuecion espacial es un niimero no
entero, mostrando la monofractalidad de la distribucién espacial de los focos sismicos
y de sus prayecciones en el plano. Se estimd tamhién el espectro de dimensgiones
fractales de Rényi y Mandelbrot utilizando dos metodologias diferentes. Se realizé un
estudio de redes complejas sobre los mismos, concluyendo que son redes libres de
escala y de mundo pequeiio y que es posible independizar los resultados del tamano
de la celda considerada o del nimero de datos. Por otro lado, se realizé un estudio
en hase al madelo de Burridge y Knopoff, enmparando estins resultados tedricos eon
los obtenidos de los datos experimentales, obteniéndo una gran corcondacia entre

ambos resultados.
ABSTRACT

In this thesis a set of seismic data is studied with tools from complex systems.
The data set was obtained in the central zone of Chile, T'he purpose of this analysis is
to understand the behavior and dynamnics of the planet seismicity and find universal
features of seismicity when comparing results with hilean data and results with data
from other seismic zones.

We showed that the data set follows the Gutenger-Richter law, and that the

measure of its spatial dimension is a non integer number, e, this spatial distribution
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is a fractal. We estimate the Rényi and Mandelbrot fractal spectrum dimension using
two different methods. We did a complex networks study, and we concluded that this
data set is a free scale and small world network. Furthermore, via the appropiate
scalings, we show that the results are independent of the size of the cell or the size
of the data set. On the other hand, we studied the Bwrridge-Knopoff model and
we compared the results of this model with the results obtained from the observed

data.




Capitulo 1

Introduccion

Desde que el ser humano ha sentido curiosidad por conocer lo que sucede a su
alrededor, los fenémenos naturales han sido objeto de su mayor interés; es asf, como
desde hace siglos, diversos estudios se han dedicado a eonocer éomo es el movimientn
de la Tierra, de los astros en el cielo, el mecanismo de produccidn de las erupciones
volcdnicas, asi como la dindmica del planeta en general.

Preguntas fundamentales para el ser humane han surgido de tan sdlo observar
el cielo, el mar o la tierra. Estas observaciones han llevado al hombre a conocer el
movimiento de los planetas, a imitar el nado o vuelo de Ios animales, & descubrir
cudl es la composicion fundamental de la materia, entre otros grandes avances.

En particular la inquietud ante fendmenos percibidos como catastréficos, como
[os cclipses, crupciones volednicas o sismos de diversas magnitudes, ha ocupado un
espacio de relevancia en el estudio de las ciencias. Siempre se ha intentado encontrar
una razén del porqué de estos fendmenos naturales. Fin la antigiiedad se crefa que
se producian debido a la ira de los dioses contra algiin pueblo por su mal actuar
y que s¢ podian calmar con algiin sacrificio, inclisive hnmano; o la devastacion cra
aceptada simplemente como un castigo merecido por algo hecho. Con el tiempo,

estas respuestas no fueron suficientes, y dieron paso a un estudio cientifico y ma4s



riguroso de los mismos. En esta tesis nos ocuparemos, en particular, de uno de dichos
fenémenos, la actividad sismica, de gran importancia practica en nuestro pais, pero
cuyo estudio, por su complejidad, ha registrado avances significativos sélo en los
iltimos 100 afios.

Estos avances nos han permitido conocer de mejor modo la estructura de nues-
tro planeta, primer paso para entender la sismicidad. A continuacién, revisaremos
brevemente algunos de los hechos bdsicos sobre cste tema, antes de presentar los

resultados de nuestra investigacién propiamente tal.

1.0.1. Capas de la Tierra

Gracias a diversos avances en fisica espacial es que se ha logrado tener mayor
informacion sobre la composicién y estructura de ésta. Fu la actualidad, son dos los
modelos en los cuales se puede resumir €l conocimiento actual sobre la estructura

interna de nuestro planeta: modelo geoestdtico v modelo geodindmico.
Modelo geoestitico

En este modelo se considera que la Tierra estd dividida en tres grandes secciones:

corteza, manto v nicleo.

1. Corteza: se denomina de esta manera a la zona mas supecrticial de la Tierra, en
la cual se encuentran los continentes y los océanos. Tiene un espesor que varfa

entre los 12 v log 80 km de profundidad.

2. Manto: ésta es la zona que se encuentra entre la corteza y el nicleo. La sepa-
racidn endre la corteza v el manto se conoce como la discontinuidad de Moho

rovicic. El manto, & su vez, se divide en dos secciones, manto superior y manto



inferior, que estdn separadas por la discontinuidad de Repetti. Tiene una pro-

fundidad de 2900 km.

3. Nicleo: es la capa mds profunda de la Tierra. Tiene un espesor de 3475 km
aproximadamente. La separacion entre el manto y el nicleo se denomina dis-
continuidad de Gutenberg. El micleo se divide, a su vez, en micleo inferior y
nicleo exterior. El micleo exterior es una zona liquida y viscosa, en la cual
se genera el campo magnético de la Tierra, mientras que el micleo interior es

solido.

Fig. 1. Tlustracién del modelo geoestatico de capas de la Tierra.

Modelo geodinamico
Este modelo propone una division de la Tierra en cinco capas: litosfera, astendsfe-

ra, mesosfera, capa Dy endosfera.

1. Litosfera: ésta es la capa superior del modelo. Es eldstica y posee un espesor

de 250 km.
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2. Astenésfera: es una zona menos sélida, que se comporta como un fluido. En

esta zona las ondas sismicas ven atenuadas su velocidad.

3. Mesdsfera: estd formada por rocas calientes y solidas, sin embargo presenta un

grado de plasticidad.

4. Capa D: es una zona de separacién o transicién entre la mesdsfera y la endo-
nostera. Desde esta zona pueden subir rocas calientes hacia la litdstera gene-

rando la formacién de un volcan.

5. Enddésfera: corresponde a la zona mas interna en este modelo. Se constituye de
dos secciones: una capa externa muy fluida en la que estdn presentes una serie

de corrientes producidas par el movimiento de este fluido, v una capa interna,

solida y a muy alta temperatura.

1.0.2. Teorifa de la tecténica de placas

Este es el 1iltimo y més aceptade modelo que explica la formacién de los conti-
nentes, la generacién de volcanes y cordones montanosos, ademas del origen de los
sismos. La hipdtesis de que la corteza es una capa en constante movimiento y no una
superficio rigida fuc aceptada, alrededor del afie 1960, FEsta teorfa fue la. mayor con-
clusién de la tesis de doctorado de Dietz [1,2] , quien, analizando datos sismicos y de
actividad volcdnica, evidencid esta movilidad de la corteza terrestre, postulando la
existencia de diversas placas, tanto bajo los océanos como bajo los continentes, y gue
éstas, mediante un movimiento paulatino, eran capaces de generar zonas llamadas de
subduccidn, en las que una capa mas densa al chocar con otra de menor densidad, se
desplaza por debajo de esta Ultima (éste es el caso de todos los limites continentales,

donde la placa ocednica sc desplaza por debajo de la placa continental).



Fig. 2. Iustracion del modelo geodinamico de capas de la Tierra.

La historia de cémo se llegé a esta conclusién comienza a principios del siglo
XX, Antonio Snider-Pellegrini [3] propuso la hipétesis de que los continentes habian
estado unidos en ¢l inicio de la formacion de la corteza terrestre, pero no fue sino
hasta el afio 1912, que el meteordlogo Alfred Wegner [4-6] propuso la teoria de
la “Deriva Continental”, utilizando, como uno de sus argumentos, la constatacion
de que los limites de América del Sur y de Africa coinciden casi perfectamente.
Lamentablemente esta teoria no explicaba enal era el mecanismo gue gencraba cl
movimiento de estas placas y fue desechada.

Afos més tarde, luego de la segunda guerra mundial, se iniciaron una serie de

estudios sobre el magnetismo termorremanente de las rocas [7], estudios que dejaron



en evidencia que la orientacién magnética de las rocas habia cambiado a lo largo de
los afios, lo cual fortaleci6 la hipétesis del movimiento de los continentes [8-11].

En la actualidad, se acepta que la corteza estd constituida por 15 placas tectoni-
cas: del Pacifico, Sndamericana, Norteamericana, Africana, Australiana, de Nazea, de
Cocos, Juan de Fuca, Filipina, Furoasidtica, Antértica, Arabica, Indica, del Caribe

y la Escocesa.
Fallas

Existen tres tipos de limites cntre las placas tecténicas: divergentes (scparacion
de las placas, en estos limites es posible que emerja magma); convergentes (choque
de placas formando una subduccién) y transformentes (una placa se desliza respecto
de la otra). Fstos movimientos dan origen a las denominadas fallas. Una falla es el
lugar geogrifico en el cual se forma una discontinuidad debido a la fractura de la
roca producto de la superacién de las fuerzas tectdnicas sobre la resistencia de las
rocas. En este lugar se liberara la energia acumulada producto del choque de dos

placas tectonicas.
1.0.3. Escalas de medidas sismicas

A lo largo dc los afios s¢ ha hecho necesaria la claboracidon de una cscala de
medicién sobre el “tamafio” de un evento sismico. En la actualidad, se consideran
tres maneras de medir la intensidad de un sismo: la escale de Mercalli, la magnitud
local de Richter y la escala de momento.

La denominada escala de Mercalli es la mds antigua de las escalas existentes,
debido a que sdlo mide el nivel de destruccién y la percepcién que las personas han
tenido de un sismo, es decir, es una escala cualitativa que ha sido de gran utilidad

al documentar sismos de gran antigiiedad, los que no han sido medidos mediante



sismdégrafos y de los cuales s6lo se tiene un registro escrito histérico.
Las escalas de Richter y de momento se basan en medidas cuantitativas de la

energia liberada en un sismo. Sc definivdn, explicitamente en ¢l Cap. 2.

1.1. Estudios de complejidad en sismos

Uno de los avances interesantes en investigaciones sobre sismicidad ha sido su
estudio desde la perspectiva de los sistemas complejos. Diversos irabajos se han
dedicado a estudiar la sismicidad desde la perspectiva de un sistema con criticalidad
anto-organizada, introduciendo modelons tipo pila de arena, estndio de eaos, v, mas
recicntemente, estudios basados cn entropias no extensivas y redes complcjas [12-25].

En esta tesis, aplicaremos algunas de estas técnicas a datos sismicos registrados
en la zona central de Chile. Este estudio es de gran relevancia, ya que muchas de las
investigaciones anteriores han sido realizadas para otras zonas sfsmicas del planeta,
v por tanto es importante establecer qué tipo de conclusiones universales se pueden
extraer al comparar diversas zonas sismicas. Para ello, en primer lugar, estudiaremmos
en el Cap. 2 los datos a utilizar, luego, en el Cap. 3 se estudiara la ley de Gutenberg-
Richter y algunas de sus implicancias. En ¢l Cap. 4 sc¢ analizaran los fractales, su
dimensién y el espectro de dimensiones, con el fin de aplicarlo a los datos sfsmicos.
Fin el Cap. 5 se revisardn algunos conceptos relacionadog con redes complejas v
se determinard si los datos sismicos presentan estas caracteristicas. En el Cap. 6
cstudiaremos ¢l modclo claborado por Burridge y Knopoff para modclar sismos y

verificaremos en éste algunas de las propiedades vistas en el Cap. 5. Finalmente, en

el Cap. 7 revisaremos los resultados mds importantes obtenidos en esta tesis.



Capitulo 2

T V4 . £ M1 _*3
Datos sismicos en Cnile

La historis en nuestro pais habla de riqueza en cuanto a actividad sismica. Bs
debido a esto que Chile es un excelente laboratorio sfsmico para mmichos cientificos.
Clon 1a finalidad de estudiar el comportamiento de esta gran actividad, es que el
Servicio Sismolégico Nacional (S8SN), de la Universidad de Chile, se ha encargado
de la instalacién y mantenimiento de una serie de aparatos de medicién sismica, los
cuales son capaces de medir sismos de baja magnitud (imperceptibles para el ser
humano) y obtener asi un completo registro de la actividad sismica de esta zona del
planeta.

Debido a la importancia que la zona central de Chile tiene, producto de la gran
poblacién y de actividades econdmicas que se llevan a cabo en ésta, es que éste es el
sector en el que se ha dispucsto la mayor cantidad de sismografos, por lo tanto este

es el territorio del que se tiene el mejor registro.

2.1. Sismos

La Tierra es un planeta lleno de vida.

La Tierra es un cuerpo dinamico, no sélo por los movimientos de cuerpo sélido

conocidos y estudiados, sino también por los movimientos en su interior, en las di-




versas capas que la conforman. Esta “vida” que tiene dentro se manifiesta de las mds
diversas formas, siendo una de ellas la que nosotros denominamos sismos.

La corteza terrestre ostd en pernnancente movimicnto. Las placas tectonicas sc
acomodan entre gf, dando origen a una serie de trastornos superficiales. Cabe hacer
notar que en este momento estamos siendo testigos presenciales de la gran riqueza
en la actividad de la Tierra, ya que se han producido una gran cantidad de sismos en
diversas regiones del plancta y ha comenzado una inusual actividad volcanica sobre
el mismo.

Como se menciond en el eapitulo anterior, Ia teoria de Placas Tectinicas ha ex-
plicado la formacién de cadenas montafiosas, volcanes y la produccion de eventos
sismicos de una manera muy natural. Debido a la direccién del movimiento de es-

tas placas, ellas pueden chocar o alejarse unas de otras (movimiento convergente o

divergente). Es esta diversidad en su movimiento la que genera los eventos sismicos.

"
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Por ejemnplo, al chocar dos placas, se produce una libera, L producto del
choque, ¥ se puede dar origen a volcanes y montafias; al alejarse, se abre una grieta,
se produce liberacién de energia y este movimiento podria permitir que el magma
salga a la superiicie.

Cuando un cvento sismico sc produce, éste conlleva una gran liberacién de energia
en el punto de ruptura, la cual se manifiesta en la propagacién de ondas sismicas
que pueden ser de tres tipos fundamentalmente: las ondas P, las ondas S'y las ondas
gravitacionales (de Rayleigh o superficiales).

Las ondas P son ondas que se propagan rapidamente por la superficie de la Lierra,
por lo que se las denomina ondas primarias, son ondas longitudinales y de mayor

amplitud que Ias ondas 8. Tas ondas §, denominadas secundarias, son mag lentas v

de menor amplitud que las ondas P y son transversales. Gracias a este retraso de las
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ondas S respecto de las ondas P es posible medir la distancia entre la estacion en la
que se ubica el sismégrafo y el foco sismico. Por su parte, las ondas de Rayleigh son
de corto alcance v de mayor amplitud que las ondas Py S decaen vapidamente en
el tiempo y el espacio, y son las ondas mds destructivas, ya que su movimiento es

circular y transversal.
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Fig. 3. llustracién del movimiento de las ondas sismcias. De arriba hacia abajo:
ondas S, ondas P y ondas de Rayleigh. La linea roja indica el movimiento de

las particulas, mientras que la linea azul muestra el movimieuto de las ondas.

2.2. Escalas de intensidad

Tres son las principales caracteristicas de un sismo: magnitud, duracién temporal

y posicion espacial.

e
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A principios del siglo pasado hubo grandes estudios sobre la actividad sismica
de algunos sectores del planeta; en algunos de éstos se buscaba dar una medida,
de cuantificar de alguna manera, este tan complejo v destructivo fendmeno, ya sca
a través de registrar la energin liberada, el alcance de la onda o la posicidn de Ia
fuente sfsmica, para asf realizar investigaciones sobre medidas objetivas y no de
percepciones, como lo es la conocida escala de Mercalli, sobre los sismos.

Una de las principales investigacioncs cn osfa direccion fic realivada por Charles
Richter [26], quien desarrollé una metodologia con el fin de cuantificar la energia
liberada por un evento de este tipo. De este trabajo se desprende que la. magnitud
de un sismo es una medida indirecta de la cantidad de energia liberada y se estima
a partir de la amplitud de las ondas medidas en un sismdgrafo. Esta es una medida
fisica, objetiva. Existen, fundamentalmente, dos modos de medir para cuantificar esta

energia.

1. Magnitud local de Richter, M;,

El primer sismdlogo en introducir una medida de la energia liberada en un sismo
fue Charles Richiter, quien se basd en la escala que ubilizan los aslronomos para
medir la intensidad de la luminosidad de una estrella, con el fin de estimar la
distancia enfre ésta y la Tierra. A partir de esta medida, él desarrolié la que
hoy conocemos como escala de RHichter. Para ello, se estima la magnitud Mj,

de un sismo como

My, = log(A) — log(4o) -6, (2.1)

donde & es la distancia desde el epicentro al aparato de medicién, A es la

amplitud de las ondas S a 1o mas de 600 kilémetros del epicentro y Ag es una
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constante.

Se aprecia que My es una escala logaritmica, la conocida Kscela de
Richter [27], que entrega un valor objetivo de Ia energia liberada en un sis-
mo, Lamentablemente esta, medida de la magnifud no es capaz de dar una
gran precisién para sismos mayores a 7 grados, por lo que ha sido refinada,

dando origen a la llamada magnitud de momento sismico.

Magnitud de momento, My

Esta magnitud es un refinamiento de la magnitud de Richter y sdlo entrega
mayor precisién para distinguir la caniidad energia liberada en los sismos de
gran magnitud [28]. Gracias a esta escala es posible medir sismos de muy baja
intensidad, sin obtcner un valor negativo de la misma, asi como facilita una
medicién més precisa de los sismos de gran intensidad. Esta definida por la

expresion,

2
My =3 (logo Mo —9.1), (2.2)

donde Mj cs ¢l momento sismico {energia) que sc define,

My=pxAxu, (2.3)

donde u es el médulo de deformacidén, A es el drea de la ruptura donde se

produce el sismo y % es el desplazamiento promedio de A.
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2.3. Datos sismicos de la zona central de Chile

1dealmente, para tener medidas precisas para un sismo dado es conveniente ubili-
zar mas de un sismdgrafo. Esto, por ejemplo, permite obtener la posicién del evento
en el espacio de tres dimensiones y determinar la. magnitnd del mismo promediando
sobre varias mediciones. En Chile no se cucnta con una red de sismografos suficicnte
para cubrir estas necesidades en todo el territorio nacional, salvo en la zona central
de Chile. Estos sismégratos son administrados por el Servicio Sismolégico Nacional
(8SN), organismo que, para la realizacion de este trabajo, nos facilité los datos co-
rrespondientes justamente a la zona central de Chile, entre los afios 2000 y 2007, que
son, por las razones mencionadas, los mejores datos disponibles.

Los datos corresponden a un total de 17004 focos sismicos, con sus respectivas
magnitudes v ubicacién espacial y temporal. Los datos recolestados se eneuentran
ubicados entre los 29.01° y 35.50° de latitud Sur, y entre los 69.51° y 73.95° de
longitud Qeste, con una profundidad méxima de 293.3 km y fueron medidos entre el
dia 2 de octubre del afio 2000 y el dia 29 de marzo del aiio 2007.

El 90% de los datos son sismos con profundidad menor a 116.30 km y el 69.9%
de ellos son sismos superficiales, es decir, con una profiundidad menor a 70 km.

Para cada sismo registrado, disporemos de su posicién en longitud y latitud,
ademds de su profundidad. Para muestro analisis, sin embargo, es preferible convertir
esta informacién a coordenadas cartesianas. Para ello, procedemos de la siguiente
manera: sesn fy v fnax los valores mfnimo y méximo de latitud, a su vez, ¢g y
OPmax seran los valores minimo y méximo de los dngulos medidos para la longitud.

Llamaremos fprom al valor promedio de los dngulos latitudinales. El hipocentro del

i-ésimo evento serd definido espacialmente por su posicidn (6;, ¢, 2;), donde 8;, d; v
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2; serdn los valores de la latitud, longitud y profundidad, respectivamente. Entonces,

la distancia en la direccién Norte-Sur respecto al punto con coordenadas (fy, ¢o) es
d.lNS =R (H‘i - 90)’

donde R es el radio de la Tierra {aproximadamente 6370 km). Andlogamente distan-

cia medida de Este a Oeste serd

dE0 = R - (¢ — o) - c08(Bprom)-

La profundidad es simplemente df = z;.

El punto inicial es (6, ¢o, 20 = 0).




A
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<

Fig. 4. Mapa de Chile en el que se indica la zona bajo estudio. Las regiones
en verde son las que contienen el conjunto de datos sismicos utilizados en esta

tesis.
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Capitulo 3

Ley de Gutenberg-Richter

Hasta el dia de hoy, los principales estudios y avances sobre sismicidad se han
basado en los estudios realizados por Gutenberg y Richter entre los afios 1934 y 1960.
Fntre ellog, destacaremos aquellos que han gido consideradas de manera. directa en
esta tesis.

La primera relacién entre energia y magnitud, definicién que surge en el contexto
de cuantificar de alguna manera el poder devastador de un sismo, fue desarrollada
por Richter en 1934 [26] basdndose en una serie de medidas empiricas de sismos en

todo el planeta:

log(E) = 11.3 + 1.8 M,

definicién que fue corregida y modificada por Gutenberg y Richter en 1954 |29] en
un extenso trabajo de analisis de datos, llegando a la expresién que se utilizé hasta

hace unos afios para medir la intensidad de un sismo,

log{E) = 11 + 1.6 M, (3.1)
donde E es la energia de los sismos en ergios (energia cinética media de las ondas
esféricas cldsticas) y M es la denominada magnitud de un sismo.

Fal
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Considerando esta expresién es que el mismo Richter entregé una definicién sobre
la magnitud, definicién que lleva su nombre, Fe. (2.1) del Cap. 2.

Finalmente, en ol afio 1954, producto de una seric de trabajos estadisticos sobre
datos sfsmicos, Gutenherg y Richter emanciaron, a partir de las definiciones anterio-

res, la, signiente ley empirica [29]:

log{N)=a+b(8 - M), (3.2)

donde N es la frecuencia anual de sismos (mimero de sismos de magnitud M) y M es
la magnitud. Los parametros a y b son determinados a través del método de minimos
cuadrados y son caracteristicos de cada zona.

Esta ecuacién fue el resultado de un exhaustivo estudio sobre series de datos
medidos en todas las zonas de mayor actividad sismica del planeta. Ademas fue
corroborada para sismos de diferentes profundidades, llegando a la conclusion de que
todos cllog cumplian esta ley desde una mapgnitud 4 hacia arriba [20].

La ecuacién fue luego corregida y precisada por ellos mismos, debido al alto
umbral de magnitud de sismos que la cumplian, siendo enunciada de la siguiente

INGera:

log(N) =a+b M. (3.3)

3.1. Ley de Gutenberg-Richter en Chile

La ley de Gutenberg-Richier es mna de las propiedades estadisticas bésicas de
eventos sismicos, y por lo tanto, nuestra primera tarea fue verificar que los datos de
que disponemos satisfacen efectivamente dicha ley [30]. Con el fin de realizar esta,

labor, ¢s que se ha aplicado la Ee. (3.3) obteniendo los siguientes graficos:
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Fig. 5. Logaritmo del nimero de eventos sismicos con magnitud My, versus My,
para los datos sismicos de Chile. Distribucién de todos los eventos sismicos
(izauicrda). En la figura de la derecha sc presenta cl ajuste de la parte lineal
del gréfico de la izquierda. La linea roja indica el ajuste realizado por una

regresion lineal sobre los datos.

Como se observa en la Fig. 5, se realizo el ajuste a la parte lineal del grafico de
log(IN(Myp,)) versus la magnitud My de los sismos, utilizando una regresion a traves
de minimos cuadrados. De la Fig. 5 se desprende que, en efecto, los datos que utili-
zaremos se distribuyen en magnitud de acuerdo a una ley de potencia, satisfaciendo

la ley de Gutenberg-Richter (3.3). El valor de los pardmetros a y b es:

a = 6.39 £0.09,

b = 0.90+0.02.

Es interesante notar que el valor del parametro b es consistente con el que se ob-

R [ ~ 1 1 +~ [0 21] s e evesierie
es en otras zonas del Plaiiela 29,01, MIEITAS {18, Como

3 ma e
LITLLC

se observo en el Cap. 2, los datos con los que trabajamos corresponden. precisamente,

a sismos de poca profundidad.




19

3.2. Sistemas complejos asociados a leyes de po-
tencia

El hecho de que los sismos se distribuyan de acuerdo a una ley de potencia es
muty significativo. Existen muchos sistemas en la naturaleza que presentan leyes de
potencia bajo diversas consideraciones. Ejemplos de este hecho hay muchos: estudios
gobre descargas eléctricas [32] o pilas de arena [33-35] por una parte; ademiés de
diversos estudios del modelo de Olami-Feder-Christiansen {36,37] en sismos mediante
autématas celulares, o la distribucién temporal de sismos de gran intensidad {ley de
Omori) |38]. De esta manera, notamos c6mo el resultado de Gutenberg y Richter abre
un camino para generar relaciones entre diversos estudios de sistemas complejos con
ol terreno de la sismologia [39], objetivo que persigue csta tesis. Es en csta direccidn
que se han encontrado relaciones entre modelos de pilas de arena con redes libres de
escala [40] o con redes de mundo pequefio [41], ambas redes que serdn estudiadas sobre
los datos sismicos en consideracion, en el Cap. 5. Estas leyes de escalamiento pueden
encontrarse en diferentes conjuntos de focos sfsmicos y bajo diferenfes estudios, ya
gea acerca. la frecuencia de los eventos sismicos, como su relacién con la magnifud
de los mismos [42]. Fundamentalmente, podemos concluir que los sistemas complejos

estan extremadamente relacionados con los eventos sismicos y atin hay mucho que

estos estudios pueden revelar o ayudar a dilucidar en el &mbito de la sismologia.




Capitulo 4

Caracteristicas fractales de la
sismicidad

Se denomina fractal a un sisterna que posee autosimilaridad, es decir, que es
invariante ante camnbios de escala. Fue Benoit Mandelbrot quien, ademds de acuiiar
el término fractal, mostrd la relevancia de estos objetos, en principio puramente
geométricos, en la naturaleza. El borde costero en zonas como Inglaterra, el sur
de Chile y Finlandia, un brécoli, las ramas de un arbol, una hoja de helecho, etc.,
son ¢jemplos de objctos que pueden ser considerados con caracteristicas fractales. BEn
este capftulo estudiaremos cémo los sismos (especificamente su distribucién espacial)

también presentan caracteristicas de este fipo.

4.1. Un poco de historia

Bl inicio del estudio de los objetos tractales se remonta al afio 1918, cuando a los
25 afios y luego de haber participado en la Primera Guerra Mundial (experiencia que
le costéd su nariz), Gaston Julia, matemsdtico francés nacido en Arpelia, publicd su
articulo “Report of Iteration of the Rational Functions”, trabajo de 199 pédginas que

fue publicado en la revista francesa Journal de Mathématiques Pures et Appliquées

20
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[43] en el que describia la iteracién de una funcién compleja que daba origen a
un conjunto cuys frontera es imposible de dibujar a mano, porque posee longitud
infinita. Debido a este trabajo Julid obtuvo ¢l premio de la Academia Francesa de
Ciencias.

Este interesante y novedoso trabajo quedé en el olvido durante muchos aiios,
hasta que en 1967, Benoit Mandelbrot publica en Science el articulo “;Cudnto mide
la costa de Gran Bretaiia?’ [44], articulo cn cl que comicnzan sus discusiones sobre
los objetos fractales.

Mandelbrot, ademds, pudo mostrar la belleza de los fractales, creando los primeros
fractales generados por computadoras, que en la época de Julia evidentemente no
existian. De este modo, estos interesantes objetos matemaéticos se volvieron atractivos
para el piiblico en general. En lo sucesivo, los fractales se han vuelto relevantes para
1a discusién de diversos sistemas fisicos, entre los que podemos mencionar las pilas
de arena [33,34, 40, 45, 46], las descargas eléctricas [32], ademis de los autdmatas

celulares [36,37,47,48].

4.2. Dimension fractal

Una de las caracteristicas de los objetos fractales es que se les puede asociar una
dimensién no entera, existiendo varias definiciones de la misma {dimensién Eucli-
diana, dimensién de similaridad, de Hausdorff, de box-counting, de correlacion, de
informacidn, de Lyapunov, por nombrar algunas). Cualquicra sca la definicidn, sin
embargo, siempre se cumple que la dimensién fractal es mayor que su dimensién
topoldgica (Dy), pero menor que su dimensién Euclidiana (Dg) [49]. Para efectos de

esta tesis, s6lo nos concentraremos en las dimensiones de box-counting y de correla-

cién.
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Es importante tener en cuenta que, en rigor, sélo un fractal matemdtico puede
ser realmente autosimilar en toda escala. Si es un fractal generado por computador,
su autosimilaridad estard acotada simplemente por la precisién numérica que sc
esté empleando. Por su parte, objetos reales podrén ser sélo aproximadamente auto-
similares, razén por la cual la dimensién fractal asociada a ellos serd, necesariamente,
una aproximacion.

A continuacion presentarcmos un método convenicntc para determinar fa dimen-

sién fractal de un objeto real.

4.3. Monofractales

De la seccién anterior podemes notar que existen una serie de definiciones de
dimension, la m4s comiin y conocida es la dimensidon Fuclidiana. Otra dimensién muy
utilizads en matemditicas es la dimension topoldgice. La dimensién Fuclidiana solo
atafie al niimero de coordenadas que se requieren para especificar un objeto, es decir,
es equivalente al mimero de coordenadas utilizadas para describir en qué espacio
estd, ubicado el objeto. Para hablar de la dimensién topoldgica, primero hay que tener
alguna nociéon de lo que es la topologia. La topologia cs una rama de la matemdtica
que estudia las propiedades geométricas de un objeto matemdtico o un espacio que
no se ve alterado por transformaciones continuas, biyectivas y de inversa continua. Ta
dimensién topoldgica se deriva de la capacidad de cubrir un objeto utilizando discos
o csferas de radio pequefio; csta dimensién sc caracteriza por no cambiar bajo la
transformacion del objeto, es decir, es posible hacer una serie de transformaciones a
un objeto sin realizar cortes en él y, aunque su forma cambie, el objeto seguira siendo

topolégicamente igual (por ejemplo, son tapoldgicamente equivalenies una taza y una

rosquilla).




23

Para sefialar una manera intuitiva de derivar la dimensién Euclidiana (esta de-
finicién sera de utilidad al momento de definir las dimensiones que se utilizaran en
esta tesis) de un objeto, utilizaremos una variable a la que denominaremos #, la que
es tan pequefia como sea necesario. De esta manera veremos que es posible medir
el tamaiio de cualquier objeto que esté contenido en un espacio de no més de tres
dimensiones espaciales con esta variable, ya que el tamaro del objeto sera siempre
proporcional a e. Supongamos que ¢l largo del lado de una celda estd normalizado
a 1y que dividimos la linea de la Fig. 6 en N pequefios segmentos autosimilares, es

decir. segmentos que se replican a si mismos.

Fig. 6. Ejemplificacién del calculo de la dimensién Euclidiana. Los objetos son

discretizados por celdas de lado .

Si se tiene una linea en el espacio, su tamano (largo) serda proporcional a la variable
g, siendo la constante de proporcionalidad N y su dimension 1, que esta representado
por el exponente de la variable . Extendiendo esta idea intuitiva de medicién a un
objeto plano, vemos que sélo es necesario discretizar el plano en el que se encuentra

el objeto con cuadrados de lado £ para obteuer su drca (ahora la dimension cs 2). Es

w

posible hacer lo mismo para el espacio en tres dimensiones: el volumen de este objeto
seré proporcional a la variable € al cubo, es decir, se tiene un objeto de dimensién 3.

En resumen:
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L = Ne=l1,
A = Nef=1,
V = Ne=1

De esta sencilla idea, obtenida de la dimensién Fuclideana, es posible extender

esta medida y definir la dimensidn de similaridad:

_ log(N)
D5 = Tog(1/e) D

Esta dimensién es muy 1til para aquellos fractales que son exactos, es decir, en

cuyos escalamientos se ven copias exactas del objeto original.

Para objetos fractales que no son exactos, es decir, objetos reales tales como un
borde costero o la hoja de un helecho, es de mayor utilidad determinar la dimensién
a través del método de boz-counting. Esta metodologia consiste en medir el tamano
ocupado por dicho objcto. Por gjemnplo, una linea de largo L (Fig. 6) puede ser
cubierta con N = 1/§ trazos de longitud 4, si 6 < L. En realidad, no es necesario
que sean trazos, podrian ser cuadrados o cubos. En todos los casos, se requerirdn
N = 1/§ objetos para cubrir la linea. Para un objeto plano de drea A, se requerirdn
N = A/#? cuadrados de lado 4. Para un objeto tridimensional de volumen V serdn
N = V/§3 cubos de arista 4. Fsto nos sugiere la siguiente definicién de la dimensién

de boz-counting, Dg:
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o ()

log(N) = —Dglog(d)
. log(N)
Do = cls{g(l) log(d) ’

donde Dy es la dimensién de capacidad o de box-counting, N es el nimero de
celdas (cajas) que contienen al objeto y ¢ es el tamario del lado de la celda. Para este

andlisis se ha considerado que el hipervolumen de estos objetos es 1. |

bod €

/EIDEII

 Saan e

Fig. 7. Ilustracion de la definicion de la dimensiéon de box-counting.

La expresién general para un objeto cuyo hipervolumen no es igual a la unidad

es:
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log(N) — log(V)
log(1/¢)
log(N) = Dglog(1/e)+ log(V). (4.3)

Dy (4.2)

Asf, la dimensién de capacidad se obtiene al hacer tender € a 0 y al calcular la

pendiente del grafico log(N) versus log(1/¢), es decir,

L log(N)
Do = E—Iv% log(1/e)

En la practica no es posible hacer este limite, por lo que se escoge un rango en el

(4.4)

que log{N) versus log(e) sea lineal cuando £ — 0.

Las dimensiones de similaridad v box-counting no son iguales, ya que en la pri-
mera es necesario que los segmentos sean auto similares, es decir, es necesario que
los secgmentos scan cxactamcente iguales cn todas las cscalas, condicion que no cs

necesaria para los cubos de la dimension de boz-counting.

4.4. ;Es la distribucién espacial sismica un objeto
fractal?

La ley de potencias obtenida del estudio de Gutenberg y Richter, ya revisada en
el Cap. 3 sobre el ordenamiento de los sismos de diferentes magnitudes nos llevd a
preguntarnos si este comportamiento podria sugerir alguna relacién entre distribu-
ciones espaciales y fractales. Al estudiar sistemas anto-organizados, fales como pilag
de arena [33,45)], autématas celulares [36,47], ademés de muchos sistemas de la na-

turaleza, como descargas eléciricas (rayos) [32], distribucién espacial de las ramas y

hojas de un drbol |51], sc asoma la inquictud acerca de las distribuciones espaciales
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de los focos sfsmicos. Entonces, los sismos jse distribuyen espacialmente formando un
fractal?; jsucede esto experimentalmente?; es decir, jpodemos verilicar que los datos
sistuicos bajo estudio podrian presentar una geometria fractal? En csta direccion es
que comenzaremos ¢l andligis presente. Fn primer lugar determinaremos la dimensidn
denominada de capacidad o box-counting, Dy de las distribuciones espaciales de los
datos sfsmicos, estudio que se realizara sobre los datos de hipocentros y epicentros.
Esta caractcrizacion sc realizara mediante ol método de box-counting, explicado cn
la seccidén 4.3.

De los trahajos estudiados sobre sistemas fractales, hemos aprendido que nuna con-
veniente manera de calcular la dimensién fractal de objetos naturales (no generados
por computador) [50,52] es la de boz-counting.

Para calcularla se ha procedido de la siguienfe manera: se tiene un conjuﬁto de
datos sismicos de hipocentros vy epicentros. En el caso de los epicentros, se divide el
plano latitud-longitud en celdas de lado & y drea &2, en cierto rango de valoves y se
cuenta el niimero de celdas que countienen datos de epicentros en ellas. Luego, se hace
variar € en un cierto rango, y se realiza un grifico log-log entre el mimero de celdas
con datos sismicos y el tamafio de la celda. Dada la Ec. (4.4}, se espera que, a medida
que ¢ disminuye, sc cncucntre una region en que cl grafico exhiba un comportamicnto
lineal. En esta regidn se calcula, con un ajuste de minimos cuadrados, la pendiente
de la recta. Dicha pendiente corresponde a la dimensién de box-counting definida en
(4.4).

La dimension de box-counting es un parametro adimensional, pero en este analisis
se utilizard un largo dimensional para el lado de las celdas, por lo tanto, éste largo
serd adimengionalizado, dividiéndolo por la raiz cuadrada del drea de la celda de

mayor tarnafio, segin corresponda.
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Fig. 8. Gréfico de la zona lineal del logaritmo del niimero de celdas que con-
tienen epicentros versus el logaritmo del tamaifio del lado ¢ para los datos
de epicentros. El rango lineal va entre £ = 64 y £ = 409.6. En este caso la
dimensién de box-counting Dy (pendiente de este gréfico), obtenida a partir

de un ajuste de minimos cuadrados, fue 1.73 £0.02.

En el caso de los hipocentros, se toma el espacio formado por latitud-longitud
y profundidad que contiene a los focos sismicos. Nuevamente, se discretiza este es-
pacio, ahora en cubos de lade £ y volumen =3, Se cuentan los cubos que contienen
focos sfsmicos en su interior y se realiza un gréfico log-log del nimero de cubos que
conticnen datos sismicos versus €, se considera la zona lineal de este grifico (para
e — 0) y se estima la pendiente de esta regién a través de un ajuste de minimos
cuadrados. Esta pendiente corresponde a la dimensién de box-coutning descrita en
la ecuacidn (4.4).

Comeo cn cl case antcrior, la dimension de box-counting cs un parametro adimen-
sional, entonces se adimensionalizé el tamafio € del lado del cubo normalizdndolo con
la rafz ciibica del volumen del cubo de mayor tamano.

los resultados de este procedimiento se encuentran en las Figs. 10 y 9, para

epicentros e hipocenfros, respectivamente.
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Fig. 9. Grafico log-log del nimero de celdas que conticnen datos sismicos
versus el tamaiio ¢ del lado de la celda para los datos de hipocentros. El
rango lineal varfa entre £ = 8 y £ = 512. Ta dimensién de hox-counting para
hipocentros Dy, obtenida a partir de un ajuste de mititos cuadrados, fue 2.02

+0.05.

D = 1.73+0.02,

D{® = 202 4 0.05,

valores para epicentros e hipocentros, respectivamente |30].

Es interesante notar que estos valores son similares a las dimensiones fractales
caleuladay para otras zonas sismicas del plancta [24, 53-58], v corresponden a log
valores observados para terrenos rocosos, el cual corresponde al tipo de suelo de la
zona estudiada [55).

La 'I'abla 4.1 presenta una comparacion de los valores de L)y y el parametro b de

la ley de Gutenberg-Richter para los datos de la zona central de Chile estudiados en

esta tesis v datos de otras zonas sfsmicas del planeta.
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Pais Dy b Referencia

Chile 2.02 1.01 Resultados de esta tesis
Colombia. 1.61 0.57 Caneva et al. [59]
Chile (estudio sobre Nazca) [ 2.1 2.2 1.2 Cernadas et al. [20]
India 1.65 — 1.85 Bhattacharya et al. [60]
Japén 1.9-29 [06-15 Nanjo et al. [61]

Tabla 4.1: Tabla con la comparacién entre los valores de la dimensién fractal de
box-counting, Ec. (4.5), y el pardmetro b de la Ley de Gutenberg-Richter, Ec. (3.3},
para Chile y otras zonas del planeta.

Cabc hacer notar que la cstructura fractal de los datos ¢s mucho mas cvidento
para los epicentros que para los hipocentros, debido & que el valor de la dimensién
Ny de los epicentros es menor que 2 (dimensidn que contiene a estos datos), mientras
que la dimensién Dy de los hipocentros es casi 2, mucho menor que 3 (que es la
dimensién que contiene a los datos de hipocentros), pero es casi im mimero entero.

También es interesante notar que los valores tipicos de & estdn en el rango
0.8 < b < 1.2, valores que dependen de la zona tectdnica en la cual se encueniran los
datos [65,62] y aue mestros resulfados estdn dentro de ese rango. A sn ver, el valor

de b puede ser relacionado al valor de Dy [63] de la siguiente maners;
Dy
b= — .
X, (45)
condicién que también es satisfecha por nuestres datos {53):

b= 22 1014002 (4.6)
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4.5. Multifractales

Un sistema fractal puede tener una estructura mucho mas compleja que la que
puede ser descrita por una dimensién de box-counting o de similaridad. En efecto,
notemos que dichas dimengiones se definen en base a cubrimientos del espacio, y se
calenlan a partir del mimero de celdas que pormiten enbrir al fractal. Sin embargo,
no hay informacién sobre cudntos puntos del fractal hay en cada celda. Si una celda
tiene un punto del fractal, o 100, se cuenta de todos modos sélo como uno para
efectos del cdleulo de Dy.

Se reqmiere, entonces, una. definicidn de dimensidn que contenga informacién no
s6lo sobre el cubrimiento, sino sobre las inhomogeneidades en dicho cubrimiento.
Al hacerlo, se observa que, en general, un sistema fractal puede exhibir distintas
dimensiones fractales, dependiendo de e6mo se realiza el cubrimicnto, como si un
fractal fuera, en realidad, la superposicién de muchos fractales. Esto ha conducido
al concepto de multifractal [51].

Un multifractal no estara entonces caracterizado por una tinica dimensién fractal,
sino por un cspectro de dimensiones fractales, que permiten capturar informacion
sobre inhomogeneidades en el fractal |64,65).

Existen dos maneras formales de caracterizar este tipo de objetos utilizando un es-
pectro de dimensiones fractales. Primero trataremos el espectro conocido como Rényi
Fractal Spectrum Dimension (RFSD), el cual proviene del estudio de las entropias
de Rényi, las que conducen a un espectro de indices de diversidad [66]. Halsey [52]
introdujo un cambio de variables para dar una nueva interpretacién de la dimen-

sién generalizada de Rényi, el espectro de singularidades de un fractal, en el cual se

definen variahles que indican el escalamienio local del i-ésimo elemento del objeio
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bajo estudio [50]. Este ha sido llamado en los tltimos afios Mandelbrot Fractal Spec-
trum Dimension (MFDS), que se relaciona con el especiro de Rényi al hacer una
transformacién de Legendre de éste [49,67].

Nel mismo modo que para la dimensién fractal,; el céleulo del espectro multifrac-
tal se puede realizar mediante distintos tipos de cubrimiento [67]. En este trabajo
hemos utilizado dos estrategias en particular: el particionamiento integral y el par-

ticionamicnto basade cn la integral de correlacion [64,65,67, 68].

4.5.1. Espectro de Dimensiones Fractales de Rényi

Existen diferenfes maneras de cubrir el espacio ocupado por el objeto fractal, lo
que da origen a diferentes definiciones de la dimensién. Asf como es posible utilizar
el minimo mimero de cajas que cubran el objeto fractal (método de box-counting
definido anteriomente), también existe una definicién proveniente del minimo mimero
de circunferencias de diametro r, ceniradas en un punto X del objeto, particién que
da origen a la denominada pointwise dimension [50).

Esta definicién utiliza una medida local del objeto fractal, de este modo, definimos

una medida de los puntos del fractal de la siguiente manera:

Bx(r) = u[Bx ()], (4.7)

donde B representa a una esfera de radio r centrada en X, mientras que By es la
medida de la densidad de puntos contenidos en la esfera By de radio r (2 corresponde
a la densidad de puntos dentro de la esfera). A partir de estas densidades se define

la dimensién de la siguiente manera:

Dp(x) = Iy L (48)
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Fig. 10. Ilustracién de la metodologia de pointwise. El espacio se cubre con

esferas centradas en un punto, con un radio £ variable.

Esta dimensién es solo local, es decir, para una region del objeto en consideracién
pero cs posible obtener una dimension global definiendo un promedio sobre todo cl

objeto:

Dp = [ Dp(X) du(X). (4.9)
Cabe hacer notar que la dimension de box-counting no es mas que la evaluacion
en ¢ = 0 de la dimension generalizada de Rényi, dimensién que serd estudiada con

mas detalle para los sismos la seccion 4.4.
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La definicién de la dimension de Heaussdorf, definicion en la que se basan las
dimensiones ya cstudiadas, s muy parecida a la de box-counting (cn realidad, ésta
Wtima se deriva de la dimensién de Haussdorf). Fin ambas es necesario cubrir el
fractal con algin elemento, siendo la diferencia que en box-counting se cuentan las
cajas que cubren el fractal, mientras que la dimensién de Haussdorf es s6lo una des-
cripeion de la geometria del objeto, pero brinda el fundamento neeesario para las

otras definiciones.

Se define la dimensién de Haussdorf de la siguiente manera. Supongamos que

tenemos un objeto A fractal, serd cubierto de esferas con didmetro menor a r

C(r, A) =4{B:, B, ..., B},

entonces se define la medida de Haussdorf de este conjunto como

T(A, D,r) =inf(C(r, A)) Y o7, (4.10)

donde inf indica el mfnimo radio d; < r que cubre al objeto completamente y D es
la, dirnension det objeto.
Esta medida decrese monétonamente con D, por lo tanto, hay un tinico punto de

transicién para la definicién de dimensidn de Hanssdorf:

oc D < Dy,

I'(A,D) = Pﬂ sup I'(A, D,7) = { 0 D> Dy

(4.11)

En este caso la dimension de Haussdorf esta definida por




De esta definicién vemos cdémo un objeto tal como una costa tendrd dimensién
de Haussdorf infinita. La Fe. (4.10) entrega una medida gruesa sobre la dimension y
exhibe el cscalamicnto T'(A, D, r) ~ rP=P#_ Si consideramos D = 1, es posible notar
que la medida crece con la tasa L(r) ~ r*~P¥ y, de esta manera, alcanzar un valor de
la dimensién Dg. Teniendo un valor de esta dimension, vamos a definir la medida de
un subconjunto de A como I'(B, Dy) = limsup,_,q inf C(r, B) 3, &}; esta expresién

sugiere ['(B, Dg) ~ §(B)”#. Definicién que permite avanzar hacia la dimensién de

Dy = inf{L : I'(A, D) = 0}

box-counting, ya definida [50].

Presentaremos dos métodos para calcular el espectro de dimensicnes fracteles de

Rényi.

Fig. 11. Ejemplo de un espectro de dimensiones fractales de Rényi caracteristi-

co |52].
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1. Particionamiento Integral

Esta es la extension del método de boz-counting para un multifractal. El espacio

en el que se encuentra el objeto fractal es particionado de la siguiente manera:

Pue) = {Mi(ﬁ) = 5((];;))

VVi e V(a)}, (4.12)

donde p(V;) es la medida de la i-ésima caja y p; es la respectiva medida nor-

malizada. Ksta medida que puede ser aproximada por:

) = 52, (4.13)

donde N;(g) cs ¢l mimero de puntos contenidos cn la cclda V; de la grilla v(e)

y N es el mimero total de puntos que contiene el fractal.

Una elegante manera de obtener este espectro es recurriendo a la entropia

pencralivada de Rényi do orden g para waa particion discrela [66]:

H,—

1
s (). an
i
la que es una generalizacién de la entropia de Shannon, de hecho, Hy da origen

&€ Do, HS:

E_{f{ Hy—Hg— - Zﬂi log(ps).- (4.15)

Se define entonces la funcién D, : R — R tal que,

_ 1o —Hgle)
Dy i Tt (419
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que es €l Espectro de Dimensiones Fractales de Rényi (RFSD). Es interesante
notar que, en este sentido, L), representa la escala de mayor tamaifio, a medida
que ¢ aumenta da mayor importancia a las celdas que poseen y; mayor. Notar
que si el fractal es uniforme, 1a medida. p; serd la misma para todas las celdas
y D, se reduce a sélo una dimensién igual a la dimensién de capacidad. Sin
embargo, si el fractal no posee esta uniformidad, D, depende de g, y por tanfo,
sc convicrte cn un cuantificador de la no uniformidad del objeto fractal cn
cuestién. Nuevamente en la prictica no es posible computacionalmente llegar
hasta. £ = 0. por o fanto, se utiliza una region de escalamiento en el grafico

H,(e) versus log(e), para valores de € cercanos a 0.

Es importante hacer notar que para ¢ > 1 se amplifican las regiones con menos
singuleridades y mayor densidad de puntos (i grande), mientras que para
g < 1, se amplifican las zonas con més singularidades y menos densidad de

puntos (4 pequeiio) [69)].

. Particionamiento utilizando la Integral de Correlacién

Un segundo método de particionamiento del espacio consiste en utilizar esteras
de radio £ que se pueden traslapar entre si (a diferencia del método anterior,
en que las celdas no se pueden traglapar}. Fsto es andlogo a la diferencia entre
el cdlculo de las dimensiones de box-counting y pointwise. Grassberger y Pro-
caccia derivaron un promedio para el conjunto de puntos, a la que llamaron

integral de correlacion [65):

1 . - * - — —
Cle) = 1&1—1& i ¥ # de pares (i,7) cuya distancia [£; — Z;| es menor a g,
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en otras palabras:

C(r) = (Bx(r)), (4.17)

donde Bx(r) es la esfera de radio r centrada en X que contiene puntos del
fractal (sec. 4.3). Esta funcién se relaciona con la funcién correlacién estdndar

de la siguiente manera [50, 69, 70]:

o LN s o
e(F) = z\lr—moﬁi Z 6F (& — % — ), (4.18)
i g=Liiski
Cle) = f dFr (), (4.19)
0
luego:
Cle) ~ €. (4.20)

En basc a esta medida de la densidad de puntos del fractal, se define la di-

mension de correlacion:

) — iy 128(C(E))
=0 logle)

Luego de haber revisado estas definiciones, la particion para este caso sera:

- - Vi
Ple) = {m( )= 44

Wi = By(e) € (s)} , (4.21)
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donde p; es estimado a partir de N;, que es el mimero de puntos x;, tal que
|z; ~ 3] < &y |j—i] > W = 1. De esta manera se obtiene la densidad de

puntos para la celda i

~ . Ns(ﬁ')
ale) = 5=y (4.22)
El niimero de puntos N; se expresa de la siguiente manera:
Nie)= Y. O(— |lz; — zil), (4.23)

l7—i=2W
donde O es la funcién de Heaviside. ji; se puede relacionar con la entropia de

Rényi de la siguiente manera [68]:

N
1 1 ~(g—1)
Hy(e) = 1—g log ("ﬁ :‘§=1: T (F)) ] (4.24)
lo que implica
. —Hgy(e)
D, =1 4 X
q EE% log(e) ' (4 25)

que es, nuevamente, el espectro multifractal de Rényi, ya definido en la Eec.
(4.16). Una vez mds, se utiliza una regién de escalamiento en el gréifico Hy(e)
versus log(e). En la sec. 4.6 se implementard el cdlenlo del espectro de dimen-

siones fractales utilizando las dos estrategias estudiadas en esta seccidn

(4.12) y (4.21).
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Fig. 12. Ejemplo espectro de Mandelbrot caracteristico [52].

4.5.2. Espectro de Dimensiones Fractales de Mandelbrot

Para estimar el especiro de indices de Mandelbrot existen dos caminos: utilizar el
ya conocido espectro de Rényi, Ee. (4.16), sobre el cual se realiza una transformacion
de Legendre, o, desde la definicién de la entropfa para el sistema, derivar directamente

#

su forma, saltdndonos 1 explicita expresién de D, [67,69,70].

1. Transformacién de Legendre sobre D,

Para esto, primero definimos una nueva variable,

7= (g —1)Dy, (4.26)

y hacemos una transformacion de Legendre desde el conjunto de variables

(g, 7) al nuevo conjunto variables (a, f):
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oT
= 4.2
o= 3 (427)
f = ag—m, (4.28)
de modo que,
of
T = ag—f. (4.30)
De éstas se obtiene:
o = -2(1-gD (4.31)
- aq q qy '
fla) = ga+(1—q)D,. (4.32)

Conocido el espectro de Rényi Dy, las Ecs. (4.31) y (4.32) permiten conocer la
funcién f(a), que es un modo equivalente de representar la estructura multi-

fractal del conjunto de puntos estudiado.

. En base a la entropia

Asi como el espectro de Rényi D, se puede escribir en términos de la entropia
[Ecs. (4.16)], se sigue que & y f{c) se pueden caleular a partir de una particién
escogida directamente, sin necesidad de calcular primero Dg, y luego hacerle

una transformacién de Legendre. Para ello, basta con introducir la Ec. (4.16) en

las Eics. (4.31) y {4.32). Sin embargo, el célculo de de H; en (4.16) depende de
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la particién utilizada [Ecs. (4.14) y (4.24)] y eso llevard a expresiones diferentes
para f(a) y a.

Para esto, volvamos  la idea original de Chhabra y Jensen [70], quienes fueron
los primeros en derivar una expresion del espectio f(a) a partir de la entropia,

utilizando la discretizacion espacial de la paticién integral, visto en la sec. 5.2.1.

Recapitulando, la cntropia de Shannon sc define por,
§=-)" Plog(P).

La dimension de Haussdorf de un objeto M puede relacionarse con esta defi-

nicién de entropia a través de [71]:

L1
Dy(M) = — lim mgﬂlog(a)-

Definamos una medida p(g,!) del siguiente modo:

L _(BE)
w96 = 5 e

donde P;{e) es la probabilidad de cads una de las celdas de lado € (ntimero de
puntos dentro de la celda dividido por ¢l niimero total de puntos), cou N ~ 71,
por ejemplo, para una dimensién. Ahora, utilizando las ecuaciones anteriores
reescribimos la dimensién de Haussdort y definimos, a partir de esta dimension

la funcién f(g):

1

1@ = - M ; (4, €) log(1:(g, €)),

— Hm Ei J“'i(q: 8) 105(”!’ (Q: E))
fla) i log(e) ‘

o
|_.)>..
(]
o)

—



43

Tanto Dg(M) como f(g) son medidas de la dimensién generalizada. Tam-

bién podemos calcular el valor promedio de la inhomogeneidad definida por

a; = log(P;)/ log(e):

— 1 } : (g, E)
alg) = —lm N < log(F;(e)
i m(q, 6) log(Pz(s))
{ — ’ A
alg) ehg%) e . (4.34)

En base a las Ecs. (4.33) y (4.34) se reobtendran los resultados de f(a) y «,
ya que estas definiciones cambiardn al utilizar el particionamiento integral o la

integral de correlacion.

a) En el caso del particionamiento integral, Ec. (4.12), 1a Ec. (4.31) se rees-

cribe de la siguiente manera:

a = —a—q(l'—Q)Dq
- -t (-5)
- PPN S N (099 )
g [(1 Q)}:%( 1—gq log(e) )]
VIS S g
= o 108:(%,?@)
a = lim Iog(e:)z A 1og(p,(e)), (4.35)

donde
Zy(e) = 3 pi(e) (4.36)

s la funcién particion del sistema.
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Por su parte, reemplazando (4.16) en (4.32),

0 = s - (58
= lim 10;(6) 7 : \qug(Pi(E)) +(1-4q) (—1 i q) log (;pé’)]

- g ZZ( jalog(p) ~log(Z)

1

= li-ﬁl%@(é")' Z AE )Iogq(pf, — log(Z,)

_ Ry RN
=l log(e) /—_JZ(IUP’ bi log(bq))J

L1
flo) = lm—- o2 Z log( )] (4.37)

b) Al utilizar el particionamiento integral, Ec. (4.21) a (4.24), se debe reem-
plazar la Ec. (4.24) en la ecuacién (4.31),

= 2a L a1
alg) = Bq( )g’o}og(e){ 1- Iog(NZ ! )J
= tm— 21 ( 3<—-«~@H1),E\\
£=0 log(e) Og g\Né;pf U}
1 ~(q—1)
olg) = y_»olog(e (NZ q()log(lh(e))) (4.38)
donde
5 (o) — LN 5D
‘1(‘5)—‘]\};?& ©)- (4.39)

Reemplazando, a su vez, (4.24) en (4.32), se obtiene
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i=1

flg = aa(Q)+(1_Q)l§%“1og(g)1_ (Nz~(q ( )
()

Zo(E)
Y

N
3% o loste) ~ los(Zs )l)

N
— lm Z log(fi(e))  loa(Z,)

e~ log

2

)N

= lim (
e—0 log

~ RN 810G
flg) = lim Fg(-c:j (— ; Z0) log (% . (4.40)

Notemos que tanto Z, como Zq tienen las siguientes propiedades,

1. Si ¢ = 0, entonces Z, (Zq) es la medida del soporte independiente de las

probabilidades p;.
2. Sig=1, entonces Z, = 1 (Z, = 1), debido a la normalizacién dc la suma.

3. Si g es positivo y es grande, entonces Z, (Z,) va a privilegiar las zonas con una

probablidad p; mayor.

4. Si q es negativo y su valor absoluto es grande, entonces Z, (Zq) va a privilegiar

a aquellas zonas de menor probablidad p;.

Por ofra parte, cabe hacer notar que la dimension generalizada ), considera sélo
la parte geométrica del fractal, mientras que o es el exponente de probabilidad de

cada. celda [A7,70,72],

4.6. Espectro multifractal para datos sismicos

Para los fines de esta tesis, se ha estimado el espectro multifractal de Rényi

(RFSD) dc los epicentros ¢ hipocentros de los datos sismicos de Chile, utilizan-

e
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do las dos metodologfas de separacién espacial descritas en la sec. 4.5. Para ca-
da una de ellas se ha estimado, a su vez, el espectro multifractal de Mandelbrot
(MFDS) aplicando la formulacién directa a partir del ya conocido espeetro de Rény,
Fe. (4.16) v realizando la transformacién de Tegendre, Fes. (4.31) y (4.32), y utili-
zando directamente la definicién de la entropfa, Ecs. (4.33) y (4.34).

Los resultados se presentan a continuacion.

1. Epicentros

Los primeros datos en estudio serdn las proyecciones en el plano latitud-longitud
{w-y) de los focos sismicos (Cap. 2). El primer andlisis realisado subre eslos du-
tos sc realizard utilizando la discretizacién cspacial denominada Integral de
Correlacion, Be. (4.21). Luego de éste, se utilizard la discretizacién denomi-
nada Particionamiento Integral, Ec. (4.12). Ambas discretizaciones espaciales
seran utilizadas para estimar el espectro de dimensiones fractales de Rényi, en

primer lugar.

a) Integral de Correlacion.
Se ha discretizado el espacio en el cual estan contenidos los datos sismicos
en dos dimensiones utilizando discos de radio £, se calcula la densidad
de puntos por celda i mediante las Fes. (4.22) y (4.23). Fn principio,
la Ec. (4.25) dice que hay que tomar el limite € — 0, pero en realidad
lo que haremos es, dado un valor de g, disminuir ¢ hasta encontrar una
regién en que H, dependa linealmente de log(e), y calcular D, en base a

la. pendiente de la recta correspondiente mediante un ajuste de minimos

este modo se estima el espectro multifractal de Réuyi, Dy(g). El resultado

R
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se encuentra en la Fig. 14.

= ! } i v i i i | 1
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Fig. 13. Rango lineal de ¢ para la zona de ¢ > 0 (izquierda) y ¢ < 0 (derecha).
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Fig. 14. Espectro de dimensiones fractales de Rényi, para los datos de epicen-
tros utilizando el método de discretizacion espacial de la Integral de Correla-

cion.

En la figura anterior vemos que el espectro de dimensiones fractales co-
rresponde, efectivamente a una funcién suave y continua dada por la Ec.
(4.25), lo cual sugicre que este método de diseretizacion espacial es ade-

cuado para el estudio que estamos realizando.

b) Particionamiento Integral.
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En este caso, el espacio que contiene a los datos sismicos es discretizado
utilizando celdas de lado ¢, tamafio que se hace tender a cero, Ec. (4.16).
Al igmal que en ol caso anterior se grafica el logaritmo de la densidad
de puntos por celda p;(¢), Ec. (4.13), versus el logaritmo de ¢, y se elige
el rango en que la dependencia es lineal cuando € — 0. De esta manera,
se realiza el cdlculo de la dimensién D,, utilizando un ajuste de minimos
cuadrados. Este método es el andlogo al de box-counting utilizado en la
sec. 4.4 para estimar la dimension de capacidad Dy, radicando la diferencia

en que en el caso actual, es necesario considerar la densidad de puntos por

celda v no el nmimero de celdas que contienen al fractal. El resultado se

presenta en la Fig. 16.

1 " 1 1

1 " 1 " L L 1 " 1 4 L

=

5 s ss 15 2 23 3 33 r
log(€) log(e)

Fig. 15. Rango lineal de ¢ para la zona de ¢ > 0 (izquierda) y ¢ < 0 (derecha).
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tros. Estimacién utilizando la Particidn Integral.
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De la Fig. 16 es claro que el resultado no es continuo, existiendo una

discontinuidad en ¢ = 0 y un decaimiento a 1J; — 0 cuando ¢ < 0, por lo

tanto, no es una buena aproximacién al espectro descrito por la Ec. (4.16).

Fste resultado sugiere que, annque este método es 1itil y muy utilizado en

el céleculo de Dy, no necesariamente e¢s una buena técnica para el calculo

de los valores negativos de ¢ del espectro multifractal.
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2. Hipocentros

Se analizarédn los datos de los focos sismicos, que poseen tres coordenadas:
latitud, longitud y profundidad. Nuevamente iniciaremos este estudio uti-
lizando la discretizacion de la Integral de Correlacion, para luego usar el

método de la Particion Integral.

Integral de Correlacion.

De modo andlogo a lo hecho para los epicentros, se discretiza el espacio
que contiene los datos de los focos sismicos en cubos de radio £, Ec. (4.21),
luego de esto se calcula la densidad de puntos contenidos en cada uno de
estos cubos, Ecs. (4.22) vy (4.23). Se grafica el logaritmo de las densidades
pi(g) versus el logaritmo de ¢ y se estima la dimensién D, a partir de un

ajuste de minimos cuadrados del rango lineal en € del gréfico, Ec. (4.25).

. T T T T T T T T
i — g=-1
2k —
b — g4
T
= q=-6
q=-7
-~ F — q=-8
=l =0
= X
5
_,6-
13 Ty T as s Ny s 3 a5 4
log(e) log(e)
Fig. 17. Rango lineal de ¢ para la zona de ¢ > 0 (izquierda) y ¢ < 0 (derecha).

En la Fig. 18 se presenta el espectro de dimensiones fractales de Rényi
para los datos de hipocentros. Sélo se muestra la zona en la que ¢ > 0,
debido a que con este procedimiento los valores de D, para ¢ < 0 arrojaron

la misma tendencia que los valores de g negativos de la Fig. 16.
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Fig. 18. Espectro de dimensiones fractales de Rényi para los datos de hipo-

centros. El espacio ha sido discretizado utilizando la Integral de Correlacién.

g

Particionamiento integral.

Al igual que en el caso de los epicentros, se discretizard el espacio, esta
ve7, se ntilizardn cubos de lado . Nuevamente se calculard la densidad de
puntos por cubo, p;(g), Ec. (4.13) y se realizara un grafico log-log de la
densidad de puntos versus el tamarfio el lado del cubo. En la Ec. (4.16)
el valor del lado debe tender a cero, es por esto, que se elige el rango
lineal del grafico y se estima, a través de minimos cuadrados, el valor de

la pendiente. El resultado se presenta en la Fig. 20.

T " if " T ¥ T > T ¥ T
g
—_g=-2
— gq-3
— q-4
-_— q=-5
— q=6
q=-7
— q=8
q=-9
————— q--ln_
e
—
k ————
i 1 i | n 1 n 1 i 1 L 1 " 1 i 0 i 1 " 1 1 i 1 1 1
35 45 5 55 6 65 7 2 25 35 4 45 5
log(e) log(e)

Fig. 19. Rango lineal de £ para la zona de g > 0 (izquierda) y ¢ < 0 (derecha).
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Fig. 20. Espectro de dimensiones fractales de Rényi para los datos de hipo-

centros. El espacio es discretizado mediante cubos de lado &, método de la

Particion Integral.

Vemos en la Fig. 20 el buen ajuste de este método para los valores positivos
de ¢, ya que la funcién es continua y suave, tal como los indica la Ec.
(4.16). Sin cmbargo, al cstimar con este método el valor de D, para g < 0

se obtuvieron resultados siimilares a los de la Fig. 16.

Por completitud se ha estimado el espectro de dimensiones fractales de Man-
delbrot. Este fue construido utilizando las Ees. (4.31), (4.32) y fue comparado con
la cstimacién construida a partir de la cntropia, utilizando las Ecs. (4.35), (4.37),
para el cubrimiento de la particion integral y con las Ycs. (4.38) y (4.40), para el

cubrimiento de la integral de correlacion.

1. Epicentros

Se estimari el espectro de Mandelbrot para los datos de epicentros mediante

las dos metodologias estudiadas en la sec. 4.5.

a) Transformacién de Legendre.
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Se utilizarsn los resultados del espectro de dimensiones de Rényi de las
dos discretizaciones espaciales estudiadas para construir, mediante las ecs.
(4.31) y (4.32) el espectro de dimensiones de Mandelbrot.
1) Integral de Correlacion.
En este caso, se toman los datos de la Fig. 14 para constuir a partir
de ellos el espectro f{a) versus a, utilizando las Ecs. (4.31) y (4.32),
Fig. 21.

2 y ] T T

0.5§ ) , ) . . .

1 L5 z 2.5

o
Fig. 21. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para los datos de
epicentros. Se ha utilizado el resultado del espectro de Rényi con la discreti-

zacion de la integral de correlacion.

El gréfico parece estar cortado, sin emhargo esto no es asi, esta asi-
metria es producto de los valores de D, cuando ¢ < 0, resultado que
sugiere que los datos del espectro de Rényi no son los correctos.

2) Particionamiento de Histograma.
En este caso, se utilizara el espectro de Rényi construido con el méto-
do de la particién integral, Fig. 16, y se le aplicardn las Ecs. (4.31) y

{4.32) con el fin de construir de esta manera el espectro de dimensio-

nes de Mandelbrot, Fig. ?7.
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Fig. 22. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para los datos de

los epicentros. El espacio ha sido discretizado mediante celdas de lado €.

Un espectro caracteristico de Mandelbrot tiene la forma de una
campana que se cierra abruptamente, sin embargo, la forma obte-
nida en la Fig. 22 no es asi, solo la parte que corresponde al uso de
los valores positivos de g da una forms similar a la caracterfastica de
este espectro. Este resultado sugiere que los valores negativos de g en
el espectro de Rénuyl no son correctos, como ya se habfa comentado

en la Fig. 16.
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b) Utilizando la entropfa.

1) Integral de Correlacién.
Nucvamente se utilizard la mctodologia de la integral de corrcla-
cién, es decir, discretizacién del espacio mediante celdas de radio ¢,
Ec. (4.21). En este caso, se ha reemplazado la Ec. (4.24), que es la
entropia, en las ecs. (4.31) y (4.32), que son las definiciones de los
parametros del espectro de Mandelbrot, obteniendo las Ecs. {4.40).

08—
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Fig. 23. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para epicentros,

utilizando las Ecs. (4.40).

Una vez més es, el espectro no es construido para un rango de valores
de «, existe gran dificultad para construir el espectro para la zona

asociada a los valores negativos de g.
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2) Particién Integral.
Se construird el espectro de dimensiones de Mandelbrot a partir de
la cntropia encontrada cn la discretizacién integral, es decir, cl cubri-
miento del fractal mediante celdas de lado €, Ec. (4.14). Se utilizardn

las Ecs. (4.35).

35 T T ¥ T T T T T T T

flo

L5 -1

' i r i : ] . 1 3 1 +
Ve zes 29 255 3 305 3l

Fig. 24. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para epicentros.

Cubrimiento espacial mediante particién integral, Ecs. {4.35).

Nuevamente sélo ha sido posible construir el espectro de Mandelbrot
para la zona correspondiente a g > 0, regién donde el espectro f (a)

tiene la forma esperada.

2. Hipocentros

Se comenzars el estudio del espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot

aplicado a los datos de los focos sismicos o hipocentros.

a) Transformacién de Legendre.
En primer lugar, se utilizarén las Fcs. (4.31) y (4.32) en los espectros de
Rényi obtenidos en el andlisis anterior de estos datos, Figs. 18 y 20, para

las dos metodologias de discretizacion cspacial.
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Integral de Correlacién

Se han utilizado los datos de la Fig. (18), es decir, el espectro de
dimensiones de Rényi obtenido particionando el espacio mediante cu-
bos de radio . A estos datos se les han aplicado las ecuaciones que

describen 2 a v f(a), Ecs. (4.31) y (4.32).
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Fig. 25. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para los hipocen-

tros. En cste caso sc han utilizado los datos del especiro de Rényi generados

mediante la discretizacién de cubos de radio e.

2)

El grafico de la Fig. 25 sélo tiene la forma adecuada para la mitad
de la regién graficada, correspondiente a ¢ > 0. Una vez més queda
de manifiesto la dificultad de completar los espectros de datos expe-
rimentales.

Particién de Histograma

A su veyz, los valores de la Fig. 20, es decir, el espectro de Rényi
obtenido a partir de Ia discretizacién mediante cubos de lado €, han
sido utilizados con €l fin de estimar el espectro de dimensiones de

Mandelbrot para los hipocentros. Estos datos han sido utilizados en

las ecs. (4.31) y (4.32).
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Fig. 26. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para los datos de

los focos sismicos. El espacio ha sido particionado mediante la Ec. (4.12).

El gréfico obtenido sélo mucstra una zona del cspectro, debido a quo

con los métodos utilizados no fue posible generar la zona para g < 0.
b) Construccién del espectro de dimensiones de Mandelbrot derivado directa-
mente desde la definicién de la entropia para cada discretizacion espacial.

1) Integral de Correlacion
Una vez més, se ha utilizado la particién mediante esferas de radio e,

Eec. (4.21). A partir de esta discretizacién se definié una entropia, y

finalmente, sc utilizaron la Ec. (4.40).
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Fig. 27. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para hipocentros.
La particién espacial construida para este caso fue mediante esferas de radio

€.

2) Particién de Histograma
Los resultados para este caso no produjeron ningiin grafico coherente,
cs decir, se obtuve un grafico con sélo un tridangulo cn una de sus

esquinas.

4.7. Utilizacién de un generador para la comple-
tacién del espectro multifractal

Comno se observd en la sec. 4.6, existe una gran dificultad para caleular, a partir
de los datos experimentales, los espectros multifractales de Rényi y Mandelbrot para
g < 0, tanto para el particionamiento integral como el de la integral de correlacién.
Para salvar esta dificultad, se ha procedido de la siguiente manera: se construye un
fractal matemético utilizando que dependa de ciertos parametros ajustables que se
adaptan para reproducir correctamente el espectro multifractal derivado de los datos
para g > 0. Luego, obtenemos el espectro multifractal para ¢ < 0 a partir del fractal

matemético ajustado. Para el presente estudio se utilizard un set de Cantor {52, 73]
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con dos escalas, eleccién que ha sido hecha debido a la simplicidad de implementacién
de este fractal v al éxito obtenido en ajustes de otros tipos de datos experimentales,
como son los del viento solar [74].

Fl conjunto de Cantor, recordemos, se construye eliminando el tercio interior de
un segmento de largo uno, de manera recursiva. Basados en [73, 74], construimos
el fractal asignando largo diferente y una medida diferente, a cada uno de las dos
scociones resultantes tras la divisién cn tres tercios de un scgmento. Los parametros
ajustables son dos: la probabilidad de los segmentos y sus tamafios. De esta mane-
ra, se ha construido la siguiente funcién particién para un conjunto de Cantor de

segmento de largo 1 y probabilidad 1:
1

173 V3

19 19 Vo 19

Fig. 28. Ilustracion generacién conjunto de Cantor.

q g
rang= |2+ 2] -1 (1.41)

donde p; es la probabilidad de cada segmento y I; es el largo de los mismos. Por otro

lado, habfamos visto en la sec. 4.5 [Ec. 4.26]:
7= (q—1)D,.

En este caso se dice que estamos bajo un conjunto conservativo, ya que el tamafo

del segmento inicial no debe superar el largo uno y la probablidad es 1 también, pero

también existe un método denominado no conservativo, en ¢l que si es posible que

O
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esa suma de probabilidades no sea ignal a la unidad, de hecho, es menor a 1. Es éste
el método que se utilizard en esta seccién, debido a que ha sido utilizada con éxito
en el ajuste de otros datos experimentales [74].

Decimos, ademds, que el conjunto es simétrico si los dos segmentos tienen el

mismo largo, y que es asimétrico si su largo es diferente.

n n n—m) rym n—m)-—r
Mo ni) =3 () o0 ™ Gp 57y (1.42)

m

Finalmente, la ecuacién que generars el fractal deseado es [74]:

o lgl—-z)Dq + (1 —p)e lg—q)Dq =1. (4.43)

Existen una serie de combinaciones de los pardmmetros ajustables. Al referirnos a
la conservacién, apuntamos a si la suma de las probablidades de cada seccién de la
linea suman uno o si suman un Mimero IMenor a 1no.

En el caso de los datos sismicos aqui estudiados, se utilizo el caso asimétrico y
conscrvativo, debido a que fuc sélo éste tipo de fractal el que ajusté adceunadamente la
zona de ¢ > 0 del espectro multifractal de Rényi para los datos sismicos. Para realizar
este anélisis se han escogido los mejores graficos del espectro de dimensiones de Rényi
de la sec. 4.5, es decir, para epicentros se utilizo el grafico que completd el espectro
de Rényi para ¢ < 0 de manera suave y continua, mientras que para hipocentros,
ambos resultados Fig. 18 y Fig. 20 dieron esencialmente el mismo resultado.

Los resultados de la aplicacién de este método a los datos experimentales de

epicentros e hipocentros se presenta a continuacion.

1. Resultados para epicentros.
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Para los datos de los epicentros se ha elegido la Fig. 14, de la sec. 4.5, debido
a que este grifico es continuo y fue el tnico en el que se obtuvo un espectro

para los valores de g < 0 para cl cspectro de Rényi.

Los resultados del ajuste y de su continuacién para ¢ < 0 se presentan en la

Fig. 29.

fet

w0 5 0o s o

Fig. 29. Espectro de dimensiones fractales de Rényi, en dos dimensiones. Com-
paracion resultados utilizando set de Cantor (linca solida) y el resultado de

los datos experimentales [particién integral de correlacién, Fig. 14].
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En la Fig. 29 es evidente el buen ajuste del método de Cantor (linea sélida) en

relacién al resultado obtenido directemente de los datos experimentales (puntos

rojos), buen ajuste que queda evidenciado porque la zona para g > () obtenida

con Cantor, esté dentro del error de los resultados para D, obtenidos de los

datos. La zona para g < 0 es diferente a la obtenida del céleulo directo, lo cual

probablemente explica el mal resultado en la Fig. 21 para g <0.

Los valores de los pardmetros utilizados para ajustar la zona de ¢ > 0 en el

espectro de Rényi fueron:

p

hL

Iy

0.680

0.691

0.696

Tabla 4.2: Tabla con los valores que ajustaron la Fig. 14.

Como se vio en las secs. 4.4 y 4.5, es posible construir el espectro de dimensiones

de Mandelbrot a partir del espectro de dimensiones de Rényi mediante una

transformacién de Legendre, Ecs. (4.31) v (4.32). Esto se hard ahora, a partir

del ajuste fractal mostrado en la Fig. 29. El resultado se presenta en la Fig. 30.
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Fig. 30. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para epiceniros.
Resultados utilizando el método de Cantor asimétrico y conservativo (linea

sélida) y resultado de los datos experimentales (puntes rojos).

Como es posible apreciar en la Fig. 30, el espectro de dimensiones de Mandel-

brot sl tiene la forma apropiada.

2. Resultados para hipocentros.
Se realizard el mismo tipo de ajuste mostrado para los epicentros sobre los
datos de los hipocentros. En este caso, se utilizardn los datos de la Fig. 18,
la zona para ¢ > 0 serd ajustada mediante la ¢. (4.43) y de esta manera se

completars el espectro de Rényi para los hipocentros.
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Fig. 31. Espectro de dimensiones fractales de Rényi, para los datos de hipo-
centros. Comparacién resultados utilizando set de Cantor (linea sélida) y el
resultado de los datos experimentales [espectro obtenido con el método de la

integral de corrclacion, Ec. (4.21)].

De la Fig. 31 es claro el buen ajuste obtenido para la regién g < 0 en el caso
de los hipocentros. De esta manera se ha obtenido el espectro de Rényi para
estos datos experimentales para cualquier valor de ¢, utilizando ¢l método de

Cantor.

A continuacién se presentan los valores de los pardmetros que ajustaron la

curva de la Fig. 31:

P b Iy
0.675 | 0.6781 | 0.797

Tabla 4.3: Tabla con los valores que ajustaron la Fig. 14.

Con el fin de obtener el espectro de dimensiones de Mandelbrot, se utilizaran,
al igual que en el caso de los epicentros, las cs. (4.31) y (4.32), las que seran

aplicadas al ajuste obtenido con el set de Cantor.
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Fig. 32. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot para los datos de
los hipocentros. Resultados utilizando el método de Cantor asimétrico y no

conservativo.

Como se aprecia en la Fig. 32, notamos que el espectro obtenido mediante
la completacién del espectro de Rényi usando el fractal generado con Cantor,
también corresponde a un espectro caracteristico de Mandelbrot, de modo que

también la cstrategia ha resultado exitosa en este caso.
4.8. Estudio sobre sismos superficiales

El cstudio anterior ha sido realizado sobre cl catdlogo completo, sin cmbargo, los
sismos que generan mayor devastacidn son los denominados sismos intraplacas,
los que poseen una profundidad no mayor a los 20 km. En este seccién, se repetira el
analisis mono y multi fractal sobre los sismos del catslogo cuya profundidad no supere

los 20 km. En este caso, se ha utilizado la misma discretizacién espacial mencionada

en el Cap. 2, esta vez, el catdlogo contiene 5388 sismos con una profundidad de menos

de 20 km.
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4.8.1. Estudio monofractal

Hipocentros

Utilizando ¢l método de box-counting se¢ ha estimado la dimensién Dy de los focos

sfsmicos, es decir, el espacio formado por latitud, longitud y profundidad.

&
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Fig. 33. Gréfico de la zona lineal del logaritmo del nimero de celdas que
contienen epicentros versus el logaritmo del tamaifio del lado € para los datos
de hipocentros. El rango lineal va entre ¢ = 4.2 y € = 5.7. En este caso la
dimensién de box-counting Dy (pendiente de este gréfico), obtenida a partir

de un ajuste de miniimos cuadrados, fue 1.68 +0.02.

Epicentros

Se utilizé el método de box-counting para estimar la dimension Dy de los epicen-

tros.
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Fig. 34. Grifico de la zona lineal del logaritmo del nfimero de celdas que
contienen epicentros versus el logaritmo del tamaifio del lado € para los datos
de hipocentros. El rango linesl va entre ¢ = 3.3 y € = 5.8. En este caso la
dimensién de box-connting Dy (pendiente de este grifico), obtenida a partir

de un ajuste de minimos cuadrados, fue 1.42 £0.02.

Finalmente se tiene:

DIP = 1.424+0.02,

D = 1.58+0.05,

valores para epicentros e hipocentros, respectivamente. Es claro el efecto que resulta
de condiderar sdlo sismos de baja profundidad en el calculo de la dimensién de box-

counting, para ambos casos (hipocentros y epicentros) el valor de Dy disminuyé de

manera considerable, siendo mds notoria esta caracteristica fractal.
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4.8.2. Estudio multifractal

A su vez, se ha realizado el espectro multifractal para sismos de profundidad
menor a 20 km, utilizando la metodologia de discretizacién espacial de la Integral de
Correlacidn, para el espectro de dimensiones fractales de Rényi, y la transformacién

de Legendre para construir el espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot.

1. Epicentros

IERRRRERE: ]

Fig. 35. Espectro de dimensiones fractales de Rényi obtenido mediante la

discretizacién espacial de la integral de correlacién. Datos de epicentros.
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Fig. 36. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot obtenido mediante

una transformacién de Legendre del espectro de Rényi, para epicentros.

2. Hipocentros
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Fig. 37. BEspectro de dimensiones fractales de Rényi obtenido mediante la

discretizacién espacial de la integral de correlacién. Datos de hipocentros.
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Fig. 38. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot obtenido mediante

una transformacién de Legendre del espectro de Rényi, para hipocentros.

Al igual que en el andlisis del catdlogo completo el espectro de Rényi con g < 0
para los hipocentros no fue construido, debido a diversas complicaciones metodoldgi-
cas, es por esta razén que se utilizé un conjunto de Cantor asimétrico y conservativo

para. construir el espectro completo.

1. Epicentros

Se presenta la tabla que contiene los valores de los parametros que ajustaron

la zona de g > 0 para construir ¢l cspectro de Rényi, en dos dimensiones.

P b Iy
0.75 1 0.0.605 | 0.65

Tabla 4.4: Tabla con los valores que ajustan la Fig. 39.
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Fig. 39. Espectro de dimensiones fractales de Rényi, en dos dimensiones. Com-
paracion resultados utilizando un conjunto de Cantor (linea solida) y el resul-

tado de los datos experimentales (circulos rojos).
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Fig. 40. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot obtenido mediante
una trausformacion de Legendre del espectro de Rényi para hipocentros. La
linea sélida es el resultado con el conjunto de Cantor, mientras que los circulos

rojos son el resultado de los datos.

2. Hipocentros

A continuacion la tabla con los valores de los parametros utilizados para ajustar
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la zona de ¢ > 0 y construir ¢ < 0.

¥y Iy Iy
0.788 | 0.569 | 0.725

Tabla 4.5: Tabla con los valores que ajustan la Fig. 41.

1 ! 1 1 2 1 N
%% 5 0 5 10

Fig. 41. Espectro de dimensiones fractales de Rényi, en tres dimensiones.
Comparacién resultados utilizando un conjunto de Cantor (linea sélida) y el

resultado de los datos experimentales {circulos rojos).
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Fig. 42. Espectro de dimensiones fractales de Mandelbrot obtenido mediante
nna transformacién de Legendre del espectro de Rényi para hipocentros. La
lines sélida es el resultado con el conjunto de Cantor, mientras que los ciculos

rojos son el resultado de los datos.

4.9. Algunos comentarios adicionales

El espectro fractal de Rényi, asi como el de Mandelbrot, tienen una forma carac-
terfstica, ambas producto de las Ecs. (4.16), (4.31) y (4.32). En estas ecuaciones se
define la suavidad y continuidad de ambas funciones, por lo tanto, en base a estas
ecuaciones es que podemos determinar cudl es el mejor resultado de los analisis ya
realizados.

Para los datos en dos dimensiones, epicentros, el mejor resultado para el
espectro de Rényi es el construido mediante la Integral de Correlacion, por la suavi-
dad y porque el espectro fue construido tanto para ¢ > 0 como para g < 0, a su vez,
el mejor resultado para el espectro fractal de Mandelbrot es el obtenido aplicando la

transformacién dec Legendrc al anterior espectro fractal de Rényi.

En el caso de los hipocentros, es necesario notar el mayor grado de dificultad
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que se present6 para el cdlculo de los espectros, dificultad que podria deberse a la
profundidad de los datos. Para salvar esta dificultad se considerd que el 98 % de las
profundidades 1o son mayores a 150 ki, entonces, se consideraron solo csos datos
y con ellos se realizé este andlisis. Sin embargo, incluso haciendo esta consideracion,
los resultados no fueron los esperados. No obstante, ambos especiros fractales, tanfo
el de Rényi como el de Mandelbrot, tienen la forma esperada.

Considerando el porcentaje de sismos poco profundos, cabe destacar el buen
resultado para los epicentros, considerdndolo realmente un resultado representativo
del conjunto de datos sismicos bajo estudio.

Es importante destacar que nuestro trabajo, hasta donde sabemos, es el primero

en €l que se obtiene un espectro de dimensiones para valores positivos y negativos

de ¢ [20,24,53,54,56-60, 75, 76).




Capitulo 5
Redes

Uno de los desarrollos més interesantes en el estudio de la actividad sismica en el
tiltimo tiempo, es su andlisis en términos de redes complejas [12]. Diversos estudios
se han realizado en esta direccidn, lo que ha abierto interesantes perspectivas en
el estudio tanto de las propiedades estadisticas de la actividad sfsmica como de su
eventual prediccién [12,14, 15, 77-80]. En este tesis aplicamos este tipo de anélisis
a los datos sismicos para Chile de que disponemos, lo cual constituye, hasta donde

sabemos, el primer trabajo de esta naturaleza para sismicidad en Chile.

5.1. ;Qué es una red?

El estudio de grafos en matematicas, es un drea de trabajo con larga tradicion,
remontdndose al problema de los siete puentes de Koningberg, resuelto por Leonard
Euler en 1736 [81]. De manera creciente, sin embargo, su estudio se ha propagado en
el dmbito de la fisica, al observarse que diversos sistemas naturales o de gran inferés
pliblico, tales como internet o la WWW, ticnen una estructura que se puede estudiar
como un grafo. Esto ha dado origen a aplicaciones que han resultado simples de
explicar y atractivas para el piiblico en general; un ejemplo de esto es la divulgacién

entre la poblacidn de la conocida regla de “seis grados de separacion”, en la cual se

76
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establece que dos ciudadanos cualesquiera de un pais estdn ligados a través de no
mas de seis personas conocidas entre ellos [82].

Pero sus aplicaciones no han sido sdlo académicas. Por ejemplo, naestra creciente
dependencia tecnoldgica, que tuvo una explosién en el siglo XX, ha obligado a cues-
tionarse cudn robustas son estas redes antes fallas o ataques. Por ejemplo, ;se corre el
riesgo de apagones eléctricos en grandes zonas, si algunas estaciones eléctricas sufren
mn desperfecto?; jhay cstacioncs cn las que una falla es mas nociva que cn otras?; o
en ¢l caso de internet, jpodria esta red quedar inutilizable si algunos computadores
criticos son atacados? Este tipo de preguntas, v muchas otras de interés practico,
pueden ser estudiadas en el contexto de teorias de redes {82).

Podemos definir un grafo o red, como un conjunto de vértices conectados entre
si mediante enlaces o vinculos (Fig. 43). Por ejemplo, cuando la Marvel realizé un
estudio sobre cudl es el superhéroe con mas amigos, definié como los enlaces a la
participacion de los superhéroes en capitulos de ¢owics de otros superhéroes y ca-
da paladin de la justicia correspondia a un vértice. Finalmente, el héroe con mds
amigos resultd ser el Hombre Arafia. Otro interesante ejemplo son las redes sociales,

muy utilizadas en estudios sociolégicos, como una red de contactos de género, de

transportc, hobbics o cxpansion de enfermedades [83, 84].
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Fig. 43. HNustracién de una red. Cada punto representa a un vérfice o nodo,
mientras que las lineas representan los enlaces entre nodos. Un enlace puede

conectar dos nodos diferentes o un nodo consigo mismo.

5.2. Tipos de redes

5.2.1. Red direccionada

Llamaremos direccionada a aquella red en la cual un enlace representa una co-
nexién desde un nodo hacia otro dado, siendo relevante entonces el sentido de la
concxién, Fig. 44. Por ejemplo, ¢l flujo de informacion cnte personas enh una oficina
puede ser representado por una red direccionada, ya que, por ejemplo, puede haber

érdenes emitidas desde un individuo (directivo) a otro, pero no necesariamente a la

inversa. Lo mismo se puede decir de una red de plantas eléctricas, ya que el flujo de

corriente continua tiene una direccion definida, y no a la inversa normalmente.
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Fig. 44. Ejemplo de una red dircecionada. Los enlaces indican conexién enére

nodos en una direccion especifica, y no a la inversa.

5.2.2. Red no direccionada

Una red no direccionade es aquella red en la que se eliminan toda clase de curvas
cerradas sobre el mismo nodo v en la que no es relevante la informacion acerca del
nodo de salida y el de llegada, sdlo teniendo importancia i dos nodos estan o no
relacionados entre si, sin importar la direccidn de la conexion. En la Fig. 45 se muestra
un ejemplo construido a partir de la misma red de la Fig. 44. Un buen ejemplo de este
tipo de red es el ya mencionado juego de los seis grados de separacion. Existen muchos
otros ejemplos de redes de este tipo en estudios sociales. Un ilustrativo ejemplo son

los contactos de Facebook, donde no importa si el individuo A es amigo de B o

viceversa, sélo es de interés saber quiénes forman el grupo de amistades.
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Fig. 45. Ejemplo de red no direccionada. Los enlaces indican que dos nodos

estdn conectados, sin importar si hay un flujo de informacion de un nodo a

otro, a la inversa o en ambas direcciones a la vez.

5.3. Modelos de redes

Antes de iniciar el andlisis sobre los focos sismicos, estudiaremos algunas maneras
de construir redes y qué caracterfsticas presentan, con el fin de comparar con los

resultados que se obtendrdn del estudio de los datos sismicos.

5.3.1. Erdos-Rényi

Este es el modelo més sencillo de redes, fue desarrollado al mismo tiempo por
Rapoport por un lado, y, otro por Erd6s y Rényi [85]. Ests es una red en equilibrio,
es decir, es una red con un nimero fijo de vértices y éstos osn conectados entre si al
azar, no hay preferencia al unir dos vértices, y se construye de la siguiente manera:
se tiene un gran nimero de vinceulos a distribuir entre un nimmero fijo N de nodos
de manera aleatoria, es decir, en esta red no existen nodos privilegiados; un nuevo
vinculo puede ser adjuntado a un vértice sin importar si ese vértice estd previamente

conectado a otro o no. La conexion de estos vinculos puede ser vista como una

“luvia” homogénea sobre los nodos [82].
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La principal caracteristica de este modelo es que se ve definido por el mimero
de vértices N y la probabilidad p de que exista un vinculo entre un vértice y otro.
En este sentido, si llamamos conectividad, k, al nimero de vineulos que un vértice

posee, entonces, el promedio de la conectividad para la red completa. es

(k) =p(N —-1). (5.1)

Para una red construida al azar, como la construida por Erdés y Rényi, la pro-

babilidad de que un vértice tenga un grado de conectividad k es:

P = (Mg ) pamp 52)

que cuando N es grande tiende a una distribucién de Poisson:

k)* exp(—(k))
K

O (5.3)

5.3.2. Watts-Strogatz

El modelo de Watts-Strogatz [86}, denominado de mundo pequerio, es uno de los
més comunes en sistemas de redes reales. Se caracteriza, fundamentalmente, porque
cada vértice se conecta con otros vértices mediante nn pequefio nimero de nodos
intermedios.

Este concepto nacié en 1967 cuando Stanley Milgram realizd un conocido expe-
rimento en Estados Unidos. Bl eligié a cientos de individuos al azar en Omaha v les
cnvid una carta con la siguicnte instruceidn: le pidié a cada uno de cllos que cnviara
una carta a algiin conocido que él o ella pensara que era cercano a una persona X

en Boston. La quinta parte de las cartas enviadas desde Omaha exitosamente lle-

garon & la persona X en Boston, luego de pasar por una cadena de seis individuos,
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experimento que dio origen a la famosa regla de “seis grados de separacién” [82].

Otra interesante propiedad que presentan las redes reales (redes no construidas
matematicainente) cs la presencia de relaciones triangulares entre vértices, es decdr,
si una persons A es amiga de una persona B y otra C, existe una alta probabilidad
de que las dos personas B y C sean amigas entre si.

Fueron Watts y Strogaiz quienes desarrollaron el mas famoso modelo acerca de
redes de mundo pequenio. Este modclo se sitita entre la red de orden finito y las redes
al azar.

Watts y Strogatz construyeron esta red de la siguiente manera: en principio se
tiene un red de N vértices conectados a & vecinos en cada direccién, donde N >
k > In(N) > 1. Se renueva la conectividad de cada vértice (debido a que se agregan
vértices) al azar con probabilidad p, entonces, si p = 0 lo que tenemos es una red
ordenada, con un gran niimero de auto conexiones y una gran distancia entre vértices
[82]. Si p — 1, entonces se obtiene una red al azar, sin auto conexiones, pero la
distancia entre vértices es pequefia. También mostraron que en el régimen intermedio

es posible tener auto conexiones y distancias cortas entre vértices.

5.3.3. Barabasi-Albert

Luego del trabajo de Watts y Strogatz, Barabasi y Albert mostraron que la
distribucién de conectividad en muchos sisiemas de redes reales era caracterizada por
una distribucién no uniforme [87]. Esta distribucién no sélo se puede encontrar en
redes reales, sino también la red de Barabdsi y Albert puede ser generada comenzando
con un mimero pequeilo de vértices np. En cada paso se agrega un nuevo vértice,
de manera que la red comience a crecer al ir agregando vértices. En cada paso

se agregan también n vinculos al ltimo vértice creado, vinculos que se establecen
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Fig. 46. Tlustracién construccién red de Watts y Strogatz. En cste caso, en ¢l
primer paso se tienen N vértices con conectividad . En el segundo paso, se

han agregado vértices y la conectividad de cad vértice ha cambiado.

entre €l nuevo nodo y los vértices existentes. La manera de asignar los vinculos
entre el nuevo vértice y los preexistentes es siguiendo la regla de adicion lineal, en
la que los vértices con mayor ntimero de vinculos tienen una probabilidad mayor de
obtener uno nuevo. Este procedimiento contimia hasta alcanzar el mmero de vértices
deseado [88]. El resultado es una red donde hay vértices con una gran conectividad.
En particular ellos mostraron que la relacién entre la probabilidad de que un vértice
tenga conectividad %k y la conectividad misma presenta un comportamiento de ley

de potencia,

1

P(k) (5.4)

lo que implica que estas redes no tienen una escala natural de conectividad. Por esta
razén estas redes fueron llamadas libres de escala.

Una importante caracteristica de este tipo de redes es que ellas presentan vértices

centrales, es decir, sélo unos pocos vértices tienen un gran nimero de vinculos.
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5.4. CQCaracterizacion

Para caracterizar una red se utilizan diversas cantidades. Aqui mencionamos al-

gunas relevantes para nuestro anilisis sobre sismicidad.

5.4.1. Distribucién de conectividad

Se definird 1a distribucién de conectividad de un vértice o nodo como la proba-
bilidad de tener un nodo con una conectividad definida, por ejemplo, las Ecs. (5.3)
y (5.4) son las distribuciones de conectividad para una red aleatoria y para una red

libre de escala, respectivamente.

5.4.2. Matriz de adyacencia

Esta matriz contiene la informacion sobre las conexiones entre vértices. Es una
matriz de N x N, donde N es el nimero total de vértices y se construye sélo para redes
no direccionadas. En ella se indica si dos vértices estan conectados entresi conun 1y
si no estdan conectados con un (. Por gjemplo, si el vértice i estd conectado al vértice
j, el elemento a;; de la matriz serd 1. Como se frata de una red no direccionada,
esta matriz es siempre simétrica, a;; = a;;, y los elementos de la diagonal son cero

a; = 0, ya que no estdn permitidas las auto conexiones [82].

5.4.3. Longitud del camino medio

En una rced no necesariamente dos vértices cstardn conectados entfre si {(nno scrdn
contiguos). Sin embargo, des vértices no contiguos pueden estar unidos a través
de una secuencia de pasos entre ellos, es decir, para ir del nodo ¢ al j, puede ser

necesario pasar a través de vértices intermedios ki, ks, ...,kn_1. La secuencia de

menor tamaio es denominada camino enfre estos dos vértices y se calcula sélo para
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redes no direccionadas. La cantidad de enlaces que se deben recorrer para llegar de un
nodo a otro dado se llama longitud del camino. Por otra parte, es claro que al tomar
un par de vértices diferentes, 3 y 7, la longitud del camino no serd necesariamente
igual. Por lo tanto, para una red completa se puede calcular la longitud de camino

medio, al promediar sobre todos los pares de nodos de la red:

_ log(N)
log({k})’

(5.5)

5.4.4. Coeficiente de clustering

El coeficiente de clustering caracteriza la densidad de conexiones que involucran
a un vértice [82], en una red no direccionada. Una importante caracteristica de las
redes de mundo pequetio es que presentan una estructura de drbol en las zonas
cercanas a los vértices, y esto se puede revelar a través del coeficiente de clustering.
Existen dos definiciones ttiles y muy frecuentes cu la literatura para ¢l cocficiente

de clustering. Una de ellas fue proporcionada por Barrat y Weigt [88]:

c=204 (5.6)

donde N es el niimero de tridngulos en la red y Ny es el niimero de tripletes conecta-
dos. Se define como tridngulo a un conjunto de tres vértices conectados con vinculos
en cada par de ellos. Se define como riplete conectado a un conjunto de tres vértices
donde cada uno de estos vértices estd conectado con los otros dos, es decir, al menos
dos de estos vértices deben ser adyacentes (el factor 3 de Ia Ec. 5.6 es necesario, ya
que cada tridngulo podria ser considerado como tres tripletes conectados entre st ),

esto es,
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NA = = Z 050k ik,
(m.k)
Ny = Y ayag,
(i.5.k)

y aquf la suma es sobre todos los tripletes (3, j, k) de los distintos vértices 4, j, k.

.12

Fig. 47. En esta figura se ilustra la formacién de tripletes conectados y de
tridngulos entre nodos. Por ejemplo, un triplete estd formado por €l nodo 5, 12
v 13. Un tridngulo esta formado por los nodos 9, 10 y 11. Asi, se han formado
una serie de tripletes y relaciones tridngulares entre nodos, estas agrupaciones
dan origen a pequefios clusters dentro de la red, como la agrupacién formada
por los nodos 8, 9, 10, 11. Estas agrupaciones es lo que mide el coeficiente de

clustering,.

La otra definicién es dada por Watts y Strogatz [86],

= Na(®)
Na(s)’

donde N cs ¢l ntimero de tridgngulos que involueran al vértice ¢ y N3(4) es ol ndwero

.7)
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de tripletes conectados teniendo al vértice i como vértice central. Este coeficiente es
definido para un solo nodo y al promediar sobre los coeficientes de todos los nodos

sc obticne ¢l cocficiente de clustering de la red.
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Fig. 48. En esta figura se ilustra la formacion de tripletes conectados y de

triangulos entre nodos.

Si k; es el mimero de vecinos del vértice i (conectividad), entonces

N3 (i) = ki(ki — 1). (5.8)

La cantidad Na(7) cuenta el nimero de vinculos entre vecinos del vértice i, en-

tonces, ¢l cocficiente de clustering de cada vértice 7 es,

2l

= 1) )

donde [; es el niimero de conexiones entre vecinos del vértice i. De esta manera se

define el coeficiente de clustering como,

1
C=+ Z c. (5.10)
La principal diferencia entre las definiciones (5.6) y (5.10) es que en la primera se

da el mismo peso a cada tridngulo, mientras que en la segunda se da el mismo peso
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a cada vértice, sin embargo el resultado final es el mismo.
Una definicién alternativa a la dada por Watts y Strogatz se obtiene utilizando

la matriz de adyacencia. En efecto se puede escribir,

(A%
T Rk - 1)

(5.11)
y luego usar (5.10).
Se puede demostrar que, para una red aleatoria, el coeficiente de clustering es:

_ k)
Crandom = N < 1. (5.12)

En las redes de mundo pequefio el valor de Ciapdom €8 siempre menor que C vy
C varfa entre 0 y 1, serd 0 cuando los vértices estén completamente desconectados
entre s{ y serd 1 cuando todos los vértices estén conectados entre si. Para una red
de mundo pequeiio, esto se puede explicar de la siguiente manera, los individuos
tenderdn a tener “grupos de amigos”, es decir, tenderdan a tener mmchos amigos en
comiin, lo que se ver4 reflejado en un alto nimero de clustering, mientras que en una
red aleatoria, no se producirdn este tipo de vinculaciones.

Por otro lado, una red de mundo pequeilo, estara caracterizada por un C alto y

una, longitud de camino medio pequefia [82].

5.5. Redes de sismos

Recientemente, se ha abierto un interesante camino en el estudio de la sismicidad,
al considerar éste como un problema de redes complejas [12,17,19,21,24, 45,55, 77,

78,89]. A continuacién, realizaremos un andlisis similar, a partir de los datos con que

contamos para la zona central de Chile.
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5.5.1. Red sismica de Chile

La red sismica de Chile fue construida a partir de una discretizacion de la zona
en la que estdn distribuidos espacialmente los hipocentros. Para ello, se divide el
espacio en celdas de aristas [, I, I,. Algunas de estas celdas contienen hipocentros
y otras no. Definimos un nodo de la red como una celda que contiene hipocentros cn
su interior. Los enlaces se determinan a partir de la secuencia temporal: el evento 1
est4 conectado con el evento 2 si el evento 2 sucedié inmediatamente después que el
evento 1. En este caso, se establece un enlace desde la celda que contiene al evento
1 a la celda que contiene al evento 2. Si dos eventos sucesivos estan confenidos
en la misma celda, entonces el enlace va desde dicha celda hacia si misma (auto
conexién). Notar que, de este modo, se obtiene una red direccionada a partir de los
datos sismicos (Fig. 49). Para generar la red no direccionada asociada, se eliminan
tanto los enlaces mmiltiples entre nodos, como las auto conexiones, y se elimina la
direccionalidad de los enlaces, de modo que si el nodo ¢ estd conectado con el nodo

4, entonces el nodo j también lo esté con el nodo ¢ (Fig. 50).

‘.\.
.
‘~
.\

Fig. 49. Hustracién construccién red direccionada de los datos sismicos de

Chile. Nétese la direccionalidad y la presencia de auto conexiones.
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Fig. 50. Nlustracién de la red no direccionada de los datos sfsmicos de Chile. \

Nétese la formacién de triangulos.

5.5.2. Caracterizacion

En la red sismica de Chile se estudiaron algunos pardmetros que caracterizan la

topologia de la red.

s Distribucién de conectividad

Se ha estudiado la dependencia de la probabilidad de la conectividad de cada
nodo para diferentes tamaiios del lado de la celda y se ha encontrado que

satisface la relacién (5.4):

P = o, (5.13)

como se aprecia en la Fig, 51.

Los grificos de la Fig. 51 son para celdas de drea Lll,, I, =1, =1, = A. Se
escogieron dos valores de A = 10 km y A = 20 k.

La distribucién signe una ley de potencia, v = 1.7 y v = 1.21, respectivamente.

La linea sdlida enn la Fig. 51 representa una recta en el grafico logaritmico, con

pendiente igual a —. De lo anterior se sigue que la red de los datos sismicos
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Fig. 51. Distribucién de probabilidad de la conectividad para la red de datos
sismicos, para un tamano de celda A = 10 km (izquierda) y A = 20 km

(derecha).

es una red libre de escala [90], resultado que es consistente con resultados
obtenidos anteriormente para otras zonas del planeta [12]. El valor de v para
la zona central de Chile se encuentra entre los valores de ~ calculados para

California y Japén (—1.2 y 2.0, respectivamente) [12].

s Camino libre medio y coeficiente de clustering

De igual manera se ha querido corroborar si la red sismica chilena cumple con
las propiedades de red de mundo pequeno. Esto se hizo para tres tamanos de
la celda, A = 5, 10, 20 km. La Tabla 5.1 contiene el tamano del lado de la
celda A, el mimero de nodos N, el coeficiente de clustering C, el coeficiente de

clustering de uan red aleatoria, Crandom, ¥ 1a longitud de camino medio L.

De la tabla anterior, se sigue que la red de datos sismicos es una red que
presenta caracteristicas de mundo pequenio, debido a que el valor de C es
mucho mayor que el valor de Crandom ¥ 1a longitud de camino medio es pequena

en comparacién al tamano de la red. Este resultado también ha sido encontrado
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A N ¢ Crandom L
5 km | 10490 | 0.00972778 | 0.00301054 | 8.05089
10 km ¢ 5067 | 0.03919 0.00122612 | 4.67015
20 km | 1685 | 0.180761 0.00952936 | 2.6762
|
|

Tabla 5.1: Tabulacion de los valores del mhmero de datos, el coeficiente de clustering,
el coeficiente de clustering para una red aleatoria y la longitud de camino medio para
diferentes valores del tamafio de la celda, para la red de datos sismicos de Chile.

en California y Japén {12,90].

» Dependencia del tamartio de la celda
Es claro, del andlisis anterior, que la red coustruida a partir de los datos depen-
de del tamafio de la celda escogida. Si el tamafio de la celda es suficientemente
grande, la red consistird de un solo nodo, y todos los enlaces serdn auto cone-
xiones de dicho nodo consigo mismo. A la inversa, si el tamafio de la celda es
suficientemente pequefio, la red consistird de 17004 nodos (que ¢s ¢l ndmero
de eventos sismicos registrados con los que contamos). Ya hemos visto (Fig.
51 y la Tabla 5.1), que caracteristicas como la libertad de escala o de mundo
pequerio, esencialmente, no dependen de la eleccion del tamafio de la celda,
al menos para los tamafios de celda escogidos. Sin embargo, es conveniente
preguntarse si, al variar el tamafio del lado de la celda de modo sistemético,

las conclusiones cambian, o si se cumplen cierfas leyes de escalamiento con el

tamario de Ia celda. Esto es lo que estudiaremos a continuacién.

Para ello, en primer lugar, adimensionalizaremos el tamafio de la celda. Es
inmediato notar que hay dos opciones naturales para realizar lo anterior: si

Liaty Liong ¥ Lpror Tepresentan el largo, ancho y altura de la caja, entonces

podemos definir las signientes cantidades adimensionales:
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A

12 = W: (5‘14)
A

l3 - (LlatLlonngrof)I/a- (5.15)

En principio, ls resulta una cantidad razonable de definir si los datos se encuen-
tran contenidos en un plano, y I3 si se encuentran contenidos en un volumen.
Sin embargo como el 80 % de los datos sismicos utilizados en esta tesis no tie-
nen una. profundidad mayor a los 116.30 km, tanto l; como I3 son cantidades

razonables de utilizar, y por tanto consideraremos ambas.

Hemos estudiado la dependencia en Iy y I3 para dos paramectros caracteristicos
de la red bajo consideracién: la conectividad & asociada a la red direccionada

y €l coeficiente de clustering C para la red no direccionada [91].

En la Fig. (52) hemos graficado el coeficiente de clustering versus I v 3. Es
evidente que el coeficiente de clustering tiende a un valor fijo, distinto de 1,
que seria el valor esperado, ya que de la definicién de este pardmetro (sec.
5.4.3) cs claro que para algtin valor dec A todas las rclaciones triangularcs seran
absorbidas por la conectividad (o visto de otra manera, en algiin momento
todas las relaciones friangulares equivaldrdn a tres tripletes conectados para
un valor critico del tamafio de la celda}. Sin embargo, esto no sucede, y el

coeficiente de clustering se aproxima a 0.85 y no a 1.

Con el fin de corroborar la universalidad de estos resultados, se ha realizado el

mismo cstudio para datos sismicos de California y Japdn.

Los datos de California fueron fomados en un periodo de tiempo entre el 1

de enero del afio 1984 y el 31 de diciembre del afio 2006, entre 28.00° y 39.42°
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Fig. 52. Coeficiente de clustering datos sismicos zona central de Chile versus

I y I3 (izquierda y derecha, respectivamente).

Latitud Norte, 112.10° y 123.62° Longitud Oeste, con una profundidad méxima
de 175.99 km. Este conjunto de datos contiene un total de 404106 medidas
temporales de magnitud y posicién espacial, y se encuentran disponibles en

http://www.data.scec.org.

Los datos de Japdn fueron tomados entre €l 3 de junic del afio 2002 y el 15 de
agosto del ano 2005 y se encuentran distribuidos espacialmente entre 17.96° y
49.31° Latitud Norte, 120.12° y 156.05° Longitud Este, con una profundidad
méxima de 681 km. El ntimero total de medidas es de 681547 datos de magnitud

y posicidn espacial y se encuentran en http://wuw.hinet.bosai.go. jp.

Los resultados se encuentran en la Fig. 53. Se aprecia que, al igual que en
el caso de los datos chilenos (Fig. 52), el coeficiente de clustering, una vez
adimensionalizada la longitud de la celda, converge a un valor cercano a 0.85,
sugiriendo que éste es un resultado universal, independiente de la zona sistica.
El hecho de gue exista un valor asintdtico al cual C' converge al aumentar el

tamafio de la celda se puede interpretar de la siguiente manera: si el tamafio de
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Fig. 53. Coeficiente de clustering datos sismicos Japén (puntos negros) y Ca-
lifornia (puntos rojos) versus lp y ls (izquierda y derecha, respectivamente).

Datos de Japon y California.

la celda crece, la red comenzard a aproximarse a una red completa (todos los
vértices tienen enlaces), para el cual el maximo valor del coeficiente de cluster es
1, debido a que el mimero de triangulos y el de tripletes conectados tendera a ser
cl mismo. A su vez, los triangulos que se forman entre los vértices comenzaran
a ser absorbidos por los vértices de mayor tamano, lo que provocara que el
valor de C' no alcance a ser 1. Finalmente, la dependencia del tamano de la
celda desaparecerd debido al balance entre estos dos mecanismos [91]. Cabe
hacer notar que la convergencia al valor asintético del coeficiente de clustering
es mas lenta para los datos de Chile que para los datos de California y Japon,
posiblemente debido a que el conjunto de datos chilenos es de menor tamano

que los datos estudiados de Japon y California.

Un andlisis similar, en funcién del tamano de la celda, se ha realizado para la
distribucién de conectividad de la red. Como se vio en la seccién 5.5.2, dicha

distribucion sigue una ley de potencia con un exponente « [Ee. (5.4)]. En la Fig.
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54 se muestra la dependencia de 7y con los parametros adimensionales I y I3 pa-
ra datos provenientes de 4 zonas sismicas: Chile, California y Japén (los mismos
datos de la Fig. 53), ¢ Irdn (datos disponibles en http://irsc.ut.ac.iz/).
Se observa que « tiende rdpidamente a un valor v = 1, para todos los datos

estudiados (Chile, California, Japdn e Irdn).
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Fig. 54. Dependencia del exponente v de la distribucién de conectividad
Ec. (5.13) con el tamafio de la celda I [Fig. 54(a)] y I3 [Fig. 54(b)] pa-
ra las redes de sismos con datos de Chile (A), Japdn (O), California (e)

H

e Irdn (x).
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Una posible interpretacién del valor de saturacién de v es que, al aumentar el
tamano de las celdas, surgen nuevos vértices, manteniendo una alta conecti-
vidad, pero, a su vez, otros vértices son absorbidos por cstos nucvos vértices,
perdiéndose algunos vértices principales (los de m4s alta conectividad). El efec-
to neto es que el valor de v disminuye a medida que el tamafio de las celdas
crece. Eventualmente, la dependencia de -y del tamano de la celda desaparece

debido al balance entre estos dos efectos [91].

En ambos casos (red direccionada y red no direccionada) es claro que ambos
pardmetros, C (Figs. 52 y 53) y v (Fig. 54), se vuelven independientes del
tamaiio de la celda a medida que la celda crece, a partir de un cierfo valor

umbral I3 6 I (segiin corresponda).

Escalamiento finito

Como hemos observado, es posible obtener resultados generales a partir de los
datos disponibles, independientemente del tamano de la celda, cuya eleccién
es arbitraria. Sin embargo, hay otro aspecto “arbitrario” en los datos que he-
mos considerado; el nimero de datos disponibles. A diferencia del tamaifio de
la celda, no nos es posible controlar este parametro, pero también debemos
preguntarnos en qué medida nuestros resultados dependen del mimero de da-
tos. Un indicio de que, al menos, algunas de nuestras conclusiones debieran ser
independientés del ntimero de datos, lo encontramos en las Figs. 52 a 54, que
muestran que conjuntos de datos tan diversos en tamaiio como los de Chile,
California, Japdn ¢ Irdn, exhiben un comportamicnto similar en cuanto a su

distribucién de conectividad y su coeficiente de clustering. A continuacién es-

tudiaremos este aspecto de un modo un poco mas sistemético. En particular,
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se ha realizado un andlisis de escalamiento sobre las redes sismicas de Chile,
California y Japdn, encontrando en ellos un comportamiento robusto y univer-
sal al escalar las celdas y el tamaifio de log conjuntos de datos utilizados para

el valor del coeficiente de clustering [91].

Para ello, observemos primero que el valor del coeficiente de clustering depende,

en general, del tamaiio de la celda y del tamafio del conjunto de datos:

O =C(l;, N), i=2,3.

Supongamos que la dependencia de N puede ser reemplazada por la funcién

de escalamiento

Ny =1+ 2, (5.16)

donde a es un valor fijo y N es el mimero de datos a analizar. Entonces, el
coeficiente de clustering se puede escribir como una funcién del coeficiente
entre l; y f(N):

C = Cl/f(\), 1=2,3. (5.17)

1Es posible encontrar un valor de a tal que lo anterior es cierto? La respuesta es
si, como se aprecia en la Fig. 55. Fn ella se ha graficado el valor del coeficiente
de clustering para los datos de Chile, considerando todos los datos disponibles
(17004), y luego tomando sdlo los tltimos 10000 y luego los dltimos 5000. Todas
las curvas colapsan en una sola, mostrando que, efectivamente, el coeficiente
de clustering es una funcién solamente de [;/f(N). En el caso de la Fig. 55, el

valor de a para el cual se observa el escalamiento es a = 3000 [91].

El mismo anélisis se ha realizado en las zonas de California y Japén, que tienen

muchos mds eventos sismicos. A pesar de cllo se ha encontrado también que €
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Fig. 55. Los puntos azules corresponden a considerar todos los 17004 datos;
los puntos rojos, a considerar los tiltimos 10000; v los negros, los ultimos 5000.

El valor de a en la Ec. (5.16) es a = 3000.

es una funcién sélo de I;/ f(N), en este caso con a = 8000 (Figs. 56 y 57).
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Fig. 56. Los punfos negros corresponden a considerar todos los 404106 datos;
los puntos rojos, a considerar los tltimos 200000; los puntos verdes a los
dltimos 100000; los azules a los iltimos 50000 y los rosados, los ltimos 10000.
El valor de a en la Ec. (5.16) es a = 8000. Escalamiento del mimero de datos

de California, versus lz y I3.
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Fig. 57. Los puntos negros corresponden a considerar todos los 681546 datos;

los puntos rojos, a considerar los tltimos 300000; los puntos verdes a los

tltimos 100000 y los azules, los tltimos 25000. El valor de a en la Ec. (5.16)

es a = 8000. Escalamiento del mimero de datos de Japon, versus lp y I3.

Para los tres conjuntos de datos se observa que:

C = C(l:/f(N)) = 0.85, (5.18)

cuando el tamano de la celda l; es mayor que un cierto valor umbral ;. En los
grandes conjuntos de datos (California y Japén) el valor de I5/f(N) es aproxi-

madamente 0.04, mientras que para Chile es mayor, 0.08, aproximadamente.

Interesante es notar que los datos entregados por el Servicio Sismdlogico Na-
cional estan “artificialmente cortados™, en el sentido que estan contenidos en
una zona rectangular, no asi los datos de Japon y California, que sc distribuyen
de acuerdo a la forma de cada regién en consideracion. Esto podria determinar
la diferencia entre los valores I/ f(NN) para cada caso. Sin embargo, las propie-
dades de similaridad, estudiadas en la sec. 4, son lo suficientemente robustas

como para verificar el mismo escalamiento en las tres zonas estudiadas.




Capitulo 6
Modelo BK

Desde hace afios se ha buscado un modelo que sea de utilidad en la descripcién
de la dinamica sismica. No ha sido sencillo, ya que los acercamientos a esta actividad
han sido siempre esquivos. Sin embargo, en 1967 los sismélogos R. Burridge v L.
Knopoft diseharon un modelo a partir de un experimento en el que se utilizaban
bloques de masas iguales, resortes que los conectaban entre ellos y una superficie
rugosa sobre la cual éstos debian deslizarse [92]. En base a este sencillo modelo
de bloques se han realizado un serie de estudios y variaciones al mismo, logrando
interesantes conclusiones y pudiendo reproducir parte de las caracteristicas conocidas
de un conjunto de datos sismicos, como lo es el cumplimiento de la ley de Gutenberg-
Richter ya estudiada en el Cap. 3, asi como caracteristicas de criticalidad auto-
organizada. En cste capitulo, introduciremos brevemente ol modelo, y mostraremos
que reproduce algunas de las caracteristicas observadas en las redes sfsmicas de los

datos chilenos.

6.1. Descripcién del modelo

Uno de los factores de mayor influencia en la aceptacién de este modelo es Ia sen-

cillez de su implementacidn, tanto experimental como computacionalmente, debido
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a que es un arreglo de bloques de masas iguales unidos entre si mediante resortes de

constante k;, que se deslizan sobre una superficie rugosa.

X, K, ky
my e~ M2 L ooer— T

v

Superficie rugasa

Fig. 58. Cadena de tres bloques de masas diferentes con resortes de constante
k;, sobre una superficie sin roce. Las masas inicial y final est4n conectadas a

la pared mediante un resorte.

Si las unicas fucrzas sobre las masas son las debidas a los resortes, cntonces las

ecuaciones de movimiento para la masa i son:

ﬁ’Lz‘Xi o ki(Xi-l-l - Xi - X'—I)a (6.1)

donde X; es el desplazamiento del bloque i-ésimo respecto a su posicién de equilibrio
¥ k; es la constante del i-ésimo resorte. La masa inicial (i = 1) y la final ({ == N) se
encuentran conectadas a una pared mediante resortes de constante k1 v ky41.

En el modelo propuesto por Burridge y Knopoff, se tiene una cadena de blogues
unidos mediante resortes de constante k.. Entre los bloques y la superficie rugosa
existe una fuerza F'. Para el caso gue estudiaremnos, el eual es una modificacién del
modelo BK, consideraremos que esta fuerza depende de la velocidad de los bloques.
Cada uno de los bloques estd conectado a la superficie rugosa por otros resortes de
constante &, y la superficie se mueve con velocidad v [25,93].

Sc denotard por X; a la posicién del bloque j con respecto a su posicion de
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Fig. 59. Tlustracién del montaje experimental del modelo BK. Bloques de
igual masa conectados entre si mediante resortes de igual constante (k.) y
conectados a una superficie rugosa que se mueve con velocidad v mediante
resortes de constante &,. Entre los bloques y la superficie rugosa existe una

fuerza F'. Las masas inicial y final se mucven libremente,

equilibrio. La fuerza de friccién serd
F(X;/ve) = Fy®(X;/v.), (6.2)

donde ®; = 1 y v, es una velocidad caracteristica del sistema. Introduciendo las
variables T = wyt, w = ky/m, U; = k,X;/F;, para las frecuencias y los despla-
zamientos, respectivamente, las ecuaciones para el modelo de N bloques alineados
son [25]:

Ui = k(U1 — U) —k(U; ~ Uply)) — Uy + vt — & (VE) , (6.3)

i
donde v = v/Vy, v° = v,/Vo, Vo = Fo/+/kym y k = k./kp. Los puntos identifican
las derivadas con respecto a 7. Las ecuaciones anteriores son efectivas sélo cuando el
bloque 4 se estd moviendo respecto a la superficie rugosa. A medida que la superficie
rugosa se desplaza, se acurula tensidn en el sistema, que eventualmente se libera,

soltando el resorte de constante k,. Cuando eso sucede, los bloques donde se libera la
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energia se mueven con respecto a la superficie rugosa. Esta discontinuidad estd des-
crita por el término ®, que adopta una forma funcional cuando un bloque acelera
respeeto a la superficie rugosa, y otra cuando se mueve con la misma velocidad gue

ella:

i : T
o] mope SL>0 (6.4)
IT?JF otros casos.

En el andlogo sfsmico, esta condicién para la velocidad considera la acummlacion
de energia previa al rompimiento de la falla, por lo tanto, es una manera sencilla de
incorporar la resistencia del terreno a la ruptura. Esta consideracién es una novedad
en este modelo, ya que no estaba presente en versiones anteriores del mismo [25,93].

Para estudiar el sistema, consideraremos que las masas estdn ubicadas en multi-
plos enteros de 1. Las ecuaciones de movimiento seran resueltas con el método de

Runge Kutta de orden 4, con pasos de tiempo 1.

6.2. Resultados

Utilizando la versién descrita en la sec. 6.1 del modelo BK en una dimensidn,
se realizd un estudio de redes sobre éste. Se considerd una cadena unidimensional
de blogues de masas, disponicndo ol primer bloque en la posicién z = 0. El estudio
se realizd para tres cadenas de bloques de masa m (de 100 bloques, 150 bloques
y 200 bloques) unidos entre si por resortes de cosntante k& = 1, considerando una
velocidad de la superficie rugosa sobre la cual estaban apostados de v = 0.1 y una
velocidad erftica v, = 0.165. Al evolucionar el sisterna, eventualmente se produce una,
ruptura (una masa de la cadena se libera de la superficie rugosa). En ese momento
se registra la posicidon X; de la masa que se ha liberado. Se integran las ecuaciones

de movimiento, y se ignora un transiente de 300 pasos de tiempo. Luego, se registran




105

solo las rupturas en 200 pasos de tiempo luego del transiente {suponemos que es
un tiempo suficiente para que los ultimos 200 datos no contengan ruido que afecte
a los resultados). Finalmente, se tiene un conjunto de 200 posiciones X; donde se
produjeron rupturas. Asociamos a cada ruptura con un foco sismico. A continuacion
construimos una red compleja a partir de estos focos sfsmicos, de modo anslogo a
como se hizo para los datos de la zona central de Chile, tal como se describe en la
scc. 9.5 y estudiamos la distribucién de concetividad y ol cocficiente de clustering.
Los resultados obtenidos del estudio de los pardmetros de conectividad para una
red direccionada y del coeficiente de clustering para una red no direccionada se
presentan en las Figs. 60, 61 y 62. En la Fig. 60, se presenta la conectividad en cada

nodo para la cadena de 200 masas.
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Fig. 60. Conectividad de los nodos de una red generada con el modelo BK.
A la izquierda vemos la conectividad al utilizar un tamafio de celda A = 0.5
para construir la red, mientras que a la derecha se aprecia la distribucién para

A=1

En base a la Fig. 60 se realizé el grafico log-log de la distribucién de conectividad
(Fig. 61).
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Fig. 61. Distribucion dc concctividad a partir de los datos de la Fig. 60. A la
izquierda la distribucién de conectividad para celdas de tamaiio A = 0.5; a la

derecha, para celdas de tamano A = 1.

Como podemos apreciar, es dificil defiuir a qué tipo de red corresponde la Fig.
61. Los puntos no parecen seguir ninguna tendencia clara.

Sin embargo, la situacién es diferente para el coeficiente de clustering. En la Fig.
62 se presenta el coeficiente de clustering utilizando diferentes valores del tamafio
del lado de cada celda, normalizado al valor méximo de su posicién de ruptura z,
Tmix, €8 decir, I = A/Tps,. Este cdlculo se realizé para dos cadenas de blogues,
una de 100 bloques y otra de 200 bloques. En ambos casos el comportamiento del
coeficiente de clustering fue el mismo, como se aprecia en la Fig. 62, En particular,
cs muy inferesantc notar que, cn ambas cadenas, ol valor del cocficiente de clustering
converge a (.85, resultado que ya habfa sido obtenido en el Cap. 5 para la red
construida con los datos sismicos.

En la Tabla 6.1 se muestran los diferentes parametros de la red de eventos sismi-
cos (rupturas) construida a partir del modelo BK descrito. En la tabla se muestrs
el tamatio de la celda (A), nimero de bloques de la cadena (Nyjoques), nimero de

nodos N, coeficiente de clustering C, coeficiente de clustering para una red aleatoria
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Fig. 62. Colapso del coeficiente de clustering al valor 0.85 para el coeficiente

de clustering en los casos en que la cadena de bloques tiene 100 blogues

(izquierda) y 200 bloques (derecha).

A | N bloques N C Cra.ndom L
0.1 100 1925 | 0.0218486 [ 0.0105947 | 20.2948
0.5 100 398 | 0.298214 | 0.1755393 | 69.8065
0.1 200 3877 | 0.0124096 | 0.00526261 | 20.4031
0.5 200 793 | 0.18366 0.103494 82.0706

Tabla 6.1: Nimero de datos, coeficiente de clustering, el coeficiente de clustering para
una red aleatoria y la longitud de camino medio para diferentes valores del tamafio

de la celda unidimensional para la cadena de bloques del modelo BK.

(Crandom) ¥ longitud de camino medio (L).

De la Tabla 6.1 es claro que el comportamiento para la red resultante del modelo

BK es también de mundo pequerio, esto debido a que el valor de Chapgom €8 menor

que C y el valor de L da un largo pequefio en relacién al largo total de la red, al

igual que las redes de datos sismicos estudiadas.




Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo estudiamos la sismicidad en la zona central de Chile con una
perspectiva de sistemas complejos. En particular, estudiamos la estadistica de eventos
sismicos, las propiedades fractales y multifractales de su distribucién espacial, la
topologia de la red de hipocentros y epicentros, y finalmente, un modelo sencillo para
sismicidad basado en un sistema de ecuaciones no lineales acopladas. Los resultados

obtenidos se pueden resumir de la siguiente manera:

1. Ley de Gutenberg-Richter: se ha estudiado la Ley de Gutenberg-Richter
para el conjunto de datos bajo consideracién, concluyendo que, efectivainente,
la distribucién de eventos sismicos presentan un comportamiento de ley de
potencia en funcién de la magnitud de Richter. El valor del pardmetro b fue

0.9, consistente con resultados de otras zonas sfsmicas [20, 59-61].

2. Fractalidad: al realizar un estudio monofractal sobre el conjunto de focos
sismicos, se ha encontrado que tanto para el foco sismico (hipocentro) como
para su proyeccion en la superficie terrestre (epicentro), la distribucién espa-
cial tiene una geometria fractal. Ello se caracterizé mediante la dimensidn de

box-counting, que resulté, en todos los casos, no entera. Los valores encon-
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trados para dicha dimensién (2.02 para hipocentros, 1.71 para epicentros) son

consistentes con los obtenidos en otras zonas del planeta [20,59-61].

. Multifractalidad: se calculé también el espectro multifractal para el conjunto
de hipocentros y epicentros, encontrandose que su distribucién espacial presen-~
ta también caracteristicas multifractales. Se caleularon los espectros de Rényi
y Mandelbrot con diversas estrategias numéricas, encontrdndose que los me-
jores resultados se obtienen calculando el especiro para ¢ > 0 con el método
de la integral de correlacién. Para g < 0, las inestabilidades numéricas hacen
inviable estc procedimicnto, pero sc consiguié caleular ol espeetro para g<0
& partir de un modelo multifractal basado en el conjunto de Cantor, asimétri-
Co ¥ no conservativo, ajustado para reproducir el espectro ya calculado para,
¢ > 0. Cabe hacer notar que, hasta donde sabemos, este es el primer trabajo

que obtiene el espectro multifractal de sismos para valores de ¢ < 0.

. Redes: continuando con el estudio de complejidad sobre datos sismicos de la,
zona central de Chile, se constrityd una red compleja a partir de ellos. Esta red
fue construida basindonos en la secuencia temporal de los datos sismicos. De
esta manera, se discretizé el espacio en cubos de lado A, y cada cubo que contie-
ne al menos un foco sismico es un node de la red. Cuando un evento sfsmico se
produce inmediatamente después del primer evento en consideracion, se genera.
un enlace entre la primera celda y la signiente; si el evento sfsmico siguiente se
produce en la misma celda, entonces se genera un auto enlace. Al considerar
esta direccionalidad de los enlaces, hemos construido una red direccionada. Si,
por el contrario, ignoramos ests. direccionalidad de los vinculos entre nodos,

estamos, entonces, frente a una red no direccionada. Las redes as{ construi-
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das fueron caracterizadas mediante el cdlculo de sus respectivas distribuciones
de conectividad y coeficiente de clustering. Se concluyé que esta red sismica
prescnuta una distribucién de probabilidades de ley de potencia para la conec-
tividad de los vértices, lo cual nos indica que estamos frente a una red libre
de escala. A su vez, al realizar un anélisis sobre la matriz de adyacencia y las
conexiones entre vértices de la red no direccionada obtenida, se concluyé que
la red sismica de Chile ¢s una red de mundo pequefio, resultados que son con-
sistentes con estudios realizados en otras zonas sismicas del planeta [12, 30].
Se realizé un estudio sobre la dependencia de log valores de v y C del tamaiio
de la celda, encontrdndose que, en ambos casos, estos pardmetros tienden a
valores universales, 1 y 0.85, respectivamente. También se estudié si los resul-
tados anteriores dependen del nimero de datos utilizados, encontrandose que
los valores universales para -y (1) ¥ C (0.85) obtenidos anteriormente siguen

siendo independientes del mimero de datos disponibles [12,91].

. Modelo BK: con el fin de averiguar si el modelo BK es capaz de reproducir
los resultados obtenidos en el Cap. 5, se realizé un estudio de redes complejas
para una cadena de bloques unidos mediante resortes moviéndose sobre una
superficic rugosa, la cual también posse ma velocidad. Se concluys que la
distribucién de conectividad no correspondfa al resultado obtenido para las
redes de sismos, por lo tanto, no hay una red libre de escala. Sin embargo,
el estudio del coeficiente de clustering arrojé un interesante resultado, ya esta
red generada con la cadena de blogues unidimensional no sélo resulté ser de
mundo pequeno, y sino que también el coeficiente de clustering saturaba a un
valor universal (0.85), como en el caso de las redes complejas con datos sismicos

discutidos en el punto 4.
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Considerando las muchas aproximaciones al problems de la sismicidad del pla-
neta los resultados presentados en esta tesis son interesantes desde diversos puntos
de vista. Por una parte, la gran mayorfa de los trabajos existentes sobro sismicidad,
desde la perspectiva de la complejidad, se han realizado con informacién del hemis-
ferio norte. Sin embargo, es importante realizar estudios similares en otras ZO1as,
en parficular de gran actividad sismica como nuestro pafs. No hay ninguna razén a
priori para pensar que resultados obtenidos en otra regiones del planeta se preser-
ven, desde el punto de vista cuantitativo, en la sismicidad de nuestro pais, donde las
caracteristicas del suelo, de la interaccién entre las placas tectonicas, y de las propias
placas (tamaiio, velocidad, etc.) son diferentes. Por ello, es interesante haber obteni-
do que ciertas propiedades como la ley de Gutenberg-Richier, las caracteristicas de
una red libre de escala y mundo pequefio, se obtienen también en los datos sfsmicos
estudiados. Pero aiin m4ds interesante es que también cuatitativamente nuestros re-
sultados 10n son consistentes con otras zonas del planeta. Otro aspecto a destacar
es que nuestros célculos fueron comparados con cdlculos similares hechos con datos
registrados en Japdn, California e Irdn, y que dichos datos contienen una cantidad
mucho mayor de focos sismicos que los chilenos. Sin embargo, los resultados encon-
trados resultaron ser, con cl escalamicnto adecuado, independientes del nimero de
datos. Todos estos aspectos permiten mostrar que, desde 1a perspectiva de un andlisis
de complejidad como el realizado, la sismicidad presenta caracteristicas universales
y robustas.

En este sentido, el andlisis aquf realizado contribuye en gran medida a Ia corro-
boracién de la universalidad de los resultados ya encontrados para otras regiones

sismicas de la Tierra.
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Desde el punto de vista de una posible prediccién de sismos, es particularmente
interesante el estudio de redes complejas realizado. En efecto, en el estudio presentado
en csta tesis se construye una red estadistica, pero tambidn os posible realizar un
estudio de una red dindmica, en que a medida que transcurre el tiempo se agregan
nodos. Asf, desde este punto de vista, el estudio de crecimiento de redes puede
entregar resultados ttiles para la prediccién de los préximos eventos sismicos, tema
que deseamos estudiar en el futuro.

Esperamos continuar con el estudio de redes, expandiéndolo a un estudio en dos
dimensiones, del que esperamos hallar interesantes resultados, con los que podamos
comparar los resultados obtenidos para los epienetros sismicos.

Otro aspecto que deseamos considerar en el futuro es ampliar el estudio abarcando
datos mds recientes. Recordemos que los datos utilizados sélo incluyen informacién
hasta el ano 2007, y serfa muy interesante contar con informacién mds reciente, sobre
todo considerando la gran actividad que se ha registrado el presente afio, luego del

terremoto del 27 de febrero de 2010.
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