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RESUMEN

En esta tesis nos proponemos estudiar el trafico vehicular desde el punto de
vista de los sistemas complejos, buscando principalmente su aplicacion al trafico en
ciudades. El modelo desarrollado, a pesar de contener dos agentes muy simples de
un sistema de trafico, como lo son un tnico vehiculo y una secuencia de semaforos,
reveld la. aparicién de caos en la dindmica para un intervalo de los parametros que
definen el sistema, ain dentro de condiciones ideales. Esto implica que el caos es un
ingrediente esencial de todo sistema de trafico. Al ser este el caso de una componente,
es esperable que el caso de muchos vehiculos interactuando entre si y con los agentes
de control, pertenezca a la clase de los sistemas complejos, abriendo la posibilidad
de explorar fenémenos emergentes y de auto-organizacién. En el desarrolio de este

trabajo se presenta evidencia en este sentido.
ABSTRACT

In this thesis we propose to study a traffic network as a complex system, empha-
sizing the importance of this concept in city traffic. The proposed model, in spite of
consisting of two very simple agents of a traffic network, namely, a single car and 2
sequence of traffic lights, shows chaotic behavior for a range-of the parameters that
define the system, even under ideal conditions. This means that this chaotic behavior
is an essential part of any traffic network. Because this is the case at this microscopic
level, it seems foreseeable that the whole system, that is, many vehicles interacting
between them and with the control devices, belong to the class of the complex sys-
tems. In this context the possibility of study of emergence and self-organization is

open. Through the development of this work we give evidence in this regard.




Introduccién

Es facil imaginar lo complicada que serfan nuestras actividades diarias sin la com-
pleja infraestructura asociada al transporte terrestre que toda ciudad posee. Por esta
razén es importante entender la dindmica de este sistema en tanto detalle como sea
posible y eventualmente introducir esquemas de control que mejoren su desempeiio.
Como es légico, la envergadura del problema dependeré esencialmente del tamaiio
de la ciudad considerada. Sin embargo, esto no significa, que una ciudad pequefia o
una simple carretera represente una situacién simple, de hecho como se demuestra en
uno de los resultados principales de esta tesis [1], con un solo vehiculo moviéndose a
través de una secuencia de seméforos se obtiene un comportamiento cadtico para un
intervalo de pardmetros que podrian corresponder s situaciones asociadas al trifico
en ciudades. Es necesario considerar ademds que aunque el nimero de vehiculos sea
reducido en alguna regién, esto generalmente coincide con un niimero también redu-
cido de vias disponibles, de modo que resulta en una situacién equivalente en cuanto
a densidad de méviles.

Debido a Ia relevancia del problema, se han desarrollado diversos modelos de
trafico que intentan describir matematicamente las interacciones entre los méviles y
la infraestructura. Esta ltima incluye, ademds de las vias, dispositivos de control,
sefialética, etc. En consecuencia, estos modeios son la base del disefio y operacién
de calles y carreteras. El estudio cientifico del flujo vehicular tiene sus inicios en la
década, del treinta, con la aplicacién de la teorfa de probabilidades a la descripcidn
det tréfico en caminos [2]. Por aquel entonces también se estudiaron modelos que
relacionaban volumen y densidad del flujo vehicular [3] ademés de la eficiencia de las
estrategias de control en las intersecciones [4]. Después de la segunda guerra mundial,

el aumento en el uso del automévil incremento el interés por investigar en esta 4rea.




Por ello, durante la década del cincuenta se desarrollaron una variedad de enfoques
tedricos, tales como el “seguimiento de automévil”, el modelo ondulatorio (del tipo
hidrodindmico) y los modelos de tiempo de espera (queuing time). Algunos autores
destacados de este perfodo son Reuschel [5-7]. Wardrop [8], Pipes [9], Lighthill y
Whitham [10], Newell [11}, Webster [12], Edie y Foote [13], Chandler [14] y Herman
[15]. ’

El interés en esta drea, asf como el desarrollo de la misma, sigui6 aumentado hasta
que en el afio 1959 se lieg al punto de poder realizar simposios internacionales. Desde
entonces el progreso en cuanto al entendimiento de los flujos vehiculares ha sido
enorme asi como la diversidad de modelos empleados. A pesar de ello, el estudio de
los fundamentos de la teorfa de tréfico sigue siendo tan importante como en aquellos
dias, ya que constituye la base para las técnicas y procedimientos a ser aplicados en
el diseflo, operacion y desarrollo de todo sistema de tra,nsportle avanzado.

Actualmente se utilizan varios modelos dependiendo de la aplicacién especifica
que se busque. Por ejemplo, para el estudio del flujo en carreteras se prefieren los
modelos del tipo hidrodindmico, en cambio para el estudio del trfico en ciudades
son preferibles los modelos basados en autématas celulares, aungue esto no significa
que no se hayan ensayado estos modelos en las més variadas situaciones de tréfico.
De estos modelos y técnicas se tratara en el primer capitulo. El segundo capitulo
aborda el tema de la complejidad y de su subconj:unto: la. dindmica cadtica. Esta
altima posee una definicién matemdtica rigurosa, lo que es menos cierto del tema
méas amplio de la complejidad. Finalmente el tercer capitulo, abarca el desarrollo
y analisis del modelo microscépico discreto, de evento discreto! que es el motivo

principal de este trabajo y veremos cémo éste sugiere que el caos es parte esencial

1Estos conceptos se definen en la seccién dedicada a las simulaciones del primer capitulo.

e




de todo sistema de trafico.




Capitulo 1

Generalidades sobre trafico

1.1. Variables y flujo ininterrumpido

En general los flujos vehiculares no son uniformes sino que varian tanto en el
tiempo como en el espacio, por ello al hacer mediciones sobre el sistema, en gene-
ral estamos midiendo una variable aleatoria. Entonces un enfoque que ha resultado
fructifero en la caracterizacién del flujo de tréfico es utilizar pardmetros asociados a

distribuciones estadisticas.

1.1.1. Tasas de flujo

Las tasas de flujo son muestreadas directamente en los puntos de medicién, y
por definicién requieren mediciones en lapsos definidos tiempo. Estas no pueden ser
derivadas a partir de un instante dado sobre un tramo fijo de la carretera. La tasa
de flujo se define como el numero de vehiculos contados en un intervalo de tiempo,
y son expresadas normalmente en términos de vehiculos/hora, aunque los intervalos
reales de medicién sean mucho menores. Los estudios sobre esta variable han hecho
surgir preocupacién sobre la sustentabilidad de los resultados obtenidos al estudiar
tasas de flujo altas sobre intervalos de tiempo cortos (de 30 s a 1 min). Basandose

en esta evidencia empirica, se ha sugerido [16] realizar mediciones sobre intervalos
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de 1mos 15 min, aunque.se cuenta con mediciones en que los intervalos considerados
bordean el minuto. Los efectos de estos intervalos de medicién fueron estudiados por

Rothrock y Keefer [17].

1.1.2. Velocidades

La medicién de la velocidad de un vehiculo requiere de observaciones tanto en
el tiempo como en el espacio. Bn muchos modelos interesa la velocidad instantdnea,
para lo cual los dispositivos més adecuados son del tipo radar y microondas, aunque
estos también se basan en intervalos de tiempo y distancia, no importa cuan pequenos
estos sean.

En la literatura usualmente se hace distinci6n en la manera que se calcula la velo-
cidad promedio de un conjunto de vehiculos. Estas diferencia surgen de los métodos
empleados. Por ejemplo, supongamos que un mévil viaja entre los puntos A y B una
distancia de 20 km a una velocidad promedio de 80 km/h y regresa a una velocidad
promedio de 40 km/h. La velocidad promedio no es 60 km/h, esta es la velocidad que
calcularia alguien observando al vehiculo en ambas direcciones y luego promediando
las velocidades. Sin embargo, el viaje tomo 15 min en un sentido y 30 min de vuelta,
totalizando 45 min en recorrer 40 km, lo que resulta en una velocidad promedio de
53.3 km/h. La primera manera de calcular la velocidad se denomina velocidad media
en el tiempo. El segundo término usado en la literatura es velocidad media en el
espacio, pero desafortunadamente carece de una definicién dnica, y las que existen
no son todas equivalentes entre si. A pesar de esto, existen dos principales. Una de
ellas es la dada por Lighthill y Whitham [10],

0 = D
e %Eiti!

donde t; es el tiempo que le toma al vehiculo i-ésimo cruzar la distancia D, t; = D [

(1.1)




Una definicién relacionada a (1.1) es la dada por el Institute of Transportation En-
gineers, definida como la distancia total recorrida dividida por el tiempo total em-
pleado, en esta definicién también se incluyen en el conjunto los vehiculos que no
han recorrido todo el camino.

La segunda definicién principal para la, velocidad promedio en el espacio toma
las velocidades promedio de todos los vehiculos en una seccién de la carretera en
un instante de tiempo dado. Sin importar la definicién que se use para la velocidad
promedio espacial, todos lo autores est4n de acuerdo en que los célculos tedricos que
implican velocidades promedio sera correctos en la medida que se usen promedios
en el espacio y no en el tiempo. La diferencia entre las definiciones para promedios
temporales y espaciales se hace patente en condiciones de frenar y continuar, como en
calles con seméforos y carreteras congestionadas, no existiendo diferencia significativa

para el flujo libre en tanto nos estemos refiriendo a un punto en el espacio.

1.1.3. Ocupacién

La ocupacién es la fraccién de tiempo que el vehiculo esta sobre el detector. Para
un intervalo de tiempo especifico, T', es la suma del tiempo que los vehiculos cubren
¢l detector, dividida por T'. Para cada vehiculo, el tiempo que cubre el detector se
determina por su velocidad u; y su longitud L;, mas la longitud del propio detector,
d. Es decir, el detector es activado por el vehiculo en el momento que el parachoques
delantero cruza el inicio de la zona de deteccién hasta que el parachoques trasero
determina el fin de la medicién. Silos vehiculos son de longitudes ignales, la ocupacién

es proporcional a la densidad.




1.1.4. Concentracion

En el pasado el término concentracién, ha sido usado como sinénimo de den-
sidad [18]. Sin embargo, su significado se ha ido a.mpliando. para abarcar tanto la
densidad como la ocupacién. En el primer caso se refiere a la concentracién sobre el
espacio, en el segundo, la concentracién en el tiempo de un mismo flujo vehicular.
La concentracién espacial (densidad) puede ser evaluada a partir de la ocupacién
solo en el caso del flujo libre. En el caso congestionado no parece haber una manera
de estimar la densidad y solo se puede recurrir a mediciones [19]. Histéricamente,
la densidad ha tenido un rol predominante, sin embargo, existen razones para darle
una mayor importancia a la ocupacién (concentracién temporal). La primera es que
se espera mejor correspondencia entre los modelos y las mediciones en carreteras. La
segunda razén es que la densidad, definida como el numero de vehiculos por unidad
de longitud de carretera, no incluye los tamafios de los vehiculos ni la composicién
vehicular. La ocupacién por otro lado, resulta directamente afectada por estos dos
factores, y por tanto es una variable mas sensible al momento de caracterizar un
flujo vehicular. Es necesario agregar que también existen buenas razones para insis-
tir en la densidad, siendo la mds importante lo sencillo que resulta el uso de esta
variable en el desarrollo de modelos de trdfico, a diferencia de las complicaciones
introducidas por la ocupacién. De hecho, se ha establecido  una analogia a lo que
;)currié con el concepto de aceleracién en mecdnica newtoniana. La aceleracién fue
imposible de medir en los dias de Newton y atin las mediciones indirectas se hacian
dificultosas [20]. A pesar de ello, Newton construyé una teorfa de la mecdnica para
la cual la aceleracién es una variable esencial. Algo similar se da con la densidad de

un flujo vehicular y por lo tanto este es un debate no resuelfo.




1.2. Modelos de flujo vehicular

Algunos de los esfuerzos por entender el flujo vehicular comienzan con modelos
matemdéticos, otros son principalmente empiricos con poca o ninguna intencién de
generalizar. Sin embargo ambos son importantes para la comprensién de las interre-

laciones que se dan.

1.2.1. Modelos velocidad-flujo

La relacién que existe entre el flujo y la velocidad ha sido ampliamente estudiada.
Una gran cantidad de trabajo empirico que relaciona el flujo con la velocidad aparece
en un articulo ae Hall, Hurdle y Banks [21]. Otros trabajos empiricos relativos a este
tema fueron llevados a cabo por Banks [22, 23], Hall y Hall [24], Chin y May (25,
‘Wemple, Morris y May [26], Agyemang-Duah y Hall [27] y Ringert y Urbanik [28].
Todos estos estudios apoyan la idea de que las velocidades I.Jermanecen aproxima-
damente constantes aun a muy altas tasas de flujo. Otro aspecto que abordaron se
resume en la siguente pregunta: jse reduce la tasa de flujo en un embotellamiento a
la vez que aumentan los tiempos de espera corriente arriba? Banks [29, 30] reporta
aproximadamente un descenso del 3% respecto del flujo libre, sobre la base de un
estudio de nueve dias en un lugar en la ciudad de California. Agyemang-Duah y
Hall [27] reportan un descenso del 5 %, sobre la base de 52 dias de datos en un lugar
de la ciudad de Ontario. Este descenso en el flujo usualmente no es observable, debido
a que en muchos lugares las altas tasas de flujo no duran suficiente en la etapa previa
al establecimienf;o de la congestién como para permitir que se den los valores estables
del flujo que mostrarian el descenso. Probablemente el primer trabajo teérico en este
tema se deba a Greenshields {3], en donde el obtiene una curva parabélica para la

relacién velocidad-flujo basdndose en una relacién lineal entre velocidad y densidad




(una aproximaci6n) junto con la ecuacién que define al flujo como el producto entre

velocidad y densidad:

o=ty (u- ), 02

uf
donde u es la velocidad del flujo, uf es la velocidad del flujo libre y %; es la den-
sidad durante el embotellamiento. Esta expresién fue aceptada por décadas, hasta
que en 1994 el Highway Capacity Manual (HCM), aporto datos experimentales que
convencieron de una realidad distinta, es decir, en la obtencién de (1.2) las hipétesis
empleadas asi como el andlisis de los datos no fue adecuado. Los actuales resultados

indican un comportamiento mas complicado. Actualmente se sigue trabajando en

estos modelos.

1.2.2. Modelos velocidad-densidad

Ahora comentaremos brevemente los modelos matemadticos que relacionan velo-

cidad y densidad en la forma

— (1—%) | (1.3)

Esta expresién data de 1935. El aspecto mas interesante de este modelo en particular,
es que su base empirica consiste en media docena de puntos asociados a un conjunto
de méviles en un estado cercano al flujo libre y una iinica observacién en el estado
congestionado. La relacién lineal surge de conectar los datos asociados al conjunto
de méviles con el tinico otro punto independiente (esto porque a simple vista parecen
seguir una tendencia lineal). Mas importante atin, se ha hallado evidencia en contra
de este modelo especialmente en el trabajo de Drake [31]. Y resulta muy sorprendente
que haya sido usado por tanto tiempo teniendo en cuenta lo poco robusto de su base.

Un segundo modelo fue propuesto por Greenberg [32], estableciendo una relacién
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w=clh ({ij) . (14)

Sin embargo, los datos experimentales sobre los que se sustenta no fueron correc-

logaritmica

tamente interpretados (el calculo de la densidad incluyé vehiculos que no viajaban
juntos) [20]. Tanto este modelo como otros cuatro, fueron analizados minuciosamente
por Drake [31] y concluyé que fodos los resultados estaban basados en la intuicién
solamente ya que las pruebas estadisticas resultaban insuficientes. El anélisis de Dra-
ke también concluyo que el modelo que mejor representaba. los datos es el debido a
Edie [33], que es esencialmente un modelo exponencial discontinuo, combinado los
modelos de Greenberg y Underwood [34]. Posteriormente Duncan [35,36] noté que
en el procedimiento de tres pasos: (1) calcular la densidad a partir de la velocidad
v el flujo, (2) ajustar la funcién densidad-velocidad a los datos y (3) transformar la
funcién velocidad-densidad a la funcién velocidad-flujo, no se ajusta los datos origi-
nales de una manera satisfactoria. De hecho, demostrd que cambios menores en la

curva velocidad densidad, inducen cambios grandes en la curva velocidad flujo.

1.2.3. Modelos flujo-concentracion

En la revisién de Gerlough y Huber [18], se hace notar la gran importancia de
los modelos flujo-concentracién, por su aplicacién a sistemas de control. Al principio
algunos investigadores consideraron la situacién de flujo para concentraciones bajas
mientras que otros consideraron situaciones relativas al flujo para concentraciones
altas. Ambas aproximaciones fueron sintetizadas en un modelo unificado, es decir,
un modelo de flujo-concentracién, el cual se ya hallaba en un trabajo de Lighthill y
Whitham [10]. Para destacar la importancia de este tipo de modelos, Haight [37,38]

_llamo a la curva flujo-concentracion "the basic diagram of traffic”. En la Fig. 1.1 se
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muestra la forma tipica de esta relacién para algunos modelos.

2500 T T T T T T T T
flujo
(vehthr)
------- Greenberg
2000~ —-—-=  Newell l
Zhang

1500

1000

500

0 20 40 60 80 100 120 140 160
densidad (veh/km)

Figura 1.1: Comparacién entre diagramas fundamentales para algunos modelos [39]

Edie parece haber sido el primero en notar que los datos empiricos relativos a las
curvas flujo-concentracién frecuentemente tienen discontinuidades en la vecindad de
lo deberfa ser el flujo méximo y en sugerir que podrian necesitarse curvas discontinuas
para establecer la relacién entre flujo y concentracién. Posteriores desarrollos han

mostrado que formulacién precisa de este modelo no es sencilla [40-43].
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1.2.4. Modelos trid_imensionales

Debido a que las observaciones experimentales rara vez concuerdan con la ecua-
cién q = uk, especialmente durante los estados congestionados, se entendié que tra-
bajando solo con dos variables no se tendria el modelo capaz de explicar lo observado.
Al estar trabajando con tres observables, se entendié que estos son independientes.
En este contexto la teorfa de catdstrofes ha resultado 1til, ya que en ellé. se admiten
cambios discontinos en alguna variable que es justamente lo que los datos experimen-
tales estaban indicando, por ejemplo, en el cambio tipico de la velocidad en las fases
congestionada y libre [44-46]. A pesar de que esta modelacién es el resultado de un
mejor entendimiento del trafico, no resulta del todo claro que este tipo de enfoques
sea finalmente exitoso, esencialmente debido a la falta de trabajos experimentales

minuciosos.

1.3. Factores humanos

Los estudios de la incidencia de los factores humanos en la descripcién de sistemas
de trafico ha estado centrado principalmente en los tiempos de respuesta neuromuscu-
lar y cognitivo. Esto incluye el tiempo percepcién-reaccién, respuesta a los sistemas

de control, manejo de peligros en la via y el desempeiio al conducir de los distintos

segmentos de la poblacién. En el &mbito del manejo, Lunenfeld y Alexander {47,
han delineado tres niveles que son: control, guia y navegacién. Kl primer nivel tiene
que ver con la habilidad del sujeto para interactuar con el vehiculo; el segundo nivel
incluye la interaccién con el entorno fisico, otros vehiculos, sefialética, etc.; mientras
que el tercer y més alto nivel hace referencia al conductor como quien planea la ruta

a seguir y determina los ajustes que sean necesarios para llegar a destino.

o
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En cuanto al tiempo de respuesta se han postulado diferentes tiempos de reac-
cién dependiendo del entorno particular. Por ejemplo, conducir en una zona rural
presenta menos distracciones y tensiones que una zona urbana [48]. En estos estudios
se ha determinado por ejemplo que el tiempo de respuesta es mas largo para eventos
sorpresivos que para aquellos esperados, obteniéndose una razén entre tiempo de
respuesta para evento no esperado a esperado entre 1.35 y 1.80 veces. Sin embargo,
algunos de los sujetos enfrentados a situaciones sorpresivas en la carretera nunca
respondieron a ellas, de modo que este es un tema que requiere de mas investiga-
cidén. A este tiempo percepcién-reaccién le sigue el tiempo de movimiento, es decir,
el tiempo que le toma al sujeto accionar los controles del mévil, por ejemplo el freno.
Los primeros estudios del tiempo de movimiento fueron realizados por Fitts [49] y se
focalizé en el movimiento de la mano o el brazo, siendo Drury [50] el primero en apli-
car estos estudios al movimiento del pie y la pierna. Un resultado interesante de estos
estudios es que la relacién entre los tiempos de percepcidén-reaccién y movimiento es
débil o inexistente, por lo que la duracién de estos es bastante independiente.

Otros estudios en este ambito han investigado los tiempos y distancias de res-
puesta a los dispositivos de control de tréfico. Este es un punto importante ya que la
tarea de conduccién es esencialmente visual. Los principales temas de interés tiene
que ver con las distancias para las cuales: (1) los dispositivos de control de trafico
pueden ser detectados en el campo visual, (2) estos objetos p:ueden ser reconocidos
como sistemas control (sefialetica en general) y (3) son legibles o identificables al
punto de poder reaccionar segin indica dicho dispositivo. Algunos estudios intere-
santes que involucran seméforos fueron realizados por Chang et al. [51], Wortman y
Matthias [52].

Ademss, se ha estudiado la respuesta a la dindmica de otros vehiculos: vehiculos
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que van delante [53,54] y vehiculos al lado [55]. La respuesta a obstéculos y peligros
en la via ha sido estudiada por Picha [56] entre otros [67). Como puede notarse
este es en si un problema bastante complejo ya que esta indisolublemente ligado al

comportamiento humano, un sistema mauy dificil de modelar.

1.4. Modelos de seguimiento de vehiculo

Cumming [58] ha categorizado las varias subtareas implicadas en la -tarea. de
conduccién y ha situado al conductor en la categoria de procesador de informacién.
Una de estas subtareas es el seguimiento del vehiculo que va en frente en la misma
pista de la carretera. Esta subtarea es de interés ya que es simple en comparacién
con otras, y a podido ser modelada mateméticamente en forma exitosa, sin perder de
vista que es una actividad comtin en la conduccién del vehiculo, y por ello contribuye
a la comprensién de la dindmica del flujo vehicular.

Un aspecto interesante en el seguimiento vehicular es el espaciado promedio, S,
que mantiene un vehiculo al seguir a otro a una velocidad dada V. El interés en
esta relacién velocidad-distancia esta en el hecho de que casi todas las estimaciones

de capacidad para una tnica pista en carretera se basaron en un principio en la

ecuacion:

C = 1000 V/S, (1.5)

donde C' es la capacidad de una tinica pista (vehiculos/hora), V es la velocidad
(km/hr} y S la distancia promedio entre los parachoques traseros de ambos vehiculos

(m) Posteriores investigaciones [59], arrojaron un modelo para esta relacién dado por:
S=a+pV +yV? (1.6)

donde los valores numéricos de los coeficientes o, 3 y 4 pueden tomar una variedad
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de valores. La interpretacién fisica de éstos es la siguiente: o es la longitud efectiva
del vehiculo; B es el tiempo de reaccién; v el reciproco del doble de la mixima
desaceleracién promedio del vehiculo que sigue. El término vV?2 provee suficiente
holgura como para que el vehiculo que va adelante frene sibitamente y aun asf no
haya una colisién. Un valor tipico para « obtenido empiricamente es v = 0.075 % /m.

Una interpretacién menos conservadora para el término no lineal es
v = 0.5(a;t —a7l) (1.7)

donde a, y a4 son las desaceleraciones méximas promedio para ambos vehiculos. Estos
términos permiten diferencias en las capacidades de frenado de ambos vehiculos sean
estas reales o no [60].

Para v = 0, se pueden obtener muchas de las reglas de “buen manejo” propuestas
por organizaciones de seguridad. En general, la Ec. (1.6) para la relacién velocidad-
distancia, es un infento por tomar en cuanta varios factores entre los que estan: la
longitud de los vehiculos, el elemento de factor humano asociado a la percepcién (to-
ma de decisiones y tiempos de ejecucién) y la fisica neta de las capacidades de frenado
de los propios vehiculos. Se ha demostrado que estos modelos implican estimaciones
tedricas para la velocidad en flujo méximo: v = \/m, para un flujo maximo de
(B + 2\/0:_7)"1, ademds de la velocidad para la cual variaciones pequefias en el flujo
de trafico se propagan por el mismo incidiendo en localizaciones espaciales anteriores,
velocidad que coincide con la velocidad para Aujo méximo [61].

El modelo que se acaba de describir es aplicable cuando cada vehfculo en el
flujo de trdfico mantiene aproximadamente la misma velocidad y se mantienen a
aproximadamente la misma distancia (esto corresponde a un estado estacionario).

A través de los trabajos de Reuschel [62] y Pipes [63], se introdujeron los ele-
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mentos dindmicos de una linea de vehiculos. En esos trabajos, la atencién se centro
en el comportamiento dindmico de un flujo de vehfculos mientras estos aceleran o
desaceleran y cada par de vehiculos se intentan seguir el uno al otro en la linea. Estas
investigaciones fueron extendidas por los trabajos de Kometani y Sasaki [64], y en
una serie de publicaciones de Herman y sus asociados en General Motors Research
Laboratories desde 1958.

" Estas investigaciones fueron esencialmente aproximaciones microscépicaé, en que
se intento describir de un modo tan detallado como fuera posible, las situaciones en
que un vehiculo sigue a otro. Con tal descripeién se puede aproximar el compor-
tamiento macroscépico del flujo vehicular en una pista. De ahi que los modelos de
seguimiento sean un verdadero puente entre el comportamieni;o de un par de vehicu-
los en que uno sigue al otro, y el caso macroscépico de una linea de vehiculos y su

correspondientes propiedades de estabilidad y flujo.

1.5. Modelos de flujo continuo

Al mirar una carretera desde un aeroplano, se puede visualizar el trafico vehicu-
lar como un Aujo continuo. Debido a esto es natural asociar al trifico con un fluido
y tratarlo como tal. Entonces es descrito en términos de flujo, concentracién y ve-
locidad. En esta analogia, el trifico vehicular se trata como un fluido compresible
unidimensional. Esto conduce a dos supuestos bésico: a) el flujo vehicular se conserva
y b) existe una relacién uno a uno entre velocidad y densidad o entre flujo y densi-
dad (ecuacién de estado). El primer supuesto se expresa por medio de la ecuacidn de
continuidad. Esto significa que en cualquier sistema de tréfico, el flujo de entrada es
igual al de salida m4s una posible cantidad de reserva. En general este supuesto goza

de bastante aceptacién. Sin embargo, el segundo supuesto, ha hecho surgir bastantes
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objeciones, en parte porque no siempre es entendido (su significado y alcance) y en
parte debido a algunas mediciones contradictorias. Especificamente, si la velocidad
u, es funcién de la densidad, resulta que el conductor ajusta su velocidad de acuerdo
a la densidad k (en la medida que la densidad incrementa, la velocidad disminuye).
Aunque esto resulte intuitivamente correcto, puede conducir a velocidades o den-
sidades negativas. Ademds, se ha observado que para el mismo valor de densidad,
pueden coexistir varios valores para la velocidad. Evidenteme;lte este supuésto debe
ser restringido. La solucién estd en decir que la velocidad depende de la densidad
pero sélo en equilibrio. Ya que las condiciones de equilibrio rara vez pueden ser ob-
servadas en la préctica, es dificil obtener una relacién velocidad-densidad que resulta
satisfactoria y usualmente se estima tedricamente. Esta dificultad en particular a he-
cho que muchos investigadores dejen de lado los modelos continuos o traten de sobre
simplificarlos. Sin embargo, estos modelos han demostrado ser ttiles en simulaciones
y estudios de control.

Esta clase de modelos de flujo son construidos esencialmente a partir de la ecua-
cién de continuidad, la ecuacién de estado (las relaciones velocidad densidad o flujo-
densidad) y la ecuacién basica del flujo vehicular (el flujo es igual a la velocidad
multiplicada por la densidad.). Con esto podemos obtener velocidad, flujo y densidad
en cualquier momento y punto sobre la carretera. Conociendo estas variables de flujo
bésicas podemos conocer el estado del sistema de trafico y obtener mediciones del
impacto de detenciones en el camino, camino total recorrido, tiempo total de viaje,
¥y otros que permitan evaluar las capacidades del sistema.

La solucién para esta clase de modelos conduce a la aparicién de ondas de cho-
que, que son discontinuidades del flujo o la densidad, e implican fisicamente que los

vehiculos cambian de velocidad abruptamente sin tiempo de acelerar o frenar. Este
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comportamiento irreal puede ser eliminado considerando modelos continuos de mas
alto orden, de modo que las derivadas se suavicen. Esta clase de modelos agregan una
ecuacion de momentum que toma en cuenta la aceleracién e inercia caracteristicas
de la masa asociada al trifico. De este modo las ondas de chogue son suavizadas y
la condicién de equilibrio puede ser removida (en este caso la velocidad se obtiene
de la ecuacién de momentum).

Debido a esto los modelos de alto orden son preferibles, sin embargd, Su uso
esta. acotado por la dificultad en obtener, calibrar e implementar una ecuacién de
momentum rigurosa y prictica. Por otro lado, la literatura existente sugiere que el
modelo continuo simple se comporta mejor que ¢l de alto orden si se implementa
apropiadamente. Intuitivamente, esto es cierto cuando la velocidad, el flujo y la
densidad son promediados sobre intervalos de tiempo mas largos (unos 5 min) en vez

de usar intervalos cortos (unos 30 s).

1.6. Simulaciones!

El modelamiento a través de simulaciones computacionales es una herramients,
efectiva para analizar una amplia variedad de problemas dindmicos que no son mane-
jables por medios analiticos. Estos problemas estdn usualmente asociados a procesos
complejos que no pueden ser expresados de manera clara en términos analiticos.
Usualmente una caracteristica de estos es que inchiyen la interaccién de varios agen-
tes (en este caso no solo vehiculos). A menudo, el comportamiento de cada agente y
la interaccién de un numero limitado de ellos es susceptible de ser expresado y ma-
nejado analiticamente. Sin embargo, en su forma mas general ésto resulta imposible.

La funcién de la simulacion es reproducir tan fielmente como sea posible los aspec-

IEsta seccién estd basada en gran medida en las referencias [65-68]
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tos esenciales del comportamiento del sistema de interés, y en lo posible entregar
una descripcién detallada y cuantitativa del comportamiento del sistema. Entonces,
podriamos decir que una simulacién légica y/o matemética de un sistema real, se
realiza a través programas computacionales con una orientacién experimental, En
este caso usualmente se plantea un escenario (configuraciones de las carreteras, de-
manda de trdfico) descrito por un conjunto de pardmetros. Los resultados de estas
simulaciones usualmente se presentan en dos formatos: estadistico y gréﬁcé, Los re-
sultados numéricos derivados de la simulacién entregan informacién detallada de que
es més probable que ocurra, en tanto que las representaciones graficas de las funcio-
nes del sistema pueden ayudar a tener un mejor entendimiento de por que el sistema
se comporta seglin se observa, de manera que se podrfan establecer relaciones causa

efecto. Las simulaciones pueden satisfacer una amplia gama de requerimientos:

= Evaluacién de tratamientos alternativos: Las simulaciones pueden ayudar a
controlar el entorno experimental y el rango de condiciones a ser exploradas.
Histéricamente, las simulaciones fueron utilizadas para explorar la eficiencia
de la sefialética en el control de trifico, y desde entonces se han ido ampliando

para abarcar aun mas aspectos del sistema.

» Probar nuevos disefos: Debido a los altos costos de la infraestructura de trans-
porte, las simulaciones pueden ser usadas para elegir ¢l mejor disefio y como

invertir recursos.

» Anilisis de seguridad: Ya se han usado simulaciones para recrear situaciones
de emergencia y accidentes, de hecho, se les considera una herramienta indis-

pensable en estos anélisis.
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La mencién de algunas aplicaciones da una idea de la utilidad de las simulaciones,

pero en ningiin caso agota las posibilidades.

1.6.1. Clasificacién de modelos por simulacién

Casi todos los modelos de trafico por simulacién describen un sistema dindmico,
donde el tiempo es siempre la variable independiente. En este contexto los modelos
continuos describen la forma en que los componentes de un sistema cambian su
estado continuamente en el tiempo en respuesta a estimulos también continuos en
el tiempo. Por otra parte, los modelos discretos, intentan ser mas realistas, bajo el
supuesto que los estados del sistema en algiin punto pueden cambiar abruptamente
en el tiempo. Esencialmente hay dos tipos de estos wltimos: de tiempo discreto y
de evento discreto. El primero, divide el tiempo en una sucesién conocida para un
intervalo dado. Para cada uno de estos subintervalos, el modelo calcula las actividades
que cambian los estados de los elementos del sistema que se hayan seleccionado. Esta
aproximacion es andloga a representar un problema de condiciones iniciales para una,
ecuacién diferencial en la forma de una expresién de diferencias finitas con variable
independiente At.

Algunos sistemas son caracterizados por entidades que permanecen “a la espera”
la. mayor parte del tiempo. Por ejemplo, el estado de un seméforo (verde), permanece
constante por varios segundos hasta que su estado cambia abruptamente a un estado
distinto (rojo o amarillo). Este cambio abrupto en el estado se denomina evento.
Debido a que es posible describir con gran precisién la operacién de una sefial por
medio de llevar un registro de sus cambios de estado en una sucesién (medida o
calculada) eventos temporales. Este hecho puede ser usado para agilizar los célculos

en este tipo de simulaciones. Para sistemas de tamafo limitado o que estudian enti-
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dades que no cambian frecuentemente, las simulaciones de evento discreto son mas
apropiadas que las de tiempo discréto, y son mucho mas econémicas en términos
de tiempo de ejecucién. Sin embargo, en aquellos sistemas donde gran parte de las
entidades cambia continuamente su estado (el entorno de trafico) y donde los obje-
tivos del modelo requiere una descripcién muy detallada, una simulacién de tiempo
discreto es probablemente la mejor eleccion,

Los modelos por simulacién pueden ser clasificados también por el nivel dé detalle
con que representa el sistema de estudio, en: a) microscdpico (alta fidelidad), b)
mesoscopico (fidelidad media) y ¢) macroscépico (baja fidelidad).

Un modelo microscdpico describe tanto la entidades del sistema como sus inte-
racciones a un alto grado de detalle. Por ejemplo, una maniobra de cambio de pista.
en este nivel podria utilizar una ley de seguimiento de vehiculo para el mévil con-
siderado respecto del vehiculo que lo antecede y entonces aplicar la misma. ley pero
con respecto al posible vebfculo que le anteceda en la pista a la cual se cambia y
respecto del posible mévil que lo siga en dicha pista, a la vez que toma en cuanta
otras decisiones detalladas del proceso de conduccién. También se puede incluir un
calculo del tiempo .de esta maniobra.

Un modelo mesoscépico generalmente representa la mayorfa de las entidades a
un nivel alto de detalle pero describe las interacciones y otras actividades con menor
detalle que un modelo microscépico. Por ejemplo, la manjobra de cambio de pista
podria ser representada por vehiculos individuales como un evento instantineo con
una decisién basada en las densidades relativas de cada pista, mas bien que en los
detalles de las interacciones entre vehiculos.

Un modelo macroscopico describe las entidades, sus interacciones y actividades a

un bajo nivel de detalle. Por ejemplo, un flujo de tréfico puede ser representado por
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un agregado de diagramas estadisticos o por valores escalares de las tasas de fiujo,
densidad y velocidad. Las maniobras de cambio de pista posiblemente no puedan ser
representadas en manera alguna; el modelo de trifico debe asegurar que el flujo esta
propiamente localizado en pistas bien definidas.

Los modelos microscépicos de alta fidelidad, y el software resultante son mas
costos- de desarrollar, ejecutar y mantener que sus contrapartes de baja fidelidad.
Aunque estos modelos detallados poseen la potencialidad de ser mas preé:isos, no
siempre pueden ser explotados completamente debido a la cémplejidad de su légica
y al gran numero de pardmetros que necesitan para ser calibrados. |

Los modelos de baja fidelidad son mas sencillos y menos costosos de desarrollar,
ejecutar y mantener. Sin embargo conllevan el riego de no representar el mundo real
con la suficiente precisién, produciendo resultados de menor validez o del todo ina-
propiados. Este tipo de modelos es aplicable si: (1) Los resultados buscados no son
sensibles a los detalles microscépicos, (2) la escala de aplicacién hace que los recur-
sos computacionales sean insuficientes para un modelo microsedpico, (3) el tiempo
disponible para generar el modelo es limitado.

Para cada nivel de detalle, existe un amplio margen en cuanto al desarrollo del
modelo. En esta instancia se debe identificar la sensibilidad del desempefio del mode-
lo en relacién a las caracteristicas subyacentes del proceso real que se quiere simular.
Por ejemplo, podria ser necesario un analisis detallado de las interacciones durante
un cambio de pista, implicando la utilizacién de un modelo micro o mesoscépico. Por
otro lado, si el modelo se disefia para carreteras caracterizadas por pocas confluen-
cias y ningun entrecruzado, describir las interacciones de cambio de pista serian de
importancia marginal y un modelo macroscdpico seria una buena eleccién.

Aun otra clasificacién tiene en cuenta los procesos representados por los mode-
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los: (1) determinista, (2) estocéstico. Los modelos deterministas no tienen variables
aleatorias; todas las interacciones entre las entidades del sistema estdn definidas en
términos de relaciones exactas (mateméticas, estadisticas o 1égicas). Los modelos
estocdsticos abarcan procesos que incluyen funciones de probabilidad. Por ejemplo,
un modelo de seguimiento de vehiculo puede ser formulado tanto en términos de-
terministicos como estocdsticos. en el primer caso se define el tiempo de reaccién
de conductor como una constante, mientras que en el segundo, se usa una 'varia.ble
aleatoria.

El modelamiento del tréfico por simulacién ha tomado muchas formas dependien-
do de las situaciones especificas que se han considerado durante su desarrollo. En
la tabla 1.6.1 [20] se indican solo algunos modelos de amplio uso. Algunos tiene un
solo objetivo bien definido: NETSIM, NETFLO 1 y 2: calles de superficie; FRESIM,
FREFLO: autopistas; ROADSIM: caminos rurales de doble pista; CORSIM, integra
dos modelos: FRESIM y NETSIM; los modelos INTEGRATION, DYNASMART y
TRANSIMS son componentes de sistemas mas grandes que incluyen modelos de de-"
manda y estrategias de control; mientras que CARSIM es una simulacién auténoma
que modela el seguimiento de vehiculo. De esta consideracién se puede ver que los
modelos de tréafico por simulacién toman variadas formas, cada una de las cuales

satisface un area especifica de aplicacion.
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Nombre Tiempo | Evento | Micro | Meso | Macro | Determ. | Estoc.
Discreto | Discreto

NETSIM X X b
NETFLO 1 _ X x pe
NETFLO 2 X X X
FREFLO X X X
ROADSIM X X x
FRESIM X X X
CORSIM X x X
INTEGRATION X X X
DYNASMART X X X
CARSIM X X x
TRANSIMS X ps X

1.6.2. Autédmatas celulares

Un antémata celular (AC) es una coleccién de celdas (células) en una grilla de
alguna forma especifica que evoluciona a través de un nimero discreto de eventos
temporales de acuerdo a un conjunto de reglas basadas en los estados de las celdas
vecinas. Las reglas son aplicadas en forma iterativa para tantos pasos temporales
como sea necesario. Yon Neumann fue una de las primeras personas en considerar
este tipo de modelos. Los AC adoptan muchas de formas y variedades. Una de sus
propiedades mas fundamentales es el tipo de grilla sobre la cual se calcula. La grilla
mas simple es una linea unidimensional. En dos dimensiones, se pueden considerar
grillas formadas por celdas cuadradas, triangulares y hexagonales. También pueden
realizarse construcciones sobre grillas cartesianas en. un nimero arbitrario de dimen- .
siones [69}. En la Fig. 1.2 se muestra una figura tipica generada por un AC, en base

a un conjunto de reglas simples.

Como vemos, los automatas celulares son una aproximacién general al mode-
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Figura 1.2: Una tipica estructura generada por un AC [70]

lamiento de sistemas distribuidos espacialmente. Expanden la nocién de un mapa
iterativo de una sola variable, las variables actualizadas estén distribuidas en un
enframado en el espacio. En estos modelos se supone que la influencia entre las va-
riables queda determinada. por interacciones locales y dicha influencia es homogenea,
es decir, no existen variables predominantes ni reglas dependientes de la direccién
en el espacio. Tanto el espacio como el tiempo estdn discretizados y usualmente las
variables son simplicadas de modo gue cada sito incluye sélo unos pocos estados. No
pocos automatas celulares han sido disefiados para modelar propiedades clave tanto
de sistemas fisicos como biolégicos.

Los modelo de autématas celulares para el flujo vehicular [71], permiten un
sinniimero de aplicaciones. Desde su introduccidn es posible simular complejas redes
de tréfico en forma realista usando modelos microse6picos y mucho més ripido que
en tiempo real [72,73], ademds de los muchos estudios tedricos y practicos que han
contribuido a un mejor entendimiento empirico de los fendémenos de trafico [74-80].

‘También desde-un punto de vista tedrico, este tipo de modelos, que pertenecen a la
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clase de driven lattice gases (DLG) [81], han resultado ser de particular interés. Estas
DLG nos permiten estudier fendmenos genéricos fuera del equilibrio, por ejemplo,
transiciones de fase inducidas por la frontera [82]. Los modeI;Js basados en AC han
mostrado ser una descripcién realista del tréfico vehicular, en particular en situacio-
nes de alta densidad [72, 73] .

Es notable que el primer modelo AC de Nagel y Schreckenberg [71], produzca
relaciones flujo-densidad muy realistas (diagrama fundamental). Ademss, se ha ob-
servado la formacién esponténea de embotellamientos. Por lo tanto el modelo debido
a Nagel y Schreckenberg es minimal en el sentido de que cualquier simplificacién
adicional conduce a un comportamiento irreal. En los iiltimos afios se han propuesto
modelos AC mas sofisticados capaces de reproducir fenémenos atin menos obvios,
como estados metaestables del tréfico en carreteras [83]. ljesafortunada.mente, la
comparacién de los resultados por simulacién con los datos experimentales a un ni-
vel microscdpico no es tan satisfactorio. Hasta ahora, los modelos existentes fallan al
momento de reproducir la estructura microscépica observada en mediciones de trafi-
co real [84]. En particular para el trifico en carreteras, una representacién correcta
de los detalles microscdpicos es necesaria ya que estos determinan en gran medida la
estabilidad de un estado de trafico dado y por lo tanto el comportamiento colectivo

del sistema.

1.6.3. Simulaciones y sistemas complejos

El trafico vehicular puede ser visualizado como un sistema complejo {85, 86). El
desarrollo de modelos macroscépicos es una de las aproximaciones primarias para
modelar sistemas complejos. Estos modelos siguen una aproximacién desde lo macro

a lo micro, focalizandose en el comportamiento de los observables del sistema. En
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ellos se define y emula el comportamiento de dichos observables en términos de
parametros abstractos y sus distribuciones de probabilidad. En el caso del trifico,
los modelos macroscépicos son derivados usualmente a partir de la dindmica de
fluidos y envuelven parametros agregados como volumen y velocidades promedio en
las arterias de un sistema de trafico.

Las simulaciones basadas en modelos macroscépicos tienen la veéntaja de tener
tiempos de gjecucion cortos. Pero solo son utiles cuando basta con una pfediccién
mas bien gruesa. La mayoria de los aspectos asociados a los sitemas complejos son
altamente no lineales. Tales sistemas son frecuentemente muy sensibles a las condicio-
nes iniciales, lo que implica que pequeiias perturbaciones en las condiciones iniciales
pueden fener un impacto enorme sobre el comportamiento global del sistema. Sin
embargo, en el proceso de elaboracién de tales modelos macroscépicos, esta sensibili-
dad se pierde y solo se puede reproducir el comportamiento del trafico en condiciones
ideales.

Una aproximacién alternativa que potencialmente producird resultados de mejor
calidad, es un modelamiento microscépico. Esta es una aproximacién que comienza
por describir la dindmica asociada a los componentes individuales para luego hacer-
los interactuar en nimeros crecientes. Entonces, el sistema complejo es visualizado
como un gran conjunto de pequefios componentes interactuando. El punto principal
es identificar los componentes del sistema, descubriendo sus comportamientos loca-
les y las interacciones entre los mismos. Como se ha descrito en muchos articulos y
en una variedad de campos [87,88], un comportamiento realista y muy complejo se
puede obtener a partir de comportamientos locales simples. En ¢l caso del trafico, los
esfuerzos de la investigacién se han centrado en el comportamiento del conductor, en

la forma en que un vehiculo sigue a ofro y en el modelamiento del cambio de pista.
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En 1994, en el Turner-Fairbank Highway Research Center en McLean, Virginia, se
inicié un estudio para evaluar la aproximacién de Eomportamiento emergente a la
simulacién del trafico. Se logré modelar una situacién simple para la convergencia de
pistas, mostrando que este concepto aplicado al tréfico puede describir lo observado
de una manera satisfactoria. La légica planteada fue simple. Se asocié a los vehiculos
en la pista las variaciones caracteristicas en aceleracién y frenado. Un estudio poste-
rior en la Universidad de Arizona tuvo que ver con el desarrollo de un algorif.mo y de
un cdédigo prototipo para modelar tanto vehiculos como peatones usando el concepto
de comportamiento emergente enfatizando la interaccién debido a la geometria en
la interseccién vehiculo-peatén. El modelo serfa usado para determinar la capacidad
de los cruces peatonales, asistir en la planeacidn de los tiempos de las sefiales, de-
terminar el ancho de los cruces peatonales dptimos asi como sus largos respectivos
v ayudar en el disefio de la geometria de las intersecciones. Este prototipo de si-
mulacidén fue disefiado para evaluar la eficiencia operacional y las caracteristicas de
seguridad del sistema.

Las dificultades en las simulaciones microscépicas radican en el desempefio com-
putacional y en el costo del desarrollo del software. Las simulaciones microscépi-
cas siguen la dindmica a un alto grado de detalle, emulando el comportamiento de
cada entidad individual del sistema y por lo tanto, son computacionalmente muy
intensivos. Ejecutar una simulacién microscopica de la red de trifico de una area
metropolitana implica la emulacién del comportamiento de una cantidad conside-
rable de vehiculos (millones en algunos casos), semdforos y otros elementos, lo que
puede requerir de mucho tiempo. Sin embargo, ésta es una dificultad que resulta
menos importante en la medida que se hacen disponibles computadores de creciente

capacidad.




Capitulo 2

Complejidad y caos?

Actualmente la nocién de lo que se entiende por un sistema complejo no parece
haber sido delineada completamente [94]. Sin embargo, en la medida que aumenta el
numero de estudios en esta drea se ha ido ganado un mejor entendimiento de las pro-
piedades que lo definen [95,96]. A pesar de ello sié‘ﬁe siendo un concepto algo difuso
que difiere de un investigador a otro. Tal vez entre los sistemas que mejor representan
el espiritu tras el concepto de sistema complejo, estén los sistemas biolégicos y socia-
les, y en especial los que involucran a personas: nuestros cuerpos, nuestra sociedad,
etc [97-99]. Debido a la falta de una definicién precisa, tendremos que conformarnos
con enumerar las propiedades de lo que mas cominmente se entiende por sistema

complejo. Esta propiedades se hayan tanto en sistemas biol6gicos como no-bioldgicos

1 Los sistemas complejos contienen muchos. constituyentes interactuando no-

linealmente

La no linealidad es una condicién necesaria para obtener un comportamiento caédtico,

y muchos de los sistemas no lineales cuyo espacio de fase tiene dimensién dos o mas

1Esta seccién estd basada en gran medida en las referencias [89-93]
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son caéticos en al menos alguna parte de su espacio de fase. Sin embargo, esto no
significa que todos los sistemas que muestran caos seait complejos. Por un lado la
caoticidad se puede dar con muy pocos constituyentes; la complejidad no. De modo

que aunque estos dos conceptos estén relacionados, son distintos.

H

2 Los constituyentes de un sistema complejo son interdependientes

Esta propiedad se puede explicar claramente con un ejemplo: primero supongamos
que tenemos un sistema no complejo formado por muchos constituyentes, pensemos
en un gas ideal dentro de un contenedor. Quitemos ahora un 10% del gas, y to-
do lo que ocurre es que cambia la presidn, o el volumen o la temperatura, o todos
ellos. Pero en general, el gas se ve y se comporta como en su estado inicial. Ha-
gamos ahora el mismo experimento con un sistema complejc"). Tomemos un cuerpo
humano quitémosle un 10 % (sin especificar cual), y resulta claro que la diferencia es

muchisimo mas notoria.
3 Los sistemas complejos poseen estructuras que se extienden en varias escalas

Consideremos nuevamente el cuerpo humano:

Escala 1: cabeza, tronco, extremidades, ...
n Bscala 2: huesos, misculos, estomago, nervios, ...

Escala 3: células, nicleos celulares, mitocondrias, citoplasma, ...

Escala 4: proteinas, cromosomas, ADN, ...
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En cada escala encontramos estructura, estas interactiian se auto-organiza, etc. Esta

es un propiedad esencial y radicalmente nueva de todo sistema complejo.

4 Un sistema complejo es capaz de ezhibir un comportamiento emergente.

El comportamiento emergente se observa cuando cambiamos el foco de nuestra aten-
cién desde una escala a otra mas gruesa por sobre la primera. Por ejempio, cierto
comportamiento observado en alguna escala se dice emergente cuando no puede ser
entendido al estudiar separadamente y uno por uno, cada constituyente de dicha es-
cala, cada uno de los cuales puede ser en si mismo un sistema complejo conteniendo
éscalas mas finas. De este modo el comportamiento emergente es un nuevo fenémeno
particular de la escala considerada, y resulta de una interaccién global entre los cons-
tituyentes asociados a dicha escala. Un ejemplo trivial: el cuerpo humano es capaz de .
caminar. Esta es una propiedad emergente asociada a una escala superior, de hecho,
la escala mas gruesa en que puede ser considerado el cuerpo humano como entidad.
Se trata de un comportamiento emergente porque no resulta obvio del estudio de los
componentes asociados a una escala inferior, por ejemplo, un rifion, que la entidad a
la que este drgano pertenece, sea capaz de dezplasarse caminando. Si estudidramos
por separado la cabeza, el tronco o una pierna, jamas entenderfamos este compor-
tamiento especifico, ya que se trata de un fénomeno coordinado y.cooperativo entre

los componentes principales asociados a esta escala.

Lia combinacion entre estructura y comportamiento emergente conduce a auto-
organizacion, que es lo que ocurre cuando un comportamiento emergente tiene el

efecto de cambiar la estructura de clerta escala o crear una estructura nueva. La

|
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auto-organizacioén corresponde a un comportamiento colectivo no cadtico que sur-
ge (emerge) en forma espontitanea de la interaccién de los componentes asociados

a una misma escala ya sea que estos hayan estado presentes o se formen en el proceso.

Volvamos ahora a la relacién existente entre complejidad y caos. Como sabemos
estos dos conceptos son distintos. Cuando miramos un fractal producido por un ma-
pa no lineal, puede parecernos muy “complejo”, pero aqui el termino no siéniﬁca lo
mismo que cuando hablamos de un “sistema complejo”. El fractal es cadtico, pero
no es complejo. Como sabemos complejidad ¥ caos tienen en comiin el ser fenémenos
no lineales. Ya que practicamente todo sistema no lineal puede ser cadtico parte del
tiempo, esto significa que la complejidad implica la presencia de caos. Pero lo inverso

no es cierto.

Quizds la diferencia mas significativa entre ambos sea la siguiente: Un sistema
complejo siempre tiene varias escalas. Mientras el caos puede observarse en la escala
n-ésima, la escala mas gruesa por sobre esta (la escala n — 1-ésima) puede resultar
auto-organizada, lo que de algiin modo es opuesto al caos. De aquf resulta la signiente

propiedad de los sistemas complejos:

5 La complefidad envuelve la coezistencia de comportamientos cadticos y no cadti-

cos

Se ha sugerido que la complejidad ocurre “en el borde del caos”, pero nadie a,
‘sido capaz de demostrarlo claramente. Posiblemente este concepto signifique algo

como lo siguiente: imaginemos que las ecuaciones de movimiento contienen algiin

-




33

pardmetro de “control” que puede ser variado, dependiendo del entorno (por ejem-
plo: temperatura, concentracién o intensidad de alguna variable externa como la luz
solar). Sabemos ademds que no todos los sistemas no lineales son completamente
cadticos: manifiestan caos solo para ciertos intervalos de los pardmetros de control.
De agui resulta entonces el borde del caos, es decir, el valor preciso del pardmetro
de control para el cual la naturaleza de la dindmica cambia. Es parecido a un punto
critico en una transicién de fase. Es el punto para el cual las correlaciones de largo
alcance llegan a ser importantes. Bajo estas condiciones es cuando es mas probable

obtener auto organizacién.

6 La complejidad envuelve una interaccidn entre cooperacion y competencio

Una vez mas esta es una interaccion entre escalas distintas. La situacién usual
es que una competicién en la escala n-ésima sea promovida por una cooperacién en
una escala mas fina (la escala (n + 1)). Las colonias de insectos como las hormigas,

abejas, o termitas, representan una fuerte evidencia de esta propiedad.

2.1. Complejidad de Kolmogorov

La teorfa de la complejidad de Kolmogorov esta basada en el descubrimiento de
la méquina universal de Turing [100]. Después de proponer a la miquina de Turing
como una realizacion del concepto de méquina calculadora, Turing encontré que
existe una maquina de Turing capaz de simular cualquiera otra de dichas maquinas.
En este contexto, Kolmogorov define la medida de Ia: complejidad de un sistema como
la. extensién del programa mas corto para una méquina universal de Turing capaz

de reproducir los datos observados. Se ha demostrado que, a pesar de que existen
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muchas méquinas universales de Turing (y por lo tanto un programa “mas corto”
para cada una de ellas), las correspondientes complejidades difieren en a lo més una
constante aditiva.

La principal fortaleza de la teorfa de la complejidad de Kolmogorov es su univer-
salidad y pretende construir métodos universales de aprendizaje basados en métodos
de codificacion universal. Esta aproximacién fue inicialmente propuesta por Solomo-
noff [101,102] (su motivacién fue la inferencia inductiva y la inteligencia artificial)
y expuesta en términos matematicos rigurosos por Kolmogorov. Tipicamente estos
métodos universales seran computables sélo en un sentido débil. Por lo tanto en las
aplicaciones la teoria sélo puede ser realizada en forma aproximada y lo mismo es
cierto de sus conceptos asociados (deficiencia de aleatoriedad, informacién algoritmi-

ca, etc.).

2.2. Caos

De acuerdo a una definicién, “la teoria del caos es el estudio cualitativo del com-
portamiento aperiddico inestable en sistemas dindmicos no-lineales deterministicos”.
A partir de esta definicién podemos derivar varias conclusiones sobre las caracteristi-
cas del caos. Primero, que sea un fenémeno observado en sistemas dindmicos implica
un cambio en el tiempo. Segundo, que el comportamiento del sistema sea aperiddico e
inestables significa que no se repite en el tiempo. Tercero, aunque el comportamiento
caético es complicado, puede tener una causa simple (una perturbacién pequefia y
tnica puede lanzar al sistema desde un comportamiento periédico a uno caético).
Cuarto, ya que el sistema es no lineal, es sensible a las condiciones iniciales. Quinto,
ya que el sistema es deterministico, el comportamiento cadtico no es aleatorio aun

cuando su aperiodicidad e impredictibilidad a largo plazo puedan hacerlo parecer
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como tal. Por otro lado, debido a su inestabilidad, aperiodicidad, y sensibilidad a las
condiciones iniciales, el comportamiento de los sistemas caéticos no es predecible a
largo plazo a pesar de ser determinfsta. Un 1iltimo aspecto del caos, que no se des-
prende de la anterior definicidn, tiene que ver con los procesos iterativos que implican
realimentacion, en que una resultante del sistema es ingresada como condicién inicial

para calcular el siguiente estado.

En general los sistemas pueden mostrar comportamientos cadticos y no cadticos
dependiendo de los parametros de control usados. Un ejemplo clésico es la ecuacién
logistica, propuesta en 1845 para modelar la poblacién de una especie de insectos en
el tiempo, y es la siguiente |

Tnp1 =T Tq (1 — zp). (2.1)

En esta ecuacidn, z representa la poblacién, r (pardmetro de control) es la tasa
de crecimiento de la poblacion, n es un periodo de tiempo inicial, y n + 1 el periodo
de tiempo subsiguiente. El factor (1 — z) establece un limite al crecimiento de la
poblacién, que puede ser relacionado a escaceses de alimento, enfermedades o control
de la natalidad. Cuando el pardmetro de control r < 3, la ecuacién (2.1) converge a un
punto de equilibrio, independientemente de la poblacién inicial. Para 3 < r < 3.57,
el sistema (es. decir, la poblacién) converge a drbitas estables de periodo 2%, n € N.
Eventualmente, cuando la variable de control cae entre 3.57 v 4.0 el sistema deviene
en caos, donde la poblacién varia en una forma complicada. Para valores mds altos
de r, el sistema diverge hacia —oo, aunque existe un transiente caético.

Pero el caos no solo aplica a la evoluciéon temporal de un sistema sino también a
su desenvolvimiento espacial. Asi por ejemplo, una trayectoria cadtica puede ser un

fractal (atractores extrafios). Hay muchas posibles definiciones para la palabra frac-
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tal. Una muy general pero poco rigurosa es ésta: un fractal es una figura geométrica
que no se hace mas simple al analizarla en escalas cada vez mas pequefias. Lo que

implica que esta formado por variedades geométricas no diferenciables.

1
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Figura 2.1: Diagrama de bifurcacién del mapa logistico.

2.3. Mapas

Un mapa es una regla que asocia un tnico objeto a cada punto de un conjunto
dado. Asi, un mapa f : A — B desde A a B es una funcién f tal que para cada
a € A, hay un tnico objeto f(a) € B. Ya que esta definicién coincide con la del
termino funcidn, reservaremos el uso de la palabra mapa a las aplicaciones sobre

conjuntos discretos.
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2.4. Bifurcaciones

En sistemas dindmicos, una bifurcacién corresponde a una duplicacién de periodo,
una triplicacién, una cuadruplicacidn, etc., que acompafia la aparicién del caos. Las
bifurcaciones representan la aparicién stibita de soluciones cualitativamente diferen-
tes para un sistema no lineal en la medida que alguno de sus pa.ré,mej:ros es variado.
En la Fig.2.2 se pueden ver algunas bifurcaciones (que ocurren en la posicién de las
lineas verticales) del mapa logistico que aparecen en la media que aumenta el pardme-
tro r. Las bifurcaciones pueden ser genéricas y no genéricas, las primeras definen una
propiedad geométrica local que no puede ser alterada por perturbaciones pequefias
del tipo M(Z, ) + eg(#, 7). Para mapas en una dimensién existen tres bifurcaciones

genéricas: duplicacién de perfodo, tangente y duplicacién inversa de periodo. Las

<
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Figura 2.2: Las lineas verticales marcan bifurcaciones en el mapa logistico para r =2
3.0y 3.45.

bifurcacién de duplicacién de periodo se produce por la aparicién de un atractor de

perfodo 2. La duplicacién de periodo continua en la medida que se van cruzando

varios umbrales, conduciendo a perfodos 4, 8, etc. En cada caso, al atravesar alguno
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de estos umbrales, aparecen nuevos puntos fijos atractivos, mientras que los antiguos
puntos fijos se hacen inestables. Si M(z,r) representa el mapa logistico, la Fig. 2.3
muestra el mapa compuesto M?(z,r) para r = 3.3, los puntos negros indican los
puntos fijos estables y el punto blanco el anterior punto fijo estable que se ha vuel-
to inestable, esta es la bifurcacién de duplicacién de periodo. En la bifurcacién de

duplicacién inversa del perfodo, se da el mismo proceso pero en sentido contrario.
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Figura 2.3: Mapa logistico compuesto dos veces para r = 3.3. Los puntos negros
indican puntos fijos estables, mientas que el punto blanco indica punto fijo inestable.

En unsa bifurcacién tangente, un par de drbitas periédicas aparecen de la nada,
ina de ellas es inestable y la otra estable (por eso también se le conoce como punto
silla). El mecanismo bdsico de esta bifurcacién se ilustra en la Fig. 2.4, donde se ve
que la tangencia del mapa a la identidad produce el efecto ya descrito y el nombre
del proceso. Esta bifurcacién es fundamental en el estudio de sistemas no lineales ya

que representa uno de los procesos mas basicos en la aparicién de 6rbitas periédicas.
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Figura 2.4: Mapa logfstico compuesto tres veces para r = 3.828. Los puntos tangentes
son puntos fijos estables.

2.4.1. Bifurcaciones globales

- Existen otras bifurcaciones menos obvias a las que ahora volveremos nuestra aten-
cién. Primero, tenemos la bifurcacion tangente ciclica en que la bifurcacién tangente
ocurre en la variable radial y aparece un radio estable. Eso es lo que ocurre para el

siguiente ejemplo

3
Tapl = HPn+T5 715,

9n+1 = w+t brrzn
donde el término r° hace que el origen sea estable.
Luego tenemos la bifurcacion periddica ciclica infinita en la que un ciclo pierde

estabilidad y aparece un punto fijo a un cierto angulo. Por gjemplo

Trnt1 = BTa (1 —1y),
9-,,_.{.1 = 9,, + - SZTL(G),

en donde aparece un angulo estable cuando g == 1.
También existe la posibilidad de que un ciclo limite se mueva cada vez mas cerca

de un punto silla y se convierta en una érbita homoclinica (en el punto de bifurca-
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cién). Al continuar avanzando, el ciclo desaparece. Esto se conoce como bifurcacion
homoclinicg. La clave estd en la variedad inestable asociada al punto silla, que es ca-
paz hacer inestable el ciclo. Esto es similar a una crisis de frontera, como se comenta

mas adelante.

2.4.2. Transiciones discontinuas

Como hemos visto, una bifurcacién de duplicacién de perfodo es en esencia una
bifurcacién continua, mientras que una bifurcacién tangente es una transicién dis-
continua. De la misma manera, el mapa logistico salta abruptamente hacia el final

de una ventana de orden, siendo esto otra transicién discontinua del atractor.
Transicién intermitente al caos

Veamos lz;, Fig. 2.6 en donde tenemos una ampliacién de 1a ventana de orden de
periodo 3. Observe que para el mapa logistico, cuando aparece la ventana de orden,
la, transicién es claramente discontinua y el atractor cambia su tamafio abruptamen-
te (no en forma uniformemente continua) en rg.. Como podemos ver de la figura,
antes de la bifurcacién tangente hay un comportamiento intermitente, en el cual la
trayectoria pasa un tiempo considerable cerca del punto fijo que aparecera (también
podriamos encontrarlo calculando la medida natural invariante). Este comportamien-
to se conoce como transicién intermitente al atractor cadtico o inverse como en el
caso del mapa logistico (vénta,na de orden de perfodo 3). Podemos.definir Pr como
€l tiempo promedio entre los acercamientos al punto fijo, es claro que Pr diverge en
la bifurcacién. Ahora vamos a estimar la forma en que escala Pr.

En la Fig. 2.5 vemos lo que ocurre cerca de 73, la trayectoria pasa un tiempo
considerable moviéndose por este “tinel”. Ahora podemos hacer una expansién en

torno a la regién de interés y tomar un mapa de forma equivalente cerca del punto
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fijlo Yn = —Tp Y E=T — T3,
yn+1=e+y, +72,

Ya que estamos muy cerca de la transicién podemos suponer que en el tinel tenemos

dz 0 * dz € dz
- ~ Iy — Ip = TN = —_— H1/2
dn " Tt T IS lﬂ’aﬁ—l—e _/m’a;?—}-e =

por lo tanto Pr ~ (r — rp)~¥2.

r=2.5
0.6 x r , _
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Figura 2.5: El mapa logistico iterado 3 veces, cerca de la ventana de orden de periodo
3 y cerca de la formacidn d la drbita de periodo 3.

Pomeau y Manneville [103] distinguen, ademss de la bifurcacién tangente, tres
tipos genéricos de transiciones intermitentes

1/2

= Bifurcacién tangente al caos, con Pr ~ (r — r¢)~1/2, que se comenté arriba

= Bifurcacién de Hopf al caos, con Pr ~ (r—7r)~!, en donde aparece una érbita

cuasiperiodica (similar a la bifurcacién tangente).

= Duplicacién de perfodo inverso, con Pr ~ (r — 77)~! en donde una érbita
periddica pero inestable en el atractor, se hace estable por una bifurcacién de

duplicacién de periodo inversa.
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todos los escalamientos temporales se obtienen de manera ansloga.
Crisis interior y exterior

El cambio abrupto de la dindmica que se produce cuando termina una ventana
de orden, es una transicién discontinua, que se conoce como _crisis del atractor.

Una crisis interior es aquella en que el atractor colisiona con una érbita inestable
dentro de la cuenca de atraccién asociada a ese atractor. Por lo tanto, cada vez
serd mas frecuente que la trayectoria pase tiempo lejos del atractor inicial (antes de’
la. transicién) acercéndose a la variedad inestable. Pero debido & que esta trayectoria
esta en la cuenca de atraccién, eventualmente regresard al lugar del atractor original.
Pero ahora, después de la crisis, el atractor a crecido en tamafio y muestra una
intermitencia inducide por la crisis como se ve en la Fig. 2.6 o Fig. 2.1.

Es posible derivar un escalamiento para el tiempo 7, entre los acercamientos
repentinos de la trayectoria al punto fijo que se formard. Esta tiene una distribucién

que parece aleatoria

P('r) ~ er/<‘r>’
donde el tiempo promedio entre acercamientos repentinos puede ser calculada en una
manera similar a como se hizo previamente [104]. Se ha determinado que

1 1
<T >~ (r—ry)77 donde y= 3 + l:{zll’
|oeg

ademés oy y a9 son los autovalores asociados a la expansién y contraccién del mapa
en el entorno de interés. In el caso de mapas unidimensionales a; = 0 y solo tenemos
expansién. Entonces y = 1/2.

Existen otros tipos de crisis. En particular, existen las crisis de froniera para

las cuales el atractor colisiona con una variedad inestable sobre la frontera de su
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cuenca de atraccién. Esta transicién destruye el atractor dejando solo un transiente
cadtico. El nimero de puntos asociados a este decae como P ~ ezp(—7/ < 7 >). Un
ejemplo de esto lo tenemos en el mapa logistico cuando r > 4 en cuyo caso el tnico
atractor es —oo. Ahora con € = (r — 4) podemos estimar que el conjunto de puntos
para los que M > 1, es proporcional a € y por ello esta regién tiene probabilidad
e'/2, entonces < 7 >~ (r — 4)~Y/2. Recordemos que 1/ < T > es la probabilidad
pa.fa. cada iteracidén de caer en un Area proporcional a €. De hecho, esta densidad
de probabilidad proporcional a €/? puede ser hallada numéricamente, o puede ser
derivada del hecho de que para r = 4 la densidad invariante es suave y de que la
regién que se mapea a |z — 1/2| € es del orden de €/2 lo que conduce la resultado de
arriba.

En mas dimensiones podemos distinguir entre crisis homoclinicas tangenciales y
crisis heteroclinicas tangenciales dependiendo de si la colisién de la variedad inestable
asociada a la drbita periddica A en la frontera es consigo misma o con la variedad
periddica inestable asociada a la drbita periédica B en el atractor. De hecho, el
atractor serfa la clausura de la variedad inestable asociada a A o B en el caso que
corresponda. También existen relaciones de escalamiento para estos sistemas [104].

Hasta ahora no se mencionado ofro asunto relevante, la crisis de frontera en que
una variedad inestable o una 6rbita periédica colisiona con un conjunto cadtico no

atractivo.

Ademas, hay otras crisis de interés. Por ejemplo, hay crisis de confluencia de
atractores en las cuales dos atractores colisionan generando un tnico atractor que

muestra intermitencia.
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Figura 2.6: (a) La ventana de orden de periodo 3, con las érbitas que aparecieron
después de la bifurcacién tangente. (b) una ampliacién.

2.5. El atractor

Un atractor es un subconjunto del espacio hacia el cual todas las trayectoria
vecinas convergen. En general para el caso de los mapas estos subconjuntos son: (1)
putos fijos y (2) atractores extrafios (en el caso de las ecuaciones diferenciales existen
también los lamados ciclos limite).

El atractor es un subconjunto del espacio cerrado minimal invariante, hacia el cual
se mapea un subconjunto abierto del espacio, formado por las condiciones iniciales.
Que el atractor tenga la propiedad de ser minimal y cerrado significa que no existe
un subconjunto mas pequefio con sus misma. cardcteristicas y qué incluye su frontera
(sea A el atractor, sizo € A z, € A Vn > 0), es invariante porque estd formado
por puntos fijos.

. En general, para determinar el atractor, se comienza con un conjunto de condicio-
nes iniciales y se observa su convergencia a los puntos fijos después de un determinado

nimero de aplicaciones del mapa.
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Si un determinado conjunto de puntos no convérge a alguno de los puntos fijos
conocidos, podriamos suponer que estamos en presencia de un atractor extrafnio. Sin
embargo, esto no es necesariamente cierto, porque también podria tratarse de un
coﬁjunto no-atractivo y solo debemos aplicar un mayor niimero de veces el mapa para
que finalmente converja a algin atractor. De tratarse efectivamentede un atractor
extrafio, el niimero de puntos asociados el no se anulara al aumentar las aplicaciones
del mapa. Diferentes atractores tienen diferentes cuencas de atraccién (el subconjunto
del espacio formado por las condiciones iniciales).

Los atractores extrafios, son atractores para los cuales hay sensibilidad a las con-
diciones iniciales. A veces, se les denomina. atractores fractales o atractores cadticos

En la Fig. 2.7 el atractor se obtiene a partir de la condicién inicial zq = 0.01,
pero en principio podrian haber mas atractores que el descrito en este diagrama
de bifurcacién, ya que sélo usamos una condicién inicial, otras condiciones iniciales
podrian converger a otros atractores. En este caso existen dos atractores conocidos,
uno en —oo y el otro en [0, 1], ambos para r > 0.

Numéricamente, en el caso de multiples atractores, serd necesario tomar un en-
samble de condiciones iniciales y construir un diagrama de bifurcacién para cada
uno. Si los atractores se hallan razonablemente bien separados, entonces los dia-
gramas de bifuracién pueden ser superpuestos. Sin embargo, si los atractores estdn
entrelazados de alguna manera, serd dificil determinar que porcién de cada diagrama.
de bifurcacién corresponde a cada atractor.

Para el caso mostrado en la Fig. 2.7, casi todas (en el sentido de Lebesgue) las
condiciones iniciales convergen al atractor mostrado. El concepto de Lebesgue es
importante y necesario, ya que es obvio que si comenzamos con una condicién inicial

en una orbital periédica inestable, la trayectoria no evolucionara hacia el atractor.
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afecta las afirmaciones anteriores.

yectoria para la condicién inicial zg
corresponde a una trayectoria de periodo 2. (c) La trayectoria del mapa compuesto
dos veces para r = 3.2. {(d) Mapa logistico para r = 3.99, caso caético. (e) Diagrama
de bifurcacién. (f) Una ampliacién del mismo diagrama.
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Figura 2.7: (a) Mapa logistico para r = 2.5, la linea en zig-zag representa la tra-

0.1. (b) Lo mismo pero para r = 3.2, que

Pero este conjunto es numerable y por tanto tiene medida de Lebesgue nula, y no
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2.6. La cuenca de atraccion

La clausura (véase el comentario sobre la medida de Lebesgue mas abajo) del
conjunto de las condiciones iniciales que converge a un atractor dado se define como
su cuenca de otraccion. En el caso del mapa logistico, tenemos un atractor trivial en
—00 cuya cuenca de atraccién es [oo, 0JU[L, 4-00]. El otro atractor estd en [0,1] con
cuenca de atraccién [0, 1].

Numéricamente comenzamos con un ensamble de condiciones iniciales y segui-
mos su evolucién. En principio algunas de las condiciones iniciales convergerédn a un
conjunto dado de p_;mtos fijos (esto corresponde a las trayectorias que pasan sobre
si misma después de algin perfodo). Si después de cierto ndmero de iteraciones, la
trayectoria no converge a un punto fijo, podemos tomarlo primeramente como parte
de un atractor extrafio. Recordemos que el conjunto de todas las condiciones inicia-
les que no converge a un punto fijo llegan a conformar un atractor extrafio. Por una
parte, puede haber mas de uno y por otra, se debe tener cuidado de que no se trate
de un conjunto cadtico no atractivo observando que el niimero de puntos asociados
a él, no tienda a anularse conforme se aplican mas iteraciones.

Es posible asignar un “peso” o densidad (en el sentido de Lebesgue), a los puntos
en el espacio de fase. Supongamos que asignamos cierta densidad inicial pp(z) a cada

punto en el espacio de fase, de modo que

| taia .

y entonces evolucionamos la densidad por medio de
prp1(z) = f pn(@)8(z — Myl)dy = pa(y®) M (y®)), (2.2)

donde M(y®) = z. Una densidad invariante es una que satisface pp1(z) =
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pn(z) = p(z). En la practica, p(z) es usualmente una funcién muy discontinua y
riuy dificil de definir. Por ello lo usual es definir la medida u. La medida de un
conjunto C se define por u(s) = [ p(z)dz y el promedio de una funcién respecto de

esta medida por
[ t@@yo= [ s@)iuto)
La medida p es mas suave que la densidad p y por lo tanto, ma.s: manejable. Es

posible estimar la relevancia de cada atractor en el espacio de fase por medio de la

medida de su cuenca de atraccién (comenzando con' po(z) = 1 en ¢l espacio de fase).

Logistic Logistic

Figura 2.8: La densidad natural p(z, 2p) para r=3.5 y r=3.8.

Nétese que hemos estado considerando el asunto desde el punto de vista del \
espacio, ahora lo veremos desde el punto de vista del tiempo. Comencemos con una
condicién inicial en zp = 0.1 en la cuenca de atraccién de algiin atractor y calculemos ‘
Ia fraccién de tiempo que la trayectoria pasa en un intervalo I, que especificaremos ‘

por p(I, z,). Enla Fig. 2.8 se muestra la densidad natural p(z, zo) que es generada por

la fraccién del tiempo que la trayectoria pasa en torno a z. Si p(7,z,) es la misma

para casi todos los puntos zy en la cuenca de atraccién, entonces le asignamos la
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medida natural x(I). En el caso de mapas suaves (diferenciables) unidimensionales,
lo usual es que exista una medida natural, pero para sistemas de dimensionalidad
mayor, esto no se tiene claro. Esto implica que la medida es ergddica ya que satisface
(solamente en la cuenca de atraccién)

N
< e iy Y f7lan) = [ f@ola)is =< £ >z

n=0

para cualquier funcién f(x) y casi cualquier punto zq € B.

2.7. Exponente de Lyapunov

Els un concepto 1itil para determinar si un sistema es cadtico, pues mide una de las
caracteristicas que definen al caos: sensibilidad con respecto a condiciones iniciales.
Consideremos M : R® — R", veamos cual es el exponente de Lyapunov para M.
Tomemos dos puntos que distan €, (esta cantidad puede depender del tiempo), es

decir @, ¥ Tn + €5, todos en R™, entonces tenemos

Tptl = M(xn):

Tpy1 +€nr1 = Mz, +6,),

Q

M(z,) + DM(zy,)en,

de donde €,4.1 = DM(z,)e,, con esto podemos definir un exponente dependiente del

tiempo para zo y €9 dados

il

Ml(B0y0) = lm(Eﬂ), (2.3)

n €0l
=%mwmwm, (2.4)
1

= 5pln(H); (2.5)
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donde la matriz H, (o) es dada por

Ho(zo) = [DM™zo)]l DM™(zo) (2.6)

= DM(zo) ... DM (Zpe1) DM (2,_1) ... DM (o). (2.7)

Ahora es titil recurrir al teorema ergddico multiplicativo de Oseledec [105], que

establece la existencia de los autovalores de ia matriz ortogonal H,, de modo que

para 7 3> 1, la matriz resultante tiene autovalores e*™ con autovectores asociados

5,;("). Por lo tanto, los autovalores y autovectores de H,,, determinan en forma 1inica
los exponentes de Lyapunov )\5")(:1:0). Si existe el limite para n — oo, se obtiene el

exponente buscado

Mi(zo) = lim A (o), (2.8)

si ademds existe una medida natural invariante, estos exponentes son independientes
de las condiciones iniciales. En muchos casos DM es ficilde calcular (mapa logisti-
¢0), si se trata de mapas discontinuos, generalmente una aproximacién numérica da

resultados satisfactorios.



Capitulo 3

Un modelo de trafico vehicular

El intrincado comportamiento mostrado por los patrones de trafico es un inte-
resante campo de la fisica que ha estado atrayendo la atencién casi desde la apari-
cién de los automéviles, debido a sus propiedades estadisticas [106,107] y dindmi-
cas [108,109]. Existen varias referencias sobre embotellamientos, flujos cadticos de
trafico, itinerarios de buses, flujos peatonales, etc. [110-116].

En particular, el desarrollo de un comportamiento no trivial en los flujos de trafi-
co determina, en cierta forma, la eficiencia de la infraestructura de transporte de
una ciudad, regidn o pafs. En este contexto, los flujos de tréfico, con y sin toma de
pasajeros, han sido estudiados extensamente en la literatura [117,118], i.e., modela-
‘miento por autématas celulares, teorias de campo medio que analizan la evolucidn
microscépica, modelos hidrodindmicos que aproximan el comportamiento colectivo,
ete. [119,120].

En este modelo, estudiaremos el comportamiento de los automdéviles que pasan
por una secuencias de seméforos. Aquellos que han quedado atrapados en un em-
botellamiento de trinsito debido a los semaforos, deberian entender la relevancia de
estudiar la dindmica de los patrones de trafico bajo esas condiciones, y que la posibili-

dad de controlar esos patrones puede ofrecer una solucién a ese problema tan comiin.

ol



92

En este capitulo, nos concentraremos en el comportamiento de un inico automdévil
que pasa por una secuencia de semdforos, y veremos que para ciertas condiciones
surge un comportamiento impredecible. El entendimiento de esta situacién puede
ayudarnos, como componente esencial, a aproximarnos al problema més complejo de
automoviles interactuando entre si y con los seméaforos de una ciudad.

Teniendo en cuenta lo que se comentd en los capitulos previos sobre las carac-
teristicas de los sistemas complejos, es una hipdtesis razonable el adscribir a los
sistemas de trafico a la clase de los sistemas complejos. Como se comentd, tales siste-
mas poseen caracteristicas interesantes y no triviales tales como la aparicién de caos,
fenémenos emergentes y autoorganizacién. Ademds, sabemos que una caracteristica
basica en este contexto es la sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que implica la
necesidad de conocer con tanto detalle como resulte razonable ¢l comportamiento de
los componentes mds simples del sistema complejo de interéé, ya que en esto puede
estar Ia diferencia entre un embotellamiento y flujo éptimo. De ahi que decidamos

comenzar estudiando el comportamiento de un #nico vehiculo al pasar por una se-

cuencia de seméforos de manera analoga, pero idealizada, a como ocurre en las calles

de las ciudades. Veremos que la interaccién entre dos de los agentes més bédsicos de
un sistema de trafico, como lo son un vehiculo y una secuencia de seméforos, ya

revela un comportamiento no trivial.

3.1. El modelo microscépico

El objetivo de esta aproximacion es seguir los detalles de un vehiculo moviéndose
a través de una secuencia de semaforos en una dimensién. La separacién entre el n-

ésimo y el (n+ 1)-ésimo seméforo es L,. La n-ésima luz es verde si sen(wyt + ¢,) > 0

y roja en caso contrario, donde w, es la frecuencia del semdforo, y ¢, es un des-
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fase temporal. Es digno de mencién que estos dos pardmetros serdn importantes si
tratamos de controlar el flujo vehicular.

_ Un automévil en esta secuencia de semdforos puede tener (a) una aceleracién
a.. hasta que su velocidad alcanza la velocidad de crucero vmax, (b) una velocidad
constante vps con aceleracién nula, o (¢) una aceleracién negativa —a_ hasta que

se detiene, entonces

dv oy B{vmex —v),  acelera, :

dt { —a.. 6(v) , frena,
donde 6(z) es la funcién de Heaviside. Este cuadro simple se hace menos trivial al
introducir las decisiones inducidas por el seméaforo.

En la medida que el mévil se aproxima al semaforo n-ésimo con velocidad v, el
conductor debe tomar una decisién, frenar o continuar, a la distancia v?/2a_ del
seméforo (el ultimo punto de frenado posible debido a la ca,pa,cida;.d del vehiculo)
dependiendo del signo de sen(w,t + ¢,). Note que si (v2,,/2a.) + (v24./20-) < Ly,
entonces v = Unay v el mévil alcanza la velocidad de crucero antes de llegar al punto
de decisién. También en general tiene sentido que (27 /wn) > (Umax/a-), (Vmax/ay)
de modo que el seméforo no cambie de luz demasiado rapido, en caso contrario
serd imposible seguir la sefializacidon debido a la capacidad de frenado limitada. Por
supuesto, al frenar dos cosas pueden ocurrir, el mévil puede frenar completamente
y esperar hasta que la luz cambie otra vez, o puede empezar a acelerar al cambiar
la luz antes de detenerse completamente (un tercer evento, que puede darse ain con
una eleccién razonable para la frecuencia del seméaforo, debido al desfase, es que el
mévil simplemente siga avanzando sin respefar la sefalizacién, es decir, pasa con luz
roja, porque se le pide algo imposible dentro sus caracteristicas, no logra detenerse

en la posicién del seméforo). Aqui empezamos a observar la naturaleza discontinua,
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del modélo.

El automdévil entra en la secuencia de seméaforos con velociélad 2p, en el tiempo #p.
El conjunto de reglas descritas arriba determina un mapa bidimensional M(t,,v,)
que evoluciona el estado (t,,,) en el n-ésimo seméforo al estado (tn41,n41) €n el
(n + 1)-ésimo seméforo. La dindmica entre seméaforos esté descrita en el apéndice.

Es conveniente construir un mapa exacto de los cruces sucesivos en los semaforos,
esto es, una reconstruccién de las ecuaciones mostradas en el apéndice para el evento
especifico de pasar por un semaforo, las expresiones adimensionales del lado dere-
cho se definen un poco mds abajo. Sea L la distancia entre seméaforos consecutivos.
Después de cruzar el semdforo n-ésimo, el mdvil alcanza la velocidad méaxima, v g,

€N

2 —uZ _ 1 2
T, = —mﬂr—2a+ = Y = w7 (1—u2),
Vméx—n - 1
te = tﬂ. + " — T, = Tn + E(l — Un) .
Ve = Umix - u =1 ,

y continila moviéndose a velocidad constante hasta el punto de decisién

o2

_ 1
Tg = Ln— 38 — yg = 1—g—,
— Tg—Ee — .
g = tc'i'm = T3 = T+ ¥Ua—¥),
Vg = Umiéx — ug = 1.

en este punto tenemos dos elecciones dependiendo del signo de sen(w,tq -+ ¢n).

Si sen{wnta+ ¢n) = sen(Qra+ @) > 0, el mévil alcanza el (n+ 1)-ésimo seméforo

.

en el estado

Tnt1 = Ln =+ Ynp1 = 1 y

Lo
. = fat St = e =T+ l-wa,
Ontl & Umix — Upqyp =1.

L



39

Si sen{wpts + ¢n) = sen(Qrg + ¢,) < 0, el mévil debe empezar a detenerse con
a._, y le tomar4 un tiempo extra At = vmax/a—, 0 A7 = 1/A_ alcanzar (n -+ 1)-ésimo
y detenerse. Este tiempo debe ser comparado con el tiempo que le tome al seméafo-
ro cambiar de luz a verde £, (el subindice g se refiere a green), punto en el cual el
mévil puede acelerar otra vez. Definiendo la fase €5 = wpiq + ¢p = Q74 + ¢p, pPode-

mos calcular

6t e (1 [8] 1)

T

donde Int[z] es la parte entera de z. Por lo tanto, si tg + At <i,, 0 74+ AT < 7, el

mévil cruzard el (n + 1)-ésimo seméforo con

Tptl = Ln. = Ynpy1 = 1 y
1 = ‘tg = Tpyl =Ty,
Upny1 = 0 = Upyl =

En caso contrario, tz + At > t4, 0 74 + AT > 7, el mévil comienza a acelerar en el

estado

Ty =g+ ‘Ud(tg — td) - a._(tg - td)2/2

=Yg =Yd T “d('rg - Td) - A—(Ty - Td)2/2 3
lg=1; 2 Tg=Tg,
Uy =vg— au(ty —ta) =g =ua— A_(1,—74) ,

y otra vez tenemos dos casos antes de que llegue a la distancia L. Necesitamos

determinar si el mévil alcanza vy antes que cambie la luz. Para ello .calculamos
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la distancia a la cual el mévil alcanza vmax, esto €S Ty = Ty + (visx — v2)/2a4, 0

Ym = Yg + (1 — u2)/2A,. Entonces, si £m > L, el mévil alcanza el seméforo con

Tntl1 = Ln S YUnt+1 = 1:

Ups1 — U 1
tay1 =1ty + L T+l = Tg + 5 (Unt1 — Ug)y
a.. A_].
Unil = \/’03 + 20 (Ln — Tg) = Unpl = \/‘U'g + 244 (1—1,),
de otro modo, alcanza vy, en
Tin = Ty, —* Um = Um
Umix — Vg 1
b = g + = Tm =T+ (1 —ug},
a+ A+
y el semaforo en
T4l = Ly, = Ynt1 = 1,
L,—=z
tn_!_lztm—[—.__r."_‘_ﬂ _>Tn+1=7-m+(l_'ym);
max
VUn+1 = Umax = Upt1 = 1.

En la Fig. 3.1 se muestra el tipo de trayectorias que se dan entre dos seméforos,

aqui se ve la cinemdtica tipica asociada a este modelo.
Es interesante mencionar que este modelo simplificado todavia podria ser relevan-

te en el caso de muchos antomdviles yendo a través de una secuencia de seméforos,
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1
VmGX
V
12
0
0 X L

Figura 3.1: Las situaciones posibles en el punto de decisién, esto es, (1) continuar,
(2) frenar hasta para en z = L antes de que la luz cambie a verde otra vez, y (3)
frenar y reacelerar cuando la luz cambia a verde antes de detenerse completamente.

pero descrito por parametros efectivos dependientés de la densidad efectiva de los
méviles interactuantes. Por ejemplo, tal vez haya observado mientras conduce por
la ciudad que la aceleracién efectiva promedio parece depender del nimero de au-
toméviles esperando en el semaforo. Del mismo modo, la velocidad crucero promedio
también parece depender de la densidad de méviles yendo a través de una secuencia
de semaforos.

En la Fig. 3.2 se muestran algunos resultados calculados con las ecuaciones que
se encuentran en el apéndice. La forma en que el mévil cruza el seméforo depende de
la. frecuencia del semaforo, de su fase, del largo de la calle, del tiempo de espera en
un determinado seméforo, etc. Todas estas posibilidades son introducidas por la de-
sicién inducida por el semdforo. Con la introduccién de més vehiculos la cantidad de
desiciones y por tanto la complejidad de la cinemética aumentara considerablemente
debido a la interaccion.

Ahora estudiaremos con méas detalle el modelo recien propuesto. En esencia su-
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Figura 3.2: Estas son algunas situaciones que se pueden dar dependiendo de, entre
otras cosas, la frecuencia: (a) w = 1.53, el mévil es frenado completamente. (b)
Con w = 1.52, el mévil no altera su trayectoria porque la seiial del seméaforo llega
cuando ya no puede responder. (c) Para w = 1.2, el mévil cruza con una velocidad
IMENOr quUe Vs después de frenar. (d) Siw = 1.211, después de frenar, logra alcanzar
nuevamente vpmax al cruzar el semdforo. La linea gruesa representa la velocidad del
mévil, la linea més delgada corresponde a la sefial del seméforo.

pondremos una ciudad con cuadras regulares. Esperamos que al iterar este mapa apa-
rezca informacién interesante sobre el comportamiento del flujo vehicular en una ciu-
dad, aun en este modelo simple. El menor tiempo de viaje ocurre cuando la velocidad
del mévil sincroniza con la frecuencia del seméforo, es decir, sen(nwy Ln /Vindx + ¢a) >
0 para todo n. Esto se puede conseguir para una vnms, especifica, pero no puede ser
garantizado para un intervalo de velocidades de crucero.

La velocidad méxima es un pardmetro muy relevante en situaciones que se dan

en ciudades reales ya que diferentes conductores preferirdn diferentes valores de vmax,
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y por tanto las estrategias de control de tréfico que se implementen a través de wy, y
¢, serdn muy sensibles a esta distribucién de velocidades. En la Fig. 3.3 se muestra
como ocurre una bifurcacién en la velocidad al cruzar los seméforos cuando variamos
Umax. Ademas, si suponemos que los pardmetros que definen el trafico son, a primer
orden, funciones de la densidad o del mimero de antomdviles, entonces cualquier
estrategia de control debe tomar esto en consideracién, especialmente durante los

embotellamientos.

0.8
0.6
=]
» 0.4
0.2

0.79 0.805 0.82

Vmax

Figura 3.3: Este diagrama de bifurcacidn ilustra el tipo de comportamiento que se
da al variar la velocidad méxima.

Por ahora, nos concentraremos en estudiar la dindmica para un valor dado de
Umax. Note que podriamos considerar valores diferentes para L, = L + AL, y
Wy = W+ Aw, como desfases temporales inducidos descritos por A¢, = WAL, /vma
v A¢y, = Aw, L /vy4 respectivamente. Esta es la razén ﬁor la que nos podemos con-
centrar en la situacién L, = L y w, = w, sin perdida de generalidad. En este caso es

conveniente definir el tiempo de crucero como T, = L /¥4, y normalizar 4 = v/,

T = 2nt/T,, y y = z/L. Las ecuaciones de evolucién se reducen a (todas las ecua-
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ciones normalizadas que conforman el mapa estén escritas mds arriba)
du { AL0(1—u), acelera,
dr | —A_6(u), frena.

con Ay =a Ljvis, A =a L., vQ=wl/2%.

1.2 decisién de detenerse o continuar se toma antes del seméforo a la distancia

1

Ay=2A_’

dependiendo del signo de sen(Q27+¢,,). Las restricciones sobre la frecuencia se reducen
a (2n /) > (1/AL), (1/A-). Ahora nos proponemos estudiar el flujo de trafico como
funcién de Ay, A_, y 8. Y definimos la razén de aceleracién por a = A;/A_.
Inicialmente tomaremos la fase ¢, = 0. ‘

En la medida que el mévil, con una razén de aceleracién razonable de a = 1/3
y A, =10 {lo que corresponde a T, = L/vms > T4 = vmex/a4), itera a través de la
secuencia de seméforos, podemos observar que aparece un comportamiento complejo
para ciertos intervalos de . El caso para Q = 0.955 se muestra en Fig. 3.4a y
Fig. 3.4b para la velocidad u, en el n-ésimo seméforo y para el tiempo viajado
AT, = (Tpy1 — T») entre el n-ésimo y el (n + 1)-ésimo semdforo respectivamente.
Claramente se observa una érbita de periodo dos en la cual el automévil es frenado
semaforo pér medio, afectando el flujo de trafico efectivo.

Aunque para este caso todas las condiciones iniciales en el plano u-r alcanzan esta
6rbita de perfodo dos asintéticamente, un intervalo de condiciones iniciales alcanza
esta drbita en un solo paso debido a la naturaleza discontinua del mapa.

También se pueden dar otras situaciones menos simples como las que se muestran

en las Figs. 3.5, donde se ve el desarrolio de érbitas de periodo 7 y 8, asint6ticamente

estables, de hecho deben existir 6rbitas estables de todos los perfodos [121].




61

vmax
Vﬂ
0
0 n 99
1.1
At /T,
0.95

0 n Q9

Figura 3.4: El mapa iterado para (a) la velocidad u, en el n-ésimo seméforo y (b)
el tiempo de viaje normalizado At /Te = (tn41 — ta)/Te entre dos seméaforos, para
Q= 0955, a=1/3y A, = 10.

Ahora tomamos una situacién similar pero para ) = 0.97 y observamos la si-

tuacién més compleja de las Fig. 3.6a y Fig. 3.6b para u, y A7, respectivamente.
Nétese que en este caso, aun cuando existe una situacién no trivial en la velocidad
de trdfico, el tiempo de viaje promedio se reduce en comparacién con la situacién
representada en la Fig. 3.4b. Ksto significa que este tipo de comportamiento, lejos de

ser algo que debieramos evitar, podria resultar en una manera de optimizar alguna

variable de interés.
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Figura 3.5: El mapa iterado para la velocidad u, (a) para {2 = 0.9737, que corres-
ponde a un perfodo siete y (b) una érbita de perfodo ocho para Q = 0.97221, en
ambos casos ¢ = 1/3 y Ay = 10.

3.2. Comportamiento asintético

Como se deduce de las figuras consideradas previamente, los viajes muy largos
por una cindad tienden a un comportamiento estable en muchos casos. El entender

este comportamineto también puede ser 1til si aproximamos toda la historia del

mévil por este modelo. Por lo tanto, vemos que es importante entender que ocurre
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Figura 3.6: El mapa iterado para (a) la velocidad un, y (b) el tiempo de viaje A7,
entre seméforos, para Q= 0.97,a=1/3y A, =10.

asint6ticamente en el tiempo. Una forma de hacerlo es por medio de construir el
diagrama de bifurcacién, en el que se han removido los transientes. El diagrama
de bifurcacién (ver capitulo 2) en el que variamos {2} se muesira en la Fig. 3.7a y
Flg 3.7b para la velocidad y tiempo viajado entre seméforos. Existe un intervalo
particular de frecuencias donde la velocidad iterada del mévil varfa de una manera
muy complicada. Claramente, el tiempo de viaje promedio en la Fig. 3.4b tiene un
valor mas grande que el mostrado en la Fig. 3.6b. De hecho, es digno de notar que el

tiempo de viaje promedio en la regién cadtica coincide con la interpolacién entre las
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regiones no caéticas a la derecha e izquierda. Pero, debido a que en la regién cadtica
tenemos una dindmica mucho mas rica, podria obtenerse un menor tiempo de viaje

por medio de una estrategia de control de caos [i.e, Fouladi y Valdivia, 1997 [122]].
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(e}
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Figura 3.7: El diagrama de bifurcacién para (a) la velocidad, y (b) el tiempo de viaje
(7,) entre semdforos como funcién de £2. Los ofros pardmetros se toman como antes
a=1/3 y A, = 10. El transiente ha sido removido. Las cuatro lineas verticales en
la parte inferior de (a} marcan los valores de 2 usados para construir la Fig. 3.15.

El diagrama de bifurcacién de la Fig. 3.7 sugiere una bifurcacién de duplicacién
de perfodo como ruta al cacs en la medida que reducimos £2. Al colisionar el atractor

cadtico con uno de los umbrales de velocidad, se produce una bifurcacion de dupli-

cacién de perfodo inverso. Si hacemos una ampliacién en uno de los intervalos de
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frecuencia en los que se observa comportamiento cadtico, como se muestra en la Fig.
3.14a, encontramos una intrincada estructura de comportamientos estacionarios y
cadticos, tal y como se espera de un régimen caético después de una bifurcacién de
duplicacién de perfodo inverso (ver capitulo 2).

Otra forma de entender el comportamiento asintético es observando como con-
vergen al atractor las trayectorias de los moéviles segtin la condicidén inicial como
muestra la Fig. 3.8. En esta figura, el tono de gris indica el mimero de iteraciones
que le toma al mévil alcanzar el estado estacionario. Para construir estas figuras,
tomamos una distrubucién regular de puntos en el plano {-v y las evolucionamos con
el mapa descrito previamente hasta que todos los comportamientos transientes han
desaparecido, esto se hizo observando el nimero de iferaciones para las que se llega
suficientemente cerca del valor asintético. Como puede verse, para cada frecuencia y
cada periodo, la distribucién correspondiente de condiciones iniciales cambia mucho,
sin embargo, algo que todos los casos presentados tienen en comin es que, en general,
se necesitan muchas més iteraciones cvando Az, ~0 (mod 2r/w). Lo que muestra
que los méviles que estdn sélo un poco desincronizados con el seméaforo y con una
fase ¢ = 0, casi en fase con la luz roja, de modo que en su curso al estado asintético
son atrapados muchas més veces por la iz roja, son los que mas tardan en alcanzar
el estado asintdético.

Un punto que no podemos dejar pasar es la semejanza que existe entre nuestro
mapa para describir el trafico y los mapas con umbral como se muestra en la Fig.
3.9. La forma de construir este clase de mapas es muy sencilla. En el caso de la
figura, tomamos el mapa logistico y sustituimos parte de la curva que lo representa
por un valor constante que uno elige (aqui simplemente le cortamos la cima). Es-

te procedimiento cambia en forma dramética el comportamiento general del mapa.
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Lo interesante de este tipo de mapas es que la fuerte resticcion impuesta estabiliza
rapidamente todo el comportamiento cadtico. Al colisionar la trayectoria cadtica con
alglin umbral se transforma en una 6rbita perfodica, cuyo perfodo dependers esen-
cialmente de lo restrictivo que sea el umbral. Del mismo modo, en nuestro caso, los
umbrales de velocidad reducen fuertemente el nimero de trayectorias cadticas posi-
bles, dando origen a trayectorias estables de bajo perfodo, lo que en‘los términos de

los mapas con umbral, significa. que la restriccién impuesta es més bien fuerte.

v v
1= 1
0.8 @ 0.8
S 0.6% - , 06
0.4 § 0.4
0.2 3 0.2}
0.2 0.40.60. UD.20.40.60.5 1

Figura 3.8: Distribucién de condiciones iniciales en el plano ¢-v segin el niimero de
iteraciones requeridas para alcanzar el atractor. (a) 2 = 0.99, érbita de perfodo 1.
(b) Q = 0.965, periodo 2. (c) Q@ = 0.974, perfodo 7. (d) Q = 0.972, perfodo 8. El
tiempo ha sido reescalado en el grdfico para que esté en unidades de 27 /w.

3.3. Comportamiento transiente

Si bien es cierto el comportamiento asintdtico revela algunas de las propiedades

fundamentales del sistema, el comportamiento transiente en este caso es especialmen-
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Figura 3.9: Mapa logistico restringido o con umbral, (a) una érbita de perfodo 4
estabilizada por el umbral, (b) el diagrama de bifurcacién, todas las drbitas que
aparecen después de que el atractor colisiona con el umbral, son estables.
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te interesante debido a su significado: los viajes en una ciudad avecesabarcan unas
pocas decenas de seméforos, lo que en el presente contexto aplica a los transientes.
En la Fig. 3.10 se observan los transientes para dos condiciones iniciles distintas.
Esto corresponde a dos automéviles ubicados en un mismo seméforo, uno de ellos
parte y el otro espera un momento y lo sigue (no estdn en la misma pista, no hay
interaccién). Como se observa la estructura transiente no resulta simple y es bastan-
te sensible a las condiciones iniciales. El estudio especifico de este compoftamiento
serd indispensable cuando se introduzcan interacciones entre vehiculos, ya que en
este caso, y desde un punto de vista microscépico, al sistema se le hard mas dificil
alcanzar un equilibrio como el caracterizado por érbitas de algin periodo definido.

Fl conjunto de Figs. 3.11 corresponde al comportamiento transiente segin la
condicién inicial para la frecuencia 2 = 0.965. Como se puede apreciar, el compor-
tamiento en los cuatro primeros seméforos muestra que para la gran mayoria de las
condiciones iniciales, el mévil cruzard con velocidad maxima. La secuencia de Figs.
3.11 muestra ademds cémo se va formando el estado asintético para §2 = 0.965 que
corresponde a un periodo 2.

La importancia de este tipo de consideraciones estdn en el hecho de que mediante
ellas podemos encontrar las condiciones para las cuales el mévil pasa con velocidad
méxima la mayor parte de las veces. Esto mas allé de la importancia obvia en el
ahorro de tiempo, también tiene que ver con el ahorro de combutible. En general, la
cantidad de combustible empleado dependera no sélo de las caracteristicas particula-
res del vehiculo considerado sino ademds de los hébitos de manejo del conductor. Sin
embargo, en general también es cierfo que cuanto menos tie-mpo se este acelerando
tanto para aumentar la velocidad como para disminuirla, tanto menos combustible

se empleard, de modo que lo que conviene es estar sincronizado con la frecuencia del
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Figura 3.10: El diagrama de bifurcacién para la velocidad con diferentes condicio-
nes iniciales (a) o = 0,70 = 0 y (b) to = 0.153, vo = 0. Note que solo cambia
significativamente la parte transiente :

seméaforo y en fase con la luz verde, es decir, conseguir {1 = 1. Pero se puede hacer un

poco més, lo que necesitamos es que en el tiempo de recorrido entre dos seméaforos

haya un mimero entero de periodos de los mismos y que en un semiperiodo no se
recorra una distancia menor que z; ni mayor que L/2, esto nos lleva a las relaciones
n = LQ/vmsx donde n=1,2,3,... ¥ a_[VUngc > Q > vnex/L, esto define un conjunto
de frecuencias posibles si la condicién inicial estd en intervalo (0,vmax). Estas ob-
servaciones podrian ser ttiles a la hora de desarrollar una estrategia de conduccién

cuyo objetivo sea ahorrar combustible, pero tengamos presente que las interacciones
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entre muchos vehiculos bien pueden cambiar este cuadro en forma drastica.
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Figura 3.11: Comportamiento transiente para {2 = 0.965 segiin la condicién inicial.
Los colores mas claros indican velocidades maés altas al cruzar el seméaforo. De de-
recha a izquierda, las figuras (a) a la (d), muestran la distribucién de velocidades
e intervalos tiempo desde el primer hasta el cuarto semsforo. Las figuras () y (f)
corresponden a los seméforos 19 y 20 respectivamente. El tiempo ha sido reescalado
en el grdfico para que esté en unidades de 2m/w.

A{in en nuestro simple modelo, el resultado en cuanto al ahorro de combustible
puede ser muy poco obvio. De hecho, depede fuertemente de la condicién inicial in-
cluso para una 6rbita estable. Volvamos a considerar el caso 2 = 0.965 y calculemos

el trabajo realizado: AT = FAz & aAz = vp(vpy1 — vx), aqui el indice &k no corres-
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ponde al k-ésimo seméforo sino a la posicién k-ésima del particionado regular de la
distancia entre dos seméforos. El hacerlo de esta forma tiene sentido porque se consu-
me energia al acelerar con a.,. y también al frenar con a_. pues es usual hacerlo con el
motor “enganchado”, en cualquier caso estamos buscando una estimacién gruesa, en-
trar en detalles a este nivel no tiene sentido. La relacion AT = vy (vpy1 —vg) es vélida
si expresamos la velocidad como funcidn de la distancia recorrida, como aparece en el
apéndice. Con esta aproximacién podemos construir las Figs. 3.12 donde se muestra
el trabajo relativo realizado por el mévil dependiendo de la condicién inicial. Las
Figs. 3.12a-d corresponden a los seméforos primero al cuarto, en las zonas oscuras se
encuantran las condiciones iniciales que minimizan el trabajo realizado por el mévil.
Note que son més bien amplias ¢ implican comenzar con algo de desfase con respecto
a la sefial del seméfo. Las 1iltimas dos figuras corresponden a los seméforos décimo y
vigésimo, es decir, muestran la tendencia para viajes relativamente largos. De ellas
se ve que la tendencia continda, pero la regién elegible como condicién inicial para

minimizar el consumo de combustible se va haciendo cada vez mas estrecha.

3.4. Comportamiento caético

Estimar la relevancia de este comportamiento cadtico y su sensibilidad a per-
turbaciones y ruidos, puede ser de importancia en estrategias de control. En este
sentido se puede estimar una amplitud del exponente de Lyapunov [123] para am-
plitudes finitas. Tomemos una trayectoria en el atractor que comience desde (o, To)
y una trayectoria perturbada inicialmente que comience en (1;0, 7o + 6o), por ejemplo
con 8y = 1077, El error es iterado n veces produciendo 6. Se debe tener cuidado

para incluir solamente la regién de escalamiento donde
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Figura 3.12: Distribucién de condiciones iniciales segiin el trabajo relativo realizado
para § = 0.965. Las figuras a-d corresponden a los seméforos primero al cuarto,
mientras que las dos dltimas corresponden a los seméforos décimo y vigésimo. Las
zonas més claras estdn asociadas a las condiciones iniciales para las que se realiza
més trabajo relativo. El tiempo ha sido normalizado como en los casos anteriores.

6-,-,, ~ 506'\" .

Dada un condicién inicial sobre el atractor se puede estimar un exponente por medio
de un procedimiento de ajuste en la regién de escalamiento. Es digno de mencién
que esta forma de calcular el exponente de Liyapunov noes la estandar, fue necesario

introducirla debido la fuerte restriccién impuesta por los umbrales de velocidad.
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Por supuesto, la naturaleza discontinua del mapa complica este cdlculo, donde por
ejemplo, ambas trayectorias pueden alcanzar el mismo estado en un paso, dando como
resultado A = —o0. Este tipo de complicaciones junto con la regién de escalamiento
se muestran el la Fig. 3.13, el cdlculo se hace sobre el intervalo en que el error
crece exponencialmente, luego sigue la saturacién donde ya no es posible extraer

informacién 1til para determinar el exponente. A pesar de esto, todavia se puede

ol . el Marte b
4qumfn m

=10F

Log(8/8g)

=20t

0 20 40 60 80 100 120 140
o !

Figura 3.13: Regién de escalamiento. Aquf se puede ver como dos condiciones iniciales
separadas por € = 1077 divergen exponencialmante para £ = 0.972, como funcién de
la iteracién. Observe las abruptas caidas en el error, esto es inducido por los umbrales
de velocidad.

obtener un exponente de Liyapunov por medio de promediar sobre muchas condiciones
iniciales en el atractor, como se-muestra en la Fig. 3.14b.

Otra manera de entender la dindmica del sistema es graficando la evolucién en
el espacio de fase, para un valor dado de {2, como se muestra en la Fig. 3.15 para
cuatro valores de §2. Es interesante notar que la dimensién del atractor es cercana a
1 en la situacién caética. Aqui la contraccién del volumen viene de la dindmica en si

misma, v el hecho de que el intervalo de condiciones iniciales vaya al mismo punto
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Figura 3.14: El diagrama de bifurcaci6n, (a) ampliacién para Fig.4b, y (b) el expo-
nente de Lyapunov asociado (la frecuencia no fue normalizada por 27).

en una iteracién muestra su naturaleza discontinua.

El diagrama. de bifurcacién puede ser continuado para valores mas grandes de (2
en cuyo caso aparecen ventanas de comportamiento cadtico similares a la mostrada
en la Fig. 3.7. En la Fig. 3.16a vemos la préxima ventana para un intervalo de
frecuencia mas grande. Este caso corresponde a cambios crecientemente mas répidos

en la sefial del seméforo, y podrfa no ser tan relevante en situaciones de trafico reales

como la descrita en la Fig. 3.7.
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Figura 3.15: La evolucién en el espacio de fase, €l plano u-7, para las cuatro frecuen-
cias marcadas en la Fig. 3.7a como lineas verticales bajo u = 0.

Otro pardmetro es a = a4/¢_. En el limite a — 0, con a_ — oo y a;. constante
y finito, el conductor toma la decisién exactamente en el seméforo, y se detiene
completamente si la luz es roja. Esperamos que en este caso la naturaleza de la
dindmica cambie y cualquier separacién de las trayectorias en el espacio de fase,
i.e. u~r, pueda ser entendida en términos de la situacién en la cual la velocidad de
crucero queda sincronizada con los seméforos. La Fig. 3.16b muestra el diagrama de
bifurcacién para la velocidad del mévil cuando e = 1/30. Las curvas que parecen
ser lineas verticales corresponden a automéviles no sincronizados con los seméforos.
Estas lineas verticales deberfan desaparecer en la medida que a es reducida de modo
que obtenemos solo dos situaciones, esto es, el mévil pasa por la entera secuencia de
seméforos con velocidad vy4x 0 se detiene.

Ahora trataremos el problema de sensibilidad al ruido. Impondremos sobre el
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Figura 3.16: (a) Diagrama de bifurcacién para la velocidad similar a la Fig. 3.7a,
pero en un intervalo de frecuencia diferente. (b) Diagrama de bifurcacién para la
velocidad con a = 1/30.

modelo ya descrito una fase aleatoria ¢, tomada de una distribucién uniforme en
[0,0.01] y estudiaremos la situacién equivalente a la representada en la Fig. 3.7. En
la Fig. 8.17, todavfa se puede observar la estructura de bifurcacién de la Fig. 3.7 para
vn ¥ AT, pero por supuesto, esta estructura se pierde en la medida que la amplitud
de la perturbacién aumenta. Este tipo de consideraciones son necesarias ya que, por

ejemplo, el largo de las calles no es constante en una ciudad real, asi como otros
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aleatoria entre 0 y 0.001 (la frecuancia no esé normalizada por 27).

3.5. Amnalisis adicional

pardmetros y su relevancia puede ser simulada por la introducci én de ruido.
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Figura 3.17: (a) Diagrama de bifurcacién perturbado por una fase aleatoria ¢y, para
el caso mostrado en la Fig. 3.7. El rnido se toma de una distribucién uniforme

Supongamos que disefiamos un sistema de trifico; esto es wn ¥ ¢, de modo que
permita un flujo continuo de trifico para cierta velocidad de crucero vps. Podemos
gimular la situacién en la cual la velocidad de crucero no es precisamente aquella

para la cual la secuencia se seméforos fue disefiada. Esto deberfa ser similar a la
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¢

situacién en la que solamente variamos £2, y estudiamos el diagrama de bifurcacién
como se muestra en la Fig. 3.7a y Fig. 3.7b para la velocidad y el intervalo de tiempo
entre dos semaforos.

Un punto importante a clarificar es el tamafio relativo de la regidén cadtica, el
que depende de los valores especificos de Ay, A_ y L (Umax puede ser re-escalado).
Regiones cadéticas mucho mayores que las ilustradas aqui puéeden ser obtenidas por
medio de ajustar los pardmetros de una manera consistente. Por ejemplo, si usamos
A, =5, A_ =30y T, = 10, las regiones cadticas son significativamente mayores que
las mostradas en el andlisis, y podrian aplicar en una situacién de trifico distinta.
Aunque los pardmetros usados en este trabajo fueron escogidos para ilustrar este
novel ingrediente en la dindmica del tréfico sin tener una ciudad especifica en mente,
otros conjuntos de pardmetros pueden representar una amplia gama de condiciones
de trifico (tamafio de las calles, separacién entre semaforos, tipos de automdviles,
tipos de conductores, etc.) Note que & (ver seccién 3.1) es otra variable importante
a la hora de determinar la complejidad en el comportamiento que define la regién
cadtica.

Ademés, si quisiéramos extrapolar este modelo a la situacién con més de un
mévil, entonces Ay, A_ y L pueden ser obtenidos en un sentido estadistico desde la
distribucién de pardmetros que define el flujo de trifico, la distancia entre seméforos,
los tipos de automéviles, situaciones especificas de las carreteras, actitudes de los
conductores, etc. Y en este caso es de esperar que los valores de dichos pardmetros
sean muy heterogéneos. Entonces podriamos observar, por ejemplo, que un aufomadvil
moviéndose en un embotellamiento, acelera y frena todo el tiempo, contribuyendo
de este modo a definir los parémetros efectivos A y A_. Esta es una idea que puede

ser de relevancia al disefiar el flujo de tréfico durante los embotellamientos.
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Es digno de recordar que el presente andlisis ha enfatizado el efecto de viajes
largos a través de la ciudad, mientras que los viajes cortos (unas decenas de semdfo-
ros) serdn afectados p01‘" los transientes en este modelo. Por ello, este analisis apunta
a las dificultades que pueden surgir cuando se trata de controlar el flujo de trafico
en las ciudades. Con sélo un automévil, ya tenemos una situacién complicada, y
en la medida que agreguemos mas y mas mdviles, solo se puede esperar que surjan
situaciones mas complejas ¢ interesantes. Es entonces cuando esperamos qué la com-
plejidad verdadera del sistema se revele, con la aparicién de fenémenos energentes y
auto-organizacién. Controlar tales sistemas usualmente requerird une estrategia de
control que envuelva un gran mimero de agentes interactuantes.

Las situaciones realistas no serén tan simples como el modelo aqui presentado,
por ejemplo, tendremos calles cuya longitud Ly, variaré aleatoriamente (o (2., 0 ¢,
etc.), una distribucién de ay y a_, efc. Algunas de estas variaciones pueden ser
observadas en una distribucién de ¢. En este sentido es digno de mencién que si
cambiamos ¢, aleatoriamente, el comportamiento cadtico puede ser destruido como
se esperaria para perturbaciones de a;mplitud suficientemente 'grandes. Por otro lado, |
si escogemos la fase deterministica obvia ¢, = —wn Ln/Vmax (con todo otro pardmetro
mantenido constante), entonces el mévil puede pasar por la secuencia de seméforos
sin detenerse, y por lo tanto, tendriamos control éptimo. Sin embargo, esto no es
realista ya que en la prictica los automdéviles tendrén una distribucién de vmgy (una
idea de lo que ocurrird se da en la Fig. 3.3), y lo que funcione para un vehiculo,
claramente no funcionaré para otro. Si forzdramos otras funciones deterministicas,
es esperable que surjan ain mds situaciones interesantes.

Se da por entendido que el presente modelo es una fuerte simplificacion de las

sitnaciones de trafico reales, pero consideramos que mantiene algunos de los aspectos
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esenciales presentes en el trafico real. Este es tan solo un interesante punto de partida

desde el cual podremos construir e interpretar escenarios mas complejos.




Capitulo 4 |

Conclusiones y proyecciones

Trafico vehicular

No cabe duda de que un buen sistema de transporte en cualquier ciudad mo-
derna contribuye mucho al buen desenvolvimiento de la misma. En este sentido es
importante entender en tanto detalle como resulte razonable el comportamiento de
un vehiculo al viajar por las calles de una ciudad, problema que resulta distinto de
la dindmica que se da en carreteras, debido a que los tramos y periodos son bastante
mas heterogéneos al interior de las ciudades. Como se ha visto, con un simple modelo
se pueden sacar conclusiones importantes, la mas llamai';iva. en este caso es el hecho
de que para pardmetros consistentes con vehiculos y condiciones de trifico comunes
surge €l caos como una componente esencial de este tipo de sistemas. También es
. importante notar que de los diagramas de bifurcacién se desprende la existencia de
pardmetros para los cnales el mévil siempre cruza el semé.foro.‘ con velocidad distinta
de cero, ahora es necesario estudiar lo que ocurre con un conjunto de vehiculos. Por
supuesto, también existe el caso en que el mévil siempre es frenado. Estas dos si-
tuaciones no son en si mismas ventajosas o desventajosas, todo dependerd de lo que

se persiga con la estrategia de control que se implemente, ya que en un cruce, al ir
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aumentando la densidad del flujo, necesariamente un grupo de vehiculos tendré que
detenerse. Es claro que este es un modelo altamente idealizado, sin embargo parece
retener las caracteristicas bésicas del problema real, y de este modo existe la posi-
bilidad de explotar la riqueza de la dindmica durante el régimen caético. Es claro,
por otro lado, que la dindmica del sistema variara al introducir mas vehiculos, pero
debido a la analogfa que se puede establecer entre un seméforo y otto mévil con el
cual este interactuando el primero, en cuanto a ser objetos que regilan el flujo en
base a una interaccién a corta distancia, volvemos a tener un problema semejante
al original, por lo que también este nuevo problema deberia devenir en caos para
algin intervalo de pardmetros. El encontrar y comprender los factores implicados en
el régimen cadtico de un sistema de tréfico podria resultar decisivo al momento de
planificar una estrategia de control. Este hecho resulta obvio si tratamos de contro-
lar el caos por medio de perturbaciones pequeiias en el periodo de ciertos semdforos,
para asi conducir al sistema a estados que minimicen algin pardmetro de interés,
como el tiempo de viaje, el consumo de combustible, etc.

Otro aspecto que resultara interesante al seguir explorando este modelo, es la to-
pologfa de la carretera, ya que es razonable esperar que esto introduzca variables que
hagan aun més variada la dindmica de la simulacién. Lo aqui presentado constituye
un punto de partida razonable para construir un modelo de tréfico vehicular en una
ciudad en el que posteriormente se incluyan otros componentes como los peatones.
El flujo peatonal no es despreciable, de hecho tiene su propia dindmica, de modo
que cualquier solucién aceptable debe tener en cuenta la interaccién entre trafico
vehicular y peatonal. En ese contexto, toda la riqueza de este sistema complejo co-
menzars a ser ob-serva.da a plenitud, es decir, todos sus fenémenos implicitos, de los

cuales la auto-organizacion tal vez sea el més util.



Apéndice A

La cinemdtica entre dos semaforos
Sea L la distancia enfre el origen O y el semaforo s, r la distancia entre el origen
y el punto de desicién z, y z. ¢l punto para el cual se alcanza la velocidad méxima

Uméx- Primero calculamos z.,

2 2
_ VUnax — %
T = 2a+ ] (A'l)

donde vy es la velocidad inicial y a.. la aceleracién del mévil que es constante.

Consideremos ahora el intervalo (O, 7). Tomando como referencia el punto z., se

tiene para la velocidad,

n(z) = (4/v3+204% — Unax){(Zc — T) + VUmax (A.2)

h(z) = to+ 2TV TTTeqr oy (A.3)

-+ max

Calculemos z,: el mévil tiene una capacidad de frenado definida por a_. y debemos
determinar el punto de desicién de modo que pueda frenar completamente si se da
la condicién para ello. Si se alcanza la velocidad méxima en algin punto menor que
" L, @, = L — vna/(2a4), por otro lado, si la aceleracién es muy pequefia, tenemos

que z,, = (2a.,.L — v%)/(4a.). Con esto definimos z, por

7, = Méx[z,,, Zr,] (A.4)

83




84

Ahora podemos evaluar las otras variables asociadas a este punto: ¢, = #;(z,)
y v = n(z,). En el intervalo (z,,2,1) donde rl representa una segunda desicién,
debemos tener en cuenta. el tiempo para la cual al téner una velocidad v, alcanzamos
el reposo al hacerse necesario frenar: #; = %, + 2= y la distancia asociada z; =

Zr + v (& — £r) — 5(& — £-)?, con lo que resulta

v(z) = Vo —2a_(z — z,)0(z1 — z), . {A5)

v — Va(x)

to(z) = (t + —t)8(z; — z) + 4. (A.6)

Ahora podemos calcﬁlar Tr1. Una segunda desicion se produce cuando después
de tener luz roja para frenar, nuevamente se tiene luz verde. Debemos encontrar los
ceros de la funcién que representa la sefial del seméforo, en este caso sen(wt), estos
son wt, = nm, n € N, ya que z, corresponde a uno de estos ceros, el tiempo
asociado al siguiente cero es: t,; = w{Int[wi./7] + 1)/w, donde Int{z] es la funcién
parte entera. Si en z, se determiné frenar, el tiempo para el cual el mévil alcanza el

reposo es iy =1, + ff, con esto encontramos que T, €s,
a_
Zp1 = (T + Vet — 3) — 5 (b = t,)" —z)0(t; — tn1) + 1. (A7)

Luego, v,1 = va{2,1), al igual que antes existe un punto critico para el cual se
alcanza la velocidad méxima que ahora serd ey = Tr1 + (V24 — v ) /264 Entonces

en el intervalo (z,1, L), tenemos

v3(z) = (\/ 22 + 204.(T — 1) — Vnax)0(Zer — Z) + Vmsx (A.8)
v3(Z) — v L 5= zcl

trl +

t3(z) Oz — :ccl):; ‘ (A.9)

z

a. méx
Antes de terminar con la descripcién para el intervalo (O, L), es necesario tomar

la siguiente precaucién: en los ceros la funcén cambia de signo, de modo que tenemos
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que considerar la variacién local de la funcién en esos puntos, para ello definimos
la siguiente secuencia de control. Sea F' = sen(t,w + 7/2.0) — sen(t,w — 7/2.0) y
SF = sen(t,w), si F > 0y |SF| < e entonces At = ém/w (¢ y § son niimeros positivos
pequefios), en caso contrario At = 0. Con esto queda deﬁnidz;. la cinemdtica en todo

el intervalo,

A = sen{(t, + Af)w) | . (A10)

v(z) = 0(~0(A))(n(z)(O(z: —2) — 1)+

va(z)(0(z - 27) — 8(z — 2r1)) +v3(2)0(x — z,1)) +a(z) (A11)
tz) = 6(—0(A))(t:(2)(O(zr —z) — 1) +

to(z)(8(z — 7} — 8(z — 1)) + ta(2)0(z — 1)) + ta(z). (A.12)
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