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RESUMEN

Este trabajo se enmarca dentro de la llamada Fisica no Lineal, y se refiere al
estudio del comportamiento de mapas unidimensionales cuando son sometidos a
ciertos cambios respecto de la definicién usual de los mapas del intervalo.

Fn el capitulo I se hace una introduccion general respecto del marco conceptual
en el cual se desenvuelve la Fisica no Lineal y se describe el comportarmiento de los
mapas del intervalo (mapas disipativos unidimensionales), los que serdn el objeto
del estudio de la presente tesis.

En el capitulo II, se estudia el comportamiento de los atractores del mapa logis-
tico, cuando se introduce una modulacién externa de carbcter periédica y continua,
en dos modalidades diferentes: i) modulacidn sobre el pardmetro de bifurcaciones
del mapa, v i) modulacién aditiva sobre el mapa. En ambos casos ocurren notables
cambios con respecto al comportamiento del mapa no modulado, obteniéndose por
ejemplo, caos temprano, entrabamiento de frecuencias entre la frecuencia interna del
mapa logistico y la frecuencia de la modulacidn externa, exponentes de Lyapunov
negativos asociados a comportamientos dinamicos aparentemente impredecibles, etc.

En el capitulo III, se analizan los profundos cambios que ocurren en los atractores
del mapa logistico, cuando se introduce una discontinuidad finita en el inico maximo
del mapa. Aqui cabe destacar la aparicién de una nueva ruta al caos, muy diferente

de la ruta al caos via bifurcaciones del periodo.




Capitulo 1

Introduccion General

Por sistema dindmico se entiende a todo proceso en evolucién temporal, en el cual
el futuro depende del pasado de una manera determinista. Esta evolucién puede ser
descrita por un conjunto finito de ecuaciones, el cual puede tomar diversas formas:
ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas parciales, aplicaciones o
mapas sobre la recta o el plano, etc.

El origen de la teorfa de los sistemas dindmicos se confunde con la mecéanica
clésica, y en su elaboracién y desarrollo participé una gran variedad de cientificos a
lo largo de la historia[1,2,3,4]. Pero, sin lugar a dudas, los trabajos de H. Poincaré
a fines del siglo pasado, le dieron una base sélida a esta teoria.

Las ecuaciones mas simples de la fisica son de indole lineal; ellas son tipicamente
v4lidas para estimulos o perturbaciones pequeitos. Para perturbaciones mayores
surgen las contribuciones “no lineales”, caracterizadas porque el estado del sistema
modifica las leyes dindmicas de evolucidén. Dicho de otro modo, los procesos lineales
se caracterizan porque, dadas dos posibles “respuestas” del sistema ®; y @, ante
“estimulos” Sy y Sz (por ejemplo, &, y ®, ondas en cierto medio) entonces la
superposicién « ®; +3 @, es la respuesta fisica del sistema al estimulo a 51+ 85 .
Fn el caso “no lineal” aparece algin tipo de interaccién entre las respuestas @ y

®,, teniéndose una respuesta mas compleja, de modo que @ # a®;+ 59, . Este




tipo de interaccién da lugar, por ejemplo, a la vasta gama de fenémenos de la optica
no lineal.

En este siglo, uno de los hitos importantes en el desarrollo de la teoria no li-
neal, ocurre en 1963 cuando Lorentz[5], un cientifico del M.1.T., propone un modelo
para la fisica atmosférica, basado en las ecuaciones de Navier-Stokes. La solucién
de las ecuaciones diferenciales se obtuvo por medio de un computador analogo, ¥
ella (la solucién) contiene los ingredientes basicos que darfan origen a los conceptos
mas usuales de la fisica no lineal actual, tales como: bifurcaciones, caos, atractores
extrafios, etc. Posteriormente, en 1971, Ruelle y Takens[6], estudiando el problema
de la turbulencia, avalaron la existencia de comportamientos irregulares en sistemas
descritos por ecuaciones deterministas. Se inicia asi el estudio de lo que hoy en dia se
llama caos determinista, concepto que denota el movimiento irregular o caotico que
es generado por sistemas no lineales, cuyas leyes dindmicas determinan de manera
{nica la evolucién temporal del estado de un sistema, a partir del conocimiento de
las condiciones iniciales.

Los trabajos anteriores motivaron una febril actividad por tratar de entender el
comportamiento, un tanto “extrafio”, de las soluciones de las ecuaciones no lineales,
desarrollandose un ataque paralelo en varios frentes: en la fisica teorica y experi-
mental, en la matemdtica pura y aplicada, y en la ciencia de la computacién. Es
asi como en 1976 R. May{7] publica un importantie trabajo sobre la rica y variada
dindmica que se obtiene a partir de una ecuacion no lineal de tipo unidimensional,
la cual describe el nitmero de habitantes de una poblacién de insectos en funcién del
tiempo. Esta ecuacién se denomina “ecuacion logistica”y a pesar de su simplicidad,
ella muestra las caracteristicas tipicas de fenémenos no lineales mas complejos, como
la existencia de caos y el escenario previo a su aparicion.

A partir de los trabajos de M. Feigenbaum{8,9] en 1978 y 1979, se comprende
la existencia de caracteristicas universales en los fendmenos cadticos, mas alla de

Ja naturaleza especifica de los mismos. Estas caracteristicas han sido confirmadas
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experimentalmente a través de: Péndulo forzado[10]; Fluidos cerca del nacimiento

de la turbulenciaf11,12]; Juntura de Josephson[13], etc.

Mapas disipativos unidimensionales

Al modelar sistemas fisicos usualmente trabajamos con ecuactones diferenciales
(F = md por ejemplo). Una de las tareas fundamentales consiste en describir
el estado futuro del sistemna, es decir en t > 0, a partir de condiciones iniciales dadas
en el tiempo ¢ = 0. Otra forma de describir el comportamiento de un sistemna, fisico

es a través de mapas discretos tal como
Xap1 = f(Xa), (1.1)

donde f(X) es una funcién dada de X. En este caso, el sistema en el “tiempo
discretizado” n esté caracterizado por el ntimero Xn, el cual queda determinado por
el mapa discreto, a partir de condiciones iniciales dadas Xo. Il indice discreto n no
tiene necesariamente connotacién temporal, también puede representar, por ejemplo,
el sitio de una red cuasi-unidimensional{14]. Naturalmente es posible utilizar mapas
discretos de mayor dimensionalidad para modelar un determinado sistema fisico,

como mapas bidimensionales por ejemplo
Xn—!-—l = f(Xn1 Yn): Y;‘H"l = g(Xn) Yn) (1‘2)

La disipacién en los sistemas dindmicos juega el rol de estabilizador global con
respecto a las inestabilidades orbitales locales, y causa que el volumen que representa
los estados iniciales en el espacio de fases se coniraiga en el proceso de evolucion.
Esta contraccién hace que el volumen del espacio de fases se aproxime a un objeto
unidimensional en alguna de sus secciones, lo que implica que sistemas de mayor
dimensionalidad comparten las mismas propiedades universales de los mapas unidi-
mensionales.

En este trabajo estudiaremos mapas disipativos unidimensionales dada su senci-

llez respecto de sistemas de mayor dimensionalidad, y dado que ellos poseen una gran
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riqueza matematica intrinseca. Ademas, existe una gran variedad de sistemas fisicos
de mayor dimensionalidad que experimentalmente desarrollan bifurcaciones y tran-

siciones hacia el caos similares a la de estos sistemas unidimensionales(5,11,15,16].

Mapa de Poincaré

Existe una manera de pasar desde un sisterna dinamico de dimensionalidad D a un
sistema de dimensién (D-1), debida a Poincaré. Ella consiste basicamente en inter-
sectar, mediante un hiperplano P adecuado, la trayectoria del sistema dindmico en
el espacio de fases, generando de esta manera el llamado “mapa de Poincaré”. Cada
vez que la irayectoria atraviesa el hiperplano en el mismo sentido, la interseccién
define un punto, digamos ¢o. La préxima vez que lo intersecta define el punto ¢, y
asi sucesivamente, formando una secuencia de puntos qo,q1,9z2," - De este modo,
a partir de una condicién inicial dada sobre €l sistema se obtiene la seccién o mapa
de Poincaré. Dado que el punto gy determina completamente al punto ¢, y que ¢
determina a ¢z, v asi sucesivamente, podemos definir el mapa T tal que gy = T'(q).
Es interesante remarcar que el mapa de Poincaré conduce a reemplazar la descrip-
cién en tiempo continuo de un sistema dindmico de mayor dimensionalidad, por una
aplicacion a intervalos de tiempo discreto. Sin embargo, las propiedades topoldgicas
del sistema dinamico que le dio origen permanecen inalteradas. Asi, si el sistema
es disipativo habrd contraccién de voldmenes en el espacio de fases, y del mismo
modo la aplicacién T contraera areas sobre el plano P. 5i por sencillez considera-
mos un sistema dindmico de dimensién tres, el mapa T' resulta ser bidimensional,
entonces a partir del mapa 7' podemos definir el mapa unidimensional f, tomando
en consideracion sélo las abscisas X, de los puntos ¢, de modo que X¢y1 = f(Xy),
t =0,1,2,--. Lo anterior es valido siempre y cuando para la aplicacidén fX) se
cumpla que para todo punto X; sobre el eje real exista un tinico punto {X;,Y;} en

el plano P.




Caos determinista

Existen muchos sistemas fisicos para los cuales se verifica que, pequefios cambios en
las condiciones iniciales provocan también pequefios cambios en la respuesta de los
sistemas. Sin embargo, existe una gran variedad de sistemas para los cuales ocurre
exactamente lo contrario; es decir, pequeios cambios en las condiciones iniciales
provocan dramaticos cambios en la evolucién del sistema, obteniéndose, de hecho,
respuestas que podrfamos clasificar como caéticas, o completamente irregulares en
el tiempo. Esta sensible dependencia de las condiciones iniciales que delermina
un comportamiento cadtico en el tiempo no es en modo alguno excepcional, sino
que por el contrario, es una propiedad tipica de muchos sistemas. Estos compor-
tamientos han sido encontrados en los mds variados campos de la clencia, tales
como: en el nacimiento de la turbulencia de fluidos y gases[11,12], en reacciones
quimicas[16,18), celdas cardiacas estimuladas periédicamente[17], en laseres[19], en
circuitos electrénicos[24], etc.

El comportamiento cadtico o irregular en el tiempo, del cual estamos hablando,
es lo que se denomina Caos Determinista, ya que poseemos un ecuacion diferencial
o un mapa discreto que determina perfectamente el comportamiento del sistema
en el tiempo, si conociéramos su estado inicial con infinite precisiéon. Pero, basta
una ligera alteracién de tales condiciones (por debajo de cualquier posibilidad de
discernir experimental o numéricamente) para obtener una dindmica completamente
distinta en el largo plazo.

E! comportamiento cadtico de un sistema se puede medir a través del llamado
exponente de Laypunov (}), de modo que si A > 0 existe una sensible dependencia
de las condiciones iniciales, lo que lleva a un estado cada vez mas sensible a las
condiciones iniciales, a medida que transcurre el tiempo. Si A < 0, el sistema describe
érbitas periddicas, y si A = 0 el sistema pasa de una periodicidad a ofra, o bien
muestra una conducta cuasi—periddica. En el caso de sistemas de dimensionalidad

mayor que 1, basta que uno solo de los exponente de Lyapunov sea mayor que cero




para que el sistema presente un comportamiento caotico.

La definicién rigurosa del exponente de Lyapunov ) es ésta: consideremos dos
puntos iniciales (o semillas) Xo, y (Xo + 6}, 6 — 0, muy préximos entre si en el
conjunto de puntos iniciales que van a dar a un mismo tipo de dinamica (técnica-
mente al mismo atractor; ver luego). Inicialmente, la distancia entre las dos semillas
es AXy = (Xo + & — Xo). La distancia que hay entre los dos puntos después que
el sistema dinamico evoluciond, es decir, que la funcién f(X) actué N veces es:
AXy = (FN(Xo + 8) — fM(Xo)), donde f¥(Xo) = f(f .. f(X0)))), N veces. El
exponente de Lyapunov ) mide la separacién exponencial entre los puntos iniciales

a través de la siguiente forma:
AXy = AXpe? (1.3)

a partir de esta expresion y considerando el limite en que AXg — 0y N — oo se

obtiene la expresién para el exponente de Lyapunov A:

N-1 -
A =A;@30%; > ln([%ll). (1.4)
Si 1a distancia entre los puntos, originalmente muy juntos en el conjunto de partida
(cuenca de atraccién; ver luego) crece al pasar el tiempo, dichos puntos estaran
muy separados en el atractor, pudiéndose hablar de una sensible dependencia de
las condiciones iniciales o de caos. En este caso el exponente de Lyapunov A sera

positivo.

Mapas del intervalo

Los mapas disipativos unidimensionales o mapas de un intervalo, digamos [a, b],
son aquellos asociados con una funcién no lineal f, la cual posee las siguientes
propiedades|[1,2,3,4]:

i) f(X) lleva puntos del intervalo [a,b] al intervalo [a, b]; esto es fla,b] C [a, b}

i) f(X) posee un tinico méximo en el intervalo de definicion,




i41) f(X) es continuamente diferenciable una vez,

i) f(X) es funcién mondtona creciente a la izquierda del maximo y mondtona
decreciente a la derecha del maximo,

v) la derivada Schwarziana[l 24], Dyen f(X) es negativa en todo el intervalo de de-
finicién, salvo en el maximo, donde tiende a menos infinito. Adn mas, si Dgp, < 0,
esto implica que las derivadas Schwarzianas de todas las funciones iteradas de f(X )

son también negativas.

Uno de los mapas del intervalo mejor estudiados es el mapa logistico, y dada
la importancia que tendra dicho mapa en el presente trabajo es que adelantaremos
algunos detalles sobre el mismo.

Las formas clasicas que asume la ecuacién logistica X,4; = f(A4, X;) son:

ay Xep1 = AX; (1 - Xi)s X efo,1], Aelo,4], (1.5)

b) y;+1 =1- BY?: Ye [_'111]: Be [0:2]1 (16)

pudiéndose pasar de una forma a otra a través de la transformacién

V= (o)l -2X),  B=gA(4-2) (L7)

donde A (B) es el llamado pardmetro ajustable o pardmetro de bifurcaciones,
el cual traduce las ligaduras ejercidas por el medio externo sobre del sistema, y
t =0, 1,2, . Laecuacién logistica se denomina también mapa de Feigenbaum(8,
9], en honor del fisico norteamericano, quien junto con los franceses Coullet y
Tresser[20], descubrieron los factores de escala asociados con X y con el parametro
ajustable A.

Otra manera de escribir un mapa del intervalo es la siguiente:

Xop = fO(A, X)), t=0,1,2,- (1.8)




donde F) denota la t—ésima iteracién (no la derivada). En esta forma podemos ver
que se genera la secuencia { Xg, X1, X3, - -}. Después de un cierto nimero de puntos
que forman el transiente, la secuencia evoluciona hacia dos tipos posibles de estados
finales: secuencia periddica de puntos, o secuencie aperiddica. Una secuencia es
periédica de periodo p y se denomina drbite de perfodo p o un p-ciclo del mapa f,
si para todo ¢ mayor que cierto N, se cumple que Xiy, = X; y Xiy; # X; Vi <p.
Aqui N representa el niimero de iteraciones transientes. Por definicién, todos los
puntos de un p—ciclo de f deben ser puntos fijos de la p-ésima iteracién de f. Se

denominan puntos fijos X7, a las soluciones de la ecuacién
X: =f(p)(A,X:), z"'—:]-127"'310 (19)

Para analizar si el punto fijo es estable ante la presencia de pequefias perturba-
ciones, estudiemos los cambios que se producen al cambiar X} por X[ + ¢, donde
g — 0; después de n iteraciones podemos escribir
r e e d (p) X‘“
X*tenn = fOUX +e0) = fOXD) +en —f-—ggwl
al considerar sélo algunos términos de la expansién en serie por ser ¢, pequefio.

Dado que X~ == fP)(X7), la expresién anterior queda

dfed( X
s = g LX)

dX
en términos de la perturbacién inicial, £g, obtenemos:
) { v
Engl = 50(%—1 " gg — 0.

en consecuencia, .41 — 0 y los puntos fijos serdn estables si | gﬂ_ﬂ%ﬂ |x=x: <1,
y entonces el p—ciclo es estable.

Para el mapa logistico en la forma X1 = A X; (1 — X,), los puntos fijos son
soluciones de la ecuacion

X =AX"(1-X") (1.10)




existiendo dos puntos fijos: X™ = 0y X* = (1 —1/A). Ya que la derivada viene dada
por f(X) = A(l —2X), podemos concluir que X~ = 0 es estable si A <1,y que
X* = (1 —1/A) es estable si 1 < A < 3. Asi, para valores del pardmetro ajustable
tales que 0 < A < 1, y para cualquier valor inicial de X" entre 0 y 1, la secuencia de
iteraciones {X;} converge hacia el inico punto X~ =0, definiendo de esta forma un
atractor (conjunto de puntos al cual converge el sistema dindmico cuando ¢ — oo).
Del mismo modo encontramos que para 1 < A < 3, e independientemente del valor
inicial, encontramos que la secuencia de iteraciones {X;} converge hacia el punto
fijo estable X* = (1 — 1/A), el cual resulta ser también un atractor del mapa para
este rango de valores del pardmetro ajustable.

Para valores de A > 3 no existen mas puntos fijos estables del mapa logistico
en la forma dada por (1.10). Debemos buscar entonces puntos fijos estables para
mayores iteraciones del mapa, por ejemplo para el mapa iterado dos veces (p=2en

(1.9))
A = f(f(Aa}:*)) = fz(Auxx)'

En este caso existen dos soluciones inestables y dos soluciones estables, hasta que,
para un clerto valor de A, las soluciones estables se vuelven también inestables.
Nuevas soluciones estables deben ser buscadas, pero correspondientes a mayores
iteraciones del mapa logistico (en este caso p = 4 en (1.9}). El proceso de buscar
nuevas regiones de valores del pardmetro A donde haya soluciones estables se debe
repetir indefinidamente, utilizando cada vez mayor nimero de iteraciones del mapa
(p = 8,16,32,+++ en (1.9)). La pérdida de estabilidad de los puntos fijos al variar
el pardmetro ajustable A y el consecuente nacimiento de nuevas soluciones estables,
es el mecanismo bésico mediante el cual se explica el proceso de bifurcacion de las

soluciones.

En el mapa logistico se presentan dos rutas diferentes al caos[1,2,3,4]: a) ruta al

caos via duplicacién del periodo; y b) ruta al caos via bifurcacién tangencial[21].




a) Ruta al caos via duplicacién del periodo

Ya vimos que los puntos fijos estables dependen del valor del pardmetro ajustable A.
También vimos en el mapa logistico que se pasa de una solucién estable (A < 3} a
dos soluciones estables (A > 3), produciéndose una bifurcacién o una duplicacion
del periodo al variar el parémetro de control.

En general, para los mapas unidimensionales en estudio, para un valor dado
del parametro A el atractor del sistema dindmico presenta 2%-1 soluciones estables.
Luego al seguir aumentando A se llega a un valor critico, A = Ay, en que el ciclo
9k~1 ge torna inestable, y el sistema evoluciona hacia una nueva érbita estable de
periodo 2.

Esta situacién se repite sistematicamente al aumentar el pardametro A, de modo
que los Ay se acumulan, para £ — oo, en un valor tal, A (A* = 3.5699... para el
mapa Jogistico en la forma de relacién (1.5)), que para A > A" el sistema presenta
una sensible dependencia de las condiciones iniciales, entrando en caos. Esta ruta se
denomina también ruta al caos via bifurcaciones de Feigenbaum. Mas alla del punto
de acumulacién de las bifurcaciones existe una variedad de zonas cadticas (A > 0)

que coexisten con una multiplicidad de ventanas periédicas (A < 0).

b) Ruta intermitente al caos, o ruta al caos via bifurcacién tangencial

Consideremos una ventana periédica dentro de la regién cadtica, por ejemplo, la
ventana de periodo 3, la cual nace en A, = (1 + \/g), exhibiendo tres soluciones
estables para este valor del parametro, las que se duplican sistematicamente al au-
mentar A, llegando al caos via bifurcaciones de Feigenbaum. Si consideramos valores
de A ligeramente menores que A, los tres puntos fijos con que se inicia la ventana
pierden su estabilidad, ya que las curvas ¥ = f(f(f(X))) y ¥ = X dejan de cor-
tarse, separandose tangencialmente, existiendo una “estrecha garganta” entre ellas.
De este modo, al pasar el tiempo, los valores de X se acumulan en la vecindad de los
puntos del ciclo de perfodo tres. Sin embargo, dada su inestabilidad, no convergen

hacia ellos, sino que después de un tiempo de permanencia en la citada vecindad
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dichos puntos evolucionan hacia otros sitios, en busca de la solucion estable. Esta
situacion se repite de manera intermitente en el transcurso del tiempo. Se observa
que cualquier pequefia variacién en las condiciones iniciales provoca la generacion
de secuencias muy diferentes. Esta sensible dependencia de las condiciones iniciales

define un comportamiento cadtico intermitente (A > 0).

Universalidad

Se La logrado demostrar que muchos sistemas muestran, como funcién de un para-
metro externo, transiciones similares del orden al caos. Esto significa que se espera el
mismo comportamiento no lineal de todo un conjunto de sistemas en estudio, cuyas
ecuaciones de definicién poseen las propiedades de un mapa del intervalo, si ademas
existe la misma forma funcional en torno al tinico méaximo de las distintas aplica-
ciones (universalidad métrica)(8,20,22]. Asi, podemos ver que en la ruta al caos via
duplicacién del perfodo, la cascada de bifurcaciones converge hacia el punto de acu-
mulacién A" a través de una progresion. geométrica en la forma Ay = A™ — cte 67,
cuando % — oo, donde § es el llamado factor de escala en la direccion A, el cual re-
sulta ser una constante universal. Es decir, se obtiene el mismo valor § = 4.6692 - - -
independientemente de la funcién f considerada, siempre que el tinico maximo sea
del mismo orden (cuadrdtico en este caso). Ademds existe una variedad de factores
de escala asociados con X, de los cuales el factor o es uno de los principales.

La existencia de un conjunto de factores de escala en el punto de acumulacién
de las bifurcaciones, caracteriza el llamado comportamiento fractal de los atractores,
los cuales presentan un comportamiento antosimilar o autorreplicado, es decir, se

comportan de manera andloga o similar a cualquier escala de observacién.

Factores de Escala

Para toda Srbita de periodo &, existe un valor A; del pardmetro de control para el

cual la 6rbita incluye el punto critico (valor maximo) del mapa. Para este valor de
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A, el ciclo es llamado superestable, nombre que deriva del hecho que el exponente
de Lyapunov va a —oo, es decir, AAy) = —co. Siguiendo la secuencia de itera-
ciones en el ciclo superestable, es posible obtener una palabre formada por letras
R y L, de acuerdo a si las iteraciones en la Srbita van a dar a la derecha (R) o
a la izquierda (L) del mdximo. Esta “palabra” es llamada la Secuencia Univer-
sal o la U-secuencia[23] del ciclo. En el caso de la primera cascada de Feigen-
baum, correspondiente a la ecuacién logistica, la secuencia universal toma la forma:
_ <« R < RLR < RLRRRLR < ..., lo que corresponde a la siguiente secuencia
de bifurcaciones: {1, 2, 4, 8, ...}. En general, para conocer completa la secuencia
universal correspondiente al ciclo superestable Ay, basta conocer la secuencia A,_1,

pues se cumple que

An = An—l H An-l

donde H = R si el ntimero de letras R en la secuencia A,_; es par, y donde H = L
si el ndmero de letras R en la secuencia A,_; es impar.

Por medio de los A es posible definir los factores de escala & y ax:

Ay — Ax
5 = A = A (1.11)
Aryz — Agga
di
Qp = ~—, 1.12
el (1.12)
donde d = F27(1/2) — (1/2). En el limite cuando k — co los factores de escala

Ag
convergen a valores universales, los cuales dependen sélo del tipo de maximo del

mapa en estudio.

Los valores de los factores de escala para la primera cascada de Feigenbaum son
§ = 4.6692... y @ = 2.5029.... En cada ventana es posible calcular también dichos
factores de escala, as{ por ejemplo en la ventana de periodo 3 los factores de escala
son § = 55.26... y a = 9.277...; y para la ventana de perfodo 4 se tiene 6 = 981.6...

vy a = 38.82...




Evidencia Experimental

Actualmente existe una abundante evidencia experimental sobre el comportamiento
no lineal de diversos sistemas dinamicos, tanto en el terreno de la fisica como de otras
ciencias tales como la matematica, la biologia, la quimica, la medicina, etc.[25,26,27]

Histéricamente, las primeras confirmaciones experimentales en el contexto de la
ruta al caos via bifurcaciones de Feigenbaum, ast como respecto a la universalidad
de los factores de escala, fueron llevadas a cabo por Libchaber[11,12] en 1982 sobre
el experimento de Rayleigh-Benard, utilizando helio y mercurio. En el mismo afio,
Testa, Pérez y Jeffries[24], estudiaron el comportamiento del circuito en serie LRC,
controlado por un oscilador externo, y conteniendo un diodo como componente no
lineal. El circuito queda descrito por la ecuacién LG+ R¢+ Ve = W sen(2w 1),
donde V., es el voltaje a través del diodo. Se usé Vo como pardmetro de bifurca-
ciones para una frecuencia f fija, y se usé el voltaje medido a través del diodo
V. como la respuesta del sistema. En este trabajo se reporta la primera medicion
experimental de un diagrama de bifurcaciones practicamente completo, incluyendo
las cascadas de bifurcaciones, las bandas cadticas y las ventanas periédicas. Dicho
diagrama presenta en el plano (5, V) una estructura muy similar a la obtenida para
la ecuacién logistica en el plano (4, X). A su vez, los factores de escala obtenidos
experimentalmente se corresponden muy bien con las predicciones tedricas.

Es en el contexto de los mapas del intervalo, mapas disipativos unidimensionales,
que se plantea el trabajo descrito en esta tesis.

El capitulo 1 corresponde a esta introduccién general sobre sistemas dinamicos
unidimensionales en la cual se ha desarrollado un esquema general (con cierta inten-
cién pedagdgica) con algunos de los principales aspectos involucrados en la teoria
de sistemas dindmicos unidimensionales.

En el Capitulo 2 se aplica una modulacién periddica y continua sobre el mapa.
logistico. La modulacién periédica se introduce de dos formas diferentes: a) modu-

lacién sobre el pardmetro de bifurcaciones; y b) modulacién aditiva sobre el mapa.
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Estas modulaciones producen notables efectos en la dindmica del mapa logistico,
tales como la aparicién de caos temprano y el fenémeno de entrabamiento (locking)
entre la frecuencia interna del mapa logistico y la frecuencia de la modulacion ex-
terna. Otro interesante fenémeno ocurre en la ventana de perfodo tres, donde es
posible encontrar procesos dindmicos aparentemente impredecibles asociados a ex-
ponentes de Lyapunov negativos.

Finalmente, en el Capitulo 3 se estudian los profundos cambios que se producen
en la ruta al caos via duplicacién del periodo de la ecuacién logistica cuando se
introduce una discontinuidad finita en el maximo del mapa. Se obtiene una variedad
de cascadas inversas, separadas por algunas cascadas directas. En este capitulo
se estudia ademés el comportamiento del mapa logistico ante la presencia de una

asimetria en el maximo.
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Capitulo 2

Efectos de una Modulacion

Periédica sobre el Mapa Logistico

2.1 Introduccion

Coomo se mencioné mas arriba, los mapas del intervalo [1,2,3,4,8,9] han sido profusa-
mente estudiados en la tltima década, dada su sencillez, y el hecho que poseen una
variedad de comportamientos interesantes, tales como bifurcacién por duplicacion
del periodo y rutas al caos. Uno de los mapas del intervalo més simples y mas
estudiados[8,9,28) es el mapa logistico, Xyp1 = AX; (1 — X;), donde el pardmetro
de bifurcacién A es constante en cada iteracién del mapa. Sin embargo, si se in-
cluye algiin tipo de dependencia temporal en el citado pardmetro de bifurcaciones,
A = A,, una gran variedad de fenémenos pueden ser descritos cualitativamente. Se
ha estudiado el caso en que A; asume valores de una secuencia de valores periddicos
o al azar [29,30,31]. Una dependencia lineal en el tiempo fue introducida por Kapral
y Mandel [32]. Por otra parte, Crutchfield et al.[33], incorporaron ruide blanco en
el pardmetro A y en los puntos de la érbita X, del mapa logistico, introduciendo de
esta forma también una dependencia temporal.

En este capitulo consideramos fundamentalmente dos formas de modulacién
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periddica y continua sobre el mapa logistico: a) dependencia temporal del para-
metro de control, y b) modulacién en forma aditiva.

La introduccion de una modulacién periédica produce modificaciones cualitativas
en la dindmica del mapa logistico, tales como: caos temprano, retardo o desaparicién
de bifurcaciones, ordenamiento del caos, etc.; aun cuando la modulacién sea relati-
vamente pequefia. Asi, existen regiones del espacio de pardmetros del problema, en
las cuales se produce el fenémeno de entrabamiento de fase entre la frecuencia de la
modulacién periédica externa y la frecuencia interna determinada por el parametro
de control de la ecuacién logistica.

Fn el contexto de entrabamiento de fases, varios fenémenos naturales ilustran el
comportamiento no lineal resonante. Algunos siglos atrds, Huygens observé entra-
bamiento de fase entre dos relojes puestos uno a espaldas del otro. También en la
Mecanica Celeste existen varios ejemplos interesantes, tal como la relacién conmen-
surable entre el periodo de rotacién y el periodo sinddico de Venus. El entrabamiento
de fase también ha sido observado en el estudio de arritmias cardiacas, en reacciones
quimicas, y en una variedad de fenémenos fisicos. Para tratar de obtener una com-
prension global de este fenémeno se ha estudiado intensamente, durante la ultima
década, la resonancia de osciladores no lineales[28]. Una de las maneras en que se
ha atacado este problema es a través de los mapas del circulo[27,28}, y otra a tra-
vés de osciladores no lineales perturbados por fuerzas periddicas percusivas[34]. En
ambos casos se concluyd que la frecuencia wy del sistema dindmico se entraba con
la frecuencia de la perturbacién externa w, cuando ésta se encuentra en alguna de
las “lenguas de Arnold” del espacio de parametros[27,28,34]. En cada una de estas
“lenguas” la razén entre las frecuencias es un nimero racional, existiendo “lenguas”
para cualquier valor racional de wo/w.

Los osciladores no lineales acoplados constituyen otro ejemplo donde el feno-
meno de resonancia y de entrabamiento de frecuencias puede estar presente. En

este contexto podemos mencionar el estudio de Hogg y Huberman([35] de dos mapas
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logisticos acoplados a través de la diferencia de sus amplitudes. Cuando dos osci-
ladores se acoplan, puede producirse un entrabamiento de fase entre ambos, o bien
observarse un comportamiento cuasiperiédico, caracterizado por una gran region
del espacio de pardmetros en la cual el exponente de Lyapunov se anula, separando
ciclos de periodicidad definida.

Fn un contexto diferente, un mapa logistico con un pardmetro de bifurcaciones
tiempo dependiente, A, fue estudiado por Réssler et al.[29,30]. Sin embargo, se
presté atencién al caso en que A; asume solo dos valores diferentes. Se observaron
efectos notables al aplicar una perturbacion ciclica de baja frecuencia sobre una
6rbita de perfodo dos, que generdndose comportamientos caGticos para valores muy
pequefios del parametro de bifurcaciones; tal fenémeno se denomina caos temprano.

Adicionalmente, €l efecto de una modulacién parcialmente al azar sobre un mapa
logistico ha sido discutido en la literatura[29,30,33,36,14]. A pesar de que en tales
casos la interpretacién en términos de resonancias particulares es menos obvia, la
aparicién de caos temprano[29,30,37,38] sugiere un efecto algo similar al observado
para la perturbacién periodica antes mencionada.

Recientemente se han publicado trabajos experimentales, muy relacionados con
los resultados formales recién descritos. La oxidacién catalitica del CO en una su-
perficie Pt(1,1,0) muestra una frecuencia natural de oscilacién[25,26]. Pero, una
pequefia modulacién periédica de la presién parcial de O modifica la reaccién qui-
mica, entrabando su periodo de oscilacion a la perturbacién externa. La oscilacién
termoaciistica de una columna de gas inducida por el gradiente de temperatura,
y perturbada por una fuerza externa[39], es otro ejemplo de efectos de resonan-
cias en dinamica no lineal, donde cuasiperiodicidad, entrabamiento de frecuencia y

aparicién de caos se hacen presentes.
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2.2 Modulacién periédica sobre el parametro de
control

Estudiaremos los efectos que se producen en los atractores del mapa logistico cuando
se introduce una modulacién periddica en el pardmetro de bifurcaciones A. El mapa.
que se obtiene resulia ser tiempo dependiente, es decir, no-auténomo, y queda

definido a través de la siguiente forma

dX—H_‘j = .ft(Xt)-; donde fg(.}L—) = A: X (1 - ‘X). (2.1)

La modulacién periédica sera introducida a través de las siguientes definiciones

D
Ay = A(P) = Ao+ EU((I)) , (2.2)
donde
P =04 w, y A@)=A(®+1), (2.3)

ademds imponemos que U(®) = —U(® +1) = U(® +1). La funcién U(®) oscila
perfodica y simétricamente entre —1 y +1. De esta forma, A, corresponde al valor
medio de A;, D es la amplitud de la modulacion y w es su frecuencia. Es precisamente
este ltimo pardmetro el que consideraremos de fundamental importancia en todo
nuestro estudio.

Como una manera de asegurar la independencia de nuestros resultados del mo-
delo particular de modulacién periédica empleada, U (@), hemos estudiado las si-
guientes dos alternativas:

41| —-1, =1 <@ <1 (modulacién triangular)

U(®) = (2.4)

cos(27 ®) ( modulacién arménica)
A pesar de las formas diferentes de ambas modulaciones, los resultados son cua-

litativamente equivalentes (presentando algunas diferencias importantes). Por ello,
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nuestros calculos computacionales aca presentados estardn limitados al caso de la

modulacién triangular.

Las ecuaciones {2.1), (2.2) y (2.3) que definen nuestro sistema dindmico tienen
una doble interpretacion:
i} como un mapa unidimensional X; dependiente del tiempo {mapa no-auténomo),
it) como un mapa bidimensional (X, @) — (Xet1, D11) -

En el Apéndice se demuestra que uno de los exponentes de Lyapunov del mapa

bidimensional es cero y que el otro coincide con el exponente de Lyapunov del mapa
unidimensional A{w). Dicho exponente de Lyapunov viene dado por
OXn

1 Nl (10X
= lim — In{|222|) = . 2.
A= lim = lIn ( o ) h_lllm 7 21 O e (2.5)

Ya que U(®@) = U(—®), el signo de la frecuencia w resulta ser irrelevante para

la dinamica del sistema. En consecuencia, el exponente de Lyapunov satisface la
condicién A(w) = M—w) = A(1l £ w) y es suficiente calcularlo para valores de la
frecuencia en el intervalo: 0 < w < 0.5. Ademds trabajaremos con distintos valores
de Ay D, donde A determina el “comportamiento no perturbado” de X, y Desla
magnitud de la perturbacion.

Algunos casos tipicos que seran estudiados en este capitulo son:

i) A, se mueve en el interior de un perfodo fijo del mapa logistico estatico (por
ejemplo, 3 < Ay — D/2 < Ag+ D/2 < 3.4495- - -, para periodo 2,

i) A; recorre zonas de distinta periodicidad, cruzando por los puntos de bifurcacion,
ii1) A; recorre zonas periddicas y cadticas.

Bl valor de la fase inicial en la Ec. (2.2), que denotaremos ®y, es irrelevante,
mientras la frecuencia w no sea un niimero racional simple. Este tltimo requisito
asegura la ergodicidad de la variable @;. El caso especial en que w = P= donde
P es la periodicidad intrinseca del mapa logistico asociado con el parametro de
bifurcaciones A,, serd tratado separadamente. Obviamente, en este dltimo caso la

fase inicial @y resulta ser relevante, ya que la variable asociada a la fase llega a ser
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ciclica, es decir, ®;.p = 0.

2.2.1 A, dentro de un ciclo de periodo 27

Exponente de Lyapunov

Comenzaremos analizando un ciclo 2%, dentro de la primera cascada de bifurca-
ciones de Feigenbaum (ie. 3 < A; < 3.5699...). En la Fig. 2.1 se muestra
el exponente de Lyapunov A(w) versus la frecuencia de la modulacidén w, para
Ag = 3.2, D = 0.36. De esta forma A, esta siempre dentro del ciclo de periodo
dos (i.e. 3 < Ai< 1+ /6). Se observa un comportamiento no cadtico, determi-
nado por el ciclo de perfodo 2 del caso no modulado, ya que AMw) <0, a través de
todo el rango de valores de w. La caracteristica mas notable de este grafico es el pico
muy estrecho centrado alrededor dew = wps ~ 0.4591 ... con AMwpr) = A(1—wps) =0
como valor maximo.

Alir bajando la amplitud de la modulacién, D, los picos de Mw)enwp ¥y 1 —way,
convergen el uno hacia el otro, alcanzando el punto medio, wpr = %, para cierta
modulacién critica D.. Este hecho sugiere interpretar el pico como un efecto de
resonancia, pues wp = % corresponde a la frecuencia natural del mapa logistico (u
oscilador logistico) no perturbado dado que estamos considerando el caso Ap=3.2
(periodo 2). Cuando D < D,, desaparece el par de picos en torno a la frecuencia no
perturbada w = 3.

Otro ejemplo ilustrativo corresponde al ciclo de periodo 24 mostrado en la Fig. 2.2,
donde Ap = 3.5652, D = 0.001. Aqui podemos ver claramente las anomalias su-
geridas en la Fig. 2.1, las que consisten en profundos minimos rodeados de picos
alrededor de la frecuencia del caso no perturbado, w = &, y sus miltiplos de reso-

nancias correspondientes a este ciclo: w = &, £& +-L | donde los exponentes

16? 16 ? 16

de Lyapunov se anulan en los maximos. Este comportamiento resulta enigmatico
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Figura 2.3: Modulacién critica D, versus Ap para el biciclo

en principio, toda vez que la presencia de una “bifurcacién” asociada a un pico de
valor maximo cero no es facil de entender en el contexto de nuestro modelo.

Otros ejemplos de A, en el rango de ciclos de periodo 2" muestran las mismas
irregularidades del exponente de Lyapunov cuando w esta cerca de la frecuencia de
resonancia. Si D > D.(A,) existen los picos en el exponente de Lyapunov, cuando
D — D, la posicién de los dos picos que encierran una frecuencia de resonancia
convergen unoc hacia el otro. Para D < D, los picos desaparecen.

Para Ao al comienzo de un ciclo dado se necesita una pequefia modulacién para
inducir comportamientos anémalos alrededor de las frecuencias de resonancias, pero
se necesitan valores mds altos de la modulacién cuando Ag aumenta. Esta propo-
sicién puede ser verificada a través del examen de la Fig. 2.3, donde se muestra un

gréafico de D, (Aq) para el caso del ciclo de periodo dos, donde 3 < A, <1+ V6.

En términos generales, cuando consideramos un ciclo periddico dentro de la pri-
mera cascada de Feigenbaum, P = 2", y A, se mantiene a la izquierda del punto
superestable (4,) del P—ciclo, enfonces, las curvas A versus w no estan excesiva-

mente estructuradas, siendo los picos de resonancia los més notorios. Los maximos
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Figura 2.4: ) versus w para el ciclo de periodo 8: Ay = 3.559524, D = 0.0085 Se

observa caos temprano

del exponente de Lyapunov alcanzan el valor marginal AMw) = 0.

Por el contrario, cuando A, logra llegar hasta el lado derecho del punto superes-
table la forma global de A(w) es mds intrincada. En este caso, y para el ciclo de
perfodo dos, la condicién de resonancia no se logra alcanzar, ya que el valor de la
modulacién critica I, aumenta con Ay (ver Fig. 2.3). Para otros ciclos periédicos
y A, < Ay, el régimen de resonancia lleva a picos y depresiones menos prominentes
alrededor de las frecuencias de resonancia y el exponente de Lyapunov puede llegar
a ser positivo en el maximo. Este Gltimo caso corresponde al fenémeno denominado
caos temprano[29,30,37,38].

Tal comportamiento se ilustra en la Fig. 2.4 donde mostramos el exponente de
Lyapunov cuando A, se encuentra completamente dentro del ciclo de periodo 8 y a
la derecha del punto superestable A®) = 3.5546408.... Allf se eligid Ao = 3.559524,
y D = 0.0085, de modo que 3.555274 < A; < 3.563774. A pesar del hecho que
A, nunca alcanza el punto de acumulacién de las bifurcaciones del mapa. logistico

A" = 3.5699..., el comportamiento cadtico es evidente para un cierto numero de




valores de la frecuencia w( w ~ 0.35), donde el exponente de Lyapunov muestra

picos de gran magnitud, los cuales alcanzan valores positivos.

Dindmica de la oscilacién

Para lograr una mejor comprensién del significado exacto de los picos en el
exponente de Lyapunov alrededor de las frecuencias de modulacién resonantes, ana-
lizamos el atractor del mapa bidimensional (Xy, ®;) — (Xeg1, @eqa)-

En general, si A; estd siempre en el dominio de un P—ciclo del mapa logistico
estatico y la modulacién D no es demasiado grande, el atractor {X;, ®;} contiene
P curvas, digamos {&.(®), v = 1,2,...,P}. Cada curva esta relacionada con,
uno de los P puntos fijos del caso estdtico. Un punto X, va a parar a cada curva
£,(®) con una periodicidad P. Esto es, usando un estroboscopio de periodo Py
una fase temporal conveniente, g, el punto X; puede ser asignado a una curva dada
£,(®); en este caso t = i3+ mP y m es un entero. El no cumplimiento de este
comportamiento general indica un importante cambio cualitativo en la dindmica del
oscilador logistico perturbado.

En las figuras 2.5— 2.8 mostramos el atractor {Xy, ®,} para Ao = 3.2, D = 0.36,
esto es, para los pardmetros de la Fig. 2.1 asociados a un ciclo de perfodo 2. Hemos
hecho un barrido de valores de w poniendo especial énfasis en la vecindad de la
frecuencia propia del oscilador logistico, wy = 3. Para ilustrar una situacién repre-
sentativa, previa a algtin posible “efecto resonante”, mostramos en la Fig. 2.5 un
atractor para un valor muy bajo de la frecuencia, w = 0.003785.... Alli las curvas
£,(®) siguen muy de cerca los dos puntos fijos instantédneos del mapa logistico para
un valor dado del parametro de bifurcaciones, A = A(®). El resultado obtenido
se corresponde bien con lo esperado en este limite adiabatico, en el cual el sistema
dindmico sigue muy de cerca las soluciones del mapa logistico subyacente.

En la Fig. 2.6 hemos escogido w = 0.4585..., frecuencia ligeramente a la iz-
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Figura 2.5: Atractor para Ao = 3.2, D = 0.36 para w = 0.003785...
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Figura 2.6: Atractor para Ag = 3.2, D = 0.36 para w = 0.4385. ..
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Figura 2.7: Atractor para Ay = 3.2, D = 0.36 para w = 0.45919...
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Figura 2.8: Atractor para Ag = 3.2, D = 0.36 para w = 0.49976. ..
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quierda del pico més pronunciado de la Fig. 2.1. En este caso las curvas £,(®) han
cambiado notablemente produciéndose un gran acercamiento entre ellas, al mismo
tiempo que muestran oscilaciones de longitud de onda corta. En la Fig. 2.7, donde
w = 0.45919 ..., nos encontramos ligeramente a la derecha del pico mas alto de la
Fig. 2.1 (dentro de la depresién alrededor de la frecuencia resonante wo = 2). En
este caso el atractor ha sufrido un notable cambio cualitativo, ya que las dos cur-
vas £,(®) se han fundido una con la otra. El proceso de fusidén ocurre cuando w
cruza justo por el pico mis alto de la Fig. 2.1. En la Fig. 2.8 hemos escogido una
frecuencia muchisimo maés cercana a la frecuencia de resonancia wp = %, esto es:
w = 0.49973.... La fusién de bandas estd también presente en este caso, pero
ahora es evidente que la curva fusionada estd formada de dos secciones. En cada
seccidn la curva es casi horizontal v la conexidn entre ellas se realiza a través de una
trayectoria casi vertical; el punto X, salta entre estas secciones en una forma casi
discontinua, como puede verse en la figura. Al aumentar ligeramente la frecuencia,
de modo que w cruce el valor 0.5, el atractor sufre un cambio discontinuo, lo que
corresponde a una reflexién especular respecto a @ = 0.

Para comprender este sorprendente comportamiento del atractor para w ~ 0.5
hemos estudiado el limite de la resonancia exacta que, en este caso de periodo 2 y
Ag = 3.26, corresponde a w = . Aqui A; oscila temporalmente entre dos valores,
digamos R = A(®) = Auy S = A(®+3) = Az, y como se indicd
previamente, la fase inicial ® constituye un parametro relevante.

Consideremos la aplicacién compuesta[29,30]

F(®0,X) = fana[fae(X)] = fs[fr(X)], (2.6)

donde se cumple que X490 = F(Po, Xat). Esto es, F(®p, X) reproduce el efecto de
un estroboscopio de perfodo dos. Hemos analizado los puntos fijos de esta aplicacion;
y para modulacién baja, D ~ 0, es claro que F(®y, X') posee dos puntos fijos, 71(®o)
v 12(®o), ¥ @y € [, 3]; esto se debe al biciclo del mapa logistico subyacente. En

la Fig. 2.9 mostramos 7, (®,) para los parametros que estamos empleando Ag = 3.2,

27




0.850

0.490

- 0.5 0 d) 0.5
o

Figura 2.9: Puntos fijos de la aplicacién 2.6, {7,(®o)} para Ao = 3.2,D =030 y

w = 1/2. La rama superior (inferior) corresponde a v = 1(2)

D = 0.36. Los detalles mas relevantes en esa figura son las brechas en ambas ramas;
en la rama superior la brecha se extiende desde C hasta B, mientras que en la inferior
la brecha corresponde a la regién D — 0.5 = —0.5 — E. 5t @ cae en la regién
donde existe una brecha, F(®g, X) tiene un solo punto fijo; en cualquier otro caso
existen dos puntos fijos.

Volviendo al problema diniamico, consideremos una frecuencia cercana a la fre-
cuencia de resonancia, w = % +e, con € € 1. Al pasar el tiempo, la fase de la
imagen estroboscdpica Xy, aumenta lentamente, @ = 2ie. Esto es, Xy, permanece
cerca del punto fijo ,(®) de la aplicacién {2.6) antes que la fase ® haya cambiado
de manera significativa. Para ser especificos, consideremos el caso de la Fig. 2.8
donde € < 0 y consecuentemente Xj; se mueve lentamente de derecha a izquierda
en la Fig. 2.9, viajando desde el punto A hacia el punto B en la banda 7,(®). Pero
cuando Xy alcanza el punto B, esta banda de atraccién desaparece y la imagen
estroboscépica se mueve erraticamente en una zona inestable antes de alcanzar la

otra banda de atraccién n,(®), en el punto A. Después de esto, Xy, se mueve a
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través de la banda 52(®), viajando desde el punto A al punto E, donde esta banda
de atraccidon también finaliza. Posteriormente la 6rbita de Xo; se vuelve nuevamente
inestable hasta que regresa a la banda 7,(®) en el punto I'. Finalmente X3, recorre
la trayectoria I' — A — B cerrando el ciclo (recordemos que los puntos @ = 0.5y
& = —0.5 coinciden). Pero el ciclo A =+ B - A — E —T' — Aen la Fig. 2.9 co-
rresponde precisamente al atractor mostrado en la Fig. 2.8. De este modo podermnos
comprender la relacién no-trivial entre la Fig. 2.8, la cual contiene una tinica banda
de atraccién, y la Fig. 2.9 donde existen dos bandas, aunque cada una de ellas posee
una brecha.

Debemos enfatizar que X»; nunca alcanza las posiciones C o D, debido al he-
cho que la trayectoria es recorrida de derecha a izquierda. En el caso opuesto,
w — % = ¢ > 0, el punto Xy, viaja sobre su érbita de izquierda a derecha, lo
que le permite alcanzar las posiciones C y D, sin embargo, ahora la trayectoria no
llega a los puntos E o B. Lo dltimo implica un cambio abrupto en la forma del
atractor cuando w cruza el valor resonante w = 0.5, como se observé numéricamente
con anterioridad.

Siempre que la banda adiabética 7,(®) pueda ser usada como referencia para ra-
cionalizar la Srbita de X, la iltima explicacién permanece cualitativamente valida.
Bajo estas condiciones una inica banda dindmica £(®) forma el atractor, a pesar
del hecho que el valor de Ag corresponde al ciclo de periodo dos del mapa logistico.

Al crecer la separacidn entre frecuencia externa y frecuencia resonante [w— 3| = |el,
la fase ®y; = 2te también varia rapidamente, lo que implica que el punto Xy no
tiene tiempo suficiente para converger con precision al punto fijo 7(®2) del mapa es-
tatico F(®y, X). De este modo, las bandas “estatica” (,(?) } y “dinadmica” (&(®)),
se separan una de la otra en la medida que |¢] aumenta. Sin embargo, la primera
explicacién del “régimen de banda fundida” continua siendo cualitativamente vé-
lida, siempre que el punto Xy no pueda saltar la brecha que separa ambas bandas

cayendo de este modo en la zona inestable.
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Figura 2.10: Régimen resonante (regién encima de la curva) en el plano (w, D} para

Ay = 3.2. La frontera de la regién sombreada corresponde a la frecuencia critica

Para ser especificos, consideremos un punto Xy, que se mueve sobre una version
deformada de la banda 7;(®) de la Fig. 2.9 (deformacién debida a los efectos di-
némicos). Cuando la separacién de la frecuencia de resonancia || aumenta sobre
un valor critico, sea e.(Ag, D) dicho valor, el punto Xy, viaja en las cercanias de
7y con una “rapidez” lo suficientemente grande como para “saltar” la brecha entre
By C sin caer en la banda inferior n5(®). De este modo X permanece siempre
en la banda superior. Por otro lado, la otra imagen estroboscépica Ay siempre
permanece en la banda inferior, recobrando de este modo el primer esquema de un
atractor formado por dos bandas {£,(®), » = 1,2} para {(X,®;)} asociado al
ciclo de periodo dos del mapa logistico. En la Fig. 2.10 se muestra un grafico de la
frecuencia critica, we(Ag, D) = 0.5 £ ¢, versus D para Ag = 3.2. La region que se
encuentra sobre la curva corresponde al régimen de banda fundida.

Como era de esperar, cuando la frecuencia estd en la vecindad de la separacion

critica de la frecuencia de resonancia, ¢, la 6rbita llega a ser ligeramente errética, ya
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que X; permanece largo tiempo en una zona inestable, bastante lejos de los atrac-
tores de referencia 7,(®). Estas inestabilidades implican un pequefio exponente
de Lyapunov, como es efectivamente el caso del pico de A(w) en la vecindad de
|w — 05| = ¢, donde el valor critico esta definido por A(e.) = 0. Estas ines-
tabilidades son también evidentes en la extrafia forma de los atractores mostrados
en las Fig. 2.6 y en la Fig. 2.7, los cuales corresponden a valores de separacién de la
frecuencia de resonancia, ligeramente mayores y menores que ¢, respectivamente.
Naturalmente, la magnitud de ¢, disminuye cuando la brecha de 7,(®) disminuye,
y desaparece para D = D, esto es, we(Ao, D;) = 3. De este modo, para D < L.
el mapa fs[fr(X)] de la relacién (2.6) tiene dos puntos fijos para todo valor de ®p.
Las condiciones para la existencia de uno o dos puntos fijos de la aplicacidn (2.6)

fueron discutidos en la Ref. [30]. Estas condiciones permiten obtener D (Ag).

Ahora mostraremos que el caso de una dnica banda de atraccién £(®), la cual
aparece cuando |w — 0.5] < €, puede ser interpretada como un fendmeno de en-
trabamiento (locking) entre la amplitud del oscilador X; y la modulacién externa.
" Consideremos como ejemplo el caso previo de un ciclo de periodo dos subyacente
(D = 0). Si se aplica una pequena modulacién, entonces el punto X, oscila entre
dos posiciones bien definidas dando origen al atractor de dos bandas {£,(®)} de la
Fig. 2.5. La alternancia entre estas dos bandas estd gobernada por la frecuencia
“interna” wq = %; esto es, cuando Xy, cae en &, entonces, Xy41 cae en §s. Este

hecho puede ser descrito por una fase “interna”

(I);n:th:

£ (2.7)

DO -

donde ®;, =@ —1, v

0 s Xg & 61
(I)in = 1. ’ (2'8)
3 Sl ..Xg < 62 .
Este esquema permanece cualitativamente vilido aun para valores grandes de la

modulacidn.
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Podemos asociar con & y & las dos posiciones extremas de nuestro oscilador
logistico, alterndndose entre estos extremos con perfodo 2 (we = ). Sin embargo,
si la modulacién es suficientemente grande y la separacién entre las frecuencias
“externa” ,w, e interna ,wg = -%, es menor que €, el esquema anterior deja de ser
valido. En este caso las dos amplitudes extremas de nuestro oscilador corresponden
a las bandas 7; y 72 (los puntos fijos de la aplicacion ( 2.6)). Por ejemplo, en el
caso de la Fig. 2.9, X,, se encuentra en la banda 5; cuando @, se encuentra dentro
del intervalo entre E y A, y en la banda n; en ofro caso, independientemente de la
paridad temporal. Esto es, Xo puede estar en cualquiera de las bandas 1; or 12, ¥
lo mismo vale para Xy;. Consecuentemente, en el régimen entrabado, el atractor
es invariante bajo la aplicacién estroboscdpica de periodo dos, en contraste con el
régimen desentrabado donde una de las bandas ¢, desaparece.

De esta forma, la posicién de X, dentro de una banda dada estd gobernada por
la fase ® = wt, y por lo tanto, la alternancia de bandas de nuestro oscilador
logistico estd gobernada por la frecuencia ezterna w, en contraste con el caso previo
no-resonante donde la alternacién de bandas estaba gobernada por la frecuencia
interna wo = %. Lo anterior implica que la fase interna del mapa logistico se
entraba a la fase de la modulacién externa al entrar a la regién de resonancia.

Por lo anteriormente visto, la regién encima de la curva de la Fig. 2.10 corres-
ponde al régimen entrabado. En la literatura esta region es llamada una lengua
de Arnold[27,28,34]. Una caracteristica especial en nuestro caso consiste en que la
“lengua” sélo existe a partir de un valor critico de la modulacién, D > D.. Esto
contrasta con los mapas del circulo[27,28] y el oscilador forzado no-lineal de Ref.[34]
donde basta una perturbacién periddica infinitesimal para llevar al sistema a un
régimen entrabado. En este sentido, la gran “lengua” encontrada por nosotros esta
més estrechamente relacionada con las brechas que aparecen en el estudio de la

ecuacién de Mathieu con término amortiguador(2].
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Figura 2.11: Espectro de potencia correspondiente a la Fig. 2.7, para Ag = 3.2,
D = 0.36 vy w = 0.45919.... Notese el pico pronunciado justo en la frecuencia de

modulacidn § = 0.45919 = w.

Espectro de Potencia

Una manera eficiente de analizar cuales son las frecuencias mds relevantes invo-
tucradas en la dindmica del sistema y que se usa mucho en el dmbito experimental
para diferenciar atractores cadticos de atractores periédicos, es el llamado espectro
de potencia P(Q}, ellcual, basicamente, no es més que la transformada de Fourier

discreta de la serie de puntos {X;} del atractor y se define de la siguiente forma:
1 &
PO == 271 X 1P (2.9)
N t=1

En la Fig. 2.11 mostramos el espectro de potencia correspondiente al atractor de la
Fig. 2.7, con Ap = 3.2, D = 0.36 y w = 0.45919.... Esta figura confirma la presencia
de un entrabamiento de fase, ya que exhibe un pico muy pronunciado justo en la

frecuencia de modulacion § = w = 0.45919....

El espectro de potencia contiene a su vez una gran variedad de picos de cierta
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relevancia, comportamiento que es tipico de sistemas no lineales, ya que éste res-
ponde no sélo con la frecuencia de estimulo, sino que ademas suma las frecuencias
externas varias veces como veremos a continuacién.

En el caso de entrabamiento los X, se agrupan en una sola banda £(®;),
X, = 6(®:) = €(Do +wi), (2.10)
dado que £(®) = £(® +1), se cumple que
o) = 3o geriviord (2.11)

r=—00

y al absorber la fase @ en &, , obtenemos

oo .
§(&) = Y &V (2.12)
p=—00
A partir de un conjunto de puntos del atractor {X, VS, v escogiendo Q) = %,

con A = 0,1,2,...,N — 1, definimos

=z
|

1

p(h) = X, emtm it (2.13)

R
N

o
Il
=

en virtud de la relacién (2.10) y (2.12) obtenemos

o N-1
p(fhy) = Z Z £, e (27 Hrw—0n)t (2.14)
r=—co =0
Consideremos la sumatoria sobre ¢
NZ—I e2ariozt — 1 —?rthe — ¥ fo (N=1) Sﬁn(ﬂ' Na) — f(Of) (r) 15)
— 1 — e27la sen(mra) " -

la funcién f(a) es periddica en a: f(a + 1) = f(a) y presenta un pico en torno a

a=0
o

f(a')lN-*oo = I_Z f(ﬂ’ - l)l(a_g)e -él‘; = _Z N(Q’ —l (216)

acd &n(c) representa una “delta ancha” en torno a e = 0, de ancho ~ O(%); La

relacién (2.14) queda

PO _f: S Swlvw =~ D& (2.17)

— =00

ﬁlH
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Dado que el producto de deltas con distintos centros es nulo, y dado que

1 vy o 1 [sen{m N a)]? ~ sen(z N a)]? B
N [on () laet-2.51 = N [sen(r a)}? laso = [N % a?] IN—oo = On{a),

(2.18)
¢l espectro de potencia se puede escribir
oo [ee]
PO = pOPF 2 > Y dnlrw—1-04) 16,2 (2.19)
l=—eo v=—
en consecuencia sélo aparecen contribuciones de § = vw—I, es decir, = v w [mod 1].

El atractor bidimensional

Tl estudio del atractor {X;, ®;} para la modulacién resonante de ciclos del tipo 27,
con 1 > 2, se puede llevar a cabo por una metodologia similar a la utilizada para el
caso del ciclo de perfodo dos. Si la modulacién se escoge con la limitacion que A;
permanezca siempre dentro del rango de estabilidad del ciclo 27, entonces las bandas
del atractor {£&, , ¥ = 1,2,...,2" } se funden de a pares cuando w se encuentra
en cierta vecindad de la frecuencia propia del oscilador logistico, wy = 1/2", o
de algnn muiltiplo impar de ella, w ~ 3wo,5wo,.... Lo anterior bajo la premisa
que la modulacién D sea mayor que cierto valor critico D.(w). El proceso de fusién
resonante de bandas se lleva a cabo de modo de “revertir” el proceso de bifurcaciones
del mapa no perturbado; mas concretamente, se funden entre si aquellas bandas
procedentes de la misma rama donde la bifurcacién 27~1 — 97 tiene lugar. Se puede
constatar que después de la fusién el periodo del sistema es 271 para ello basta usar
un estroboscopio de perfodo 2%, obteniéndose el mismo atractor {X,, ®,} que el que
se obtiene mediante un estroboscopio de periodo 2", Para inducir nuevas fusiones
de bandas se requieren mayores amplitudes de modulacidn, pero esto ultimo haria

salir a A, fuera del rango de estabilidad del ciclo de periodo 2" en consideracién.
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Figura 2.12: X versus w para la ventana de periodo tres, para Ap = 3.8345,

D =0.012

Resonancias en las ventanas periédicas de la regién cadtica

Cuando A, recorre una ventana periédica dentro de la regién cadtica, la modulacion
tiene un efecto similar a aquellos observados en la primera cascada de bifurcacion,
a pesar de que, en general, los picos del exponente de Lyapunov asociados a las
frecuencias de resonancia no alcanzan el valor critico A = 0. Como un ejemn-
plo, en la Fig. 2.12 mostramos un gréfico del exponente de Lyapunov versus la
frecuencia, correspondiente a la ventana de periodo tres del mapa logistico para
A, = 3.8345, D = 0.012. El fendmeno de resonancia alrededor de w = % es
bastante evidente.

En la Fig. 2.13 mostramos el atractor {X;, &}, conw = 0.3308437..., para los
mismos parametros de la Fig. 2.12, es decir, Ap = 3.8345 , D = 0.012. Se usdé un
estroboscopio de periodo 3 (i.e. sélo se retienen los valores de X;). El periodo 3
subyacente se evidencia a través de la presencia de las tres lineas casi horizontales.
Sin embargo, ya que se estd usando un estroboscopio de perfodo 3, sélo una de las

tres lineas deberia ser visible si no existieran “transiciones resonantes” interbandas,
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tal como ocurre cuando w se encuentra fuera del intervalo de frecuencias delimitado
por los picos de resonancia de la Fig. 2.12. De este modo, una vez mas se muestra que
el efecto de la modulacién resonante consiste en generar transiciones de banda que
destruyen la secuencia natural de alternancia del sistema débilmente perturbado:
banda inferior — del medio — superior — inferior .. .. Esta secuencia coincide con
el orden en que se recorre el 3-ciclo en el caso del mapa no perturbado en la ventana
de periodo 3.

Ll especiro de potencia correspondiente a esta situacién, pero sin estroboscopio
(ver Fig. 2.14), exhibe un pico bastante ancho centrado alrededor de la frecuencia
de modulacién w = 0.3308437..., pero al mismo tiempo es posible observar una
multitud de picos de menor tamafio en posiciones dadas por jw (mod 1), 7 € Z,
este 1ltimo fendémeno va fue explicado en relacion a la Fig. 2.11.

Consideremos una desviacién relativamente grande de la frecuencia de resonan-
cia, como la asociada con la Fig. 2.13, pero tomemos una amplitud D suficientemente
grande, de modo de permanecer dentro de la regién de resonancia; bajo estas premi-
sas, Xa; tiene una probabilidad finita de cruzar la discontinuidad de la banda & (®)
y alcanzar la otra seccién de dicha banda, explicando de este modo la presencia de
una pequeiia brecha en cada banda. A la izquierda de cada brecha aparece una
amplia regién “manchada”(recordemos que w < %, y que Xg; se mueve de derecha a
izquierda). Esta regién “manchada” corresponde a la trayectoria inestable de X,
dando lugar a una distribucidn de puntos practicamente al azar. En contraste, para
valores menores de ¢ = ]% — wl, el punto X3 siempre cambia de banda cuando
alcanza la brecha.

En la ventana de periodo tres se observa un efecto muy peculiar cuando seguimos
al punto X3, al recorrer una determinada banda, digamos ¢;. Cuando la discontinui-
dad se alcanza, la 6rbita se desestabiliza viajando por las zonas repulsivas del mapa
logfstico hasta que se alcanza nuevamente una banda estable. Pero, en el caso que

estamos analizando, es imposible predecir en qué nueva banda estabilizard su drbita
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Figura 2.13: Atractor {X,, ®} en la ventana de periodo 3, para

Ag = 3.8345, D = 0.012, w = 0.3308437.... Se usd un estroboscopio de periodo
3.

-15r

Figura 2.14: Espectro de potencia correspondiente al atractor de la Fig. 2.13, pero
sin considerar el uso de estroboscopio. Nétese el pico relativamente ancho en torno

a la frecuencia de la modulacidn.
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Xat, ya que las condiciones iniciales no son conocidas con infinita precisién. De he-
cho, si partimos con dos réplicas {Xo, ®o} ¥ {Xo, Ro+ 6@}, cuando el tiempo pasa,
ellas se dirigiran a distintas ramas. Sin embargo, si partimos con el par {Xo, ®o} ¥
{Xo + 6Xo, Bo}, ellas convergeran entre si, si 6X, es suficientemente pequefio. Lo
4ltimo esté de acuerdo con la definicién de A(w). En todo caso, no debemos olvidar
que estamos estudiando un mapa bidimensional y que debemos tener en mente que
el segundo exponente de Lyapunov, asociado a la variable @, es marginal (A = 0);
esta observacién resuelve la “aparente paradoja’.

Fn este caso hemos obtenido una nueva y destacable situacion: la introduccion
de una pequefia modulacién resonante lleva a una posicién “aparentemente” impre-
decible del oscilador debido a inestabilidades orbitales de corta duracidn, donde la
imagen estroboscépica Xa; puede saltar de una banda a la otra. Estos pequehos
lapsos, donde Xs; viaja por regiones inestables del mapa logistico, no son capaces de
dar origen a un exponente de Lyapunov positivo como puede verse en la Fig. 2.12,
donde A(w) < —0.1. En consecuencia, tenemos un exponente de Lyapunov negativo
asociado con un proceso dindmico aparentemente itmpredecible.

Hemos estudiado también la funcién de autocorrelacién para una serie tempo-
ral correspondiente a un estroboscopio de periodo tres. Para w fuera de la region
resonante obtenemos una linea recta paralela al eje de los tiempos, indicando la
presencia de la tinica banda seflalada previamente. Para Ag = 3.8345, D = 0.012
v w = 0.3308437..., dentro de la regién resonante, obtuvimos una curva que cla-
ramente revela el comportamiento dindmico asociado a la impredictibilidad. Al
analizar series temporales para estos mismos pardmetros, pero considerando dife-
rentes estroboscopios de perfodos miltiplos de 3, obtuvimes una serie de curvas que
se parecen cada vez mds a la funcién de autocorrelacién del mapa logistico para
el caso de caos completamente desarrollado correspondiente a Ag = 4.0 (ver Fig.
2.15). De este modo, hemos determinado la ausencia de correlacién entre los puntos

de la érbita de perfodo tres con modulacién de frecuencia. Para todo w entre los
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Figura 2.15: Funcién de autocorrelacién para estroboscopios miltiplos de periodo

3, para Ao = 3.8345, D = 0.012 y w = 0.3308437.... Los niimeros sobre las curvas

indican el estroboscopio usado en cada caso. La curva inferior corresponde al mapa

logistico cuando Aq¢ = 4 (caos completamente desarrollado).
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picos de resonancia de la Fig. 2.12, la funcién de autocorrelacion muestra el mismo
tipo de comportamiento.

Sin embargo, la presencia de un proceso dindmico aparentemente impredecible
asociado con un exponente de Lyapunov negativo resulta un tanto extrafio, por ello,
se estudi6 el comportamiento del atractor considerando un “ciclo de Poincaré”, a tra-
vés del siguiente procedimiento: consideremos una frecuencia w “cuasi-irracional”,
aunque en realidad es racional de muy alto orden en una secuencia de Farey, w = g,
con P, Q € N, con @ =primo del orden de 10, Seitera (Ng+ 2@Q) veces, donde
N ~ 6 x 10° corresponde al transiente. Después se guarda el punto (X, ) v se
lo compara con el punto (Xprg, Pipg), con O =P, ycon t > (No+ @) . Esta
comparacién se realiza, por ejemplo, para unos T = 15000 puntos y se evalua la

siguiente suma S

T
S = Z IXH—Q — Xtiz (2.20)

t=1

Cuando hay entrabamiento dentro de la ventana de perido 3, esta suma S es inferior
a 10716, es decir, a pesar de la apariencia de caos (puntos al azar) el sistema
vuelve exactamente sobre los mismos puntos después de un ciclo de Poincaré y en
consecuencia no hay caos.

En general, cuando hay entrabamiento y las distintas bandas se funden en una
sola, entonces el valor de X, debe depender exclusivamente de @, (v no, por ejem-
plo, de la paridad de “t", o de si ¢ = 31,31+ 1,3/ +2, como ocurre con ciclos
de perfodo 2 y 3 respectivamente). Asi, después de un transiente apropiado debe
cumplirse que

Xt = ‘X—H'Q' (2.21)

en el caso w = P/ — irracional.
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2.2.2 A, cruza por ciclos de distinta periodicidad
Modulacién de baja frecuencia

Dependiendo de la posicién del centro de gravedad Ag del intervalo de variacion de
A; y de la amplitud D, podemos estudiar una variedad de situaciones en las cuales
se cumple que A; cruce por puntos de bifurcacién y que al mismo tiempo nunca se
salga de la primera cascada de Feigenbaum.

Para tratar de entender los efectos de una modulacién de baja frecuencia es-
tudiaremos el caso particular Ag = 3.4, D = 0.3264, donde A; varia en el rango
[3.2368, 3.5632], es decir, se mueve entre 2 soluciones por la izquierda y 8 soluciones
por la derecha de la primera cascada de la ecuacion logistica estatica.

Para frecuencias muy bajas, digamos w < 0.001, el atractor {X, d,} sigue muy
de cerca los puntos fijos de la ecuacion logistica estatica con parametro de bifurcacién
dado por A(®,) (ver Fig. 2.16). Se produce, sin embargo, un notable atraso en la
aparicién de las bifurcaciones respecto al caso estatico[32]; también se puede observar
el fenémeno de histéresis, el cual se pone de manifiesto en el hecho que al cruzar A
un punto de bifurcacién estatico, el proceso de separacion de las bandas “dindmicas”
(lease &,(D,) — &2.(P4), £25511(®;)) se refrasa notablemente si cruzamos en la
direccién de A, creciente; a la inversa, para A, decreciente, el proceso de fusion
(lease &3, E2031 — &) ocurre casi inmediatamente después que A; cruzé el
punto de bifurcacién. De este modo, para A, creciente, el sistema guarda cierta
“memoria” de su estado anterior. Esto se puede ver mas claramente en la Fig. 2.17,
en la cual se ha graficado el valor instantdneo de A; versus X, mostrandose solo
la parte inferior de la curva, la cual comienza en el lado izquierdo con el valor
A, = 3.449..., valor que corresponde al punto en que nace la cuadnfurcacion de
la logistica estatica. La linea interna corresponde al caso en que A; viaja hacia la
derecha, es decir, en la direccién en que aumenta el perfodo del ciclo, y las dos lineas

externas corresponden a valores de A, decrecientes. Puede verse que la bifurcacion




se realiza mucho después de A, = 3.449... y que X; no regresa al mismo valor que
tenia cuando iba en direccién hacia la derecha. Alli también puede verse el atraso
en el nacimiento de las otras furcaciones, asi como la histéresis correspondiente.

Precisando un poco més la situacién podemos decir que cuando A; cruza una
bifurcacién en la direccién en que aumenta el perfodo del ciclo (de izquierda a
derecha), entonces X, persiste un cierto intervalo en la vieja rama del atractor, la
cual se ha tornado inestable después del cruce. Posteriormente el atractor dindmico
£(®) se abre bruscamente, estabilizandose rapidamente en torno al atractor del
problema estético ya bifurcado (ver Fig. 2.16). En cambio, al cruzar en la direccién
en que se cierra la bifurcacién el fenémeno de refardo es poco relevante, pues las
bandas bifurcadas no existen al lado izquierdo del punto de bifurcacién, ni siquiera
en caracter de inestables. Bn este caso, el retardo se debe al desfasaje del proceso
dindmico respecto del caso estatico.

Al ir aumentando w, el atractor del mapa estdtico asociado al valor instantaneo
de A deja de ser un buen punto de referencia. Asi, el esquema de bifurcaciones
comienza a perderse, empezando por las de periodo mayor, pues en ellas la separacion
interbandas es menor (por ejemplo, la rama asociada al ciclo de periodo 8§ de la
solucién estatica se pone borrosa). Al aumentar « atin mas, la rama asociada al
periodo 4 también desaparece, siendo reemplazada por rapidas oscilaciones. Esto
debido a que el punto X; cruza suficientemente rapido tal zona como para no alcanzar
a converger al atractor estitico estable. En cambio X, viaja basicamente sobre las
bandas (ya inestables) asociadas al periodo 2; el cardcter inestable de tales bandas
da lugar a las oscilaciones del problema dinamico.

Lo anterior puede verse en la Fig. 2.18 donde se muestra al atractor fuera de
la regién adiabética, para la frecuencia w = 0.00474471..., donde existen sélo dos
ramas para todo el rango de la fase ®;. El punto X}, oscila con periodo 2 entre estas
dos ramas, relacionadas con el ciclo de periodo dos, que es el periodo dominante

del caso estatico para los parametros en consideracion. De este modo, el biciclo
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Figura 2.16: Atracior en el plano ®; versus X, para A= 3.4, D =1032064, en el
caso adiabatico para w = 0.00014.... A pesar del pequefio valor de w, el atractor ya

muestra una asimetria debido a efectos dinamicos.
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Figura 2.17: Atractor en el plano A, versus X, paraw = 0.00014..., para los mismos

valores de A y D de la figura superior
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Figura 2.18: Atractor en el plano ®, versus Xy, para A =34, D =0.3264, fuera de

Ja regién adiabdtica, para w = 0.00474471...

dominante ha cubierto las regiones donde nominalmente deberfan existir los ciclos

de perfodo 4 y 8.

Caos temprano

Nuestro estudio del exponente de Lyapunov en funcién de los parametros del mo-
delo (w, A, D) nos dice que no existe caos si Max(4;) = A+ D/2 < A}, donde
A = 3.498684... es el punto superestable de la cuadrifurcacion, esto es, si A, < A
Vt. Asi podemos citar por gjemplo, que una de las primeras regiones donde es posible
encontrar atractores cadticos es cuando A, varfa dentro del intervalo [3.0,3.5075],
es decir, se mueve entre un ciclo de perfodo 2 por la izquierda y 4 por la derecha.
Cuando A, recorre zonas mas amplias, incluyendo mas periodicidades, siempre es
posible hallar pequefios rangos de w en los cuales existe movimiento cadtico. La
situacién descrita es muy similar a la encontrada en la subseccion 2.2.1 donde se
describe la aparicién de caos temprano[29,30,37,38] dentro de un ciclo de periodici-

dad determinada.
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Figura 2.19: Exponente de Lyapunov versus w, para Ay = 3.4, D = 0.3264

En la Fig. 2.19 se muestra el exponente de Lyapunov en funcién de la frecuencia
para un caso en que A, varfa entre ciclos de periodo 2 y S. Alli puede verse que existe
comportamiento cadtico (A > 0) para frecuencias w ~ 0.357, a pesar del hecho que
A, no llega a tocar nunca el punto de acunmlacién de la bifurcaciones Ap = 3.5699....
En consecuencia, nuevamente nos encontramos con el fenémeno de caos temprano.
En este caso debemos notar que los atractores estdn formados por dos bandas cadti-
cas que semejan dos cintas difusas aparentemente entrelazadas, asociadas al ciclo
subyacente de perfodo dos del mapa logistico estatico. Sin embargo, en el presente
caso, cuando aplicamos un estroboscopio de perfodo dos sobre el atractor, una de las
bandas caéticas desaparece. En otros casos, como por ejemplo, Ag = 3.26, D =105,
donde A, varia entre 1 y 8 soluciones, al considerar frecuencias para las cuales la
dindmica es cadtica, ¥ observar el atractor mediante un estroboscopio de periodo 2,
se obtiene el mismo resultado que cuando se prescinde del estroboscopio. Lo anterior
implica que el punto X, sufre corrimientos fuera de fase dentro del ciclo de periodo
dos subyacente; o dicho de otro modo, el punto Xy realiza transiciones entre las

bandas cadticas.
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Trabadura de fases en el caso de varias periodicidades subyacentes

Recordemos algunos resultados; supongamos que A; cruza por ciclos de distinta
periodicidad, pero no alcanza a llegar al punto de acumulacion A, , es decir,

3 = A, < A < An = 3.5699..., entonces al considerar amplitudes D y
frecuencias w suficientemente altas, las distintas bifurcaciones van desapareciendo
y sélo subsisten dos bandas, alternandose X, entre ellas en forma periddica. No
obstante, aun estas dos bandas pueden fundirse si w se acerca suficientemente a %,
teniéndose un régimen de una banda para w, <w <1 —w;, fendmeno reminiscente
del entrabamiento de frecuencias discutido en la seccidn 2.2.1. Evidentemente la
frecuencia critica depende de A y D, no existiendo w, sino que a partir de cierta
modulacién critica Dy, tal que w(De, A) = 1/2, y w, decrece si D crece. Asi podemos
ver que para Ag = 3.4, D = 0.3264, (A varfa entre 2y 8 soluciones) se tiene que
w. = 049552191 .... A su vez, cuando Ag = 3.26, D = 0.6 (A; varfa entre 1 y 8
soluciones), w, = 0.43688....

En las vecindades de la transicién al régimen de una banda, un célculo ampli-
ficado del exponente de Lyapunov, A(w), muestra el tipico pico seguido de una
caida brusca (fosa), que caracteriza los regimenes de entrabamiento enire el osci-
lador logistico y la perturbacién externa. De este modo, el andlisis sobre el efecto
de “entrabamiento de fases” de la seccidn 2.2.1 no es privativo del caso en que A,
recorre el interior de un ciclo dado, pudiendo igualmente producirse en el presente
caso en que A; recorre varios perfodos, y también (como veremos luego) cuando A,
cruza regiones caoticas.

Fn la Fig. 2.20 se muestra el atractor, para la frecuencia w = 0.4955213 - -,
justo antes de entrar en el régimen de banda fundida, y en la Fig. 2.21 se muestra

el atractor para la frecuencia w = 0.496- -, cuando ya esta en la regién de banda

fundida.
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Figura 2.20: Atractor Ao = 3.4, D = 3264, y w = 0.4955213..., justo antes de entrar

en el régimen de banda fundida. A4, varia entre 2y 8 soluciones.
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Figura 2.21: Atractor Ap = 3.4, D = 0.3264, y « = 0.496..., dentro de la regién de

bhanda fundida.
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2.2.3 A, cruza por zonas cadticas del mapa logistico

Por fijar ideas, particularicemos al caso en que el centro de gravedad de A, se
encuentra en Ag = A3 = 3.5699... y que D = 0.428, de modo que A, pertenece al in-
tervalo [3.3559,3.7839], recorriendo en consecuencia toda la cascada de Feigenbaum
a la izquierda y cruzando por zonas cadticas y ventanas periédicas a la derecha del
punto de acumulacion de las bifurcaciones. De este modo, A, cruza por una varie-
dad de comportamientos del mapa logfstico estatico; ello determina una rica gama
de atractores del sistema dindmico bidimensional, los cuales presentan, en general,
un aspecto fundamentalmente cadtico caracterizados por exponentes de Lyapunov
(A) positivos con algunas estrechas regiones correspondientes a dinamicas ordenadas

(A < 0).

Comportamiento adiabatico

La Fig. 2.22 muestra el comportamiento del atractor en la regidn adiabdtica de w
(w = 0.0000159...), alli puede verse como el mapa bidimensional reproduce global-
mente el comportamiento del mapa logistico, distinguiéndose claramente la primera
parte de la cascada de Feigenbaum, asi como algunas de las ventanas periddicas
entre zonas cadticas. Sin embargo, el comportamiento global del sistema es caético,
de acuerdo al valor del exponente de Lyapunov, A = 4-0.0507.

El andlisis del comportamiento del atractor en funcién de la frecuencia, para el
caso adiabatico, nos muestra que w juega un papel equivalente a la amplitud del ruido
externo (o) en la ecuacién logisticaf33], ya que el ruido externo produce una accion
sobre las 6rbitas del sistema dindmico que es equivalente a un cambio adecuado en
el pardmetro de bifurcaciones. Asi, se pudo observar los mismos efectos descritos
por Crutchfield et al [33]: reduccién de las bifurcaciones de la primera cascada
de Feigenbaum y desaparicién de las ventanas periédicas en funcién del aumento
de w. Por via de ejemplo, podemos decir que para w = 0.00023... ain subsiste

la cuadrifurcacién de la primera cascada y dos ventanas en la regién cadtica; en
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Figura 2.22: Atractor en la zona cadtica, Ap = 3.5699..., D = 0.428, para

w = 0.0000159.... A, recorre toda la cascada de Feigenbaum a la izquierda, y zonas

caéticas y ventanas periddicas a la derecha de Ag = 3.5699....

cambio, para w = 0.00143..., sélo sobrevive la bifurcacién de la primera cascada, y
ya han desaparecido todas las ventanas periédicas del mapa logistico estatico.

En este caso también puede verse el fendmeno de histéresis en los puntos de
bifurcacién de perfodo. En la regién de comportamiento adiabético, y para w > 0,
el punto X, se desplaza de izquierda a derecha en la figura. Notando que A; toma
iguales valores para ¢y (—¢), el atractor deberia tencr simetria de reflexion especular
respecto al punto ¢ = 0 en el limite extremo adiabatico. Como no es éste el caso de
la Fig. 2.22, se concluye que estamos ante Ja presencia del fenémeno de histéresis.
Especificamente, en el lado derecho de la Fig. 2.22 se puede observar el atraso con
que ¢l sistema dindmico llega a la bifurcacién, y como en la parte izquierda se cierra
adiabaticamente al salir de ella. Este efecto de histéresis es notable, pues se produce

con frecuencias tan bajas como « ~ O(107°).

Fuera de la regién adiabatica
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Figura 2.23: Atractor para Ag = 3.569%..., D = 0.428, w = 0.1999307....
(XA =0.06737)
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Figura 2.24: Atractor para Ao = 3.5699.., D = 0428, w = 0.499635. . ..
(A =-—0.1751)
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Fuera de Ja region adiabdtica nos encontramos en general con atractores caoticos.
Un ejemplo de atractor cadtico (A > 0) que aparece en este caso es el que se muestra
en la Fig. 2.23, para w = 0.1999307..., con exponente de Lyapunov A = 0.06737.
Alli se tiene w = % — ¢, con ¢ ~0, ello da lugar al fendémeno de “entrabamiento”,
destruyéndose la regién (no cadtica) de periodo 2. De hecho, es claro que el atractor
consta de 5 segmentos, siendo uno la réplica del otro. En términos generales po-
demos decir que el punto X, posee periodo 5, mientras ¢, corresponde a la banda
univaluada, pero en cada franja cadtica el punto se mueve de manera “aleatoria”,
ordenandose al pasar a la banda univaluada.

Existe un intervalo de valores de frecuencia : 0.4979... € w < 0.5 en el cual
el exponente de Lyapunov se vuelve negativo, a pesar de que A, estd gran parte
del tiempo viajando por regiones cadticas, demostrando la existencia de una con-
ducta global ordenada. Un atractor caracteristico de esta situacién se muestra en la
Fig. 2.24, para w = 0.499635..., con A = —0.1751. Aqui se notan amplias regiones
del atractor con apariencias caéticas. Sin embargo, para la frecuencia en considera-
cidn, el paso por estas regiones inestables no logra desestabilizar la érbita del mapa
bidimensional, obteniéndose una clara situacién no cadtica. Mds concretamente, las
regiones aparentemente inestables del atractor (Fig. 2.24) siguen de hecho un com-
portamiento completamente predecible. Para verificar lo anterior, hemos comparado
la posicién de los puntos X; y X1, donde T es el periodo de Poincaré de la
fase @,, el cual se construye a partir de una aproximacion de la frecuencia w por
un cuasi—irracional: w = L/T; L, T primos y T - oo, en la practica T ~ 10°% Se
concluyé que la distancia entre los puntos X; y Xypr es [Xe — Xir| < 10718, Vi
Este resultado asegura que, a pesar de la apariencia cadtica, el atractor es reprodu-
cible punto a punto para w, Ao, y D fijos. Por tanto, en rigor no existen regiones
inestables, y el proceso dindmico es causal en el sentido fuerie de la palabra. En
vista del andlisis recién descrito, podemos concluir que los puntos del atractor son

una funcién univoca de la fase X; = £(®,) (aunque £(®;) es una funcién practica-




mente discontinua). Lo tltimo permite afirmar sin ambiguedad que en el atractor
de la Fig. 2.24 est4 presente un fenémeno de entrabamiento con la fase de la pertur-
bacién externa, reduciéndose toda la variedad de P-ciclos y bandas cadticas a una
sola banda £(®). Este fenémeno de eliminacién del caos mediante una perturbacién
resonante con la frecuencia mas importante del proceso, ha recibido gran atencién
en la literatura[40,41,42,43], denomindndosele “caos domado”.

Dado que las frecuencias en las cuales se producen los atractores no cadticos,
SON MLy cercanas a w = %, este resultado recuerda las secuencias binarias (A = A,
Agiz1 = B) de Ref. [29,30], para las cuales existen amplias zonas de estabilidad, aun

si A o B se encuentran en regiones cadticas del mapa logistico.

2.3 Modulacién periddica aditiva

Fn esta seccién estudiamos el efecto que se produce en el comportamiento dinamico
de los atractores del mapa logistico, cuando se introduce una modulacién aditiva en

la forma

. . . - D
‘XH']- = .ft(At) = Ag At (1 — A-t) + "'2— U(@) (222)
como antes ;47 = @, +w, y utilizaremos la misma modulacion triangular definida

en (2.4)

U@)=4f8] -1, —s<8<

B[ =

(2.23)

El caracter periédico de esta modulacién establece una importante diferencia
con el trabajo de Crutchfield ef al.[33], quienes introdujeron ruido aditivo de tipo
“hlanco” y “Gaussiano”. En esta referencia se hace un completo analisis de los
efectos producidos en los atractores del mapa logistico cuando se introduce un ruido

aleatorio tanto en el pardmetro de bifurcaciones como en forma aditiva sobre el
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mapa. Se concluye que los efectos de actuar sobre el mapa en forma aditiva o
sobre el parametro de bifurcaciones es practicamente equivalente, en tanto se trate
de ruido blanco. Se obtiene como conclusién general que la introduccién de ruido
aleatorio provoca un cambio en la estructura de bifurcaciones y caos, pues cuando
aumenta la amplitud del ruido, desaparecen soluciones periodicas y también algunas
ventanas periédicas en la regién cadtica.

Ta modulacién aditiva introducida en esta seccién simula una fuerza externa
periédica que perturba a un sistema mecanico no lineal. Esta modulacion aditiva
produce efectos mas dramaticos que la modulacién sobre el pardmetro de control,
estudiado en la seccién 2.2.

Fn todo caso, usaremos las mismas bases conceptuales para uno y otro analisis.
As{ por ejemplo, analizaremos el mapa bidimensional: (Xi, @) — (Xega, @egy) - EL
atractor {X;, ®;} se reduce a P lineas rectas si la modulacidén es D = 0, donde P
es la periodicidad del mapa logistico no perturbado. Al igual que en el caso de la
seccién 2.2, al conectar la perturbacién aditiva, D # 0, las lineas rectas se deforman,
transforméndose en P bandas, denotadas como antes por {£,(®), v = 1,2,..., P},
y todos los puntos del atractor van a dar a estas bandas.

Si bien el presente modelo repite basicamente toda la fenomenologia aplicada en
la seccién 2.2 (caos temprano, histéresis, etc.), nos concentraremos en el fenémeno de
modulacidn resonante, ya que en él, el presente modelo muestra una riqueza enorme,
que no se pone facilmente de manifiesto en el caso en que se modula el parametro

de control.

Modulacién resonante

Consideremos nuevamente el caso de perfodo 2 para la ecuacién logistica, es decir,
3 <A1+ V6, y concentrémonos en los efectos de resonancia que se producen
cuando la frecuencia de la modulacién externa w es similar a la frecuencia natural

del oscilador logistico, que en este caso de periodo 2 corresponde a wo = I
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Consideremos el caso especial w = %-l— g, con ¢ € 1. Usando el hecho que

U@ + %) = —U(@), podemos concluir que para este caso limite se cumple que
Xoy = AgXpoy (1= Xom1) — & (2.24)
X = Ao X (1—Xa)+ 6 (2.25)

donde é; = % U(2¢t), cambia lentamente en el tiempo. Entonces es natural suponer

que
[Xae, Koes1] = (), 72(4:)) (2.26)
donde
m o= Aom(l—m)—6& (2.27)
ne = Aem(l—m)+4 (2.28)

naturalmente que las soluciones (71{&;), 72(é:)) de este problema estatico, estan
muy relacionadas con las bandas {£1(®), £2(®)} del problema dindmico, aunque la
relacién es mas bien sutil, como ya se vio en el caso de modulacién del parametro

de control.

Al usar f(X) = Ao X (1 — X), la ecuaciones (2.27) y (2.28) asumen la forma

m=flflm)+8]—&=F(m) (2.29)

Las soluciones de la ecuacién (2.29) pueden ser estables o inestables en funcién de 8§,
o equivalentemente, en términos de la fase @ (ya que 6 = %— U(®)). Las soluciones
se pueden clasificar en dos tipos bien diferenciados:

a) St § > &, entonces el mapa F () tiene un tnico punto fijo estable.

b) Si & < &, entonces F(n) tiene dos puntos fijos estables y uno inestable. Con-
siderando el hecho que § = %3— U(®)), concluimos que:

i) Si D > D, = 24, entonces existe cierto rango de ® para el cual existe una
finica solucién estable, mientras que fuera de ese rango se cumple 2@ <ébe,y

existen dos soluciones estables, digamos 7;(®) v 72(®). De este modo las bandas
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ni{®) y 72(®) aparecen cortadas, de un modo similar a lo indicado en la Fig. 2.9.
i) 851 D < D, = 26, , entonces existen dos soluciones estables 71(®) y 72(®), para
todo valor de @ ; en este caso las bandas 7;(®) no presentan brechas.

Volviendo al problema dindmico, en el limite adiabatico w = $ +¢, ¢ — 0,
la fase By = 2¢t [mod 1] varia lentamente y el sistema sigue la solucién estatica
adiabaticamente, al igual que en el caso de la seccién 2.2.

Puesto que, en el caso en que D < D, las dos bandas estables no presentan
ninguna brecha, el punto X, pertenece a una sola banda, digamos X = E1(Dae),
donde £, (®) & 71 (®) en el limite ¢ — 0. Lo mismo ocurre para el punto Xop1, el
cual pertenece a la otra banda X4y = E2(Dae41). En este caso, el sistema mantiene
su frecuencia natural de oscilacion: wq = %, mientras el punto X, oscila entre las dos
bandas £;(®) y £2(®), no existiendo, en consecuencia, entrabamiento con la fase de la
perturbacién externa. Cuando nos apartamos del limite adiabatico, haciendo crecer
moderadamente ¢, la forma de las bandas &,(®) difiere de la forma de las bandas
“paramétricas” 7,(®), pero no ocurre ningin cambio cualitativo en la medida que
nos mantengamos en el caso D < D..

Sin embargo, para el caso D) > D), ocurre un dramatico cambio cualitativo, pues
las bandas paramétricas 7,(®) (usadas como “referencia” cuando £ — 0) poseen
una brecha, como antes se indicé. Vemos asi que, a pesar del hecho que estamos con-
siderando el limite adiabético w — 1, el punto X5 que viene viajando por la banda
£(®) ~ 7,(®) no puede permanecer en ella cuando alcanza la brecha en la cual 7, {®)
desaparece (ver punto B de la Fig. 2.9, ya que dicha figura describe basicamente
el mismo caso en consideracién). En ese momento, el punto Xy cae bruscamente,
cruzando una regién inestable, hasta alcanzar la banda estable 72(®) (punto A de
la Fig 2.9) . De alli en adelante el punto X, estabiliza su trayectoria, pero ahora en
la banda inferior, cumpliéndose que £(®) = 2(®) para los correspondientes valores
de ®. Sin embargo, después de un tiempo, el punto Xy alcanzara la. brecha de la

banda 7,(®) (punto E de Fig. 2.9) y nuevamente Xy debera saltar de una banda
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estable a la otra (paso de E a T'), cruzando por una region inestable. El ciclo se
cierra cuando Xz alcanza nuevamente la brecha de la banda 7;(®) (punto B). La
misma argumentacion es valida para el punto Xp¢11, ¥ €n consecuencia, ambos pun-
tos describen la misma orbita formada por una inica banda £(®) compuesta por
tramos de las bandas 71(®) 72(®), la cual presenta una forma similar a la de la
Fig. 2.8.

Debemos hacer notar que el punto X; pertenece a la banda 7:(®) o a la banda
12(@), de acuerdo al valor asumido por @, y dado que ®; = wt + Do, la frecuencia
con la cual se produce el cambio de banda, de la m(®) a la 72(®), corresponde
a la frecuencia w de la modulacién externa. En el caso D < D, la frecuencia
correspondiente es wp = 3, que es la frecuencia del caso no perturbado.

Al igual que en la seccidon 2.2, si tenemos D) > D. y aumentamos el desfase
lw — 1| sobre cierto valor critico e.(D), entonces el punto Xz, lograra “saltar”
ia brecha de la banda 7;(®), permaneciendo siempre en ella. Otro tanto vale para
el punto Xgepa. De este modo, para Aoy fijo, podemos separar el plano [w, D]
en dos regiones: la regién donde existe entrabamiento de fases (asociada a la parte
superior de dicho plano, es decir, al caso “D grande”), y la regiéon donde no hay
entrabamiento (regién inferior del plano). Llamaremos Dy(w) a la curva que separa

ambas regiones. Naturalmente

Dp(w) 2 D, con Dplw=z)=D, (2.30)

Hemos analizado esta frontera critica y hemos llegado a la conclusién que ella
presenta un caracter fractal, como puede apreciarse en la Fig. 2.25. Esto significa
que la curva es autorreplicada, o dicho de otro modo, la frontera de separacion
presenta la misma forma ante un cambio de escala de observacion.

En principio podemos asociar la region entrabada al racional Z, ya que esta
es la frecuencia necesaria para obtener entrabamiento, al minimizar el valor de la
amplitud de modulacién D, tal que D p(w) > Di(3) = De. Sin embargo, podemos

concluir que para cada niimero racional E € Q, existe un minimo en la curva D o(w),
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D% de modo que el sistema se entraba mds facilmente para w — -’;, sobre todo si
-g- es un racional “simple”. El entrabamiento requiere una mayor modulacién D si
w se aparta del racional simple %. Estas lenguas son en general muy estrechas, (en
especial para valores de ¢ grandes), y se funden con la gran lengua correspondiente
aw = 3. La relevancia de las distintas lenguas estd cualitativamente descrita por el
orden en que el respectivo racional aparece en una secuencia de Farey.

En resumen, sélo para D > D;;. existe entrabamiento para w en alguna vecindad
del racional £. Esta vecindad aumenta en tamafio cuando D crece, mientras que
el intervalo de entrabamiento se reduce a cero para ) = D;&. Para D < DE , el
régimen entrabado desaparece. El valor critico mas bajo posible de D es D, = D 1
bajo este valor es imposible obtener un régimen entrabado. Nuevamente este com-
portamiento contrasta con el comportamiento de los mapas del circulo[28] y los
osciladores no lineales percusivos perturbados[34], en los cuales una perturbacién
periddica extremadamente pequeila es suficiente para producir entrabamiento.

Las lenguas de entrabamiento asociadas a Jos diferentes nimeros racionales se
fusionan entre ellas de un modo continuo. Este hecho contrasta con el caso del
mapa del circulo, donde la fusién de lenguas de entrabamiento comienza a partir de
la modulacidn critica K = 1, asociada al mismo tiempo con el nacimiento del caos.

Hemos logrado encontrar algunas “reglas de seleccién” para los nimeros racio-
nales asociados con las lenguas de entrabamiento. Sean p,¢ € N, con {p, ¢} primos
relativos entre si, yw = £ =1 € Q la frecuencia (eventualmente resonante) en

estudio, entonces se cumple que:

a) si ¢ es un nimero impar, las lenguas son estrechas y poco profundas, aun para

enteros ¢ relativamente pequefios.

b) el ancho de las lenguas de entrabamiento (E) disminuye cuando ¢ crece
(un hecho muy natural, toda vez que la cantidad de niimeros racionales en un

intervalo dado es infinito).
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c) el ancho de las lenguas de entrabamiento (%) también disminuye, si la amplitud

de la modulacién aditiva, D, disminuye.
d) de acuerdo al punto a}, tenemos que

p o= 20+1, nitmero impar

g = 2"(2n+1) numero par

donde I,n,h €N. Al comparar valores similares de (E) , se cumple que la
lengua (-’;) es menos notoria para mayores valores de A (ver Fig. 2.26). Por
ejemplo, la lengua (s5) es menos notoria que la lengua que se encuentra cerca
de ella, (35), (a pesar del hecho que w = 35 > w = ¥ que Dcli; > D%%'
Como otro ejemplo podemeos citar la lengua. (%), la cual es muy pequeiia en

ambas direciones {(w y D), pero la lengua vecina (£} es mucho mayor que la

primera (en ambas direcciones).

e) consideremos una lengua (%); hemos constatado que ella actua como punto de

acumulacién de lenguas de menor importancia, asociadas a los racionales

2lp £ 1
£ _ (2P

las que convergen sobre (Z) por la derecha (+) e izquierda (—) a medida
que I — oo, Este hecho implica un efecto de autoreplicacion, pues a su vez

P ‘s . .
cada T = 5= es punto de acumulacion de lenguas menos conspicuas, y asi

Qi
sucesivamente.

2.4 Resumen y conclusiones

Hemos investigado en detalle el efecto de una perturbacion periédica resonante,
aplicada sobre la ecuacién logistica usando dos formas posibles:
a) perturbacién aplicada al parametro de control del mapa; y

b) perturbacién aditiva sobre el mapa

60




Fn ambos casos usamos dos tipos diferentes de funcién periédica continua: fun-
cién arménica v funcién triangular. Los resultados obtenidos son independientes
de la forma. especifica de la funcién periddica, lo cual le da una gran generalidad a
nuestros resultados. Sin embargo, esto no es el caso para la curva de entrabamiento
Dy (w), obteniéndose curvas {rontera con claras diferenciaciones entre uno y otro
tipo de funcién periddica empleada.

El tipo de perturbacién que hemos aplicado al parametro de control constituye
una generalizacién respecto a trabajos recientes[29,30], en los cuales la modulacion
del parémetro de bifurcaciones fue restringida s6lo a dos valores posibles.

Dada la generalidad de nuestro modelo obtuvimos también el fenémeno de caos
temprano observado previamente{29 ,30], asociado en nuestro caso a diferentes rangos
de variacién de la amplitud A;. Al mismo tiempo, obtuvimos atractores no cadticos,
a pesar de que el parametro de bifurcaciones permanece gran parte del tiempo
en regiones cadticas del mapa logistico, fendmeno también encontrado previamente
por Roessler et al.{29,30]. Este ultimo efecto fue interpretado como un fenémeno
de entrabamiento con la perturbacién aplicada, la cual provee las bases para un
movimiento “controlado” (no cadtico).

Otro cormportamiento muy interesante, que ha quedado de manifiesto en nuestro
trabajo, es el de entrabamiento de fase entre la frecuencia de la modulacidén externa
w y la frecuencia interna. Esta dltima estd regida inicamente por el valor que asume
el pardmetro de control de la ecuacién logistica, lo que determina su periodicidad
P, v en consecuencia la frecuencia interna wp = %. En este caso, la lengua de
Arnold asociada con la transicién del régimen desentrabado al régimen entrabado,
comienza a partir de una modulacién minima, hajo la cual no es posible encontrar
entrabamiento de frecuencias, a diferencia de las lenguas de Arnold encontradas
para los mapas del circulo y para los osciladores no lineales percusivos forzados, en
los cuales el fenémeno de entrabamiento ocurre para valores infinitesimales de la

modulacion,
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Adicionalmente, encontramos que al introducir una ligera desviacién de la fre-
cuencia de resonancia se puede obtener, bajo ciertas condiciones, una situacién muy
notable: una dindmica aparentemente impredecible asociada con un exponente de
Lyapunov negativo.

En conclusién, la modulacién resonante del pardmetro de bifurcaciones de la
ecuacién logistica nos da una visién sobre la dindmica de los sistemas no lineales
forzados resonantemente, al mismo tiempo que muestra la aparicién de algunos
interesantes fenémenos nuevos.

Por otra parte, la introduccién de una modulacién aditiva sobre el mapa, pro-
duce cambios notables en los atractores del sistema dindmico, los cuales son atln
miés dramaticos que los cambios encontrados en la modulacién del pardmetro de
bifurcaciones. Asi podemos destacar el caracter fractal de la frontera de separacion
entre régimen entrabado y régimen desentrabado, efecto que es menos evidente en
el caso de una modulacién sobre el pardmetro de control. Las lenguas asociadas
a diferentes nimeros racionales se fusionan entre ellas de un modo continuo. Este
hecho contrasta con el caso del mapa del circulo, en el cual la fusién de lenguas de
entrabamiento comienza a partir de una modulacién critica K = 1, asociada con
el nacimiento del régimen cadtico. Esto es una indicacién de que estamos ante la
presencia de un fenémeno muy interesante y novedoso, que requiere mayor profun-
dizacion.

En resumen, podemos decir que la modulacion del mapa logistico mediante una
funcién periédica y continua, produce cambios sustanciales en el comportamiento
dindmico del mapa. Al mismo tiempo, los resultados obtenidos indican que una mo-
dulacién actuando sobre el pardmetro de bifurcaciones produce efectos mds débiles

que la modulacién aditiva.




Capitulo 3

Asimetria en el Maximo del

Mapa Logistico

3.1 Antecedentes y el modelo

Desde el trabajo pionero de May[7], los mapas del intervalo (mapas disipativos uni-
dimensionales) han sido objeto de creciente interes, debido a su riqueza matematica
intrinseca, v a que existe un gran nimero de sistemas fisicos[44] que experimental-
mente desarrollan transiciones hacia el caos, a través de la secuencia de bifurcaciones
de Feigenbaum.

Uno de los mapas mas estudiados es el siguiente{1,2,3,4,45,46]

Xt-{-l =1- /—1|X,«,|z = f(Xt), (3 2 1) (3.1)

Tmponemos X; € [-1,1] y A € [0,2], con el objeto que el dominio de accién de
f(X) esté siempre en el intervalo [—1,1], independientemente del nimero de veces
que se itere el mapa.

Para z = 2, este mapa es equivalente al mapa logistico usual Y41 = BY; (1- ),
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a través de la transformacion

X, = (233)“ _9y), A= EB(B ~9) (3.2)

Interesa estudiar el atractor del mapa (3.1), esto es, el conjunto de puntos
{X,|t = M,M +1,--- 00}, donde M se elige suficientemente grande (idealmente
M — oo) como para que el atractor sea independiente de la condicién inicial Xo,
eliminando de este modo los efectos transientes.

Cuando A crece desde 0 hasta A™(z), el atractor del mapa (3.1) exhibe una
secuencia de érbitas periédicas, con periodos 9% (k=0,1,2...); el k—ésimo periodo
aparece para un valor de A tal que A = Ay, 2 través del desdoblamiento del (k- 1)-
ésimo periodo. La secuencia {4z} se acumula, cuando k — oo, en A7, punto a la
derecha del cual el sistema entra en caos. Para z = 2, A* = 1.401155...5 en Ref.
[45,46] se estudia el comportamiento general de A® ().

Para. A > A*(z), aparece un mimero infinito de “ventanas” de p—ciclos
(p = 3,4...), en un orden no trivial, hasta que A llega a valer AM(z) (AM(z) =2
para z > 1), valor mas alld del cual no persiste ningin atractor finito, y X, evoluciona
hacia infinito.

Con cada ventana de perfodo p podemos asociar(8,20,45,46) el exponente critico
§(z), para cada z fijo, considerando la localizacién de los sucesivos p-ciclos. Por
ejemplo, para la serie de bifurcaciones que se acumulan en A*(z), podemos definir

el factor de escala en la direccién del pardmetro ajustable A

(Ar — Ag-1)

bp = ——— 3.3

£ (Apr — Ar) (33)
§= lim & (3.4)

Este factor de escala es finito, v en particular, para z = 2, §(2) = 4.669... (en
Ref [45,46] se describe el comportamiento de §(z)). Cada valor de é(z) determina
una clase de universalidad en el sentido que ésta es compartida, para esa ventana

particular, por casi todos los mapas unidimensionales que presentan un tinico ma-
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ximo del tipo | X |7 [8,22,20]). Existen ademds otros exponenies criticos, como a(z)
8,9,20,46,47], asociados con la direccién de la variable dinamica X;.

En este capitulo estudiamos numéricamente la influencia sobre la ruta al caos, de
la presencia de una asimetria en el maximo del mapa[48,49,50], es decir, diferentes
comportamientos a la derecha (X — 0*+) e izquierda (X — 07) del médximo. Este
tipo de asimetria ha sido encontrado en sistemas fisicos[51,52,53].

Para realizar el estudio, generalizamos el mapa (3.1), del siguiente modo

1l—¢g — Allthzl si Xt > 0,
X1 = f(Xy) = (3.5)
1 — ey — Ag| X3 si X, <0,
con z, z2 > 1. El conocido mapa continuo se reobtiene para g, = & = 0,
Al = Ay = AAynn=n =z
A partir del mapa (3.5), para z1 y 2 fijos, es posible generar una especie de
diagrama de fases en el espacio (1, €2, A, A,) en el sentido que complejos conjuntos
de hipersuperficies de p-ciclos pueden ser definidos alli, los cuales eventualmente
se acumulan en hipersuperficies especiales. Una de las hipersuperficies importantes
corresponde a la primera entrada en caos (generalizacién de A™(z)), otra corresponde
al desaparecimiento de los atractores finitos (generalizacién de AM(z)).
Para analizar las principales consecuencias de la asimetria introducida en el mapa
(3.5), sobre la evolucién de los atractores y el comportamiento del exponente de
Lyapunov, procederemos a modificar un solo tipo de pardmetro cada vez (los €, los

A, v los z). Consideraremos tres casos, a saber:

]

caso I g =&, =0, A # A, asimetria en el parametro

==z

de control
caso I: e =e=0, A =Ar=A, =% asimetria en el exponente
caso III: &1 # e, A=A, =A, z =z =z discontinuidad finita

Destacamos que en los casos I y II, el mapa Xy = f (X;) es continuo.
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3.2 Resultados

3.2.1 Asimetria en la amplitud (caso I)

La ruta al caos en este caso se realiza a través de la bifurcacion del periodo. Sin
embargo, el conjunto de valores {8}, en el limite cuando k — co, presenta un com-
portamiento oscilatorio entre dos valores fijos, el cual fue encontrado previamente
por Arneodo et al [54]. En la Fig. 3.1 presentamos las lineas criticas [en el espacio
(A, A2)] que generalizan A" (la primera entrada en caos) y AM (valor de A mds
arriba del cual el atractor finito desaparece), para &1 = €3 = 0y zy=2=2.En
Ja Fig. 3.2 mostramos los valores limites dc, entre los cuales oscila {8}, para & sufi-
cientemente grande; estos valores limites se muestran como funcién de A, a lo largo
de la linea critica A3(A;) de la Fig. 3.1. Se puede ver que para A = 1401155...,
A = A3, coincidiendo los dos valores de 8y, reproduciendo el conocido factor de

escala & = 4.6692...

3.2.2 Asimetria en el exponente (caso II)

En la Fig. 3.3 se muestra la forma que adquiere el mapa con asimetria en el expo-
nente, 74 = 2. 73, =4, para A; = Ay =2, y e =62 = 0. En la Fig. 3.4 se muestra
1a evolucién del atractor en términos del pardmetro A

En este caso, la ruta al caos también se realiza a través de la duplicacién del
periodo. El punto de acumulacién de la primera cascada de desdoblamiento del
perfodo ocurre para A* = 1.6414...,y AM = 9. Un comportamiento enteramente
diferente ocurre con el conjunto {6}, a saber, los valores de §; no convergen para
valores crecientes de k como es usualmente el caso, sino que se comportan de manera
oscilatoria entre dos lineas asintéticas, una de las cuales resulta ser divergente. Este
comportamiento ya habia sido reportado en el trabajo de Jensen y Ma[55], existiendo
ademés evidencia experimental de este tipo de comportamiento[33). Maés alla del

punto de acumulacién, en la region cadtica, los tamaios relativos de varias ventanas,
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Figura 3.2: {8}, para k >> 1 como funcién de 4, calculados sobre la linea A3(A;)

de la Fig. 3.1.
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son bastante diferentes del tamafio de las ventanas del caso usual 2z, = z2. Sin
embargo, la secuencia de ventanas de orden mayor es la misma que la del caso

simétrico, ya que este mapa satisface las condiciones de un mapa del intervalo[23]

3.2.3 Discontinuidad finita (caso III)
Evolucién del atractor

Jiste es el caso mas interesante y el que presenta la mayor cantidad de diferencias
con el mapa logistico usual. De hecho, hemos observado una nueva ruta al caos
asociada con este tipo de mapal48,49,50]. La Fig. 3.5 muestra el mapa discontinuo
para una situacion tipica, para (e1,62) = (0,0.1),con Ay = A2 =18y sy =2 = 2.

En la Fig. 3.6, después de una bifurcacién usual, vemos la aparicion de una se-
cuencia de cascadas inversas en progresién aritmética, inicialmente mezcladas con
bifurcaciones directas. Esto es posible verlo sélo a través de un minucioso analisis
ndmerico. Por cascadas inversas entendemos el hecho que el pardmetro A debe de-
crecer para aproximarse al punto de acumulacion de dicha cascada (donde el periodo
tiende a co). Cascadas inversas mezcladas dentro del escenario de Feigenbaum han
sido registradas en la literatura[56] para sistemas Hamiltonianos, pero, mientras
éstos exhiben unas pocas ventanas con bifurcaciones continuas cuyo periodo crece
geomelricamente, nuestro mapa exhibe muchos p—ciclos discontinuos cuya periodi-
cidad crece aritmeticamente.

La secuencia de periodos (tamafio de los ciclos) que aparece es la siguiente:
16— 14 512210 = 8§ — 6 — 4, y se acumulan en A = 1. Inmediatamente
arriba de esta cascada obtenemos una pareja de bifurcaciones del periodo usuales.
Enseguida aparece una nueva cascada inversa de la forma siguiente: ...25 — 21 —
17 — 13 — 9, y luego nuevamente una bifurcacién del periodo en un periodo 18.
Después de lo cual no se observa ninguna nueva bifurcacién del perfodo en la forma

convencional, apareciendo sdlo cascadas inversas.
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Figura 3.6: FEvolucidn del atractor en términos del pardmetro A para

(61, 62) = (0, 0.1), COIl 21 = Zp = 9 y -XO =0.5
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La primera cascada inversa que aparece en esta region es: ...76 — 58 — 40 —
22. Luego le sigue la secuencia: ... 70 — 48 — 26, y luego ...108 — 82 — 56 — 30,
etc. Un minucioso analisis de las secuencias encontradas en esta regién permite
escribir una regla matemética que describe la aparicidn de las cascadas inversas,

cuyos perfodos vienen dados por la siguiente expresion:
P,y =221+1) + 22021 -1)} [>5 (3.6)

aqui n varia desde —co a cero para [ fijo, de modo que n decrece mientras A
crece. Por otra parte, | crece con A. Asi, la primera cascada inversa en esta region:
...76 — BS — 40 — 22, corresponde a Py, 5, es decir, coiPss = Py — Pis —
Po5 , la segunda cascada corresponde a Py ¢, la tercera cascada corresponde a Py, 7,
etc., con n decreciente al ir aumentando el pardmetro A.

De lo anteriomente descrito se desprende claramente la siguiente regla: dentro
de cada cascada inversa el peréodo crece aritméticamente, sumando el primer ele-
mento de la cascada previa, es decir, el elemento inmediatamente bajo su punto de
acumulacion.

Se observa también que entre dos elementos consecutivos de una cascada existe
otra cascada inversa, cuyo periodo crece con la regla enunciada anteriormente. Por
ejemplo, entre los elementos 40 y 22 de la primera cascada, podemos encontrar la
cascada ...102 — 62 — 22. Esto corresponde a una situacion con [ fijoy »
variable, por lo que la cascada se puede describir en términos de los Fo dados en
relacién (3.6)

Pl = Pog +m Pugn)ps n,{ fijos (3.7)

de modo que la subcascada inversa recién descrita se reobtiene mediante Py, para

| =5y n=0,con m variando desde —co — 0. Entre los elementos 30 y 56 de la

tercera cascada aparece la secuencia ...142 — 86 — 30 la que se reobtiene usando
my,para I =7y n= 0, con m variando desde —oco — 0.

También es posible encontrar cascadas inversas entre dos periodos consecutivos

de una subcascada, asi por ejemplo podemos citar la primera cascada
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... 76 — 58 — 40 — 22
la cual posee entre los periodos 40 y 22 la subcascada
... 102 — 62 — 22
y entre los periodos 102 y 62 de esta subcascada existe otra subcascada inversa
...266 — 164 — 62,
y asi sucesivamente.
Podemos describir la aparicién de estas cascadas en funcién de los periodos des-

critos en la relacién (3.7) del siguiente modo:

P = P 4 a P (3.8)

n n,l E]

con a variando desde —oo — 0 y las mismas condiciones vilidas para la relacion
(3.7). La cascada ...266 — 164 — 62 se obtiene para [=5,n=0y m=1.

Vemos asf que la estructura de cascadas inversas que se obtiene es de una enorme
riqueza y variedad.

Los nuevos elementos de un determinado p-ciclo aparecen en la vecindad del
atractor que existe justo bajo su punto de acumulacién y lo hacen de manera dis-
continua, como la bifurcacion tangencial, sin embargo, no presentan intermitencia,
ya que las funciones iteradas f(f(f(...f ()))) presentan una multiplicidad de pi-
cos, los cuales terminan en puntas de forma rectangular, que cruzan la bisectriz
X = X', como se puede ver en el ejemplo mostrado en la Fig. 3.7, donde se grafica
el comportamiento de fa funcién iterada 6 veces, F8(X) versus X, para A = 1.03,
con (g1, €2) = (0, 0.1) y 2y = 22 = 2.

En la Fig. 3.8 hemos representado la evolucién del atractor para un caso tipico,
5 = 22 = 2, g3 = 0y Xp = 0.5, como funcién del tamaiio de la discontinuidad
finita y del pardmetro A. A este diagrama de fases se le denominal49,50] racimo
de pldtanos, dada la forma peculiar que adopta. Inicialmente, fijemos ¢; y variemos
A. En ese caso vemos el comportamiento descrito anteriormente: cascadas inversas
de atractores, cuyo periodo crece aritméticamente y se acumula en valores de A,

bajo los cuales, inmediatamente aparecen ciclos cuyos periodos son precisamente las
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constantes del crecimiento aritmético. Mas aun, entre dos platanos, siempre existe
otro plitano. La misma clase de comportamiento se observa al fijar A y variar &
(o variar £;, 0 ambos, con & # £5). Los puntos de acumulacién de las cascadas se
acumulan a su vez (para A creciente si (€1, €2) estan fijos) en un punto que es la
entrada al caos. En otras palabras, fenemos (presumiblemente) un ntimero infinito
de puntos de acumulacion en los cuales no hay caos (A < 0); de modo que el caos

aparece en el punto de acumulacién de los puntos de acumulacion.

Exponente de Lyapunov

En la Fig. 3.9 presentamos la evolucién del exponente de Lyapunov en funcién del
parametro A, para un caso tipico (€1, €2) = (0, 0.1). La primera entrada en caos
para este caso ocurre en A = 1.5447414. . .. A partir de la Fig. 3.10, que no es mds
que una amplificacién del rectingulo marcado en la Fig. 3.9, podemos observar los
siguientes comportamientos:

i) la estructura es aproximadamente autostmilar,

i) los dedos correspondientes a periodos altos son muy estrechos. Para una cascada
dada, ellos se adelgazan mondtonamente y se corren hacia valores negativos de X,
exhibiendo (presumiblemente) periodos infinitamente grandes sin caos. El dedo mas
alto y més ancho de cada cascada, corresponde al menor periodo de esa cascada.
Si consideramos los dedos Pp; con [ creciente, entonces las cumbres de estos dedos
se van aproximando a A = 0, Para | — oo se alcanza tal valor del exponente de
Lyapunov, y el sistema entra en caos.

iii) los cambios de perfodo ocurren para valores del exponente de Lyapunov A —
—o0, en notable contraste con los cambios de periodo en la ruta al caos via dupli-

cacién del periodo, en la cnal ocurren para A = 0.
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Figura 3.9: Exponente de Lyapunov como funcién de A, para z; = 22 = 2,

(c1, €2) = (0,0.1) y Xo = 0.5. Los niimeros en los dedos indican el perfodo del

atractor.
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3.3 Resumen y Conclusiones

En este capitulo hemos verificado que el escenario de Feigenbaum para mapas uni-
dimensionales con un tnico méaximo se modifica notablemente si se introduce una
asimetria en dicho méximo. La asimetria en la amplitud (A; # A;) tiene una in-
fluencia relativa menor. La asimetria en el exponente (z; # 2z,) parece no alterar
drasticamente la secuencia de bifurcaciones, pero introduce notables diferencias nu-
méricas cuando se aproxima a la primera entrada en caos: la tendencia geométrica
hacia un tnico valor, asociada con el conjunto &y, , desaparece.

La mayor alteracion ocurre para el caso en que el mapa es discontinuo en el
méximo (g1 # e2). El esquema de la secuencia de bifurcaciones de Feigenbaum
desaparece rapidamente al aumentar el valor del pardmetro A, y aparece un ni-
mero, posiblemente infinito, de cascadas inversas de cambios de periodo, algunas
veces mezcladas con cascadas directas. Los cambios de periodo aparecen disconti-
nuamente, tal como en la bifurcacién tangencial, pero no exhiben intermitencia, a
diferencia de la bifurcacién tangencial que si Ja exhibe. Dentro de cada cascada los
puntos de cambio de periodo se acumulan en ciertos valores criticos, A;, en torno a
los cuales existen infinitas periodicidades; sin embargo, los puntos A; no presentan
una dindmica cadtica. El caos se alcanza en el punto Aj—oe = Ao El proceso
recién descrito contrasta con la ruta al cacs de Feigenbaum seguida por los mapas
sin discontinuidad en el maximo.

Finalmente, el tamano de los periodos crece aritméticamente de acuerdo a rela-
cién (3.6) cuando se aproxima al punto de acumulacién, y no geométricamente como

en el caso usual.




Capitulo 4
Apéndice

Exponentes de Lyapunov para el mapa bidimensional

Nuestro mapa se puede escribir en la forma:

X'H-I = A((I)t) Xt (1 - Xt)
(I)H-l = (I)g 4w

o en términos generales

Xepr = [( X, @)
‘I’t+1 =9’(Xta‘1’t)1

consideremos la diferencial en cada direccién del espacio de fases {X;, @i}
- o -
dXp1 = 2L dXo + 2 d2
2] - a
d@f.;.l = BA; (LX: + 5(% dq)t
la cual puede ser escrita en forma matricial
dYiy = M, dY,

donde

(4.1)




y M, es la matriz de transformacion

o af

M= | %% o (4.8)
By Bg
ax, b

1a cual es evaluada en cada iteracién del punto (X,,®,) sobre la trayectoria definida
por el mapa bidimensional.

En términos del punto Y5, la relacién (4.6) se puede escribir
dY, = My My—y ... Mo dYop (4.9)
o en forma compacta
dY; = Ji dYy (4.10)

donde J; representa el producto de las matrices A;.
A través de los autovalores uy, g2 de la matriz Ji podemos expresar la relacién

entre dX; y dXo y entre d®, y d®g, en la forma

dX, = p1dXo (4.11)
dq?t = H2 d(I)Q (412)

Los exponentes de Lyapunov A1 y Ae pueden ser evalnados a través de la siguiente
relacién, valida para t — o0,

i~ €M, cuando ¢ — oo. (4.13)

Especificamente

1
A= Jim < n(ps(0) (4.14)

En el caso de nuestro mapa bidimensional, la matriz M, asume la forma

(41
M= P (4.15)

0 1
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donde

a = A®)(1-2X) (4.16)
g, =248 x, (1-X) (4.17)

y como consecuencia de la forma de esta matriz, la matriz J; asume la forma

tl
=0 Ot T

0 1

donde ~; viene expresada a traves de o, v B, pero cuya forma especifica no tiene
importancia para el presente mapa, pues los autovalores de esta matriz vienen dados

por

p =150 o (4.19)

Ha =1 (4.20)
En consecuencia, el exponente de Lyapunov en la direccién de @ vale cero:

1
A2 _}3,1_.11;1\3 W-ln( )=0 (4.21)

y el exponente de Lyapunov en la direccién de A" se expresa

M= l1m —N—ln(]___[ o) = hrn — Z Injay] (4.22)

t=0

donde «; corresponde a la derivada parcial %\% = A(®,)(1 — 2X;). La forma final

del exponente de Lyapunov se obtiene a partir de la relacién (4.22)

= Jim Z g Ker) a);{m) (4.23)
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