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RESUMEN

En este trabajo se investiga la existencia de excitaciones no lineales en sis-
temas magnéticos unidimensionales. En primer lugar se utiliza la representacion
de Holstein-Primakoff para tratar el caso de una cadena ferromagnética de
Heisenberg con anisotropia uniaxial, en un campo magnético externo, y se discute
la influencia del pardmetro de anisotropia en el comportamiento de la velocidad
méxima del solitén, determindndose también la dependencia de la energia del
solitén en términos de la velocidad.

Luego, para tratar el caso de un sistema ferromagnético planar — cuyo pro-
totipo es la sal magnética C's N1 F3 —, se hace uso de la representacion de bosones
acoplados de Schwinger para los operadores de espin. junto con el método de los
estados coherentes del oscilador arménico simple; se determinan las ecuaciones
para la dindmica de la cadena magnética v se investigan las propiedades de las
desviaciones del espin fuera del plano. para soluciones de forma permanente.

Finalmente, se utiliza el formalismo anterior, parz investigar la existencia de
modos magnéticos y elasticos acoplados en una cadena de Heisenberg compresi-
ble con anisotropia planar, con un campo magnético externo aplicado en forma
paralela al plano. Las formas de los solitones que se encuentran son fuertemente
dependiente de los valores de los pardmetros del sistema. En la determinacion
de la energia del sistema, se calculan las energias: magnética, de interaccion v

elastica.




INTRODUCCION

El periodo de la fisica comprendido, aproximadzmente, entre el descubri-
miento de las ecuaciones de Maxwell (1865) y el establecimiento de la teoria
formal del electromagnetismo, puede ser llamado: la “era” de la fisica lineal. En
ella, la mayor parte de los métodos utilizados por lza fisica teérica, involucraban
ecuaciones lineales, debido al hecho que muchos de los aspectos fundamentales de
los fenémenos fisicos podian ser analizados suponiendo ciertas caracteristicas en
la dindmica de los grados de libertad—pequefias amplitudes o desplazamientos en
torno a un punto de equilibrio, etc—, o mediante la exclusién de algunas variables
que se suponian participando escasamente en los procesos—roce despreciable, etc.

Una de las ecuaciones lineales més importante en Fisica, es sin duda la
ecuacién diferencial de onda vy — v'., = 0, para la cuzl se cumple el principio de
superposicion, y la solucién general (para el medio lineal) se expresa como:

$(0) = at1(0) + Ay(0) — V(¢) = avy(t) + Bealt)

De igual forma. un medio no lineal puede estar czracterizado por:

¥(0) = (1) # avy (1) + Bua(t)

Un ejemplo muy simple e importante lo constituye el modelo del oscilador
armoénico simple sin “roce”, descrito por el Hamiltoziano H = p*/2 — w?cosz,
donde z es la desviacion con respecto a un punto de ecuilibrio ¥ w, es una frecuen-
cia caracteristica. La ecuacidon de evolucién proveniente de este Hamiltoniano es
7 4+ w?sinz = 0, claramente no lineal. Si consideramos que la variable dindmica

T no excursiona muy lejos de las posiciones de equilibrio, 1e. z < 1, entonces

podemos efectuar la aproximacion sinz =~ z luego linearizar la ecuacién y re-




solver £ + w2z = 0; el diagrama de fase & versus & correspondiente son elipses
concéntricas. Sino aproximamos, las soluciones son mucho més complejas y ricas
en informacién; el diagrama de fase tiene ahora una estructura con cualidades
inexistentes en el caso lineal: puntos elipticos, separatrices, puntos hiperbdlicos,
etc, incluyendo la existencia de soluciones tipo soliton para la velocidad, v = z,
sobre las separatrices.

Cuando se consideran ondas en medios no lineales (ie. en medios donde la
contribucién no lineal no puede ser despreciada al analizar las propiedades de
la onda en cuestidn) aparecen varios aspectos nuevos en relacién al problema
convencional de ondas en medios lineales; entre ellos destacamos la aparicién
de "solitones”. Estos corresponden a pulsos de forma permanente, que cuando
interactian con obsticulos de diversa indole, se deforman fuertemente para luego
reaparecer imperturbados.

Las primeras ideas relacionadas con lo que realmente se entiende por una
onda solitaria fueron dadas a conocer en el aio 1834 por John Scott Rassell,
sin embargo, su significado sélo fue considerado cuando se lo relaciond con un
importante estado estable de algunos sistemas no lineales lo que se llevo a efecto
a mediado de 1960.

El descubrimiento de algunos sistemas no lineales, que poseen estados espe-
ciales llamados solitones, fueron dados a conocer inicialmente mediante estudios
numéricos realizados por Kruskal y Zabusky en el afio 1960, quienes le dan este
nombre debido al hecho de que dos o mas ondas sokitarias puedan chocar y no
cambien su forma. A partir de entonces, los aspectos no lineales han sido de gran

interés en matemdticas aplicadas, ingenieria ¥ en pariicular en fisica, donde los
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estudios que se han realizados han dado origen a lo que actualmente se conoce con
el nombre de Fisica No lineal, dentro de cuyo contexto se encuentra inmerso
el presente trabajo de tesis.

La contribucién de los solitones a las propiedades dinamicas ha sido estudiada
experimentalmente en compuestos magnéticos tales como el ferromageto planar
Cs Ni F;. Para ello se han utilizado diferentes técnicas: resonancia magnética
nuclear!!], efecto Mossbauer'? y en especial scattering ineldstico de neutrones®**),

La dindmica de espin es un fenémeno esencialmente magnético unidimensional
donde sdlo se observa el orden de corto alcance.

Existe actualmente una gran cantidad de sistemas magnéticos reales cuyas
caracteristicas revelan una naturaleza cuasi-unidimensional, esto los hace muy
atractivos desde el punto de vista teérico debido a que se dispone de muchos
modelos fisicos unidimensionales, algunos con soluciones exactas, que pueden ser
confirmados por mediciones experimentales. Si bien estos sistemas no poseen
transiciones de fase, su estudio es importante ya que manifiestan caracteristicas
propias provenientes de excitaciones de su estado fundamental. En particular,
admiten excitaciones no lineales estables que corresponden a un orden magnético
bien determinado (solitones, paredes de dominio).

Especialmente interesantes son los modelos relativos a sistemas magnéticos
unidimensionales con anisotropia planar los cuales sirven para interpretar las
propiedades termodindmicas de algunas sales magnéticas del tipo (Cs N2 F3) con
fuertes anisotropias en la direccién de un eje; para ciertas temperaturas estos sis-
temas tienen susceptibilidades magnéticas que son grandes y homogéneas cuando

el campo magnético externo es aplicado en un plano llamado de facil magneti-
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zacion, y despreciables para campos perpendiculares a éste.

El estudio tedrico de estos sistemas contempla considerar lo siguiente:
1).- Un Hamiltoniano modelo
ii).- Técnicas para resolverlo

Generalmente, se utilizan dos métodos diferentes, uno de ellos consiste en
tratar desde un principio a los operadores momentum angular de espin como
variables clasicas; alternativamente se puede trabajar con los espines mante-
niendo su estado cudntico y sélo en una etapa posterior introducir un formalismo
clasico. El 1ltimo procedimiento es usado muy frecuentemente; para implemen-
tarlo se usan representaciones bosénicas de los operadores de espin y las solu-
ciones se expresan en términos de estados coherentes de estas variables bosonicas.
En el desarrollo de este trabajo de tesis, usamos dos de éstas representaciones,
la reprentacién de Holstein-Primakoffi] y la representacién de Schwinger. La
primera es conveniente para tratar el caso de un sistema ferromagnético uni-
axial, en el cual se estudia la presencia de excitaciones no lineales en una cadena
ferromagnética de Heisenberg con anisotropia uniaxial. Esto se realiza en el
capitulo 1; alli se incluye un campo magnético externo y se discute la influencia
del parémetro de anisotropia en el comportamiento de la velocidad médxima del
solitén!®], determindndose también la dependencia de la energia del solitén en
términos de la velocidad. A su vez, la representacién de Schwinger!® de bosones
acoplados se utiliza para tratar el caso de un sistema ferromagnético planar cosa
que se mostrara en el capitulo 2.

La utilizacién de representaciones bosénicas para los operadores de espin son




un método muy adecuado para estudiar la presencia de ondas solitarias en sis-
temas magnéticos unidimensionales, ya que ellas permiten la inclusién de correc-
ciones cudnticas en forma sistemdética. Previo al estudio de los efectos cudnticos,
se puede establecer una estricta correspondencia entre las soluciones clasicas —
soluciones obtenidas al tratar a los espines como vectores clasicos — y las solu-
ciones obtenidas por medio de las representaciones bosdnicas (tal correspondencia
fue establecida por Balaskrishnan y bishop[*! para la representacién de estados
coherentes del espin).

En estos sistemas es posible estudiar excitaciones magnéticas elementales
(magnones, solitones, pared de dominio) utilizando algunos modelos tedricos
tradicionales. Al modelar estos sistemas con el Hamiltoniano de Heisenberg con
anisotropia planar, se puede investigar facilmente el Hmite clasico de anisotropia
extrema (D = o0) ya que las ecuaciones de Hamilton de las variables de espin
corresponden a una ecuacién diferencial no lineal bien conocida Hamada ecuacion
de sine-Gordon (apéndice, secciones 5.1 y 5.5). Ahora bien, cuando la anisotropia
no es extrema y se permite que los espines tengan excursiones fuera del plano
de facil magnetizacién, el problema se complica basiante, pues las ecuaciones
involucradas no ofrecen soluciones simples.

En el capitulo 2 se utiliza la representacién de bosones acoplados de Schwinger
de los operadores de espin en conjunto con el método de los estados coherentes
del oscilador arménico simple, para determinan las ecnaciones para la dindmica
de la cadena magnética y se investigan las propiedades de las desviaciones del
espin fuera del plano, para €l el caso de un sistema ferromagnético planar cuasi

unidimensionall™,
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En el capitulo 3 se utiliza el formalismo anterior para analizar la influen-
cia de otros aspectos fundamentales como son la presencia de modos aciisticos
debido al hecho de considerar una cadena magnética compresiblel'?. En este
caso se investiga la existencia de modos magnéticos v elasticos acoplados en una
cadena de Heisenberg compresible con anisotropia planar, en presencia de un
campo magnético externo aplicado en forma paralelz al plano. Las formas de
los solitones que se muestran son fuertemente dependiente de los valores de los
parametros del sistema.

La energia del sistema se determina en el capitulo 4, donde inicialmente se
analiza y discute la aproximacion al primer orden en las excursiones del espin
fuera del plano, respecto a los valores que puede tomar la energia en el caso
de una cadena de Heisenberg con anisotrpia planar. Posteriormente se incluye
el efecto de compresibilidad, calculandose, ademas de la energia magnética, las
contribuciones elastica y acoplamiento espin-red.

Por dltimo, el capitulo 4 entrega las conclusiones generales obtenidas en esta
tesis (mientras que el andlisis mas técnico de los resultados especificos se consigna
capitulo a capitulo).

Finalmente se discuten las posibles prolongaciones naturales del presente tra-
bajo, para las cuales el formalismo acé utilizado presenta notables ventajas com-
parativas.

Hemos procurado que el contenido de esta tesis sea autosuficiente para un
lector con una mediana formacion en Fisica del Sciido; con tal objeto hemos

incluido un apéndice (capitulo 5) donde se tratan algunos topicos especiales.




Capitulo 1

SISTEMA

FERROMAGNETICO

UNIAXIAL

1.1 Antecedentes y Modelo

Actualmente existe gran interés por estudiar las excitaciones elementales no linea-
les en los sistemas magnéticos llamados unidimensionzles, cuyo prototipo es la sal
magnética (Cs N1 F3). Mediciones experimentales!!! muestran que los iones Ni%*
forman cadenas lineales de intercadenas e intracadenas N7 — N7 con distancias
iguales a: 6.23 v 2.61 Arespectivamente, dado que las interacciones a lo largo de
la cadena son dominantes, este sistema puede ser considerado como un sistema
ferromagnético unidimensional, en el que se investigan tanto las propiledades

dindmicas como las termodinamicas y los aspectos soliténicos!®-17],
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Es de particular relevancia, el estudio del problema de la existencia de modos
solitonicos como excitaciones magnéticas no lineales, en cadenas ferromagnéticas

(18 como asimismo el rol que cumple en

de Heisenberg con anisotropia uniaxial
estos sistemas la inclusion de una interaccion bicuadratica en las soluciones de
onda solitaria, la cual ha sido estudiadal'® utilizando el método de los estados
coherentes.

En este capitulo se presenta el estudio del caso de una cadena ferromagnética

anisotropica uniaxial de Heisenberg en presencia de un campo magnético externo

Hj aplicado en la direccién del eje z y descrita por el siguiente Hamiltoniano:

=

H=-20 Y5 -5us—D (S —h L& (1.1)

i.6 i i
donde el primer término es el Hamiltoniano de Heisenberg isotrépico, el segundo
da la energia de anisotropia uniaxial (D > 0) y el tercero corresponde a la energia
de Zeeman, h = gugHy. (g es el factor de Landé, ug es el magnetén de Bohr);

J > 0, es el acoplamiento de intercambio entre primeros vecinos; S, es operador

de espin en el sitio 7; § representa la distancia entre primeros vecinos.

1.2 Transformaciones de Holstein—Primakoff

Puesto que estamos interesados en estudiar excitaciones elementales de este sis-
tema, descrito por €l Hamiltoniano (1.1), se considera como estado fundamental
un alineamiento ferromagnético en el cual todos espines estan dirigidos en la
direccién del campo magnético externo a lo largo del eje z. Como las desvia-

ciones del espin son con respecto a este eje, usaremos las transformaciones de




Holstein-Primakoff (HP):

S+ = \@(1—0?05/25)1/20{

S = V25al(1-ala;/25)"? (1.2)
S = S—dla

donde h = 1; a! y a; son operadores bosénicos que crean y destruyen desvia-
ciones del espin en el sitio 7, respectivamente. La transformacién (1.2) admite

aproximaciones; por ejemplo si el nimero de desviaciones es pequeno se escribe:

S'+ o~ v25a,~

ST ~ V2Sa! (1.3)
S = S-alag
Nuestro interés es ir un paso adelante y tomar el tercer orden
Sf =~ V2501 —ala,/45)a;
ST~ v25a4l(1 - ala, /459) (1.4)

S = S—da

El Hamiltoniano (1.1) se puede expresar primero en términos de los ope-
radores SF, 57 v 57, para luego escribirlo en funcién de los operadores bosénicos
Vo
a; y a;.

De la definicidn:




T 1 + -
57 = 2(5;'1'5.')

S = (57 -50) (1.5)

se tiene:

1 1 .
M= =357 S A5(5F s+ S7She) + SIS} =D 2SI —h 257 (16)
1,6 ' *

con lo cual, utilizando la ecuacién (1.4) el Hamiltoniano H escrito al cuarto orden

en términos de estos operadores toma la forma:

1
H= — 5‘]5 > {aialys + alais — alieaiss — ala;
i.6

1 1 1 t o+ 4
- E(ﬂiawaazwaﬁé + a?“i“iﬂm T a;0;,50,, 5045
+ aldla;a;s —4Salaial sai44)) (1.7)
- D Z(.":?'2 — 2Sala; + ala;ala;) - h > (5 ala;)
1 1

Formalmente podemos calcular los promedios de los operadores correspon-

dientes a las componentes del espin S escribiendo:

1 2 1
(87) = (F(SF+S7)) = ‘/f(az- +a] ~ 7<(alaia; + aldla)))
{5 = (%(5‘.+ =S5 = \/Z'g(af —al - ;—S(a}aaa,- —aldla;)) (1.8)

(S3) = S—(dla)

1 !

y en general para toda funcién de los operadores (O(S%,5Y, 5%)) = (O(a'.a))

(por ejemplo para H).
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El espacio que utilizaremos para calcular estos promedios es €l llamado espa-
cio de estados coherentes introducido por Schrodinger en 1926, con el fin de
analizar comportamientos clasicos de sistemas cuanticos, para los cuales daremos
una descripcién mas adelante.

En el cuadro de Heisenberg, la dindmica de la cadena estd determinada por

la evolucién de los operadores a, satisfaciendo la ecuacién:

ia(t) = la;(2), H] (1.9)

donde el punto representa 8/0t y h = 1.

Sustituyendo H dado por (1.7) en la ecuacién anterior, y utilizando las reglas

de conmutacién para operadores bosonicos {a;,a;] = ¢;; tenemos:

ia; = [(J+2D)S + hla; — D(a; + Za}ajaj)

1
+ -2-JS Z(aj —2a;45)—J Za}+faj+5aj
5 §
1
— -S—J 2(4a}ajaj+s + 2a}+5aj+5a,-+g + 2a}+5ajaj). (1.10)
6

1.3 Estados Coherentes

Los estados coherentes fueron construidos primeramente por Schrodinger (1926)
[20) v Glauber (1963) [21] para el caso de un oscilador arménico simple, cuyo

Hamiltoniano esta dado por:

1 2
Hoseit = p2/2m + -;)—mwzz‘ (1.11)
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Definiendo los operadores de destruccién (a) y de creacién (ah)

a = (p—itmwz)/V2mwh ; a' = (p + imwz)/V2mwh (1.12)
los cuales satisfacen la relacién de conmutacién [a,at] =1

El Hamiltoniano de este sistema puede ser escrito en términos de estos ope-

radores como:
1
Hoseit = (ala + S)hw (1.13)
El conjunto completo de los autoestados {|n >} de este Hamiltoniano permite

determinar los autovalores de energia
1
E,=(n+ E)hw (1.14)
donde n es un ntimero entero positivo con las siguientes propiedades:

dan>=nn> ; dr>=vatlilln+1> ; an>=+vnln-1> (1.15)

Aprovechando la completitud de los estados {|n >} cualquier estado | >

puede ser escrito en la forma:

oS
la >=Y" [n>< nja> (1.16)
n=0
Ahora, si se cumple:
ala >= ala > (1.17)

con (a € C), el estado se llama Coherente. Determinaremos ahora la forma de

los coeficientes < njo: > para que se satisfaga la ecuacion anterior. Tenemos

o0 [= )
ada>=3Y <nla>dn>=ala>=a) <nla>|n> (1.18)

n=0 n=0

12




0O sea

o ol
Z <nla>ynjn—1>=ala>=) <nla>n> (1.19)

n=0 n=0

. . ’
si consideramos: n — 1 = n, entonces:

Z<n +1lla>y/n'+1 In' >=ala >= Z<nla>|n> (1.20)

n'=0

Y(<n+lla>vn+l-—a<nla>)n>=0 (1.21)

n=0

obteniéndose la ecuacion de recurrencia:
<n+lla>vn+l=a<nla> (1.22)

a partir de la cual, dado < 0|n > podemos obtener todos los otros coeficientes,

como ejemplo tomemos:

<la>v1 = a<0a>

<2la>v2 = a<lla>=—%<0a>

< nla >+n < 0la > 1.23
por lo tanto:
Oﬂ
< pla 5= r—ﬂ!<0|a> (1.24)

luego:

a >=<0la > Z \/_|n > (1.25)




Si exigimos normalizacion:

<ala> = ]<0|a>|2 <m|n>

= | <0la> |2 exp( |oz|2) =1 (1.26)

luego

< Ola >= exp(—%h}[z) (1.27)

de esta forma los estados |a > estdn dados por

o >= exp(—-—|a|)z_% o

Cn> (1.28)

o también

la >= exp(—a™a + aal)|0 >= D0 > (1.29)

donde D es el operador desplazamiento y los operadores a v at son los operadores

de destruccion y creacion definidos anteriormente.

Es facil mostrar que estos estados forman un conjunto completo, y podemos
escribir:

]dz la >< a| = Z In><n|=1 (1.30)

n=>0
La propiedad anterior es la que permite expandir vectores de estado del os-

cilador armédnico y elementos de matriz en términos de estados coherentes.

Sin embargo, estos estados no son ortogonales, de hecho a partir de la ecuacién

(1.27), la superposicién de dos estados |a >, |8 > estd dada por:

< Bla >= explaf” ~ Slal’ ~ 318 (1.31)

14




Por otro lado, se pueden definir estados coherentes anédlogos para el espin, sin
embargo, para nuestra aproximacion semiclasica es suficiente tomar los arriba
descritos, los cuales suponen una cantidad infinita de proyecciones del espin sobre
el eje-z.

Para resolver la ecuacién (1.10) en el espacio coherente, recurriremos a las
sigulentes aproximaciones:

a) El sistema es continuo, es decir la distancia entre los espines de la cadena
es muy pequena

b) El espin es clésico, es decir admite un numero infinito de proyecciones
sobre el eje z.

El limite continuo lo tomamos como:

a;(t) — a(z,t)

a;.s(t) — alz +46,1) (1.32)

Por ejemplo para valores de é muy pequenos se puede escribir:

A fa_  10% _,
a(r:i:é,i)—a:té-;6+-2'—a-;2—6 (1.33)

Teniendo presente lo anterior, después de utilizar estados coherentes y de
realizar las sumas correspondientes, la ecuacién (1.10) se puede escribir dentro

de la aproximacién de limite continuo (apéndice, seccion 5.2) en la forma:

. d%a da ,
Py = fhcz—J.S'aI2 —2Da |af? —Ja|-a—r|
1 , 0'a” ., Oa,
- 37 (“ 522 T 5 (1:34)

donde A; = (25 — 1)D + h, aqui se puede ver que relacion anterior es del tipo

ecuacion de Schrodinger no lineal, v es idéntica a la ecuacion de evolucion que
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aparece en la referencia [19] cuando el parametro de interaccion de intercambio
bicuadratico es nulo. Por otro lado es facil ver que si en esta ecuacién diferen-
cial no lineal se utilizan las transformaciones de (HP) al segundo orden en los
operadores bosonicos, ecuacion (1.3), obtenemos ondas de espin para describir la
dindmica de la cadena.

En la obtencién de esta iltima relacion, se ha usado la representacion de
estados coherentes descritos anteriormente, donde los estados |a) = |a(z,1)) son
autovectores del operador no hermitico a, de modo que: ala) = ala(z,t)), y
a = a(z,t) son los correspondientes autovalores complejos en la aproximacion
de limite continuo.

Este limite continuo se justifica si las excitaciones del sistema que se buscan
involucran muchos puntos de la red.

Por otro lado, los promedios de los operadores de lz ecuacion (1.8) sobre estos

estados toman la forma:

<5> = ata)1+ Lol
L3 = \/_(0-0)1— ‘a|) (1.35)
<5> = S—|of

v la densidad Hamiltoniana dentro del limite continuo se expresa como:
2 4 da
(alla) = 4 laf = Dlal' + 75 2
1 O g S 08
+ ZJ(Q ('a—I) + (a Jfa‘r)). (1.36)
La energia total viene dada por:

E = /(a['H{a) de (1.37)
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Escribiendo el niirmero complejo a(z,1) en la forma:

o(z,1) = $(E)exp(i9(€)) (1.38)

donde ¢ y € son reales y donde se ha tomado £ = = — vi, ya que queremos
soluciones de forma permanente; v es la velocidad de la excitacién magnética no
lineal. Sustituyendo (1.38) en (1.34) y comparando partes reales e imaginarias

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas
para ¢ y 6:

. 1
- U‘}l‘{ +2J5 ¢£9§ + JS QSGeE — 2.}(}52@{)565 — EJ ¢39€£ =0 (139)

i,
(v ~ A1)+ IS dee — IS $6; + ST 662+ 66}
1.0, .
+ 57 6% + A20° =0 (1.40)
donde ¢, @¢¢, be,y b¢c representan derivadas de ¢ y 8 respectivamente; A; = 2D;

v las condiciones de borde estardn dadas por: ¢{xoc) =0, ¢e(Fo0) =0.

Una primera integral se obtiene de multiplicar (1.39) por ¢, resultando asi:

v #*\"
O = = |1— 5 .

e =3 (1 > S) (1.41)
con V =v/JS5, sustituyendo luego (1.41) en (1.40) y multiplicando ¢¢ se encuen-
tra:

2 2 12 ¢’
donde
L 1/2
n = \pi/p2 (1 - &E) (1.43)
con

M= .4.1/JS ¥ pPa2=pm + -42/J (144)
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Finalmente, integrando la ecuacion (1.42) se obtiene que la solucién tipo

soliton estd dada por:

$(£) = V28 qsech(v/pz nt)- (1.45)

Sustituyendo la solucién (1.4) en (1.41) se tiene:

o) = 5 &+ tan™ (/1 = PP tamb(Vank)) . (146)

Para obtener la dinanica del espin, se calculan los valores de los promedios

de sus componentes; a partir de la ecuacion (1.35) se tiene:

s70) = Va5 (1- £8) s costt)

() = V35 (1—?;5—))-¢(e)sine(s) (L47)
(576 = S— g6

En la figura 1.1 se muestra la forma que toma la configuracion anterior, para
un valor fijo del parametro de anisotropia D, el campo magnético externo h y la
velocidad del soliton v.

La energia de esta onda solitaria se puede determinar a partir de las ecua-
ciones (1.36) y (1.37) integrando la densidad Haminioniana desde —oo a +co.

Obteniéndose:

E = 44,Sn//p: +4J5* /o2 (1.48)

Es interesante notar que si D = 0 (caso isotrdpico) las ecuaciones (1.45),

(1.46) y (1.48) son idénticas con (13), (14) y (15) que aparecen en referencial??.
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1.4 Soluciones Con Maximo Monentum

Angular Total

De ahora en adelante se tomard S = 1. Con el propdsito de analizar el efecto
de la anisotropia y el campo magnético sobre la dindmica de solitén descrito por

(1.45) y (1.46), se fija un valor para el momentum angular total; es decir se toma:
+oo N +o0 .12
P= / (1- < §° >)d¢ = j lof2de = 1 (1.49)

y esto se cumple cuando 5 = /p2/4; de aqui se obtiene la siguiente relacién para

la velocidad de propagacién en términos de los otros pardmetros del sistema:
p2 1/2
=2J |p1 — = 1.50
0=27 (- %) (1.50)

Con esto el pulso toma la forma:

¢(£) = /p2/8sech(pa/4sE). (1.51)

y su ancho es:
AE=(<E>— <E>M2=/4/3x]p, (1.52)

Como de (1.44) se tiene p, = (3D + h)/J, es claro de (1.51) y (1.52) que
cuando D o h aumentan la amplitud del pulso aumenta y el ancho disminuye,
tal como se muestra en la (figura 1.2).

Por otro lado, la expresién (1.50) es valida cuando:

160 > 7 (1.53)
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Esto permite encontrar la relacién que existe entre el campo magnético y la

anisotropia, cuya forma esta dada por:

8J[1—1-D/2J )< 3D+h <8J[1+4++/1—-D/2J ] (1.54)

A partir de (1.44) y (1.50) se obtiene p; = 8[1 £ /1 — (D/2J +v?/16J2) ]
con lo cual se encuentra que para p; = 8[1— m ], D > 2J,la velocidad
es cero, luego crece hasta un valor mdximo cuando p, = 8, y posteriormente
decrece a cero para p, = 8[1 4 m ], luego para una misma variacién
de p; = (3D + h)/J, la velocidad aumenta desde cero hasta un valor méximo y
luego diminuye a cero nuevamente (figura 1.3), de esta forma es posible escribir

1a velocidad maxima como:

D )m (1.55)

vc=4J (1—5

De esta manera se obtiene que la velocidad méxima depende del campo
magnético externo a través del parametro de anisotropia, este maximo el cual se
ha denotado por v, diminuye al aumentar D. Una situacion similar fue obser-
vada en el comportamiento de la velocidad de un sistema ferromagnético planar
Cs Nt F3, mediante la utilizacién de métodos de simulacion computacionall??.
Es interesante destacar que este hecho no se observa, st solamente se considera
el caso de solitones en una cadena ferromagnética isotrépica de Heisenberg como

la estudiada en referencial®?.

Por otro lado, sustituyendo 7 ¥ el valor de p, que se obtiene de (1.50) en la

ecuacién (1.48), es posible encontrar una expresion para la energia en términos
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de la velocidad del solitdn, €l campo magnético externo y la anisotropia uniaxial

dada por:

E=-D——;—h+4.7

2
D v?
1i\/1— §7+16J2)] (1.56)

donde el signo menos de la raiz, corresponde a los valores que toma la energia

cuando la velocidad aumenta desde cero hasta la velocidad méaxima, y el signo

maés cuando la velocidad disminuye desde el valor anterior hasta cero.

La figuras 1.4 y 1.5 muestran la forma que toma la energia del solitén en
funcién de la velocidad, la cual es similar a la encontrada en referencial?® en donde
se utiliza un método de simulacién computacional, sin embargo, dentro de este
contexto es posible explicar el paso de una rama de energia a otra, como debida
al comportamiento que se encuentra para la velocidad v del solitéon. Cuando v
aumenta desde cero hasta la velocidad méaxima v, se obtiene la rama inferior de

energia , y st v disminuye desde v = v, hasta v = 0 se obtiene la rama superior.




PROMEDIOS DE LAS COMPONENTES DEL ESPIN

Figura 1.1: Promedios de las componentes del espin. Los valores de los

parametros son: D=0.2, h=0.1,v=1;con S=J = 1.
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Figura 1.2: Forma del pulso solitario ¢(£) en funcion de £ para distintos

valores de p, = (3D + h)/J,con S=J =1
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Figura 1.3: Comportamiento que tiene la velocidad del solitén en funcién
de p, para distintos valores de la anisotropia, la velocidad maxima crecen desde
el valor v, = 0 hasta v. = 4 cuando la anisotropia toma valores comprendidos

entre D = 2 y D = 0 respectivamente (las curvas intermedias corresponden a los

valores: D = {1.95, 1.5, 1.0})
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Figura 1.4: Dependencia de la energia del solitén en funcién de la velocidad,
con D = 1 para distintos valores del campo magnético h, curvas: (A: h = 0); (B:
h =0.5)y (C: h = 1.0). Cada rama inferior corresponde a los valores que toma
la energia, cuando la velocidad aumenta de cero hasta la velocidad maxima v,,
y las superiores corresponden a la energia, cuando lz velocidad disminuye desde

la velocidad méxima hasta cero
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Figura 1.5: Energia del solitdn en funcién de la velocidad, con h = 0.5
para distintos valores del pardmetro de anisotropia D, curvas: {A: D = 0.5); (B:

D =1.0); (C: D=1.5)y (F: D =1.95).




Capitulo 2

SISTEMA

FERROMAGNETICO PLANAR

2.1 Modelo y Teoria

Recientemente se han realizado una gran variedad de estudios con el propésito
de describir el fendmeno de la presencia de solitones en cadenas magnéticas uni-
dimensionales, utilizando como prototipo el ferromagneto cuasi-unidimensional
CsN: Fj.

Mikeskal®l fue el primero en argumentar que bajo ciertas condiciones, la
cadena de espines cldsica de Heisenberg con anisotropia planar en un campo
magnético externo transversal (aplicado en el plano de ficil magnetizacién),
puede ser descrita mediante el modelo de sine-Gordon. Un méximo central es
previsto para el factor de estructura dindmico de este sistema el cual fue obser-

vado experimentalmente por Kjems y Steiner!ll. Sin embargo, mientras algunos
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resultados experimentales respaldan en forma cualitativa a este modelo, otros
aspectos tanto desde un punto de vista tedrico como experimental, cuestionan la
aplicabilidad de una aproximacién de esta naturaleza.

El modelo de sine-Gordon, asume una anisotropia infinita, restringiendo a
los espines a yacer sobre el plano de ficil magnetizacién. Sin embargo, para
anisotropias finitas, estdn presentes las componentes del espin fuera del plano,
las cuales bajan la energia del solitén y pueden dar origen a una inestabilidad
topologica del sistema.

Durante este 1ltimo tiempo, la investigacién tedrica y experimental en cade-
nas ferromagnéticas con anisotropias finitas, revelan la existencia de las desvia-
ciones de las componentes del espin fuera del plano, destacando la importancia
que éstas tienen en términos de los campos criticos y estabilidad de los solitones
del sistema. Asimismo plantean que la descripcién de estas desviaciones del espin
fuera del plano es una pregunta abierta en la cual se debe seguir investigandol®l.

El comportamiento magnético de un sistema ferromagnético planar puede
ser descrito en forma adecuada mediante un Hamiltoniano de Heisenberg pla-
nar, a partir del cual se pueden obtener en forma directa excitaciones no lineales
(solitones, pared de dominio) dentro de un régimen de bajas temperaturas, por
ejemplo, es posible realizar una aproximacion cldsica para las variables de espin
en el caso de anisotropia extrema, es decir (D/J)V/? >> kgT y ademds en €l
limite contimio reproducir el Hamiltoniano para la ecuacion de sine-Gordon cuyas
propiedades estéticas v dindmicas son bien conocidas®®. Sin embargo
existen diversas opiniones con respecto a la importancia de las excursiones de los

5[27,28]

espines fuera del plano para interpretar resultados experimentale Ademas,
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también es posible esperar contribuciones cuanticas para el comportamiento es-
tadistico de estos sistemas debido al hecho que los espines son variables cuédnticas
asociadas con una red regular unidimensional discreta!?*2%,

Fuera de muchos trabajos dedicados a investigar la cadena ferromagnética
planar clasica de la cadena de espin, se puede mencionar la aproximacion de
Fogedby y colaboradoresl®! donde son considerados en detalle los modos de in-
clinacién del espin fuera del plano. Un analisis de la naturaleza del espectro de
solitones debido a lo discreto de la cadena magnética revela la influencia sustan-
cial de esta caracteristical®>%,

En este capitulo se estudia la naturaleza de las desviaciones del espin fuera
del plano en un modelo cuasi cldsico (continuo), descrito por un Hamiltoniano
de Heisenberg escrito el limite continuo.

El Hamiltoniano para la cadena magnética esta dado por:

N N N
H==J > Sn-Suts+D D (Si)P-hD_S; (2.1)

nbé=xa n=1 n=1
donde S, es el operador de espin en el sitio n; J > 0 es la interaccion de inter-
cambio entre primeros vecinos mas proximos; D > 0 representa la intensidad de
la anisotropia local sobre el n-ésimo sitio de un ion magnético, la que obliga a
los espines a permanecer sobre un plano perpendicular al eje considerado para
la cadena (eje z); h = gupHg: Hy es la intensidad del campo magnético externo
aplicado en la direccion del eje z el cual produce un quiebre en la simetria rota-
cional de las componenets del espin en el plano (z — y). Aqui § = Fa representa
el valor de la constante de la red (distancia entre espines), la cual més adelante

se considerara igual a uno.




En las condiciones anteriores, la ecuacién (2.1) representa el Hamiltoniano
de una cadena ferromagnética planar cuasi unidimensional propuesto para la
sustancia Cs Ni F; en presencia de un campo magnético externo aplicado en el
plano de ficil magnetizacion. Este sistema es de gran interés ya que excitaciones
tipo soliton, fueron las primeras que permitieron mostrar el rol importante que
estas juegan en su comportamiento a bajas temperaturas Mikeskal®y, Kjen y
Steinerll,

En el limite de longitudes de onda larga y campo débil el Hamiltoniano (2.1)

puede ser escrito en forma continua (apéndice, seccién 5.2) como:

H = —-g—f dz {%[St(z)S'"(z) + 57(2)SY(2)] + §7(2)57(2)}

+ D ] dz [S*(2)]* - b ] dzsx(z)-—%ms? (2.2)

2.2 Representacion de Schwinger

y Ecuaciones de Movimiento

Para estudiar las excitaciones magnéticas elementales de este sistema descrito
por el Hamiltoniano (2.2), se considera como estado fundamental un alineamiento
ferromagnético en el cual todos los espines estdn dirigidos en la direccién del eje
z. Para campos magnéticos pequenos y fuertes anisotropias las excitaciones de
baja energia corresponden a desviaciones desde el estado fundamental situadas
cerca del plano (z — y).

Como las desviaciones del espin desde el eje z pueden ser arbifrariamente

grandes las transformaciones de Holstein-Primakof?] utilizadas en el capitulo
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1, no son las més adecuadas, a menos que se consideren transformaciones lo-
cales. Debido a las caracteristicas geométricas de las excitaciones elementales
de los espines, se puede hacer uso de la representacién de bosones acoplados de

Schwinger[35] (apéndice, seccién 5.4) para los operadores de monentum angular:
St(z) = di(2)(2)
S5 (2) = bl(2)a(z) (2.3)

§() = slal(2)a(e) — V()]

donde a!(2), a(z), b!(z), b(z) son los operadores usuales del oscilador armdnico
simple actuando sobre cada punto de la cadena. Se puede ver ademds que
el Hamiltoniano (2.2) es invariante bajo la transformacién a(z) «—— b{z). La
dindmica de estos operadores bosénicos esta dada por las siguientes ecuaciones

de movimiento de Heisenberg;:

ia(z,1) = [a(z, 1), H] ; ib(z,1) = [b(z,1),H] (2.4)
donde & = 1 y el punto representa J/0t.

Utilizando las ecuaciones (2.4) en conjunto con el Hamiltoniano (2.2), y si-
guiendo un procedimiento similar al usado en el capitulo 1, sélo que ahora traba-
jamos con; [a(z'),a’(z)] = 6(z — 2'), ¥ con las propiedades de la delta de Dirac:
[ f(2)6*(z — 2'Ydz = (=1)*f*(z"), donde n representa el orden de la derivada

respecto a la variable. Se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales no lineales:

1
i6 = J(—ga" - i-afa”a —a'bty— Zb”fba - %bfba”)
4 T(Eab + abtt! — 1aa? - Lata’ 25
59 F AV —ga%e" - ca a'a) (2.5)
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1 1 1
= ta—bb+ Na— =
+ =D(a'a—b'b+)a hb

: 1 1
ib = J(-gb” - %b"b”b — ba'la — Za"‘fab - -éafab")
+ J(gbad + ghata — T8 — D) 2.6)
1 1., 1
l tr _ o1 Yp— =
+ 2D(bb aa+2)b 2ha

donde por simplicidad no se escribe explicitamente la dependencia de los oper-
adores respecto de las variables z y ¢; v las "primas” representan 8/8z. En el
limite clésico de las variables de espin, los operadores bosonicos acoplados de

Schwinger permiten definir los estados coherentes:

laB8) = [{la(=)),1B(=))}) (2.7)

donde:
la(2)) = exp(la )): 2l (2.8)

1B(=)) = exp(~181) EU ﬁf;—

con |n) representando autoestados del oscilador arménico simple. Las relaciones
(2.8) ¥ (2.9) son conocidas como estados coherentes normalizados a partir de los
cuales se puede obtener el comportamiento cuasi clasico del oscilador arménico
simple deplazado. Se puede ahora calcular el promedio de cuaquier operador
O(al,a,bt,b) que represente a una variable fisica en el estado @) determi-
nando los elementos de matriz como {a B[0(al(z), a(z), b1(2), b(z))]a B). Estos

promedios corresponden a propiedades dinamicas de variables ”cuasi clasicas”.
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Entonces se puede aplicar lo anterior a las ecuaciones diferenciales no lineales

para operadores bosonicos (2.6) y (2.7), obteniéndose de esta forma el siguiente

sistema de dos ecuaciones diferenciales complejas no lineales:

e

J(~3a" - llal’a” — B~ aB"B — 31’
IhalpF + Lappr - Larat - L)

2 1
ED(|05| - ]ﬁ|2+§)ﬂ— ShP

J(_§ﬂﬂ__ llﬁlzﬁu_ﬂfal*a _ Z ﬂ- o — _lalzﬁﬂ)
( I .'|2+ ,80.’- " n-ﬁ2 [ﬁ I2ﬁ)
§D(I5I2—|ﬂ’[2+§)ﬁ"§hﬂf

donde o = a(z,t) y B = B(=,1)

2.3 Solucion

(2.10)

(2.11)

Las condiciones cinematicas asociadas a la representacidén de Schwinger, en este

caso estan dadas por:

la(z, ) — 1B(z,0)F = 2p(z,2)
la(z, 1) +1B(=,1)° = 25

(2.12)

donde p(z,t) da cuenta de las desviaciones del espin fuera del plano y la segunda

ecuacién representa una aproximacion cuasi clasica producto de utilizar la repre-

sentacién de estados coherentes para los operadores de espin; a partir estas dos
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ecuaciones se obtiene:

a(z,t) = y/5(1 + p(z,1)/S) exp(iba(z,1)) (2.13)

B(z,1) = /S ~ p(z,1)/5) exp(ibs(z,1)) (2.14)

donde 8,(z,t) y 85(z,1) son variables angulares reales .
Dado que sélo estamos interesados en tomar en cuenta pequefias desviaciones
desde el estado fundamental, se puede linearizar con respecto a estos estados y

escribir:
o2,%) = VB + p(21)/25) expliba(z, 1)
Bz,t) = VS(1 — p(z,t)/25) explifis(z, )] (2.15)
Utilizando las ecuaciones de la (2.10) a la (2.15) y después de comparar partes

reales e imaginarias se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no

lineales para los dngulos 6, = 0,(z,1), 0, = 05(2,t} ¥ p = p(z,1).

— et ﬂ___ § § 2
1 1
- (ﬁ—-)J —ZD'—D(——+1)P
+ %h cos(8s — 0,) — —hp cos(ﬂﬁ f.)
1 t ' r f
=~ JC 4L+ 59 4+ IS(S - L)
3 Vil + 1 -
- ZJP 8, — hsin(6s — 6,) + §hp sin(fp — 6,) (2.17)
_ PN = Lyyw 3.5
(1 25)9/3 = (165+2)JP —(8 2)J9
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3. 1. ., 1 1
+ (E_Z)J‘poﬁ 4D+D(85+1)p
1 1
+ '2—’1 COS(G_.-} - e,:,) + Ehp COS(aﬁ = aﬂ,)
1 ! ot 1 ! 1 ’
- ZJprf +J 56,65 + 5p8,6; — 5JSéaj (2.18)

. 3 173 1 "
b=+ GG+ S)(-g +5)8; — JS(S + 3p)6
3
4

Jp'65 — hsin(6s — 6,) — %hp sin(6s — 64) (2.19)

Antes de resolver este sistema de ecuaciones diferenciales para obtener p =
p(z,t), 6,(z,t) y 65(z,1) notamos que los promedios de las variables de espin

estan dadas por:

(aB|S*(z,)laB) = p(z,1)
(ap|S%(z,t)|aB) = Re(a™B) = cos(bs —6,) (2.20)

(aBIS*(z,t)laB) = Sm(a’B) = sin(f; — 6,)

y entonces es posible aprovechar esta dependencia respecto a los dngulos para
escribir algunas ecuaciones ad-hoc que sean de interés.

Otra condicién que permite simplificar el problema, es considerar el caso de
soluciones de forma permanente para las cuales se define £(z,t) = 2 — vt
donde v es la velocidad.

Sumando las ecuaciones (2.19) y (2.17) se obtiene para el primer orden en p,

6. v 03, la siguente ecuacién diferencial:

h

o) = (3/8+ S)J

sin ¢() (2.21)

Donde se ha definido ¢(£) = 65(£) — 6,(£) v se ha utilizado el hecho de
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que para el orden cero #5(€) + 6,(€) = 8v/3J; las "primas” representan ahora
derivadas con respecto a la variable £.
La ecuacién (2.21) corresponde a la ecuacién diferencial estitica de sine -

Gordon!®] (apéndice, seccién 5.1) con soluciones pared de domirio dadas por:
é(€) = arccos(1 — 2sech?*(m¢f)) (2.22)
donde m = [h/((3/8 + S)J)[*/* .

Restando y sumando las ecuaciones (2.18) y (2.16) se construye (respectiva-

mente) el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales:

(2 +8)75€) ~ 15T p(E)OF(E) + 82(6))

+ 275066 - CLONEHE) +6.(6) — pENE5(©) + Ba(8))

+ 5TSPE) (E(6) — 66" + S(Ea(E) — u(8))

— 25+ 5)D + Shcos(6s(6) — Ba(€)]A(E) = 0 (2:23)

— 108 + ()]~ 55185(6) — BuLENRE) — G + 5)T(5(6) — 8,0}

T s TnE)6H(E) — EENEAE) + 6.(6))
- gﬁ;(ﬁ) 5(6) — %D + hcos(85(€) — 0,(€)) = 0 (2.24)

Utilizando la expansion a primer orden en
[65(£) + 6,(8)] = 8v/3T + [6,(6) + 6,(E)}, ¥ la definicién para

85(€) — 8.(&) = ¢(£) se encuentra:
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o) +62(6) = %(S‘ P+ 2 16,6 + Be)h

£ S 100 + 6O + 5476) (225)
y
0,(€) 64(6) = 5162(6) + 82(6) - $(€)] (2:26)

Al sustituir estos términos en las ecuaciones (2.23) y {2.24) se encuentra:

I+ D€ + STONO + 0O )+ FO O =0 (220
¥
( os+ DI+ I6(6) + (O
- 34J 3 ;D hcos¢(5) (2.28)
donde se ha definido:
J
F(§) = 51— 1os)¢™(O) + oo ) e cosdl)  (229)

A partir de las ecuaciones (2.25) y (2.26)se puede ahora eliminar el término

en {65(€) + 6.(&)]1 para finalmente obtener:

p"(€)+ G(E) p(§) = Q(E) (2.30)
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con:

G(e) = Cio[F(E)—H(i)} (231)

H() = %%Q (2.32)
1 3 402\ /2

L(e) = (hcos«;b(c)—5D—(E+S)J¢'2(s)+;§) (2.33)

o) = - uewe (2.34)

20,

donde: Cy = (3/85 + 1)J

2.4 Resultados

La componente del espin fuera del plano esta determinada por la ecuacién dife-
rencial lineal no homogénea (2.30). Una ecuacién similar a la anterior fue
obtenida por Magyari y Thomas® en el limite para velocidades bajas. Para
obtener p(£) se realiza una integracion nimerica utilizando el método de Runge-

Kutta de cuarto orden.

En la figura 2.1. se muetra p({) para v = 10 y para tres valores del campo h,
en la cual se observa la presencia de un "modo de inclinacién”PY cuya amplitud
méaxima aumenta con el campo cerca de la pared de dominio. A medida que la
velocidad disminuye a v = 5 la inclinacién es més pronunciada y para campos
pequenos se puede apreciar la presencia de modos oscilatorios como se muestra
en la figura 2.2. Estos puntos de inestabilidad del solitén, dan cuenta de la
divergencia de las fluctuaciones de las componentes del espin fuera del plano®7.

Esta situacion se bosqueja en la figura 2.3. donde al bajar la velocidad a v =
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1: el solitén estable correspondiente a una pared de dominio distorsionada por
magnones ¥y modos de inclinacidén, pierde estabilidad y se hace ingobernable a
la velocidad v, donde las inclinaciones de las componentes del espin divergen.
Si se incrementa la velocidad desde v, se logra obteber un solitén estable hasta
una velocidad limite v; donde éste decae en movimientos oscilatorios de altas
frecuencias como se puede apreciar en la figura 2.4. El efecto de la anisotropia
se muestra en en la figura 2.5 para v = 17 y h = 0.3k, con h. = 2D/3, de la cual

se desprende que la anisotropia constribuye a estabilizar al solitdn.
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Figura 2.1: 2p(€) en funcién £ para v = 10. d = 0.2 y para h = 0.1k
curva A; kb = 0.5k, curva B; h = 1.0h.: curva C: donde h, = 2d/3. La curva D

representa la configuracién pared de dominio cos ¢(£) para h = 0.5k,
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'Figura 2.2: 2p(¢) versus € para v = 5. d = 0.2 y para h = 0.1k curva A;
h =0.5h. curva B; h = 1.0k curva C: donde h, = 2d/3. La curva D representa

la configuracién pared de dominio cos ¢{£) para h = 0.5k,.
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Figura 2.3: 2p(¢) versus { parav = 1. d = 0.2 y para h = 0.1k curva A;

h = 0.5h,:

curva B; k = 1.0k, curva C: donde h, = 2d/3. La curva D representa

la configuracién pared de dominio cos ¢(£) para h = 0.5h,.




-29
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Figura 2.4: 2p(£) en funcién £ para b = 0.1k.. donde hc =2d/3. d=0.2y
para v = 5: curva A; v = 10: curva B; v = 17: curva G: La curva D representa

la configuracién pared de dominio cos ¢(£) para h = 0.5k..
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Figura 2.5: 2p(€) en funcién £ para v = 17.02, h = 0.3h,. donde h, = 2d/3.

y para d = 0.2 curva A; d = 0.6: curva B (dentro de curva A); d = 2: curva C

(dentro de curvas A y B). Notar que las curvas corresponden a diferentes valores

del campo h. La curva D representa la configuracién pared de dominio cos ¢{£)

para h = 0.3h.. cond=0.2




Capitulo 3

SISTEMA
FERROMAGNETICO PLANAR

COMPRESIBLE

3.1 Modelo

Cadenas magnéticas representadas por algunas sustancias modelos, han sido in-
vestigadas en detalles al medir las secciones transversales utilizando técnicas de
scattering ineldstico de neutrones®¥ y por muchas otras técnicas experimentales.
Los resultados muestran la presencia de excifaciones no lineales para los grados
de libertad magnéticos los cuales son tan elemeniales como los modos lineales
usuales. Un sistema particular que ha sido estudiado intensamente tanto desde
un punto de vista tedrico como experimental, es la cadena lineal planar represen-

tada por la sal magnética CsNiF3; Para comparar la teoria con el experimento,

45




se han realizado muchas aproximaciones, en particular las que involucran un
mapeo de sine-Gordon[®, lo que trae como consecuencia una restriccién en las
comparaciones e induce a considerar modelos tedricos cada vez més complejos,
como aquellos gile contemplan nuevos y diversos grados de libertad, por ejiemplo
modelos que toman en cuenta excitaciones magnéticas y eldsticas.

Los modelos utilizados estan basados principalmente en el Hamiltoniano de
Heisenberg de una cadena de iones magnéticos distribuidos a lo largo de un eje,
y en los que actuan fuertes anisotropias en esa direccidon. De esta forma, excita-
ciones acopladas pueden exitir entonces en diferentes estados fundamentales.

La existencia de modos magnéticos y eldsticos acoplados en una cadena de
Heisenberg ferromagnética compresible ha sido extensamente demostrada para
el caso de un sistema ferromagnético con anisotropia uniaxiall®#39-41],

En este capitulo es de interés investigar la existencia de este tipo de ex-
citaciones acopladas, en una cadena compresible de Heisenberg con anisotropia
planar en presencia de un campo magnético externo aplicado en forma paralela
al plano.

Un Hamiltoniano que permite describir adecuadamente a este sistema estd

dado por:

H == Hmug + Hel -+ H:'nt (3‘1)

donde H,,,, representa los grados de libertad magnéticos y tiene la forma:

N - N N
Hoey=—d 3 BuvBurs+D S(SP—h 38 (32)
n,5=%a n=1 n=1

con 5, el espin en el sition y J > 0; D > 0, h = gupH

Los modos elasticos estdn representados por H, cuya forma es:
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N N

P k : 2
Ha = Z - 2 § z (Gnss — Qn) (3.3)

9
n=] ='"'"'0 n,f=%a

donde p, son los momentos correspondientes y g, los desplazamientos longitu-
dinales desde la posicién de equilibrio de los iones magnéticos interactuantes en
el sitio-n (en ausencia de la interaccién espin fonén), m es la masa y k es la

constante elastica.
El término H;,, representa la interacciéon de intercambio (acoplamiento) entre

modos magnéticos y elasticos; el cual para el primer orden®? toma la forma:

AY
Hint — ""\ Z (QR-I-E = qn)sn N Sn+5 (3'4)
n,é=%a

donde A = 8J/3z es el pardmetro de "magnetotriccién” y a representa el espa-

ciado de la red

Haciendo uso de la representacion:

. 1
p=iymuw,/2ct—¢) ; ¢= \/Q—TJ(C* +¢) (3.3)
donde w, = \/k/m,.

Siguiendo el mismo procedimiento que en’?, se hace uso de la representacién
de Schwinger:
S*(z) = d'(2)b(z)
S57(z) = bl(2)a(z) (3.6)
§'(:) = plat()a(z) — B())
donde a'(z), a(z), b*(z), b(z) son los operadores bosénicos usuales del oscilador

armonico simple actuando sobre cada punto de la cadena.
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En la representacion de Heisenberg la dindmica de estos operadores esté dada

por las siguientes ecuaciones de movimiento:

ia(z,t) = [a(z,1),H] ; ib(z,1) = [b(z,t),H] ; ié(z1)=[c(z,1),H] (3.7)
donde h = 1 y el punto representa d/dt.

El Hamiltoniano (3.1) escrito en el limite continuo (apéndice, seccién 5.2)

tiene la forma:

Mooy = =3 [ dz(5(SI2)S(2) + 5~(2)S7()) + 5°()5(2)
- Dj dz(Sz(z))"’—h/ sz’(z)—%NJSQ (3.8)
Ma = 5o [ )+ [ d=(g(a)" (39)
M = ~24 [ dzg()5(S1()S7(2) + §(:)S"(2)) + ()]
= XAS? f dz¢"(z) (3.10)

3.2 Ecuaciones de Movimiento

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

ta = [a, H] = [aa Hmag] & [a= Hel] + [av H:‘nt] (3-11)
ib = [b,H] = [b, Humag) + (b, Het) + [b, Hine] (3.12)
i¢ = [e, H] = [¢, Himag) + [¢, Het] + [¢, Hint) (3.13)

Dado que [a,c] = 0 y [b,¢] = 0 se encuentra que:
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[a,Hal=0 ; [b,H4 =0

(3:14)

Sustituyendo las ecuaciones (3.5) y {3.6) en los términos del Hamiltoniano

(3.8), (3.9) y (3.10) y calculando los conmutadores anteriores, se encuentra el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

ia

ib

ic

3n 11:: 1 lnf ltu
Y il — _= — Ztp
J( gl —goea a'b’b 4b ba 3 a"}
1 1 1 1

Zabty 4 Zabth! — 2 M2 — Zaftd
J(2abb+4abb 2d @ —5a d'a)

1 1 1

= Ty — pt Yaq— =

2D(aa bb+2)a 2hb

A
— (M LAY PN | t _ ! n_t
WA o[(C + "} a'aa + b'bb) — 3(e" + ')’ ]

3 1 1 1
I L N 14 S T OV SR | | Jip g 1
J( 86 4bbb ba'la 1° ab 54 ab”)

1 G _]_- t . » _]_'_HTZ lrir
J(zbaa-i- baa-4bb—2bbb)

4

1 1,1

Db —ala+Z)b— =

5D (b —dla+3)b—<ha

Zx/'z#mT[ (M + ") (bibb + ataa) — 3(ct + &)Y}

k

Totdy

[c:c*bJr "ba + blatal’” + atbtba” + blat”ab

_%(Ci —¢)—
A
2/ 2mw,

( ciu + c")

aaVaa + alald’a’ + alat”aa + alataa”
bbb + BIBTHY + BBt bb + bl‘bfbb”]
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+ —A—[a"b“ba +a'bv'b'a’ + a'b'ba’ + blatal’
2mw,
+ a'btb'a + a'biba’ + 4(ala"a’a + b'bVH'D)

+ 3(01’ ] faﬂ+b1lbf+b1bu)]

Tomando el limite cldsico de las variables de espin se definen los estados
coherentes los cuales son autoestados de los operadores bosénicos a, b y ¢. De
esta forma, en cada punto de la cadena continua es posible definir un estado

coherente de modo que:

la(2) B(2)2(2) ) = la(z)) - 18(2)) - [A(2)) (3.18)

donde:
la(2)) = exp(—|al?) i a\(/:%" n) (3.19) ‘
18(2)) = exp(~IB) f: jj_" (3.20)
y(2)) = exp(— ”‘ (3.21)

n=0

Como los estados |a v ) son autovectores de los operadores a, b y ¢ con
autovalores a 3 7, respectivamente, se pueden escribir las ecuaciones diferenciales
acopladas para estos autovalores a través de calcular los promedios de operadores
bosénicos involucrados en las ecuaciones (3.15) (3.16) y (3.17) sobre un estado

coherente arbitrario y obtener:

ia = J(-%d’“%lalza” a'8"p ﬂ”’ﬁ Iﬁl’a”)
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1 112 ll:u 1 s 2 1 12
+ J(§a|3| +Za,3ﬁ -0 _§|010) (3.22)
l 2 _ 2 ‘]; __1
+ 3D(af ~18F +3)a— 5k

A 3N,
+ 5<g"> (ol +18)a -5 <>

if = J(-2g"- 218P8" - fa"a - J5a™a — 3lal'B")
+ J(%ﬁ’lﬂf‘l2 + i’ﬁa"aﬁ - %ﬂ”‘ﬁ’* = %Iﬁ’_lzﬁ) (3.23)
1 1,1
+ 3D(BF = laP +3) 85 ha

2 3,
o5 §<q">(|a|2+|ﬂlz)ﬂ——2—<q > g

T Wo , . k wlt "
iy = -0 -7) mowo(‘v +7")

\/2:17 [2S Re(a™a" + B7B")]
2\

V2mew,
A

V2mgw,
32 [
2/2m g,

%e(alsﬁtﬁr(}l + a-ﬁslﬂaf + %{aua-alar + ﬂ-ﬂ-ﬁiﬁi))

25(la"}* + 18') + lal*lal" + 18*18]

o[ + 18 + a”a” + 5°67] (3.24)
Donde se han utilizado las condiciones cinemaéticas asociadas a las transfor-

maciones de Schwinger dadas por la ecuacién (2.12) del capitulo 2 en las cuales

p(z,t) da cuenta de las desviaciones del espin fuera del plano, y ademds por

simplicidad se consideran: a = a(z,t) ; f = 8(z,1) v v = 7v(2,1)
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3.3 Meétodo de solucion

Sustituyendo en las expresiones anteriores, las soluciones para o y B al primer
orden en p dadas por la ecuacién (2.15) del capitulo 2, se puede determinar un
conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas de la signiente manera:
separando partes reales e imaginarias, y luego restando las partes reales de las

ecuaciones (3.22) y (3.23) se tiene:

3 3 3 1.
( 5+8)p"— 15Tp(0F +857) + 5IS(65 — 6.7) — 5o(0s +6e)

1 . . 1 1
+ 5I5p (65— 65)" + (05 — 0o) — [2(35 + 5)D + Ghcos(8s — ba)lp
+ gA<q'>p’—A<q">p=0 (3.25)

restando partes imaginarias de las ecuaciones (3.22) y (3.23) se encuentra:

. 3 3 i 1" h .
= 2p—2Jp' (85 +8.) +25[(5 + 5) (65 — 64) — 5 sin(fs — 6a)]

3 1/ 3 (] ! ! 1 I I3
= I +6)p+ 53 <d' > (65— 0.) — 55(6p+6.)p] =0 (3.26)

sumando partes imaginarias de las ecuaciones (3.22) y (3.23) se obtiene:

Jp'(6p,—0.) — J(6z+6.)+ Jp(65 —6,)

1
— D<q > [(G+6) - 50~ )p]=0  (320)

La parte real de la ecuacidn (3.24) esta dada por:

Smy = Rey” (3.28)

meld,
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La parte imaginaria de (3.24) tiene la forma:

. 3 " 17 ' Py " " 3
3267 = wogm‘)' + '2"_'\/'2=m—£[5(9;3 C 90«) - (9,5 - 8:. )P = (9;3 - 00 )P] (3‘29)

donde 8, = 6,(z,t) y 63 = 65(z,1) son variables angulares reales.

Consideremos primero el limite de sine-Gordon. es decir cuando p = 0; en

este caso las ecuaciones (3.25), (3.26) y (3.27) estan dadas por:

Ly 80
(65 +6)o = 37 " (3.30)

" 8h . 6 n oyt
é —msmqﬂ + HA(Q)d} = (3.31)
@) = o, (3.32)

Vemos entonces que cuando en la teoria no se consideran las excursiones
del espin fuera del plano, no existen modos elasticos exitados. Obteniéndose

solamente solitones magnéticos de sine-Gordon.

Para el primer orden en p de las ecuaciones (3.27) y (3.30) se tiene:

(65 +8) = 9+ 98"+ 57 <d > 5 (339)

Es importante notar que la ecuacién anterior para el caso A = 0 y que co-
rresponde a una cadena magnética no compresible. es una ecuacion diferencial,
valida para cualquier orden de p tal como se muestra en el (apéndice, seccion

5.3).

Sustituyendo en (3.29) y combinando con (3.28) se encuentra:
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2k " 8A?
<qg >+

ot Y it ' = ’_ ' P -2
o mD%[< g >6d'+<qg >0 —<qg >¢d(e")" (3.34)

Asumiendo soluciones de forma permanente para los grados de libertad
magnéticos, es decir, considerando ¢(z,t) = ¢(z — vt), la ecuacién anterior toma

la forma:

A%

2k
<§(zt)>= — <q"(zt) > ——— < §(z,1) > (8.35)

<] o%c
Por otro lado, siguiendo el mismo procedimiento que en el capitulo 2; uti-
lizando las expresiones (2.24) y (2.25), luego sustituyendo en (3.25) y (3.26) se

obtiene:

T (4 D)) + SI166) + 6=, ) + F(E) pl6)

85
— A<+ (v=—v)t)> p+ % < g€+ (v—rv)t)> p'=0(3.36)
y
(= L 1)T82E) + ~T[0,(6) + 0.6
16S : 16° 7P e
- -;—J v? + -;-D —hcos@(€)+22S < g€+ (v—v)t)>=0 (3.37)

donde se ha definido: é, = z — vt y F(£) esta dada por la ecuacién (2.36) del

capitulo 2.

A partir de las ecuaciones anteriores, despejando de una de ellas el término

[65(€) + 6.,(§)]1 v sustituyéndolo en la otra, se obtiene la siguiente ecuacion
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diferencial para las desviaciones del espin fuera del plano, en presencia de un

acoplamiento entre los modos magnéticos y elasticos.

p"(€)

3C.5 ) > p(€)
+ G2(&)p(€) + R(E) < ¢"(€ + (v — ve)t) >= Q2(§) (3.38)

donde las derivadas son con respecto a £ y el tiempo se utiliza como un parametro,

también se ha definido:

__VBIASSE)
V3J

1 12
Gi6) = FIF© - H© + {ghgo©

= 1}X < g"(€+ (v —ve)t) >] (3.40)

_ \/gj 2 / " 2
QO = QO+ go g VSO < e+ -0 > (341)

con H(£), L(€) y Q(€) definidos en el capitulo2 por las ecuaciones: (2.32), (2.33)
y (2.34) respectivamente y C, = (3/8 + §)J.

Respecto a la ecuacién (3.38) cabe destacar, que en ausencia de un acopla-
miento espin fonén, es decir cuando A = 0, ésta se transforma como es de esperar
en la relacién (2.26) del capitulo 2, la cual da cuenta de las desviaciones del espin
fuera del plano para el caso de una cadena magnética no compresible.

Por otro lado, los resultados numéricos!'? muestran que los términos propor-
cionales a 1/L%(£) no producen ningun aporte significativo al valor que toma p(¢)

por lo cual se pueden despreciar y la ecuacién (3.3%3) se escribe como:




3\
" I s ws ! ¢
pl(E) + 5.5 < g'(E+ (v —w)t) > p'l§)

+ Gi(€)p(€) + R(£) < ¢"(€ + (v —ve)t) >= Q(£) (3.42)

Gi(E) = CiD[F(c)—H(a—A<q"(e+(v—ve)t) 5] (343)

Dada la estructura que presenta la ecuacién (3.33) es posible proponer cual-
quier tipo de solucién de la forma < g(z,t) >= f(z T vet), de las cuales en este
caso sdlo se eligen dos: soluciones arménicas, y soluciones tipo pulso solitario

como las encontradas enl34] para el caso de una cadena magnética compresible

con anisotropia uniaxial.
Una solucién arménica para la ecuacién (3.35) esta dada por:
(q(z,1)) = g, expi(k,z —?), (3.44)

con

4\%k, v S04
W = i (1:!: 1-’f-m""))::(v—re)k,J v—1v,>0

4%k, 2
@ = ”(1; 1+m°°)=(v—rt)ko v—v. <0 (3.45)

3.4 Resultados

La ecuacién anterior relaciona la velocidad de fase v, de la onda armonica elastica

con la velocidad v del pulso de forma permanente representado por p.
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El procedimiento a seguir es reemplazar esta solucién arménica en la ecuacion
diferencial (3.42) y realizar la integracién numérica con J=1y S=1, para deter-
minar la dependencia de la solucién numérica p(€) en funcién de los distintos
parametros del sistema, obteniéndose que el espin realiza una excursioén solitaria

fuera del plano por cada rotacién de sine-Gordon en 27 alrededor del eje z.

La dependencia de las excursiones del espin fuera del plano (p) en funcién
del pardmetro de magnetostriccién A, se presenta en la figura 3.1, parat = 0. Al
tomar la rama v — v, > 0 de la ecuacion (3.45) se encuentra que éstas son mas
pronunciadas cuando velocidad del solitén magnético toma valores pequenos, el
efecto que produce la presencia de oscilaciones armonicas, es de disminuir la
amplitud de las desviaciones del espin fuera del plano. Sin embargo, existe un
limite inferior de la velocidad del solitén magnético bajo la cual las soluciones
soliténicas de la ecuacién (3.42) no son estables; en la figura 3.2(a) se describe
la naturaleza de esta inestabilidad, y se muestra el efecto de estabilizacion que
produce el pardmetro de magnetotriccion. También existe un limite superior para
estas velocidades sobre las cuales no se obtienen soluciones soliténicas ya que las
excursiones del espin fuera del plano divergen en oscilaciones de altas frecuencias
(hacia atrds y hacia adelante), tal como se puede observar en la figura 3.2(b);

este efecto es aumentado por la presencia de las oscilaciones arménicas de la red.

Cosideremos ahora como solucién de la ecuacién (3.42), la encontrada en
[3442 para el caso de una cadena de Heisenberg compresible con anisotropia uni-

axial, cuya forma esta dada por:
< g(€) >= g, tanh(k, &) sech(k, £.) (3.46)
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donde £, = z + vt con v, definida mediante la relacién (45).

Teniendo presente el cambio de signo del pulso en {3.42) y realizando una inte-
gracién numérica, se estudian los efectos de la deformacion de la red con respecto
al solitén magnético viajero. Los modulos de las velocidades estén relacionados
mediante la ecuacién (3.45) donde se supone que el solitén magnético viaja desde
la izquierda y la deformacién de la red (pulso eldstico) lo hace desde la derecha.
Los centros coinciden en ¢ = 0. En la figura 3.3 se presenta p para distintos tiem-
pos mostrandose el efecto de la colisién de éste con el pulso elastico. El campo
magnético h modifica la deformacién del solitén magnético debido a la colisién
en ¢ = 0, como se muestra en la figura 3.4, donde se observa que la presencia del
campo magnético k hace que el solitén magnético sea menos perturbado por el
pulso eldstico. Finalmente se presenta en la figura 3.5 la dependencia de la de-
formacién, en ¢ = 0, en funcién del pardmetro magnetostrictivo A, encontrandose
que cuando A aumenta la deformacién es més pronunciada y cadtica.

Segin los resultados presentados anteriormente, se puede reconocer la exis-
tencia de un acoplamiento entre excitaciones no lineales magnéticas y elasticas
en una cadena de Heisenberg compresible con anisotrpia planar. Sin embargo,
estos modos no son posibles de obtener en ausencia de las excursiones del espin
fuera del plano. Este andlisis considera dos situaciones que pueden ser mejo-
radas o perfeccionadas: una de ellas es que se trata de una teoria al primer
orden en las excursiones del espin fuera del plano y la otra es que se consideran
solamente términos armonicos en el Hamiltoniano de la red. Por lo tanto el
proximo paso que se debe considerar es incluir términos eldsticos no—armdnicos

y tomar términos de orden superior en p. Las oscilaciones cadticas observadas
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para grandes acoplamientos entre modos magnéticos y elasticos sugieren la idea
de analizar una cadena discreta introduciendo un mapeo e investigar ademas
de eso las propiedades espectrales de las estructuras estocésticas correspondi-
entes. También el caso de una cadena antiferromagnética compresible puede ser
tratada con este formalismo, para ver los efectos de la compresibilidad sobre el

intercambio de roles entre la anisotropia y el campo externol*3].
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Figura 3.1: Dependencia de las excursiones de espin fuera del plano
p(€,1 = 1) en funcién de £, para dos valores de la velocidad y dos valores de A;
A:v=38,2=0001;B: v=13 ;,A2=0.001; C:v =35, A =30; D: p= 13 ;A = 30.
Los parametros son: h = 0.1,d = D/J=0.2, m = k = 20,9, = 0.2, Ancho pulso

elastico=15.

60




0.05, |

P |
a
0.03 ! (a)
0.01 | |
-0.01 - - -
0 20 40 60 , 80 100

Figura 3.2(a): Dependencia de las excursiones de espin fuera del plano
p(€,t = 1) en funcién de €, para el valor de la velocidad; v = 30. Los pardmetros
son: A =30, h=01,d= D/J=02, m =k = 20, g, = 0.2, Ancho pulso

elastico=15.
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Figura 3.2(b): Dependencia de las excursiones de espin fuera del plano
p(€,t = 1) en funcion de €, para el valor de la velocidad; v = 60. Los parametros
son: A =30, h =01,d = D/J=02, m =k = 20, g, = 0.2, Ancho pulso

elastico=15.
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Figura 3.3: Una excursién del espin fuera del plano p(£,t) en funcién de ¢
y de t, p viniendo desde la derecha ecuentra a un pulso eldstico viniendo de la
izquierda. Los pardmetros son: A =20, h =0.01,d=D/J =02, m =k = 20

and v = 3, ¢, = 0.2, Ancho pulso eléstico=15.
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Figura 3.4: p(£,t = 0) en funcién de € y de k. Efectos que produce el campo
magnético externo h (aplicado en el plano) sobre las excursiones del espin fuera
del plano p(€,t = 0). Los pardmetros son: A=20,d=D/J =02, m=k =20

¥y v =23, g, = 0.2, Ancho pulso elastico=15.

64




Figura 3.5: p(£,t = 0) en funcién de £ y de A. Efectos que produce el
parametro de magnetotriccion A sobre las excursiones del espin fuera del plano
p(€,t = 0). Los pardmetros son: h = .01,d=D/J =02, m=k=20y v = 3.

g. = 0.2, Ancho pulso eléstico=15.

65




Capitulo 4

ENERGIA

4.1 Introduccion

El formalismo utilizado respecto a la representacién de bosones acoplados de
Schwinger para los operadores de espin, en conjunto con el método de los estados
coherentes para el oscilador arménico simple, permiten realizar los calculos de la

energia del sistema sin mayores dificultades.

Por otro lado, dado que la determinacién de la energia involucra los temas de
los casos tratados anteriormente (capitulos 2 y 3), y con el proposito de seguir una
secuencia natural que permita establecer las comparaciones que sean de interés,

el presente capitulo esté organizado de la siguiente manera:

En primer lugar se realiza el célculo de la energia correspondiente al caso
de una cadena de Heisenberg con anisotropia planar en presencia de un campo
magnético externo aplicado en el plano (como la estudiada en el capitulo 2),

a la cual de aqui en adelante se le dard el nombre de cadena magnética no
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compresible. Posteriormente se considera la presencia de un acoplamiento entre
modos magnéticos y elasticos que corresponde al caso de una cadena magnética
compresible como la estudiada en el capitulo 3 y luego se calcula su energia te-
niendo presente algunas formas que se proponen para los deplazamientos elasticos

longitudinales < g(&.) >.

4.2 Energia Cadena Magnética no Compresible

La energia para una cadena magnética no compresible (Ecnc), se puede deter-

minar a partir de la ecuacion:
Ecne = (aB|H|af) (4.1)

donde el Hamiltoniano H escrito en el limite continuo esta dado por la ecuaciéon

(2.2) del capitulo 2, cuya forma es:

H o= =3 [ d:{5[51:)57(2) + §(2)S7 ()] + 5(2)S (=)

+ D[ dz[s P~ h [ d=57() - SNJS? (4.2)

Expresando los operadores S*(z), S™(z), S*(z) en términos de los operadores
bosénicos at, a, b!, b, mediante la utilizacién de las transformaciones de Schwinger

ecuacién (2.3), el Hamiltoniano anterior se transforma en:

+oo
H= - %J/ dz[a'b"ba + blaab - 3ata” + 351"
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+ a'btba” + blatat” + 4a'b"ba’ + 4b'aVal’
+ a'a™aa + 2atavad’ + atataa” + b'oMbb (4.3)
+ 26'Yb + bTbTBY" — 2a'bVad’ — 2batba’)
+ %D j_t:o dz[a'a + a'a'aa — 2a'blab + b'b + bibtbd]
- %h j;:o dz[a'b + bla]. —
Sustituyendo (4.3) en (4.1) e introduciendo estados coherentes y haciendo

actuar los operadores sobre éstos estados, se encuentra que la energia esta dada
por:
1 el /. = /I = I
Ecne = — gJ_/ dz[3(a”a” + B7B") + 2(|a|* + |B]*)Re(a”a” + B~ B")
+ 8Re(a”'Ba’) +2(laf* — [B1*)(la"]* — |8'*)] (4.4)
1 +o0 + .
+ 3D [ dsllaf + 181 + (ol — 81} =k [ d:Re(a”B).
4 Jox o
Por otro lado, al utilizar las ecuaciones (2.13) y (2.14) y teniendo presente la

seccion 5.3 del apéndice se ecuentra:

Sm(ata” + B7B") = —S(6L+85) + (05— 6.)0' + (05— 61)p=0  (45)
con lo cual, la energia sélo toma valores reales de acuerdo con la ecuacion:
1 b = N = ol 2 2 » N = N
Ecne = — §J,/_ dz [3Re(a"a” + BB") + 2(|a|* + |B]*)Re(a™a” + B75")
+ 8Re(a™f'Ba’) + 2(lal® — [B1))(la']* = |8'*)] (4.6)

1 +oo . 4o .
+ D[ dsllal + 18 + (laf* = 187)) =k [ dsRe(a”5)

Teniendo presente las condiciones cinematicas asociadas a la representacion

de Schwinger ecuacién (2.12) y las soluciones de a y 3 al primer orden en p dadas
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por:
a(z,t) = VS(1 + p(z,1)/25) explifa(z,1)]
B(z,t) = VE(1 = p(z,1)/25) explif(z, 1) (4.7)

se encuentra que la energia magnética para el caso de una cadena magnética no

compresible esta dada por:

Eone = —NJs2+2NDs 3535 "2+ +62)dz+ 5 s / ¢'2(€) dz

- %J' _':" #'(&)p(€)(05 +6,)dz — th_x cos($(€)) dz (4.8)

Vemos que para determinar la energia, primero es necesario conocer algunos

de los términos anteriores.

Por otro lado, la ecuacién obtenida en la seccién 5.3 del apéndice:
SO +6) = (6 — 0) + p(6 — ) (49)
se puede integrar directamente obteniéndose:
9’+9’——-+ t;’w({) £) (4.10)

combinando esta tltima ecuacién con la relacién 6; — 8, = ¢'(£), se encuentra:

8v

652+e;2=§[(3J) 76+ 3758(E)(6) (4.11)

Luego, teniendo presente lo anterior y utilizando la solucién pared de dominio
para ¢(¢) dada por la ecuacién (2.22) del capitulo 2, la energia de la cadena no

compresible al primer orden en p(§) esta dada por:

:
Ecne = NE,+8Nm+ N M v? (4.12)
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donde: E, = —JS5%*+ %DS — hS corresponde a la energia del estado fundamental,

[(3/B+S)J]1 /2y M = 85/3J. Tomando E, = 0 se tiene:

Fowe =BNm 3 %NM o? (4.13)

La ecuacién anterior muestra que al trabajar al primer orden en las desviaciones
del espin fuera del plano, se obtiene la energia de sine-Gordon correspondiente a
una pared de dominio Fogedby®®!), (apéndice, seccién 5.1), mds un término que

tiene la forma de una energia cinética.

Notamos que para el caso estdtico v = 0, se encuentra el mismo resultado
obtenido por Mikeska et al. (1989)1*4], en cuyo caso la energia por sitio tiene la

siguiente dependencia con £.

Ecnc(§) = 222 tanh(me) (4.14)

Dado que el término 1/m se puede asociar con el ancho del solitén, se en-
cuentra que la energia magnética para la cadena no compresible es inversamente

proporcional a este ancho.
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4.3 Energia Cadena Magnética Compresible

La energia para este sistema esta dada por:

Ecc = Epag+ Ea+ Eiy (4.15)
donde:
Enag = (aBy|HpaglaBy) (4.16)
E. = (aBy[Healap7) (4.17)
Ein = (afv|HinlaBy) (4.18)

Los Hamiltonianos anteriores estdn dados por las ecuaciones (3.8) (3.9) y

(3.10) respectivamente.

4.3.1 Energia Magnética

Notamos que la energia magnética mantiene la misma estructura que la obtenida
para el caso de una cadena magnética no compresible, cuya forma esta dada por
la ecuacion (4.8), sdlo que en estas condiciones, la presencia del acoplamiento
entre modos magnéticos y elasticos, modifican la forma que toman los términos
de las ecuaciones (4.11) y (4.12) que son las que permiten determinar la energia,
sin embargo, la ecuacién (3.33) para soluciones de forma permanente, permite
encontrar ecuaciones similares a las anteriores, las cuales son las requeridas para
el caso de una cadena magnética compresible.

La ecuacién (3.33) para soluciones de forma permanente tiene la forma:

16\ v
3J?

S(65+8,)=p'¢"+po" - < g'(€) > (4.19)
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vemos que esta ecuacién se integra directamente, lo cual permite obtener:

0,46, = S5+ £ E(E) ~ ay < alte) > (420)
¥y
o +er=1[(2) + 670 + msione - (57) (3) <ate >

(4.21)
En estas dos 1iltimas ecuaciones se aprecia que cuando A = 0, se obtienen las
relaciones (4.10) y (4.11) respectivamente.
Por otro lado, sustituyendo en la ecuacién (4.8), se encuentra que la energia
magnética de la cadena compresible esta dada por:

16N ASv? oo
Ema_q = ECNC - _&TTU.[—oo < Q(fe) >dz (422)

donde Egne representa la energia de la cadepa magnética no compresible, cuya

forma est4 dada por la ecuacién (4.13), < g(€.) > representa los desplazamientos

longitudinales desde las posiciones de equilibrio ¥ es solucidén de la ecuacién

diferencial (3.35).

La relacién anterior permite determinar la energia de una cadena magnética
de Heisenberg con anisotropia planar con un campo magnético externo aplicado
en el plano, en presencia de un acoplamiento entre modos magnéticos y elésticos,
cuando se propone para < ¢(£.) > alguna solucién de la forma f(£.) con & =

z F vt

a).- Cuando < g¢(£.) > toma la forma del pulso solitario como el dado en la

ecuacién (3.46), se encuentra que la energia magnética de la cadena compresible
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es igual a la de la cadena no compresible (4.13).

b).- Si se considera para los modos elédsticos < g(£.) > un pulso solitario que a
su vez es solucién de una ecuacién diferencial no lineal del tipo Korteweg-deVries

(KdV) G.L. Lambl*?], cuya forma esta dada por:

< q(¢.) >= —q,sech?(k,£.) (4.23)

la energia magnética de la cadena compresible estz dada por:

32N g,A\Sv?
Eree = Ecn _ 4.24
mag cNec t+ 3 ko 2 ( )
c).- Si se considera un pulso igual al anterior, sélo que ahora se permite que
g, cambie de signo, se encuentra:
32N g, ASv?
Enss = Eocne — —————— 4.25
s = HONCT T3k, T2 2
Dado que Ecnc también contiene un término proporcional a v?, se puede

entonces encontrar un valor particular para A

=

A (4.26)
con lo cual la energia toma la forma de sine-Gordon independiente de la velocidad

Eope; =8N m (4.27)

Vemos que esta tltima expresion es igual al valor que toma la energia de la
cadena magnética no compresible cuando en la ecuacién (4.13) se considera el

casov =0




4.3.2 Energia Elastica

La energia de los solitones eldsticos esta dada por:

Ea= [ d:a ¢"laf) (28)

e <]

Teniendo presente la ecuaciones (3.7) y (3.28), la relacién anterior se trans-

forma en:

2k?

2k rtee
Eu=(= +k/ dz < g > += j_ dz < ¢" > (4.29)

L c

donde la energia del estado fundamental Nw,/2 ha sido considerada en E,;.

Para determinar la energia elastica, en primer lugar se propone como solucion

de < g(€.) > la presentada en la ecuacion (3.46) con la cual se obtiene:

62 02k,3 (4.30)

E. ()90

Por otro lado cuando la solucion propuesta es del tipo KdV, ecuacion (3.47),

se encuentra:

16, , ok . 64
kK —

E.= 02k (4.31)

Para las situaciones consideradas anteriormente, la energia elastica no de-
pende sustancialmente de la forma del pulso, manteniéndose en ambos casos las
mismas dependencias con los parametros; observandose también que esta energia

aumenta con el cuadrado de la amplitud del solitén elastico g,.
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Es imporiante notar ademés que si el ancho del pulso es muy grande, en-
tonces k, es muy pequefio y los términos que lo contienen se pueden despreciar,
obteniéndose de esta forma el mismo resultado encontrado enl*?.

Luego cuando el ancho del solitén eldstico es grande, las ecuaciones anteriores

se transforman respectivamente en:

2k

Egq = (15)q021. k(1 + — 5) (4.32)
ez—( )qﬁh K1+ — 2 5) (4.33)

4.3.3 Energia de Interaccion

El Hamiltoniano que permite determinar la energia de interaccion escrito en el

limite continuo, estd dado por la ecuacién (3.10), cuya forma es:

Hu= - 2 [ dzq'(z){%[sf(z)s-'(z)+s-(z)s’f'(z)} + §%(2)5%(2)}
~ AS? j d=q"() (4.34)

Haciendo uso de las transformaciones de Schwinger (2.3), los operadores de
espin se pueden expresar en términos de operadores bosénicos a, af, b y bt y
utilizando la ecuacién (3.5), se expresa ¢(z) en términos de los operadores ¢ y cf

obteniéndose:

+00
dz(c" + N[a'bba + blat'ab + alblba’

A
M= ~ g

75




+ blatal' + 3(a'a’ + b)) + a'aaa + a'alaa’ + b'bVbb

2 +oc
acd dz(c" + ¢) (4.35)

- e

Sustituyendo en la expresién (4.18) para E,,, y mediante la utilizacion de
estados coherentes ecuaciones (3.18) a (3.21), (los cuales son autoestados de los

operadores bosénicos a b y ¢), se encuentra:

— o [T 53 +laP +18P)Re(r (" + 8)

2082 4o ;
— /. dzRe(~") (4.36)

Es'nt =

En estas condiciones, desde la ecuacién (3.5) para el operador ¢ se obtiene:

2
<q(6)>= T—Rey ; <q'(6)>= —Rer"  (437)
2myw, 2m w,
Teniendo presente lo anterior se puede escribir:
bee 3 2 2 ’ = 7 = f
Eppe= = ,\j da( +lal® + 8]*) < ¢' > Re(a’a’ + 54
400

AS? j dz < ¢"(&.) > (4.38)

Dado que: Re(a*a’ + 5°f3') = 0, y teniendo presente la ecuacién (2.12) del

capitulo 2 se obtiene:

2 teo "
E, = —AS /_m dz < ¢"(£.) > (4.39)
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esta relacidn se integra directamen

al primer orden en las excursiones

ta obteniéndose que la energia de interaccidn,

del espin fuera del plano es cero (B = 0)143,

4.3.4 Energia Total Cadena Compresible

Finalmente sustituyendo en (4.15), los valores encontrados para: FEpag, FEe,

cuando < ¢(£.) > tiene la forma

de (3.46) y dado que E;,; = 0 se encuentra

que la energia total (por sitio) de la cadena magnética compresible estd dada

por:

Ecc = Eone + 40°

Por otro lado si < g, > esta

+ 902 ko {

encuentra:

32¢,\5v?

Ece=FE
ce oNe + 3k J?

Comparando las ecuaciones (4

de la cadena magnética compresibl

14k
15

2k

2)*

6212
21

- (4.40)

o2+ %)

representado por un pulso del tipo KdV se

() 55

40) y (4.41) se puede ver que la energia total

16k

15

2k

m,v2

642
21

(4.41)

e, depende considerablemente de la forma que

tome el pulso eldstico, obteniéndose energias mas altas en funcién de la velocidad,

para el pulso del tipo KdV. Sin embargo, ambos pulsos reproducen el valor de la

energia de la cadena no compresible cuando el pardmetro de magnetostriccion es

nulo (A =0).

La figura 4.1 muestra la forma como aumenta la energia fotal de la cadena

magnética compresible Epc ecua

como del pardmetro A. Por otro 1

aumenta esta energia con la velo

cién (4.41) en funcién tanto de la velocidad
ado en la figura 4.2 se presenta la forma como

cidad y el campo magnético externo h, Estos
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resultados son similares a los obtenidos en [23] &l utilizar métodos de simulacion

computacional.
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Figura 4.1: Energia total de la cadena magnética compresible Eg¢ ecuacién
(4.41) en funcién de la velocidad, para distintos valores del campo magnético

externo h. Los valores de los pardmetros son: m = k = 20, g, = 0.2, Ancho pulso
elastico=10.
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Figura 4.2: Energia total de la cadena magnética compresible Eqc ecuacién

(4.41) en funcién de la velocidad, para distintos valores del parametro A. Los

valores de los pardmetros son: m = k = 20, g, = 0.2, Ancho pulso eldstico=10.
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CONCLUSIONES
Conclusiones Finales:

La utilizacién de las transformaciones de Holstein—Primakoff para expresar a
los eperadores de espin, en conjunto con el métode de los estados coherentes del
oscilador arménico lineal, para estudiar el caso de una cadena ferromagnética de
Heisenberg con anisotropfa uniaxial, en presencia de un campo magnético externo
aplicado en la direccién del eje de la cadena, permite determinar la dindmica de
los espines.

Por otro lado, cuando se buscan soluciones para las cuales ei momentum an-
gular total es mdximo, se encuentra que la velocidad méxima que puede tomar
el solitén, depende del campo magnético externo a través del pardmetro de
anisotropfa , cuyo resnltado estd de acuerdo con otros antecedentes obtenidos
mediante la utilizacién de métodos de simulacién computacional.

También se obtiene en forma analitica la energia en funcién de la velocidad
del solitén, encontréndose resultados que son similares a los obtenidos cuando
se usan métodos de simulacién, para describir las propiedades magnéticas, de
un sistema ferromagneto planar como la sal magnética C's Ni F3. Sin embargpo,
dentro de este contexto es posible explicar el paso de una rama de energia a otra,

como debida al comportamiento que se encuentra para la velocidad v del solitén.

El desarrollo del capitulo 2, permite presentar una nueva aproximacién para
tratar la presencia de excitaciones no lineales en un sistema ferromagneto planar,
donde se pone especial interés en investigar el uso de los estados coherentes en

la obtencién de la dindmica de los espines. Dado que las transformaciones de
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Schwinger para los operadores de espin permiten el uso de estados coherentes bien
definidos del oscilador arménico lineal, es posible investigar el comportamiento
del sistema, cuando se acepta que las componentes del espin puedan realizar

excursiones fuera del plano.

Estas excursiones o desviaciones, estén representadas por el soliton magnético
p(€), para las cuales se obtiene que al trabajar al primer orden en p(£), la fase
#(£) para soluciones de forma permanente, obedece a una ecuacién estatica de

sine-Gordon (2.21) con solucién de configuracién pared de dominio (2.22).

Los resultados obtenidos, muestran que parametros tales como el campo
magnético externo h, la velocidad del solitén v y la anisotropia D, son los que
juegan un rol preponderante en el comportamiento que se observa para las ex-
cursiones que realiza el espin fuera del plano, de manera tal que cuando h se
incrementa, se obtiene que la amplitud méxima de p(€) (pmaz-) aumenta y el an-
cho del pulso disminuye, cuando la velocidad v empieza a disminuir con valores
pequefios del campo, se obtiene inicialmente un solitén estable distorsionados
por magnones, para posteriormente empezar a perder estabilidad hasta que di-
verge (pmar — 0o0) para un valor critico de la velocidad vmin (velocidad minima),
cuando la velocidad se empieza a incrementar a partir de vp,;,, se logra obtener un
solitén estable hasta una velocidad limite v,,.. (velocidad méxima), por sobre la
cual, el solitén magnético decae en movimientos oscilatorios de altas frecuencias

y amplitudes que van creciendo hacia la derecha de p,,..

Este formalismo también permite realizar el anélisis de la influencia de otros

aspectos fundamentales como es el hecho de tomar en cuenta la presencia de un

82




acoplamiento entre modos magnéticos y elasticos para investigar el caso de una
cadena magnética compresible. En este caso, cuando en la teoria no se consideran
las excursiones del espin fuera del plano p(¢) = 0 (limite de sine-Gordon}, los
resultados muestran que no existen modos eldsticos excitados, y los solitones que
se obtienen son solucién de la ecuacién de sine-Gordon, con lo cual se muestra
que es obligatorio la existencia de las excursiones del espin fuera del plano para

las excitaciones de los modos elédsticos.

La ecuacién diferencial que se obtiene para los modos eldsticos, ofrece una
serie de soluciones del tipo < g.(¢) >= f(z Fv.t}, encontrandose que el compor-
tamiento de las desviaciones del espin fuera del plano, no se ve sustancialmente
modificada por la forma que tome el pulso eléstico.

Las formas de los soliténes que se obtienen, son fuertemente dependiente de

los pardametros del sistema.

Por otro lado, se encuentra que para valores muy pequenos del parametro de

magnetotriccién A, se reproduce el caso de la cadena no compresible.

Algunas Proyecciones del Tema
Es de interés inmediato, aprovehar el formalismo utilizado para realizar un
estudio respecto al tema de correlaciones de los espines, cuyos antecedentes pre-

liminares se entregan a continuacion:

Funcién Correlacién Dinamica de Espin.
La contribucién de los solitones a las propiedades dinamicas ha sido estu-

diada experimentalmente utilizando diferentes técnicas: scattering ineldstico de
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neutrones!’??, resonancia magpética nucleart, y efecto Mossbauer!®, cuyos es-
tudios tienen como propdsito principal medir la transformada de Fourier de la

funcién de correlacién dindmica de espin S##(g, w).

La dindmica de espin es un fendémeno esencialmente magnético unidimen-
sional donde sélo existe el orden de corto alcance, los resultados experimentales
con scattering de neutrones son fundamentales parz el entendimiento de estos
sistemas Steiner!®. Una de las herramientas experimentales mds poderosas en
el estudio de sistemas magnéticos unidimensionales es el scattering ineléstico de
nentrénes ya que la seccién transversal de los neutrdnes térmicos es proporcional
en el espacio y tiempo con la transformada de Fourier de la funcién de correlacién

de pares de espin.

Generalmente, las propiedades dindmicas de un sistema de espines se discuten
en términos del factor de estructura dindmico S*#(gq,w), (g = z,y,z2), el cual
representa la transformada de Fourier espacial y temporal de la respectiva funcion

de correlacidén de espines.

La idea es utilizar el mismo procedimiento de Osanol*”l, quien, para el caso de
una cadena lineal obtiene: 5#%(q,,w) luego haciendo uso del formalismo utilizado
(Representacién de Schwinger, Estados Coherentes} realizar los cdlculos que sean

de interés.
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Capitulo 5

APENDICE

5.1 Ecuacién de sine-Gordon

La ecuacién de sine-Gordon:

2 2
o¢ _10¢ =m?’sino (5.1)

922 ¢ Ot?
describe una variedad de fenémenos fisicos y ofrece tres tipos de soluciones distin-
tas: infinitas soluciones oscilatorias (en el espacio) . finitas soluciones oscilatorias
de amplitud fija llamadas "breathers” (modos oscilatorios simétricos ) y solu-
ciones de amplitud fija ("kink”), que corresponden a un cambio de 27 en ¢,
que se propagan en forma no distorsionadas y son llamados solitones. La gran
amplitud "breathers” puede ser pensada como estados ligados de un solitén y

antisoliton.

Luego bajo ciertas condiciones, la ecuacién de movimiento para un sistema
magnético puede tener la forma de la ecuacién de sine-Gordon, y en este caso

las infinitas soluciones oscilatorias son ondas de espin (magnones) y los solitones
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corresponden entonces a paredes de dominios magnéticos.

En tres dimensiones, €l solitén o pared de dominio tiene energias mayores que
KgT, sin embargo, en una dimensidn las energias son comparables con KpT y
el solitén llega a comportarse como una exitacién elemental.

Un sistema ferromagnético planar como el CsNiF; en presencia de de un
campo magnético externo puede ser descrito por la ecuacién de sine-Gordon.
Segiin Mikeska un sistema como el anterior es equivalente a un sistema de sine-

Gordon y se puede representar por el siguiente Hamiltoniano:

N o N N
H=-J3 8, -5oss +D ISP - Y 82 (5.2)

n=1 n=1 n=1

Cuando el espin puede ser tratado como un vector cldsico es posible escribir:
5. = S(sin 8, cos ¢,,sinb, sing,,cosb,) (5.3)

En el imite de longitudes de ondas largas (¢ga < \/ﬁf ) donde a es el espaciado
de la red y para anisotropias extremas (k < 2DS),8 ~ 7/2 , se puede relacionar
la ecuacién de movimiento para los grados de liberiad del espin: ¢n,6,, dentro
del limite continuo ¢,(t) — é(z,1) , Oa(t) — 6(2,1}, con una ecuacién de sine-
Gordon. En esta formulacién S8(z) es el momentum conjugado para la posicién
#(z), con corchetes de Poisson {8(z),(z")} = a5716(z — z). Luego en estas
condiciones, la ecuacién de movimiento en la forma de sine-Gordon proviene de

la siguiente densidad Hamiltoniana:

H=§{(g—¢)+§ (%6)} (1 — cos ¢) (5.4)
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donde la energia se mide en unidades de JS? y el espaciado de la red se ha
considerado igual a la unidad. De esta forma el sistema clasico de sine-Gordon
representa un sistema Hamiltoniano completamente integrable con las soluciones

mencionadas anteriormente, donde las soluciones tipo soliton estan dadas por:
cos ¢(z,1) = 1 — 2sech’my(z — ut — z) (5.5)

con velocidad arbitraria u < ¢ y energia Es_g = 8m~y donde m = (h/JS)"/?,
c=S(2DJ)/? y 471 = (1 — u?/?)/2.

Finalmente vemos que la ecuacién de sine-Gordon se puede obtener a partir de
la densidad Hamiltoniana al utilizar las ecuaciones de Hamilton para las variables

de espin correspondientes.
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5.2 Forma Continua del Hamiltoniano

Cada término del Hamiltoniano que describe a una cadena magnética compresible

y que estd dado por:

H = Hm.ag + He! + Hint (5-6)
donde:

N . - N N
Hmag =-J z Sn * Sn+5 + D E(S;)2 —h Z S: (57)

n,b=%a n=1 n=1

2 P2 - 2
= YR g - 5.8
Hea nz=:1 s *3 n‘£0(9n+5 gn) (5.8)
N " .
Hint =—A Z (QH+5 - QH)Sn ® Sﬁ+6 (5'9)
n,b=%a

puede ser escrito dentro del limite continuo al considerar:

S.t) — S(z,t)
pa(t) — p(z,1)
g(t) — q(z,1)

N 1 ptoo
o - ] d= (5.10)
ey a J-oo
donde a representa el espaciado de la red, por otro, lado es importante tener

presente lo siguiente:
):f(C) — 1£(C) — N (C) donde (C) es una constante y L = Na repre-

senta la longitud de la cadena.

Luego:
Sn(t) - Spps(t) = %[5*’@,1)5-(2 +6,1) + 57 (2,1)S*(z 4 6,1)]
+ 57(2,1)5%(z + 6,1) (5.11)
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donde los operadores de bajada de espin (§~(z,t)) y los de subida (S*(z,1))

estan definidos por:

S5 (z,t) = §%(z,t) —i8¥(z,t) y ST(z,t) = 5(2,t) +1i5Y(z,t) (5.12)

Tomando el limite continuo, es decir para valores de § muy pequefios se puede

escribir:

S*H(zx18) = S+(z):t5+’(z)6+%5+"(z)62 (5.13)

y una ecuacién analoga para S~(z £ é), donde por simplicidad se considera
S*(z,1) = §%(z).

Finalmente siguiendo el mismo procedimiento anterior con las expresiones
que contienen al operador ¢(z,1), luego sumando sobre é y teniendo presente que
los términos lineales (en &) no aportan, el Hamiltoniano (1) escrito en el limite

continuo toma la forma:

Moy = =3 [ dz(G(S*)S(2) + 57(:)57(2)) + 5°(2)5(2))
- D[ asEr-hf dz §%(z) — =N JS? (5.14)
Ha = 5 [d=(p(e)) +k [ d (@) (5.15)
Mo = =22 [deg(2)[5(S*()57(2) + S7()5%(2)) + S*(2)5°(2)
= AS® j dz¢"(2) (5.16)
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5.3 Ecuacion Diferencial Angular

Las ecuaciones de movimiento para a(z,t) v 3(z,t) correspondientes a una cadena
magnética no compresible, estin dadas por las relaciones (2.10) y (2.11) del

capitulo 2 y tienen la forma:

. 3 ' 1 " 1= H- 4
ta = J(_ga'—'h[?a’ —-ao'f ﬁ__ g= IBI? ")
+ J(%alﬂ'P ap B’ - a"'cﬁ - 5Ia’lza) (5.17)

1 2 2 - _l
+ 3D(af = I8P +3)a— 313

) 1
zﬁ - J(‘—gﬁﬂ |ﬁl2ﬂ” f 1- _ _i_ﬁama _ §|a12ﬁ”)
+ J(%[ﬂa'l2 + Zﬂa'o" - Zﬁ"'ﬁg = %lﬂ’lzﬁ) (5.18)

1onae a2y Byl
+ 1p(ar-laf+ )8 Lhe

Si en las ecuaciones anteriores en vez de utilizar la expansion al primer orden
en p(z,t) de a(z,t) y B(z,t) (que equivale a tomar en cuenta solo pequenas
desviaciones del espin fuera del plano de facil magnetizacién), se usan sus formas

exactas

a(z,t) = /14 p(z,t) exp(26,(z,1)) (5.19)

ﬁ(zst) = N 1- P(z'.t) exp(iﬂﬁ(z,t)) (520)

En estas condiciones, las partes imaginarias de estas ecuaciones después de reem-

plazar las derivadas correspondientes, se pueden expresar respectivamente de la
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siguiente manera:

- 3 ! -_ ! !
(S+p)2p = —JI(S+p) V200, 20(S+p) MO~ 6)p pf

3 " [2r H I

= IS +p)' %0+ (S +p)""(S - p)(6; - 62)

— k(S —p)"/* sin(6; — 6,) (5.21)

—(S+p) %5

3 - 1t - !
27 (S—p) 0 65+ 2J(S - p) V36, -6, )pp
~ 30(s - pyiey - 35 - 0 + )8 - )

+ h(S+ p)/? sin(8; - 6,) (5.22)

donde: p = p(z,t), a = a(z,t) y 8 = B(z,t) Finalmerte dividiendo la primera de
estas ecuaciones por (S + p)~1/2, la segunda por (S — p)~/? y luego sumandolas
se encuentra una ecuacion diferencial angular exacta, valida para cualquier orden

en p que tiene la forma:

S0, + 63) = p' (65— 6,) + p(6:—6,) (5.23)
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5.4 Transformaciones de Schwinger

Para el caso del oscilador arménico lineal, los operadores a y a' definidos ante-
riormente cumplen: [a,a'] =1, N = a'a; con autovalores 0,1,2,3... =ntimero de
quantum excitados.

Los autoestados se escriben como:

In >= ——(a')" [0 > (5.24)

\/_

donde |0 > es el estado fundamental del oscilador
Consideremos dos osciladores arménicos independientes con operadores: a; a

y b; bt respectivamente, cumpliéndose:
[a,al)=1; [6,b")=1; [a,b] =[b,a']=0 (5.25)

Con autoestados
(al)"= (b1)

|na,np >= ToT ST 10,0 > (5.26)

donde:

N.|ng,np >= nglng,ns > ; No|ng, np >= np|ng, ny > (5.27)
Con el propdsito de establecer una conexién con los operadores de momentum

angular, se define:
J. = %(015 + bla)
5 = %(a*b — bla) (5.28)
J, = %(a*a — b'b)
con esto se encuentra que:

(e J,) = %(a*a — B8) =il (5.29)
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" - a
También, si utilizamos la notacién: At = (at,b') y A = con &, repre-

b

sentando a una de las matrices de Pauli, entonces se puede escribir:
(a'a — b'd) (5.30)

y similarmente para las otras componentes, obteniéndose el siguiente resultado

compacto.

-

J = %A’* G-A (5.31)

Notamos que para el caso ¢ = 1 se tiene

S=2-A"- A= Z(ata+b") (5.32)

1 1
2 2

ecuacién que se conoce con el nombre de condicién dindmica de la representacion.
En estas condiciones, un célculo directo conduce a que las componentes del

operador momentum angular cumplen con la siguiente relacién:
[Jis il =teads 4ikb=z9,2 (5.33)
Por otro lado, a partir de la ecuacién (1.5) se encuentra
JtV = J.+iJ,=ad'b
J- = J.—iJ,=ba (5.34)

Entonces podemos usar nuestro conocimiento del oscilador arménico, para

trabajar con el momentum angular

N.+ Ny N, + N N
b e T8 e +1) (5.35)

2 _ 12 2 2 _ ‘_;
=l 4= 2 (%
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N = J{",, + ]{’b operador para el numero total de quantum

T ?|na,ny >= j(j + 1)|na,ne > (5.36)
con
j= g— =0, %,1, 2,2, (5.37)
Jslne, ng >= %(na — ny)|ng,ny > (5.38)
J?|ng,np >= g-(g— +1)|na,ns > (5.39)

donde n = n, + ny y |n.,ny > es autoestado de J? y J, con autovalores j y m

dados por:

j:—-:-—— ;. m= (540)

Si fijamos n entonces hay n, + ny + 1 = 25 + 1 valores posibles de m

\q—-—-_/- m=J‘

&——— Ngthy =23 D 2mzMng-ny
S
DI
entonces
—31<m<) ; m=—j—-3+1,..,7=1,3 (5.41)
Interpretacion:

n, nimero de +; unidades de momentum angular (en la direccién z)
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ny nimero de —1 unidades de momentum angular (en la direccién z)

Hustracién (espin=1)conn, +n,=2:1=2

m=4 m=x=o0 m:=-{

¢

. W R —

O
]

P
A

|2,0) |41 ]o,z>

En una nueva notacion se tiene:

{I2,0>=|j=1,m=1>; [L1>=|j=1,m=0>

0,2>= |j=1,m=-1>} > |j,m>

Jt=J.+il,=d'b ; J =J.—-iJ,=bla (5.42)

J* aumenta a m en uno dejando a j fija, J~ disminuye a m en uno dejando

a j fija
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En la nueva notacién

(af)m+j (bf)j—rr.

T
d \/(j + m)! \/(j —m)!

{|j,m >} estéan normalizados a uno

0> (5.43)

Ilustracién de como se trabaja dentro de este contexto

(ahym*i (bt

VG +m)/G —m)!

(af)m+j+1 b(bf )J’—m

J*j,m> = da'blj,m >=a'd 10 >

ol 0> (5.44)
pero:
(6, (61~ = (j — m)(BT Y1 ;B0 >=0 (5.45)
entonces:
Fim> = \JG+m+1) - m)\/gz:j:ll)! \[((jbt_)j:jl)! 0>
= iG+1) —mm+1)jm+1> (5.46)

conserva m pero sube o baja j

También se puede construir un conjunto de operadores via a', a, b!, b:por ejem-

plo Operadores Hiperbdlicos

Kt=da'! K- =ab K*= -;—(a'a +b'b4+1) (5.47)
[K*,K*]= Kt [K*,K~]=-K~ [K* K~]=-2K* (5.48)
1 .
(J*) - 5 = K*(K*4+1)- K K% etc. (5.49)
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5.5 El Péndulo Mecanico

La figura muestra N péndulos acoplados por torques de resortes que responden

en proporcién al aumento de rotacién que ellos reciben, definamos I' = 6 torque

restaurador con k constante de torque, w; = ¢, J momento de inercia

Ecuaciones de movimiento de Newton:
Jo;=Tu+Ty (t=1,..;N)
T',, torque debido a la gravedad g y T torque debido a «, luego

I-\,'g = —mdgsiné,-

Tin = K(dic1 — @)+ k(diz1 — ¢i) = K(0iy1 — 2¢ + di-1)

Entonces

Jéi = k(bis1 — 26i + ¢i1) — KGsine, ;K = mgd

Consideremos

)
Hp.¢) = D(oopd +r6(l - cosd) + 2r(b: = dia)?)

=1

¢ = OH[dp ; pi=—0OH/dé
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ecuaciones que permiten obtener la relacion anterior.

Las soluciones soliténicas corresponden a los modos normales no lineales de
este sistema dindamico discreto.

En forma distinta a un péndulo simple, para el cual el angulo permanece
pequeno, en la cadena anterior éste puede realizar revoluciones completas.

Existen dos configuraciones de equilibrio correspondiente a ¢ = 0 (mod 27)
y ¢ = 7 (mod 2r). La primera es estable y la segunda es inestable.

Modelo Continuo

z I
br — Bzt h)= o)+ 2p o T e

9¢(z), 18%4(x)

. s - —_ — 2 P o9
¢i-1 — ¢z — h) = ¢(z) 5 h + 5 B h* + (5.54)
Entonces
Jou =Ko, — Kgsing K =h’ (5.55)
Si tomamos: T = /K,/Jt y X =,/K,/Kz se encuentra:
oTT — oxx +sm¢g =0 (556)

que corresponde a la ecuacién de sine-Gordon, con condiciones de borde (alter-
nativas)

1) ¢(1,0) = ¢(¢, L) = 0 mod(27), més comun para la banda finita

i) 6.(,0) = ¢a(t,L) = 0

Condiciones de borde para la banda infinita

i) 6(t, —oc) = @(t, +00) = 0 mod(2r)

Busquemos soluciones de la forma:

¢'(z) = dtan'(f(z)-g(t))
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4¢"f(1 + f2¢*) — 8f°gg"?

¢:!(I) (1 3 fzgz)g
oL (z) 4f"9(1+ f*¢%) — 8°f f"*
= (1+ f2¢?)?

usando: sin(4z) = 8cos®zsinzr — 4 coszsinz y sin(tan™'u) = u/V1+ u?;

cos(tan™'u) = 1/v/1 + u? se encuentra:

8fg—4f%g*—4
(1 + Fgt)

sin ¢'(z) =

(5.57)

(5.58)

entonces utilizando la ecuacién de sine-Gordon se tiene que la funcion f y ¢

satisfacen:

(f"g — fg") 1+ f2¢*) +2(g"* fPg — f'*0°f) = fo(1 — f*¢?)

busquemos una solucién para la cual:
(f)* = Af'+Bf*+C
(¢)* = Dg¢'+Eg*+F
lo cual implica
f* = 24f*+Bf
¢" = 2Dg’+ Eg
la sustitucién de (5.61) y (5.60) en (5.59) conduce a:
2f5(A+ F)-2¢*(C+D)+(B-(E+1))1-f**)=0
Soluciones aceptables para f v ¢ se obtienen si tomamos:
A= —F=a«a

B = E+1=3

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)




entonces tenemos

(f)? = af'+8f ++

(g")? —vg' +(B-1)¢* - a (5.64)

Antes de determinar explicitamente la solucién de la ecuacion anterior, debe-
mos decidir respecto de las condiciones de borde que deseamos imponer

Tomemos sin pérdida de generalidad:

¢(t,0) = ¢(t,L) =0

pero

¢=(t,z) = 4g f'(z)/(1 + fg?)

entonces las condiciones son:
f(0)=0=f(L) (5.65)
Definicién: la funcién eliptica de Jacobi sn(x, A), es la solucién de la ecuacion:
(FfP=fF =+ D +1) = (1-2)(1-2f?) (5.66)

con codiciones de borde f(0) =0y f'(0)=1;0< A <1 en médulo
Asociaciones con: sn(z,A), en(z,A) y dn(z, A)
en®(z,\) =1 — sn¥(z, )
dn®*(z,\) =1— A sn%(z, )

Para la funcién cn(z, A) se puede mostrar facilmente que satisface la ecuacion:
(FY=0-=-X)+2 ¥ -1)f -1 (5.67)

con f(0) =1y f'(0)=0
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En vista de las condiciones de borde (5.65), podemos tomar la funcién eliptica
en(z, ) como una de las relevantes:
Entonces:
f=Acn(kz,A;) g=cn(S,A,)
ff=Aken' g¢'=Qcn’
A?k%cn'? = aAten® + BA%en? — v
en'? = aA’k2ent + B %en? — yA%k2
en'? = =Agent + (207 — 1)en? + (1 — Af?)
a=—r2A"2)? |\ B=kK}2A2-1) ,7=—k*4%(1- /%)
Q%en'? = —yen* 4+ (B — 1)en? — a
en'? = = Q7 %en* + (B — 1)Q7%2cn? — a2
en'? = —dgent + (22, — 1)en? + (1 = A,%)
=022 ; B=0%2)\2-1)+1; a=-041-)%)
Entonces
1+9%2)0,2%2-1) = (202 -1)
D(1—-),7%) = K2A7A? (5.68)
—A 1= 2% = 9

la ecuacién anterior implica:

K}(A?-1)-1
K2(AT— A2 _ 2,
A2Q? + 407 — 1) |
2 _ -
AY = e earo D) (5.69)

Ay”

La funcién en(z, A) es periodica con periodo 4« A) donde k() estad dada por:
1

K(\) = j dy(1 — y2)"12(1 = 2%y2)"1/2 (5.70)
0
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Entonces en’(z, 1) es también periddica y tiene ceros en los puntos 2nx(A)
YVneZ
Las condiciones de borde para f requieren entonces que el numero de onda &

tome solamente los valores:
Kn =2nL71k(A;)

La solucién final tiene la forma:
én = 4tan™' (A en(2nk(Af)L7 'z, As) en(Qat, Ay)) (5.71)

con Q2 = 4k(A;)L~n? + (1 — A%)(1 + AY)™!




