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Resumen

En esta tesis introducimos una k-teoria algebraica de cuerpos de caracteristica 2
que se relaciona en forma natural con la teoria de formas cuadraticas.

Sea F un cuerpo de caracteristica 2, definimos los grupos: h,(F) = F/p(F) ,
hpi1(F) =ki(F)® - ® ky(F) ® hy(F)/R, , donde R, es el subgrupo generado por
los elementos £(a;) ® -+ ® £(a,) ® t(b) tales que existe un 1 < ¢ < n—1 con
a;+a;1=1 0 a; =b+p(c) Mod F** paraalgin c € F y k(F) la versién aditiva
de F*/F** . De manera hnt1(F) es el andlogo del grupo k,(F) de la k-teorfa de
Milnor.

Construimos la aplicacién s, : hoyi(F) — I"Wq(F)/I"'Wq(F) ,

£(ay) - --£(an)t(b) — < @1,...,a4;b || . El resultado principal de este trabajo es:
s, es isomorfismo para todo n . En consecuencia los grupos I"Wgq(F)/I""'Wq(F)
son interpretados, mediante generadores y relaciones, por los grupos h,.; . Este

resultado es andlogo a una conjetura planteada por Milnor.

Un importante resultado intermedio es: ker(HJ}*!(F) — HF*'(F(®))) =

F d?"ll Ao A ‘%“: donde H}*!(F) es el condcleo del homomorfismo de Milne
p: 0% - Q"F/dQ3 ' y F(®) es el cuerpo de funciones correspondiente a la n-forma

bilineal de Pfister ® =< a4,...,a, > .




Abstract

In this thesis we introduce an algebraic k-theory of fields of characteristic two
which is naturally related to the theory of quadratic forms.

Let F be a field of characteristic two, we define the groups : ky({F) = F/p(F),
hot1(F) = ki(F) @ - - @ ky(F) @ by (F) /R, , where R, is the subgroup generated by
the elements £(a;) @ --- @ £(a,) ® t(b) such that thereisan 1 < i< n—1 with
either a; +a;43 =1 or a; = b+ p(c) Mod F** for some ¢ € F . Thus h,yy(F) is
the analog of Milnor’s k-group %,(F) .

We construct the mapping s, : hnt1(F) — I"Wg(F)/I"1W¢(F)

£(a,) - -~ £(an)t(b) — < ay,...,a,;b]] . In this work we prove that for all n, s, is an
isomorphism . So the groups I"Wq(F)/I""1Wg(F) are described, by generators and
relations through the groups h,.; . This result is an analog of a conjecture due to
Milnor.

An important intermediate result is: ker(H}'(F) — HFPY(F(®))) =

F21A... A% where HF'(F) is the cokernel of the Milne’s homomorphism
p:0% - Q"F/dQ% ! and F(®) is the function field corresponding to the n-Pfister

bilinear form ® =< a;,...,a, > .
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INTRODUCCION

Esta tesis ha sido motivada por los trabajos de J. Milnor en 1970 [Mi;] y K. Kato en
1983 [Kal, relativos a la K-teorfa algebraica de cuerpos y sus relaciones con las formas
cuadrdticas. Nuestro propésito es desarrollar una K-teoria modificada de cuerpos de
caracterfstica 2 que explique las relaciones que satisfacen las formas cuadréticas de
Pfister en el grupo de Witt.

Es sabido que, para cuerpos de caracteristica distinta de 2, los conceptos de forma
bilineal simétrica y forma cuadrédtica son completamente equivalentes, luego es rele-
vante establecer la diferencia en el caso de cuerpos de caracteristica 2. En adelante
gélo consideraremos cuerpos de caracterfstica 2.

Sea W(F) el anillo de las clases de formas bilineales simétricas no singulares.

Todo elemento de W(F) estd representado por la forma
<ag;...,08n >::—Li=1,...,n< a; >

donde l;=;, n< a; > corresponde a la expresién a3 X} + ---a,X2 . Denotando
por I{F) al ideal maximal de las formas bilineales de dimensién par, se obtiene una

cadena de ideales:
W(FE)SDI(F)D>---DIY(F)D---
Se verifica que I™(F) es generado aditivamente por las formas del tipo
<l >®-® < 1,8, >, que se denotan por < @;,...,8, > ¥ se denominan

n-formas bilineales de Pfister.
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Por otra parte sea W, (F) el grupo de las clases de formas cuadriticas no singu-

lares. Se verifica que todo elemento de ese grupo es de la forma
Lict,. n< a; > [1,b]

donde a; € F*,b; € F y < a; > [1,b;] corresponde a la forma cuadrdtica a«;(X? +
X.Y: + b;Y?) . Se sabe que W, (F) es un W(F) -médulo y por ello se tienen los
submédulos I"W,(F) := I"(F)W,(F) que forman la cadena:

W,(F) D IW,(F) D - D I"W,{F) D -+-.

Cadasubmédulo I"W,(F) es generado aditivamente por las (n4-1)-formas cuadréticas
de Pfister < ay,...,a, > [1,0] .
En 1970 Milnor introdujo la K-teoria algebraica de cuerpos de caracteristica dis-

tinta de 2 definiendo los grupos K,(F) de la siguiente manera:
o Ko(F)=2
e Ki(F) esla versién aditiva de F* , via un isomorfismo denotado por £.

e K, (F)=K;Q®---® Ky(F)/J donde J es el subgrupo del producto tensorial
generado por los elementos a; ® -+ ® a, tales que @; + ai1 = 1 para algin

t=1,...,n—1.

Para relacionar estos grupos con las formas cuadréticas, se define en [Mi; | &,(F) :=
K.(F}/2K,(F) ,y se denota por £(a;)---£(a,) la imagende a; ®---®a, en k,.

Se tienen las relaciones basicas:
o £{ab) = £(a) + £(D).

o {a)l(1—a}=0

o




Ademas se define la aplicacién

sn t kn(F) — I"(F)/I"TY(F)

s,,(E(a.l) 8§ -ﬁ(an) =K —CQ1ye..y—0p 2>,

se demuestra que s, es un epimorfismo para todo n y que s; y s; son isomorfismos.
En [Mi;] se conjetura que s, es isomorfismo para todo n . Esta conjetura estd atin
vigente y su importancia radica en el hecho que permitiria describir explicitamente
I"(F)/I""(F) mediante generadores y relaciones.

Por otra parte cabe destacar que el simbolo cuaterniénico

® :F*/F*” x F*|F* — Br(F);

definido por ®(a, E) = (a,b)p,

donde (a,b)r es el dlgebra de cuaterniones determinada por a,b € F* , satisface las

relaciones:
o ®(ajas,b) = ®(a;,b)®(az,b)
5 '«I’(a, blbz) = @(a, bl)‘b(d, bg)

o P(a,b) =0 siysblosi < —a,—b > es isétropo. En particular se tiene que

®(a,1—a)=0.

Luego la K-teoria de Milnor plantea generalizar las relaciones bdsicas que se cumplen
entre las dlgebras de cuaterniones.
Para cuerpos de caracteristica 2, la K-teoria de Milnor se relaciona naturalmente

con las formas bilineales y en 1983 K. Kato logré demostrar que efectivamente
8n : kn(F) — I"(F)/T™(F)

es isomorfismo para todo n (ver [Kal).
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, Tal como lo mencionamos mds arriba, desarrollaremos una K-teorfa para cuerpos
de caracteristica 2 que se relacione naturalmente con las formas cuadriticas . Eviden-
temente esta K-teoria deberd tener en consideracién las siguientes relaciones bésicas

del simbolo cuaterniénico:
3 :F*/F*” x F/pF — Br(F),

dado por ®(g,5) = (a,b], , donde (a,b]r es el dlgebra de cuaterniones determinada
por a € F*,b € F ( ver el capitulo II, seccién 2).

o B(aaz,b) = ®(a,,b)P({az,b)

® @(a, b]_ + bz) = @(ﬂ,, bl)<I>(a, bz) -

o P(a,b) =0 siysblosi < a,b|| esisétropo; es decir a = b+ pec Maéd F** si

b#£0.

En la seccién 2 del Capitulo IT introducimos los grupos
hni1(F) = ki (F) ®@ -+ - ® ks(F) ® ha(F)/ Ry

donde R, es el subgrupo generado por los elementos £(a;)---£(a,)t(b) tales que
existeun 1<i<n—1 con a;+a;1=1 0o ¢ =b+ pc Mdéd P para algfin
¢ € F . Estos grupos estdn definidos por generadores y relaciones que corresponden,
en el caso hy(F) , a las dadas por las dlgebras de cuaterniones. En esta seccién
estudiamos las propiedades béisicas de esta k-teoria y concluimos con un resultado
andlogo al obtenido por Milnor en [Mi;] para 2 # 0, es decir

Existe una 1inica aplicacién

n & hnga(F) — T"Wo(F) /I W, (F)

definida por s,(f(a;) -+ £(as)i(b)) = < ayy...,a,;b

|3 s, es epimorfismo para

todo n y ademas s; y s; son isomorfismos.
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La natural extensién de la conjetura de Milnor en este caso es que estos homo-
morfismos s, son isomorfismos para todo n > 1. La demostracién de este hecho es
uno de los resultados principales de este trabajo y se realizara en el capitulo IV; ver
Teorema 5.

En la seccién 3 del Capitulo II se desarrolla la teoria de Cadena de p-equivalencias,
andloga a la desarrollada por Elman y Lam en 1976 para cuerpos de caracteristica
distinta de 2 en [E-L)]. El resultado principal de esta seccién es que son equivalentes

las siguientes afirmaciones:
® Kay,..., 03 Al 2<by,...,b;B]] .
o Layy..,n;A|]| S byy...ybo; B (Mod IMHW,(F) ).
o £ ay)---£(a,)t(A) = £(by)---£(b,)t(B) en R (F).

es decir, los sfmbolos £(a;) - - - £(a,)t(b) son un conjunto completo de invariantes para
las (n 4 1) -formas cuadrédticas de Pfister.
En el Capitulo III se incluye el estudio del médulo diferencial (% que podemos

describir como el n -producto exterior de 1} , donde 0} es el F-espacio vectorial

1

de las 1-formas diferenciales absolutas QF_ JFe?

Sea d:F — (1} el operador diferencial. Entonces se tiene que 1} = FdF . Si
B={b|i€I},con I conjunto ordenado, es una 2-base de F' sobre F?, es
decir, el conjunto de todos los productos finitos de elementos de B es una F? -base
de F,entonces {db; |i¢c I} es una F -base de 0} y por lo tanto se tiene que
{dbi, A---Adb;, [ 41 <++- <i,} esuna F -basede (1% . Ademds se tiene la extensién
natural d:0Q% — QF! dada por d(zdy A---Ady,) =dzAdy; A---Ady, -

Para cualquier n > 1 definimos

Tar={o:{1,...,n} = T|o(l} <--- < o(n)}.
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Consideremos en ¥, r el orden lexicogrifico. Si v € E,r usaremos la siguiente

notacién
b1 :=by) v bym)  dby = dbypy Acee Adby(ny  (B)7 1= Elby(r)) -+ E(by(my)-

Luego todo elemento a de F tiene una expresién unica de la forma

a= Z Z a,";b”,

n>1~€Ny

y por lo tanto podemos definir la ¢ -derivada de a , para ¢ € I, por

Se obtiene da = Y ;c; D;(a)db; .

En [Mil] y [Ka] se define para todo n > 1 el homomorfismo

p 0 — Op/dOF1

dyn
:p(m)d_yl../\.../\i

d dyy,
p(m_ﬂ /\ CRORT /\ L) .
)] Yn Y Yn

y se introducen los siguientes grupos asociados al homomorfismo g
vp(n) :=ker(p) v  HFY(F):= Coker(p).
Luego la sucesién :
0 — vp(n) —» Op & Q% /dOE > HMY(F) -0

es exacta.

En [Kal se demuestra que existe un homomorfismo natural
dlog : k,(F) — vp(n)

dlog(£(ay) ---£(an)) = — A--- A —
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y uno de los resultados principales en el trabajo de Kato es que dlog es isomorfismo
para todo n.

Similarmente en el Capitulo IV demostramos que existe un tnico homomorfismo
dlog : hpyy(F) — HEFTL(F)

definido por

dlog(£{a;) - - -E(an)t(b)) = b@ Aceo A %

a tn

vy que dlog es isomorfismo para todo n .
Para la demostracién del Teorema. 5, andlogo de la conjetura de Milnor, se efectua
el estudio de H3}*1(F(¢)) donde F(¢) es el cuerpo de funciones correspondiente a

la forma bilineal de Pfister ¢ =< @1,...,8, > , es decir

F(¢) = Quot(F[X]/(4(X)}))

donde X = (Xo,....Xaon1) ¥ #(X) = XZ+a1Xi+---+a1---an X3, . Esclaro
que F(¢) tiene grado de transcendencia 2" —1 sobre F.

El resultado principal de la seccién 2 del Capitulo TII es :

d
Ker(H(F) — P (F()) = P2 Aeen 2
1

obtenido fundamentalmente mediante un anélisis detallado de las relaciones diferen-
ciales en el espacio vectorial Oy, .
Finalmente en el Capitulo IV , se demuestra el resultado principal de este trabajo;

esto es, el andlogo en caracteristica 2, de la conjetura de Milnor:
8p 1 hpp1(F) — "W, (F) /"W, (F)
es un isomorfismo y por lo tanto

I'Wo(F)[T"F W, (F) = HFP(F) & hna(F)
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Se incluye un Apéndice con una relacién entre la k-teoria introducida en este tra-
bajo y los grupos de cohomologia galoisiana de la k-teoria de Milnor. Este resultado
responde a una pregunta planteada por Sah [Sa] y Arason [Ar] en cuanto a la inter-
pretacién cohomolégica de los cuocientes I*(F)/I"*Y(F) y I"W,(F)/I"T'Wy(F) .

Este tltimo resultado ha sido también obtenido por Kato en [Kal.



CAPITULO 1

o

FORMAS CUADRATICAS SOBRE CUERPOS DE
CARACTERISTICA 2

1.1 Introduccidén.

El propésito de este capitulo es presentar los elementos fundamentales de la teoria
de formas cuadréiticas y formas bilineales simétricas sobre cuerpos de caracterfstica
2. Aunque el articulo ”"Symmetric Bilinear Forms and Quadratic Forms” de Ch.
Sah [Sa| es una fuente adecuada para informarse sobre estos temas, hemos preferido
efectuar una recopilacién de las definiciones y propiedades fundamentales de las formas
cuadréticas y formas bilineales simétricas con el objeto de hacer que este trabajo sea

auto contenido e introducir la notacién que usaremos en los Capitulos siguientes.

1.2 Formas cuadriticas y formas bilineales simétricas.

Una forma bilineal simétrica (V,b} sobre un cuerpo F es un espacio vectorial
V sobre F de dimensién finita provisto de una aplicacién bilineal simétrica b :
V xV — F. Una forma bilineal simétrica (V,b) se llama no singular si para todo
z el homomorfismo b{z,-) : V — Homg(V, F) , inducido por b, es biyectivo.

Si (Vi,b) vy (V2,b;) son formas bilineales simétricas sobre F , la suma directa
(V1,81) @ (V2,8;) se define como el espacio suma directa V; @ V, con la aplicacién
bilineal simétrica

bob:VioV) —F

9
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(b1 @ b2)(z1 ©® T2, 11 © y2) = bu(z1,41) + b2(z2,92) 2w EVi.

El producto tensorial (Vi,b;)® (Va,b2) se define como el espacio producto V1@V,

con la aplicacién bilineal simétrica
(b; ®b;): (Vi ®Vo) x (V1@ V) — F

(b1 @ b2)(z1 ® T2, 11 ® y2) = bi(z1, w1) - ba(z2, ¥2) =iy E Vi

Se demuestra que si b; y b; son no singulares, entonces b @by y b ® b,
también son no singulares.

Por otra parte, una forma cuadrédtica (V,g) sobre un cuerpo F es un espacio
vectorial V sobre F de dimensién finita, provisto de una funcién ¢: V — F tal

que:
1. g{az) = a¢(z) acF,zeV.
2. la aplicacién b, : V XV — F definida por
by(z,v) = g(z + y) — a(z) — a(v);
es bilineal.

Se dice que (V,gq) es no singular si la forma bilineal inducida b, es no singular.
La suma directa (V1,q1) ® (V2,g2) se define como el espacio suma directa Vi ©® V2
provisto de la funcién

@ :VieoV,— F

(g1 ® @2) (1 ® x2) = qu(z1) + @2(z2)-
Si (V,b) es una forma bilineal simétricay (V',q) es una forma cuadrética, ambas
sobre F , el producto tensorial (V,b) ® (V',q) se define como el espacio producto

V®V' con la funcién

bRq:VQV — F
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(b®4q)(z®y) = b(z,z) - q(y),z€V,yeV'.

Se demuestra que b® g es una forma cuadratica sobre F y que la forma bilineal
asociada a b® ¢ es el producto tensorial de (V,b) con la forma bilineal asociada a

q , es decir:

bb@q =b® bq

Si la caracteristica del cuerpo es distinta de 2, las formas bilineales simétricas y
las formas cuadriticas son esencialmente lo mismo, pero en el caso de cuerpos de
caracteristica 2 , las teorias correspondientes a ambos objetos son completamente
diferentes.

En general consideraremos cuerpos con caracteristica 2, salvo indicacién expresa
de lo contrario. Usaremos la letra b para denotar formas bilineales y ¢ para formas
cuadréticas.

Sea (V,b) una forma bilineal simétrica. Un vector no nulo z tal que b(z,z) se
llama isétropo. La forma (V,b) se dice anisétropa si no contiene vectores isétropos.

Dadas dos formas bilineales simétricas (V1,b;) y (Vz,b2) , se dice que
o:(Vi,b) — (Va,bs)
es una isometria si:
1. o es un isomorfismo F -lineal entre los espacios vectoriales.
2. bi(z,y) = ba(o(z),0(y)) paratodo (z,y) € Vi xV,.

Si entre b, y b, existe una isometria se dice que las formas son isométricas y se
denotardn por b; = b, .

Por otra parte, sea (V,q) una forma cuadrdtica, un vector z no nulo tal que
¢(z) = 0 se llama vector isétropo. Si la forma cuadratica no tiene vectores isétropos

se dice que es una forma cuadritica anisétropa.
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Dadas dos formas cuadriticas (Vi,q1) ¥ (V2,42) , se dice que

o:(Vi,q1) — (Va, @)

es una isometria si:

o

1. o es un isomorfismo F -lineal entre los espacios vectoriales.
2. q1(z} = g2{o(z)) paratodo z€ V7.

Sientre ¢; v ¢ existe una isometria se dice que las formas son isométricas y se
denotardn por ¢ = ¢3 -

Se define el siguiente subconjunto de F asociado 2 la forma cuadrética (V,q) :
Dr(q) :={g(z) | z € V,z # 0}
1.3 Bases.

Sea (V,b) una forma bilineal simétrica no singular de dimensién n sobre F . Una
base {z;|i=1,...,n} de V se llama ortogonal si b(z;,z;) =0 para 1 #j.

Una forma bilineal (V,b8) no necesariamente tiene una base ortogonal pero es
posible efectuar el siguiente proceso de descomposicién: Si existe un vector z; tal que
b(z;,z;) = a; # 0 entonces se verifica que (V,b) =< z; >1 (V',¥) donde < z; >
es el F -espacio vectorial de dimensién 1 generado por z; ¥ V' es el subespacio
ortogonal 2 < z; > con b la forma b restringida a V' . Si existe un vector
73 € V! no nulo tal que b(zy,z;) = az # 0 entonces (V') =<z, >L (V",5)
donde < z3 > es el F -espacio vectorial de dimensién 1 generado por z; y V" es
el subespacio de V' ortogonala < z; > con b" la forma b’ restringida a V" . De

este modo, iterando el proceso, podemos descomponer (V,b) como:

(Vyb) =<z >1l<z2>L ... 1<z, >1 T,
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donde U es un subespacio tal que para todo vector z € U se cumple b(z,2) =0.
Una forma bilineal simétrica de dimensién 2 con base {e,f} tal que b(e,e) =

b(f,f) =0 y b(e, f) =1 sellama Plano Hiperbélico y se denota por H . En general,

una forma bilineal simétrica (V,b) se dice hiperbdlica si es suma directa de planos

hiperbdlicos, es decir

b=H ...l H=sxH,

con s entero positivo.

Se demuestra que si 4 es una forma bilineal simétrica enfonces b6 ® H es una
forma hiperbélica.

Se cumple que (V,b) es hiperbélico si y sélo si b(z,z) =0 paratodo z €V .
De esta manera la descomposicién enunciada al comienzo de esta seccidn se expresa

como

(V,b) =<z >1l<zs>1 ... 1<z, >t X H,

con s, enteros no negativosy n=s+2¢t.

Por otra parte diremos que (V,4) es un espacio metabélico si contiene un subes-
pacio U tal que U = U' . Evidentemente todo espacio hiperbdlico es metabdlico
pero lo contrario no es verdadero. Por ejemplo el espacio vectorial V' con base e, f
tales que b(e,e) =b(f,f) =1 y b(e, f} =0 contiene al subespacio <e+ f > y se
tiene que < e+ f >=<e+ f > ;luego (V,b) esun espacio metabélico y claramente
no es hiperbdélico.

Se demuestra que la suma directa de espacios metabdlicos es metabdlica y que
el producto tensorial de una forma bilineal por una forma metabdlica tambien es
metabdlica.

En base a lo anterior se define la siguiente relacién entre formas bilineales simétricas.

Dos formas bilineales &, y b; son equivalentes , y se denotan como b ~ by ,si
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existen formas metabdlicas b3 y by tales que
by © b3 = by @ by.

Evidentemente esta relacién es de equivalencia. Més afin: si by ~ b, y by ~ B,
entonces by @b, ~ b, @b, v by @by ~ b @b

Esto nos permite obtener el siguiente resultado:

Teorema: Las clases de equivalencia de formas bilineales simétricas forman un
anillo conmutativo con unidad, al considerar la suma directa como operacién adicién
y el producto tensorial como multiplicacién.

Este anillo se denomina anillo de Witt y se denota por W(F).

Por otra parte, sea (V,g) una forma cuadritica no singular de dimensién h sobre
F. Dado que

by(z,2) = q(z + ) — 9(z) — g(s) = 24(x) =0,
se tiene que b, es una forma alternante, simétrica, no singular. Luego la dimensién
de (V,g) es par. No es posible construir bases ortogonales que permitan diagonalizar
las formas cuadréticas, pero existen las llamadas Bases Simplécticas, que son del tipo

{e1, f1y--s6m, fm} con n =2m tales que:
o be,fi)=1,para i=1,...,m.
o bylei,e;) = by(fis fi) = byles, f;) = O para i# 7.
o gles)=a; , g(fi) =b;.
De este modo tenemos
Vg =(<en,fi>l... L<en fn>,q)

donde < e;, f; > es el subespacio de dimensién 2 generado por esos 2 elementos. La

forma cuadrdtica restringida a este subespacio se denotard por

[aﬁ bt']
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y se cumple que para todo r,s € F
g(re; +s£;) = q(re;) + a(sfi) + by(re:, sf;)
= rla; + rs + &%b;.
Una forma cuadrética (V,q) , de dimensién 2 tal que ¢ = [0,0] también se llama

plano hiperbélico y se denota por H . En general una forma ¢, se dice hiperbélica

si es suma ortogonal de planos hiperbdlicos, es decir
g=H.1l. . .lH=sxH s entero positivo.

Se demuestra que si una forma cuadrética contiene un vector isétropo entonces
contiene un plano hiperbélico. Se obtiene el siguiente resultado:
Teorema. Si (V,q) es una forma cuadritica no singular, enfonces tiene una

descomposicién iinica, salvo isometria, de la siguiente manera:
(V,q) 2 (Varga) Ls X H

con 820y (V,,q,) forma cuadrética aniséiropa. s se denomina indice de Witt y
(Va,4a) parte anisétropa o niicleo de ¢ .

En consecuencia se define la siguiente relacién entre formas cuadriticas:

Dos formas cuadriticas (V,q) y (V',q¢') son equivalentes, y se denotan por

g~ ¢, si existen formas cuadriticas hiperbélicas H; y H, tales que
g® H: = ¢ @ H,.

Evidentemente ~ es una relacién de equivalencia entre formas cuadraticas.
Ademds se cumple que: Si g, ~¢| ¥ g2~ ¢, entonces 1 B ~ g Dq; .

Luego se tiene el siguiente:

Teorema. Las clase de equivalencia de formas cuadréticas forman un grupo abeliano

con la operacién suma directa de formas cuadraticas.
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Este grupo se denomina grupo de Witt y se denota por W,(F) .

Ademsds se demuestra que si & es una forma bilineal simétrica metabdlica y ¢
es forma cuadrética entonces b ® g¢ es una forma cuadritica hiperbdlica . Por otra
parte, si b es una forma bilineal simétricay ¢ es una forma cuadritica hiperbélica se
cumple que b®g es una forma hiperbdlica. Por lo tanto W,(F) es un W(F)-médulo.

En adelante denotaremos la clase de b en W(F) por b ylaclasede g en
Wo(F) por ¢q.

En los cuerpos de caracteristica 2 la aplicacion
p:F— F

pla) =a®>—a

es un homomorfismo de grupos aditivos, llamado Homomorfismo de Artin-Schreier y
se tiene que:

0—Z/2Z — F -5 F— FlpF —0

es una sucesién exacta. El subgrupo pF tiene gran importancia en el estudio de
las formas cuadriticas como podemos apreciar en las propiedades siguientes y en el

desarrollo de los Capftulos posteriores.

Propiedades bésicas en W(F) y W,.
1. S8i ¢ € pF entonces [l,a] =[l,a+¢] paratodo a€F.

2. Sean g¢; = [a,b] y g2 = [¢,d] formas cuadriticas no singulares. Se cumple que

g1 =¢; siysblosi ab=cd(mdéd pF) y Dr(g:))NDr(g) #0 .
3. <a,be* >=<a,b> paratodo a,b,c€ F*,

4., < a,b>=<a><1,ab> paratodo a,bc F*.
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5. 8i a4+ b#0 entonces < a,b>=<a+b><1,abla+b)>.
6. [a,b] =<a>[1,ab] =< b > [1,ab] para todo a,b€ F”.
7. [1,a+b =[1,a] +[1,b] paratodo a,bE F.

1.4 Formas de Pfister.

En W(F) laforma <1,b> se denomina 1-forma de Pfister.En general el producto
< 1l,a;y >< l,a3 > -+ < 1,a, > se llama m-forma de Pfister y se denota por
KlLyeenyly 2.

Por otra parte el conjunto
I{F) := {b € W(F) | dim(b) es par}

es un ideal de! anillo W({F) , mds atin, es un ideal maximal y se verifica que
W(F)/I(F)= Z/2Z . I(F) sellama Ideal Fundamental de F .

A partir de I(F) se puede construir la siguiente cadena de ideales:
WFE)DIF)D---DIYF)D---

donde I*(F) = I*YF)I(F) . E! estudio de estos ideales y de los cuocientes
I"(F)/I"*(F) constituye un tema de fundamental interés en la Teorfa de Formas
Bilineales.
Se demuestra que el ideal I{F) estd generado aditivamente por las 1-formas de
Pfister y por lo tanto I™(F) estd generado por las n-formas de Pfister.
En Wy (F) se define
Arf :W,(F) — F/[pF

m

Arf (3 Jasbi]) =3 asbi(modpF)
i=1

i=1

¥ se demuestra que es epimorfismo. Arf(g) se denomina invariante de Arf de g¢.
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A partir del ideal I(F) de W{F) se construye en W,(F) el submédulo

IW,(F):={>_ <1,8;>[1,b] | a; € F*,b; € F}.

i=]

De manera similar se definen los submédulos I"W,(F) := I"(F)W,{F} paran=1.2.....
Las formas cuadriticas del tipo < 1,a; > -+ < 1,a, > [1,b] ; se llaman n-formas
cuadriticas de Pfister y se denotan por < a3,...,a5,;b |-

Claramente se tiene que I"W,(F) estd aditivamente generado por las n-formas

cuadriticas de Pfister en W,(F). Ademds se tiene que la cadena de submédulos
W (F) D IW,(F) D --- D I"Wy(F) D ---

y los cuocientes I"W,(F)/I"*'W, {F) proporcionan importante informacién acerca
de la estructura de W,(F).

Evidentemente se tiene que Ker(Arf) = IW, por lo tanto W,(F)/IW,(F) =
FlpF .

En particular si F es perfecto se tiene que I(¥) =0 luego IW,(F) =0 y por
lo tanto Wq(F) = F/pF .

Una propiedad importante de las 1-formas de Pfister es el Lema 2.1 en [A-B:

Lema : Si a,b,a+b€ F* entonces en IW,(F) se cumple

be
a+b

<Latbe|=<a, ‘“’b]]+<<b, IR

e+
Dada una forma cuadrética ¢, respectivamente una forma bilineal &, un elemento
¢ € F* se llama norma de similitud de g ,respectivamente de 4,51 <ae>¢=g¢q,
respectivamente <a>b=b.
Claramente Np(g) = {a € F* | a es norma de similitud de ¢} es un subgrupo
multiplicativo de F* . Ademés si 1€ Dr(g) entonces Nr(g) C Dr(q) -

Se demuestra que para todo a € F*

Dr(< 1,6 >)" = Np(< 1,a>)
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¥y que
-DF([]-} ﬂ"])“= = NF([lsaD

Una forma cuadritica q, respectivamente bilineal, se llama multiplicativa sobre F
si Dr(g) = Nr(q) .
Segitn lo anterior < 1,a > y [1,a] son formas multiplicativas.

Ademids se tienen los siguientes resultados:

e Si q es forma cuadritica anisétropa, respectivamente forma bilineal anisétropa,

multiplicativa y @ € F* entonces < 1,a > ¢ es multiplicativa.

e Por lo anterior, si ay,...,a, € F*,¢ € F entonces < G1,...,8, > es forma

bilineal multiplicativa y < a;,...,8,;¢ || es forma cuadrética multiplicativa.

o Por otra parte sean ¢ forma cuadrdtica, respectivamente forma bilineal, multi-
plicativa anisétropa, a € F* y ¢ =< 1,a > ¢. Si ¢ es isétropa entonces es
hiperbélica. Por lo tanto si ¢ es una n-forma cuadratica, respectivamente una

n-forma bilineal, de Pfister isétropa entonces es hiperbdlica.

Referimos al lector interesado en mdés detalles sobre las formas de Pfister a la

siguiente literatura: [E-L], [Ba), [Sa], [Mig].




CAPITULO 2

K-TEORIA ALGEBRAICA DE CUERPOS

2.1 K-teoria de Milnor.

En 1970, J. Milnor [Mi;] introdujo una K-teorfa algebraica de cuerpos relaciondndola
con la Teoria de Formas Bilineales Simétricas con el objeto de encontrar grupos donde

se puedan definir invariantes que clasifiquen las formas bilineales. Los invariantes

conocidos para una forma ¢ =< ay,...,a, > son:

o La dimensién de ¢ : dim(¢) = n( méd 2Z).

n(n—1

o El discriminante de ¢ d(¢) = (—1)"7 a;...a,{ méd F*?).
o El invariante de Witt de ¢ , para cuerpos de caracteristica # 2 :

w(9) = (Qfai,a;))(~ 1,01+ a)*(—1,—1)" € Br(F),

i<j

donde o = -(”—"I)EM)- y ﬂ — (n+1)n(|;4—1)(n—2} .

Luego dim(¢) € Z/2Z , d(¢) € F*/F** y w(4) € Br(F);.

La construcién de los grupos K,(F) desarrollada por Milnor es:

Ko(F) = Z
K;(F) es la versién aditiva de F*
K.(F) = Ki(F)® ® Ki(F) /J para n > 2

21
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donde J es el subgrupo del producto tensorial generado por los elementos de la forma
)@+ ®z, tal que z;+z; =1 paraalgin 7 # j . Denotaremos por £(a;)---£(a,)
la imagen de a; ® ---®a, en K,(F).

Luego tenemos las siguientes relaciones basicas:
e Para a,bc F* {(ab) = {(a) + £(b).
e Para a#1 {£(a)¢(1—a)=0.

Sea K.(F):=Ki(F)e K|(F)&®---® K,(F)®---. Siconsideramos la operacién
natural K,(F) X Kn(¥) — Kpim(F) , entonces K, (F) tiene la estructura de anillo
graduado.

Para relacionar estos grupos con las formas cuadrdticas , J.Milnor introduce los

cuocientes K,(F)/2K.(F) los que denota por k.(F) .
Propiedades:

1. Si a € K,(F) y B € K,,(F) entonces af = (-1)""fa.

Naturalmente quesi @ €Ek,(F) v B € kn(F) entonces off = fa.

2. £(a)f(a) = &(—1)¢(a) en K, (F) para a € F*.
Nétese que si CarF = 2 entonces £(—1) = £(1) = 0. Luego £(a)f(a) =0.

3. Si a3y...,08, € F* con a;+++-+@, =0 o 1,entonces £(a;)---€(a,) =0 en

K.(F) .
Sea ¢ =< ay,...,a, > . Milnor define la clase total caracteristica de ¢ como
w(@) = (1 + &(a1)) « - - (L + £(an)) € k.(F).

Reordenando sus componentes homogéneas se tiene

w($) =1+ wi(9) + -+ + wn(d)
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donde w;(¢) € k(F) . wi(¢) se denomina la i-ésima clase caracteristica de ¢ .Por
ejemplo
wi(¢) = &(a1) + -+ + £(an) = &(ar) - - - £(an) = £(det(¢))
w3(9) = £(a:)E(a3) + - + Ean-s){an).
Se demuestra que w;{¢) no depende de la diagonalizacién particular de ¢ . Luego
los w;(¢) son invariantes de ¢ .

Para relacionar los elementos de los k-grupos con las formas de Pfister se construyen

los homomorfismos naturales
St kn(F) — I"W,(F)/ I""'IWq(F)

definidos por

sn(f{a1) -+ &as)) =€ =@1y..0,—ln >

y se demuestra el siguiente

TEOREMA (Milnor). s, existe y es epimorfismo para todo n . Ademds s; y
8 son isomorfismos.

Por lo anterior Milnor conjetura que s, es isomorfismo para todo =.

La construccién anterior y sus resultados se extienden a cuerpos de caracteristica
2. La asociacién con formas bilineales simétricas también la efectué Milnor en [Mi ¢ .

En 1982, K. Kato demostré (ver [Ka]) que para cuerpos de caracteristica 2,
kn(F) & I"(F) [ I**}(F).

Resulta evidente que la K-teoria de Milnor , para el caso de cuerpos de carac-
teristica 2, no interpreta el comportamiento de las formas cuadréiticas pues en su
definicién no se contemplan las relaciones bdsicas de las dlgebras de cuaterniones.

En la seccién siguiente proponemos una K-teorfa que interpreta los cuocientes

I"W,(F)/I""'W,(F) en forma adecuada.
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2.2 K-teoria de cuerpos de caracteristica 2.
La K-teorfa que proponemos surge cuando se considera el simbolo cuaterniénico
$:F'[F?x FloF —s Br(F);
donde Br(F); es el subgrupo de 2-torsién del grupo de Braver Br(F) , definido por
®(a,b) = (a,b|r

y donde (a,blr := F@ Fe@ Ff @ Fef con las relaciones

82
fP+f
ef + fe

a
b

es la F -dlgebra de cuaterniones asociadaa e€ F*, be F.

Se demuestra que el simbolo @ satisface las siguientes relaciones basicas:
(I'(alaz, b) = <I>(a1, b)@(ag, b)

®(a, by + by) = ®(a, b)®{a,b,)
1

®(e,b) =0 <= < ab||=2H
< a=2tzy+byl,r,ycF

<> T=pct+tbec F'[/F** (b£0).

Usando la notacién k;(F) = F*/F*?, hy(F) = F/pF y denotando por t(b) la

imagen de b € F en hy(F) , construimos:
ha(F) = ki (F) @ ha(F) /T

donde J es el subgrupo generado por elementos £(a) ® t(b) tales que @=pc+b en

F*/F*? para cierto c € F .
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Evidentemente tenemos ahora un homomorfismo natural:

Usando resultados de Sah [Sa] y Albert [A] se obtiene el andlogo al Teorema de

Merkurjev:
Teorema 1 ap es un 1somorfismo.

Explicaremos mds adelante este resultado.

La generalizacién del proceso anterior nos permite construir

n

hnsa(F) = ka(F) @ -+ ® Fal(F) ®ha(F)/ R

donde R, es el subgrupo del producto tensorial generado por los elementos £(a;)} ®
-+ @ £fa,) ® t(b) tales que existe 1 <7< n—-1 con a+ay1 =1 o @ =
pc +bModF*? para algiin ¢ € F . De esta manera h,(F) es el andlogo del k-grupo
de Milnor k,(F}, con la ventaja que se toman en cuenta las relaciones basicas de las
dlgebras de cuaterniones.

Se denotard por £{a;)---£(a,)t(b) la imagen de £(a;) @ +-+ ® £(a,) @ t(b) en
bnia(F) .

La suma directa h,(F) = hi(F) @ ho(F) & -+ es un grupo y de manera natural

es también un k.(F)-médulo con la operacién

ke(F) X hor1(F) — hyyo3a(F)

(£(a1) - - - £(ay), £(b1) - - £(Bs)(8)) — &(ar) - - £(ar)€(1) - - - £(5,)2(b)

Estudiemos las propiedades bisicas de hpy1(F) .
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Lema 2 Para a;,az,0; +a; € F*,b € F se cumple en he(F)

alb

azb )
ay + az

a; + az

£(ay + an)t(b) = £(as)i( ) + £{az)¥(

Demostracién: Por la definicién de hka(F) , se tiene que £(z)é(x) = 0 para todo
z € F*. Ademéss £(1/z) = £(1) + £(z) , y como £(1) = O entonces £(1/z) = £(z)

para todo z € F* . Por lo tanto

Bty + taalt( )
- e(a1a-il-baz)t(a1a-:-baz + £(01a-;b¢12 )t(a1a:-baz)
+£(a1 —I],— az)t(ala—ll-baz) + a; —I:— ag)t(ala-:bag)
- E(al i az ! Glaj‘baz ala':baz) -
= U )H0) = ) + o+ ai(e) =
= ey + az)t(b).

Como consecuencia se obtiene:

Lema 3 Sean a;,...,a, € F*,be F.

St a1 +---+a.=b (ModpF) entonces

£(ay) -+ €(a,)t(b) =0 en hpyy(F)
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Demostracion:
Si n =2 la conclusién es evidente por la definicién de k1 (F) .
Consideremos n >3 . Sea @3+ -+ + e, +b = pc . Podemos suponer que

a;+---+a, #0,de ot|ra, manera t(b) = 0. Por Lema 2 se obtiene:

0= E(a1+ -+ a,)t(d) = 2““”“ﬁ;)

Multiplicando por £{a;)-- E(a,) -£(a,) , excluyendo el i-factor, ¢ = 1,...,n ¥

|
usando la propiedad E(a'l)ﬂ(a,] = 0 , obtenemos:
|
|
; W Y=o
|

_— arat=1,...,n.
o+ +a, ‘ p r s

as) -+ £as) - - £(an)t(

Sumando todas estas lgua.lda.des se tiene:

far) -+ E{a)i(b) = 0

O

P, TS U

La relacién entre h,(¥) y las formas cuadriticas estd dada por la siguiente

Proposicién 4 Para todo n eziste un tnico homomorfismo

8p * huy1(F) — I"W,(F) /"W, (F)

definido por Sn(€{a1) - - - £(an)t{h)) = < ayy...,8n;0 ||

Demostracién: Consideremos la aplicacién

F/F? x doox F*[F*? x F|pF — I"W,(F)/I""'W,(F)

i(tTh---,ﬁ,E) — < @1,y...,00; 0[]

Dado que < ab,c || =<<| a,c ||+ < b,¢ || Méd I?°W,{F) , se verifica claramente que

esta aplicacién es multililneal. Luego obtenemos un homomorfismo

:{ @ ky(F) @ hy(F) — I'W,(F)/T"F W, (F)

h(F)®
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Ademss este homomorfismo transforma al subgrupo R, en cero porque

<@a,1-a>»=0 en I*(F) yademds < b+ pc;b|| =< b+ pe;b+pe||=0 para
|
{
1

todo a,b,c€ F'.

De esta manera obtenemos el homomorfismo
| .

5 ¢ g1 (F) —> I"W,(F) /T W,(F)

1
1

con las propiedades deseadas. Evidentemente s, es epimorfismo.

I .

i
|
Corolario 5 Si £(q) --{-E(a,,)t(b) = f(a}) --- £(al)t(V) en h,(F)
entonces < ay,...,0n; bf | 2« al,...,a; ¥ ||

Demostracién: A partir de la proposicién 4 se deduce que

< @y,..1,a.3b [| =< al,...,a,; b || Méd "MW, (F)

l

Usando entonces la versién en caracterfstica 2 del Haupsatz de Arason-Pfister, de-

mostrada por Baeza en [Ba 1 |, se deduce que

<€ Gy,-- 030 || < d), .0y al; b ]

i

O

El reciproco de este Corolario también es vilido. Para su demostracién se usara el
concepto de cadena de p-equivalencias de formas cuadraticas, que desarrollaremos en

la siguiente seccién.

1
1

I
2.3 Cadena de p-equivalencias.

En esta seccién extendemos a formas cuadrdticas sobre cuerpos de caracteristica 2, la
nocién y propiedades de la p-equivalencia de formas de Pfister, introducida por Elman

y Lam en [E-L]. (
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Definicion:

Sea F un cuerpo de caira.cterfstica. 2ysean < ag,...,8n3 Al ¥ Kby, .08 ||

|
dos formas cuadréticas d}e Pfister sobre F' . Diremos que ellas son p-equivalentes si:

1. Existen dos indice$ t,j tales que < a;,a; >=< b;,b; >, con a; = b para

k#ijy A=B 6

2. Existe un fndice zi tal que < a;;A || =< b;;B || v ar = b paratodo k#1.

En general, diremosique dos n-formas cuadrédticas de Pfister ¢ y r son p-
equivalentes en caden%l si existe una sucesién qp,¢1,...,9» de n-formas cuadréticas
de Pfister tales que ¢q w= g, ¢gn. =71 ycada ¢ es p-equivalente a ¢;y1 , para
0<i<m-—1. |

Evidentemente la p—e%quiva.lencia en cadena es una relacién de equivalencia entre
todas las n-formas cuadiré.ticas de Pfister. Denotaremos esta relacién por = . Si

|

n < 1 setiene que ~ es sinénimo de = . A partir de estas definiciones y los

resultados sobre formas ¢uaterni6nicas tenemos:

|
Proposicién 6 Si < a1,...,an; A || < byy...,bn; B I
entonces £(ay) -~ - £(an)t(A) = £(by) -+ - £(6,)t(B) en hpsa(F) .

Evidentemente ¢ =~ r implica que ¢ = r . Nuestro propdsito es demostrar que
la relacién = entre n—fbrmas cuadraticas de Pfister es equivalente a la relacién de
isomorffa entre tales forrilas.

Dada una forma cua&rética g , definimos ¢' de la siguiente manera:
‘ g=< a1,...,a;A|]=[1,A] L.

Lema 7 Sea q =< al,i. .83 A |l . S b€ Dp(q') entonces existen c1,...,64-1

tales que q~< ¢q,... ,cj,,_l,b;A ] .
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Demostracién: Por in<;1ucci6n sobre n.

Si n=1 entonces bl =az con z € Dp([1,A])* y se tiene que
=< ajAl| =<K bz; A [] 2 bhAll.

Supongamos que el niesulta.do es valido para (n — 1)-formas de Pfister.

Sea 7 =< a,... ,a,né_l > . Entonces ¢ =< 1,a, > r[l,A] =7[1,4] L
< ap > 7[1,4]. Porlo tz:mto qd =71, A] L<a, >7[1,4].

Dado que b€ Dy (q')I , podemos escribir b = z + a,y con z & Dp(r'[1, A]) U {0}
e y € Dr(r[1, 4]) U {0},

Ademds y esdela f(%)rma. y=1yo+1% con ¢t € Dp([1,4]),% € Dr(r'[1, A]) U {0} .
Usando la propiedad de transversalidad (ver [Ba]) podemos suponer que y # 0,y #
0,z#0.

Afirmamos que ¢ ~< ay,---,8n-1,¥an; A || ya que por hipétesis de induccién y
dado que y; € DF(T'[I,;LL]) , existen dj,...,d,_; tales que 7[1,A4] =

< Yoyday...,dy—1;A|] . Se tiene entonces

q| ~ <<y01d2’---5dn—1,a’n;A”
L Yo, d2, o adn—h (yO + t)an; A ”

R KL a1y 81, yan;{i ”-

Dado que z € Dr(r'[1, A]) y por hipétesis de induccién, se cumple que 7[1, 4] m<K

Z,€3,...,6n-1;A || para ‘ciertos €3,...,¢5—1 - En consecuencia se obtiene

q = <<$,Cz,---,cn—1:yan§A”
=1 <<$+yan,02,---gcn—15$yan;Al]

w2 | K byezy..iyCpo1,TYani A || 0

Corolario 8 Si ¢ =< a;,...,a,;A || ¥ e € Dp(q) enionces para todo b # 0 se

tiene < ap,...,8,,0A ] #< ay,...,04,ab; A || .En particular < ay,...,an,0; A ||

es hiperbolica.
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Demostracién: Dado que a € Dp(g) entonces ¢ =ag+t con ¢ € Dp([1, 4])

y ao € Dp(g'} U {0} .

Podemos suponer, por transversalidad, que ap # 0 . Por el Lema 7 existen

@y,...,a), tales que: : |

<€ o, lyy...yap; A ]

Q

g

luego KL A1yeeyln, 5 A|] & < ag,ah,...,an,b Al

Q

< Go,a;,---,‘l:ub(ao +t);A I]

Q

& ag,ayy... an,ba; A ]
En particular para b= 1, se obtiene

L Agy.nnyn, @ A | <L agy. .. 00,1 A || 2 2" H

Lema 9 St g =< ay,...,a5 Al (t>0),
0'=<<b]_,...,bg>> (521)

y ¢; € Dp(o'q) entonces ezisten cy,...,c, tales que
O B C1y...,C, 2 ¢

Demostracion: Por induccidén sobre s.
13

Si s=1 entonces ¢; = b1z con = € Dr(g) . Luego por Corolario 8

K biay,..,85A)] & < bhiz,a1,...,654 ]

= <<c1,a1,...,a.,.;A]].

Supongamos que el resultado es véalido para < by,...,0,—1 >< a;,...,a,;4 |] . Sea
T =& by,...,b,_1 > ,entonces o6 =7 1<b,>7 y ¢ =7 1L< b, >7. Por lo tanto

o'g=r'qg L< b, > 1q.
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|
|

Dado que ¢; € Dp(o'q) , existen y € Dp(r'q) U {0} y £ € Dr(rq) tales que
|

¢; = y + b,z . Nuevamente podemos suponer, por transversalidad, que z #0 y #0,

y luego por Corolario 8 sie obtiene

< b1y .., b >><;< Qpyeee s Al € byye o, b, >< g,y .05 A ]

i
Por hipétesis de induccién existen e3,...,6,~1 tales que

|
|
L byyennybyog > g, 05 A || By 00,000, 0-1 > @

En consecuencia

Cbyyuiiby>q & byyeou bz >q

L bz ><<b,...; 01 >4q

Q

< baxsyacb"- 1Cs—1 > q

Q

<y+ b,:B, b,zy, €23:443Cs—1 2> ¢

Q

Q

& €1,€0,-0.4Ca—1,0:TY > q.

’ 0
l

Finalmente demostra;emos
!
' . . .
Teorema 10 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a} <<a'11-'-san;A”E<<b1,---abn;B”
b) <ay,...,a.;4]] mi<< biy... b3 B| -

Demostracién: Clmamente b) implica a} por la Proposicién 4.
Supongamos que la afirmacién a) es verdadera.

Denotemos por ¢ =< ay,...,an; A [l r =< byy.esbu; B ||y € =K by,..., b, >

Demostremos por ind;uccién la siguiente afirmacién:

: |
(A, ) Existen ¢;13,...,6n € F* tales que:

g R Cap1seissCn DL byy.eny by A] 0<s<n.
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Si s =0 entonces la afirmacién es evidente.

Supongamos que (A, ) es verdadera, con s <n y demostremos (Ag1 )

Sean t =< bl,...,br,;A ], P = bgt1seresbn > ¥ 7 =<K Cog1500056n > .
Entonces pt = nt por lio tanto p't L t = #'t Lt . Por el Teorema de Cancelacién

se tiene p't = p't . Porllo tanto b,y € Dr(p't) = Dp(n't) . Utilizando el Lema 9

tenemos:
t
<< cs‘-{-l,---,cn >> t z<< b3+1,c’8+2,---,CL >>' t

luego

qz<< c:+2s-"’c:; > by, b A ”

y hemos demostrado (A,&.l )-
|

Considerando (A, ) 1.3e obtiene ¢ ~< by,..., b4 A || = €[1,4] . Por lo tanto

£[1,4] = €1, B] . |

{

En consecuencia ¢ [1,}A +B|=0.

Usaremos el resultado de la Nota 2.9, pag 97 en [Ba] donde se demuestra que si
£[1,a]| = 0 entonces existje ¢’ € Dp(&') tal que a = ph+c' . Esto nos permite concluir
que A+ B =ph+¢ pa.1j'a. cierto ¢ € Dp(¢'), lo que implica que [1,A4] = [1, B+ ¢']

yque £[1,A] = £[1,B+¢'] . Dado que ¢' € Dr(¢') , por el Lema 7, existen ¢z,...,¢n
tales que %

+

< ez Bt || = EL,B+ .
1

Por lo tanto, como <‘< ¢ ez i B || m< ez, ... 603 B+ € ], se tiene

& 61',02’“. ,Cn; B || = €[1,B + '] = £[1, A].

4
|

Finalmente, sea A =‘<< ¢ cz,...,¢5 > . Entonces A[1,B] = £[1,B] . Por la
propiedad (A, ), obtenemos que A[1, B] = £[1, B] , en consecuencia
i

g~ E[1,Al = A[1,B] = £[1,B] =r.

|
|
|
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O

Resumiendo los resultados anteriores se obtiene finalmente el siguiente

Teorema 11 Las sigutentes afirmaciones son equivalentes
a) K GyeeeyOni Al <€ by,. .., b3 B ]
b) K yeeryOni A || 2K by, ey by B ]
¢) KL byy.enstni A || =< by, bay B ] en I"W,(F)
d) £(ay) -« - L an)t(A) = £(by) - - - £(b,)E(B) en hpp1(F).

0

Luego £(a;)---£(a,)t(4) € hnpy{F) es el invariante completo para la clase de

isometria de la forma cuadritica de Pfister

<<a11---aa'n;A I]-




. CAPITULO 3

MODULOS DIFERENCIALES Y CUERPOS DE
FUNCIONES

3.1 Derivaciones, 2-bases y formas diferenciales.
b

I‘ - - - ratd
Aunque los conceptos y sus propiedades estudiados en esta seccién son vilidos para
. . . .
cuerpos de caracteristica arbitraria p > 0, supondremos sin embargo que la carac-

terfstica de los cuerpos es 2. El caso general se puede consultar en [Cal.

3.1.1 Derivaciones.

Sea F un cuerpo de caracteristica 2. Se llama derivacién de F a toda aplicacién 8

de F en si mismo tal que:
d(z +y) = 8(z) + 8(y)

d(zy) = d(z)y + z8(y)

i
para todo z,y € F.

|

Se verifica ficilmente que para todo z € F
|

1.— 9(z™) = ma™ 19(z) para todo m entero positivo.
2— d(1)=o

35— 8(3) =z0(2)

4— 9(zf) =0

El conjunto de los elementos de F que se anulan por una derivacién 8 , es un
1
subcuerpo de F', que contiene a F? 'y que denotaremos por F(8) . Obviamente

F? C F(8) para toda derivacién 8.

35
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Sea 0 una deriva.ciéin de F y k unsubcuerpo de F que contienea F?. Si @
se anula para todo elemento de k se dice que & es una k -derivacién.

Denotemos por g(Fl/ k) al conjunto de las k -derivaciones de F . Considerando
para @ € G(F[k) y c' € F la derivacién ¢d , definida por {cd)(z) = ¢d(z) , se
demuestra que G(F/k) es un F -espacio vectorial.

Supongamos que [ F : k| es finito. El hecho que F? C k C F , implica que
[F : k] = 2%. Por lo tanto podemos construir una base de F sobre k de la siguiente

|
manera: ,

e para by € F\k seltiene que {1,b:} es k-basede ky:= k(b)) .

o similarmente, si k, # F , podemos encontrar b, en F\k, tal que {1,5:} es

ky -base de kp := ky(bs) .

» de esta manera podemos encontrar una sucesién k;,z =1,...,d de subcuerpos
de F tales que k;;; es extensién cuadritica puramente inseparable de k; ,

con k=koy F=kg .

El conjunto 8 = {by,...,b;} asi construido se denomina 2-base de F sobre k.

En consecuencia todo elemento a € F se escribe en forma inica como

a= Y a,,bi‘{l) .o bld*(d}

RESg
con Sg={p|p:{1,...,d} — {0,1}}, a, €k.
Ademds se demuestra que el F-espacio vectorial G(F/k) tiene dimensién d

sobre F y posee una F-base {8; |i=1,...,d} asociada a la 2-base § tal que
6,-(6_.,-)": 8 5 " delta de Kronecker ,1<4,7<d

De esta manera todo 8 G(F/k) se representa en forma tnica como
I‘

d
8= > a:f; con 8(b;) = a;
=1




3.1.2 Diferenciales.

Sean F un cuerpo de caracteristica 2, {b;}i=1,..4 una 2-base de F sobre F2 y
G=6(F/F?) el espacio: vectorial de las F? -derivaciones de F . Estamos suponiendo
sin restriccién que [F : F2] < 00 .

Se denota por 1% /F; = 1, al F -espacio vectorial de las formas F -multilineales
alternadas de r variables sobre §. Dado que § tiene dimensién finita sobre F,
se puede identificar ﬂ}i con la r -potencia exterior de O} .

Denotaremos por ﬂ;.- a la suma directa de los 0%, r =0,1,..., es decir, al
dlgebra exterior de 1} : Los elementos de p se denominarédn diferenciales.

Para z en F,se denota por dz el diferencial que lleva & — 8(z) . La aplicacién

z+— dz de F en 0} e;_s F? lineal y se tiene
d(zy) = zd(y) + yd(z) para z,y € F.

A partir de la 2-base {b;};c; de F se demuesira que {db;}ics es una F -base

de QL . Ademsds existe en 0 un tdnico operador F -lineal d que satisface:
d(w A w') = dw Aw' +w A du' para w,w' € (Ip

d(dw) =0 para w € {lp,
¥ que prolonga la aplicacién z ++ dz de 01} en {11 a una aplicacién de 0 en

r+1
o5,

L

Notacién: '

1. Para n > 1 sea i

Zyi={o:{1,...,n} = I|0o(1) <---,< o(n)}

- S
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donde I ={1,.../d} y d=dimp(F).

{
Consideraremos )?,, como conjunto ordenado mediante el ordenamiento lexi-
cogréfico. |

Siyek, denota,fremos por db, al producto dbyx)A---Adbyy) .

2. Sea Sy = {(n(1), ,#(d)} | #(¢) =0 6 1} . Denotaremos al producto b’l‘m . --bﬂtd)
por b* para todoi @ € 81 . De acuerdo a esta notacién todo elemento a € F

se escribe en form?. linica como:

I a= ) albp¥

# BES,

3. Denotando la deriya.da. d; como D; se verifica facilmente gue

D;(a) = >, avt

d HeS; :""(")=1

4. Como consecuencia de la notacién anterior tenemos que:

d(a) = ZD,- (a)db; € Q%

!
El niicleo de d es una subélgebra de la F-4lgebra {1 , que se denota por Z ,y

la imagen B de d es unidealde Z.

Un resultado importante en este contexto es
Proposicién. ( P.Cari:ier) :

Sea {b;} una 2-base de| F sobre F?. La subdlgebra Z dela F -dlgebra {1y esla
suma directa del ideal B y la F? -lgebra generada por los elementos f; = %”: .

(Ver [Cal, pdg 197-198.).

Esta Proposicién permite definir el operador C de Cartier

C:Z2—Qp
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definido de la siguiente manera: sea z=2z+2 €Z con H€B y z1 =), ai%bf ,

entonces
. db,
Cle) = Clao + 2)'= L a, 3.
m (2
Este operador constituye una herramienta muy importante en manejo de ecuaciones

con diferenciales,

C tiene las siguientes propiedades:

1. 8i z € dQr entonces

C(z) =0.
2. Si dz; = dz =0 entonces

C(Zl + Zg) = C(Zl) + C(Zz).

3.81 z2€ 2
C(a*z) = aC(z).

4. Para todo e,be F

3.1.3 El operador p.

En [Mil] se define el homomorfismo

P OQF — QB /dO%1

7NN AN | .. .

w(z
W Un N YUn

¥ se demuestra que esta definicién es independiente de los generadores de 0% .

Se denotan por vp{n) y HI'(F) al nicleo y conicleo de g , es decir:

vp(n) = {z € Q% | p(z) € dOF"'}
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HFPH (F) = Qp/(dOF™" + pQF).
K. Kato demostré en [Ka] que

dlog : kn(F) — vr(n)

dzy dz,,
£(zy) « - Lzyn) — s Aves A .

es un isomorfismo de grupos.

Mediante este isomorfismo se demuestra el siguiente :
Teorema:
Sea F un cuerpo de caracterfstica 2y S = F?, entonces se cumple que
1. Existe una sucesién exacta
0 —W(F) — FRs F-L (FRs F)/JA— W, (F) —0

donde A es el subgrupo de F @5 F generado por los elementos de la forma

TR®Yy+y®z y g esel homomorfismo z@y— ¥y @y+z®y.

2. Para todo n > 1 los tres grupos k,(F) , I*(F)/I"*Y(F) y wvr(n) son

isomorfos. Ademds

I"W,(F) [ I""'W,(F) = H; *(F)

0

Para demostrar que hy,y1(F) = I"W,(F)/I""'W,(F) , bastarfa demostrar que
HP*Y(F) = h,41(F) sin embargo no usaremos la parte (2) del Teorema de Kato
y efectuaremos una demosiracién independiente, en cierto sentido mds explicita, del
isomorfismo de los grupos I"W,(F)/I*"'W,(F) , HF*Y(F) ¥ hups1(F) . Volveremos

a este problema en el Capitulo IV.
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3.2 Modbdulos diferenciales sobre cuerpos de funciones de cuadricas.

El propdsito de esta seccién es construir el cuerpo de funciones F(¢$) de una n-
forma bilineal de Pfister sobre un cuerpo F y determinar resultados acerca de los
homomorfismos candnicos de 1 y H}‘“(F ) en QFg) ¥ H 1’}(;1) respectivamente.

El resultado principal de esta seccién es

Ker(Hp™ — Hplp) = F‘i—zl Avee A %’1

donde ¢ =< by,...,b, > .
Creemos que este resultado puede tener aplicaciones en el estudio de las formas
cuadréticas sobre cuerpos de caracteristica 2. Por de pronto, en el Capitulo IV se hace

uso de este Teorema.

3.2.1 Bases de extensiones transcendentes.

En primer lugar demostraremos un Lema de gran utilidad en las demostraciones de

las secciones siguientes, valido para un cuerpo F' con cualquier caracteristica .

Lema 1 Sea F cuerpoy L = F(X) el cuerpo de funciones racionales sobre F .

Entonces se cumple que

B = {1}U{X*}i»1 U{%,—j | pe€ F[X], irreducible mdnico
r=1,2,3,...
J=0,1,...,deg(p) — 1}

es una F -base de L.

Demostracién:
Todo z en L, se puede expresar como z = f con f,g en F[X] vy g#0
ménico. A su vez g se puede factorizar en forma dnica como p7'---pf* con p;

polinomio ménico irreducible. Mediante el algoritmo de la divisién, 2 se puede
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representa.r como

con e,t € F[X] vy deg(t) < deg(J] o).

2=

Lt

r
1528
Por el procedimiento de descomposicién en fracciones parciales y por divisidn, se

demuestra que existen f;; en F[X] con deg(f;;) < deg(p:) tales que

z_e_!_zzfm

i=1 j=1

Luego claramente B es un conjunto de generadores de L.
Verifiquemos la independencia lineal de B . Supongamos que se tiene una combi-
nacién lineal no trivial de elementos de B igual a 0. Agrupando en sumandos con

denominadores del tipo p! , se tiene:

Sax+ 338 o

i=1 _1--1

con deg(fi,j) < deg(p:) » ¥ f:',n.' # 0.
Multiplicando por [, p;* , se tiene
(Z a: X") H ¥ =g, en F[X],
=0 =1

donde
Z g o -

F=lyymg

&G = ]__I p?l

12
Dado que ¢ es divisible por p[' para todo [ # ¢, se tiene que p;* divide a

giq1 . Luego, como p' y ¢ son primos entre si, se tiene que p’ dividea g . Por
otra parte deg(g;) < deg( p;" ) por lo que se concluye que g; =0 para ! =1,...,r.

En consecuencia, Y%, a:X® = 0; es decir a; = 0 para todo t.
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Por iltimo, que ¢; = 0 significa que

> fgppi=o0,

i=l..,m

con deg(f;;) < deg(p). Con esto se tiene que f;,, es divisible por p; lo cual
implica que fi,, = 0. Esto contradice el supuesto inicial, luego B es linealmente

independiente.

Observacién 1:

1. Sea L =F(X))rea ,con A conjunto finito de indices. Usando una ordenacién
de A podemos definir Ly := F(X;)scascr ¥ Lcs := F(Xs)seas<n -
Esto permite encontrar una filiracién de L en subcuerpos cada uno de los
cuales es extensién transcendente de grado 1 del anterior. Si ~ es el elemento
maximal de A entonces L, =L ysi r es el elemento minimal de A se tiene

que L,=F.

2. De acuerdo al Lema 1, cada L, tiene una L. -base , que denominaremos B, .

Por lo tanto podemos considerar como base de L sobre F

B=HBA={HTU;\|WA€BA}

AcA A€A

A estas bases, By , B las llamaremos bases candnicas. Como 1 € B, para
cada A, entonces 1€ B yporlotanto L = F-1® L' donde L', que

llamaremos conjunto de elementos puros de I , estd generado sobre F por

{I] wx | war € B, y wa # 1 para algin A}
A€A

3. Es un hecho conocido para cuerpos de caracterfstica 2, que si {b1,...,b,} es
2-base de F sobre F?, entonces {b;,...,bm,X} es 2-base de F(X) sobre
F(X)?.

o
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3.2.2 Construccién del cuerpo de funciones F(¢).

Sean F un cuerpo de caracterfstica 2y ¢ =< b1,...,b, > una n-forma bilineal

anisétropa de Pfister. Construyamos
L = F(Xy)ues;,

donde
St = {(u(), .. a(n)) | (6) =1 6 0y algin u(s) # 0}.
Se tiene que I es extensién transcendente de F' de grado 2" —1.
La forma ¢ se puede descomponer como ¢ =< 1>1 ¢' { ¢' se denomina parte
pura de ¢ ). Asociamos a ¢' el polinomio

T=) bXZ,

HeS:

que es claramente irreducible y por lo tanto podemos construir
K = L(VT) := L{y) cony?=T

extensién cuadrdtfica puramente inseparable de L.

K := F(¢) se denomina cuerpo de funciones de la n-forma bilineal ¢ .

Observacion I1:

1. Una base de F(#) sobre L es {1,y} . Luego B{1,y} es basede F(¢) sobre
F.

2. Dado que {by,...,b,} es 2-linealmente independiente en F , podemos exten-
derlo a una 2-base de F , {b1,...,bn,0pt1,.-.,0N8} -
Por la Observacién I-3, se tiene que {by,...,by} U{X,}ucq: es 2-base de L
sobre L? . Como T es L?—2—combinacién lineal de {b;,...,b,} , el conjunto

{b2,...,bw} U {X,}ues: U{T} constituye otra base para L.
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3. Dado que K es una extensién cuadrdtica puramente inseparable de L , se

verifica que {bz,...,by} U {Xu}ues: U{y} es 2-base de F(¢) sobre F(4)*.

4. También se considerara la siguiente cadena de subcuerpos:
M := F?(bs,...,by) extensién {IN — 1) -cuadrdtica puramente inseparable de
F? . Evidentemente M(b;) =F .

Sobre M se construye la extensién transcendente
Z=M (Xu) puese

de grado 2" — 1 sobre M. Dadoque T'¢ Z porque by € Z (pero T? € Z ),
Z(T) es extensién cuadritica puramente inseparable de Z y resulta evidente

que Z(T)=1L.
Tenemos entonces el siguiente diagrama de subcuerpos.
x=r@

ext.cuad.p.i.

L= F(X) = Z(T)
ext.trans
ext.cuad.p.i.

F = M(by) L 2= M{X)
ext.trane
ext.cuad.p.i.

M = F2(bg,...,by)

ext.(N-1)-cuad.p.i.

F2
Considerando en S;; el ordenamiento lexicogrifico se obtiene la cadena de sub-
cuerpos entre M y Z enunciada en la Observacién I-1. Asociando al cuerpo Z, la

base canénica B, sobre Z.,, obtenemos una base B de F(¢) sobre M

B=( H Bu{1, TH1,y}

ueS;
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3.2.3 Moédulos diferenciales y homomorfismos candnicos.

Para el cuerpo F' de caracteristica 2 con 2-base {by,...,by}, 1} es el F -espacio

vectorial con base {‘%”;1, cens %‘;‘L} y en general Q% es el F -espacio vectorial con base

dbyy) b, n)
{2 A.A | v € Snp}
by(1) boy(r)

donde
Znr = {(7(1),...,7(n)) | 7(?) es un indice de la 2-base ,v(z) < v(5)} para i < 5}

Consideremos L como en 3.1.1. En el conjunto de indices
{1,...,N}US; dela2-base de L, definamos una ordenacién mediante la ordenacién
natural de {1,...,N} ,la ordenacién lexicogréfica de S y la convencién que 7 < u
paratodo 1 <7< N ytodo u€ S . Deesta manera (I} esel L -espacio vectorial

generado por

{%A...AMMEM}

€4(1) €1(n)

con e,;) en la 2-base canénica de L.

Observacién II1:

o Consideremos la base de L: {bs,...,05} U {X,},es:} U {T} ¥ el conjunto de
fndices {2,...,N}US:U{indice de T} de esta base y convengamos que en este
conjunto el indice de T es maximal. Se obtiene otra L -base para Q3F .

Para el cuerpo F'(¢) el conjunto de indices de la 2-base es {2,...,N}US}U

{indice de y } . Considerando y como el indice de y , maximal, se tiene

Znri) = {(v(2)s---,7(n)) [ 7(5) € {2,..., N}US;U{y}, () < 7(s) para i < j}
y 0% esel F(¢) -espacio vectorial generado por

(Zo) g Dol) | e g

€4(1) €q(n)

n,F (¢)}
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con e,; en la 2-base de F(¢) . Nétese que dado que T € F(4)* entonces
dl'=0.

Los homomorfismos canénicos F — L y F — F(¢) inducen homomorfismos

entre los médulos diferenciales
0 — 0%, OF — Q)
y también entre los grupos
H7 N (F) — H7™(L), H7*'(F) — Hy ' (F(9))-
Observacién IV:

1. Notemos que el conjunto {dbs,...,dby} U {dX,}ues:} U {dT} generauna L -
basede 0} y {dbs,...,dbn} U {dX }ues; U {dy} una F(¢) -base de 0%, .
Sean 0f, , Ofy' los subespacios generados por {dbs,...,dby} U {dX,}ses; -

Entonces resulta evidente que

dT
Q7 =07, 0055 A T

Por lo tanto, si w € 1} , entonces w = wy-+wy A d—,_,"f'- con wp € ﬂ}:.o,wl € 9251

y se tiene que la imagen de w en n;;w es wg .

2. Usando 2-bases, podemos definir operadores en el espacio de diferenciales de la
siguiente manera:

Para

se define
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respectivamente

p(u) = u® —u.

Esta definicién es dependiente de la base elegida, de manera que se hard refe-
rencia explicita de la base al usar esta notacién. Naturalmente g induce el

homomorfismo

P QF — Q% /dast
el cual no depende de la base escogida.

. Dado que L = F @ L', entonces podemos representar {1} de la siguiente

manera

de
a D I

1€, L e')'
d
= @ FeL)
')'Gzn,fa 317

Por otra parte X, se puede escribir como la unién disjunta
Znr | J{7 € B | 7 € S para algin 7}

denominando E';‘,L al segundo conjunto, se tiene que

d
M= @ (FolL)™
'Tezn,b eq
de de de de
= (D r)e (D ' Ne(D FHe(D ')
€8, r &1 V€ P gl vest, 7 ~€EB!, L 1

- Fo( @ e (D I7Y)

4EEL,F L '152:',1.'
donde 0} es la imagen homomorfa de Q% en 17 . Denotaremos por (017)'
los dos 1ltimos sumandos y le llamaremos, F -subespacio de las formas puras.

Tenemos entonces

a; =0z o (07)
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Lema 2
w((0p)) (@) v

d4((nz)) < (z)

Demostraciéon: Ambas afirmaciones se demuestran usando la misma argumentacién.
Demostraremos sélo la primera de ellas.
Sea z € (N7)'. Se tiene que z=2zy+ 2 con 2 € GB.,Egn_FL'Q"- y

ey

21 € Oqexy ,LL%G_—;’- .
Dado que p(2) = p(2) + p(21) podemos examinar separadamente cada caso .

a) Sea 2z = E.,egm,,l.,'i—:'l ,con l, € L' Basta demostrar que p(l,) € L', para

todo ~y . Por otra parte, cada [, se puede expresar como combinacién de la Base del

Lema 1, es decir

ly= Y. @, wy cona,y €F
wrEB,wy#1

Analicemos p(a,w).

De acuerdo a la filtracién introducida en la Observacién I-1 , existe un subcuerpo
L, tal que w) € L, y wy € L.,. Por lo tanto w, se escribe como uw con u € L,
¥y w un elemento de la base B,. Llamemos X a X, y ¢ a ¢, u € L¢,. Tenemos dos
subcasos

a.l) Si w es de la forma X* con ¢ > 0, entonces p(eX!) = X% + cX* & L,.
Claramente se tiene que p(eX*) € L'.

a.2) Si w es de la forma X*/p’ con p polinomio irreducible ménico en L,[X] ¥
7 < deg(p), entonces

X% g g% Xip

R

Evidentemente el numerador tiene grado menor que el denominador. Al descompo-

m(cg) =

nerla en términos de la base B, se verifica que se escribe como suma de terminos de

la forma f; X! /p*, con i < deg(p). Luego p(cw) & L.
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- de.
En consecuencia p(z) € GB'*IEB.:,FL'T? .
de .
b} Sea 21 € @yexr, LT . Se tiene que

de.,
€y

2= Z L
qes!
con I, € L. Entonces
de de
plz)= Y oll,)— e DL
sex!, | €5 4 E

Y obtenemos que p(z) € (QF)'.
O

El resto de la seccién lo dedicaremos al célculo de los nficleos de los homomorfismos

candnicos.

Lema 3

dT
n n — nn1
Ker(Q} — QF(¢)) =07 A T

Demostracién: Por la Observacion IV-1 se tiene que

dT
ﬂ}: = ﬂz,ﬂ & ﬂ}:&l A ?.

Ademés (0, — 0F,) es inyectiva pues la L-base de 0, es parte de la base de
i
F(e) -
Consideremos w € Ker(0)} — 03,;) se tiene que w =wp+w; con wo €07,
Yy wy € Q75 . Se obtiene que w ® F(¢) = wo ® F($) =0, dado que dT/T =0 en
Brig) -
Por la inyectividad de (0} — ”?'(m) concluimos que wp =0 en {1} .
En consecuencia

Ker(Q} — Qp,) = 020 A d?T =QF A

T
T
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Lema 4
Ker(Q7 — 07) = {0}
Demostracién: Una base de {13 es
(3217€ 5up)

que a su vez es parte de una base de 0} . Esto permite concluir que el homomorfisto

candnico NF — 17 es también inyectivo.

Lema 5
Ker(H7t (F) — H;*'(L)) = {0}

Demostracién: Sea w € Hf''(F) tal que w =0 en HF*'(L). Entonces se tiene
que w € OF satisface w=pu+dv en OF ,con v €} y veNF!. Porla

descomposicién enunciada en la Observacion 1V-3 se tiene que
w = p(uo + ©1) + d(vo + 1)

donde up €0% , w1 € (QF) , vo€QFl y vie(QF Y.
Por Lema 2, sabemos que p(uo) € OF , d(v) € 0% , plul) € () v d(w) €
(2%)' . Luego

w = p(uo) + d(vo) en O3
0 = p(u1) +d(v1) en (QF)°
Pero por Lema 4 Q% = QF y se obtiene entonces que
w = p(uo) + dfvo) en (%

por lo tanto w =0 en HFT(F).
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Lema 6

o dby db,

Demostracién: Llamemos o al elemento de T, tal que afi) =¢.

El conjunto de {ndices L, » se descompone definiendo los conjuntos disjuntos

Ty = {(YEZ.r|v¥(1)=1,7#a}
2 = {7y €Znr (1) # L, Im(y) Nn{2,...,n} # 0}
s = {y€Zpr|Im(y)n{1,...,n} =0},

Entonces X,r = {a}UX; U UX,.

Sea w un elemento del nicleo, es decir, w € QF con wr(y) =0 en N3. Entonces

db
w=r224 ¥ B X LG T A

PER, it €L, 1 .13
con f,, fg, fs € F.

Como dT'=0 en 0, , se tiene

db db db,,
e R alal
by by
donde
k= 3.  bX?
peESS ielm(u)
que es un polinomio irreducible en F[X,|,css - Luego
by _ g b diy
by iz k1 bi -

Reemplazando en la sumatoria correspondiente a X, se obtiene

kidbyy | db dbsin
Wr(g) = Zfﬂ(z e

Bex1 =k " b 8(2) bs(n)
db
+Eﬁf+2ﬁ’
1ES, 5€8;
= 0,

o
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€Il ﬂ;(‘ﬁ).
Nétese que el sumando correspondiente a o no aparece pues

db =

Do pon B (3 By o
bz :—2
Reordenando la expresién anterior se tiene

kdb

>+ X G+ T A5 =0

1ED, PED: ‘T s€rs

donde el indice 5 ¥ B en la primera sumatoria son tales que Im(8) U {s} \ {1} =

Im(n).

Se concluye que f; = 0 para todo 6§ € X3 y en F[X]

kify= 2 fokis

Bex,

para cada y € I3, con j ¥y f descritos anteriormente.
Comparando los coeficientes de X? para j € Im{y) N {2,...,n} se tiene que el
coeficiente en el lado izquierdo es 0 y en el del lado derecho es b;fs . Luego cada

fo =0 y por lo tanto f, = 0. En consecuencia

w = f,,, . ~eF % A - %
O
Para determinar el ltimo niicleo necesitamos el siguiente resultado
Lema 7T La ecuacidn diferencial en (5,
T2 = v + d(t) (3.1)

con z,v €QF , t € Q! tiene solucidn dnica z2=0 y v Evy(n).

Demostracién: Usaremos el diagrama de cuerpos descrito en la Observacion I1-4. La
ecuacién diferencial del enunciado debe ser considerada en % , imagen homomorfa

de ﬂg en ﬂ}‘;(é) .
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En S! denotaremos por 7 al elemento maximal segiin la ordenacién lexicogrifica,
de modo que Z = Z, = Z.,(X,) . En lo sucesivo denotaremos por X a X; ¥y
usaremos el hecho que Z es extensién transcendente de grado 1 sobre Z., .

Segin lo anterior y en base al Lema 3 tenemos que

- ¥ - % (ZeZT)d“"

VED, Loy AT €4 NELn L8y 7T
Dado que Z tiene una base candnica B sobre Z., , se tiene la siguiente

&

descomposicién

= T (D Zw) o (D Zem)- T)"""ﬂr

1€, JLaCy(£) #T weh

= @( E (Z<r ® Zer - T)w

weB 'TGEn,Lsc-j(i) #T

de, )

De esta manera un elemento de Qf tiene descomposicién tnicaen w -componentes
para weE 3.

Al examinar B se ve que esti compuesto por elementos que son del tipo X*
1 > 0 y por fracciones z'/p" donde p es polinomio ménico irreducible, r =1,2,...,
t=0,1,...,(deg(p) — 1) . Llamemos Bg a los elementos bésicos del tipo polinomial
y B, al conjunto de los eiementos bésicos con denominador p" para algin r > 1.
Se tiene entonces

B = BE U (Up irndBp)°

Denotando

@@= D Y (22T

WEBp €D, L eyy#T €y

y lo correspondiente para (Qf)g , se verifica que
0f = (2)s @ (0,(0%)y)
Llamemos {z), y (2)g las proyecciones de 2z en cada sumando de la igualdad

anterior respectivamente. Basta entonces demostrar que (z), = O para todo p

irreducible ménico y que {z)g =0
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Al considerar la ecuacién (3.1) descompuesta en base a p-componentes tenemos

(sz)p = (pv)p + (d(t))p

(T2 = (pv)g + (d(t))z

Sea t € Q"“l Entonces se tiene la descomposicién

= (t)E + zp:(t)w
luego
d(t) = d(()e) + g d((t)y) en QF.

Analicernos cada sumando de esta ecuacién.

» Todo sumando de (t)z tiene la forma
.d
(a+ bT)X‘? con ¥ € En 1L, eq) 7# T50,0 € Z¢y
e

luego el diferencial correspondiente es

de,, de.,)

Xida A %1 4 ad(X) A B L T(XCdb A % + bd(X) A

€y

y resulta evidente que esta expresién estd en (117)E.
e Similarmente, todo sumando de (t), tiene la forma

Xid .
(a+bT)F_eﬁ con ¥ € Ty 11, €q44) # 56,0 € Zor,0 < 7 < deg(p)—1,7 > 0.
¢

Diferenciando esta expresién, se obtiene

a.-i—bT de.,+ (a—l—bT)X d(p )de,,

2T (X7 d( +87) = d""

Al desarrollar cada sumando, los coeficientes de cada forma diferencial son de la

forma q/p® con 0 < s < 2r y deg(q) < deg(¢°) .

Por lo tanto d((t)p) € (0}), para todo p.
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Esto permite obtener que (dt)g = d((t)&) ¥ (dt), = d{(t),) para todo p.
Nétese que los coeficientes de (T'z?!), respecto a %5_’1 con Y€, ¥y V&) #T

para todo 1, provienen de la expresion

fi,t Tzfz

(=)

con deg(fi,) < deg(p';) . Ademds se tiene que deg(T?fZ. + fi,,) < deg(p™) + 2

Sea (a,X +by)? el cuociente de esta divisién. Entonces

@, = Srtfa Tl xra

2r

de.,

con a.,b; € Z.; . De la misma manera

+T7?

d
N ik

Sea hy(z) = Méx, -y 2{riy | (2)p = X, I;f—,‘f?.,—-i—Tf—f;'f,-, p no divide a f; ., p no divide a f,,}
¥ hy(v) el andlogo para v . Denotemos por &k = Max{hy(2), hy(v)} .
Tomemos (z), y (v), con denominador comén p*. Por la eleccién de k debe

existir algin ~ tal que p no divide por lo menos alguno de los siguientes elementos:

fl,‘n f2,11 91,y 92,4 -

Por otra parte se tiene que
()5 = (T2%), + (0¥), + (v),
De esta relacién resulta que h((d(t));) < & . Por lo tanto

de de
p?* Z(fl 2t Tzf'-’-n) — + TZ(“1X + b'r)z 1=

de de
2k 2(91,7 + T? 2.1) T+ 2): Z(gl.'r + T92,1)e_:+

de.,

+Z(C-1X +d,)*— + (d(2))-
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Al multiplicar por p* , se obtiene que la expresién

EIE(Z(TUL':' + Tf?n)z) + (914 + ng.’r)z)dﬁ

€y

es una forma diferencial entera, es decir, con coeficientes polinomiales. Por lo tanto
Pt | T(fin+ szn')z + (914 +T92,4)* paratodoy € By,

lo que equivale a p* | (fiy+Tf2)2 ¥ P* | {914+ T924)® en Z.[X].

Analicemos el primer caso de divisibilidad.

Sea A el polinomio tal que p*A4 = (fi, + Tfa4)? -

Derivando respecto a €; € {bz,...,bx} U{X,} se tiene que D;(p*A4) = 0 para
todo e;. ‘

Si k es par entonces pfD;(A) =0. Luego D;(A) =0 para todo .

Si k es impar, es decir, k= 2m+1, p?™+1D;(A) + A(2m + 1)p*™D;(p) = 0 .Por
lo tanto pD;(A) = AD;(p) . Esto implica que p| A dado que deg(D;(p)) < deg(p) .
Se tiene entonces que 4 =pA' y que D;(A') =0 para todo ¢.

En cada caso A (o A') debe ser un cuadrado en Z,[X], luego A= B? (o
A' = B? ). Se obtiene asf

P'mB = fi, + TG,
o en el segundo caso
PB4 T,

Por lo tanto p™B = f;,+Tfay 0 p" 1B = f1,+T fa4 . Pero dado que T & Z.[X]
se deduce que f,, =0 y que p™| fi-

Por idéntico razonamiento se concluye parael caso p* | (g1,+T924)° en Z[X],

que g2, =0y p™|g1y-

Por la eleccién minimal de &k esto implica que m =0 o m+4 1 =0 respectiva-

mente; por lo tanto k = 0, es decir no existe denominador p* en el desarrollo de =z .
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Esto implica
(2Z)p=[@)p=0 para todo p irreducible.

Examinemos ahora la parte entera de z.

A partir de la ecuacién inicial se tiene

T Z(f 1,9+ Tf2.'1)2 de., Z(glﬂ + 9'2.1')2 deq
+ E(gl,n, +Tgz .,) T 4 (d(t))e

Resulta fécil verificar que d(3, gi,.,?:l) =0 y que d(E,, 92,1%) =0.

Aplicando el Operador de Cartier a la expresién anterior se obtiene

d
v (fan + Tha) """’ = Yo+ T022) 2 + O 01+ T - B2)

“f
Ademais
de de
C(Zglne—”) = Z(h1.1+Th2n) —
b1 )
de de
C(Engne_?') = Zykln'l'Tkzn) 1’
~ )
con Ry ki€ Zo [X] y
1
deg(h1,) < Edeg(gln) -
1
deg(hzn) < Sdeg(giy) —2
1
deg(ky) < Sdeg(gz)
1
deg(kzs) < deg(gaq) —2

Comparando coeficientes en la ecuacién 3.2 se obtiene que g;, = hiy ¥ fiy = kiy

para ¢=1,2. Pero por las condiciones respecto a los grados se concluye que

kig =koq = f1q = f24 =0,
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es decir (2)g =0y (v)g =X, 91,1%1 con deg{g; ) =0.
Por lo tanto z = 0 y por iteracién del andlisis para la cadena de subcuerpos
indicada al comienzo de la demostracidn, se tiene que v =3_,, g.,%l con gnEMCF.

Ademds, dado que p(v) = d(t) se concluye que v € vi(n) .

Finalmente tenemos el siguiente:
Teorema 8

b db,
Ker(Hy™(F) » Hy'(F(8))) = FZE A A 22
1 n

Demostracién:

Sea W € Ker(Hy™(F) —» H3"'(F(4))) . Entonces w satisface en 03,
w = p(u) + d(v) conu € Ny, VE ﬂ}‘;ﬁ)

Dado que
I o SN A
ﬂF(é) =ﬂ}‘,&9yﬂﬁ®ﬂ£ /\;@yﬂL /\?
podemos descomponer ¥ y v €OIO;

dy dy
u = ul—i—yug-}-us/\?—l-ym/\—y—

dy dy
v = v1+yvz+'vaf\3-+yv4/\?,

con u;,v; € 1y . Reemplazando estas expresiones en las férmulas anteriores se

obtienen las siguientes ecuaciones en {17}.

w = p(u)+dvs) +yPuf’
0 = uy -i-.d('Ug)

0 = p(us) +d(vs) +yul!

0 = ug+dvy) +ve.
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Aplicando el Lema 7 a la peniltima ecuacién se obtiene u4 = 0. Reemplazando este

valor de u4 en la tltima ecuacién se obtiene que v; = d(v4) ¥y en consecuencia
Ug — d(d(lh;)) = 0.

Por lo tanto
w = p(uy) + d(vy) en QF ).
Por otra parte 13 es F-generado por {%} con 4 € Z,r y dado que

i dby db,
Ker(ﬂg — ﬂF(d’)) = F? Ao A K,

se obtiene que la imagen (Ip , de O en 0}, tiene dimensién dimp(0F) =
dimp(Q2%) — 1. Ademds {%}1@: con ' =X,r\ {a}, es F-linealmente indepen-
diente. Podemos entonces escribir 0F = 01z @ (07)' donde I} tiene F-base

de
{w f}qezn,n,wea
8]

8= 1] 2

peSy

con B, la base canénica de L, sobre L., .

En consecuencia ({1})' estd F -generado por
de,
{w:—} conyg X, o w#1.
"f
En esta descomposicién afirmamos que
AT C 0
p(0F) C OF
d((az™)) < (ag)
w((97)' c (O7)".

Demostraremos sélo el 1iltimo caso, que es el menos obvio.
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Se tiene que

@)= ¥ v¥yy 1,
1€Zer ©1 ey ©5
donde &' = {6 € B,z | 3; 6(i) € 87 .

Estudiaremos el comportamiento de cada F -generador de (0%)' .
e Si z= f‘i—? con ¥ € S, , ¥(2) €S, paraalgin ¢, f € L entonces

24 2= (fz%-f)%’E

¢

estd claramente en (0%) .

e Si z=f";°_—"L con YEL,r y f €L . setiene que

p(2) = (f* +f)
Aplicando el Lema 2, con n=0, concluimos que f2 + f € L'. Por lo tanto
p(z) € (QF)".
En forma similar se demuestran las restantes afirmaciones.

En consecuencia, descomponiendo los elementos u; y v; respecto a la base antes

mencionada se tiene
w = p(u0 + u11) + d(vio + v1,1)

con 30,010 € NF ¥ u11,v11 € (0F) . Por las afirmaciones anteriores se deduce que
= p(u1,0) + d(v1,0) en 0F.
De este resultado concluimos, usando el Lema 6, que existe un f € F tal que
do "
w = p(uy0) + d(vie) + f . en {1z

es decir

_db,
wEF—b;-

lo que completa la demostracién.




CAPITULO 4

ANALOGO DE LA CONJETURA DE MILNOR

4.1 Introduccién

El propésito de este capftulo es demostrar el andlogo de la conjetura de Milnor para

formas cuadréticas en caracteristica 2, (ver capitulo II, seccién 1) es decir:
Teorema.:

Para todo n

8y - hn.].l(F) — IﬂWq(F)/In-l-qu(F)

es un isomorfismo.
La demostracién utilizara los resuliados obtenidos en el capitulo III sobre el com-
portamiento de los grupos 0% y HJF'(F) bajo la extensién de F al cuerpo de

funciones F(®) .

El plan de demostracién de este resultado es:
e Se demostrari que el homomorfismo
dlog : hpa(F) — HFVH(F)

es un isomorfismo, el cual es un resultado anilogo al de Kato (ver [Kal), que

afirma: dlog : k,(F) — vr(n) es un isomorfismo.

e Se obtiene asi el diagrama de homorfismos:

63
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hn+1(F)

8n & dlog

I"W,(F)/ I W, (F) Hp+(F)

donde s, es un epimorfismo. Luego basta demostrar que existe un homo-
morfismo ¢ : I"W,(F)/I"" W (F) — Hy*'(F) que hace conmutativo este

diagrama.

e Usando los resultados del capftulo anterior, demostraremos la existencia del

homomorfismo I"W,(F)/I"**W,(F) — HJ*!(F) , comprobando que la apli-

cacién definida sobre generadores < ay,...,8,30{] — b% Ao A %:i: se_ex-
tiende a todo I"W,(F)/I"*'W,(F) . Obtendremos entonces que s, és un
isomorfismo y en particular también que I"W,(F)/I""'W,(F) — H3™(F) es
un isomorfismo. Este ltimo resultado fué demostrado por Kato con métodos

totalmente distintos de los nuestros. Creemos que la demostracién aqui dada es

més natural.
4.2 Andlogo a la Conjetura de Milnor.
En el Capitulo II se definié la aplicacién
8p ¢ byt (F) — I"W,(F) /I W, (F)

y se demostré que s, es un epimorfismo.

Definamos ahora los homomorfismos:

t]_ H Wq(F) — hl(F)
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ty : IW,(F) — hy(F)

de la siguiente manera:

tl@ <a> L) = Zj:b_ = i:t(b.-) € hy(F)

832 < o > [Lb]) = 3 fa)t(b) € halF).

i=1 =1

Se verifica que f; y ¢, estdn bien definidos usando el hecho de que dos bases
simplécticas de un forma ¢ pueden ser conectadas mediante una cadena de bases
simplécticas, de manera que dos bases consecutivas difieren a lo mds en dos vectores.
E] homomorfismo #; corresponde a la invariante de Arf y #; a la invariante de
Witt.
Claramente Ker (t;) = IW,(F) y Ker (tz) 2 I*W,(F) . Luego tenemos

t1: Wo(F)[IW,(F) — ha(F)

ty 1 IW,(F) | IPWy(F) — ha(F).

Es evidente que #;0s; = id para ¢ = 1,2 . Luego s; y s; son isomorfismos.
Explicitamente #; est4 relacionada con la invariante de Witt w : IW,(F) — Br(F)z

mediante el diagrama conmutativo

IW,(F)/PW,(F) : - ha(F)

BI"(F);;

Sah demostré que w es inyectivo y Albert que es epiyectivo. Luego ap es un

isomorfiso. Este resultado formulado en el Capitulo II Teorema 1 es el andlogo en

caracteristica 2 del Teorema de Merkurjev.
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Veamos ahora el caso general.
Al considerar una 2-base

B={b|iel}

de F sobre F?,todo elemento a en F tiene representacién tinica de la forma

a= Z aib‘“

HESy

Usando el Lema 2 del Capitulo 2 se tiene que para cualquier ¢ € F

&(a)t(8) = D_ £(bi)t(e:)

iel

Esto implica que todo elemento de hy(F) tiene la formas:

PIRALCY

iel
Por lo tanto con

Tar = {(¥(1),...,7(n) | 4() € I,y(1) < +-- < 4(n)} ¥ ¢y € F , se obliene la

siguiente

Proposicién 1 Para todo n > 1. Los elementos de hy,.,(F) tienen la forma:

E £(by(n)) * + + £(boim) )2 () con ¢y € F.

'TESH,F

Haremos uso ahora del médulo diferencial 23 y la sucesién exacta
0 — vp(n) — OF 25— OF/dOF — HFYYF) — 0

donde HP*1(F)= Coker (p) vy vr(n) = Ker (p) .
Tal como ya hemos mencionado, en [Ka| se demostrd que existe un homomorfismo
natural

dlog : kn(F) — vp(n)
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con

dlog(€(a;) - - - £(ay)) = o Aere A —,

Uno de los resultados principales de ese trabajo es que dlog es un isomorfismo para
todo n.

Correspondientemente tenemeos:

Proposiciéon 2 Ezriste un tinico homomorfismo
dlog : huy1(F) — H*'(F)

con

dlog(£(a;) - - - £(ay,)t(b)) = b%‘l—l A-er A day

Gn

Demostracién: Consideremos la aplicacién
kl(F) Koo X k’l(F) X h]_(F) 4 H;+1(F)

definida por

COSRNARTO) BV

ay

Esta aplicacién es multilineal pues:

d(uv) du dv
S =
uv v v

da da da
(u+v)—=uv— +v—.
a a a

Luego induce un homomorfismo ( ® = @p, )
ki(F) ® -+« ® ky (F) ® ha(F) — HEV'(F)

definido por

_ d da,
a1) ® -+ ® €(a,) ® (D) Hb%/\...,\ai_
1 n
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Ademds si a; + a;3; = 1 entonces da; = da;y; , luego la imagen correspondiente

en HFY!(F) es 0. Si a; = b+pc paraalgin i tenemos, por definicién de HF1(F)

que
IR L N
a1 ap, a1 Qn
d da;_y da; d
alﬂ/\.../\gﬁzd(aidal A 4 LA a""l/\.../\;‘“):O

a; Qn a1 a;—1 Qi+l G

Por lo tanto obtenemos que el homomorfismo
dlog : by (F) — HJTH(F)
definido por :
da1 dan

dlog{£(a1) - -- £(a,)t(b)) = ba_1 A A P

Resulta evidentemente ser un epimorfismo.

Ademads se tiene
Teorema 3 dlog es un tsomorfismo para todo n.

Demostracién: Sea a € by (F) con dlog(a) =0.
De acuerdo a la Proposicién 1 de este capftulo
a= Z £(b)t(cy)
7€En
donde £(b), denota la expresién £(b,(y)) - -« £(by(n)) -
Luego en HJV(F)

dlog( Z £(b)4t(cq)) =0,

1€

es decir existen w € %, 7 € O} tales que:

db
D eypt = P +dw.
)

~tED,
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Supongamos que

n = Zh— conh, €Fy
L= H

w = Z: gAdbA:
AEE,

donde dby := dby(1y A+ A dby(y) -
Dado que

dgx =Y _ Di(g»)db
iel

se obtiene que

dw = z E D;(gA)db,‘ A dhy,

9€En (A,i.):"f
donde (A,7) es una extensién de A a una aplicacién en X, , con 7 en su imagen.

Esto tiene sentido sélo cuando i & I'm()) y en este caso existe un dnico elemento ~
en %, conimagen Im(A)U {i}.
En consecuencia tenemos que
db.
S oo S pe iy S Dileldb,
1(—.’2., ¢ ‘TEE T 'TEEn (A g)._.t"
Comparando coeficientes se obtiene
Cy = phy + 57 37 Di(ga)
()ui')=‘1
para todo ~ € X, ; con b7 := by(1) -+ by(n) - Por lo tanto
te) =27 3 Dilay))-
(Af)=n
Esto implica
a= ) £b),t(6" 3 Di(gr))-
1ED, (xi)=
Escribamos ahora

g =Y c b, concy, € F.
HeSy
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Entonces

Di(gy) = Z e5 .0
ticu

reemplazando en la expresién anterior dada para « , obtenemos:

a = ¥ U0 3 (5 ESW )

1E€E {(Ai)=7 b i€p

= D LBt D 0D LY

VEEn (Ai)=7 f€pn

= > £b), Y. D t(b*b*e} )

VELn (Ag)=niEu

Escribamos A | v cuando Im (A) C Im (v) ,con A € X, 4,7 € I, . Entonces

suponiendo que (A,7) =~ se obtiene

& = 3oen, 2oy 2icn E(b);ﬂ(b,-)t(b"b”ci”)
= Yoes, EA[’: E(b);\ﬂ(b“]t(b"b"ci#),

pues 3., £(b;) = £(b*) . Se tiene entonces

a= Y D Lb)L(b"b e} )i (b b el ).
120 AI‘[
Por dltimo, cada sumando es 0, porque £(a)t(z) =0 para cada a,y obtenemos

a=20,

Esto demuesira la inyectividad de dlog . Como ademds dlog es epimorfismo, hemos

completado la demostracién.

Proposicion 4 FEziste una tinica aplicacién
a': I'W,(F)/ I W,(F) — H3*(F)

con

d da;
a(z<<a'i,1)"'1a‘l.,ﬂ! “)_Eb a‘l * A%
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Demostracién: Sélo debemos demostrar que a estd bien definida.

Demostremos por induccién sobre ¢ la siguiente Afirmacién:

[R:] Sea L un cuerpo de caracteristica 2.

8i =31, K ai1,.ers8in;b; || € "W, (L) entonces

Tho b2 AL A Bin — 0 en HPYY(L).

85,1 i,n
Si t =1 entonces ¢ =< ay,...,8,;b |] € "W, (L) , y por el Teorema 11 del

Capitulo I se obtiene £(a;)---£(a,)t(b}) =0 en h,y1(L) . Usando el isomorfismo del

Teorema anterior se concluye que

Supongamos que la afirmacién R; es vilida. Consideremos la relacién
t+1
3 <aig,... 800 || € IPTIW,(L).
t=1

Entonces

L Q1150005 Otp1ni b || = Z<< Gilyees@inib; || €n I"+1Wq(L)-
i<t

Sea ® =< @4111,...,0:41,0 > , una n-forma bilineal de Pfister en I™L . Sobre

L(®) = cuerpo de funciones de &, se tiene que & ® L{®) =0 .Luego

S o amb =0 en I'W,(L(®))/I" W, (L(@)).

i<t
En consecuencia se tiene en I"W,(L(®))/I""'W,(L(®)) una relacién con a lo mds ¢

sumandos , la que por hipétesis de induccién implica

da; da;
Zb’._q"_l/\.../\h =0
i<t % Gin
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en HJV'(L(®)) . Por el Teorema 8 del capitulo Iil, se tiene que:

d da; d d
Zb a'lv]. e A a":n_c at+1'1A"'A a't+11“

i<t a:,l Gin Gti1,1 Qi+in

en HPY(L), con cierto ¢ € L . Usando el isomorfismo hn41(L) = Hy (L) tenemos

que

> 1) - Uain)t(B:) = &arr1,1) -+ - U@re1,0)Ee)-

i<t

Aplicando s, se obtiene:
Yict € Gitseens@ipii || =< arp150 s @pnie || Méd (I"HWy(L)) , ¥ por la
relacién original
L Q115002 Ot 0 Bt |] =K Q41,1570 3 41,03 € ] en I“W,,(L)/I""'qu(L) .
Por la versién en caracterfstica 2 del Hauptsatz de Arason Pfister (ver [Bal]) se

deduce que:

K Qpy1,15- -3 Gpp1n Besa [l < 11,1, =5 Ceg1n3 € IE

Por dltimo, usando el Teorema 11 del Capitulo I podemos concluir que en kp1(L)

Larr11) - Larr1,0)t(ber1) = Haspa,1) =« - @y n)te

y por lo tanto, se tiene que en HF (L), aplicando dlog

d d d
Bist 2t41,1 Avee A Litin _ c Gt+1,1 Acer A dasiin
11 Otiin 1,1 Citin
es decir:
t+1 d d
Zb_a.’.ij\---/\ a‘nzo.
=1 ai 1 a'z,n

Luego vale R;,; . Esto completa la induccién .

Claramente la validez de R; para todo ¢ > 1 implica la buena definicién de «.

|

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo de homomorfismos
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hn-!-l(F)

3n o dlog

«

"Wy (F)[I"H1W, (F) ~ HEH(F)

Se concluye inmediatamente que s, es inyectivo, y por lo tanto es un isomorfismo.

De este modo obtenemos finalmente

Teorema 5 s, es un isomorfismo para todo n > 1. En consecuencia los grupos

b1 (F), I"W(F) [ I"P'W (F) y H*'(F) son isomorfos.

Ejemplos:

1. Sea F = Fp. , s > 1 ; cuerpo finito de 2* elementos. Se sabe que F es
perfecto, es decir, F = F2. Como p : F — F tiene niicleo {0,1} y F es
finito entonces | F/pF |=2, es decir, F/pF = Z[2Z . Luego

e W(F)={0,<1>}.

e I(F)=0.

e W, (F)=1{0,[1,a]} con a € F\ pF.
e IW,(F)=0.

o hi(F) ={0,t(c)}.

o h,(F)=0 paratodo n>2.
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2. Sea k un cuerpo con 2-base {by,...,b,} ¥ F =k((X)) el cuerpo de las series

formales en una variable sobre k.

Para toda serie formal no nula
o0
f= Z a, X"
n=m
con @, # 0 se define el valor v(f) de f como el entero m . Se obtiene asi
una valuacién discreta de F , con anillo de valuacién k[{X]] y cuerpo residual
k . En consecuencia F es un cuerpo local. Ademds es fécil de verificar que

{b1,...,bp, X} es una 2-base de F.

Claramente h,(F) =0 para s> n+ 2. Nuestro propdsito es calcular el grupo
hnia(F) .

Se verifica, al usar la 2-base de F , que todo elemento de hni2(F) se escribe
de la forma &(b;)---£(b,)¢(X)t(g) con g € F . Los elementos con valuacién
positiva estdn en @(F) porque si v(g) > O entonces 2z = 35 g¥ tiene la

propiedad pz = g . Sea entonces sin restriccion
m
a;
g= Z X7 con a; € k.
=0
Descomponiendo g en términos de la 2-base se tiene

g= > g +X ) i,

BESH BESH
con g, ¥ hu en F. Evidentemente v(g) < wv(g}),v(h}) <0.
La expresién £(b;)---£(bs)¢(X)t(g20*) es O para todo g # {0,...,0) pues
para algiin ¢ con u(Z) #0 se tiene que

€(by) - - £(8:) - -~ £(b) (X )2 (gb") = £(ba) - -- E(gb¥) - - £(bn) (X )E(g:0")

y esta filtima expresién es 0 por la definicién de h,2(F) .
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Igualmente la expresién £(b) - - - £(b.)€(X)t(Xh50*) es O paratodo g€ S, .
En consecuencia

£br) ---£(b)(X)E(g) = £(br) - £(bn)E(X)(g0)
= £(b1) - - - £(bn) €(X)2(0)-

Luego, mediante el procedimiento anterior, se logra representar la expresién
original por medio de un gy tal que v(g)/2 < v(gy) < 0. Después de un
niimero finito de pasos se obtendrd que v{go) = 0. Esto permite considerar sin

restriccién que g € k. Por lo tanto

hnia(F) = {€(b1) - - £(bn)€(X)t(a) | a € k}.

Sea
7 hpya (k) — hpya(F)
con
5({b1) -+ - £(bn)t(a)) = £(B1) - - - £(Bn) E(X)E(a)-
j es claramente un epimorfismo.

Para demostrar la inyectividad estudiemos la expresién

£(b:) -+~ £(B)E(X)E(a) =0  en hnya(F).

Usando el isomorfismo hyy2(F) = HF™?(F) del Teorema 5, se obtiene que

dx _ db b, 2
;aXAbll\- Abn =0 en H}™(F),

es decir
db, db

n o dX wil
abll\ Abu/\X—go(c)-{-d(e) en g,
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con ¢ € % | e € N% . Se verifica que

db,
dle) = (z hzb"+2fzb*‘X o\ @1y A%y
da: dby db,,
ole) = plo) A=A A

con h,,fn,g€F.

Comparando coeficientes se obtiene que

a=plg) + Y RIb*+ > fi*X enF
neS] HESy
Al considerar sus residuos en k se tiene que existen en ¢,k €k fales que

a=pl(g') + Z h;fb".
HES,

Analizando la expresién (T,csz BEb*) 9L A---A $= en 0} se concluye que es

un diferencial exacto. Por lo tanto

JEUp A e HIYR).
by b

Finalmente, dado que HE™(k) = h,41(k) se cumple que

£(b1) - - £(b,)t(a) =0 en hpyi(k).

En consecuencia j es inyectivo y por lo tanto es un isomorfismo. Esto nos

permite concluir que

hn+2 (F) = hn-{-l(k)'

o La inyectividad de j también se obtiene directamente usando formas

cuadriticas. Pues la relacién

£(b1) - - £(8a)E(X)t(@) =0  en hyyz(F).
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implica , por el Teorema 11 del Capitulo II, que < by,...,bn, X3a || es
hiperbélica y asi < X >< byy... 0550 || =< by,... 0550 ] .

Usando el Corolario 3.2 sobre el Teorema de la Norma para formas cuadréticas
sobre cuerpos de caracteristica 2 de R.Baeza (ver |Bag]) se obtiene que
< by,...,b,;a || es hiperbélica, en consecuencia, por el isomorfismo del

Teorema 5, se concluye que

£(by) ---£(bu)t(a) =0  en hpya(K).




APENDICE A

COHOMOLOGIA GALOISIANA Y K-TEORIA

En este apéndice se establecen relaciones entre los grupos de cohomologia de los k-

grupos de Milnor y los grupos de k-teorfa introducida en este trabajo. Los resultados

obtenidos son

HY G, kn(F3)) = hna(F)

HYG,ko(F,)) = ku(F)

Sea F un cuerpo de caracteristica 2y F, su clausura separable. Si {bi}ier es

2-base de F sobre F? entonces se demuestra que el mismo conjunto es 2-base de

F, sobre F? (ver |Ba,]). Luego

db
o~ @ By
(= b’!
respecto a la 2-base mencionada.

Ademds se tienen las siguientes sucesiones exactas:

0 — vp(n) — Qp 5 02/dO3 — HFY'(F) — 0 (A.1)
0 — vp,(n) — O -5 0F /dOE — 0 {A.2)

esta filtima sucesién es més corta porque @(F.) = F,.

a




b

Sea G = Gal (F,,F) . La accién de G sobre F, se prolonga naturalmente a

una accién sobre 13 de la siguiente manera:

db,
(Y 0,2 b = 2 9813

YEOn NYEOR
con a, € F, y g €G . Ademés, usando el hecho que la 2-base estd en F , resulta
facil demostrar que g(d(w)) = d(g9(w)) para todo w € Qp, ¥y g € G . Luego

Qp /d0Qz!, también es un G-médulo y (A.2) es una sucesién exacta de G-médulos.

En consecuencia la sucesién exacta de cohomologia asociada a (A.2) es

0 — Hvg,(n)) — HO(OF,) — HO(QF, /dOFY) — H' (v, (n)) — H'(QR,) — -+
(A.3)

A continuacién calculamos algunos de estos grupos:

1. Consideremos H°(Q13 ). Dado que F_ = F se tiene que

(aF) = (03)° = (@ R = @ FFY =05

']'Ezn ’I'EE

2. Por el Teorema 90 de Hilbert y dado que 13 es un F,-espacio vectorial, se

obtiene

H(0g,) =o.
3. Demostraremos que (d0% 1)¢ = dOQp!
Se tiene por definicién que
(d03 )¢ = {w € dOF, ! | gw = w¥g € G} C O (por(1)).
Sea w € (d13 )¢ . Dado que d(w) =0 en Q' y d(w) € OF!, por la

inyectividad de (Qp — 03 ) resulta que d(w) =0 en QF*'. De este modo
C(w) esta definido en 0F .
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Por otra parte, w es una forma exacta en (1 , por lo tanto C(w) =0 en
0%, . Pero siendo C(w) elemento de (1% , por lo anteriormente demostrado, y

por la inyectividad de (02 — QF, ) se tiene que

dw)=0y C(w)=0 en .

Usando la Proposicién de P.Cartier (ver 1.2 Capitulo III) se concluye que w es

exacta en % , es decir w € d(NF ') . Esto demuestra la afirmacién.

. Demostraremos que H°(vp,(n)) = vr(n) .

Sea w € H%(vp,(n)) = (vr,(n))¢ C Qp (por (1)). Tomemos una 2-base de F

sobre F? | la cual es 2-base de F, sobre F? . Entonces w = ), cq% 4

por la eleccién hecha, ¢, € F . Se obtiene p(w) =X p(c,,)%'l €N} . Perola
hipétesis w € vp,(n) implica que p(w) € 0% NdNE ! lo cual por (3) implica

que p(w) € dOQ%! . Esto demuestra la afirmacién.
. Para calcular H°(QF, /dQ% ') examinemos la sucesién de G-médulos
0 —» dOzl — 0F — QF /dOX — 0. (A.4)

Se tiene entonces la sucesién exacta de cohomologia asociada a (A.5)

0 — H°(dOp') — H°(QF) — H°(Qf,/dO%') —
— Hl(dﬂ;.'l) — HI(Q}‘,') — e

En esta sucesién H®(d} ') =dQp' y H°(0%) = Of . Ademis
H(dg?) € H(@) = 0
Esto permite concluir que
0 — dOp ! — QF — H(O}, /dOE ') — 0

es una sucesion exacta.

Luego H°(Qf, /dO3 ') = Op/dOp!
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Finalmente, reemplazando los resultados anteriores en (A.3) se obtiene
0 — vp(n) — OF — Q3/dOF ' — H'(vp,(n)) — 0.
Comparando con la sucesién (A.1), concluimos que
H'(vp,(n)) = Hy"'(F)

El resultado wvg,(n) = kn(F,) de K.Kato , el isomorfismo del Teorema 5 del
Capitulo IV y la sucesién (A.4) implican
Teorema 1

HI(G:kn(Fs)) = hn-!-l(F)

HY(G, kn(F,)) = kn(F).

para todo n .
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