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RESUMEN

En esta tesis se estudia el problema inverso del cdlculo de variaciones. Se constru-
yen formulaciones hamiltonianas y lagrangianas (en general, no canénicas) de ecuaciones de
movimiento de primer orden, &% = f° a partir del conocimiento de dlgebras de Lie de cam-
pos vectoriales del espacio de fase que incluyan al campo f*. Se construyen formulaciones
hamiltonianas de diversas ecuaciones de campos y de modelos cosmolégicos Bianchi III.

La importancia de las formulaciones no candnicas de ecuaciones de movimiento
es discutida. Se desarrollan técnicas de integracién de estas ecuaciones. Se obtiene una
generalizacién del teorema de Liouville sobre integracién de sistemas hamiltonianos.

Se estudia la relacién entre sistemas hamiltonianos y mecdnica estadistica. Se
muestra como la mecdnica estadistica puede ser escrita, bajo ciertas condiciones, sin reque-
rir estructuras lagrangianas o hamiltonianas. La condicién requerida para construirla en

ausencia de estructuras candnicas es obtenida. Se presentan algunos ejemplos.

ABSTRACT

In this thesis we study the inverse problem of the calculus of variations. We cons-
truct Hamiltonian and Lagrangian formulations of first order motion equations, £% = f%,
starting with the knowdlege of a Lie algebra between some vectorial fields and f¢. We cons-
truct Hamiltonian formulations for some field equations and for Bianchi III cosmological
models.

The importance of non—canonical formulations of motion equations is discussed.
Methods for integrating them are developed. A generalization of Liouville’s theorem about
integration of Hamiltonian systems is obtained.

The relationship between Hamiltorian systems and Statistical Mechanics is stu-
died. It is showed that Statistical Mechanics may be written, in some instances, without
recourse to either Hamiltonian or Lagrangian structures. The condition required to cons-

truct it in the absence of canonical structures is obtained. Fxamples are presented.




INTRODUCCION

1,2,3

Las formulaciones lagrangianas y hamiltonianas de la Mecanica Clasica
han sido fundamentales en el desarrollo de diversas dreas de la fisica. Tanto la
Mecinica Estadistica como la Mecanica Cudntica se desarrollaron dentro de este
lenguaje. También han sido importantes en la creacion de diversas técnicas de in-
tegracién de ecuaciones diferenciales, como el Teorema de Noether y la teoria de
Hamilton—Jacobi, para mencionar algunas de 165" mis populares. La formulacién
hamiltoniana de la mecdnica permite ademds la utilizacién de poderosas técnicas

. ’ .
matemdticas, como la teorfa de Grupos, para el analisis de los problemas4.

Mis recientemente, gran interds han tomado ciertas formulaciones hamilto-
nianas no canénicas, especialmente en fisica de plasmas y fluidos 5,6.7,8  Fstas
seran de utilidad para encontrar y clasificar simetrias y cantidades conservadas,
ademds de permitirnos definir, en algunos casos, la “integrabilidad” del sistema, es
decir, la posibilidad de integrarlo completamente por cuadraturas. Los sistemas ha-
miltonianos integrables se definen usualmente a través de las hipétesis del teorema de
Liouville3, que Qs_@@ncialmente exigen el conocimiento de la mitad de las cantidades
conservadas del sistema, y que éstas tengan entre s{ corchetes de Poisson nulos. En
el capitulo 1 estudiaremos una generalizacién a este teorema, basada en coordenadas

no canonicas.

El uso de variables no canénicas puede entonces ser, en muchos casos, de
gran utilidad. En ocasiones, por ejemplo, ocurre que en éstas el problema se simpli-
fica. Qtras veces, las variables no canénicas resultan ser las variables “naturales” del
sistema, por lo que la bisqueda de coordenadas canénicas puede no ser la direccién
mas conveniente. Las formulaciones no canénicas han sido vastamente utilizadas,
como mencionamos anteriormente, en teorfas de fluidos, plasmas, y diversas clases de

ecuaciones de campos no lineales.

FEn mecanica cuintica también se han utilizado formulaciones no canonicas.

Teorfas como la “Cuantizacién Geoméirica” 9 han intentado generalizar la mecénica




cuantica a cierto tipo de coordenadas no canénicas. Feynman intentd hacer mecéanica
cuantica partiendo de las ecuaciones de movimientol® 11, M4s recientemente Corichi
y Ryan 12 }an intentado otras generalizaciones. Cuantizacién de “minisuperespacios”
en coordenadas no candnicas ha sido discutida por Hojman y Ryan 13,14

Fn mecénica estadistica, el uso de variables no canénicas ha sido discutid:;en
la referencia [15] . Este trabajo serd discutido en el capitulo 4. Veremos que incluso,
en ciertos casos, podemos hacer mecdnica estadistica a partir de las ecuaciones de
movimiento, sin hacer uso de ninguna clase de estructura adicional.

Las formulaciones hamiltonianas se obtienen usualmente partiendo de un
lagrangiano y aplicando una transformacién de Legendre. En estos casos obtenemos
las llamadas teorias hamiltonianas candnicas. En ocasiones sin embargo, no dispo-
nemos de un lagrangiano que de/origen a las ecuaciones de movimiento, por lo que
debemos construirlo a partir de éstas. ste es un antiguo problema, que ain no
tiene una solucién general, y se conoce como €l “problema inverso del calculo de va-
riaciones”. A veces es posible obtener directamente una formulacién hamiltoniana
(en general no candnica) de las ecuaciones, sin pasar por teoria lagrangiana alguna
5,6,8,13,16, 17 yna técnica general para construir formulaciones hamiltonianas a
partir de Jas ecuaciones de movimiento fue desarrollada por Hojman 18,19 Egte
método sera discutido en el capitulo 5, en el que veremos ejemplos en mecdnica cldsica
y teoria de camp0320 y algunas generalizaciones. En el capitulo 6 discutiremos la
construccién de formulaciones hamiltonianas para un minisuperespacio Bianchi III,
el cual no posee un lagrangiano que podamos utilizar para derivar una formulacién

hamiltoniana canodnica.
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Capitulo 1

Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de

Primer Orden

Nuestro estudio estard centrado en sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de primer orden en que las velocidades pueden despejarse, es decir, aquéllos

de la forma,
dz®
dt

donde los indices a,b=1,...,D.

= fa'(:z:b,t) R (1.1)

Las coordenadas z° definen el llamado espacio de fase. El campo vectorial f* se deno-
mina el flujo. Cuando el flujo f* no depende de ¢ las ecuaciones se dicen autdnomas.

En algunos casos particulares también nos ocuparemos de ecuaciones en que
las velocidades no pueden ser despejadas. Aqui no serd posible definir univocamente
el flujo. _

Es importante recordar que un sistema de D ecnaciones de orden superior,
digamos N, en que las mds altas derivadas, %ﬂ, pueden ser despejadas, puede
llevarse a la forma (1.1). Para esto basta definir el resto de las derivadas como nuevas
variables,

i

—_— a

gk Tk




Aquia =1...D k= 1...N — 1. De este modo obtenemos un sistema de D x N
ecuaciones de primer orden de la forma (1.1).
Nos ocuparemos también, en algunos casos, de ecuaciones diferenciales par-

ciales (teoria de campos).

1.1 Teoria Lagrangiana

El lagrangiano més general que da origen a ecuaciones de primer orden es

de la forma 21 22,

L(z,2) = lu(z,t)2" + lo(x,t) . (1.2)

En efecto, cualquier término de segundo grado o mayor en & nos llevaria a ecuaciones
de segundo orden.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano (1.2) son,

ol, dh\. Ob 0l
(55 B amﬂ) T T 0 T et 0 (13)
o bien, definiendo la forma simpléctica, oqs,

ol, b

Tob = Bab  Bae (14)
Asi, la ecuacién (1.3) toma la forma,
dly 0l
b 4] _ Yl

TebT = Bze T Bt (15)

La forma simpléctica o, satisface las siguientes propiedades:
1) Op = —Opa (Antisimetria)
1) Oabe + Obea + Teap =0 (Identidad de Bianchi)

La primera de éstas es evidente, la segunda se puede verificar en forma directa, o bien
utilizando el lenguaje de formas diferenciales, el cual usaremos a menudo en adelante.

En este, o, es la representacién coordenada (en coordenadas {z°}) de la
2—forma o,

o = ogdz® Adxb . (1.6)




Del mismo modo

[ =dz*

donde [ se denomina el potencial simpléctico, o la 1-forma lagrangiane.

Es claro que,

oc=dl , (1.7)

de donde se obtiene

do=0 . (1.8)

Esta ltima ecuacién es la Identidad de Bianchi antes mencionada.

1.2 Teoria Hamiltoniana

Llamaremos formulacién hamiltoniana® de las ecuaciones (1.1) al par

{J”b(w,t),H(:c,t)}, de modo que,

Ja,,BH

= f*(z,1) = , (1.9)

Aquf H(z,t) es una funcién diferenciable del espacio de fase y el tiempo. J b &5 un
tensor 2 veces contravariante, también funcién del espacio de fase y del tiempo tal

que:
i) Job = —Jbe (Antisimetria)
i) JebgJde 4 ghe yJdo 4 Jeo  J% =0 (Identidad de J acobi)

Jo recibe el nombre de matriz de Poisson. H se denomina el hamiltoniano.

1.2.1 Formulaciones Candnicas

Las formulaciones hamiltonianas mas conocidas son las candnicas. Estas se

caracterizan por su matriz simpléctica 1,

Oan lnxn

Jab =

can

, (1.10)

_'1an Onxn




en que 1,yn ¥ Onxs son la matriz identidad y la matriz nula de n x n respectivamente.
Fn este caso, D = 2n es siempre par. Las primeras n coordenadas z* se

dicen candnicamente conjugadas a las segundas n y usualmente se denotan,
z* = (¢',p;) , donde i,7=1,...,n

Una transformacién arbitraria de coordenadas del espacio de fase no dejara,

en general, invariante la forma de J2¢ v por lo tanto el ser candnica no es una

©

condicién invariante de coordenadas de una formulacién hamiltoniana. Sin embargo,

existe un subconjunto de transformaciones de coordenadas que dejan invariante Job

can”

Bstas reciben el nombre de Transformaciones Candnicas.

1.2.2 Paréntesis de Poisson

Dadas dos funciones A(z) y B(z) del espacio de fase, se define el Paréntesis

de Poisson de ambas cantidades,
{A,B}=J"A.B; . (1.11)
Este paréntesis hereda las propiedades fundamentales de Je, las cuales ahora se
escriben,
i) {A,B}=—-{B,A} , (Antisimetria)
ii) {4,{B,C}}+{B,{C,A}} +{C,{4,B}} =0, (Identidad de Jacobi)
para funciones A, B, C cualesquiera del espacio de fase. Note que,
{z*, 2} = T . (1.12)

Ademas las ecuaciones de movimiento pueden ahora escribirse en términos de los
paréntesis de Poisson,
#* = {z*,H} . (1.13)

Del mismo modo, cualquier cantidad A, funcién de las variables 2 y del tiempo,

tendra una evolucién temporal dada por

A={AH}+A4, . (1.14)




1.3 Sistemas Regulares

Llamaremos sistema lagrangiano regular a aquél cuya forma simpléctica sa-

tisface

det o,y # 0

Del mismo modo, un sistema hamiltoniano regular es aquél en que
det J® £ 0

Un sistema no regular se dice singular.

Consideremos un sistema lagrangiano regular tal que

al,

Tl

En este caso podemos escribir las ecuaciones lagrangianas (1.5) como sigue,
i = (")l . (1.15)

Notemos que la matriz (671)? es antisimétrica dada la antisimetria de o.5. Ademas,

(0~1)* satisface la identidad de Jacobi, en efecto,
(o= 8

Diferenciando respecto de z¢ y multiplicando por (6~1)*(o~") obtenemos

()R (e ™% + (@) (o™ orea =0 (1.16)

Intercambiando ciclicamente los indices (a,b,¢) y sumando las tres ecuaciones as

obtenidas,

(Y + (s + (e FE
H(oY (o0 (fed + Oeaf + 0gpe) = 0 (1.17)

pero el término entre paréntesis es cero como consecuencia de la identidad de Bianchi.

Asi, obtenemos el resultado requerido.




Definamos ahora,

J® = —(c7H)® (1.18)
H = -l . (1.19)

Entonces es claro que las ecuaciones (1.15) definen una formulacién hamil-

toniana para nuestras ecuaciones. Los signos negativos son sélo convencién.

Localmente, es decir, en una vecindad de cualquier punto dado del espacio
de fase, existe una relacién mas fuerte. En este caso podemos afirmar que existe una
identificacién uno a uno entre aquellas teorfas hamiltonianas y lagrangianas regulares
tales que su matriz (forma) simpléctica no depende explicitamente del tiempo.

En efecto, considere una teorfa lagrangiana regular tal que

aaab _

=0 (1.20)

Usando la definicién (1.18), que nos asegura la Identidad de Jacobi para J*, las

ecuaciones lagrangianas se pueden escribir
oz, t) = I (—lop + l5r) - (1.21)

Pero la condicién {1.20) implica que

(=lop+ bt) e — (—loe +lap)p = 0ase =0 (1.22)
y luego, localmente existe H(z) tal que

~loa+ ot =Hga
De este modo (1.21) es una formulacion hamiltoniana de nuestras ecuaciones.
Del mismo modo, dada una teoria hamiltoniana regular cuya maftriz simpléctica

no depende explicitamente del tiempo, definimos o = —J L

Dada la identidad de Jacobi tendremos

do=0 ,




por lo que localmente existird I, tal que
oc=dl
Finalmente definimos I a través de la ecuacion

—le=Hg;— 1oy (1.23)

Ll

cuyas condiciones de integrabilidad (locales) estdn garantizadas gracias a que J°* no
depende explicitamente del tiempo. De este modo hemos construido un lagrangiano

local que da cuenta de nuestras ecuaciones hamiltonianas.

1.4 Sistemas Integrables

Es sabido que dado un sistema hamiltoniano regular de dimensién 2n, éste
siempre se podra integrar por cuadraturas si existen n cantidades conservadas C* en

involucidn, esto es,
{C',C?} =0 paratodoi, j=1...n . (1.24)

Este resultado se conoce como elTeorema de Liouville3, y nos da un método para
encontrar las n cantidades conservadas restantes. La existencia de una formulacion
hamiltoniana candnica, mas n cantidades conservadas en involucién, son usualmente
las exigencias que definen un sistema como integrable.

En esta seccién generalizaremos este resultado para sistemas lagrangianos re-
gulares. Note que el teorema de Liouville usual sélo puede aplicarse cuando se cuenta
con una formulacidén hamiltoniana canénica. Esta nueva aproximacién al problema
nos permite trabajar directamente con las variables no candnicas, lo que en general
nos simplificard mucho el problema, pues el encontrar las coordenadas candnicas uti-
lizando el resultado de Darboux, es en general un problema altamente complejo. Por
otra parte, si la 2-forma simpléctica depende explicitamente del tiempo, el sistema
deja de ser hamiltoniano, y el teorema de Liouville.usual no puede aplicarse. In esta

nueva aproximacién podremos tratar este tipo de problemas.




Consideremos entonces un sistema cuyo lagrangiano regular sea de la forma
(1.2). Supongamos que conocemos n constantes de movimiento independientes C(x,t).
Podemos entonces despejar n de las 2n coordenadas en funcién de C¥, el tiempo y las

coordenadas restantes. De esta forma hacemos el cambio de variables

* — (Chy!) e=1...2n, i,j=1...n . (1.25)
En estas coordenadas el lagrangiano se escribe de la forma

L = A(C,y,1)C* + B{C,y, )i + K(C,y,t) . (1.26)

La condicién (1.24) no puede aplicarse en caso de no haber una formulacién hamil-

toniana asociada. Por esta razén la escribimos en su forma lagrangiana,

g—f; — %% =0 paratodoi, j . (1.27)
Es facil verificar que, efectivamente, la condicién (1.27) y la condicién (1.24) son
equivalentes cuando la 2-forma simpléctica asociada al lagrangiano inicial no depende
explicitamente del tiempo. En ese caso disponemos de una formulacion hamiltoniana
de las ecuaciones cuya matriz de Poisson J* = (¢71)* define el corchete de (1.24)
de modo que (1.24) implica (1.27) y viceversa.

Las ecuaciones lagrangianas (1.5) toman en estas coordenadas la forma,

g K Ay
(5 ) (8)-(B-8) "
.2 . ) "
—-M; O y 3—5-%‘

en que,
_BA; 04
By = oob- 25 (1.29)
9A; 0B,

Como hemos asumido que el sistema es regular, la matriz M;; debe tener determinante

distinto de cero. Por otro lado sabemos que las ecuaciones (1.28) deben implicar

Ci=0




De estas observaciones se deprende de (1.28) que

0K 0B
— ——=0 1.31
dyt Ot (131)
Las ecuaciones (1.31) y (1.27) implican que localmente existe una funcién F(C'y?,t)
tal que
aF
B; = - 1.32
oy (1.32)
aF
K - 1.33
Esta funcién se obtiene integrando,
y,t
FCyt)= [ Bady™ | (1.34)
yo,to
por cualquier camino, con a =0,...,n,y° =ty Bo= K.

Podemos ahora restar a nuestro lagrangiano la derivada total respecto del
tiempo de F. Esto, como bien sabemos, no afectard a las ecuaciones de movimiento

ni a la 2-forma simpléctica, asi,

. oF .. OF .. OF
! _ — - I R
b= bfeh 86”'0 dyt ot
oF ..
= L-—C'-Biy*-K
6‘0“0 By - K
aoF\ .
= |Ai—=|C" . L.
(- 28) a9
Esto nos muestra que las n cantidades
aF
Pi=Ai-55 (1.36)

son conservadas independientes entre s e independientes de las C;. En efecto, consi-

dere el cambio de variables
(Civyi) - (CtlaPi) ) (137)

que estd bien definido ya que su jacobiano,

1 % | 0 171)(7’1— | 0

det e = det , (1.38)
9A; _ _82F | 9A; _ _0°F 94; _ _O°F l M.
aCs1 — BCTacT | 8y actacs 5C1 — BCTaCs ij
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es no nulo, pues det M;; # 0. Escribiendo el lagrangiano (1.35) en estas variables,
L'=PC -~ (1.39)

resulta evidente que

P.=0 paratodoi . (1.40)

De este modo, hemos sido capaces de integrar completamente el sistema, pues co-
nocemos 2n cantidades conservadas [uncionalmente independientes. Més adelante
veremos algunos ejemplos en los que utilizaremos este método de integracion. Final-
mente hacemos notar que este método proporciona una extencién natural de una de

las més conocidas definiciones de sistemas integrables.

1.5 Ejemplos

1.5.1 Teorias hamiltonianas candnicas

Las ecuaciones hamiltonianas son de primer orden, y para el caso canénico

usual regular, provienen de un principio variacional dado por el lagrangiano

L{q,p,¢,p) = pid — H(q,p) , i=1,...,n . (1.41)

En nuestra notacion,

la = ( 1:; ) ) lD = '—H(Q':p) . (1‘42)

De (1.4) se tiene que

O | Lne

Tap = (1.43)

—]-nxrz. Unxn

El J¢ asociado a g5 (de la forma descrita en la seccion 1.3) es justamente la matriz
simpléctica canénica (1.10). Las ecuaciones hamiltonianas asociadas corresponden a

las ecuaciones de Hamilton usuales.
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1.5.2 Lagrangianos de Segundo Orden

Consideremos un lagrangiano de segundo orden que no dependa explicita-

mente del tiempo, es decir, uno de la forma
L=L(¢,¢) 4,ij=1,...,n ,

en que la dependencia en ¢ no sea lineal, y por lo tanto las ecuaciones de Euler—

Lagrange, .
oL .. 9*L ., 0L
—q ——¢' —— =0 , 1.44
90g L T agagt ~ ag (1.44)
sean de segundo orden.
A partir de éste, construyamos la funcion
L'(¢q,u) = L(¢g,¢=u) , (1.45)

la que depende del doble de variables que L pero no depende de ninguna velocidad.

Definamos ahora un segundo lagrangiano,

£la,dyy) = gy + (7 — o) 02 (1.46

Note que este nuevo lagrangiano también depende del doble de variables que L.

Ademas, las velocidades ¢ aparecen linealmente, y por lo tanto las ecuaciones de

movimiento resultantes seran de primer orden. En efecto, estas ecuaciones son:

b7 L R oL .. oI’ L .. ;
Suow T duidgi ¢ - d¢  Oqgidui (@ —w) =0, (1.47)
L . ;
Buiaui( -y = 0 . (1.48)

Si el lagrangiano L(q, ¢) es regular en el sentido que

8L
@%%%J¢o, (1.49)

entonces es claro que las ecuaciones (1.47) y (1.48) son equivalentes a la ecuacion

(1.44). En efecto, cualquier solucién g(t) de (1.44) serd, junto a uf = ¢ solucién de

las ecuaciones (1.47) y (1.48), y viceversa, cualquier solucién ¢'(%) de las ecuaciones
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(1.47) y (1.48) es también solucién de (1.44).

De esta forma hemos visto que si se satisface (1.49), podemos construir un lagrangiano
de primer orden que da origen a ecuaciones equivalentes a las de segundo orden
originales. Esta equivalencia sera valida incluso cuando (1.49) no es satisfecha. Para
una demostracién vea el apéndice A. La condicidn (1.49), sin embargo, asegura ademds
que el sistema lagrangiano de primer orden (1.46) es regular en el sentido descrito en
la seccién 1.3. En efecto, consideremos las coordenadas z* = (¢f,v’). En éstas, la

forma simpléctica asociada al lagrangiano (1.46) es

a2r’ a2r’ 82L!
Suwidgd  Bwdg | Guidul
oup = | 20E_Duidg L B : (1.50)
L 0
utduld

la cual tendrd determinante no nulo si y sélo se satisface (1.49). Esto nos muestra
la relacién que existe entre la definicion usual de sistemas regulares lagrangianos y la
descrita en la seccion 1.3.

Como ya discutimos en la seccidén 1.3, si un sistema lagrangiano resulta
regular, tendra una formulacidn hamiltoniana {J2*, H} asociada. Es ficil convencerse

de que en este caso

J®(u,q) = —(e7H)* (1.51)
.OL'
H{g,u) = UJ%-—L’ . (1.52)
1.5.3 'Trompo de Euler
Las ecuaciones de Euler para un trompo son:

. 1 1

iy = ILyLs (I—S—E) , (1.53)

L, = LL(l—i) (1.54)
2 = 341 Il Ia ’ .

iy = LL(i—i) (1.55)
3 - 142 I2 Il ’ -

en donde L; e I; son los momenta angulares y los momentos de inercia respecto de

los ejes normales respectivamente.
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Este sistema posee una formulacién hamiltoniana no candnica 23 Jada por

L L3 1L

H(Ly, Ly, L3) = oI + o, + 3, (1.56)
v la matriz -
0 —L3 L,

Ji=| Lz 0 ~Lj{ . (1.57)
—L, Iy 0

Es facil convencerse de que este par {H,J¥} es una formulacién hamilto-
niana de las ecuaciones de Fuler. La identidad de Jacobi se puede demostrar direc-

tamente, y da origen al paréntesis de Poisson
[Li, L] = —eile (1.58)

Note que esta formulacién es altamente no canénica. Por una parte, el
espacio de fase es de dimensién tres (j dimensién impar !), luego la matriz de Poisson
tiene determinante cero y el sistema es singular. Ademas Jo depende explicitamente
de las coordenadas del espacio de fase. A pesar de esto, el hamiltoniano H es la

energia usual del sistema.




Capitulo 2

La Derivada de Lie y Sus

Aplicaciones

2.1 Definicién de Derivada de Lie

Considere una variedad M con coordenadas (z!,...,z”) y un campo vec-
torial f*(x) sobre ésta.
Este campo define un sistema de ecuaciones diferenciales auténomas sobre
M,
sa __ ra
= f*z) . (2.1)

Ahora podemos tomar un objeto geoméirico cualquiera en M, digamos
O(z), que no dependa explicitamente del tiempo, y estudiar su evolucién a través
del flujo f°. Su derivada de Lie se definird como su derivada total respecto del
tiempo ¢ que define la ecuacién (2.1). Como toda derivacion, se requerira que safbis-

faga linealidad y la regla de Leibnitz. Para méas detalles ver referencia [24].

Escalares El caso mas simple es el de un escalar C(z). Su evolucién queda deter-

minada por su derivada temporal,

dC e e
S = Cad® = Caf* (2.2)

14
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Definimos entonces la Derivada de Lie de un escalar C' a lo largo de f* como

L;C=Caf* . (2.3)

l—formas Tomermos ahora la 1—forma dz® y dejémosla evolucionar a través del flujo

f. Su derivada temporal se puede calcular facilmente a partir de la figura 2.1,

fltdx)dt

Figura 2.1. Evolucién temporal de la 1-forma dz“.

d,, o _ det(t4dt)—de(i)
a4 = dt :
= f(z)dt + dz® + f°(z + dz)dt — dz*
B dt
. = fa,bd.'ﬂb . (2.4)

De este modo, definimos la derivada de Lie de la 1-forma dz® como sigue,

Lyda® = f*yda’ . (2.5)

Una 1-forma general se escribe
w = w.dz"®

Para calcular su derivada de Lie usamos la regla de Leibnitz, notando que w, es un

escalar,

Liw = (Lpw,)da® + w.Lydz®
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= (wa'bfb—{-wg,f“’b)da:“ . (2.6)

Tensores covariantes Del mismo modo, es facil notar que cualquier tensor de la

forma

T=Ty de*Q@ds’ @ - @dz®

tiene derivada de Lie
»C_fT = (Tab...c,dfd + Tdb...cfd‘a, + Tad...cfd,b +---t Tab...dfd,c)dxa @ dz®. (27)

Es usual denotar un tensor a través de sus componentes. Nosotros ufiliza-

remos a menudo esta notacién, en donde,

LiTo.c = Tapoaf® + Tapcf o + Todcflp + -+ Tapaf e (2.8)

Vectores Consideremos un vector v,

d
dxze

Si lo contraemos con una 1-forma w tendremos un escalar, y luego, usando la regla

de Leibnitz,

v = p°

Li(vw,) = (Lyv*)w, + v Liw, = (vaw“),bfb , (2.9)

para cualquier 1-forma w.

De aqui se obtiene que
Lov* =03 ff—vPf*, . (2.10)

Tensores Generales Es fcil verificar ahora que un tensor general T tiene de-
rivadad de Lie

LTt = Ted fod Todfe o+ ToifP oot
— TEdfe = TE (2.11)
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2.2 Propiedades de la Derivada de Lie

Tomemos dos vectores u y v,

9 L0
=%

dxe Oz

u=u"

El conmutador de estos vectores es un tercer vector,

a__a__ b_a_ P S-S ad
[u Fa?? amb} = (v5u” — uGv )3w°

Vemos entonces que

Lov=[u,v] . | (2.12)

Este conmutador entre dos vectores se llama también paréntesis de Lie, y en muchas

ocasiones lo usaremos en su version coordenada,
a M\ _ ¢ . d G
([u 0 ]) = v5u® —ufp” . (2.13)

El paréntesis de Lie es obviamente antisimétrico y satisface la identidad de

Jacobi debido a que es un conmutador. Algunas propiedades faciles de verificar son:

[Eu,ﬁ,,] = E[u,v] s (2.14)
d

Otra propiedad importante de la derivada de Lie se escribe mas claramente

en el lenguaje de formas diferenciales. Dada una forma diferencial w,
Liw={dij+isd)w |, (2.16)

donde d es la derivada exterior, e 7 es el operador que contrae al primer indice de w
con f°. Para una demostracién vea referencia [24], pigina 207. Note que de (2.16) se

desprende inmediatamente que

[d,Ls]=0 , para todo f* . (2.17)
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2.3 Cantidades conservadas

Dadas las ecuaciones diferenciales (1.1), existen cantidades que se mantienen

invariantes a medida que el sistema evoluciona, esto es,
C=Ci+Caf*=0 . (2.18)

Estas reciben el nombre de cantidades conservadas. Note que esto se puede

reescribir

d
(5—5 + £f) c=0 , (2.19)

usando (2.3). Aquf hemos asumido que la cantidad conservada es un escalar, pero en
efecto, también es posible tener un vector cuyas componentes sean cantidades con-
servadas. En esos casos simplemente definimos escalares cuyos valores en el sistema
coordenado en uso sean iguales a las componentes del vector.

El ejemplo mas sencillo de una cantidad conservada es un hamiltoniano que

no dependa explicitamente del tiempo, pues en ese caso
H={HH} =0

Note que dada una cantidad conservada C(z,t), entonces

_ac

! —_—
c“at

también lo serd si f* no depende explicitamente del tiempo. En efecto, usando (2.18),

., d [aC
,——- —_— — e @
== ( Bt) Cof®; - (2.20)

2.4 Simetrias

2.4.1 Definicién General

Una simetria es, en general, una transformacion
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tal que si 2*(£) es una solucién de (1.1), entonces z°(t) también lo es.
Nosotros sélo nos interesaremos en simetrias infinitesimales, esto es, aquéllas

definidas por un campo vectorial 7%(z, ), de modo que,
z° = 2% + en*(z,t) (2.21)

donde ¢ es un pardmetro “pequefio”. Diremos que 7° es una simetria si cuando z%(t)

es solucién de las ecuaciones, entonces Z* lo es a primer orden en ¢, es decir,
i% 4 en® = f*(z® + en®) hasta primer ordenen ¢ . (2.22)
Desarrollando en serie de Taylor el lado derecho, y eliminando términos de O(e?),

05+ 05—ty =0 . (2.23)

Note que nuevamente esta expresion se escribe en términos de una derivada de Lie

como sigue:

8 .
('a_t+£f) =0 . (2.24)

Un resultado importante es que si 7 y ¢ son simetrias, entonces [7,£] también lo es.

Esto es facil de verificar usando (2.14) y (2.15),

b d
(E + ﬁf) [7,€] = Er)_tﬁnf — Laf

3
= a‘ﬁnf - En[ff + £5£nf

7, d 0
- E‘C’?E - ﬁng{& + ['55?7
3] J
= [B—t’ﬂn] £+ £E§TJ‘ = ‘Cﬂ,t§ + L =10

2.4.2 Simetrias de Noether

Un tipo particular de simetrfas son las llamadas simetrias de Nocther?® o

noetherianas. Bstas se definen como aquellas transformaciones del tipo (2.21) tales
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que la variacién que producen en el lagrangiano corresponde a una derivada temporal

total, esto es,

oL oL .
2y Spe o 2.2
Er + dze e (225)

para cierto Q(z,t) funcién del tiempo y las coordenadas del espacio de fase.

8L =

Para lagrangianos de primer orden de la forma general (1.2), esta ecuacion

toma la forma
(Lad® + loa)n® + L(n%d® +95) = Qe+ 0y, (2.26)
que es equivalente al par

Q. = Lan*+lnt =Ly (2.27)
Q = loan® +1% - (2.28)
Veamos en primer término que, efectivamente, toda simetria noetheriana es
una simetria de acuerdo a nuestra definicién general (2.24). De (2.27) y (2.28) se
tiene que,
(loen® +In)e = (laet® + o)t (2.29)
o bien,

(zﬂacnc - lcytnc)ra = (la’cnc - lcvanc)st = (aacnc)rt ° (2'30)

Esta ecuacién se puede reescribir,

(ffacﬂc),t = (lo,c - IC,t)nfa + (lﬂpa - lﬂ.f),cnc + (IﬂrCt - lcnﬂ‘)nc
= L:ﬂ(lo,u - la,t) + Uac,tT]c

Por lo tanto tenemos que,
En(lﬁ‘a - Iﬂ:t) = chn,ct . (2-31)

Como por hipétesis el sistema es regular, podemos multiplicar ambos lados de esta
ecuacién por (o~1)*. Notando ademds que L,0 = 0 dada la ecuacién (227) y Ia

propiedad (2.17) de la derivada de Lie, obtenemos

L, [(07)loe — L) =% (2.32)
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Finalmente, en virtud de (1.5) y el hecho que L,f = —L¢7q , esta ecuacion resulta
ser precisamente la definicién de simetria (2.24).

El hecho de que para simetrias noetherianas
Lyo=0 , (2.33)

trae consecuencias importantes.. Note que esta ecuacién puede reescribirse utilizando
(2.16),
(do)yn +d(on) =0 . (2.34)

La identidad de Bianchi implica que el primer término de esta expresion se cancela.

Lo que queda implica que existe cierto campo escalar K tal que
dK =on . (2.35)

Como es sabido, Jas simetrias noetherianas estdn asociadas a cantidades

conservadas. En este caso, dicha cantidad sera,

oL |,
g &

= L"—Q . (2.36)

C

Si el sistema lagrangiano en cuestién tiene ademds una teorfa hamiltoniana
asociada (i.e. si o4, = 0), entonces su matriz simpléctica J* = —(o71)? definird un

paréntesis de Poisson tal que,

[2°,C] = J®Cp=J®(lepn” + Lo, + L)
- Jab(lc,b'qc + lcni, - lb,cnc - lcnfb)
J%aun® = n* . (2.37)

Se dice entonces que C es el generador de la simetria 7* .

2.5 1-Formas Lagrangianas

El problema de encontrar un lagrangieno de la forma (1.2) para un sistema

de ecuaciones dado (1.1) fue resuelto por Hojman y Urrutia22.
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Tomemos un lagrangiano de la forma
L= l(z,t)(&* — ) . (2.38)

Considerar este tipo de lagrangianos es absolutamente general, pues, sumando una
derivada total, cualquier lagrangiano podra llevarse a la forma (2.38).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son
(la.,b - lb,a)-‘i:b + lb,afb + Ibf,’; + Ia,t =0
Esto se puede escribir también

(la,b - lb,a)(i‘b - fﬂ) + Ia.,t + la,bfb 4 lbfﬁ; )
o bien
oap(E® — ) + (gi + 1:;) L=0 . (2.39)

De este modo vemos que el problema se reduce a encontrar una solucién de

la ecuacién

g
(&- + ﬁf) L=0 , (2.40)

con la condicién de que o4y = (lap — l,e) sea invertible.

2.6 Formas Simplécticas y Matrices de Poisson

Considere un sistema lagrangiano regular que da origen a la 2—forma sim-
pléctica o y a las ecuaciones (1.1). Calculemos la derivada de Lie de 043 a lo largo

de f° (que esté bien definida gracias a que el sistema es regular):

£fo-ab = Uab,cfc + Uacf.([:, + +o'cbf;,
= Jab,cfc - ch,bfc — acb,afc + (Jac:fc),b + (Ucbfc),a
(o-ab,c + Teab + ch,a)fc + (Uacfc),b - (O-bcfc),a
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Pero el primer paréntesis es cero gracias a la identidad de Bianchi. Usando
las ecuaciones lagrangianas (1.5), los dos dltimos términos resultan ser justamente

—0gbt- De esta forma hemos demostrado que

d
(a‘ + ﬁf) o =0 . (2:41)

La matriz de Poisson J® satisface una ecnacién un poco distinta. En efecto, dadas

ecuaciones hamiltonianas, se tendra que
LJ®=0 . (2.42)

Esto es consecuencia directa de la identidad de Jacobi, y a diferencia del caso lagran-

giano aquf no requerimos que el sistema sea regular.

2.7 Simetrias Fuertes

Consideremos una matriz A§ que satisfaga la ecuacién

4 o
(-a—t + ﬁf) Ap =0 . (2.43)

Tal matriz recibird el nombre de simetria fuerte%. Esta denominacion tiene como

origen el hecho que si #® es una simetria entonces la cantidad
n* = Agn® (2.44)

también lo es. Esto es evidente de (2.40), (2.43) y la regla de Leibnitz.

Note que si definimos la matriz F°
B = f:g , - (2.45)
entonces la ecuacién (2.43) se puede reescribir

A+[AF]=0 (2.46)
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ecuacién muy sugerente por su semejanza con la ecuacién de evolucién de los opera-
dores de Heisenberg con hamiltoniano F' y con la ecuacién que define los llamados
pares de Laz.

Veamos un ejemplo. Consideremos un sistema de ecuaciones de la forma
(1.1), y supongamos que ésta posee una formulacidn lagrangiana (obviamente regular
en este caso) con cierta forma simpléctica oy, asociada. Supongamos ademas que las
ecuaciones poseen una formulacién hamiltoniana con una mairiz de Poisson asociada,

Jgb, independiente del tiempo. Entonces, la matriz definida por
b= Jiog (2.47)

es claramente una simetria fuerte. Note que si las formulaciones lagrangiana y ha-
miltoniana en cuestién estan asociadas como se describe en la seccién 1.3, entonces A
es la identidad. Para que esto sea itil, debemos, por lo tanto, conseguir dos teorias
“independientes”. De allf los subindices 1 y 2 utilizados.

Finalmente note que si I, es una 1-forma lagrangiana compatible con la

dindmica generada por f,

I = LAY, (2.48)

serd una nueva 1-forma lagrangiana compatible con la dindmica. Asi, podemos ge-

nerar una familia de formulaciones lagrangianas para las ecuaciones & = f.




Capitulo 3

Objetos Compatibles con la

Dinamica

De acuerdo a la definicién de derivada de Lie dada en la seccién 2.1, ésta
representa la derivada respecto del tiempo que define la ecuacién diferencial (2.1). En
aquella seccién no consideramos objetos con dependencia explicita del tiempo. Sin
embargo la extensién a este tipo de cantidades es trivial. No es dificil convencerse de
que dado un objeto geométrico O(z, t), la condicién necesaria y suficiente para que
se preserve en el tiempo es

(% +Lf) (e, t) =0 . (8.1)

Si esto se satisface diremos que este objeto es compatible con la dindmica
generada por el flujo f°.

Ejemplos de este tipo de objetos ya tenemos muchos, a saber, las cantida-
des conservadas de la ecuacién cuyo flujo es f%, sus simetrias y sus simetrias fuertes.
Cuando tenemos una teoria lagrangiana regular, la forma simpléctica debe ser com-
patible con la dindmica. Si el lagrangiano es construido de modo que sea proporcional
a las ecuaciones de movimiento entonces su 1-forma lagrangiana también debe ser
compatible con la dindmica. También debe ser compatible con la. dindmica cualquier
matriz de Poisson, J®, que no depende explicitamente del tiempo y que esté asociada

a una formulacién hamiltoniana de las ecuaciones.

25
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Utilizando ahora las propiedades bisicas de los operadores de derivacion,
podemos constuir nueves objetos compatibles con la dindmica a partir de algunos
conocidos. Asf por ejemplo, si I, es una l-forma lagrangiana compafible con la

dindmica y n* una simetria, entonces
C ="

ser4 una cantidad conservada. Note que esto es muy similar al teorema de Noether,
salvo que aquf la simetria es totalmente general (de las ecuaciones) y no necesita ser
noetheriana (del lagrangiano).

Si A¢ es una simetria fuerte,
C=TrA=A4A]
también sera una cantidad conservada. Del mismo modo,
¢ =Tr (A)"

es otra cantidad conservada para cualquier entero m28, Fsto debido a que A™ es
también una simetria fuerte. )
Asf también, si C es una cantidad conservada, y J% una matriz de Poisson

independiente del tiempo, podemos construir una simetria,
n° = Jaboaa = {ma: C}

Al igual que en la seccién 2.4.2, decimos que C es el generador de la simetria 7.

3.1 Teorema de Liouville
Consideremos una forma diferencial
W = Wapnedz® A dzb--- Adz®

definida sobre todo el espacio de fase. Supongamos que w sea compatible con la

dindmica generada por cierto flujo f¢, esto es,

((—%-1—[:;):.0:0'. (3.2)
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Entonces es claro que la integral

jR w (3.3)

serd una cantidad conservada de las ecuaciones diferenciales (2.1) cuando R es una
regién del espacio de fase que evoluciona a través del flujo.

La ecuacién (3.3) es la expresién mds general de lo que se conoce como
el teorema de Liouville. Estas expresiones integrales que se conservan durante la
evolucion del sistema suelen denominarse invariantes integrales.

Veamos un ejemplo. Consideremos un sistema lagrangiano regular que ge-
nera un flujo f¢. Su 2-forma simpléctica serd compatible con la. dindmica, y por lo
tanto,

I= jRaabdm“ A d® (3.4)

serd una integral invariante del sistema. De (1.7) esta integral puede reescribirse,

1= fm ldz® (3.5)

en que JA es el borde de la regién bidimensional A. En particular, para el caso

canénico {ver seccién 1.5.1), se tendrd

I=§ pdg . (3.6)

1

Note que esta 1iltima es exactamente la forma de las variables de accién®.
Si I, es una 1-forma lagrangiana compatible con la dindmica, entonces la
integral (3.5) no necesita ser cerrada, y serd un invariante integral para cualquier
camino.
Otras formas compatibles con la dindmica se obtienen al multiplicar exte-
riormente o4 por si misma. Para sistemas de dimension par D = 2N, es interesante
el caso

w=ogAoA---Aa . (3.7)

N veces

Aquf w se puede escribir

— 010203042 D-1CD .
Ww=E€ Tayas

e Oap_japdtt Ao AdzP = AdV (3.8)
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en que A es proporcional al pfaffiano de oqp y dV el elemento de volumen del espacio

de fase. En este caso ademds, dada la antisimetria de o4,
A =+deto . (3.9)

Note que en el caso candnico deto =1, de donde obtenemos la forma mas conocida

del teorema de Liouville, que afirma que

[av (3.10)

es un invariante integral del espacio de fase de sistemas canénicos. En adelante nos

referiremos a este witimo resultado como el teorema de Liouville.

3.2 Densidades Tensoriales

La derivada de Lie de una densidad tensorial We-$ de peso p, a lo largo de
cierto campo vectorial f, viene dada por
LoWed = Wb o+ Wedfato + Weifo o+
- WEL— - Wy +PWEESL (3.11)
Fl producto de una densidad tensorial de peso p con otra de peso p’ es una densidad
tensorial de peso p+ p'. Una densidad tensorial de peso 0 es un tensor ordinario.

El “tensor” de Levi-Civita e®197%2 es una densidad tensorial de peso 1
sobre una variedad de dimensién D. La versién covariante del mismo, €a,05.ap, €8
una densidad tensorial de peso —1. Es fcil verificar que la derivada de Lie del tensor
de Levi-Civita a lo largo de cualquier campo vectorial es igual a cero, por lo que
siempre serd un objeto compatible con la dindmica.

De este modo si A es una densidad escalar de peso 1 compatible con la

dindmica, definida sobre un espacio de fase de dimensién D, la D-forma
w = A€gapapdz® A--- Adz®P (3.12)
serd también compatible con la dindmica, y por lo tanto,

jw - fAdV (3.13)
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es un invariante integral.

Note que (3.12) tiene la misma forma que (3.8)(salvo factor numeérico).
Ademé4s, del hecho que la forma simpléctica o4 es compatible con la dindmica se
desprende que \/det o es una densidad escalar de peso 1 compatible con la dindmica,
por lo tanto la expresién (3.12) no es otra cosa que una generalizacién de (3.8) en que
A es una densidad escalar de peso 1 compatible con la dindmica cualquiera.

Utilizando el tensor de Levi-Civita podemos construir otros invariantes in-

tegrales. Por ejemplo,
jRAeala,...an“‘dm“" A---Adz®® (3.14)

en que de nuevo A es una densidad escalar de peso 1 compatible con la dinamica y

la integral est4 evaluada sobre una regién R de dimension I} — 1.




Capitulo 4

Mecanica Estadistica en ausencia

de Estructuras Canodnicas

Como es bien sabido, la mecénica estadistica requiere, en su formulacién,
de una estructura canénica. Es decir, las ecuaciones de la teoria microscopica en
cuestién deben provenir de un sistema hamiltoniano cuya matriz de Poisson tenga la
forma canénica (1.10). Esta necesidad se pone de manifiesto en los cimientos de la

teoria, pues:

e La ecuacién de Liouville para la densidad de estados p en el espacio de fase

requiere que la teorfa sea canénica.
e Fs necesario contar con un hamiltoniano para el cdlculo de la funcién particién.

El poseer una formulacién hamiltoniana no canémica de nuestro sistema arruina el
primer punto. El no poseer, del todo, una formulacién hamiltoniana de nuestro
sistema deja ambos puntos sin validez.

En este capitulo estudiaremos la posibilidad de superar estos obstaculos y
hacer mecénica estadistica para algunos casos tanto de sistemas con formulaciones
hamiltonianas no canénicas, como de sistemas a los que no les conocemos formulacién

hamiltoniana alguna.
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4.1 FEcuacién de Liouville

El punto de partida de la mayorfa de los textos de mecanica estadistica es la
densidad de estados2’ p. Esta es una funcién del espacio de fase (de todos los grados

de libertad del sistema), y
p(z,t)dzdz? -+ - dzP = p(z,t)dV (4.1)

es el ntimero de microsistemas del ensamble representados por los puntos del elemento
de volumen dV en torno a z en el instante .

Ya que las ecuaciones en el espacio de fase son de primer orden, las trayec-
torias de los distintos puntos no pueden cruzarse. Ademas, si exigimos que no hayan

“fuentes” ni “sumideros” de puntos representativos, la funcién p debe ser tal que

jR pdV (4.2)

sea un invariante integral de nuestro sistema. Esto, como vimos en la seccién 3.2,
es equivalente a exigir que p sea una densidad escalar de peso 1 compatible con la
dinamica, 1.e.,

@ +Lr)p=0 (43)
en que f es, como siempre, el campo vectorial sobre el espacio de fase que define las
ecuaciones de movimiento.

Explicitamente, la ecuacién (4.3) se puede escribir como sigue,

d
50+ paf +afa=0 (4.4)

Llamaremos a esta tltima, ecuacidn de continuidad.
Gi el sistema en cuestidon es hamiltoniano, y estid escrito en coordenadas

canonicas,
fo=J¢H, (4.5)

entonces la matriz de Poisson J$® es constante, y

=0 . (4.6)
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Note que en este caso la ecuacién (4.4) toma la forma

dp . _
Et— + P,a.f = 0 . (4:7)

sto significa que p es una cantidad conservada. En este contexto la ecuacién (4.7)
es conocida como la Fcuacion de Liouville.

Por supuesto, en un sistema canénico la ecuacidn de Liouville implica el
teorema de Liouville, pues podemos elegir como densidad de estados una cantidad
conservada tal como p = 1, que insertada en (4.2) nos da el resultado requerido.

La condicién (4.6) puede ser satisfecha en casos no canénicos, y el teorema
de Liouville serd también satisfecho.

Note que f% = 0 no es una condicién invariante de coordenadas, y por lo
tanto una transformacién de coordenadas la alterard en general. La descripcion del
sistemna en estas nuevas coordenadas debe ser, sin embargo, ain vélida. Es conve-
niente por lo tanto introducir una medida A que satisfaga la ecuacién (4.4). De este
modo podemos interpretar la cantidad dV = A(z)dPz como el elemento de volumen
del espacio de fase. iste serd claramente conservado.

Veamos un ejemplo. Tomemos las ecuaciones de movimiento de la particula

libre de masa m en una dimensién en coordenadas candnicas:

T = %F 3 (48)
p =0 . (4.9)

Si definimos las variables A y B como sigue,
A = z8+p* (4.10)
B =p , (4.11)

las ecuaciones (4.8) y (4.9) toman la forma:

A = %BVA—BZ, (4.12)
B =10 (4.13)

Para estas nuevas ecuaciones, f% = -B(A — B?)~Y/? £ 0. Sin embargo

podemos definir la medida
1

NS
2\/A - B

(4.14)
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que claramente satisface la ecuacion (4.4).

Vemos que en general, no podemos pedir a la densidad de estados, p, sa-
tisfacer simultdneamente la ecuacién de Liouville (4.7) y la ecuacién de continuidad.
Requeriremos entonces que la densidad de estados satisfaga (4.7) solamente.

El ntimero de estados en un volumen V vendrd dado por,
N=prda,-1...d:eD . (4.15)

Este es también un invariante integral, pues el producto Ap es una densidad escalar
de peso 1 compatible con la dindmica, y satisface (4.4).
En este momento estamos en condiciones de hacer mecénica estadistica. El

promedio termodindmico de una funcién F(x) del espacio de fase,
(F) = % / pF Adst...dzP . (4.16)

Esto sera cierto para cualquier conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden,
sin importar si éstas poseen una formulacién hamiltoniana. Sélo requerimos que A
satisfaga la ecuacién de continuidad (4.4) y p sea una cantidad conservada (satisfaga
(4.7).

En las secciones siguientes presentaremos el ejemplo de un sistema hamil-
toniano no canénico y algunos ejemplos en que se discute la mecinica estadistica de

sistemas en que solo se conocen las ecuaciones de movimiento.

4.2 Trompo de Euler

Como ya vimos en la seccién 1.5.3, existe una representacién hamiltoniana
para las ecuaciones de Euler del trompo.

A pesar de ser ésta una teoria hamiltoniana extremadamente no estandar
(J** depende explicitamente de las variables del espacio de fase, el cual es tridimen-

sional y por lo tanto det J*® = 0 por ser ésta una matriz antisimétrica) tenemos

Este hecho nos permite tratar este caso de la manera usual en mecanica

estadistica.
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Consideremos ahora un cristal unidimensional formado por N trompos esfé-
ricos que interactian a primeros vecinos y con un campo magnético externo constante
B. Supongamos un hamiltoniano de la forma
N N
Soo7 (et Li, + 1)+ X pB Lt

=1 izl

N-1
+ z (amLi a:Ls'-i-l z+ a'yLi yLi-!-I y + CYng‘ zLi-E-l z) ’ (417)

=1

H

donde I es el momento de inercia y (e, ay, @,) son constantes de acoplamiento.

Note que esto puede tambien escribirse
H = AplL°L} 4+ pB,L* . (4.18)

Aqul’ L* = (Lia:s Liya Liz) Yy -Ba = (B:c e B:z:, By s By, Bz Tt Bz)

La matriz A,y es de la forma

Agy = Ay : (4.19)

en que A, es una matriz de N x N dada por,

( /I e, }
ar I a
Az =% o 1/I . , (4.20)
223
\ Q 1/1/

y definiciones andlogas para A, y A..

Note que las ecuaciones de movimiento que se obtienen del hamiltoniano
(4.17) también satisfacen f% = 0, por lo que podemos elegir A = 1 al igual que en
las teorfas candnicas usuales.

La funcién particién en el ensamble canénico es entonces

7= j BN e (4.21)
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donde B8 = 1/kT y - son constantes.

Esta integral puede calcularse ficilmente:

an
7 = yexp Eﬁpz(A—l)ﬂbBaBb] (%) ’ \/d_im . (4.22)
Y luego la energfa del sistema estard dada por
v=_2z_3nkr-LeayeB.B, . (4.23)
8" " 2 4
La magnetizacion en el eje = es
Mo=—gt = X:B: (.24
en que
Xz = ';-#2 %: Aij (4.25)

es la susceptibilidad magnética. Las mismas expresiones son validas para M, y M..

4.3 Termodindmica de Sistemas No Hamiltonia-

nos Cuya Energia Cinética se Conserva

Consideremos un sistema de N particulas no interactuantes de masa m tal

que la energia cinética de éstas,

N :
1 -_.
e=-m)Y (Z)* , (4.26)
2 =1
se conserve,
En este caso no asumiremos ninguna estructura canénica dada. Sélo supon-
dremos conocida una fuerza externa F que actiia sobre cada particula.

Si trabajamos en el ensamble microcandnico debemos considerar la densidad

de estados

,e { Const. si E<e(z)<E+6 (427

] olro caso
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Aqui § < E, y la funcién particion est dada por
S(E,V) = f Adat ™t LN (4.28)
e<

donde % = &', y el par (z¢,u) define el espacio de fase.
Por simplicidad asumamos que A es funcién de las coordenadas solamente.

En este caso, N
3N/2
5(E,V) = Can (27;?) [adra (4.29)

donde Can B3V es el volumen de una 3N —esfera de radio R.
Ya que las particulas no interactian, la tnica fuerza a la que pueden estar

sujetas es de la forma

7 = F(Z,T) (4.30)
o bien, en primer orden,

#H o= 4, (4.31)

i = F(&,4) . (4.32)

Fs facil verificar que si A(Z;) satisface (4.4) para estas ecuaciones, entonces
Alzt...2*N) = Al#F)- .. A(ZN) (4.33)

satisface lo mismo para el sistema completo de ecuaciones. De este modo la integral

en (1.4) es un producto de integrales de la forma
Viww = f Al) Pz, (4.34)

en que el dominio de integracién es el espacio fisico real. En adelante nos referiremos a
esta integral como el volumen invariante. Ahora podemos escribir (4.29) en términos

del volumen invariante,

3N/2
S(E,V) = 0w () Vil - (4.35)

m
La entropfa del sistema viene dada por

S(E,V) = kln(5(B,V)) , (4.36)




37

en que k es la constante de Boltzmann.

Despejando E en términos de Sy V,

—2/3 25
B(8,V) =7 (CliVaws) " et (m) . (4.37)

La temperatura T es la derivada de E(S, V) respecto de S. En este caso

obtenemos el mismo resultado que para los gases ideales,

3

E= EN ET . (4.38)
La presiéon P esta dada por
0E 1 dVinv
P=—nH= NET . 4.39
BV " Vo 4V (4.39)

Es importante notar que la ecuacién (4.4) tiene, en general, infinitas solu-
ciones. En otras palabras, A est4 lejos de ser una cantidad univocamente definida.
Una manera de manejar este problema es introducir un parametro, digamos o, tal
que cuando o — ayp €l problema se reduce a uno hamiltoniano escrito en coordenadas

canénicas. Deberemos requerir por lo tanto que en este limite A — 1.

4.4 Ejemplos

Consideremos en primer término un sistema de N particulas no interactuan-

tes de masa m que se mueven en un campo externo dado por

ﬁ:-’g-("xii)xé . (4.40)

En primer orden, las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como sigue:

-
Uy

5]
2
I

1., - -
Uy = E(uaxk)xua ,

donde a=1,...,N.
En este sistema la energfa cinética (4.26) es claramente conservada, pues la

aceleracién de cada particula es perpendicular a su velocidad.
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Gi N = 1 es facil darse cuenta de que el sistema no puede, en el sistema

coordenado (T4, Us), tener una formulacion hamiltoniana candnica. En efecto,
fa=—i-k#0 . (4.41)
Sin embargo, la cantidad
A(F) = €% (4.42)
es solucién de (4.4), por lo tanto si el sistema es confinado a una caja de lado L el

volumen invariante sera

8 k. L k,L k. L
= se h 4.
Vinv Tk nh( 5 )senh( 5 )sen ( 5 ) , (4.43)

y usando (4.39) obtenemos

NET & A

Note que en el lfimite & — 0 la medida A(F) — 1y (4.44) tiende a la ecuacién de
estado de los gases ideales.

Veamos ahora un segundo ejemplo. Un sistema de N particulas moviéndose

de acuerdo a las ecuaciones:

8y
Il

¥

2
Il

i
A — — -t
S@x&xi ,
z

donde ) es una constante real.

Nuevamente estas ecuaciones conservan energia cinética y carecen de formu-

lacién hamiltoniana en estas coordenadas, pero una solucién de (4.4) es

A(Z) = (&) . (4.45)
El volumen invariante es ris
Vi 4 AN 4.46
wy — 4l (Z;) 3 ( . )
en que V es el volumen fisico. Usando (4.39) obtenemos la ecuacién de estado
PV = (2’\; 3) NET . (4.47)

Nuevamente, para A — 0 recuperamos la ecuacion para gases ideales y A = 1.




Capitulo 5

Construccién de Formulaciones

Hamiltonianas

Hasta ahora habjamos utilizado formulaciones hamiltonianas de distintos
sistemnas sin preguntarnos de dénde provenian. Sin embargo, dado un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, el problema de encontrar una

formulacién hamiltoniana de éstas no tiene una solucién general.

Existen distintas técnicas que nos permiten construir tales formulaciones.
Evidentemente, la mas conocida y usada es la candnica, que nos proporciona la for-
mulacién hamiltoniana de cualquier sistema lagrangiano regular. El método de Dirac
nos ensefia cémo proceder en el caso de sistemas lagrangianos singulares. El problema
aparece cuando no disponemos de una teorfa lagrangiana de nuestras ecuaciones. En
ese caso, podemos, por inspeccién, intentar adivinar el hamiltoniano y la matriz de
Poisson. Esto puede darnos buenos resultados en muchos casos, pero es claro que la

mayoria de las veces no tendremos éxito.

Una manera sistematica de construir formulaciones hamiltonianas dadas las
ecuaciones de movimiento es la dada por Hojmanls. En lo que sigue discutiremos

este método y algunas generalizaciones.

39
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51 Construccién de Estructuras de Poisson

Sea M cierta variedad diferenciable (espacio de fase) de dimensién D y
coordenadas {z°}2.,.
Sean {9?}¥,, N < D, un conjunto de N campos vectoriales linealmente

independientes en cada punto de M que forman uh algebra de Lie G,
(7,751 =Ckme , con CE constantes reales. (5.1)

Considere

J® = Mgt (5.2)

en que M% es una matriz antisimétrica cuyas componentes son constantes reales. Si
queremos que J sea una estructura de Poisson de la variedad hace falta que ella

satisfaga la identidad de Jacobi. La condicién necesaria y suficiente para esto es,
MUEC] M¥™ = MECE M*™ 4 MYCE M™ + MPCL M =0 . (5.3)
En efecto,

J'[sb Jc]d — M (n‘[ang) Mklnc]nd

— MM (gl + ol aiind)

. y b
= MMM (n,[“dnfnk]m — n¥ntmin? )

= MMM, il = ME MR Gty

Es claro que la condicién para que esto se anule es justamente la ecuacién (5.3).
Inmediatamente observamos que si el dlgebra G es abeliana entonces cual-
quiera sea M*, J® satisfard la identidad de Jacobi.
Supongamos ahora que disponemos de un nimero par N de campos vecto-

riales y que M¥ es invertible. Definamos M;; como su inversa,
MikMkj = 5.;.- . (5.4)
Multiplicando la expresién (5.3) por M;, M;s M}, obtenemos

MyCly =0 . (5.5)
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Fsta ecuacién es equivalente a (5.3) cuando M ii es invertible, pero tiene la ventaja
de ser lineal en M;;. Por esta razén, la suma de dos soluciones de (5.5) es una nueva
solucidn.

Nuestro propésito serd, por lo tanto, encontrar soluciones invertibles, M;;,
de (5.5). Para concretarlo disponemos de algunas herramientas generales. En primer
término, recordemos que las constantes de estructura GJ’:k no son arbitrarias, pues

deben satisfacer la identidad de Jacobi,
Esto nos muestra inmediatamente que

MP =raCE (5.7)

if

satisfara (5.5) para cualquier vector rp, de constantes reales.

En segundo lugar, considere la ecuacién,
waJ- =0 paratodoi, j . (5.8)

En general pueden existir varias soluciones linealmente independientes para ésta. Por

otra parte, la ecuacion,

uCly =0 (5.9)

también puede tener varias soluciones distintas.
Sean ahora ug, con & = 1,..., R, base del espacio R-dimensional construido
al unir los espacios de soluciones de soluciones de (5.8) y (5.9). Entonces es claro que

la signiente matriz satisface (5.5),
MP = mopufuf (5.10)

donde map es una matriz antisimétrica arbitraria de constantes reales.
Es importante hacer notar que no siempre existirdn soluciones invertibles

para M;;. Para ilustrar todo esto veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1: Supongamos un algebra de Lie bidimensional {n%(z?),75(z%)} de cam-
pos vectoriales inserfos en cierta variedad D-dimensional M . Para nuestros actuales

propésitos el caso més general es

m,ml=m

pues el caso abeliano es trivial y cualquier ofra ley de conmutacién puede ser llevada
5 ésta a través de transformaciones lineales de los campos.

Notemos que una solucién invertible de (5.5) es

01
M; =Cj; = ( ) ) (5.11)

-1 0

y por lo tanto una matriz de Poisson para la variedad M es,

i

J = Mntnl = ugnt —ninz - (5.12)

Ejemplo 2: Considere ahora un conjunto 4-dimensional de campos vectoriales

{n2(=®)}L, de modo que
[mml=m (5.13)

y todos los demds campos conmmutan. En este caso (5.5) también se puede resolver

ficilmente. En primer lugar,

M) =C} (5.14)

es una solucién. Otra se obtiene al notar que (5.8) tiene como solucién cualquier
vector u; tal que u; = 0. Esto nos proporciona 3 vectores linealmente independientes

para construir

0 0 0 0
0 0 A

MY = 0 -4 o g , (5.15)
0 -B —C 0
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donde A, B y C son reales arbitrarios. La suma de M (1) y M@ es, en general, una

matriz invertible. Un caso particular es

0 -1 0
1 0 0
Mij = ) (516)
0 —~1
0 0 1 0
cuya inversa nos permite construir la matriz de Poisson,
J% = MUnPn} = ninh —nini +ngus — nins - (5.17)

Ejemplo 3: Otro ejemplo 4-dimensional interesante es aquél en que los campos

conmutan, salvo
3, =m - (5.18)

En este caso la matriz M@ en (5.15) serd nuevamente solucién de (5.5), sin embargo
ninguno de los métodos antes expuestos serd de utilidad para encontrar otra matriz
tal que, sumada a M(?), nos otorgue una M;; invertible. Debemos utilizar por lo tanto

la ecuacién (5.5) directamente,
0= M][,C’;L] = M][,’C}k] . (5.19)

Pero esta ecuacién se satisface idénticamente salvo cuando (3, 7, k) = (%,3,4). En este

caso (5.19) toma la forma

My; = { ’ A3 4 (5.20)

Arbitrario 1 =3, 4

De este modo la matriz M;; més general que podemos construir es

0 0 D E
o 0 A B

MY = P (5.21)
-E -B -C 0
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que, evidentemente, es no singular en general. En particular, haciendo A = EFE=C=
0, y D = B = 1 obtenemos una matriz cuya inversa da origen a la estructura de

Poisson,

Job = Mingnb = n3nd — ninb -+ nins —mens (5.22)

Ejemplo 4: Por dltimo veamos un ejemplo en el que no existe una matriz M;;
invertible que satisfaga (5.5). Considere el lgebra 4-dimensional que consiste en

SU(2) més un cuarto generador que conmuta con todos los otros, esto es,

[7,m3] = Zfijk"?k ; (5.23)
[no,ms] = 0 . (5.24)

Aquf los indices i, j, k, toman los valores 1,2 y 3 solamente. La ecuacién (5.5) en este
caso es

0= My.Cly (529

en que los indices a,b,¢, toman valores 0, 1, 2, 3. Si elegimos (a,b,¢) = (%,5,0)
entonces obfenemos

0= MmC’fj = ZMIOEHJ‘ . (5.26)
1

Es facil convencerse de que esta tiltima ecuacién implica Mg; = 0. Ya que Myp = 0 por
antisimetrfa, vemos que la columna y la fila 0—ésima de My son nulas y por lo tanto
su determinante es igual a cero. Esto significa que con 4 campos vectoriales cuyas
relaciones de conmutacién vengan dadas por (5.24) y (5.24) no podremos construir
matrices de Poisson de rango 4 utilizando nuestro método. Podremos, sin embargo,
tomar el 4lgebra generada, por ejemplo, por {70, 92}, y construir una matriz de Poisson

de rango 2, utilizando la técnica del ejemplo 1.

5.2 Formulaciones Hamiltonianas

En la seccién anterior vimos algunas técnicas que nos permitian, conociendo
un algebra de Lie de campos vectoriales sobre el espacio de fase, construir, bajo

ciertas condiciones, estructuras de Poisson sobre éste. Para tener una formulacion
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hamiltoniana de cierto sistema de ecuaciones de las coordenadas del espacio de fase,
todavia requerimos el elemento mas importante: un hamiltoniano.
Supongamos que f%(z) es el campo vectorial que define nuestras ecuaciones

de movimiento en la forma usual,
z*=f* . (5.27)
Nuestro propésito es encontrar J** y H de modo que
fe=J%H, . (5.28)

Note que para que esto sea posible es necesario que f® esté en el rango de J e v por
lo tanto, de construir la matriz de Poisson como en la seccién anterior, deben existir

cantidades F* tales que

fo=Fin; . (5.29)

De (5.2), (5.29), y el hecho de que los 7; son linealmente independientes, la ecuacion

(5.28) es equivalente a

Fi= MintH, . (5.30)

En caso de que M sea invertible, el hamiltoniano requerido sera cualquier cantidad

H tal que

Lo H=M;F . (5.31)

De este modo, el problema de encontrar una formulacién hamiltoniana de
cierto sistema de ecuaciones diferenciales auténomas se reduce al de encontrar un
4lgebra de Lie de campos vectoriales {5;} tal que f sea linealmente dependiente a
ellos y que satisfagan las ecuaciones (5.5), (5.29), (5.31) para alguna matriz M;;
invertible y algiin H. Estas ecuaciones no tienen una solucién general, sin embargo
en los ejemplos que siguen veremos que la formulacién recién presentada puede ser

muy til en nuestra biisqueda de formulaciones hamiltonianas para nuestro problema.
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5.3 Grupos de Simetrias

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomas (5.27), y

SUpONZAINOS CONOCemos un grupo de simetrias cuya algebra viene dada por
[nisms]=Cime » 1,3,k =1,2,...,N (5.32)
en que N + 1 < D. El que sean simetrias significa que, ademas,
[0, f1=0 Vi . (5.33)

y por lo tanto disponemos de un algebra N + 1-dimensional, ¢ = {n:},, en que
0 = f-
En este caso entonces F¥ = § y por lo tanto nuestro hamiltoniano debe ser

tal que
LoH=My . (5.34)

Consideremos ahora la primera derivacién del dlgebra G,
¢® =ig,q] . (5.35)

y construyamos una nueva base de §, digamos {&:}, en que los dltimos r campos
vectoriales son una base de G y los denotaremos con indices latinos mayisculos €4,
y los N 4 1 — r primeros, completardn la base y se rotularan con indices griegos a.

Evidentemente, f sera uno de los campos con indice griego, y luego podemos definir

bo=1.

Claramente, las constantes de estructura en esta nueva base son tales que,
e | R |
Ci=0Cy=0C5=0 . (5.36)
Las ecuaciones (5.5) toman ahora la forma

MuiCfly =0 . (5.37)
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Vemos por lo tanto, que los Myg se pueden elegir en forma completamente arbitraria.

Por otra parte, si uno de los indices {7, 7, %} en (5.37) es 0 obtenemos
MgoCh =0 . (5.38)
Es facil convencerse de que esto sélo serd posible para todo j,  si
My=0 . (5.39)

Note que esto significa que el grupo de simetrias debe ser tal que Dim ¢ < N, pues
en caso contrario de (5.39) tendremos que la primera columna de M;; se anula y su
determinante sera cero.

De este modo, de (5.34), debemos encontrar un hamiltoniano tal que,

LeH=Le H=0 , (5.40)

LeH =My . (5.41)

Ya que los M,q son arbitrarios (con la condicién de que M;; sea regular), esta ultima
ecuacién sélo nos exige que la derivada de Lie de H a lo largo de los campos &, con
@ # 0 sean niimeros, no todos iguales a cero, y que para a = 0 esta derivada se anule.
Esto dltimo significa que I debe ser una cantidad conservada.

Un caso especial ocurre cuando la dimensién del espacio de fase es igual a la
dimensién (N + 1) de G. De encontrar asi una formulacién hamiltoniana de nuestro
sistema, ésta serd regular. Este caso tiene otras ventajas, las que mosfraremos a
continuacién. Note que los campos vectoriales ¢; constituyen una base del espacio
tangente en cada punto de M. Es por esto que podemos construir la base dual a

ésta, digamos {w'}, de tal modo que
wied =6 Wit =8 . (5.42)
Por otra parte se sabe que

dw* = —%Cijkwj AwF . (543)
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y luego, ya que C = 0, se tiene que dw™ = 0, y por lo tanto existen escalares H"

tales que
dH* =w* . (5.44)

Los H* (a # 0) son cantidades conservadas del sistema, pues no dependen explicita-

mente del tiempo, y
LiH* =dH*() =05 - (5.45)

La cantidad H? define otra cantidad conservada,
Q=H—1
La ecuacién (5.45) es un caso particular de la expresién mas general
LeH® =67 (5.46)

la cual nos muestra que para o # 0, cada H* es un candidato a hamiltoniano de nues-
tro sistema, pues satisface automdticamente (5.40). Por otra parte, para cualquier

Mo que tengamos, la combinacién lineal
H= MﬁDHﬁ ,

satisfard (5.41).

Si el grupo {7;} es abeliano, tendemos todas las cantidades conservadas del
sisterna, por lo que estard solucionado. Ademds la matriz M;; se podra elegir arbi-
trariamente, por lo que las N cantidades H* (a # 0) dardn origen a N formulaciones
hamiltonianas, cuyos hamiltonianos H* serdn funcionalmente independientes.

Finalmente note que en principio, al encontrar una formulacion hamilto-
niana regular, estaremos en condiciones de encontrar una formulacion lagrangiana
de nuestras ecuaciones. En efecto, ya que los campos vectoriales que hemos consi-
derado no dependen explicitamente del tiempo, la matriz de Poisson, Jeb, serd a su
vez independiente explicitamente del tiempo. Podemos entonces definir la 2—-forma

simpléctica de nuestro sistema,

o=—Myw' A’ . (5.47)
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A pesar de que sabemos que debe existir un potencial lagrangiano que dé origen a o,
éste serd facil de encontrar sélo en algunos casos. En particular, si M;; es de la forma
de MM en (5.7),

l=2rw’ (5.48)

hecho que se verifica de la ecuacién (5.43).

5.4 Grupo de campos vectoriales que satisfacen
[77-5, f ] = Af

En ocasiones se pueden encontrar campos vectoriales 7 tales que

[7, f1=Af . (5.49)
Esto implica que el campo vectorial explicitamente dependiente del tiempo,
n—tAf (5.50)

es una simetria del sistema, como puede verificarse directamente de (2.24). Esta
simetria es equivalente a la transformacién de las coordenadas del espacio de fase
dada por 7 més la dilatacién del tiempo ¢ — A,

Supongamos que tenemos un grupo de campos vectoriales tales que, {7: }}Lq,
en que f =1,y

o f1=NF (5.51)

en que no todos los ); son iguales a cero. Tomemos nuevamente la base {&}Y,
definida en la seccién anterior. Note que ahora f'pertenece a G, Por esta razon
definiremos ny = f.

La identidad de Jacobi implica que
Ag=0
y por lo tanto sélo los A pueden ser no nulos. En efecto,

0=CLiCh=Cs:Ch - (5.52)
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De este modo, si A = k= N, esta ecuacién toma la forma
CHCim =0 - (5.53)

Es facil convencerse de que las relaciones (5.51) implican que de esta ecuacién soélo

sobrevive el término
ChnCH =0 , (5.54)
de donde se desprende, con el mismo razonamiento que lleva de (5.38) a (5.39), que

Chy=Ag=0 . (5.55)

Con esto observamos que es posible elegir una nueva base para nuestra algebra. En
ésta conservaremos los vectores base del subalgebra G(Y). Los vectores restantes seran
elegidos de modo que Ao = 1 y el resto sea igual a cero. Note que esto serd siempre
posible, pues basta tomar uno de los vectores 7, tal que A, £ 0 y definir ¢, = £/ A

El resto de los vectores se define por
Es=2E—Xfy
en donde § # . En adelante prescindiremos del primado y nos referiremos a la nueva

base como {&:}.

Concentremos ahora nuestra atencién en la matriz M;;. De (5.5),
MyClyg = MapCi =0 . (5.56)
Si uno de los indices {,j, k} es igual a N, obtenemos
MyiCVin + My;CV i + ManC*5=0 . (5.57)

Esto nos muestra que, a diferencia del caso de la seccién anterior, ahora Mpy; no tiene
ninguna entrada arbitraria, y por lo tanto, al buscar un hamiltoniano deberemos tener

en cuenta simultaneamente (5.37) y (5.31), que en este caso nos dice que
Lo H=Mn . (5.58)
Sustituyendo esto en (5.57) obtenemos que,

Ligeiinie-rad =0 (5.59)
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En resumen, el poseer un grupo con las caracteristicas descritas en esta seccién nos
obliga a encontrar un hamiltoniano que satisfaga (5.59), ademds de encontrar la matriz

M;; invertible, la que serad arbitraria en el bloque M,g.

5.5 Grupos Abelianos

Los casos en que se dispone de un algebra N + 1-dimensional G generada
por f y un subdlgebra abeliana {n:}¥, que tiene relaciones de conmutacién de la
forma (5.51), fue estudiada por Hojman en [18].

Definamos una nueva base {£}., como en la seccién anterior, de modo que

CYNNO'_'—_'c’(I)\.rj\,T = A )

C'r = 0 , ofro caso,

en que A = 1 a menos que el dlgebra G sea abeliana.

De este modo, de los resultados de la seccion anterior, se tiene que para

A = 1 debemos encontrar una cantidad H tal que

LoH=Mn=8 , (5.60)
Yy
( 0 U 1\
0
Mij=]| -v, Mom : ) (5.61)
0
\—-1 o --- 0 U}

en que n,m = 1,...,N — 1. La ecuacién (5.5) se satisface con vn y Mpm completa-

mente arbitrarios. Solo debemos estar seguros de que det Mam # 0. La inversa de
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M;; serd,
(0|0 0| -1 \
0
Mi=|:] M | —um [ (5-62)
0
\1 u™ 0 ]

en que M™ = (Mp,)1, y u® = M" vy,
De este modo, si tenemos una cantidad conservada que satisfaga (5.60), una,

formulacion hamiltoniana de las ecuaciones vendrd dada por {H, J*°}, en que

N
Ja.b — faé-(b] _ fb§3 4 Z mtJ{?&? , (5.63)
i;j=1 v
donde los coeficientes m# = —m? son, salvo por su antisimetrfa, arbitrarios.

Cuando G es abeliana, A = 0 y la matriz M;; es completamente arbitraria.
En este caso & (que ahora lo caracterizamos sdlo por (5.60)), puede ser cualquier
vector del 4lgebra con excepcién de f, y la formulacién hamiltoniana de las ecuaciones
tendra la misma forma que en el caso anterior. En este caso, sin embargo, tendremos

la ventaja de que si encontramos un hamiltoniano que, en lugar de satisfacer (5.60),

satisface
Le, = K& (5.64)
con K una funcién de las coordenadas del espacio de fase. En efecto, basta definir la
nueva base:
1
7 — —
a - I{ 50 ] .
& = & 1#0
Fsta nueva algebra es abeliana, pues si ¢ # 0,
1 1 1
[6:, fa] = £E-‘ T{-&] = _50'1{—2£Ei1{ = —fg}'{—gﬁgiﬁgoﬂ . (565)

Pero esto es cero, pues ya que el lgebra original es abeliana, podemos conmutar, de

(2.14), las derivadas de Lie.




53

5.6 Problemas Bidimensionales

Consideremos un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales generadas

f=(z,y)
e = . 5.66
g ( ¥z, y) ) (5:60)

Supongamos que conocemos otro campo vectorial independiente del tiempo, digamos

por el flujo,

5%, linealmente indepeniente a f* en cada punto del espacio de fase, tal que forma un

4lgebra de Lie con éste, Asi,

[fiml=Af+un (5.67)

en que A y p son reales. En particular, cuando A y p son nulos, 7 es una simetria.

Este es el caso mas simple y es el que discutiremos en primer término.

CasoI: A=p=0 . Construyamos la base dual a {f,7}, ¥ llamémosla
{w/,w"}. De este modo,
wife=1, win"=0,
Sfr=0 , Wi =1
Es obvio por lo tanto que
dw! =dw" =0
y luego, localmente,
wl = dKf
w' = dK"
en que K7(z) y K"(z) son escalares en el espacio de fase. Notemos ademas que,
Kf = dKi(f)=1
Kn = dK"(f)=0
y por lo tanto tenemos las dos cantidades conservadas independientes del sistema,

(K¥ —t) y K". La solucién general del problema se’obtiene despejando z e y respecto

de K7, K"y t.
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Para construir una teorfa hamiltoniana de este sistema tome la 2-forma
simpléctica

c=w"Aw!
Esta 2—forma es claramente cerrada y regular, y mas aun,
o(f)=w" =dK" . (5.68)

Y ya que K7 es una cantidad conservada se puede tomar como el hamiltoniano del

sistema.

CasoII: A#0, pu=0 . En este caso,
do’ = I AW
dw = 0

Por lo tanto, al igual que antes, fenemos que, localmente,
wh=dK?
para cierto escalar K"(x) en el espacio de fase. Ademads,
Kn=dK"(f)=0 , (5.69)

y luego tenemos solo una cantidad conservada. Sin embargo, de todos modos tenemos
teor{as hamiltoniana y lagrangiana para este sistema. En efecto, considere la 2—forma
simpléctica
1
o= def =wl Aw”
Esta 2—forma es obviamente cerrada y regular, y, de nuevo,

o(f) =w" = dK" . (5.70)

Pero K7 es una cantidad conservada y luego podemos usarla como el hamiltoniano
nuevamente.

En este momento disponemos de una formulacién hamiltoniana del sistema
y de una cantidad conservada, por lo que el problema se puede resolver utilizando el

método de Liouville.
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Caso IIL: A#0, p#0 . Este caso es equivalente a uno en que A =0,

pues basta definir,

Xt = Af"
Este serd linealmente independiente a f. Ademas,

[fixi=wx - (5.71)

De esta forma, basta considerar el caso A =0, p # 0.

Ahora la base dual {w/,wX} es tal que,

dof = 0

dw* = ,uwf/\wx. .

Por lo tanto, localmente,
w! = dK!

para cierto escalar K/ en el espacio de fase. Ademas,

d 7 — n —
(K —t)=dK"(f)-1=0 . (5.72)

luego tenemos una cantidad conservada explicitamente dependiente del tiempo, por
lo que no podré ser usada como hamiltoniano. Sin embargo, de todos modos podemos

construir una teorfa lagrangiana del sistema. En efecto, considere la 1-forma
[ = e . (5.73)
Observemos que

(8 + Ly)] = pl+eLiw”
= pl+ e*dw’(f) = pl + e p”
= 0

Por otra parte,

l(f)zlafa=0 ?
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y por lo tanto, utilizando lo visto en la seccién 2.5, el lagrangiano,
L=13" , (5.74)

reproducird nuestras ecuaciones de movimiento. Istas pueden ser resueltas ahora

usando el método de Liouville.

5.7 Aplicaciones a la teoria de ecuaciones dife-

renciales ordinarias

El método recién desarrollado para sistemas bidimensionales puede ser atil
para encontrar formulaciones lagrangianas y hamiltonianas de algunas ecuaclones
diferenciales de segundo orden que presenten simetrias. Esto nos dard ademas un
método para resolverlas.

Veamos un ejemplo. Considere la siguiente ecuacién diferencial no lineal de
segundo orden,

zF— 33 + 328 —a? =0 . (5.75)

Esta se puede escribir en primer orden haciendo y = 2. De este modo la ecuacién

(5.75) es equivalente a

z =Yy ,

. 3y?
y = Y te-3y
xT

Decimos entonces que tenemos un espacio de fase con coordenadas (z,y) y un flujo

1
a _ ¥
f —(3;!2-1-56—3‘];) - (576)

Dado que la ecuacién (5.75) es invariante bajo dilataciones de la variable z, es facil

7 = ( g ) (5.77)
g

comprobar qu,
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es una simetria de las ecuaciones, es decir satisface (2.24), y luego

[fa"?]=0

La base dual asociada a {f,7} es

o = ( —Y < ) : (5.78)

2y? + 22 — 3zy’ 2y% + 22 — Jzy

3y /e +z— 3y —y
o= , . 5.79
“ (2y2 + 22 —3zy 2y + 2?2 — 3Ty (5:79)

Integrando estas 1-formas, obtenemos fy K7,

K = 1n(”’_y) :
20—z

1 3 2z — 2y 3
n _Z 24 42 N O k4 2
K In(2y* + =* — 3zy) n ( 5 ) +-=Inz

1l

Finalmente, despejamos « e y en términos de las constantes (Kf—t)y K7

2 = (ﬁ%%&—)) , (5.80)

y obtenemos

en que c; y ¢ son constantes arbitrarias (funciones de las anteriores). Una
teorfa hamiltoniana de este sistema se construye facilmente. Utilizando los resultados
de 1a seccién anterior vemos que basta tomar como hamiltoniano H = K",y la matriz

de Poisson:
Jab — fanb _ fbna ) . (5.81)
Veamos otro ejemplo. Considere la ecuacion

5&+§+km3=0 , (5.82)

en que k es una constante real. En primer orden, ésta puede escribirse de la forma
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Notese que una simetrfa de esta ecuacion es,

z — ar ,
(] ¥y

t — —i
[83

Esto significa que infinitesimalmente la simetria viene dada por el vector

n+if
donde,
() ) e
De este modo,
[fml=—f (5.84)

y podemos utilizar las técnicas del caso Il en la seccién 5.6. La base dual asociada a

{fin} es

2y T

f -

T (km“ +3y2' ket + 3y2) ’ (5:85)
ko +y?fz _ y

w’? — ( kw4 + 3y2 y km‘i + 3y2 . (5-86)

Sabemos que dw? = 0, y por lo tanto debe existir un escalar H tal que w” =dH. Y

en efecto, integrando obtenemos
1 6 2,2
H= Eln(km +3z°y%) . (5.87)

De acuerdo a lo expuesto antes, ésta es una cantidad conservada, y sirve como hamil-

toniano de las ecuaciones si usamos la matriz de Poisson

0 (3y? + kz*) )

(5.88)
—(3y® + ka*) 0

Jab — fanb _ nafb — (
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Fn este caso también es ficil encontrar una teorfa lagrangiana de las ecuaciones,

puesto que
o=—Jl=—w A" =—dw . (5.89)

De este modo, w? es una 1-forma lagrangiana para nuestro problema, y el lagrangiano
completo viene dado por

2yt —zy

L =— fge — = —
wiz* — H Fot 1 3y2

é—ln(kw“ +32%7%) (5.90)

Tenemos entonces una formulacién lagrangiana y una hamiltoniana de nuestro sis-
tema. El hecho de conocer una cantidad conservada (el hamiltoniano) nos permite
utilizar el método de la seccién 1.4 para encontrar la otra y resolver, con esto, com-
pletamente el problema.

Escribamos entonces el lagrangiano (5.90) en términos de z y la cantidad

conservada ¢ = kz® + 3z%y?,

z{zé—6ct) 1
= Bee b e . 5.91
9ev/3c —3kzt 6 (5:91)

Usando la notacién de la seccién 1.4, debemos encontrar una funcion F(e,z,t) tal

que

aF z

9 _ _Jf—

Oz \/_\/c——_l,fv-g

oF _ —llnc

o 6
De este modo, J

Y- L
F= \/37] T gt (5.92)

Asi, de (1.36) obtenemos la otra constante de movimiento,

L_i__.l__fz_ﬂy_
T 6e 2/3e e — ky®

La integral que aparece no tiene solucién analitica, por lo que la dejamos asi expre-

(5.93)

sada. Note que luego de la integracién debemos expresar ¢ en términos de z e y para
obtener la constante de movimiento en sus variables naturales. La solucién general

de la ecuacién (5.82) se obtiene al despejar las variables {z,y) = (z,&) en términos
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de las dos constantes de integracién ¢y k.

Finalmente consideremos la ecuacion
22— 2z + 1)+ 2+ o)z +2" =0 . (5.94)
Esta puede ser reescrita en primer orden como sigue:

T =y ,

1
i o= y+2 4 Sty)

Este sistema tiene la particularidad de poseer un vector 7,

72
n= , 5.95
( 2?2 + 2zy ) ( )

[fiml=—-7n . (5.96)

La base dual 2 {f,n} viene dada por

tal que

1

wl = T (—:B(m + 2y}, mz) , (5.97)
o oo L 2 (z+y)? _

En este caso sabemos que dw/ = 0 , y luego que existe @ tal que dQ = w/, yen

efecto, integrando obtenemos

2

= — 5.99

T4y (5.99)
Por lo tanto, de (5.72), sabemos que la cantidad

K=t+ 2 5.100

z+y (5-100)

es una constante de movimiento. Esta constante depende explicitamente del tiempo,
luego no podra ser un hamiltoniano. Sin embargo, de {(5.74) podemos construir el
lagrangiano,

L=e'wlz® . (5.101)
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Con ayuda de éste podemos resolver el problema, al menos formalmente. En efecto,

despejando y de (5.100) escribimos el lagrangiano en términos de z y &,

L=t (5] tole-1) (5.102)

t—c¢

A partir de este nuevo lagrangiano podemos usar con facilidad los métodos de la

seccién 1.4 para obtener la segunda cantidad conservada,

—t FCI 332 1
P =¢7" |es#rEi e -l (5.103)
T

en donde Ei(z) es la integral exponencial.

5.8 Aplicaciones en teoria de campos

La extensién a teorfa de campos de los resultados anteriores es directa.
Aquf veremos algunos ejemplos de teorfas de campos en una dimensién espacial, z,
y otra temporal . El tratamiento del tiempo es el mismo que en el caso discreto?0.
La coordenada espacial ¢ se considera como un indice continuo, por lo que debemos
reemplazar las derivadas parciales del caso discreto por derivadas funcionales respecto

del campo.

5.8.1 Ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo

Considere la ecuacién de Schrodinger con un potencial V(z,t) dependiente

del fiempo,
W =i (e + Vi, t))= [, (5.104)
y su compleja conjugada,

P, = =i (P, + V(z, W) = . (5.105)

Note que hemos usado un espacio unidimensional. Esto ha sido sélo para simplificar

los calculos y es ficilmente generalizable a dimensiones mayores.
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Es ficil convencerse que la multiplicacién de las variables 1 and 1* por dos
constantes diferentes, (1+ A) y (14 ), respectivamente, constituye una simetria de
las ecuaciones (5.104) y (5.105).

La version infinitesimal de estas transformaciones es:

n=c€¢, (5.106)
y
o= el . (5.107)
La cantidad
H = f b (@)(z)de (5.108)

es una cantidad conservada como es bien sabido (conservacién de la probabilidad).
Su deformacién K a lo largo de la simetrfa definida en (5.106) y (5.107) puede ser

escrita en términos de derivadas funcionales como sigue,

K = W n(z) de + ]6¢() 7 (z) dz , (5.109)

y luego,
=1+ ped #70, (5.110)

para cualquier g tal que 1 + p # 0 . La matriz de Poisson se define por

[#(=), ¢¥(¥)] = }— ( (=) n(y) — (=) f(¥)), (5.111)
[#(2), #°0)] = % (F@ ) = 1@ F@),  (G112)

y
[#@), W] = = (FETW - 7@ L) 613)

Hemos construido una familia de estructuras simplécticas definida por un parametro
p para un hamiltoniano dado H. Note que a pesar del caracter tiempo dependiente
del potencial V(z,%), el hamiltoniano es conservado, a diferencia del hamilioniano
usual, el cual es tiempo dependiente y por Jo tanto no es una cantidad conservada.
Por otra parte, nuestras estructuras simplécticas son tiempo dependientes.
Esta es una propiedad poco usual en las matrices de Poisson, y significa que incluso en

el caso regula no podremos derivar esta estructura hamiltoniana de un lagrangiano.
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5.8.2 Ecuacién de Korteweg—De Vries
Considere la ecuacién
U = — U Uy — Uggy = [ - (5.114)

No es dificil ver que18

p=¢e(—2u —zu, + 3t (uty + Uszs ) ) (5.115)

es una simetria de (5.114). En electo, basta probar que 7 satisface la ecuacién de
simetria (2.24).

Para construir una formulacién hamiltoniana de (5.114) necesitamos ademas
una cantidad conservada que no sea trivialmente deformada por 7. Es posible utilizar

18

como energia la cantidad conservada
H = / 2dz (5.116)

para completar la estructura hamiltoniana. Note que la deformacién de H; alo largo

de , K; es no nula,
. §Hy _
K = f fuiyy @) de = —3cH (5.117)

La estructura simpléctica Ji(z, y) esta dada por

) = (f@)0) ~ f@)a) - (5.118)
Considere ahora Hs, ,
H = f(— 24w, (5.119)

que también es una cantidad conservada. Su deforinacién, K, alo largo de 7 es
0H,
Ky =[5 n(e)de = —5cHy 5.120
= [ s ale)de = =5 eIy (5.120)
La Matriz de Poisson Jy(z,y) serd entonces

Bey) =5 (1)) — f@)a(E) - (5.121)
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Hemos construido por lo tanto dos estructuras hamiltonianas distintas para
la ecuacién de Korteveg De-Vries. Esta se basé en una simetria,y, y dos cantidades
conservadas Hy; y H; como hamiltonianos de cada una de las formulaciones. Las
estructuras simplécticas, J; y J; fueron construidas como el producto antisimétrico
del vector evolucién, f y el vector de simefrfa, , normalizados usando las deforma-
ciones K; y Ky de H; y Hj, respectivamente. Note que otra manera de proceder es
que en lugar de normalizar los productos antisimetrizados, utilizamos los hamiltonia-
nos —(1/3)log Hy y —(1/5)log Hs. En este caso la matriz simpléctica para ambas

estructuras hamiltonianas es exactamente la misma.

5.8.3 Ecuacion de transmisién del Calor
Consideremos la ecuacion del calor,
U = Ugy - (5.122)
Es directo comprobar que
n(z) =a  «a constante real , (5.123)

es una transformacion de simetria para ésta.

Si asumimos condiciones de borde periédicas en @ € [—a/2,a/2|, entonces

la cantidad ,
af2
H= ude (5.124)

—af2
es conservada.

La deformacién de H a lo largo de 7 esta dada por

L,H= fd:n n(z) = a/da: =aa , (5.125)

()

en que todas las integrales se toman sobre el intervalo [—a/2,a/2].

De esta forma podemos construir la siguiente matriz de Poisson:

J(z,y) = Uos(2) = U (y) (5.126)

a
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Iista, en conjunto con el hamiltoniano (5.124), provee una estructura hamiltoniana
para la ecuacién del calor (5.122).
Es importante hacer notar que en general se dice que la ecuacién del calor

7

no puede ser escrita en forma hamiltoniana. Citando a Salmon ‘: “By anyone’s

definition, (0.1) is non—-Hamiltonian”. En su articulo, (0.1) es la ecuacién del calor

(ecuacién (5.122)) sujeta a condiciones de borde periddicas.

5.8.4 Ecuacién de Burgers

Considere la ecuacién de Burgers,
U = Uze +2uu, = f (5.127)

donde z pertenece al intervale [—a/2,a/2]. Es facil verificar que

af2

o = /Zda:u(a:) , (5.128)
a/2 z

o, = f_a,lzdweXp L/_aizu(y)dy] , (5.129)

son cantidades conservadas de la ecuacién (5.127) si asumimos que el campo se anula

en los bordes +a/2.

Una transformacién de simetria para la ecuacién {5.127) es la siguiente:

n(z) = u(z) exp [— ji/zu] : (5.130)

Para comprobarlo debemos demostrar que

_ ey, (8@, i)
L= [ dy ( el )~ u) ))

En efecto,
[nwsgpo = [ 50
= exp (/m p u(y)dy) (u,m + uug — u3)

—a
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La deformacién de H; a lo largo de % es distinta de cero,

SH
Ky=LC,H = f dz Su(;)'q(m)

af2 T
= f_a!z dzu(z)exp (»/—a.[2 dw u(w))
= 1—exp(—H;) .

De igual modo, la deformacién de H; a lo largo de 5 es no nula,

o H.
Ifg = £-,,H2 = /da}a;(?z)"f](m)

= _Z/; dz exp ( /_ zﬂ/g) u(z) [ /z i dz exp ( ./’_ z p dw U(w))]

= HQ—G .

Por lo tanto, podemos construir formulaciones hamiltonianas para la ecuacion de
Burgers utilizando tanto I/; como H, como hamiltoniano de la teoria. Las estructuras

de Poisson apropiadas en cada caso son:

(1) = f(a:)n(y)f;f(y)n(m) , (5.131)

Bz, y) = f(«’c)n(y)[;f(y)n(m) , (5.132)

respectivamente.

5.8.5 Ecuacién de Harry—Dym

La ecuacién
w=(u?) =f, (5.133)

rrT
donde = € [—a/2,a/2], se conoce como la ecuacién de Harry-Dym. Si asumimos

condiciones de borde periédicas, las cantidades H; y H, dadas por

H = j ude | (5.134)
H = j w2z (5.135)
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son cantidades conservadas. Aqui todas las integrales son evaluadas entre —a/2 y

a/2. Note que a puede ser infinito.

Definamos el campo vectorial
£(z) = Au — Bzu, (5.136)
donde A y B son constantes reales. Calculemos su derivada de Lie a lo largo de f,
cie=3(34+B) (@), =3(34+B)7 . (5.137)
Por lo tanto

1=~ (La1B) s+ (5158

es una transformacion de simetria y puede ser usada con el fin de construir una for-
mulacién hamiltoniana de la ecuacién (5.133) siempre que deforme no trivialmente a

algin hamiltoniano.

Este es exactamente el caso de H; y H;. En efecto,

Ki=L,, = (A+B)H;, , (5.139)
Ky=L,H, = (g + B) H (5.140)

de donde obtenemos una familia de estructuras de Poisson asociadas a Hy y otra
asociada a H; dadas por
(/) (Au(y) - Byw,) — (u™/2)  (Au(z) - Bou,)

vy 141
1{1 ¥ (5 )

Jl(m: y) =

y~1/2 Au(y) — Byuy) — (u1/? Au(z) — Bzug
J2(m,y)=( )mz( (¥)— By )1(2( )yyy( (=) ) , (5.142)

respectivamente. Por supuesto, debemos tener cuidado en elegir A y B de modo que

Ky #0y Ky 0.




Capitulo 6

Formulaciones Hamiltonianas de

Modelos Cosmolégicos de Bianchi

Es bien sabido®d que las ecuaciones de Finstein poseen una estructura va-

riacional, dada por el lagrangiano de Hilbert-FEinstein,

Lys = ] d'z\/—det g, R (6.1)

en que g, es la métrica y R el escalar de curvatura. A partir de éste se pueden
encontrar formulaciones hamiltonianas de la relatividad general.

En ocasiones serd interesante introducir simetrias al problema para sim-
plificarlo. En particular, en cosmologia cuintica, es usual el utilizar los llamados
minisuperespacios, en que las métricas a utilizar se les ha impuesto suficiente simetria
como para que dependan de un solo pardmetro, digamos el tiempo. Esto cambia el
caracter de “ teoria de campos” de las ecuaciones, transformandola en una feoria con
un nimero finito de grados de libertad.

El imponer la simetria sobre las ecuaciones de Einstein, obtenemos enton-
ces ecuaciones de “Mecanica Cldsica” usual. Su solucién general serd una solucion
particular de las ecuaciones de Finstein. Sin embargo, nada asegura que el imponer
la. simetria en el lagrangiano (6.1) su variacién nos entregue las mismas ecuaciones.
La solucién de estas nuevas ecuaciones no serd necesariamente solucién de las ecua-

ciones de Einstein. De este modo, vemos como las ecuaciones que se obtienen al

68
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imponer una simetria sobre las ecuaciones de Einstein son un nuevo sistema, del cual

no necesariamente poseemos una estructura lagrangiana (ver figura 6.1).

Lagrangiano de (a) > Lagrangiano con
Hilbert-Einstein . \ Simetria
Simetria
Variacién
Ecuaciones de Simetria > EBeuaciones con

Simetria

Emstein

Figura 6.1. La figura muestra como los dos caminos para llegar desde el lagrangiano £ a las
ecuaciones, imponiendo simetria, no es equivalente. El camino (b) es el consistente con las ecuaciones

de Einstein.

Asi vemos cdmo, en algunos casos, el encontrar una formulacién lagrangiana
y/o hamiltoniana de las ecuaciones de Einstein con cierta simetria ya impuesta, puede
ser un problema altamente no trivial. En estos casos no estaremos en condiciones, por
ejemplo, de cuantizar el sistema, a menos que busquemos algin método alternativo

para encontrar una formulacién hamiltoniana de las ecuaciones.

6.1 Espacio—Tiempo Espacialmente Homogéneo

Se denomina una isomefria a una transformacién que deja la métrica g de
cierta variedad invariante. Una isometria infinitesimal se describe a través de un

vector £, llamado vector de Killing, que satisface
Leg=0 . (6.2)

Supongamos un espacio-tiempo de 4 dimensiones, que posee 3 vectores de Killing

{&}2_, tipo espacio que forman el dlgebra

&, 6] = Di*6 . (6.3)
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Si estos campos vectoriales son linealmente independientes en cada punto del espacio-

tiempo, diremos que el grupo es simplemente transitivo. Un espacio-tiempo con las

caracteristicas recién descritas recibe el nombre de espacialmente homogéneo.
Asociado al grupo de campos vectoriales {£;} estd un segundo grupo {x;:},

definido po el requerimiento:

[x::1=0, Vi, j . (6.4)

Se puede demostrar que este grupo de campos vectoriales existe, y sus constantes de
estructura son C%; = —D¢;;. Un tratamiento detallado de todo esto se encuentra en
el libro de Ryan y Shepley29.
Lo importante en todo esto, es que la base dual de {x;}, digamos {Q*} sera
tal que
LY =0, Vi3, (6.5)

y por lo tanto la métrica se puede escribir de la forma
g = goodt® + g; VY, (6.6)

en que los coeficientes métricos goo ¥ ¢i; dependen sélo de la coordenada t.

Los grupos de Lie tridimensionales fueron clasificados por Bianchi en 189730,
Cada uno de los nueve tipos representan las posibles cosmologias espacialmente ho-
mogéneas (al menos localmente, pues aqui no hemos tomado en cuenta consideraciones

topoldgicas).

6.2 Cosmologias de Bianchi clase B

Los distintos grupos de Lie tridimensionales, clasificados por Bianchi, estan
a su vez agrupados en dos grandes clases: Clase A y Clase B. Esta clasificacidn se
debe a Ellis y MacCallum31, quienes llaman clase A a todos aquellos grupos de Lie

tridimensionales tales que sus constantes de estructura satisfacen

CL=0, Vj . (6.7)
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De lo contrario, €l grupo peteneceri a la case B.

Supongamos que imponemos a la métrica ser espacialmente homogénea. Es
sabido32, que si el grupo de Bianchi en cuestién es clase A, las ecuaciones de Einstein
resultantes son idénticas a las que se obtienen al variar el lagrangiano (6.1) con la
simetria ya impuesta. Es decir, el diagrama de la figura 6.1 es conmutativo en este
caso. Sin embargo para los grupos Bianchi clase B esto deja de ser cierto en general, y
por lo tanto perdemos la estructura lagrangiana de las ecuaciones. Son estos ltimos,

por lo tanto, los casos de interés en nuestro estudio.

6.3 Cosmologias Bianchi III

Consideremos en primer término una méttica espacialmente homogénea, in-

variante bajo el grupo Bianchi III. Las constantes de estructura pueden ser elegidas
29,

como sigue“v:

Cla=-C% = 1 , (6.8)
Cisx = 0, otro caso. (6.9)

Definamos
goo = —N* | (6.10)

y
B H/3W 0 0
gij = 0 e~2P-0 0 , (6.11)
0 0 ef—a-V3W

en que N, 3,  y W son funciones del tiempo solamente.
Las ecuaciones de Einstein en el vacio para esta méirica son, una vez que

hemos despejando las aceleraciones,

; 9 IN 3.

8 §e"f3+“’f\/g‘”ﬂr\ﬂ + —ﬂN +560 (6.12)
. 1 3., NQ 3., 3.

0 = __3_e—ﬂ+n+\/§WN2 + Zﬂz +5 ZQ2 + ZW2 , (6.13)

. W .
W o= g5@N+3NO) (6.14)
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junto con las constricciones:

W =0 |, (6.15)
—4e PHOTVEW N _ 342 1 302 3 = 0 . (6.16)

Estas cinco ecuaciones difieren de las cuatro que se obtienen a partir del lagrangiano

de Hilbert-Einstein. En efecto, insertando nuestra métrica en (6.1) obtenemos:

L= =2 PHUZHIW N %53/2“(1&” + 5 -0F) . (6.17)

Aquf hemos integrado sobre las variables espaciales y normalizado a 1. Ademas, he-
mos sumado una derivada total para eliminar del lagrangiano las segundas derivadas.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son, despejando nue-

vamente las segundas derivadas,

" 2 IN 3 ..
g = §e-ﬁ+"+*/5""1\r2 + % +380 (6.18)
. 1 3., NQ 3., 3.
O = _ge—ﬂ+ﬁ+ﬁWN2 + B H (6.19)
W = —%e‘ﬁ"'ﬂ'l'ﬁWNz + E]VE + %QW ] (620)

ademds de la constriccién (6.16), que se obtiene al variar respecto de V.

Se observa que las ecuaciones de Einstein difieren de las obtenidas a través
del lagrangiano (6.17). En efecto, la ecuacién (6.14) difiere de (6.20). Por ofra parte,
la constriccién (6.15) no aparece en la formulacién lagrangiana. Note, sin embargo,
que si exigimos desde un principio, que W = 0, entonces las ecuaciones de Einstein
son idénticas a las lagrangianas.

Vemos entonces, que al insertar la métrica Bianchi III en (6.1) no obtene-
mos una formulacién lagrangiana de las ecuaciones de Einstein (6.12)-(6.16). Por lo
tanto, no estamos en condiciones de utilizar los métodos candnicos para obtener una
formulacién hamiltoniana de las ecuaciones. Intentaremos encontrar entonces, una
formulacién hamiltoniana de las ecuaciones utilizando los métodos desarrollados en

el capitulo anterior.
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En primer término, debemos pasar nuestras 3 ecuaciones dindmicas (6.12)-

(6.14), a primer orden. Con el objetivo de acercarnos lo mas posible a la formulacion

hamiltoniana usual, definiremos

Pﬁ = a—{l=3c_30/2£ ,
96 N
—- a_‘L. _ —39/2_‘_.1_
Pn = 89 = —3e N ’
_ a_L _ —BQ/Q.W
Py = o e N

Las ecuaciones de Einstein, en estas variables toman la forma

mas las constricciones

£‘33Q/2P[3 ,

3

N
—3639/2139 ,
N

_5_639/2PW ,

9 N =P~ 2+/3W

Ne—B-0/20/3W _ %639/2(135 + Py —-P})

0,

Py =

—12e™AHHVIW _ 3(p2 g pZ _ P2) =

(6.21)
(6.22)

(6.23)

(6.24)
(6.25)

(6.26)
(6.27)
(6.28)
(6.29)

(6.30)
(6.31)

La segunda constriccidn resulta ser proporcional al hamiltoniano candnico de la teoria

lagrangiana (6.17). Es ficil ver que ambas constricciones son compatibles con la

dinamica.

En las variables (8,8, W, P3, Pa, Pw) nuestras ecuaciones dindmicas quedan




definidas por el campo vectorial

(

k

N
3_839/2Pﬂ
__132630,/21_)Q

% e39/2 Py

9 N =B~ 2+V3W

0

Ne-ﬁ_9/2+\/§w _ _1‘_:1639/2( Pﬁ + Pv2v _ sz)

/

6.3.1 Formulacién Hamiltoniana de Rango 2

Las ecuaciones (6.24)—(6.28) tienen las siguientes simetrfas:

(/3 )

0

T

1
0
0
0

\

/

(—2/3)
~2/3
0
Ps
Fa

\ B
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(6.32)

(6.33)

las cuales se han encontrado por inspeccién, investigando el efecto de las dilatacio-

nes y traslaciones de las coordenadas del espacio de fase. De este modo también

encontramos el campo vectorial

el cual satisface

M=

[ —4/3 )

2/3
0
0
0
o
[f,?ka]:f

Por otra parte, tenemos la cantidad conservada

H, = Py

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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Esta, tiene derivada de Lie nula a lo largo de 1 y s, pero,
EWQ-H] = H1 . (637)

De este modo, una formulacién hamiltoniana de las ecuaciones (6.24)—(6.28) esta dada

por el hamiltoniano H; y la matriz de Poisson

K= o) (6:38)
Si definimos
Hy =log Pw (6.39)
entonces,
Lnp,H,=1 , (6.40)

y nuevamente H; tiene derivada de Lie nula a lo largo de 71 y 73. De este modo Hy

v,
It =femy—nsft (6.41)

conforman una segunda formulacién hamiltoniana de nuestro sistema.

6.3.2 Formulacién Hamiltoniana de Rango 4

Las dos formulaciones hamiltonianas recién discutidas, tienen una matriz
de Poisson de rango 2 solamente. Sin embargo, dado que tenemos un algebra de
campo vectoriales de dimensién cuatro, {7, f}, podemos aspirar a una formulacion
hamiltoniana cuya matriz de Poisson sea de rango 4. Fn primer término, Nétesemos
que los campos 7; conmutan entre si, y la tnica relacién de conmutacién no trivial
es la dada por (6.35). Estamos entonces en un caso como el discutido en la seccion
5.5. Nuestra tarea consiste por lo tanto en encontrar una cantidad conservada, Hs,

tal que

LoHs=LpHs = 0, (6.42)
LoHs = 1 . (6.43)
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La tinica cantidad conservada evidente del problema, Py ,no servira en este caso.

Nétese sin embargo, que el hamiltoniano canénico proveniente de la teoria lagrangiana

(6.17), .

6

sin ser una cantidad conservada de las ecuaciones dindmicas (6.24)-(6.28), lo es sobre

h = ONe PTUHVEW o 3/2(p2 4 PL — PR) (6.44)

la superficie de constricciones, en efecio,

. - 2
h= -;\‘—rN + ?\%e“ﬁmﬁ/ﬁ“’& . (6.45)

Esto nos muestra que la constriccién (6.31), equivalente a b = 0, era, tal como lo
habiamos adelantado, compatible con la dindmica..
Considere ahora otra cantidad conservada sobre la superficie de constriccio-

nes,
h

Se puede verificar que H, es proporcional a Py, y satisface justamente (6.42) y (6.43).

Por lo tanto, definiendo
J$t = fonl—n3f* +ning —ngw (6.47)

obtenemos la formulacién hamiltoniana {Hs, J$°}. Iista da origen a un sistema de

ecuaciones que es idéntico a {6.24)—(6.28) al hacer Py — 0. El hamiltoniano Hj tiene

la desventaja de no estar definido justamente sobre la superficie de constricciones.
Nétese ademds que en esta formulacién las constricciones h =0y Pw =0

son de primera clase, esto es.
A, Pw]=0 .~ (6.48)

Considere ahora otra cantidad conservada sobre la supetficie de constriccio-

nes,

2
b= hB-0—VEW) | 2(640-VEW) (f_ﬁ%oﬁ) : (6.49)

Aqui también se tiene que k es proporcional a Pw. Sea ahora,

H4 = log k y (6.50)
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Este cumple con (6.42), pero no con (6.43). Esta ultima derivada de Lie nos da un
—1 en lugar de un 1. Esto se arregla facilmente redefiniendo 73 con signo negativo, o

bien haciendo

Tenemos entonces una nueva formulacién hamiltoniana {J§*, Hy}, cuyas ecuaciones
son las requeridas en la superficie Py = 0. Ya que la estructura de Poisson en
esta formulacién difiere de la anterior sélo en un signo, las constricciones A = 0y
Py = 0 son nuevamente de primera clase. Esta formulacién tiene la ventaja de que

el hamiltoniano Hy esta bien definido sobre la superficie de constricciones.

6.4 WMas en torno a Bianchi III

De lo visto en la seccién anterior, se desprende que el eliminar la variable W,
haciendo W = 0 desde un principio, hace que nos quedemos con un sistema lagran-
giano en 2 dimensiones : 3y € (mas la variable no dindmica N). Una formulacion
de primer orden de este sistema tendré, por lo tanto, cuatro variables dinamicas. Sin
embargo, dada la constriccién (6.31), sélo tres de éstas seran independientes. En es-
tas seccién veremos como es posible construir, utilizando técnicas no canénicas, una
formulacién hamiltoniana de dimensién tres para este sistema.

Consideremos ahora la métrica Bianchi III dada por (6.6) con

N=1 , (6.52)

gi; = Diag(B,e™“B~%, B). (6.53)

Nétese que éste es s6lo un cambio de variable de la métrica anterior con W =0y
N =1, y se ha efectuado por razones de conveniencia en los calculos que siguen.

Las ecuaciones de Einstein para la métrica en estas variables son:

AB+3B*+2BBQ = 0 (6.54)

.2 . . - . - -
—5%— ~3BQ-BO?*+2B+2BQ = 0 , (6.55)
AB+ B*—4BB = 0 (6.56)
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donde la primera ecuacién, (6.54), es una constriccion.

Insertando esta métrica en (6.1) obtenemos el lagrangiano
o
I — =912 (EE_ 4 B 3) , (6.57)

en que, como antes, hemos normalizado a 1 el valor de las integrales espaciales y
hemos sumado una derivada total para eliminar los términos con segundas deriva-
das. Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son, como esperabamos,
exactamente las ecuaciones dindmicas (6.55) y (6.56). La constriccién en este caso no
puede ser obtenida, ya que eliminamos la variable N. La formulacién hamiltoniana
que se obtiene a partir de este lagrangiano est4 definida sobre un espacio de fase

4-dimensional, y tiene como hamiltoniano canénico

3 ,\ , 27
H, = 60/2 (poQ.B — EP%) + eB . (6.58)

Nétese que en estas variables la constriccidn (6.54) es proporcional a H, = 0.

La pregunta que surge es si serd posible eliminar una de las variables uti-
lizando la constriccién, y quedarnos con un sistema 3-dimensional cuyo espacio de
fase esté dotado de un hamiltoniano y una estructura de Poisson que den origen a las
ectaciones dindmicas. Esto no parece posible de lograr utilizando métodos estandar,
debido principalmente a que IH,, siendo proporcional a la constriccibn, se anulard
idénticamente en las nuevas variables.

Intentemos entonces construir una formulacién hamiltoniana del sistema, 3-
dimensional utilizando nuestras técnicas.

Definamos en primer término las variables

n =B, (6.59)

I
=
~—
&
(=2
=
~—

P2

La constriccién puede ser escrita,

2Bpp; +4B+3p2 =0 . (6.61)




Resolviendo para p;, las ecuaciones de Einstein toman la forma:

B = N1 .
pp = 1+ }Z% ;
Es facil verificar que
L =% Bp?
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(6.62)
(6.63)

(6.64)

(6.65)

es una cantidad conservada del sistema, En términos de esta variable las ecuaciones

pueden reescribirse,

B = pn ,
. 1p% -
L =10

(6.66)
(6.67)
(6.68)

Escribamos estas ecuaciones en las variables del espacio de fase zt = (B,p1, L),

&= fi(z) ,
donde

fe| 133

Notemos que la siguiente transformacion:
B — aB
p — Vap
t — ot .
es una simetria de estas ecuaciones. Esto significa que el vector
B
n=| p/2
0

(6.69)

(6.70)

(6.71)




80

es tal que,

=5/ - (6:72)
Para obtener una teoria hamiltoniana del sistema, necesitamos ademds una cantidad
conservada. Desafortunadamente la que ya tenemos, L, tiene derivada de Lie nula
a lo largo de 7, y por lo tanto no puede ser usada: como nuestro hamiltoniano. Sin

embargo podemos construir una segunda cantidad conservada. Basta que tomemos

otra simetria del sistema,

0
x=|0ol - (6.73)
1

Nétese que ésta conmuta también con 7. Si ahora tomamos el dual dela base { f, 7, x},

digamos, {wy,w;,wy}, entonces de (6.72) tenemos que

esto significa que w, = dH;, para algin H; que podremos obtener integrando. Ha-

o tog(W25HY) o)

Por supuesto, este Hy es tal que LyH; =0y Lof = 1. Por lo tanto las ecuaciones

ciendo esto se obtiene

(6.69) pueden ser escritas en forma hamiltoniana,

. ..0H,
i i
= Ji 527 (6.75)

La estructura de Poisson Ji¥ estd dada por

0 —(B—-13ip3) 0
Ji = find — fini = | (B —1p?) 0 0 - (6.76)
0 0 0

Podemos encontrar otras formulaciones hamiltonianas més simples para esta

teorfa. En efecto, podemos tomar como hamiltoniano,

H2=%( P \/E) . (6.77)

WB
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Es claro que Hj, siendo funcién de H; es también una cantidad conservada. Por otra

parte, su derivada de Lie a lo largo de 7 es

K = .C,?Hg = %‘Hz

La estructura de Poisson asociada a este nuevo hamiltoniano sera entonces

: 0 VB 0

01 e ;2 1

i 2 (el ety = | — . 78

i =5 (' fn)=5|-vB 0 0 (6.78)
0 0 0

Ahora es facil encontrar una transformacién de coordenadas que deje a esta

matriz en su forma canénica. En efecto, tomemos

Q = B, (6.79)
P = %B-Unh : (6.80)

Esta transformacién es tal que los paréntesis de Poisson entre las nuevas variables
son:

Q=1 , [@,L)=[P,L]=0 . (6.81)
El nuevo hamiltoniano es de la misma forma que el correspondiente a una particula

en una dimensién bajo la accién de un potencial V(Q),

HMLH:%W+V@), (6.82)
donde
INQ)=—%Q”3- (6.83)
En término de estas variables, L se escribe:
L:%ﬁpwzz (6.84)
La métrica toma la forma:
g; = Diag(Q"?,e Q%" (6.85)
= I)iag((24/3,35%13269‘2/3,624/3) : (6.86)

Hemos obtenido entonces una formulacion hamiltoniana canoénica de las tres
variables independientes del sistema @, P y L. Esto, partiendo de las ecuaciones de

movimiento y sin pasar por formulacién lagrangiana alguna.




Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta tesis nos muestran que el requerir formu-
laciones candnicas de sistemas de ecuaciones puede ser una exigencia demasiado res-
trictiva, y que las formulaciones no canénicas pueden no sélo ser muy itiles, sino que
ademés pueden ser las més naturales.

En el capitulo 1 vimos que el disponer de formulaciones lagrangianas no
canénicas de primer orden podia ser de gran utilidad para integrar las ecuaciones,
Esto a través de una generalizacién del teorema de Liouville. Como vimos més tarde
en el capitulo 5, podemos encontrarnos con ecuaciones a las que podemos construir
una formulacién lagrangiana de primer orden no canénica, y, utilizando este teorema,
integrarlas completamente.

En los capitulos 3 y 4 se investigd sobre la necesidad de disponer de for-
mulaciones hamiltonianas candnicas para estudiar la mecénica estadistica de un sis-
tema dado. Se identificaron los puntos en que esta necesidad se hacia evidente y
se propusieron algunos métodos para atacar el problema en ausencia de estructuras
canénicas, e incluso en completa ausencia de estructuras hamiltonianas o lagrangia-
nas. La mecinica estadistica resultante tiene la desventaja de no estar univocamente
definida. Por el momento esta no univocidad se ha tratado utilizando algunas consi-
deraciones fisicas generales. En el futuro se podrian realizar experimentos numéricos
con el fin de encontrar criterios mas restrictivos sobre las soluciones.

En el capitulo 5 mostramos algunas técnicas que nos permiten construir
formulaciones lagrangianas y/o hamiltonianas (en ‘general no canénicas) a partir de
las ecuaciones de movimento. Estas requieren del conocimiento de algiin niimero

de campos vectoriales que formen un algebra de Lie con el flujo f° que definen las

82




83

ecuaciones de movimiento. Se estudiaron algunos ejemplos simples, entre los que se
cuentan sistemas bidimensionales y ecuaciones de campos. Los primeros nos permi-
tieron integrar algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden. Los ultimos nos
mostraron cémo algunas ecuaciones, como la ecuacion de transmisién del calor, de
la cual se dice no posee formulacién hamiltoniana alguna, puede formularse en el
contexto hamiltoniano.

Finalmente, en el capitulo 6, se construyeron varias formulaciones hamil-
tonianas no canénicas para las ecuaciones de modelos cosmoldgicos Bianchi III. De
éstos no se conocia anteriormente formulacién hamiltoniana alguna. La dificultad
de construir dicha formulacién reside en el hecho de que se trata de un modelo de

Bianchi clase B. El préximo paso es investigar las propiedades cuanticas de estos

minisuperespacios.




Apéndice A

En este apéndice mostraremos que incluso si el lagrangiano original no es
regular, las ecuaciones de primer orden (1.47) y (1.48) son equivalentes a la ecuacién
de segundo orden (1.44). Comencemos precisando que entendemos por “equivalentes”.
Es claro que cualquier solucién ¢¢(t) de (1.44) es solucién de (1.47) y (1.48) si definimos
ui(t) = ¢i(t). Lo que no es tan evidente es que para toda solucién (g(?),u(t)) de las
ecuaciones de primer orden ¢(t) sea una solucién de (1.44) si el sistema lagrangiano
es singular. Esto se debe a que al satisfacerse (1.49), u* = ¢* no es la Unica solucién
de (1.48), en efecto, si v’(g, u) son todos los vectores linealmente independientes tales

que

L
G =0 (6.87)

entonces la solucién més general para ¢' es
G =u + A%l (6.88)

con \* funciones arbitrarias de u, ¢ y el tiempo.

No es inmediato garantizar que dados los A%, despejando v en (6.88) respecto
de qy ¢y sustituyendo esto en (1.47), obtengamos una ecuacion diferencial equivalente
a (1.44). Si esto es asf diremos que nuestro sistema de segundo orden es “equivalente”
al de primer orden.

Para demostrar esta equivalencia consideremos conocida una solucién de
(1.48),

i =Vi(gu) . (6.89)

Supondremos ademés que det dVi/8ui es no nulo, por lo que localmente al menos,
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podemos despejar u’,

]

W =Ui(d) (6.90)
Finalmente supondremos que esta solucién particular es tal que reemplazdndola en
(1.47) da origen a la ecuacién (1.44).

Sabemos que al menos existe una solucién que satisface estas propiedades,

a saber,

i =Vijgu)=u' . (6.91)

Demostraremos ahora que dada una solucién cualquiera con las propiedades desea-
das, si nos movemos infinitesimalmente hacia cualquier otra solucién de (1.48), ésta
también tendra dichas propiedades. Tendremos entonces una demostracién por in-
duccion.

Consideremos un conjunto de funciones arbitrarias infinitesimalmente pe-
quefias, p®, del tiempo, ¢ y ¢. Evidentemente dada una solucidn, ut = Uq,q), de
(1.48)

u = 0(g,§) = U4, 4) + 1(9,0), )l 0, U g, 0 1) (6.92)
seré, a primer orden en g una nueva solucién, y abarcar4 todas las posibles soluciones

cercanas a U. Sustituyendo u' = U* en (1.47) obtenemos:

oL d .
Suiin =(¢,U + po) Ui + p%i (g, U(g, ), )+ ;(q, Ulg, ), 1)
oL
+a ,an(‘I’ U-]—,wv)_
L
" 9qidud (g, U + mo) (¢ — U7 — p*vi(q, U(4,9), £)) =0 (6.93)

Desarrollando hasta primer orden en p*,

o*L! o*L! oL 8L L
(awa 56 + 55 (@ U = 50— g @ VI —U’)) +
L eppyi 4 L i, O e
+au£aujauk U U + 6 18 J(q’ U)# + 8 ,auJ(Q:U)ru 'Ua +
8L 82I/ ;
5. ,3q13uk(q, U)uvhd’ — oqu J(q,U),u it
ZL.' . 33L,
A a Ayt e 7Y -
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El término entre paréntesis igualado a cero es la ecuacion que obtendriamos al sustituir
u* = U en la ecuacién (1.47), y es por hipdtesis equivalente a (1.44). Por lo tanto, €l
demostrar que el resto de los términos en (6.94) es cero. Y en efecto, usando (6.87),

estos términos son iguales a

d 2L . o 821! ‘ ‘
— e,V a k(i TTi B
dt (au"auf” ”“) ag’ (3u53u—k(q’ Upvi(§ — U ))
o*L L OvF
~guiowr @ VF By

(éj_Uj) =0 ,

en donde el tltimo término se ha anulado como consecuencia de (1.48), ya que por

hipétesis, u* = U* es solucién de ésta.
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