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RESUMEN

Mediante teorta de perturbacicn de orden infinito, se ha calculado la functon de
onda y las corrientes cunticas promediadas para un electron en las vecindades
de una superficte rugosa. Las rugosidades se suponen caracterizadas
estadfsticamente como un proceso gaussiano con una amplitud RMS y una
longitud de correlacion transversal dadas. Se estudia sucesivamente el caso en
que la superficle es una Interfaz metal-vacfo y metal-metal, y los resultados
cusnticos se utilizan para deductr condiciones de frontera para la ecuacion de
transporte de Boltzmann en el espiritu de las condiciones de Fuchs. A partir de
estos resultados, se estudla la conductividad eléctrica de pelfculas delgadas y
alambres finos de seccion circular, los efectos termoelectricos
correspondtentes, y la conductividad elé~trica de peliculas con sobrecapas
met&licas. Los resultados tedricos se contrastan, por dltimo, con las
mediciones reclentes de resistividad electrica en pelfculas y laminas delgadas
de aluminio realizadas por Sambles et at (1982).




LREFLECTIVIDAD CUANTICA DE UNA SUPERFICIE RUGOSA ALEATORIA
Y LA CONDUCTIVIDAD ELECTRICA DE PELICULAS DELGADAS Y
AL AMBRES FINOS

Resumen: La reflectlvidad cudntica de una icle rugosa aleatorla,
caracterizada estadfsticaments por la amplitod de su rugosidad y una
lorgltud de correlacidn lateral, es celculada por uma generalizacidn de un
formalismo desarrallade por Maradudin. La Intensidad reflejada ser
en tna componente especular y otra difusa, la primera ds las cuales
da origen a un pardmetro de especularidad dependiente del ahgule. Se obtlene
tambieh otras aproximaclanes mas exactas, st blen mas complsjas, para esta
ultima cantidad. Se discute, por ultlmo, la aplicacton de estos resultados a
caleulos semiclasicos de la conductividad elebtrica de pelfculas delgadas y
alambres finos, que generalizan teorias anteriores de Fuchs y Sambles et al.

{. Introduccicn

Cuendo alguna de las dtmensienes 1ineales de una muestra metallca llega a ser
menor que una longitad del orden del libre camino medie de los electrones de
conduccidh, su resistividad electrica aumenta. Este efecto de tamaro fue
descublerto por Stona (1898), y prontamente explicado por Thomson (1904)
mediante tn raciocinio basado en la teorla cindtica de gases: Suponiendo que
Ias superficles del especimen dispersan los electrones que llegen a ellas de
una manera complstamenta difusa, las trayectortas libres de los electrones de
conduceidn qus se mueven cerca da las superfictes disminuyen, notd Thomson,
en una cant!dad dependients de su orfentacion. Asl, la resistividad promedio
{qus es Inversamente proporcional a este libre camlno) se ve
proporciomalmente aumentada.

Los resultados cuantitatlvos obtenidos a partlr de estas hipotests no sen,
sin embargo, muy precisos parque en ellos se despreclan las trayectorias que
comienzan en las superflcles del espécimen. Inversaments, existen caleulos
que toman en cuenta solamenta los electrones que parten desds las superficles
{Lovell 1936 para el caso de pelfculas delgadas; Andrew 1949 para alambres
finos). Claramente estas ultimas teorfas son solo aplicables a muestras muy
pequenias. ‘

Las primeras teorfas qua proparclonaron resultados cuantitativaments
correctos para tados los tamanios —excepto aquellos para los cuales los sfectos




cushticos comlenzan a ser aplicables— son aquellas que Incorporaron a una
solucich aproplada de la ecuaclon de transporte de Boltzmann una condicldn de
frontera Introduclda par Fuchs (1938). De acuerdo a Fuchs, en cada superficle
una fracclon p { 0 € p £ 1)de los electrones Incldentes es reflejada en forma
especular, mientras que el resto es dispersado de un modo completamente
difuso (Fuchs 1938 y Sondheimer 1952 para el caso de pelfculas delgadas;
Dingle 195G,y Mac Donald y Sarginson 1950 para alambres flnos de seccion
eircular y cuadrada, respectlvamente; para un rectento de otras aplicaciones,
vease por ejemplo Chambers 1969).

Las teorfas de efecto de tamafio basadas en las condiclanes de frontera de
Fuche han prabado ser titiles en la interpretacich de resultades experimentales
en la medida que se sepa poco acerca de la naturaleza de las superfictes de los
especfmenes y la especularidad p pueda ser considerada un parametro l1bre de
ser variado para cbtener el mejor ajuste de Ia teorfa a los hechos. Pero, sl se
quiere relacionar las propledades de transperte con caracteristicas observables
de las superflcles es necesario modificar estos modelos simples y suponer
que las condlelenes de frontera son dependientes del dngulo con el cual los
electrones inciden en cada superficle. Parrot {1965) y Brandlly Cottl (1965)
estudiaron las consecuenclas de postular que p varla de un mado discontinuo de
cero a uno segun st el dngula de Incidencia es menor o no que n clerta angulo
critico. Por otra parte, Ziman (1960} calculd aproxdmadamente la
reflectividad para los electrones ds conducclon da superflcles rugosas
aleatorias caracterizadas por una distribucton gausslana de sus amplitudes, y
obtuvo un pardmetro de especularidad como funclon analftica del cuoclente
entre la amplitud RMS de estas rugosidades y la longltud de onda de los
electrones. Soffer (1967) generalizo el cdleulo de Ziman para angulos de
incidencia distintos de cero, y obtuva formulas explicitas para la resistividad
olectrica de pelfculas delgadas. Posteriormente, Sambles, Elsom y Prelst
(1982) desarrollaron las expresiones correspondlentes para la resistlvidad
algttrica de alambres finos de seccion cfroular.

Reclentemente, estas teorlas han side sujetas a una comparacion rigurosa
con datos experimentales (Sambles ¥ Elsom 1980 para el caso de peliculas
delgades; Sambles, Elsom y Pretst 1982, para alambres firos). La




interpretacion de resultades experimentales por medio de formulas del tipo de
Ia de Fuchs, se ha encontrado, requiere a menudo de stpuestos adicionales
arbitrarios v a veces Improbables. Por el contrario, se obtlene acuerdos
satisfactoris bajo condiclones blen maturales cuando ss emplean teorias del
tipo de la de Soffer.

En este capftulo se obtendra otra expresioh cerrada para el parafmetro de
especularidad que generaliza el resultado de Soffer. Para hacer esto, se
caloulars la reflectividad cuentica de una superflcle rugosa medlante teorfa de
perturbacion de orden infinito; y se promediard la Intensldad dispersada que
resulta de aquf sobre um asamblea estadfstica de distribucion de rugosidades.
Este cdleulo se hara sipulenda estrecfamente el tratamiento de Shen y
Maradudin (1980); a cuyos resultados se reducen los nusstros en el caso que la
amplitud de las rugosidades sea pequena. EI nuevo parafnetro que resulta de
aquf sera comparado con el de Soffer y el de Shen y Maradudin.

En vista que la teoria de Soffer parece dar adecuada cusnta de la realidad,

¢ cual puede ser la utilidad de nusvas fofmulas —mas precisas,pero quizas mas

complicadas— para la resistividad de pellculas delgadas y alambres finos?.
Debe tamarse en cuenta, primero, que la formula de Soffer (en la manera que
se la Interpreta ustelmente} se cbtlene en el lfmite en que la correlacich
Iateral es nula; ¥ que esta condiclof puede ser violada en la practica. Ademas,
comparaciones numepicas musstran que la expreslon de Soffer sa hace poco
exacta en el lfmite en que la amplitud do las rugosidades es pequera,
exagerando serfamente la contribucich de las superficies a la resistividad de la
muestra. Reclentemente, se ha hecho postble producir mediante crecimiento
epitaxtal pelfculas metalicas muy delgadas con superficles extremadamente
lisas, de modo tal qua este lfinite puede ser explorads en la practica. Por
dltimo, es claramente postble medir Independlentemente las propledades
estadfsticas de stperficies rugosas (Raslgnt et al 1984) y correlactonar estas
cantidades con mediclones de la resistividad elettrica. Es claro que los
resultados ds experimentos de’ esta (itimo clase no pueden ser Interpretados
sino mediante teortas del tipo de la desarrollada aqul.




2. La reflectividad de una superficie rugesa

Calculos numericos de la resistividad electrica de pelfculas delgadas han
mostrado que esta cantldad es blen poco sensible a la conducta detallada de la
denstdad de electrones en la vecindad de las superficles de la muestra.
Podemos aprovecher agul este hecho, ¥ describir el efecto de cada superficie
sobre los electrones de conducich mediante un potenctal que es nulo dentra del
metal, e infinito fuera de el |

Vig =0 para z 3¢y

=w para z<{{y (2.1

en donde £, es 1a amplitud de la rugosidad medlda a partir de la posicion de la
superficte en promedia { z = 0 }. La aproxdmaclion mas Importante de las que
se haran aqul --y quizas la mas grave y mas dudasa— consiste en suponer que
cada superflole dispersa electrones con Independencia de las otras. En esto,
por supuesto, seguimos el procedimiento usual,

A ‘partir del teorema de Green, es facll ver que la funclon de onda exacta
satisface la identidad

‘p(x) - I %2 WOK el(’KX + YKZ) +

v [ x, [ GREK Viltx,) 2y, o LILKK + QX=X - Yolz - b | 1

en donde el primer termino representa [a funclon de onda Incidente de amplitud
arbitrarfa Y’y ;i y el segundo, la onda reflejada. De agut en adelarte
descompondremos sin previo aviso los vectores en componentes paralelas y
perpendiculares a la superficie ideal

x=X+zez . k=K+kzez

respectlvamente, para vectores en el espacio real ¥ recfproco; ¥ denotamos
ademas por

T =V 2mE/ B - K ) (2.3}




en donde £ ¥ m son la energfa y masa de los electrones. Asf, todas las
cantidades que aparecen en el segundo mlembra de (2.2} son conocidas, excepto
la funcldn ¢’y —que es de hecho la componente de Fourler de la derivada
normal, evaluada en la superflcle, de la funcion de onda exacta. En el resto de
esta secclon evaluaremos W’y por wn metado perturbativo empleado por
primera vez por Masel, Merril y Miller (1975). Esta evaluaclon dard’ como
resultado una expreslon para la funclon de enda que serd muy exacta para z >

€ gy PEFO sera solo aproximada para £ {z<{E

min max °

Pongamos primerc z < .. - Entonces, el primer miembro de (2.2} se
aulay [2-8y| =&y-2z en el ultimo exponente de esta ecuacion. A partir
de Ia transformada de Fourler de la relacich que resulta de aquf, se encuentra
que W' satisface

[ x, e 116, - 1yg ] Vglex) =
=21 YQ \ﬁ"o [27[)2 S(K-Q} . (2.4)

Esta ecuacloh integral sera resuslta medlante una expanslon en serles de
potencias de ¢ (Shen y Maradudin, 1980). Escribamos, entonces,

¢‘K[Ex) = \Umlg + \U“,K’x + me’x F aceeas [2-5}

en donde \p{mK x € de orden [fx)" . Asl, Ia ecuarton (2.4} se transforma
en un sistema Infinito de ecuaclones acopladas.  En orden cero, se tlene que

YO =20 vy s (2.60)
yaorden n> !, que

f v )
(-1) K-QX |, (v} -
pZza—r,, J’d"'Xe ¥k xYosx T 4 . [2.6b)

Estas ecuactones se hacen mas manejables s! se expresan en términos de las




transformadas de Fourter de 1;:[”) y de €[") » defintdas por ‘

:I}[n)KsP =I FX e‘IPX W{H)K X L2-7Q}

: 2

£, = e x Xy : (2.7
Se tlene entonces en Iugar de (2.65) que

') pn”f&& *(rep)

q0)
¥ o,'“ 0K Y K0t KR

lo que proporclona w(n) en funclon de todes los sp( M con 0 »{nypuwrde
entonces ser explfcitamente resuelto por aproximaclones sucesivas. [Las
primeras soluciones obtenidas as{ son

JWK‘Q = WW'K (27)% 6(Q) s

LY B r &£ Qq ~
w(lIK‘O = J - C{UK; O’Q’ w(ﬂlK’O' .

‘; QIK‘O - | & Q;frf o CmK; 0.0 CmK; 00" J mK,O" +
+ Idz Q ca ‘; @
Zmy? K; Q@ K,Q :
9,0

f FIELEL cop 0.0 V% 00 €% @0 ¥ ko

& Q'E
+I oo Yoo e

+ Ca’K; 0,0’ C‘ng; Oi‘ol } ‘;‘mg‘cl +




dzot e
*I ke Ve (2.8)
ete, en donde,
(n) _ )" NG
oo™ T (kg o0 29

Podemos aquf detenernos un mamento y considerar las condiciones de
validez de la soluclon (2.5) con (2.3) de la ecuacloh Integral (2.2). Notamos
primero que la ecuacion {2.4) es una condlcldn necesaria pero no suficlente
para determlinar ¢’y . {La condiclon necesaria y suficlente correspondlente se
obtiene pontenda z = £y en el segundo miembro de (2.2) --con resultados
enormemente mas complejos). Se sabe, por otra parte, que, como consecuencla
del teorema de untcidad, st la serle (2.5) converge debe hacerla a la solucion
verdadera (Beeby,1976).  Asi, la valldez del presente método descansa
enteramente en la convergencla de la expanslon perturbativa. Claramente, las
mismas conslderaclones se aplican a todo otro  reagrupamlento de los
terminos de esta serie, de modo que podemos escribir

~ (s 4]
"[n)
¥
Ke= 2,V ke
o & Q'
_wmlx’o+[w CK O’O|w KO, e

EQ'F %
f “‘TZT" C Koo koo vYike *t

£ Q'F Q'R Q™ .
* I Zn) ¢ K Q.0 ¢ K; @'.Q" ¢ & QLo wle'Otu + .o

(2.10)
en lugar de (2.8), en donde

Cki0Q = EC 'k 0.0




esto es,

oo = J #2eMQ- N2 (4o (1yg,0 80 2.11)
por (2.9).

La serie (2.10) resvelve formalmente el problema de determinar la funcion
V! g ¥ entonces, par (2.2), la funclon de onda reflejada. Ademas, como se vera
mas adelante, el cambio de parametro de expansion desde ¢ a la funcion
CK;O.Q sera’ determinante en la posiblidad de obtener de aqul’ resultados

practicos y precisos.

3.La condicion de unitariedad

Con vista a los desarrollos de la seccion slgulente, definiremos aquf las
abreviaturas

g[i)g‘x =exp [+ ¥y {g) (3.1)

Foex =18 gx

Calcularemos ahora la functoh de onda para un electron en el interior del
metal. Para el caso § . > z tenemos, por los resultados de la secclon
precedente, que

ol = [ G, g (KX WD [E 8 Ry 61X Y07
8.3)

en donde la amplitud reflejada Ry Q esta dada por




” IK-QX ,
Ry o= Yk/1Q) |# X e op (1Yl fyx 3 B4
con

(&P PXY) s
fK’x—!-I H,[dwe Fppy +

4 ICFPCF P’sz de Y; eIPEX'Y"Y’) e‘lP’Y‘f(_)

o k+p,y [k Y

& PE P'@ P s on POXCY-YY PV
; [—Qﬁ,—— sz YR Y'E Y' e g

1Y e ’ _
e Pe lK‘i‘P‘YF‘ JK+P9‘Y§ fe jK_Hjl'yu + oaes (3.5)

de acuerdo con (2.10}) y (3.2).

A partir del primer y segundo termino del segundo milembro de (3.3)
podemos calcular las corrlentes Incldentes y dispersadas. El resultado es,
respectivamente

M= tmoyg

j[s)ztx) -

= B[ £9E L axp (11(0-01X - v - Yo7} RyR koYY
AL [#Q

-5 %) B ke -0l

para las componentes de las corrlentes en la direcclon perpendicular a la
superficte promedlo. La cantidad ]KO , deflnida por la ultlma ecuacton (3.6),
es la Intensidad dispersada en la direcclon determinada por Q.

En la seccion stgulente consideraremos, en lugar de la reflectividad de una
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superficle rugosa partlcular, las propledades de dispersich promedio
calculadas sobre una asamblea de reallzaclones de diferentes perfiles de
rugosidad. El requisito de conservaclan de la corriente promedio en este caso
da origen a la condicion de unitariedad

% Yot Yo
[ £92 Lopit0 0 rgygieh | 2Go2] Rygfygd = 1

obtentda igualando el premedlo de las primeras dos ecuaclones (3.6), como una
condicion necesaria para la functon R. (De aqul en adelante denotaremos por
{...) el resultado de promediar sobre la asamblea antes menclonada de
superfictes rugosas). En terminos de la Intensidad dispersada / KQ? la condicion
de unitariedad puede ser sscrita mas stmplemente como

£ Q _
(6% <> =1 . @.7)

4. La amplitud de reflexion promedio

Es claro que el perfll de rugesidad de las superficles de una muestra dada sera
conocido stempre de un modo solo aproximado. Asl, no tlene interes calcular
la resistlvidad de una pelfcula delgada o un alambre flno con una rugosidad
dada, que sera por necesldad stempre arbitraria. Por el contrario, las
propledades de interes son promedlos tomados sobre una asamblea de muestras
con caracterfsticas superficlales especificadas estadlstlcamente. Es usual
suponer que la desvlaclon de la superficle real a partir de su valor ideal puede
ser descrita como un proceso gaussiano con promedio nulo y desvlaclon tfpica
(f.e. su amplitd RMS) 4. Explfcitamente,

Chydy > =F WIX-Y 4.0

“en donde la funcion de correlacion W se supone dada por
WX) =exp ( - X/ a@) (4.2)

y a es la longitud de correlacion lateral. La evidencia experimental rectente
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(Rasigni et af,1984) muestra que estas hlpdtesls simples proporcionan, sin
embargo, una descripclon ajustada de la realldad. Este hecho es
particularmente afortunado, porgue probablemente con ninguna otra distribuclion
de probabilidades hublera sido postble calcular explfcitamente los promedios
que necesitamos aquf. Tenemos, por ejemplo, para el promedio de productos de
funclones g defintdas en (3.1) que --en una notacicn evidente

(g;) = éz s <glgz> = é[é! Gz
{B18282> = £1B283 C12 G1a Gm 4.3

ete. (El significado de los sfmbelos g y G sera aclarado en un momento). A
partir de aquf y de (3.2} es posible calcular el promedio de productos de
funciones f.

Fo =Ff , <Fif =F1Fz‘éx-nglz '

Fiffw = Fiffs - é:ézfa th”élrzéz F:a-ﬂ?g{g. Fm +OF®, (4.49)

etc, como tamblen de productos de funclones f y g. Hemos empleado aqut la
notacion

Fa=§a-f=exp [—Fya’/.Z)-I (4.5)
() _ () _ -
Fab—f—Gab—f-exp(+6=yabeab). (4.6)

A partir de estos resultados es posible calcular el promedlo de la amplitud
definida en (3.4). Se tlene, en el hecho, resultados simples y dtiles, aunque
aproxtimados, en la medida en que se restrinja el calculo a tefminos exactos
solo hasta primer orden en F. Si, por el contrario, se Intenta conservar
terminos contentendo potenclas de F de orden superior,se obtlene formulas tan
complicadas y poco manejables que su utilidad es probablemente nula. Se se
procede, entonces, de este modo, se encuentra que

<RKO> =




ikt |

-z &EQ -
= gQ{ 1- FK + [FK]Z - cae +II21_IF gK+P F—-O,K‘FP[P) -

{FQ - v {-]
I 2 ke Tt TP B QuiaplP) +

hiad 30

G b by pF Qb e b+ OFD

en donde F denota la transformada de Fourter de la cantidad correspondiente F,
“ _ -tPX
FolP = [ @ xePXF (4.7

En primer orden en F las series Irfinltas que aparecen en la formula

precedente para ¢R> son todes geometricas ¥ pueden ser sumadas factimente,
El resultado es

Ry = BglBp (1-Myg +OF (4.8
COr
_ CF P ~4) e {~1
Meo=| BoelF G kaplP ~Foup®] +OF . (49)

Notamos que, a orden mas bajo en la amplitud RMS del perfll de
rugosidades, se tiene que

Ma=Flig+1g | Ehevgp WP + 081, @10)

dg acterdo con el resultado de Shen y Maradudin (198G,ec. (55)). En (4.10),
W es la transformada de Fourler de W, calculada de acuerdo a la formula
4.7 .

WP = 7 & exp( -a® P2/4) s (4.11)
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por (4.2).

Notamos que el camblo a F como nueva pardmetro de expansion es
equivalente a una sepunda resumaclon de la serle perturbativa, ademas de la
llevada a cabo al pasar de (2.5} a (2.10). El merito posible de estas
aproximaciones sera dlscutlde, por medio de la condicion de unitariedad (3.7),
al final de la seccion sigutente.

5.La intensidad reflejada promedio

En la secclon anterlor calculamos la amplitud reflejada promedio y, por (3.3),
la funcion de onda promedio. La cantidad que aparece en el calculc de la
resistividad electrica es, sin embargp, la Intensidad de la onda reflejada. Por
(3.6) esta esta dada por

4 J  exp(t[(Q-QYX - (Y )2} {YQ”O']m *oD
kQ’~) Ty ! Yore'dh | Ty | Rkt ke

5.1

en donde

ReR™k@ =

=/ 1QY ) [ X X expltlK-QIX-K-Q1X)

€oxfkxeox kx> + 62
por (3.4).

A partlr de conslderaclones generales es clarc que el promedio en el
segundo mlembro de (5.2) debe necesariamente tener una clerta estructura.
Notamos, primero, que se puede escribir obviamente

* _ * N s *
Agxk Aox K7 = Aox Ao+ Aox kA oxe &
(5.3)
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en donde denotamos por A® Ia fluctuscicn de A
A'=A-LA> ,
Aplicaremos esto al caso

AO;X,K - g‘”Q‘x fK‘x . [5.4)

El primer término en (5.3} no depende ni de X nf de X* . El segundo, depends
solo de la diferencia X-X*. Asl, podemes eseribir

* — (5.5 /5 %
Aok Ak’ = Boeg e 1 - My - Mgl +
+ HQ,Q’,K IX‘X’) + O(FZ} s

por {4.B}; el valor de la funcion H Intraduclda aqul sera encontrada —tamblen
Incluyendo terminos hasta orden 2 - en (5.9). Introduciendo este resultado en
{5.2) tenemos qua

<RKQRKOQ> = (21?)2 6[0‘0‘) { EZ'H]z J(K'Q) [ I -2 Re MKK] +
+ [YK/YQF ﬁQ‘Q,K[Q-K) } + 0(F% ;

en donde I:l' 8s la transformada de Fourler de H, calculada de nuevo de acuerdo a
la prescripeich (4.7). Por (5.1)

Gy = g [ x M ERX L1 2Re My + g 6 400}

Shen y Maradudin {1980} mostraron, tamblen a partir de consideraclones
generales, que es poslble representar el integrando de esta ultima expresion
como [a expenenctal de una funcion analftica. Ast

-1 X
Uy = /g ol -2Ra My [ X @R e 00

Iy
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(5.5)
en donde

- *
Co.rik X =Ho, ok X Agx k2> Ao k> + O

La ecuaclon (5.5) es la ecuaclon (46) de Shen y Maradudin. Se puede
separar adiclonalmente la Intensidad dispersada en una contribuclon especular
y otra difusa

Uyods = (2m? 5(K-Q) exp (-2ReMyy) (5.7)

<iKO>d = (YK/YO) exp( -2MKO)J<:F X e”K'O) [CO,O;K(X) -11, 5.8

respectivamente. La condtcion de unitartedad (3.7) puede tamblen ser separada
en dos reglas de suma

,F%% Uggrs = epl-2Re Mg

[ Q _
) WGKO)d =1- GXP['QRG MKK)

El valor de la funclon HO,O';K [y entonces, por (5.6) y (5.8), el de la
funcidn CO.O’,K y de la contribucton difusa {Ig@>q) puede ser calculada del
mismo modo como se determino My en (4.9). Escribiremos aquf solamente
el resultado:

HO’O,;K = [éo éoo/éxz) { - F‘—’O‘O,[Y) +
dz P lPY ~(+) (4] ~i-)
of Gt ™7 e ® + F gr kP - F gapaptP 1+ O

(5.9)
en donde las funclones g, F y F estan dadas explftitamente en (4.5),(4.6) y
(4.7). Al orden mas bajo en 4, se tlene que
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_z[FP PX .
Co,oxN=¢ frzaz N lyp+ rgp P WA + 06,

de acuerdo con el resultadoe correspondlente de Shen y Maradudin (1980, ec.
{56)).

Procederemos shora a usar la condicion de unitarledad {3.7) para estimar
la valldez de las aproximaclones cometldas sn este capitulo. Notamos,
primero, que la ecuaclon (3.7) se puede escribir

()
[ Gotie U g s - FKK+P“°”“

[ G

~E-1
Q,Q - F Q:O(P) ] + O[F} 1 (5-10)

incluyendo terminos hasta de primer orden en las funciones F. Para valorss
pequetios de Ja amplitud RMS de la rugesidad 6, se tiene que

F(i}O’Q,[P) = £ Fy51p WP + 06 (5.11)

¥, entonces, [5.10) queda satisfecho con esta mlsma preclslon para todos los
valores de la correlaclon lateral a. Inversamente, cuande a es grande tenemos

qua
EI:E)Q,Q‘[P) = (21)% 8(P) [ i- exp [+ 62](01,-0’]} +0l@d , (5.12)

y entonces la condiclon de unltarledad aproximada (5.40) es tamblen satisfecha
hasta orden cero en ¢ para todo valor de 6.

Vemos que las formulas {4.9) y (5.9} son exactas para valores extremos de
los parametros 6 y e [correspondientes a las teorlas de Shen y Maredudin
(1980) y Soffer (1963} ,respectlvaments); y tlenen al caracter de formulas de
Interpolacicn para valores Intermedios de ellos. Una comparaclon cuantitativa
entrs estas aproximacionss fen el contexto que Interesa aqul} sera mostrada en
la seccich sigulente.
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6.La resistividad de pelfculas y alambres

Consideraremos aquf la apllicaclon del resultado (5.5) al cdlculo de efectos de
tamano en la resistividad eleCtrica de pelfculas delgadas y alambres fincs.
Despues de pasar brevemente revista a este fenomeno, examinaremos la
cordura de dos aproximaciones adicionales, realizadas con la Intencion de
extraer de los cdleulos precedentes un pardmetro de especularidad en el
espiritu de las condiciones de frontera de Fuchs. Por Gltimo, generalizaremos
una observacion de Sambles y Preist (1982); mostrando que existen dos
regfmenes diferentes en estos efectos de tamafio —unc dependiente de la forma
del espécimen, y el otro dependiente solamente de su aspecto (esto es, del
cuoctente volumen/area)-- sin importar cual sea la forma funcional del
parametro de especularidad, stempre que este dependa solamente del angulo de
incidencia.

Como se sabe,la teoria semiclasica de la resistividad electrica de muestras
pequenas parte desde una solucion de la ecuacion de transporte de Boltzmann
linealizada en la aproximacton del tiempo de relajacion

Fk[X) =f°k+gk[x} 1

en donde f° es la distribucion de Fermi-Dirac. La distribucion de electrones

fuera de equilibrio, que es el objeto que interesa aqul, esta dado por (Ziman
1960, Chambers {969)

g 00 = et (Evvy) (- 3°/3E) { 1 - Blv) expl +° /T ]}, (6.1

en donde £ es el campo eleétrico aplicado (supuesto constante en el tlempo), v,
es la velocldad de un electron moviendose con un vector de onda k, t es el
tiempo de relajacich (que puede depender tambten de k), tsk[x) es el tiempo
que le toma al mismo electron viajar desde un punto X en la syperficie de la
muestra al punto de Interes x .

_ s
x~xs+vktk[x) .
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y & es una funcion a ser determinada mediante la tmpostcion de condiciones de
frontera. La conductividad electrica de una muestra estd, entonces, dada por

OU:A-[IUU[X) FA =

= (/4T A A)Jd‘ A [F & Sy vp Tl1- 81y xp(+5, 00/ } , (6.2)

en donde 1, = x,%,2 , A es el area de la secclon transversal, la Integracion
mas Interna es realizada en k sobre la superficied de Fermi en equiltbrio,y
n, = vt/v,_—, en donde vpes la velocidad de Fermi.

De acuerdo con Fuchs (1933),se puede tomar come condicion de frontera
g‘*’kR[xs) = p(®) g"’k(xs_) X (6.3)

en donde los superindices + o - denotan las ramas de la funclon g aplicables a
electrones que viajan desde y hacta la superflcte, respectivamente; kp es el
vector de onda correspondiente a un electron que ha sido reflejado
especularmente desde k; y p (dependlendo eventualmente del angulo de
Incidencta ©) es el parametro de especuularidad. Asf, la conductividad
eleCtrica de una pelfcula delgada de espesor d esta dada por (Fuchs 1938)

=13 [ (e L pIL - opl - ]
m_f ;;K—Ldu =471 I - plu) expl -«/4) 1 (6.4)

qu

endorﬂeameslacorldmtlvidaddelgrmyﬁ(:d/!;l=v,_-r&eel ltbre
camino medio. La conductividad de un alambre fino de seccioh circular esta
dada en forma semejante por

*
/2 /2
gm: 1- "6—,( Odecoszestnzﬁ fO dy siny -
[ 1 - plcos ©N][ 1 - exp( - & sin y/stn 6)] 6.5)

1 - plcos B) exp( - k sin y/stn 6)
(Oingle 1950), en donde ahora « = a/1 y aes el radio del alambre; y
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cos © = sin O sin ¥ (6.7)

De acuerdo con los resultades de la secelon precedente, sin embargo, se
tiene en camblo que

+ _[ £ .
£k %0 = [ &% <t ek 20 6.8)

en lugar de (6.3). Notamos, primero, que la condicion de unitariedad (3.7}
aplicada aqul da

[ Gy e e = Bl eg ) s 6.9

esto es, lpualdad entre el numero de particules incidentes y dispersados en
cada punto X, de la siperficle. Las aproximaciones que seran discutides en in
momento -y, en el hecho, las ideas tras las condiclones de frontera de Fuchs
(6.3)— violan esta lgualdad. Notamos ademas que (6.7) Implica que Ia funcion
$ obedece una ecuacion integral que depende de la forma del espseimen. Para
una pelicula delgada, por ejemplo, se tiene que

4 — & Q qx +
@”K—I-IW(IKO> -k:c[f—é"oexp[-d/lal | (6.9}

en donde

1o = B/m) T yg ; (6.10)
y los superindices +,- tienen aqut el mismo significado que en la ecuacion
(6.3).

Es claro que la ecuaclon Integral (6.9) (o sus contrapartidas para otras
formas) junto con la ectmeleon (6.2) resuelven formalmente el problema de la
conductividad electrica de peliculas delgadas y alambres finos. Aunque es
probable que sa obtenga asf resultados muy exactos, una tal tarea debe
ser, probeblements, realizada enteramente en forma numerice. 81, por otro
lado, se preflere tener formulas cerradas comparables a {6.4) y (6.5), es
necesario obtener primero soluclones de {6.10) que sean Inteligtbles, aunque




qulzss solo aproximadas. Discutiremos ahora dos de estas soluctones.

La primera de ellas se obtiene despreciando la contribucion difusa (5.8) a
la intensidad dispersada. Asl, (6.7} coincide en forma con (6.3) y obtenemos
como solucion explicita de (6.9}

SV =1 -pd/ 11 -pyexpl-ditd] , 6.11)
con

pg = expl - 2Re My ., (6.12)
por (5.7).

Es facll ver que en esta dltima formula el parametro de especularidad p
depende de K solamente a traves del coseno del angulo de Incidencia. Por lo
tanto, insertando (6.12} en las ecmciones (6.4) y (6.5) se obtlene formulas
explieitas para la conductividad electrica de pelfculas y alambres dependiends,
por ura lado, del tamano a traves del valor del paramstro « ; y, por otra parte,
de las propledades estadfsticas de las superfteies de [a muestra por la
ecuacidn (4.9). Cuando los resultados numericos de estas formulas se
comparan con datos experimentales, se encuentra que estas nuevas expresiones
se ajustan mucho mejor a Ia realidad que las usadas en el pasado. Dos de estas
aplicaciones se muestran en el capitulo 111 de esta tesls.

En este capftulo haremos solamente comparacionss teoricas. En las figuras
1 a 3 se dibujan los valores del parametro de especularidad, obtenido de
(6.12}, en functon del dhgulo de inctdencia para valores diferentes de la
amplitud RMS de la rugosidad superfictal 4, y de la longitud de correlacicn
lateral a. En cada figura se muestra tambien los valores correspondientss de
la aproximacton de Soffer (1967) '

Mmzz é IYKIZ ' [6-!3)

(en Ia notacion empleada aqut); y la de Shen y Maradudin (1980)
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Figura 1. La curva continua es la reflectividad p como funclon del angulo de
incidencia 6 (ecuacion (6.12) del texto) cuando @ = 0.5 auy 6= 1 au (au =
untdad atomica). En este caso esta funcion cast coincide con la aproximacton de
Maradudin (curva M). La curva marcada con S es la aproxdmacion
correspondiente de Soffer.
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Figura 2.\Lo mismo que en la figura {,excepto que aqut a = 0.2 quy 6 = 5 au.
Las curvas marcadas M y S denotan la aproximacton de Maradudin y
Soffer, respectivamente.




Z0c

Figura 3. Lo mismo que en la figura 2. Ahora a = 0.3 auy § = 10 qu. Note
que la escala angular fa sido ampliada aqul.
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g [FP L
My =2 & | Tratgep VP (6.14)

--un caso especlal de (4.10).

Las figuras musstran Ia conducta de la funcion (6.12) para valores
pequenos, Intermedios y altos de 8, respectivamente; y valores pequefics de a.
Es claro que en todos los casos la teorfa de Soffer subestima el valor del
parsmetro de especularidad. Para superficies muy rugosas (caso da Ia flgura
3) la diferencia entre la teorfa de Soffer y la expuesta aqul es posiblemente
inimportante -- aungue la forma funcional es diferente, ambas teorias asignan a
p un valor practicamente nulo excepto para Incldencias rasantes. Para
superfletes Hsas (caso de Ia figura 1) por el contrario, la teorfa nueva afirma
que la conducta de p es blen diferente de la que resulta de la teoria de Seffar.
En realidad, en este caso p se ajusta mejor a la formula de Shen y Maradudin,
y es por lo tanto cas! especular para todos los angulos de Incldencia. Por otro
lado, estas comparaciones son posiblemente injustas porque la teorla de Soffer
(1967} en su forma usual (i.e. como en [a ecuacton (6.13}) se supone se aplica
solo al caso ¢=0. Volveremos sobre este punto mas adelante.,

Cuando Ia longitud de correlacion lateral a no es pequena, la aproxdmacion
(6.12) no es ya muy buena. Se puede ver que, en este 1fmite, Ia contribucicn
difusa a la intensidad dispersada (5.8} es tamblen cas] especular. En el hecho,
tenemos por (5.12) que

Myg = 2 stth( & |yg|*) + 0(a®) (6.135)
{del cual el resultado de Soffer (6.13} es claraments una aproximacion de
primer orden en %); pero en este caso (6.12} subestima considerablemente la
reflectividad de la superficle, que esta dada en realidad por

Ugod = CmPo6(K-Q) . (6.16)

Para tener una aproximacion razonable, v&lida tambien en este caso, podemos
proceder asf:

S1, primero, escribimos separadamente las contribuclones especular y
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difusa en Ia ecuzcich (6.9), tenemes que

. 1" pK & Q qx 1 - @‘” e%?
@C )K= ITKE(T‘E -IW<IKO>C’ "E; f _PKe(-JK (6-!7}

en donde hemos pussto
ey = expl - d/ly )

y usado (6.12). Partlendo con (6.11), esta ectacion integral puede ser resuelta
mediante el metodo de aproximaciones sucesivas con la precision deseada. Mo
escribiremos aqul [a serte que resulta de este proceso; aunque debe tenerse en
mente que -como la forma de la ecuacion integral depende de la forma de la
muestra-- la serie que se obtiene de aqul sera tambien dependtente en algun
monto de esta forma. Por otra parte, notamos que en el 1{mite en que a e
grande, el factor {{ KQ> en la integral del segundo miembro de (6.9} esta’
casi enteramente concentrado en las vecindades del punto Q = K, mientras que
el resto del Integrando varia en forma mucho mas suave. Asi, es justificable
eseribir en ests caso

gsto es, .
B9 yp=(1-Pe) /1 -Ppaxp(-dAY (6.18)

con
_[&Q
Pg= J e Yk ke

4 [#0
= o+ | T U ok . 619

En el 1fmite opussto, en que @ es pequend, la contribucich de la compenente




J
I

difusa es tamblen pequena. Pero entonces tambien la ectmcich (6.18) es una
solucion blen exacta de la ecuacion integral porgue —st se le expande en serie
de potencias en {J KQ> g — reproduce exactaments los dos primeros téhminos de
la serte a la ctal no referimos inmedtatamente a continuacion de la ectacion
6.17).

Existe un merito adictonal en la aproximacicn (6.19). Como se mostrara
en un momento, cuando los terminos que eontlenen expf - df1q ) se hacen
despreciables, la conductividad electrica de un especimen depende del tamario
pero no de su forma. En este caso, la ecuacton (6.9} -- y sus contrapartes para
alambres finos de variadas secclones— es

o = 1. [EQ
s =1- [ G e 0k

que colncide con el limite, que en este caso es tamblen tniversal
Ey=1-Py
sslo en el caso que el parametro ds especulartdad tenga Ia forma (6.19)

Nuestro dltime punto se refiers a las ecuaciones (6.4} y (6.5). Sambles
y Preist {1982) notaron qus fay dos regfmenes distintos en el efecto de tamafo
de la conductividad elettrica de espectmenss pequefios. Cuando « no es grande,
Ia conductivided depende de este parafmetro de un modo contingente de Ia forma
de Ja muestra (atn cuando las propledades de reflectividad de sus superficies
sean ldeanticas) como es claro al cbservar la diferencia en forma funcional
entre (6.4} y (6.5). Pero cuando « es tan grande que exp( -k} es despreciable,
la conductividad depende solo del tamaro como una functon universal del
" cuoclents volumen/area. Sambles y Preist han mostrado que esto es clerto
para el caso en que el parametro de especularidad sea el de Soffer {6.13).
Generallzaremos aqu! este resultado al caso de un parammetro de especulartdad
que sea uma funcloh cualquiera del angulo de incidencta, No es necesarlo,
tampoeo suponer que esta funcion sea amalftica (Parrot 1965,Brandll y Cotty
1965).
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En este ditimo limite, la conductividad de una pelfcula delgada estd dada
par

o/ =1-(3/4 k) J du @ [1-pd] (6.20)

por (6.4}, para todo p que sea una funclon par de angulo de incidencla €, y por
Io tanto de u = cos 8 . Aqul &, es el cuoclente volumen/area del especimen,
medide en unidades del lbre camino medio de los electrones de conduceich.
Del mismo mode, tenemos a partir de (6.5} para el caso de un alambre fino de
secelon elreular, que

nf2 /2
a/a _1-(5/m)J dﬂcoszesznzeJ du sty [ 1 - pleos ©) 1.

Mostraremos que esta formula es la misma que (6.20). Camblemos agui lag
variables da integracion por

u=cos®=sinbsiny, v = cos 8.

Entonces el Jacoblano de Ia transformacion es

a[u,

v) _
m sirfBcosy

y las Integrales en la formula precedente son
¥Y(i-uv9
[ f S -V ] [ 1-pl) ] .

Pero s facl] ver que
Y- i
“Jo dvvz[i-[uz+v’)] =-(wWAl1-F+v] +
2 v =¥Y(1-A)
+z[1-uz)ar'cs!n[v[1-u’) Ily=0o

= (u/4) (1-*).
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de donde se sigue inmediatamente el resultado anunclado.

7.Corclustones

En este capftulo hemos calculado la refletividad cushtica de ua superficle

con rugesidades alestortas por medio de un metodo wperturbativo que incluys
todos los ordenes en 6 ( 1a desviaeton RMS de [a superficte real medida a
partir de la 1deal). Para hacer esto, se ha usado una generalizacidnde de un
procedimiento utllizado antes por Shen y Maradudin (1980}, a cuyos resultades
se reducen nuestras formulas en el Ifmite de & pequeno. Los pasos Intermedios
en el caleulo implican un nimero de sumas de series perturbativas
complicadas; las formulas resultantes aparecen como expresiones cerradas y
tlenen una estructura de una simplicidad quizss sorprendente.

Usando este cdlculo como punto de partida, se ha calculado aqul Ia
resistividad electrica de peliculas delgades y alambres finos, mediante el
procedimiento semiclasioco usual que parte de la ecumcion de transports de
Boltzmann. Es claro que esto no puede ser hecho sin clerta ambigiiedad, porque
Ia compenente difusa de la intensidad reflejada tlene una estructura que es muy
diferente de la funclion de distribucich para los electrones de conducich en
equiltbrio termodinamico. {Por ejemplo, cuando Ia longitud de correlactch
lateral a tiends a Inflnito, la componente difusa se hace progrestvamente mas
especular). Hemos obtentdo aqut dos aproximaciones para el parafmetro de
especularidad que aparece en [a formulacion ustal; la primera dependients solo
del angulo de Incidencia, mientras que la segunda tiene una forma menos
transparente. Las conclusiones que siguen se refieren solamente a la primera
funcion de reflectividad, porque es la unica que hasta el momento ha sido
estudiada en detalle.

. Cuando se comparan las expresiones obtenidas aqu! con las teorfas
primitivas en las cuales el parametro de especularidad es independlente del
angulo (Fuchs 1938,Dingle 1950}, se obtlens coma resultado conclusiones que
no son cualltativamente distintas de las cbtentdas al comparar estas con las
teorfas de tipo de la de Soffer ( Sambles y Elsom 1980). As{, para cbtener




estlmaciones cuantitativas de la exactitud de los resultades encontrados aquf,
es necesario compararios con los de Soffer que parecen ser los mejorss
disporibles hasta sl presente. Cuando se hace esto, es claro ,en primer lugar,
que la teorfa de Soffer subestima —a veces en forma considerable— la
reflectividad de las rugesidades superfictales. Por ejemplo, cuando 6 es
pequerio, la funcich de especularidad esta mejor representada por la
aproxdmacton de Shen y Maradudin que [a de Soffer; y es por lo tanto cercana a
uno para todos los valores del angulo de incldencla. Ademas, se obtiene que la
teorfa de Soffer es deducible de una teoria cuantica en el lfmite en que a tlends
a Infinito — un lfmite en el cual la contribucich de la parte difusa no pueds ser
lgrorada, y la aproxdmacion mlsma es entonces sospechosa. Asf, se pueds
conclulr que hay buenas razones para esperar que la presents teorfa proveers”
una mejor representacton de los hechos experimentales que las empleadas
previamente.

Por clerto, el unico eriterio de validez es el acuerdo con los datos
experimentales, Como se sabe, una evaluacion critica del acusrdo de los
resultados teoricos con los experimentales ha sido dificultada en el pasado por
una desafortunada escasez de datos de precision alta cbtenidos en muestras
muy puras con cuoclentes favorables de espesores sobre libre caminos medio.
Reclentemente, sin embargo, se ha cbtentdo clerta cantidad de datos con Ia
precision requerida, y es ahora posible Intentar comparacionss significativas.
Ejemplo de esto son los dos ajustes mostrados en el capitulo IIT de esta tesls.




ILEFECTOS TERMOELECTRICOS EN PELICULAS DELGADAS Y ALAMBRES
FINOS

Resumen: La nueva funcidn de especularidad dependiente dsl ahgulo

descrita en el capftulo ipr‘t‘:-cednelrite es aplicada agut al calculo de los efectos

termoelectricos en peliculas delgadas y alambres finos de secclon circular; y

el resultado es comparade con los resultados obtenidos utilizando teorfas mas

antiguas En el cdlculo dal coeficients Peltier y el poder termoelsctrico se
una contrlbmlon adictoral a las usuales, gue tlene

su ori en en el etro de especularidad depende de la energla
deFer%ui E‘stetemump un efecto de tamano que es del mismo orden

de magnitud que el proventente de otros termincs, es, ademas, siempre
negativo y presenta un minimo valores intermedlos del espesor scbre el
l1bre camino medio. Para metales simples, el efecto combinado de esﬁ
terminos es pequefio; pere en ocaslones estes pueden co ara ucir
un minimo en el podeg'e termoelectrico a temperaturas 1ntermeg.1 P

8.Introduccion

En la presencia de un campo electrico aplicads £ y un gradiente de temperatura
V7, la corriente eléctrica J y el flujo de calor U estan dados por (Ziman
1964)

IJ=6KE + ek, (-VI/T) , (8.1a)

U=eK E + K (-VT/T) ; (8.1b)

en donde e es la carga de un electrdn, y los coeflcientes de transporte K, estdn
definidas por clertas Integrales sobre la distribuction de electrones fuera ds
equilibrio. Bajo condiciones de valldez blen generales, se puede demostrar que
todas estes estan determinadas por Kq como funcich de la energfa E. Asf,

Ko = Ko@) o Kz = (1%/3) tkgD? Kol (8.24)

pero

Ko = (m%/3) (kgl}* [ 3 KolE)/BE ]E=§ 3 (8.20)
en.donde { es el potencial quimico de los electrones, y kB es la constante de




Boltzmann.

Estos coeflcientss de transporte determinan otros. En particular, la
conductividad electrica o, la conducttvidad termica «, el poder termoeléctrico
absoluto S y el cosfletente de Peltier 1T estan dados por

ko kST, Ke KileT, y Ko Ki/e

respectivamente. Asl --en la medida en que sea vélida la aproximacidn del
tiempo de relajacidn— Jas mediciones de o y de & por un fado, 0 de Sy de 11
por otro, proporeionan esencialmente la misma Informacton; pero la
informacicn cbtenida ds un par es complementarta de la cbtenida del otro.

Por ejemplo, la conductividad electrica de un metal puro es, dentro de Ia
misma aproximacicn, proporcional tarnto al 1tbre camino medio £ como al area
A de !a superficie de Fermi. En las mismas efrcunstanclas, su poder
termoeléctrico absoluto esta dado por (Huebner 1964)

Sy=(elLT/Q(U+V) 8.3)

s so desprecia los efectos del arrastre de fonones, Aqut L = (Tkg)?/3 & es
el valor de Sornmerfeld del imero ds Lorenz, y

U=(dMV lﬂE)Ezg (8.4q)
V=(8mA/nElp, 840

Como se sabe, para los metales nobles Sy, es positivo; lo que implica que
(debido a que la carga a tlene signo negatlvo) ya sea U o V (o ambos) son
negativos. Pero para un metal de elctrones cast ltbres, esclaroque V=t y U
debe variar desde 0 a 2 a medida que la temperatura aumenta. Se supone que
esta discrepancla evidente tiens su orfgen en el hecho que, en el caso db los
metales nobles, la superficie de Fermi teca Ios bordes de zom, lo qua causa
que el area de Fermt disminuya cuando aumenta la energfa.

Los efectos da U y V pueden ser separados expertmentalments hactendo
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medictones en pelfculas delgadas y alambres finos.En este caso,las ecuaciones
(8.1} y (8.2} continuan slendo validas, pero el valor de Kg es menor que el del
grusso Ko (& por wn factor f; { O {1, { 1) que toma en cuenta la dispersicn de
los electrones de conduceton por las superficies del especimen (Fuchs 1938)

Ko = 1, Ko . (8.5)

51 1; no depende de la energfa £ sino a traves del libre camino medlo 1, es
facil ver que el poder termeeléctrico de una especfmen delgado diftere de su
valor del grueso (8.3) por (Husbner 1964; Leonard y Lin 1970; Thompson
1977; Tellter, Pichard y Tossar 1977)

S=S,+ %gkuﬁ-n . (8.6)

en donde a y a son el coefictenta de resistencta con la temperatura del
especimen y el grueso

a=-{1foydofd T s (8.7}

respectivamente. { El efeeto postble de dispersicn por los bordes de grano
(Tellter,Pichard y Tosser 1977; Thomson 1978; Warkusz 1978) esta Incldido
en (8.7); pero no la plezoresistencia que tiens su origen en la expansion
termica (Warkusz 1978; Jain y Srivastava 1980) . En la ecuacich (8.6) todas
las cantidades excepto U son directamente medibles. Asi, a partir de uma
determirmeldn experimental de U, la ecuacioh (8.3) permite determinar
separadamente V.

Este procedimiento ha sido empleado en el amalisis de mediciones del poder
termoelectrico de metales nobles con resultados que han sido a menudo
contradictorios. Por ejemplo, se ha encontrado para el cro valores de U que
varian entre -0.6{ y +1.76 (Worobey, Lindenfeld y Sertn 1966; Hubin y
Gouault 1974); para el cobre, valores en el Intervalo -18.7 hasta +2.3
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{Chopra,Bahl y Randlett 1968; Angus y Dalgliesh 1970); y en plata, valores
que varian entre +0.86 y +2.7 (Moreland y Bourassa 1975; Angus y Dalgliesh
1970). Se ha intentado varias explicaciones para ssta conducta tan
contradictoria. Por ejemplo, se ha afirmado que el grado de especularidad de
Ias superfictes de un espetimen delgado de oro depende tanto de la temperatura
como del grado de recocido (Supawara,Nagano y Kinbara 1974). Es diffetl
Imaginar, sin embargo, un mecanismo ffsico concreto capaz de producir este
ultimo resultado. Las consideraciones contenidas en el presente capitulo hacen
Improbable estas explicaciones, aun si estan  respaldadas —como en el caso
del trabajo de Sugawara et af — por una culdadosa Investigacion experimental.
Lo que aqul se afirma es que fa ectmelon (8.6} es erronea, porgue en ella se
desprecia un término que es del mismo orden de magnitud que los que se
retienen,

La efectlvidad de las superficles de uma musstra en la dispersich de los
slectrones de conduccton depende de Ia escala fi&tca de sus Irregulartdades
medidas en unidades de la longitud de onda de los electrones (Ziman 1960).
Asf, sl se aumenta la energla de los electrones, la dispersion por la misma
superficte tiende a ser mas difusa. En general, el factor J; que aparece en
(8.5} es un funclonal del grado de especularidad de la superficls, que es
caracterizado aqul como antes por la funcion p. Por lo tanto, /; depende de £ no
solamente 2 traves de J, sino tamblen a traves de la funcioh de especularidad
p; ¥ la derivada 3 /,/3 £, que contribuye a S por (8.2b}, contiene un tstmino
adicional que es un functonal 1ineal de 8 p/@ E. Claramente, este término
se combim negativamente con aquellos que aparecen en (8.6).

La necestdad de incluir un tal término ha sido dedurida a partir de
resultados experimertales por Weddler y Alshorachi (1980). La primera
evaluacion teorica de él se debe a Sambles y Pretst (1984),

En ol resto de este capftulo apltearemos los resultados del capftulo
precedente para obtener estimaciones tecricas de los diferentes terminos que
contribuyen al poder termoelectrico y al coeficlente Peltier de especfmenss
pequenos. Hay clerta distancla, sin embargo, entre los resultados presentados




aquf y los que se necesita para Intenter un calculo confiable de las propiedades
termoelectrica de metales reales. Asf, no se hara aqui una comparacton
detallada entre los expertmentos y la teorfa. La nueva formulacion sera
comparada solamente con las ecuaciones que resultan de aproxtmaciones mas
antiguas (Soffer 1967; Shen y Maradudin 1980).

9.Efectos de tamano en los coeflclentes de transporte

A partir de (6.4) y (6.5) se tlene que

1
- 4.3 [1-p)][1-expl-x/u)] (9.1)
=1 Z_xjod“ () I'- pld) expl -«/4)

para el caso de pelfculas delgadas de espesor d, en donde k = d/1y 1 es el
libre camino medio (Fuchs 1938); mientras que para un alambre fino de
seccion circular, [, esta dado por

6 TI/Z "/2
1=r-ﬂ[0 d8 cos? 6 sin 8 jodwsmw-

[ -pd I 1 - exp [k stn y/stn 6) ] 9.2)
I - plw) expl - « sin ¢/sin 8) o

en donde ahora ¥ = a/l, a es el radlo del alambre y u denota el coseno del
angulo de Incidencia u = stn § cos Y. El hecho que la functon de especularidad
(6.12) depende solamente de u pueds ser comprobado por uma evaluacion
explicita (ver apendice a este capitulo).

Sea K, (1=0,1,2) el valor de un coeficiente de transporte para um pelicula
delgada o un alambre fino; y Kl(b) el valore del grueso correspondtente.
Entonces, por (8.2) y (8.5), tenemos que

Kko® =1 Kok, 9.3a)

pero
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H {9.3b)

K, nkgN?[ a1,
_(b):: f1+
X, el |a€]p,

en donde {; esta dado por (9.1} o (9.2} y 11 es el coeflciente de Peltier del
grueso. Explicitamente, encontramos que

(d1./48 E}E=g = L+, (9.4}
en donde
1
_ 3 U-p) ,u (1-p)
_nfodu[wuz)jj%{zﬁf - -2l 9.5a)
<
Iy = Tx[ dufud) [T_A . (9.5h)

para el caso de pelfculas delgadas; y

/2
1,-—j decoszej' dysiny HEL -
. sin - el - p)
(T~ (- @ -siny S0 ) 9.60)
/2 /2 z
f;;—%odecoszesinej a‘wsmw[ Ep] r . (9.6b)

para e] caso de un alambre fino de secelon clreular. En estas formulas hemos
denotado por k* y por p* las derivadas de & y p con respscto a la energfa, '
evaltadas en la energfa de Fermi; y hemos pussto

e =exp( - k/u). ' (9.7}
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Estas formulas han sido encontradas por primera vez por Sambles y Preist
(1984).

En las figuras 4-6 hemos dibujado p* como funclon dal ahgulo de incidencta
{junto con los correspondtentes valores de p) para valores tipicos de la
amplitud RMS de 1a rugosidad & y la correlacion lateral a § junto con los
valores obtenidos de Ia aproximacton de Soffer (1967) y Shen y Maradudin
(1980} [ecuactdn (6.12) con (6.13) y (6.14),respectivamentte]. Hay tres
conclusiones evidentes de esta comparacich: En primer lugar, es claro que —si
bien los valores del parametro de especularidad estan contentdos naturalmente
en el Intervalo 0 { p { ! -- no existe ninguna limitacidn semejante sobre los
valores de la derivada p*; de modo tal que en ests caso {vease, por ejemplo, la
figura 5} la posibilidad de discrepancias se ve considerablemente aumentada.
En segundo lugar, es evidente que, de acuerdo a lo esperable, Ia aproximacion
de Maradudin es um mejor representacidn del parafnetro de especularidad qus
la de Soffer para valores pequefios de 6 (figura 4}; es quizeS sorprendente qus
la misma observacton es aplicable al caso enque a y 8 toman valores bastants
mayores (figura 6; se sabe por los resultados del capltulo anterfor que (6.12)
con (4.2) sa torman Inexactas para el caso en que ¢ tiends a Infinito). Se vs,
por dltimo (ftgura 5) que para valores Intermedios do estas canttdades, ni la
aproxtmacicn de Soffer ni la de Maradudin son precisas, s! se les compara con
la empleada aqui.

Las mismas observaclones sa aplican esenclalments a fy,fz, y /5 como
funcion de « pera el caso de peliculas delgadas (ecs. (9.1), (9.52) y (9.58)),
segun se muestra en las figuras 7 a la 9. Es, ademas, claro que — aunque tanto
I, como Iz son funclones mendtomes de #— I; , que es stempre negativa por las
razones discutidas antes, tlene un mintmo a espesores Intermedics qus puede
ser a veces blen promunciado. Ast, en cirounstanclas favorables, estos
terminos pueden conspirar para productr un mihimo en S o I a temperaturas
suficientsmente bajas.

Este dltimo hecho puede ser ilustrado por tn sjemplo que no es quizas muy
irreal. En Ia figura 10 se muestra sl efecto de tamano en K, (ectacidn (9.3b))
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Figura 4. La funclon de especularidad p y dp/dE¢ vs el angulo de Incidencta ©
para el caso 6=1 auy @ = { au (eu = untdad atomica). La lfnea continua es tn
dibujo de la nueva teorfa; - - - - es la aproximacich de Maradudin (que en ol
caso de dp/dE- coincide practicamente con la nueva teorfa); y - - - - - " es la
aproximacicn de Soffer.
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Figura 5. Graficode p y dp/dEp contra® para § =S auy a = 0.1 au.
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Figura 6. Crafico de p y de dp/dE, contra® paraé=5auy a=5 au,




Flgura 7. Las tres Integrales I, , Iz , /3 que contribuyen a Ia funclon K, para
una pelicula delgada (veass el texto) como functon de # = espesor/1ibre camino
medioparaelcaso =1 auy, a=1 aw: —— es la aproximacion nueva
{que practicaments colncide en este caso con la de Maradudin); ----esla
aproxdmacion de Maraduding y -+ -+ - » es la de Soffer.
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Figura 8. Grafico de /, ,f;.f3 contra ¥ parael caso 6 = 5.0 awy a=0.1 au.
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Figura 9. Gr'aflcodelf x I3paraelcaso¢5=5auya=50u. En el caso
de las dos ultimas Integrales, la aproxtmacion de Soffer coinctde
practicamente con la nueva.
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Figura 10. Efecto de tamana hipotetico en el coefictente K, para una lamina

delgada de aluminto en functon de la temperatura parael caso § =5 auy a =
aproximacion nueva; - - - - - aproximacion de Maradudin ; y - - -

0.1 au:
* - * ,aproximacion de Soffer.
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Flgura 11. Lo mismo que la figura 10, excepto que el coeficiente Peltler del
grueso no es estimado medtante la formula de Wilson, sino que se toma como
constante igual a -0.12 uV (vease el texto).
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como finclon de la temperatura para una lamina delgada de aluminto con in
espesor de 2.3 pm. Su corductividad eleéctrica {(junta con la correspondients
del grusso} ha sido tomada de la figura 3 del trabajo de Sambles,Flsom y
Sharp-Dent {1980); su coeflciente de Peltler del grueso ha sido estimado
mediante la formula de Interpolacton de Wilson (1965)

20 1 k)
_elLT? r 7
H——E—[f'l* o_l [f'!' g 72 msr )] s {9.8)

en dende 0,y 0, son la eonductividad restdual e tdeal, respectivemente, y

! z" dz
Tar) =f0 (-1 (1-¢3

s (9.9}

el valor aproplado de t en (9,8) &”:eDebye/ T. Enlafipura 7seba
stpuesto ademas, con propositos 1lustratives, que 6 =5 w.a. y a= 0.1 wa, y
que las aproximaciones de Soffer, Maradudin y la aproximacion nusva son
apliacables por turnos. En este caso la mayor parte del efecto de tamano
—evidente solamente a temperaturas bajas-- proviene de /; y es entonces muy
semejante al efecto de tamafio ordinario que afectaa Ko ya Kz La flpura 11
ha sido, por otro lado, obtenida suponiendo alternativamente que 6 = § wa. y
que @ = J wa.; Y que IT es aproxdmadamernts constante en la reglon de Interds
(el valor T =-0.12 uV ha sido elegido sdlo con el proposito de maximizar
la Influencia del termino adicional). La presencia de un minimo en K I/Kl(b) es
aquf svidente. -

10.Conclusiones

Hemos presentado en sste capftulo una nueva evaluacicn tedrica de los efectos
termoslettricos en peliculas delgadas y alambres finos, basada en un analists
detallado de la dispersién cuantica de los electrones por una superficle rugosa
aleatorfa. Estos resultados tienen una relevancia clara tanto para Ia
interpretacion de resultados experimentales como para la discuston de los
meritos relativos de las teorfas de los efectos de tamano. En la primera de
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estas direcclones, hemos visto que las expresiones tecricas para el coeflciente
de Peltier y del poder termoelectrico de un espectimen delgado incluyen un
termino que contiene la dertvada del parametro de especularidad con respecto a
la energfa. Este termino ha sido usualmente desprectado en los analisis de los
datos expertmentales, aunque es del mismo orden de magnitud que aquellcs

que son Inclufdos. Ademas, la relacton stmple (8.6) entre estas cantidades y
el coefictente de resistencta con la temperatura es claramente erronea.

Por otra parte, las teoras de efecto de tamano (de las cuales hay al menos
cuatro: la de Fuchs (1938), Soffer (1967), Shen y Maradudtn (1980), y la
desarrollada en esta tesis) no pueden ser comparadas eficazmente solamente en
cuanto a sus predicciones acerca de la conductividad eletrica o termica de
muestras delgadas. Como los valores posibles del parametro de especularidad
estah por necesidad acotados (0 { p { ! ); tamblen lo estdn las
discrepancias entre las diferentes teorias. Pero en los efectos de tamafo en el
poder termoelectrico o el coeflciente de Peltier interviene tambien la derivada
de p con respecto a la energla; que puede exibir, como se mostro antes (fig 2)
una gran varfacion numerica al pasar de una teorfa a otra. Por dltimo, hemos
mostrado que , aunque los efectos de tamafo ordinarios en las conductividades
electricas y termicas son por necestdad funciones mondtonas de la temperatura
y del espesor, el poder termoeléctrico y el coeficlente de Peltier pueden exibir
en clertas cireunstancias un mfnimo (figura 11) --una caracterfstica ausente de
las teorfas basadas en la formulacton de Fuchs.

Hublera sido Interesante aplicar estas consideraciones teoricas al analists
de resulktados expertmentales en metales nobles. Dos obstdculos tmptden al
presente la realizacicn de este programa. En primer lugar, no existe en
realidad datos en especfmenes delgados tomados sobre un intervalo de
temperatura suficientemente amplio, y acerca de los cuales se conozca en
algun detalle las caracterfsticas superficiales. Ademas, nuestras ecuaciones
9.3), (9.5) y (9.6) han sido obtentdas supontendo que la superficle de Fermt
es esfertca y que el libre camino medio es constante sobre ella —dos hipétests
que no son quizas apropladas en el caso de los metales nobles. Ninguno de




estos obstaculos es, por clerto, de naturaleza fundamental. Se espera que
Investigaciones ahora en desarrollo daran nueva luz sobre este Interesante
tema.

Apehdice al capttulo II

Mostraremos aquf un algoritmo explictto para calcular el pardmetro de
especularidad p (ec. (6.12)) y su derivada con respecto a la energla p'.
Comenzamos definiendo las cantidades adimensionales
&=akF i -6=dkl_- , (A. 1}
en donde k.- es el vector de onda de Fermi. A partir de (2.6) tenemos que
P=expl-2Mg) (A.2)

PE-2Mygp (A.3)

La mejor manera de computar Mgk ¥ M’ kg parece ser una expansion en series
de potenctas. Se encuentra, despuss de un calculo sin incidentes, que

MM = (#/2) so@r2) (A4)
MM = (a/28) Satar2) (A.5)

para la aproximacion de Maradudin (6.14), en donde

®
= frn+ 1/2)1 _4m m

(A.6)




. e (n+ 1/2) dm m .
5@ “mzzom! mim+azar 2 U-&

AMm3/2, nim+5/2, 22} [ 2(bm+) - 222-A ] +

+ MUnes/2, mims?/2, 2) fBESD 2y A

en donde U es el coseno del angulo de incidencia, y Mla,b,c} dencta Ia funcion
hipergeometrica confluente (Abramowitz y Stegun 1965). Del mismo modo, la
funcien completa (4.9} esta dada por

3 dnt2 +1 # (29

M“—(axz)zm}—lﬁ" [ A ]
1 _ 1/2

Sfealemt] ), (A.8)

Mg = (/20 -

®  gdm2  2mf [-5’ (27 ]s' (23 12n+1] 7Y . (A9)
5 e 2Dy Pl 90nT |~ a'2
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I CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE TRANSPORTE
DE BOLTZMANN

Resumen: La ecumcloh de Schriidinger para un electrdn cerca de una Interfaz
metal-metal o metal-vacio aleatoria es resuelta mediante teorfa de
perturbacicn de orden Infinito. Las funciones de onda y las corrientes de
probabilidad son promediadas sobre todas las realizacienes de la interfaz,
caracterizada por la amplitud RMS de su rugosidad y la longitud de correlacicn
lateral, y Ios resultados son usados para obtener condiclones de frontera
simples para la ectacion de rte de Boltzmann. Estas tienen]a forma de
coeficlentss de transmisidn y reflexion, que son generalizaciones del
parametro de reflectividad p de Fuchs; pero estan dados como funclones
explfcitas de propledades observables de la Interfaz. Ademag, estos resultados
se aplican aquf al ealeulo de la conductividad electrica de pelfculas y lamimas
delgadas y a sobrecapas metalicas.

11.Introducclon

La mayoria de los tratamientos cuantitatives de efectos de tamario y
superficies en las propledades de transporte en s6lidos ben estado en el pasado
basados en metodos semiclasteos (Sondhelmer 1952 Chambers 1966), en los
cuales la scuacich de Boltzmamn es resuelta en conjunclon con condiciones de
frontera de Fuchs (1938). Estas afirman que en cada superficte del especimen,
una fraceidn fija p {0 { p { 1) de los electrones Incidentes es reflejada
especularments, misntras que el resto es dispersado bacla la distribucion de
electrones en equiltbrio.

En un principlo, esta reflectividad p era conslderado un paremetro
fenomenoldglco que podfa ser variado 1ibrements para ajustar los resultados
teoricos a los expertmentales. A medida que la precision de los datos aumento,
sin embargo, se hizo cada vez mas evidente que Ia naturaleza ffsica del
proceso de dispersion per las superfictes debfa ser considerada mas
sertamente, Parrot {1965}, por ejemplo, encontro’que los efectos de tamario
en B1 podian ser explicados solamente supontendo que p depends fuertemente
del dngulo de incidencia &; de tal modo que se puede tomar p = 0 para @ ¢ 8,
yp=1para 1/2>8> 8, endonds ©, es un clerto sngulo crittco. Brandll
y Cottt (1965) usaron una reflectividad da la misma forma en el estudio de
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resistencia para corrientes Inducidas en peliculas delgadas.

Ziman (1962) calculo la dispersion cuantica de los electrones de
conduccioh por las asperezas superfictales.Como la estructura detallada de la
superficte es, por lo general, desconoctda, Ziman la caracterizo mediante
parametros estadisticos, suponiendo que la elongacion de la superficle real en
comparacion con una superficie plana y la funclon de autocorrelactcn de la
superflcle son gaussianas. A partir del espectro angular del la onda reflejada,
Ziman extrajo una formula para la reflecttvidad p como funcion de estos
parametros. Soffer (1970,1977) generalizo los cdlculos de Ziman al
considerar angulos de Incidencias distintos del normal y exiglendo un
cumplimiento estricto de la ley de conservacion de partfculas. Un calculo de
alcance semejante fue realizado por Fal’kovski! (1970q,1970b y 1983), quien
resolvio aproximadamente la ecuacion de Boltzmann en presencia de una
superficle compuesta de seccelones planas aleatorias de caracteristices
promedio conocidas.

Greene (1966), por otro lado, Investigo las propledades de dispersion de
superflctes con rugosidades menores que la longitud de onda de los electrones.,
y derivo condiciones de frontera significativamente diferentes de las de Fuchs.
Las condiciones de Greene estan expresadas en terminos de otro parametro,
diferente de la reflectividad p, llamado la reflecttvided cinetica y que es
stempre menor que aquella. En el hecho, en el calculo que hace Greene y
O'Donell (1966) de la dispersich de electrones por cargas superficiales
aleatorias en semiconductores, la especularidad clentica manifiesta uma

dependencia angular muy fuerte, mientras que p es practicamente una
constante.

Durante mucho tlempo, las condiclones de frontera de Soffer fueron
consideradas las mejores dispontbles. Estas han sido aplicadas al calculo de la
conductividad electrica de pelfculas delgadas (Soffer 1967), alambres finos
(Sambles, Elsom y Pretst 1982), efectos termoelectricos en peliculas
delgadas (Sambles y Preist 1984), etc. Se ha encontrado que, al contrarto de
las teorfas basadas en las condiciones de Fuchs, los calculos que wtilizan la
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reflectividad de Soffer no requieren de suposiciones poco ffsicas para
proporelonar un ajuste satisfactorio con los expertmentos (Sambles,Elsom y
Preist 1982; Sambles y Preist 1984; Sambles y Elsom 1980; Sambles y
Preist 1982; Stesmans 1982; Sambles, Elsom y Jarvis 1982; Stesmans
1983; Sambles y Elsom 1985).

Reclentements se ha encontrado otra expresion explicita para la
reflectividad p, dependlente del argulo, que generaliza Ia formula de Soffer.
Esta ba stdo aplicada al caleulo de propledades de transporte de pelfeulas
delgadas y alambres finos de la manera explicada en los capitules precedentes.
Estos resultados seran ademas discutidos mas adelante (en la secclon 16}.

Todos estas consideracionss se aplican solamente a la dispersion de
electrones para una interfaz sdlido-vacfo; pero es claro que tiene um
Importancla comparable la dispersich en la interfaz entre dos s6lidos. Por
ejemplo,existe una considerable cantldad de tnvestipacion experimental en la
Influencia de sobrecapas metalicas delgadas en la resistividad eleftrica de
varios metales [Lucas 1964; Chopra y Randlett 1967; Lucas 1968; Barman y
Juretschke 1971). La teorfa correspondients ha sido sin embargo desarrollada
al costo de postular {por falta del andlogo de las condiciones ds frontera de
Fuchs aplicablera este caso) que no hay dispersidh alguna en la frontera entre
los dos metales — una suposiclon extremadaments Improbable.

En este capftulo obtendremos condiciones de frontera para la ectactidn de
transporte de Boltzmann en Ia forma de coeflclentes de transmisidn y reflexicn
dependtentes del ahgulo que, en el case de una Interfaz metal-vacfo y en el
Hmite de correlacich lateral infinita, se reducen al resultado de Soffer
(1967,1970). Esto se hara resolviendo la ectacton de Schrtdinger para un
electron en la vecindad de uma superficte rugosa aleatoria por medio de un
método perturbativo de orden infinito que generaliza un procedimiento
empleado antes por Shen y Maradudin {1980). El metodo usado aquf y Ios
resultados obtenidos tienen un paralelo estrecho con los expuestos en el
capitulo L.
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El resultado central ds este capitulo son los coeficlentes de transmisich y
reflexion que seran encontrados en la secelon 15. Estos se obtienen dapues de
dos resumaciones de series Infinitas complicadas. Es, creemos, notable que
las formulas finales tengan una estructura comparativamente tan simple. Asl,
si el lector desea llegar al punto central de este trabajo sin tener que pasar
antes a traves de una obscura selva matematica, le es quizas permisibls
proceder desde este punto a la ecuacion (15.4) donde estos resultados ss
muestran; y a [a secclon 16 en donde se aplican.

12. La funcion de onda de un electrdn en la vecindad de une Interfaz ruposa

En esta secclon se calculars, mediante teoria de perturbacion de orden
Infinito, la funcicn ds onda de un electron de conduceldn que atraviesa un
sisterna compuesto por dos metales unidos en una stperficle irregular, Los
metales, que seran llamados de agul en adelante A y B (fig. 12), llenan los
semlespacios z < §0x,y) y z > iy} respectivaments, donde la funclon &
especifica Ia elorgacidn de Ia superficte real de la ideal, que se supone ss el
plano x,y. Supondremos, ademas, que los ,metales estan caracterizados por un
potenclal que toma valores constantes V 4 ¥ Vg a cada lado de la superficte -y
que tiens, sl es necesario, partes Imaginarias fguales a fi/2t, y Af21g, en
donde T, y Tg son los tiempos de relajacion respectives.

En estas cireunstancias, la funclon de onda ¢ puede ser caleulada por el
metodo de perturbacion de fronteras (Morse y Feshbach 1953). Se tiens que

W(Jﬂ 6ng = wAw +
+ A X, T0t) DG - G, D yixy ] (12.1d

Vi 6, = gl +
* A[& X, i) D:Ggleyd + Ggleyd Dl | (12.28

endorﬁe)(zxex+yeydemtalacomponentevector1ald9x=X+zezenel
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Figura 12. La interfaz entre los metales A y B es modelada por un potenctal

lgmlaV,paraz {§,yVgpara z> § endonde ¢ (la distancia de la
superficle real de la ideal) es una funclon aleatorta de x,y.
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plano de 1a superficie promedio; A = #2/2m ; el sfmbolo S, A ©s lgual a uo st
el punto x esta en el metal A y es cero en otro case (lo mismo valeparadx‘B];
Wa ¥ ¥gson funclones fuentes dadas por

v = [Gh Myt (a=AB) (12.2

G, = A,B) denota la functon de Green de un electron en cada metal, que en
el modelo simple adoptado aquf esta dada por

"N — CFK ‘.f a *
G, ¥ = Eﬂz[’ﬁ‘ml ep (KX - Yo Iz - 2| ), (12.3

y Dw[xb) es, excepto por factorss de escala, la derivada normal de ¢ evaluada
en la swerficie Xy = X+ X e, viz.

_(. 8303 _9§X3 B
Dty = (- HEN 55 - R 2 + T ww (12.4)

x=xb

{D:Glxy,x'} denota la misma derivada, pero aplicada al primer argumento de la
funcidn de Green]. En {12.2} y (12.3} K= kxex + kyey es un vector de dos
dimenstones paralelo al plano z=0, y yaK denota la funcicn

V= R+ e+ VY/AT st MEYEp-V,
. {2.5)
=-1 [ (Ep - Va)fk -K*] en caso contrarto,

en donde ¢=A,8 y £ es el valor de Ia energla de Fermi comun a los dos
metales en contacto,

Las dos incognitas en (12.1) son las functones yix,) y D wlx,). Estas seran
determinadas ahora. Pongamos, primero,

*
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v = [ GR KXy (12.60)
Tenemos, entonces, por (12.4) que

Dwid = [ TR KX 1wy n g +v ) (12.60
y el par de ecuaclones (12.1) puede ser escrito

I %z X | Vg2 6y A - wAK[z) J =

_ FKEQ KX HQGKY 1 .
_-IcFY[We e GXP[']/AKISY'ZHZ?K

'{WQ'Y[HK+O).V$Y-YAKS@[€Y‘Z)]'W‘O‘Y} (12.78)

[ KX Lyyta) 6, - vBeta) 1 =

- [@ v[ EXEQ KX JQRY gy A 1pppy L.

247,

{ WQ.Y [ HK+Q) 'V {Y - YBK sgn( EY -21- wlo’y} (12.7)

en donde hemos usado la notaclon Ey =¢M, Yo,y = WO[ Y)Y,y W’Q.Y
= W’Q (¢ ).

Procederemos ahora a resolver este par de ecuaciones Integrales per un
metodo que sigue ajustadamente al tratamiento de Shen y Maradudin (1980)..
Comenzemos considerando el caso z > ‘Em e En esta region, las ecuaclones

(12.7) se reducen a
*
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_ FQ UQKY .
vf‘xm-z—ygg & Y] &3 R gt Atz - 10

Ty LKAV E +Y Y 1-vg ) o (1280

w2 - B ta) = 2—7’3;.[& Y [ G2, MO ap - Byiz-ty 1

g,y [HK+Q9 £y + 45 1-wg 1, (12.8)

Estas ecuaciones seran resueltas por un metodo de aproximactones
sucesivas. Expandamos, primero, Yoy ¥ w’o y ©n sertes de potencas de la
funcion ¢. ' '

wO’Y = w(ﬂlo + w(llo’y + wﬂ)o’y + ...
(12.9)
W.Q’Y — W'CU]O + wl(ﬂo.y + W,Q,O‘Y + e

en donde W{n)O,Y y ""[n)O.K son de orden [EY)" . A orden cero,las
ecuaciones (12.8) son

V0 = /22 (v -v oy

v -0 = (17280 (B o sy

Esto significa que
2 A
V= (Vi V0 + P oy (12.10a)
K ZK + YBK K¥ K
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o, = [-2 YAK YBK] [w”‘K{oy - wBKw) ) (12.10b)
: ? KtY¥g

Laverstondeordenn (n> 0 ) de (12.8a) es

(¥ ™ ]
0=[ev[§Le “0““""2:0 n-;%— {HKQ (Y 'V (2™ +

+ Y e 1o - (r o L g2

Para segulr adelants, es mejor reemplazar \pwo yi ¥ [n)Q y Y fm.‘, por
sus transformadas de Fourier regpectives

L7

ny  _ -1PY ()
“’O.P_ICFYG oy

\a"{mo’p = Iﬂa Y G-IPY ¥ (nlo Y (12.12)

g[n)P = JCF Yy Q‘IPY (fy)n
Asl, (12.11) se pueds eseribir

0=3 (&R, MR (A -V T oR +

m=0 m l
yopelrm oy pim) (12.13)
Q, K-OR R '
Notamos que, come resultado de la ultima ectmetdn (12.12), ¢ P =

(2m)7* 6(R); y que la ectacién (12.13) puede ser restslta para una combinaclon
lineal do ), y de v (")o,x AT,
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=

L 7?4»0

> &S R0 U kRr20H g - Y] VTR

YAK-!-O “‘(n)a K

ry (n-r(rzﬁR } g[m)K-R .

~(n) o
YBmo‘f’"o,x"f‘ 0K~

m
= [£R, [_I_Y% ) . B ()

"‘[n m) } f[m)

al aplicar las mismas consideraciones a la ecuaclon (12.86). Este par de
ecuaciones pusde ahora ser resuelto explicttaments para ) y ¥ R, g
resultado es

n

ey _ (m) (r-m) {(m) ,[rrm)

P Q;K“%f,wlc 1‘9 Q,R+C O.R]’ {(12.14q)
W % (R ; Am nm) (m} “(n-m)

vk 2 T (€7 ORY €22 VIGR ) (12.140)
en donda

m) _, .A B\, m) ,

1= kgt T ks@ (8 g/ 1)

(0 %™ Ta- o™ 51
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M 0 kg Pheg) E kg (0™ 0™
= i Prag (FRg/mi

A m_B B
(0 k@™ FreoTa~ k@™ k08

"‘[ml

= ki kg (ETRg/mi)

A A
Ll K+deBK+Q i [YBK+Q)m Y k+Q!
(12.15)
¥
-1
To= KR(2QH) (%, + Y0 (= AB

Es claramente ventajoso en este punto introducir una notacion matrictal
adecuada. Definimos

M (12.16)
¥ 0k [V ok
~, (n)
¥ Q.K
;
C[m)o.x.v[c‘""u C[’“’l,l (12.17)
C[m)n C[m)n

Asl, las ecuaclones (12.14) se pueden escribir
«
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(m)

> (n-m)

) _ 1 )
¥ 2 CKRY" TR i

# R
L m=.1J (Zm) ¢
¥y como consecuencia de (12.9),viz.
" s o] "
*pp=3 ¥,
k=2 ¥ ok

tenemos que

~ (0) " {0)

Yok=V¥ 0K+IQ‘VC0KR“’ QR

# RFR?
+J T CokRCQRRY ox' +
* RER'ER"
+ [ ERGRER CoxmCormCora” gpet
(12.18)
en donde
~ @) < )
Vo R em SR ¥ o = a6 T (12.19)
@)
Y 0
por (12.10); y
e
CokR=Z, CTOKR - (12.20)

La transformada de Fourter
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_r®PK KY S
Yoy=|mme Yok

de la serle perturbativa (12.18) determina, al menos formalmente, las dos
Incongnitas que aparecen en las ecuaciones (12.1). A su vez, estas determinan
la funcion de onda de un electroh en el sistema completo. Notamos, ademas,

quelamatrizCQKR (mayaspotemlasseacpardeaqmﬁoxl esta dada por
una formula explfcita, porque en este caso la suma (12.20) se pude realtzar

exactamente. El resultado es

CokR=%QKR" “krokR * bokR TV keokR U221

por (12.15), en donde,

QKR T

LA B

=0 ko Y heo | Ta 1 (12.22a)

B
YBK+O Th ¥ K+Q

bQKR =

LA )

= [y K+Q-YBK+O)' - Tg < (12.22b)

- f\mo Ts - ?Ax+o




oa

e  _ -IPX - al+)
f K‘P—-fo e f K’x

=Ex e (ap(2 %001} AR (12.20

13. La funcion de onda promedio

Al fgual que en la secclon 4 y por las mismas razones, calcularemos aqul el
promedlo de la funclon de onda sobre una asamblea de realizaclones de
diferentes perfiles superfictales cuyas proplededades estadistices se suponen
gaussianas [ecuaclones (4.1) y (4.2)]. Por (12.18) y la primera ecuacton
(12.19) se tiere que

~ &R
o2 = 102w 6K +<Cq g o> + f zm* Co.kRCOR0% T

# RER?
+ W <CO’K’RCO’R’R|CO’R$’R"> + ane } ‘p m’o . [! 3. 1)

Notamos que
Cax0” = k0 ko + ok 0T ka0
= CO.O,O Qe &) ,
por {12.21) y la primera ecuacion (4.4); en donds hemos usado la sbreviatura
CoRR = QRR T GiR * boRR PoiR (13.2)

Ademas,

CoxRCor0 =% kR QR0 ¢ ko P “RiQR? F o
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= 90.kR 90,R,0 (7 (227 6KR) R -

~(4)

A
80 ERigF O RegKR) (217 6K | + ..

por la segunda formula (4.4); si retenemos termtnos solo hasta primer orden
en £. S1 Introducimos todos estos terminos en (13.1), encontramos que las
series Infinitas que resultan de aqul son todas geometricas y pueden sumarse
exactamente. El resultado es

<‘I'QJ(> = (*Ifo) (2m)? 6(K) (13.3)

con
nes)
=1+ [ T LagoptgroF ik *
"'(*J

l
+ag0R boR0 F Q+RQ[R)+bO,0R°OROF omo”"+

""(“'JB’B
+20,0,R PoR0F QR R 1T hgpo¥ o +OF (134

en donde

horRR=1+CoRR* CQRR -
=-CorpR?™
esto s,
AORR = [é/qséashﬁs*- YBS) o
YsPs-Psis s- &

'YASYBS(EAS'gBS) 1’583 18385 128
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con S=Q+R, por (13.2) y (12.22).

Existen algunas relaciones Interesantes entre las matrices A, a y b.
Notamos, primero, que

hoR.R 90,0,0 = @Ao)" 2%0,0,0 ° (13.6a)

"oR.R 20,0,0 = @Bo)" %000 (13.6b)

como puede comprobarse facilmente. (Estas relactones han sido ya usadas para
simplificar la formula (13.4)). En el caso especial R=R*=0 encontramos,
ademas, que

%0,0070.0,0 = &0 2,0, ; (13.7a)
b0,0,0 0,00 = €™ b0, (3.7
y que

%0,0,0 9,0,0 =~ 9Q,0,0 : (13.8q)
20,0,0 °0,0,0 = %0,0,0 %,0,0 =9 » (13.8b)
52,0,0 °¢,0,0 =~ 20,0,0 : (13.8¢)

Retornemos, ahora, a la ecuacton (13.4). Notamos, primero, que cada una
de las funciones F varta mucho mas rapidamente con R que su factor
correspondiente. En particular, como F A‘O+R,Q[R) esta concentrada cast
enteramente alrededor de R=0 para los casos de Interes, es permistble hacer
la aproxtmacion |

FR =~ AA -
f a2 %0k 0QR0F TR QR =
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=Q a N“’A'A
2,0,0 90,0,0 J rz‘)’ o+R,QR

- &? R
=790,0,0 f ToeF O+R QR

por (3.8a). Los cuatro terminos de (13.4) puden ser simplificados de este
modo; y obtenemos la formula final

. #R ~A A
<‘1’o>‘“*II2iP[°o.o.oF %‘+RO(R)+

Y8,8

*b0,0,0F Gir, R 1100 ¥g- 13.9)

Calcularemos ahora la funcion de onda promedio para un electron qua se

desplaza en el metal A, Paraz <¢_, , setlene de (12.7) que

wl2) = WAK[Z) - Z—IA— [d’ YJ%% G'I(O'K)Yexp[ - }'AK[ fy-2)]
Yk

WglEy ) LK+ ey - ¥ - Vol g )} (13.10)

esto es, promediando sobre todas los representantes del perfil de rugosdidades
&

{yg> = WAK[Z) + Id’ Y J ?;—% HQKYY SA exp[ YQK 2)

=@ + M ey 2) . (13.11)

en donde

0= 2V K0 (Vg ug y By > + ¥ oy 5y

Py gy , (13.12)
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usando formulas semejantes a (4.3) y (4.4), pero para productos de funciones
g y f . Estos promedios se pueden calcular mediante los mismos
procedimientos wtilizados antes. Se encuentra que

A _ A("l _
A FR IR(Y-Y") YOIAA
=€ K{<“'o>'fr2—f=n e legrof "Qir kR +
boroF B R Ay ¥® ) +0(F)
toR0" Q+RKkRI 1 Rg00¥ 0! '

en términos de las cantidades definidas anteriormente. Asl,

- A RR YCIA A

+b FOBB R hnnn ¥ ]
Q.R,0 o+R KR Thg 00 ¥

A

“18,A
tbo0.0F ok P00 ¥ (13.13)

con las mismas aproximaciones utilizadas al pasar de (13.4) a (13.9);
KR Ty gy &gy > = 1K gy AT

=- 0 Py [ BB (k@RI ag g o F A 5 (IR +

=18, A @
+ bQ,R.O F O+R.K[R) ] h0,0,0 ¥ ot O( F?)

I
(]

(13.14)

con la misma precisicn.
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Disponemos ahora de todos los Ingredientes necesarios para calcular Sk X
Deftnemos, primero, el operador PAK » cuyo dominio de definteich son todas
las matricas de ! por 2, de acuerdo con

PAK{QI] _=.al+a7/yAK .

az

Ast, por (13.18-20)
2% k= Py € gy
= P U+ | T o g0 LF iR IR - F gk (R)) +
by 00 (F KRR R F opr RV T hg o o ¥y ,(13.18)

a partir de (13.9) y (13.11). Pero

: TAK * Y?(
% P00 ¥k = 2P (PP [y - (P v
23
- [ w(ol = [YB )—i wl(ﬂ) ] 5
b P e KK K

1
2Py %.0.0 "k,00 ¥k =

Yk + 7%

280 )

¥ - QP vy




1
2Py b%,0,0 "k,0,0 ¥k =
2,

€BK[YK )

como resultado de las formulas explfcitas (12.19,(12.22) y (13.5). Asf,
tenemos a partir de (13.14) que

‘pml - [YBK )-l w'(m ] ;

7k v - ) W 1 - M)

oA !
KK~ E*A:B—

' 8,
- [—?ﬂ ;: % o= G I WA

(13.16)
en donde
Mg J Ty U r kR - F Air R (13.17)
Ny = Irﬂ’” Bl R kR -F B L (IR (13.18)
De acverdo con (12.10),
V- o= 2 ) . (13.19a)

-1
me - [YBK) v ch =

= (% + P 1A 0 - 208 - P o,
(13,198
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de modo tal que el ndmero S dado por (13.16) esta determinado por los
valores de las fuentes Vq y wB en z = 0. Notamos, ademas, que esta ecuacion
ha sido obtenida aquf como un aproximaclon de primer orden a la expansion
ordinaria del promedto de s K K en serles de potencias de F. Pero Shen y
Maradudin (1980) han mostrado que la ecuaclon (13.16) debe ser, por el
contrario, Interpretada como una aproximacion de primer orden a la expansion
cumulante correspondiente, de modo que debemos escribir

SAK,K:
et
Y KPY K apt-MA) -

K YK

! A B
[ﬁ] YRk o -NB LA +

Pyl e -06Py

+[é”‘gl 2% apl- B B

KTY g

en donde hemos incorporado los resultados (13.19). Notamos, por dltimo, que
la serte (13.1) — y, en el hecho, todas las corsideracioms precedentes— son
estrictamente valldas solo en el Ifmite y K>? ‘/‘ K- As{, podemos escribir

A B
A, =YKV K o MA ) A0 +
K,K_A_YE P K'Y K
Y ktTg

lfxi 2% axp( A SO (13.20)
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mas un termino

o |

Lol - MY - /B o NB ) 1 0 .

De aquf en adelante desprectaremos AS porgue es claramente nulo en el Ifmite
mencionado antes. Asi, la expresion (13.20) representa nuestra aproximacicn
final para SAK, g+ L2 expresion correspondiente para g8 KK~ yeor lo tanto,
la funclon de onda promedio para un electron moviendose en el metal B — se
obtiene a partir de las formulas precedentes Intercamblando en todas partes A
por B.

{4.La corriente promedio

En esta seccton calcularemos los coeflcientes de dispersion de la Interfaz
rugosa aleatoria. Esto se hara, al lgual que en la secclon 5, a partir de las
corrientes Incidentes, reflejadas y transmitidas. Supongamos, entonces, que
las fuentes estan enteramente en la reglon A, esto es, ponemos V\[O) =1y
\VB(O) =0 en (12.10). Consideraremos agul solamente el caso en que yA y YB
son ambos Imaginarios puros —no hay dificultad Intrinsica en tratar el caso
general, pero las formulas que se obtienen son enormemente mas complicadas.
Entonces, como el coeficiente de reflexton esta dado por el cuoctente entre la
corriente dispersada en A sobre la corrfente Incidente (Landau y Lifshitz
1958), tenemos que

_[#Q ' 1K-QY
Ry ‘IW 1404 Id' Ye oo Hig oM. (4.1

en donde el significado aqui de la funcion H es el mismo que en las formulas
que siguen a (5.4). Del mismo modo, el coeficiente de transmiston para uma
particula que atraviesa la interfaz de Aa B es

*
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B
Y 2 ]
TK:I@IZHOS’ [;Iiﬂ |530,x| Iﬂ“ v KA o HBO'Q'K(Y)} (14.1b}

Del mismo modo que antes, definimos aqul las Intensidades reflejadas y
transmitidas !{r)o K lmo K por (14.1) y

_[#Q ,in

RK = I '[2—)'2_“ | Q.K ’ (14-20}
_[F#Q

rK—wa OsK . (!4.2b)

Estas cantidades dan, respectlvamente, las Intenstdades transmitidas y
reflejadas en las direcclones especificadas por un valor AQ de la componente
paralela del momentum de un electron que Fa llegado a la interfaz, proventente
del metal A, viajando en una direccion especificada en forma semejante por un
vector AK. [a conservacion de particulas tmplica, como antes, uma condlcion de
unitartedad Ry + Ty = 1, esto es

EQ (r) (t) _
IW (1 + 8B 1=, (14.3)

Esta relacién se aplica, por supuesto, a las expresiones exactas para las
Intensidades, y no necesariamente a las verslones aproximadas que aparecen
aqul. Inversamente, se puede utilizar la extension con que se cumple esta
identtdad como un medto de calibrar los meritos (o demeritos) de las
aproxdmaciones que hemos propuesto. Cuando se hace esto,se tlenen
conclusiones cualitativamente semejantes a las obtentdas en la seccion 5 en
una comparacion parecida. Estas no seran repetidas aqui.

Sigutendo a Shen y Maradudin (1980), separaremos aquf tambien la
Intensidad reflejada en una componente especular y otra difusa

*
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P ) (ryd)

Mok =" okt 1%k (14.4)
dadas por
PPl = 2m7 KR 94 &I (14.50)

r @ _[£Q HK-QY
7D 0= | T | S 1 v 0T (it g xm -
(14.5b)

respectivamente, por (14.1). En forma correspondiente, podemos separar en la
Intenstdad transmitida desde el metal A al B una contribucion en la direccion
de la trayectoria clasica, y una Intensidad transmitida difusa. St estas se
denotan de nuevo por s y d , respectivamente, se tiene de (14.1b) que

(69 ¢ = a0t 6K - @ (Purvp | By K I (14.6a)

}[tgd —
QK

=P 1Sl [ ¥ KO (A - 1)
(14.6)

La condicion de unttartedad (14.3) implica que estas intensidades sat!sfacen
dos reglas de suma

%;_11?7 ( ](Y'.S}O'K + !(r'S)O‘K } = ISAK'KIZ 4 [YBK/‘,AK) lSBK,Klz \

4

r
T U+ 170t =1 1% k- P 19
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Trabajando del mismo modo que antes, se puede obtener formulas explicitas
(incluyendo terminos hasta de orden F?) para las functones ISO, gl*y HO.O. K
Como estas formulas son bien complejas, y no seran usadas en lo que resta de
este trabajo, no las escribiremos aqut.

{5. Los coeficientes de reflexion y transmisidn

Las condicion de frontera de Fuchs (1938) para la funcion de distribucicn de
Boltzmann f{x,v) en la vecindad de una superficle rugosa (figura 13a) es

FleW) = p FO0vR) +g (15.1)

en donde x; es un punto de la superficte, Vg s la velocldad de un electron que
ha sido reflejado especularmente en v, g es la distribucion de los electrones
que han sido reflejados en forma completamente difusa ( y es, entonces,
independiente de la direccion de v ), y p es la funclon de reflectividad,
dependiente eventualmente del angulo de incidencia. Aqui, los indices +,-
denotan las ramas de la functon f correspondientes a los electrones que viajan
desde o hacta la superflcie, respectivamente.

La generalizacion inmedtata de (15.1) para el caso de una interfaz rugosa
entre Ay 8 (figura 13b) es

f‘-)A(xb,V) = PA f‘”A[xb,VR) + CB F“-JB{xb'v’R} + gA s [!5.20)
f‘”B[xbuV) = tA F‘”A[xb'v’R} + rg f‘-’B[Xb.\’R) ¥ gB ' (15.2b)

en donde fA‘ fg son los valores de la funcicn de distribuciocn f en los metales A
y B, respectivamente ( la misma notacton se aplica a B Y Bg)s T 5 denota la
probabilidad que un electron proventente del metal A sea reflejado
especularmente de nuevo en A, mientras que t, denota la probabilidad aniloga
que un electron atraviese la Interfaz a lo largo de la trayectoria clasica - lo




ola

VR v

VR

Figura 13. (a) En una interfaz metal-vaclo p es la fraccion de electrones que
son refle jados especularmente. (b} En una interfaz metal-metal, r acesla
fraccion de electrones provenientes del metal A que son reflejados
especularmente de vuelta en A, mlentras que tges la contribucton adicional a
estos ultimos provenientss de B sigutendo la trayectoria clasica.
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que Implica una refraccton de acuerdo a la ley de Snell, por (12.5)—y que
causa n camblo de velocidad de v’ en A a ven B, ete.

En el resto de esta secclon obtendremos fdrmulas expl{cttas para los
coeficlentes r y ¢ en terminos de propledades observables de los metales Ay B
y de su Interfaz. Notemos, primero, que tenemos aquf

f"’A{xb.VK) =

= f%ofz { !A )K O (*)A[xb’vd + !B[t)x'o F‘-;B[xblvo) } . {15.30)
f‘”B[xb,V) =

%% { IA[t)K‘Q F\Oegevg) + Br) k.07 AV ) s (15.3b)

en lugar de (15.2) —como consecuencia de los resultados de la seccion
antertor—- en donde 7! & A son las intenstdades reflejadas y
transmitidas con fuentes enteramente contenidas en el metal A, y Bl )

1B son las mismas cantidades calculadas con las fuentes en B. A partir de la
condicion de unitariedad (14.3) encontramos que

I%z{ f‘-’A(xb’VK) * me[szVK) P =
= [ B3 (1 v + Fg0vg) 1

te, que el ndmero de parttculas se conserva despues de ser estas dispersadas
por la Interfaz. Ademas, no aparece ninguna funclon difusa g explicitaments en
este caso.

Quizas la forma mas simple de obtener ecuaciones de la forma (15.2) a
partir de (15.3) consiste en introductr la separacion (14.5) en esta Gltima
formula, y de relegar todas las contribuctones difusas en la functon g




respectiva. Entonces, de acuerdo con (14.5) y (14.6), se tlene que

ravg) =Ry expl(- 2 M) (15.4a)
talvg) = 18/ By Dy ol - 2 M) (15.4b)
en donde M‘K esta dado por (13.17),

=2 Ig%,fd’)(e-mx strhl & [y Pyl W 1, (15.5)

si se reemplazan los valores explicitos de F de acuerdo con (13.5), y éA, gB
estan dados por (3.4). Ademas, por (13.20) y (12.10) se tiene que Rgy Dy
son los coeficientes de transmision y reflexdon cuanticos de uma particula por
una pared de potenclal rectangular (Landau y Lifshitz,1958)

i} |Y'?('YBKIZ

R z (15.64a)
K ' ; Kkt Yl

D= M“ YB“I (15.6b)
= 2 :
|y KtY gl

Las formulas correspondtentes para ra ¥ rg se obtienen de (15.4) y (15.5)
cambiando en todas partes A por B. Ademas, se tlene en esta aproximacidn que

A _(FQ  Ard o rd e
EK‘IW“ K0 AkpvQ + K0 by 1 s

en donde las intensldades "difusas’ estan dadas por (14.5b) y (14.6b); en lugar
de ser un multtplo de la funcion de distribucion en equilibrio termodinamico.
El problema, por clerto, constste en que esta funcich g no es completamente
Independlente de la direccion de K excepto en el 1fmite de correlacton lateral
nula. Como se mostro en la seccion 6 existen maneras de aliviar parcialmente
este problema, al costo de complicar los resultados en forma considerable.
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Hay que tener, sin embargo, claro que no existe estrictamente ninguna manera
de obtener en forma rigurosa condictones de frontera de la forma (15.2) a
partir de resultados exactos tales como (15.3). Ademas, las aplicaciones de
los resultados simples discutidos aqut a diferentes casos practicos muestran
que estos son en el hecho suficientemente exactos.

Notamos un ultimo punto. Hemos visto que los coeflcientes de transmiston y
reflexich de una Interfaz estan determinados por formulas simples que
dependen solo esenctalmente de los valores de las energfas de Ferm! de los
metales en contacto. Esta simplictdad es trazable al procedimiento empleado
para unir matematicamente estos metales en la ecuacton (12.1). En realtdad,
la dispersidn cusntica de una tnterfaz metal-metal es con certeza diferente de
la de un pelano de potencial. No parece, stn embargo, que este hecho sea
Importante en la practica. Por el contrario, la Interfaz entre dos
semiconductores puede contener centros adicionales de dispersion localizados,
de tal modo que, en este caso, la formula (15.6) se hace Invéltda. Pero ain
entonces, formulas con la estructura de (15.4) contindan siendo valldas; aunque
Rgy DK deben ser reemplazadas por funciones apropiadas calculadas en el
caso simple de una superficle perfectamente lisa.

{6. Aplicaciones
16 A. Conductividad electrica en pelfculas delgadas y alambres finos

En esta subseccion espectalizaremos nuestros resultados al caso en que el
sistema A-B es una Interfaz metal-vacio. En este caso

VAKEF<Vg

¥, por (12.5) yA es Imaginario puro, mientras que yB es real. Asi, Rg=1
mientras que Dy =0, y

Pl = rplv) = expl - 2 MYy ) (16.1)
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por (15.4), en donde u es el coseno del angulo de Incidencia, MAK esta dada en
(15.5), y t5 = 0. La formula (6.1) ha sido cbtentda ya en (6.12), pero se v

ahora que su valtdez no depende de suponer que la superficie metal-vaclo es
equivalente a uma barrera de potencial Infinita.

La exactitud experimental de la presente teoria puede ser contrastada en
este punto. Como se sabe, la conductividad eleCtrica de una pelfcula delgada de
caras paralelas esta dada por la formula (6.4) , que es un functonal de la
reflectividad p (Fuchs 1938). Esta conductividad ha sido sujeta a un clerto
numero de mediciones precisas; de Jas cuales quizas las mejores ( en términos
de la alta pureza de las muestras empleadas y el intervalo de espesores que
fue explorado) son las realizadas en laminas y pelfculas de aluminio por
Sambles et al (1981,1983). Hemos ajustado aquf las ecuactones (16.1-2) a
estos datos (figuras 14 y 15); supontendo —no sin clerta arbitrariedad — que
tanto la amplitud RMS de las rugostdades y su longitud de correlacton lateral
eran iguales a § unidades atomicas.

Se ve que el ajuste es bueno, aunque no perfecto. El ajuste puede con
certeza ser mejorado, tomando en cuenta, por ejemplo, los efectos de la
dispersion de los electrones por fonones en angulo pequerio {Olsen 1958;
Azbel' y Gurzht 1962), que esta ausente de (6.4). Por otro lado, se ha inclufdo
en la resistividad del grueso usada en estos calculos un término de la forma
AT? endonde A = 10.0 fQ m K y T es la temperatura en K) que proviene de
los efectos de la Interaccich electron-electron. La justeza de un tal tefmino
parece ser, sin embargo, ahora debattble (Sambles y Mundy 1983) y en el caso
que fuese necesario eliminarlo, la perfecclon del ajuste de la teorfa al
experimento empeorarfa clertamente.

168. La conductividad electrica de pelfculas multicapas

Para entender mejor la influencta de las superficies en la conductividad de
los solidos, se ha realizado un cterto numero de medidas en pelfculas delgadas
constituldas por dos capas. Se ha encontrado expertmentalemente que la
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Filgura 14. Ajuste de las ecuactones (6.4) con (16.1) (lineas continuas) a los
datos de la figura 3 de Sambles et al (1981).
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Figura 15. Igual que la figura 14, pero los datos estan tomados de la figura 4
de Sambles et al (1981).
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resistencia de una muestra delgada puede ser aumentada stgnificativamente por
la depostcidn de una capa superfictal de un metal distinto ( o, aun, del mismo
metal) . Este incremento ha stdo atributdo al camblo del parametro de Fuchs
de la superficle de p = ! a p = 0 debido a la sobrecapa agregada ( Lucas 1964,
1968, 1971; Chopra y Randlett 1967; Berman y Juretschke 1971).

Desafortunadamente, el andlisis teorfco de este fenomeno ha sido realtzado
en el pasado bajo la hipotesis que no hay dispersion adicional de los electrones
en la Interfaz entre las dos capas. Es, por clerto, improbable que esto sea
as! en la practica. St se emplean los resultados de la seccion anterior, sin
embargo, se puede cbtener uma nueva descripeion teorica que esta libre de esta
limitacton.

Para poder hacer esto, resolveremos la ecuacich de transporte de
Boltzmann para una pelicula metalica de dos capas (Figura 16) para el caso de
un campo electrico aplicado en la direccton x. De acuerdo con (15.2) las

condiciones de frontera apropladas aplicables a las superficles rugosas z = 0,
Z2=a y z=at+ b, respectivamente, son

000 = 5y A0 + g

FEAlN =1, F© plaw)) 4, Fglav) + 8y
Feglav) = ¢, lav) +ry Fplav) + g
FOglatbv) = py F¥glatby) + g

Estas condictines son suficlentes para determinar dnicamente la solucion de la
ecuacion de transporte. La conductividad electrica del sistema es

o= g5 lao, W+ +bogurd )y, (16.3)

en donde ¢, y o son las conductividades del grueso de los metales,




A7

a+b -1

a -

Figura 16. Pelicula delgada 0 < z { a con uma sobrecapa a < z { a+b. Hay

dispersion en todas las interfaces rugosas, con los coeflclentes de reflexton y
transmislon que se muestran.
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(U
L=, o CARAAY SRLUCTWMS IS

1
f;=L“T;f—) [Uba+vba][1-exp[-kb/u)] |

y
A=-1 +parre'2”a/”+pb[rb+pa[tatb—rarb)e_zka/u]e_‘?”b/u .
Ugp = 1pg Yty py 6™y 1 p (1 -t ) +8 (1py Y 66/ s
+pb[tb [I—rb-ta) -y [!-ra— tb) ] e—ZKb/u}e_Kafu .
Vap=1-rg-ty+ty (1-py) ¥ 4 gt -r -t +¢, 1-p, ) ¥/
[ ]
+ Py [tb (1 -rb-ta)—rb (1 -ra-tb)]e'ZKb/u]e'Ra/u,

Upa ¥ Y, se obtienen de estas formulas intercambtando en todas partes a por
b3y ks kp son los espesores de las peliculas expresadas en untdades de los
respectivos 11bres caminos medlos

K ZQ/I M szb/lb

Una comparacton de la ecuacton (16.3) con resultados experimentales de
pelfculas de doble capa cuyas caractertsticas superfictales hayan sido
determinadas independientemente arrojara, probablemente, resultados
Interesantes. Asf, se podrfa averiguar si son adecuadas las condiciones de
frontera completas (15.2); y no solamente su verston espectalizada (16. 1)
como hicimos en la seccion precedente. Se encuentra que, aun en ausencta de d
atos expertmentales nuevos, un analists de los resultados de esta subseccidn
puede arrojar luz adicional sobre el cdleulo de la conductividad de pelfculas
extremadamente delgadas medtante metodos semiclasicos. Pero esta ss uma
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larga historta, cuyo examen detallado sera quizas mejor reemprendido en otra
parte.
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