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Introduccion

La dinimica de un sistema cudntico abierto en la aproximacion Markoviana es
descrita por un semigrupo Markoviano cudntico (SMC). Estos semigrupos son una
extension no conmutativa de los semigrupos Markovianos definidos en probabili-
dad cldsica y representan una evolucion sin memoria de un sistema microscopico
acorde a las leyes de la fisica cudntica. Mas concretamente, para la representacion
de la dindmica en un sistema cudntico abierto se utilizan dos espacios de Hilbert:
¢l primer espacio de Hilbert que denotaremos por § serd el espacio del sistema y el
segundo espacio denotado por b4 serd el espacio del ambiente, donde la dindmica
total del sistema es representada sobre el espacio de Hilbert hr = h® b4 por el
generador Hr de un grupo unitario, siendo

Hr=H® lflA -+ 1[, R Hy+ 1

en ¢l cual A es el Hamiltoniano del sistema, Hy el Hamiltoniano del ambiente y
H; el Hamiltoniano de interaccion.

Ademés si se quiere analizar la dindmica reducida sobre el espacio b es nece-
sario conocer el estado inicial del ambiente, ¢l cual es representado por una matriz
de densidad p4, una matriz de densidad o estado es un operador acotado positivo
con traza igual a uno, definido en h4. Con esta matriz de densidad se describe la
dindmica reducida sobre § en el cuadro de Schrodinger:

Fu(p) =1try, (" p ® pse™)

donde try, es la traza parcial sobre las variables ambientales y (i )rs0 defi-
ne un coleccién de aplicaciones y haciendo reescalamientos temporales y ciertos
tipos de limites podemos obtener un semigrupo definido en £1(h), donde £;(h)
es el conjunto de todas las matrices densidad. También podemos utilizar el esta-
do p 4 para determinar la esperanza condicional E definida sobre el espacio B (h)
formado por todos los operadores acotados en i y describir dicha dinamica en el
cuadro de Heisenberg:

Gix) =E (x®1y,e" ™)  parax € B(h).
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En este caso .7, al ignal que en el cuadro Schrédinger, define un coleccion de
aplicaciones y haciendo reescalamientos temporales y ciertos tipos de limites po-
demos obtener un SMC., -

Miés exactamente, a nivel matematico y fisico el tratamiento riguroso de todo
lo descrito anteriormente dié como frutos una cantidad muy variada de trabajos
y conceptos entre los cuales se destaca el limite de acoplamiento débil o limite
estocastico y el limite de acoplamiento singular, los cuales fueron tratados en una
primera versién de manera formalizada por Davies (129],[30],[311), enfocando-
se primordialmente en la dindmica reducida y recientemente s¢ ha trabajado la
dindmica en el espacio completo ([3],[71,[32L[331.[34]).

No es el objetivo de este trabajo, discutir los métodos mateméticos para jus-
tificar la aproximacién Markoviana, nuestro objetivo es distinto. Nosotros supo-
nemos la aproximacién Markoviana justificada y por ende la dindmica de nuestro
sistema es descrita por un SMC ();»¢. Bajo este supuesto, este trabajo se con-
centra en presentar aportes nuevos en ¢l estudio de la evolucion temporal descrita
por . Mas especificamente, las contribuciones de este trabajo estan enfocadas
principalmente sobre tres topicos: no equilibrio, decoherencia y curvatura de Was-
serstein en semigrupos Markovianos cuanticos.

En el caso del primer {épico, no equilibrio, se supone dado (F7)r>0 y que exis-
te un operador clase traza p el cual es fiel (inyectivo) e invariante por T, es decir
F(p) = p para todo 7 > 0. Fisicamente esto nos dice que a medida que pasa el
tiempo el sistema evoluciona a un estado del cual no saldra mads. La pregunta a ni-
vel fenomenolégico es si este estado representa un estado de equilibrio o un estado
en desequilibrio. Mateméticamente un estado de equilibrio se puede caracterizar
de varias formas, esencialmente existen tres caracterizaciones: la condicién de
Kubo-Martin-Schwiger (condicién KMS), la condicion de balance detallado y la
produccién de entropia nula. Estas condiciones han sido {rabajadas por los fisico-
matemiticos ampliamente (para el caso de SMCs ver [8],[101,[53],[541); pero el
caso de desequilibrio (o no equilibrio) no ha sido tratado con la profundidad ne-
cesaria, en particular, en el caso de dindmica Markoviana en sistemas cuanticos
abiertos, este es un tema que hasta hace poco se viene tratando. El camino natural
para estudiar esta nocién en SMCs es encontrar generalizaciones de las tres ca-
racterizaciones antes mencionadas. En [2], los autores introducen y estudian una
definicion de balance detallado con peso y en [40], Fagnola y Rebolledo, presen-
tan 1a nocién de produccién de entropia en la estructura de semigrupos Marko-
vianos cudnticos y demuestran que produccién de entropia nula cs equivalente a
satisfacer condiciones de balance detallado cuanticas. En el capitulo 2 de este tra-
bajo, presento una contribucién en esta direccion, es decir, se muestra otra forma
de caracterizar ¢l equilibrio (y por ende el desequilibtio): enconiramos ofra tasa




alternativa para medir cuan lejos se encuentra 7 del equilibrio, usando una gene-
ralizacién no conmutativa de la métrica de Wasserstein utilizada en probabilidad
clasica y en transporte éptimo (para transporte optimo ver [71]).

El segundo tépico que trataremos en esta tesis es Ia decoherencia en SMCs. La
decoherencia ocurre como consecuencia de la interaccion entre el ambiente y el
sistema, estas interacciones son el mecanismo para que asintoticamente aparezca
dindmica clésica en la evohicién de un sistema cuantico. Este fenomeno se puede
explicar més intuitivamente como la pérdida de caracteristicas cuanticas represen-
tadas como términos fuera de la diagonal de una matriz densidad (dichos términos
son llamados coherencias). Més precisamente, si suponemos que €l espacio de
Hilbert § tiene base ortonormal (e, ),en y un operador densidad p es descrito por
sus componentes p(n,m) = {en, pPe,) entonces los términos p(n,m) = {en, Pem)
con n # m son las coherencias y la decoherencia es descrita por p,(r,m) — 0
cuando ¢ — 4o, donde p;(n,m) = {€n, Fu(P)em) denotan las componentes de
la evolucién temporal de p. La evolucién del estado p es dada por el semigrupo
predual del SMC 7 denotado por ;. En otras palabras, existe una diagonali-
zacién asintdtica de los estados. Este hecho es la motivacion principal usada en
Ia formulacion matemadtica de decoherencia propuesta por Rebolledo (ver [65]).
Otra formulacién matemética de decoherencia Illamada decoherencia inducida por
el ambiente ha sido trabajada por Blanchard y Olkiewicz (ver [16],[15]) donde
un elemento principal es descrito por el &lgebra libre de decoherencia A7), el
cual, tal como su nombre lo indica, es una subdlgebra de von-Neumann del dlgebra
de los operadores acotados B(h) donde no existe decoherencia. Esta subalgebra
es motivada por la importancia de encontrar sectores en B(h) donde no ocurra
la decoherencia y aparece también en la formulacion de teoremas ergddicos. Otra
clase de sector libre de decoherencia es definido usando los subespacios libres de
decoherencia (ver [26]) los cuales han surgido principalmente como aplicacién
en computacion cudntica. Nuestra contribucidn en este rambo, es desarrollada en
el capitulo 3 de esta tesis en donde mostramos relaciones no conocidas entre es-
tos sectores libres de decoherencia y el concepto de decoherencia inducida por el
ambiente, estableciendo resultados nuevos en este escenario.

El tercer topico a tratar en este trabajo es dado por la nocién de curvatura
de Wasserstein. Esta curvatura ha sido definida para procesos de Markov clasi-
cos (ver [23],[241,[52] y [66]). Esta curvatura (también conocida bajo el nombre
de exponente de Chen), es una tasa de convergencia exponencial a un estado in-
variante en la métrica de Wasserstein. Cuando el estado invariante es un estado
de equilibrio se puede establecer relacion con el spectral gap (brecha espectral),
otra tasa exponencial trabajada en una métrica tipo L. En este trabajo, se define




una extension no conmutativa de la curvatura de Wasserstein clasica. Encontra-
mos resultados novedosos y su relacién con el spectral gap cudntico. Todo esto se
desarrollara en el capitulo 4 de este trabajo.

En sintesis esta tesis esta organizada de la siguiente forma:

En el capitulo 1 se introduce algunos elementos de dindmica cuantica abier-
ta en la aproximacién Markoviana y conceptos preliminares sobre SMCs. Este
capitulo es una revisién de la materia necesaria para el desarrollo de los siguien-
tes capitulos. '

El segundo capitulo es dedicado a la primera contribucién. En este capitulo
definimos una distancia W entre estados en ¢l algebra de von Neumann no con-
mutativa %B()), con el fin de medir que tan lejos se encuentra la dinamica del
equilibrio usando una tasa denotada por Wep(+). La restriccion de ' a la subalge-
bra diagonal de 9(h) coincide con la distancia de Wasserstein usada en transporic
oOptimo. Esta tasa es compatible con la produccién de entropia definida por Fagno-
la y Rebolledo en [40], es decir, ¢l estado normal invariante p satisface condicio-
nes cuanticas de balance detallado si y sélo si Wp(-) = 0. Este capitulo pretende
responder a la pregunta abierta de la existencia de nuevas caracterizaciones de no
equilibrio en SMCs.

Posteriormente, en el capitulo 3 hablaremos de la segunda contribucion de
este trabajo. Se discutira sobre sectores donde no ocurre decoherencia, ellos son
los subespacios libres de decoherencia y la subélgebra libre de decoherencia. En
el caso de los subespacios libre de decoherencia, existe una definicién trabajada
por Bacon, Lidar y Whaley en [13] para espacios de Hilbert de dimension finita,
en este capitulo se plantea una nueva definicién que generaliza la anterior a espa-
cios de Hilbert de dimensién infinita y la cual se puede conectar con el concepto
de subalgebra libre de decoherencia (concepto trabajado en SMCs en variados
trabajos, ver por ejemplo [35]), repasamos las definiciones y propiedades de es-
te concepto y mostramos que existen algebras libres de decoherencia construidas
con subespacios libres de decoherencia mediante algunos ejemplos. Analizamos
también Ia relacién de estos conceptos con la decoherencia inducida por el am-
biente, esta nocién ha sido trabajada por Blanchard y Olkiewicz en [16] y todos
estos resultados tedricos son aplicados a tres importantes gjemplos. Las relaciones
entre los sectores libres de decoherencia, subespacios y algebras y el concepto de
decoherencia inducida por el ambiente son nuevas y buscan dar un primer paso
entre la conexién de dos nociones que se han trabajado separadamente La pregun-
ta abierta que se pretende responder en este caso es sobre las relaciones existentes
entre subespacios y dlgebras libres de decoherencia.

En el capitulo 4 establecemos a tercera contribucion novedosa y definimos el




concepto de curvatura de Wasserstein cuéntica como una generalizacion no con-
mutativa de la curvatura de Wasserstein trabajada en probabilidad clisica. Esta
curvatura nos da una tasa exponencial de convergencia hacia un estado p en la
métrica de Wasserstein cuantica Wy definida en el capitulo 2. Nos centramos prin-
cipalmente en Ia aplicacién de SMCs genéricos que estén asociados a generadores
de procesos de nacimiento y muerte. Mostramos relaciones con los subespacios
libres de decoherencia, trabajados en el capitulo 3, como también con el concepto
de spectral gap o brecha espectral. Los trabajos sobre curvatura de ‘Wasserstein
clasica son muy recientes y este es el primer trabajo, hasta donde tengo cono-
cimiento, donde se plantea un andlogo cudntico de dicha curvatura. Aqui trata-
mos de responder sobre Ia pregunta abierta de la existencia e implicaciones de un
andlogo no conmutativo de la curvatura de Wasserstein.

Finalizamos este escrito con un capitulo dedicado a comentarios, conclusiones
generales, preguntas abiertas y futuras direcciones de investigacion.




Capitulo 1

Elementos de dinamica cuantica
abierta en la aproximacion
Markoviana

b

Cuando se estudia la dindmica del sistema bajo la aproximacién Markoviana
se define una evolucién (%), sobre B(h), en este caso B(h) es un dlgebra de
von Neumann, conocida como el dlgebra de los observables, pues nuestros obser-
vables fisicos son descritos por elementos de dicha algebra, en términos fisicos
estd evolucion es denominada evolucion en el cuadro de Heisenberg. En la intro-
duccion de este trabajo también discutimos la existencia de una evolucién 7, so-
bre elementos llamados matrices densidad o estados del sistema y su evolucidn es
denominada evolucion en el cuadro de Schridinger, esta evolucion es equivalente
a la evolucion en el cuadro de Heisenberg, es decir, Z; define ., y reciprocamen-
te (esto sera mostrado con mas detenimiento en la seccion 1.3). Por lo tanto, para
comprender como funcionan estas evoluciones debemos estudiar conceptos invo-
lucrados con dlgebras de operadores entre otros. Lo anterior motiva la siguiente
distribucion de temas de este capitulo:

Iniciamos la seccién 1.1 revisando conceptos basicos de édlgebras de opera-
dores, debido a que este es el lenguaje matematico a usar en el resto del libro.
Posteriormente en la seccion 1.2, se repasan conceptos béasicos sobre la construc-
cion de espacios de Fock, nos enfocaremos principalmente en el caso fermionico,
esto con el fin de facilitar el seguimiento a la construccién del semigrupo des-
crito descrito en la seccién 3.4.3, el cual representa la dindmica de un sisterna
Fermidnico en interaccién con un ambiente de fonones. Debido a que tos SMCs
son la herramienta usada para describir la dindmica del sistema dedicamos la sec-
cidn 1.3 a la teoria de dichos semigrupos, en esta seccion también recordamos
generalidades de la definicion de estado cuantico. En la seccién 1.5 hablaremos




sobre esperanzas condicionales. La esperanza condicional es una proyeccion que
utilizaremos con mucha frecuencia a lo largo de este escrito y por ende dedica-
oS un espacio a revisar este concepto, ¢l cual se puede ligar a los automorfismos
modulares de la teoria de Tomita-Takesaki. Dedicamos parte de esta seccion a di-
cha teorja no solo por su conexion con las esperanzas condicionales sino ademas
porque los semigrupos que conmutan con estos automorfismos son los candidatos
para cumplir condiciones de balance detallado de tipo KMS, lo cual serd comen-
tado en la seccion 1.6, Proseguiremos con la seccion 1.5 donde hablaremos de
ergodicidad y algunos resultados que seran tiles en el capitulo 3 de esta tesis. Por
ultimo en la seccidn 1.6 estudiamos condiciones de balance detallado, recordando
que estados invariantes en equilibrio son caracterizados por cumplir condiciones
de balance detallado. La mayoria de las afirmaciones de este capitulo son hechas
sin prueba; pero existe una variedad de bibliografia conteniendo estas pruebas y
mas contenido tedrico. Ver por ejemplo [12],[181,]19],[39],[60] y [64].
Asumiremos siempre los siguientes hechos:

(2) Todos los.espacios vectoriales, espacios de Hilbert y dlgebras son definidas
sobe el cuerpo de escalares C.

(b) En un espacio de Hilbert el producto escalar (-,-} es lineal en la segunda
entrada del producto y antilineal en la primera.

(c) Cualquier espacio de Hilbert § es separable y el conjunto de los operadores
acotados sobre b serd denotado por B(h).

Algunas veces por comodidad utilizaremos 1a notaciéon de Dirac para el pro-
ducto interno, es decir, el producto interno (-,-) sera algunas veces denotado por
{|). Por ejemplo dados u, v vectores en f se define la aplicacién |u){v| tal que pa-
ra todo w € b ) (v{(w) = (v, whu, el cual llamaremos proyector y que en notacién
de Dirac su accidn es escrita como |u) {(vjw = (v[w)u, para todo w € b Notese que
si v =w obtenemos un operador proyeccion.

1.1. Algebras de operadores

A continuacion definimos las estructuras algebraicas que manejaremos en este
trabajo.

Definicién 1.1.1. Una C*- dlgebra es un algebra & equipado con una involucion
x> x* y una norma || - || satisfaciendo, para todo x,y € &7 y paratodo 4, € C:

(a) x** =2x;
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b) (Ax+py)* =Ax*+1y";

©) () =y'x%;

(d) || x || es siempre positivo, || x ||=0siy sélo six =0;
@© | Ax (=12 =

@ Ix+yI<l=l+ vl

@ o i<l ll»ll;

(h) & es completa bajo la norma || - |;
@ Jroc ]| = [l
Un dlgebra satisfaciendo (a), (b), y (c) es llamada - digebra.

Vemos que estas estructuras son conmutativas si el producto entre sus elemen-

tos es conmutativo.
Los cjemplos mds importantes v béasicos de C*- dlgebras son los siguientes:

(a) & = B(h), el dlgebra de los operadores acotados sobre el espacio de Hil-
bert §. La involucion es la operacién adjunto de un operador y dotado de 1a
norma del operador:

Il = sup [x(IL
[vl=1

(b) & = A(h), el dlgebra de los operadores compactos sobre el espacio de Hil-
bert §. Esta es una sub- C*- 4lgebra de B(h).

(c) & =Cy(X), el espacio de las funciones continuas anuldndose en el infinito,
donde X es un espacio localmente compacto. Recordemos que una funcion
f se anula en el infinito si para todo £ > 0 existe un compacto K C X tal
que | f] < £ fuera de K. La involucidn sobre & es la conjugacién compleja
7y la norma es dada por

[L£1l = sup | (=)l
xeX

La importancia de estos ejemplos radica en que cada C*- algebra conmutativa
es isomorfa a una C*- algebra de la forma (¢) y cada C*- algebra es isomorfa a
1una subalgebra de una C*- dlgebra de la forma ().

La dindmica que trabajamos es descrita en 5(f) la cual puede ser dotada de
varias topologtas:
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Definicién 1.1.2. Sean x € B(h) y (xx) una red en B(h). Definiremos varias
topologias en términos de sus vecindades basicas en x como también en términos
de la convergencia de la red (xg) a x.

(2) La topologia en norma (o uniforme) en B(h) es dada por las vecindades
bésicas abiertas

Vixe)={ye B(H);[ly—x| <e}paraxcB(h)ye>0.
Xy — x en norma si y s6lo si [xg —x|| — 0.

(b) La topologia fuerte en *B(h) es dada por las vecindades bésicas abiertas

Vix;(vi)i_1,€) = {y € B(h); ZH‘{ Iy —xvili* < E} parax € B(h), £ >0,

y cualquier conjunto finito de vectores (v;)7; en b.
¥g — x fuertemente si y s6lo st [|(xg —x)v[| — 0 para cada v € h.

(¢) La topologia débil en *B(h) es dada por las vecindades basicas abiertas

<

para x € B(h), € > 0, y cualquier conjunto finito de vectores (v;)L., ¥
(wi)iy en .
X — x débilmente {w, (xg —x)v) — 0 para cada w,v € b.

V0 (vi)izrs (Wi)ieg, ) = {J’ € B(h); 2(% (y—x)vi)

(d) La topologia o-fuerte (o ultrafierte) en B(h) es dada por las vecindades
bésicas abiertas

Vix (v)it1,8) = {y € B(); i, I —xpill® < 8} parax € B(D), £ >0,

y cualquier sucesién (v;) en b satisfaciendo Y7 [|vi]|? < eo.

xg — x o-fuertemente (o ultrafilertemente) si y sélo si
> G —x)wil> 0
=1

para cada sucesion (v;) en b satisfaciendo 37, ||vi[* < oo

(e) La topologia o-débil (o ultradébil) en B(h) es dada por las vecindades
bésicas abiertas
< }

[

2 (wi, o —xvi)

i=1

V(x; (vi)icy, (Wi i1, €) = {y € B(h);
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para x € B(h), € > 0, y sucesiones (v;)i=, ¥ (w;)iZ; en h con
> vl <oy Z], [lwill? < e=.
=1 i=

Xg — x o-débilmente (o ultradébilmente) si y sélo si

o

> (Wi, (kg —x)vi) = 0
i=1
para cada par de sucesiones (w;) y (v;) en b satisfaciendo T2, [[i[|* <eoy
oo 2
i [[will* <ee.

Denotaremos por £(h) el conjunto de los operadores clase traza, equipado con
]a norma traza ||p|); = tr|p}, donde |p| = (p*p)'/2. En particular, ¢l conjunto de
matrices densidad o estados es denotado por £1(h), donde

£1(h) ={p € &) =20,|p]1 =1}

Proposicién 1.1.1. E! espacio de Banach B() es el dual topoligico de £(h)
debido a la dualidad

(x,p) =1tr(xp),
x € B(h),p € £(h). Ademas la topologia débil-+ en B(h) asociada a esta duali-
dad coincide con la topologia c-débil.

(Una prueba de esta proposicion puede ser encontrada por ejemplo en [12],
teorema 3.2, pigina 87). En virtud de este tltimo teorema, en el resto de este
trabajo o-débil es denoted por w* (débil-+ que traducido al inglés seria weak-x).

Definicién 1.1.3. Un dlgebra de von Neumann es una C*- dlgebra actuando en f)
la cual contiene el operador identidad 1 de ®B(h) y la cual es débilmente cerrada.

Por la definicién concluimos facilmente que el conjunto B(h) es un ejem-
plo de élgebra de von Neumann. Otro ejemplo puede ser construido al consi-
derar un espacio medible localmente compacto (X,u) con una medida o-finita
1. La x-algebra L=(X, jt) actiia sobre §j = L2(X, ) por multiplicacién. La C*-
dlgebra Co(X) actia de la misma forma sobre §) = L?(X, ;t). Pero cada funcién
fEL™(X,pt) es limite casi seguro de una sucesién en Cp(X), por lo tanto, usan-
do teorema de la convergencia dominada, el espacio L™ (X, jt) estd incluido en la
clausura débit de Co(X) y como L=(X, 11) es ignal 2 su clausura entonces L™(X, i)
es la clausura débil de Cp(X). De lo anterior concluimos que L™(X, 1t) es un dlge-
bra de von Neumann que contiene la funcidn idénticamente uno y es la clausura
débil de la C*-dlgebra Cy(X). Vemos que ademas es conmutativa.
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Una caracteristica de las dlgebras de von Neumann es que ellas coinciden con
su doble conmutante. A continuacién empezamos a aclarar esta tltima afirmacion,
Sea .# un subconjunto de B(h). Definimos

M ={yeB(h);yx=xy paratodoy €. .#}.
Definicién 1.1.4. El espacio .#" es llamado el conmutante de 4.

Recursivamente podemos definir
M= (MY, = (VY

El teorema del biconmutante (Teorema del doble conmutante o Teorema del
doble conmutante de von Neumann) establece el siguiente resultado

Teoremz 1.1.2. Sea &7 C B(h) una sub-+-dlgebra del digebra de los operadores
lineales acotados en el espacio de Hilbert V). Entonces &/ es un algebra de von
Neumann en 1) si y solo si of = .

(Para una demostracion ver [12], teorema 3.6 pagina §9).

Notar que la condicién de que & es un dlgebra de von Neumann es por un lado
una condicién topologica; pero por otro lado, por el teorema del biconmutante,
esta resulta ser equivalente a una condicién élgebraica.

1.2. Espacios de Fock

El siguiente material sera usado para la descripcién de un sisterna Fermi6nico
disipativo en la secci6n 3.4.3 de esta tesis. Una descripcion més detallada puede

ser encontrada en [19].

Los estados puros mecanico-cuanticos de » particulas puntuales en el espacio
de configuraciones R” son dados por vectores del espacio de Hilbert L2(R™) . Si
el niimero de particulas no es fijo, los estados puros son descritos por vectores del
espacio suma directa

§F= @Lz(Rw)s
n>0
es decir, sucesiones ¢ = (‘f’(n))rpo’ donde ¢ € C, 6" € L2(R™) paran> 1y
la norma de ¢ es dada por

19 I=100P+ 3, [dn...dsalo@a..nn) .

n=1
Para describir particulas las cuales tienen estructura interna, es decir, un mo-

mento angular especifico o spin, es necesario generalizar la anterior construccion,
Esto lleva a los espacios de Fock.
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Asumamos que los estados puros de cada particula forman un espacio de Hil-
bert b y denotemos por h” = hRHR...®b el n-ésimo producto tensorial de h
consigo mismo. Representamos el espacio de Fock F(b) por

5 =€Dy",

n>0

donde h° = C. Entonces un vector ¢ € F(h) es una sucesién (¢),o de vectores
¢ € j" y §" puede ser identificado como el subepacio cerrade de F(f) formado
por los vectores con todas las componentes cero excepto quizas la componentente
n-ésima.

Ahora, para describir particulas fermidnicas o bosénicas, necesitamos intro-
ducir subespacios de F(h) y para ello definimos los operadores Py. en F(h) como

P fi®fr® - Qfn) =$me ® fr, ® @ fr,,

1
P/i®fr®-- ®f;1) = ;fzsrrfm ®fr, @+ ® Jr,

4

para todo f,...,/» € §. La suma recorre todas las permutaciones
w:(1,2,..,n) = (T, M2y .o, 7o)
de los indices donde &; es 1 st & si es una permutacion par y —1 si 7 es permuta-
cidn impar.
El espacio de Fock bosénico (o espacio Bose-Fock) Tp(h) y el espacio de Fock

Fermidnico (o espacio Fermi-Fock) I'y(h) son entonces definidos por

Ts(h) = PoF(6) = Y yTp(h) = P-F(h) = PH™

nz1 nz1

respectivamente, donde
AVAV-VH=P{/i® LB fa),

ANBAAL=P (iR QR fn)

para todo f1,...,f» €.
La estructura especial de los espacios de Fock nos permite la amplificacién de

los operadores en h al espacio entero I'r(f) y T's(h) por un método cominmente
conocido como segunda cuantizacion.
Si H es un operador autoadjunto en h, uno puede definir H tal que

H(P:;:(ﬁ ®..-®f;1))=Pi (ifl ®ﬁ®"'®Hﬁ®"'ﬁ,)
i=1




paratodo f; € D{H), y entonces extender por continuidad. La clausura autoadjunta
de esta suma es 1lamada la segunda cuantizacién de H y es denotada por dI'(H) o

H.
FEn lo que sigue, desearnos describir dos C*-dlgebras de observables asociadas

con bosones y fermiones, respectivamente. Ambas dlgebras son definidas con la
ayuda de los operadores aniguilacién a y creacion at, los cuales son descritos

como sigue.
Para cada f € §j definimos operadores a(f) y a'(f), en F(h) tomando

a(f)9® =0,a (1)@ =7,
a(ﬂ(f] ®ﬁ®"'®ﬁ1) = \/Egyﬁ>ﬁ®"'®ﬁ11

dNARLR - ®f)=Vrtlf®LHR D fir

Finalmente, se definen los operadores aniquilacion y creacién en T'z(h) (res-
pectivamente I';(h) ) como

b(f) = P.a(f)P_ and bl (f) = P_a' (f)P-

(respectivamente c(f) = Pya(f)P; and () = Poa'(f)Py)

Estos operadores cumplen la relaciones de anticonmutacion candnicas deno-
tadas CAR (canonical anti-commutation relations):

{b(/):b(g)} =0={b7(1),5' (&)} (12.1)

{8(/),8™(&)} = (/.8)1, 1.2.2)

para todo f,g € b, donde nosotros hemos usado la notacion {4,B} = AB - BA
para dos operadores A y B.

Ademas, b(f) y b7 (f) tienen extensiones acotadas en el espacio entero I'r(h):

Proposicion 1.2.1. Sea ly espacio de Hilbert, T's(h) el espacio Fermi-Fock, b(f)
and b1 (g) los correspondientes operadores de creacion y aniguilacién en Tr(h).
Entonces

@) 16N =117 = 167 (f)l| para todo f.g € b, y en consecuencia b(f) y b* (f)

tienen extensiones acotadas.
(2) SiQ=1(1,0,0,...) y (tty)n>1 es una base ortonormal de b), entonces
bt (14, )bT () .- T (14, ) Q2

es una base artonormal de T (4) cuando {tin,,ty, ... 1y, } vecorre sobre
subconjuntos finitos de (n)n>1.
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(3) El conmutante del conjunto de operadores acotados {b(f),b'(g); f,g € b}
es igual a C1 en T's(h).

Demostracion. (1) Usando las relaciones CAR (1.2.1), obtenemos
(BHNBUNY = 8T (BN, BT (NI = I 18T (£)6(F)
y por lo tanto
1A = 1T = 16T (BN = IAP I
Como b(f) # 0 for £+ 0 se concluye que
1A =71 = 18T (AN
(2) Este item se sigue facilmente al corroborar la signiente igualdad

B () )BT (2tny) - .. B (20, )2 = VI P_ (8, @+~ Qti,, ).

(3) Sea T un operador acotado en el conmutante de {b(f),57(g);f,g € b},
entonces

(BT () )BT (s, ) . . . B (115, )2, TBT (v, )BT (v5,) ... BT (w5, )2)

= (T, Butg bt ). Bt )BT (v )BT () .. Y (v, ) 2)

= (T*Q, ) (B (15, )BT (ut5,) - .. bT (5, )2, BT (v, )BT (v, ... BT (5, )2)..
Para establecer la ultima ignaldad debemos considerar por separado tres
casos n > m,n < m, and n = m. En el primer caso, ambas expresiones son
cero porque ¢l operador b(f) aniquila mas particulas que las que pueda

crear b'(g). En el segundo caso ambas expresiones son otra vez cero, pues
se reduce al primer caso por conjugacién compleja. En el tercer caso

Blus, Yb(us, ) .. Blug, )BT (v )BT (vs,) ... B (v5,)Q

¢s un multiplo de Q y la igualdad deseada se sigue una vez mas. Por lo tanto
T=(2,TQ)1.
O

Nota 1.2.1. Dada una base ortonormal (@,).>1 de fj, denotamos b, = (0, ) (res-
pectivamente &) = 57(p,)). Es claro que el conmutante del conjunto

{Bn,blsn,m> 1}
es igual a C1 por la proposicion 1.2.1 (3), dado que (@,)y>1 es una base ortonor-
mal de b.

En el caso bosonico, estos operadores satisfacen ofras relaciones llamadas
relaciones candnicas de conmutacion (CCR) en el espacio Bose-Fock y los ope-
radores aniquilacion y creacion son no acotados (ver [19]).
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1.3. Semigrupes markovianos cuanticos (SMC)

Tal como hemos dicho anteriormente, los SMCs son nuestra herramienta para
expresar la dindmica temporal del sistema. Estos semigrupos son una extension no
conmutativa de los semigrupos de Markov estudiados en probabilidad clésica. Los
semigrupos clasicos son a menudo definidos con niicleos de transicion, estos nu-
cleos son caracterizados por una propiedad denominada positividad, el anélogo no
conmutativo de esta nocion es conocido como completa positividad, en particular
los SMCs son aplicaciones completamente positivas. A continuacién discutimos
sobre el concepto de aplicacidon completamente positiva y algunas consecuencias.

Definicién 1.3.1. Sean dos *-dlgebras &, 4. Una aplicacion @ : & +— % es
(a) positiva si ®(a*a) es un elemento positivo para todo a € o7;

(b) n- positiva si para cualquier par de colecciones ay,. .., 8, € & y by,..., by €
2, el elemento

n
S bi®(ata))b; € B,

ij=1
es positivo;
(c¢) completamente positivo si D es n- positivo para todo n > 1.

Recordemos que un elemento positivo de una %- dlgebra & es un elemento
de la forma a*a con a € & v que aplicacion positiva es una aplicacién que envia
elementos positivos en elementos positivos, entonces una aplicacion completa-
mente positiva es en particular 1-positiva o positiva. Si @ es 2- positiva enfonces
d satisface la desigualdad de Schwartz

D(a"a) < D{a)*®(a) Vae B(h).
Para una demostracion de esta altima afirmacion ver por gjemplo [64].

Definicion 1.3.2. Un semigrupo Markoviano cudntico (SMC) en una *- dlgebra
& con unidad 1, es una familia uniparamétrica .7 = (%} );»¢ de aplicaciones li-
neales de &7 en st mismo cumpliendo

(8 Jo(x) =x, para todo x € &7

(b) Cada Z;(-) es completamente positivo;

(©) F(F(x)) = Firs(x), para todo t,s > 0,x € &7
(d) Z(1)=1paratodos>0.
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De lo anterior deducimos que por la 2- positividad de 7 se sigue la desigual-
dad de Schwartz J;(x*x) < Z(x)*.Z;(x) para todo ¢ > 0 y para todo x € &7,

En este trabajo nos centraremos principalmente en SMCs definidos en 5(f) y
siempre asumiremos que todas las x-dlgebras tienen unidad 1 a menos que se diga
lo contrario.

La continuidad del semigrupo es definido acorde a las diferentes topologias
de B(h):

Definicion 1.3.3. Un semigrupo Markoviano cudntico (7} )s»0 es:

(a) uniformemente continuo (o continuo en norma) si

lim sup |[Z{x) —x|| =0;
iy sup |762) |

(b) de Feller si

}i_r:a |7 (x) —x|| =0, paratodox € B(h);

(c) w*- continuo si Z;(-) es w*- continuo para todo ¢ > 0, y

lim1r(p(Z(x) —x)) =0, paratodox € B(h).p € L1(h).

El generador £ del semigrupo & es definido en la topologia débil-%. Esto es,
su dominio D(.%) consiste de elementos x del algebra para los cuales el w*-limite
of t71(F(x) —x} existe cuando ¢ — 0. Este limite es denotado entonces por £ (x).

El generador del semigrupo nos revela mucha informacion sobre el semigrupo
por ejemplo, un SMC es continuo en norma si y s6lo si su generador .#(+) es un
operador acotado en B (h). En este caso existe un conjunto de operadores (L )zen
tal que L = ¥, L¥L; es un operador acotado en B(h) y Tz LixLiy € B(h) cuando
x € B(h)y existe también un operador autoadjunto f1 = H* € B(h) tal que

1
2(x) = ilH,x] — 5 . (Lilpx — 2LixLg + 3L Ly).
k

Esta ultima representacion es debida a Gorini, Kossakowski, Sudarshan y Lind-
blad y es llamada en forma abreviada forma GKSL de .%. Para una prueba ver por
ejemplo teorema 5.6 de [64]. Gorini, Kossakowski y Sudarshan encontraron la
forma de .% en el caso de dimension finita, posteriormente Lindblad extendi6 la
representacion al caso de dimension infinita. Existe también una representacion
en C*-algebras la cual es obra de Christensen y Evans:
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Teorema 1.3.1. Dado un SMC continuo en norma definido en una C*-dlgebra &/
con clausura débil denotada simplemente por o, existe una aplicacidn comple-
tamente positiva © definida en of y un elemento G € & tal que

Z(a) = G"a+P(a) +aG,
para todo a & 5. Ademas el operador G satisface la desigualdad G+G* < £(1).

Para una prucba ver teorema 5.4 de [64]. Dada la forma GKSL del generador
% de un semigrupo continuo en norma definido en B(h), se puede obtener Ia
representacion de Christensen y Evans tomando

* 1 * .
O() =Y Li( )M yG= -5 N LiLy—iH.
k k

La representacién GKSL en general no es tnica; pero existen condiciones para
aproximarse a dicha unicidad:

Teorema 1.3.2. Sea .& el generador de un SMC continuo en norma en B(h) y
p € £1(§). Entonces existe un operador acotado autoadjunto H y una sucesion
finita o infinita (Ly)i>1 de elemementos de B(h) tal que:

(a) tr{pLy) =0paratodo k> 1,

(b) 3 LiLy es una suma fuertemente convergente,
k1

(c) si {cr)i>0 5 una sucesion cuadrado-sumable de escalares complejos y
col + X1 cxli = 0 entonces ¢ = 0 para tado k > 0,

(d) la siguiente representacion de & se cumple

1
L) = H, 1~ 5 3 (Lilaw — 2133+ L Le)-
k>1

Si H',(L)i>1 es otra familia de operadores acotados en B(h) con H' au-
toadjunto y la sucesion (L} )i>1 es finita o infinita, entonces las condiciones’
(a)-(d) son satisfechas con H,(Li)i>1 reemplazado por H',(L})i>1 res-
pectivamente si y sélo si los tamarios de las sucesiones (Ly)i>1,(Li)i>1 son
iguales y para algtin escalar ¢ € R y una matriz unitaria (uy; ji; tenemos
que
H =H—l—cyL;c =2ukij.
J

Una prueba de este resultado puede ser consultada en el teorema 30.16 de [60].
Una representacién GKSL de . satisfaciendo las hipétesis del teorema anterior
serd llamada una representacion especial. La matriz unitaria (uy;);; obviamente
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puede ser vista como un operador unitario sobre un espacio de Hilbert £, llamado
espacio libre de multiplicidad con dimension igual a el tamafio de la sucesion
(Li)k>1, 1a cual es también determinada en forma dnica por ¥ debido al tamafio
de la condicién de minimalidad (c).

Como se habia comentado anteriormente, el teorema 1.3.2 nos permite apro-
ximarnos a la unicidad de la descomposicion GKSL; mds concretamente, una con-
secuencia inmediata de este teorema es la unicidad en la descomposicion de &
como la suma de una derivacion i[H,-] v una parte disipativa ¥ — i[H, ], supo-
niendo la representacién GKSL especial. La descomposicién de & en la forma

L(x)=G*x+ Y, LixLi +xG
k1
es unica, salvo un multiplo imaginario puro del operador identidad sumando en
G.

De lo anterior podemos ver que el suponer .#’(+) acotado no sélo nos da pro-
piedades topolégicas fuertes sino ademés representaciones dlgebraicas del gene-
rador, las cuales como veremos mas adelante serdn bastante utiles para estudiar
la dinamica descrita por & . Ahora, si #(-) es no acotado, la sitnacién es distinta
y se debe tratar con mayor preocupacitn, pues en principio ni siquiera podemos
asegurar facilmente que dado un .#(-) no acotado se pueda construir un semigru-
po. En esta situacion el generador no es visto como un operador directamente sino
a través de una forma sesquilineal. En este caso es posible construir un SMC de
la siguiente manera:

Sean G y L operadores (G o Ly no acotados) tales que

(MIN) G es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuo en b, Dom(G) C Dom(Ly), para todo k > 1 y para todo
u.v € Dom(G) tenemos

(Gv,u)+} i (Liv, Lguty + (v, Gu) < 0.
k=1

Bajo la hipétesis (MIN), para cada x € B(h), sea £(x) la forma sesquilineal con
dominio Dom(G) x Dom(G) definida por

£(x)(vu) = (Gv,xu) + i (Lgv,xLytt) 4 (v, xGu).
k=1

Es sabido que dado un dominio D C Dom(G), el cual es un dominio esencial para
G, es posible construir un semigrupo, llamado el semigrupo minimal cuantico,
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satisfhciendo la ecuacion:
'
(v, Zi(x)u) = (v,xu} + /f(.%(x))(v, u)ds, foru,veD. (1.3.1)
0

La solucion de (1.3.1) es construida por iteraciones, imitando un poco el teo-
rema de iterados de Picard usado en ecuaciones diferenciales; pero en nuestro

contexto:

Proposicion 1.3.3. Supongamos que la hiptesis (MIN) se cumple y sea (P(f})r=0
el semigrupo generado por G. Entonces existe una sucesion (] ") )n>0 de contrac-
ciones lineales en B(1) la cual satisface
(4 7 @) = (PO xPO))
(4 77D () = (PP (e)2)

£y f (LP(t 5w, T (L P(t — s)u)
=19

parat >0, x € B(h),u,v € D(G). Ademds:

(@) la aplicacion ), B(h) = B(h) es completamente positiva para cada
t>0ycadan>0,

(b) la aplicacion .9;(") : B(h) — B(Y) es normal para cada t > 0y cadan > 0,
(c¢) la aplicacion t — F; (") o5 o-debilmente continua para cada x € B(b),

(d) la sucesion (9,(")():)),,20 es creciente para cada elemento positivo x €

EB([)))
@ Z™(1) <1 paracadan>0,t>0.

Una prueba de esta afirmacion puede ser consultada en [39], seccion 3.
El semigrupo minimal satisfaciendo (1.3.1) es obtenido para todo x € B(h).

En efecto, tenemos
Fi(x) =sup 7; ) (x)

para todo 7 > 0 y para todo x positivo usando la positividad de ;. Se extiende 2
todos los elementos de B(}) por linealidad.

Lo anterior prueba qgue la solucién de la ecuacion (1.3.1) existe; pero atin bajo
las hipétesis y el hecho de que D es un dominio esencial para G, dicha solucion no
necesariamente es tmica. El semigrupo minimal es caracterizado por la siguiente
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propiedad: para cualquier familia w*-continua (%);>0 de aplicaciones positivas
en B(h) satisfaciendo (1.3.1) tenemos Zmm () < F(x) para todo x € B(h)
positivo y todo # > 0 (ver [39]). Si el semigrupo minimal es Markov, es decir,
A (i) (1) =1 para todo £ > 0, entonces esta es la inica solucion a (1.3.1). En esta
tesis siempre asumiremos que los generadores formales satisfacen la propiedad de
Markov y siempre nos referiremos 2 la tmica solucién minimal de (1.3.1) como
el semigrupo markoviano cudntico minimal. Para una discusién sobre condicio-
nes suficientes para que esta propiedad se cumpla remitimos al lector a [25]. La
densidad de D implica que el SMC minimal (el cual denoteremos desde ahora por
) posee un generador . densamente definido, su dominio D(.#) es dado por
todos los elementos x € B(h) para los cuales la aplicacion (u,v) = £(x)(u,v) es
continua en norma en ¢l espacio de Hilbert producto f x §). De esta forma, para
cualquier x € D(Z), £ (x) es dado por {v,.% (x)u) = £(x)(u,v);u,v € b.

Hasta el momento hemos discutido Ja dindmica definida en el algebra B(h),
es decir, en el cuadro de Heisenberg; pero si deseamos trabajar con los estados
(en el cuadro de Schridinger) entonces debemos usar el predual de %B(h), del cual
hablaremos a continuacion.

Definicién 1.3.4. Sea &7 un dlgebra de von Neumann. Llamaremos predual de
o ¢l espacio de todos los funcionales - débilmente continuos definidos en &7, y
denotaremos el conjunto formado por estos como .

En particular B(h), = £(h), el espacio de los operadores clase traza. Es claro
que & C &7*. Ademds 7, es un espacio de Banach en la norma de <™.

Definicién 1.3.5. Un funcional lineal positivo @ sobre &7 es normal si para to-
da red creciente (ay)e €n 27 con envolvente superior, tenemos sup, @(ag) =
@(sup, dx). Un estado @ es un funcional lineal positivo tal que (1) = 1.

Proposicién 1.3.4. Si @ es un estado en of, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) © esnormal;
(b) © es o-débilmente continuo;

(c) existe p € £1(h) tal que w(a) =tr(pa) paratodoa € &;

(d) &(3;crpi) = Sicr @(pi) para cada coleccion {pi}ties de proyecciones orto-
gonales dos a dos en .

Una prueba de lo anterior es encontrada en [18], teorema 2.4.21. En este con-
texto p es llamado operador densidad, matriz densidad o estado. En adelante
identificaremos @ con p,
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El concepto de estado generaliza el concepto de medida de probabilidad en
probabjlidad clésica y ¢l concepto de funcién de onda en mecénica cudntica. Se
jlustra a continuacién este tiltimo comentario en un caso particular el cual es facil-
mente extendible a situaciones mas generales. Si tomamos por ejemplo un espa-
cio Q= {y1,...,ys} y un espacio de Hilbert con diml =: s y consideramos todas
las medidas de probabilidad p definidas en £ entonces a gt la podemos ver co-
mo la matriz diagonal py con entradas en la diagonal (py,);; = f(y;) para todo
j€{1,...,s} y con entradas ignales a cero fuera de la diagonal entonces py, defi-
ne un estado en §. Mediante esta correspondencia vemos que cualquier medida de
probabilidad corresponde a un estado diagonal y claramente vemos que el recipro-
co también es cierto, todo estado en | con una matriz diagonal define una medida
de probabilidad clsica. Lo anterior nos muestra no s6lamente como la nocién de
estado es una extensién de medida de probabilidad sino ademés como ¢l modelo
probabilistico de Kolmogorov esta contenido en esta estructura. En el caso de la
funcién de onda usada en mecénica cudntica el argumento es el siguiente: dada
una funcién de onda ¥ en h = L?(€2), es decir, ¥’ ¢s un vector de norma uno en
h = L2(2) tal que [¥(y;)|? representa la probabilidad de que una particula este
en la posicién y; del espacio Q entonces el estado py = [¥)(¥| define un estado
en nuestro contexto. Todo estado de esta forma es llamado un estado puro. En el
capitulo 2 usaremos la entropia relativa de estados, su valor sera finito dependien-
do del comportamiento del soporte de sus estados, por ello recordamos aqui el
concepto de proyeccion soporte.

Definicién 1.3.6. Dado un funcional lineal positivo w definido en & definimos
s{w) = q*, g == 1 — p, donde g es la proyeccién més grande tal que w(q) =0y
decimos que s{w) es la proyeccion soporte de @

Ahora hablaremos sobre la evolucién de los estados que nosotros manejare-

mos en esta tesis:

Definicién 1.3.7. El semigrupo predual de un SMC .7, de & ¢s el semigrupo 7
de operadores en & definido por

(Zu(@))(a) = @(Z(a))

para cada @ € &/ y cada © € . En particular, si o/ = B(}h) entonces el semigru-
po predual es definido en £ (h) por la relacion

tr(Tu(p)x) =tr(pF(x)) forallt > 0,x € B(h),p € £1(h).
Su generador es denotado por %,

Si 7 es continuo con respecto a Ia topologia débil B(h), el semigrupe
es también continuo con respecto a la topologia débil en el espacio de Banach
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£(h). Entonces por el corolario 3.1.8 en [18] , Z; es un semigrupo fuertemente
continuo en el espacio de Banach £(h). Ademds, si J;(1) =1 para todo ¢ > 0,
entonces J, aplica estados en estados. En efecto, para cada estado normal @,
F () es positivo y

(Zn(@)(D) = 0(F(1)) =o1) =1.

Una hipétesis que haremos con frecuencia es suponer que existe un estado
normal fiel e invariante para el semigrupo . A continuacidn aclararemos que
significa este supuesto

Definicién 1.3.8. Un funcional normal o € <% es llamado invariante con respecto
a 7 (o J-invariante) si (Fu(w))(a) = o(a) (o equivalentemente w(F;(a)) =
w(a)) para todo a € &,¢ > 0. El funcional w es fiel si w(a*a) > 0 para todo
a#0.

Notar que si @ es un estado fiel en & entonces la forma sesquilineal definida

por
{a,b) = w(a*b) paratodoa,be o

es un producto interno en &7,

1.4. Esperanzas condicionales

Asf como los SMCs son una generalizacion de los semigrupos de Markov
en probabilidad clésica y la nocién de estado generaliza el concepto de medida
de probabilidad, también existe la extension en nuestro contexto de esperanza
condicional de probabilidad clésica la cual ilamaremos con el mismo nombre.
Para poder ver como esta nocién se generaliza en una forma més rigurosa debemos
apelar al lenguaje de probabilidad cudntica y hacer uso de los llamados espacios de
probabilidad cuénticos. Omitiremos esta parte en vista de que esto nos desviaria
notablemente de los intereses de esta tesis y nos enfocaremos en la definicién
y construccién de esperanzas condicionales. El lector interesado en espacios de
probabilidad cudnticos y esperanzas condicionales puede consultar la seccién 1.3
y 1.4 de [39] para una versién enfocada hacia semigrupos y flujos cudnticos o
puede consultar los textos de Meyer [56] y Parthasarathy {60].

Una forma de construir esperanzas condicionales es usando la teoria de Tomi-
ta y Takesaki, por ello antes de definir esperanza condicional hablaremos un poco
de esta teoria. Esta manera de construccion, nos da una esperanza condicional que
depende de un estado dado. Buscando otra forma de construccion de estas sin re-
currir a la dependencia sobre un estado, autores como Umegaki [70] y Moy [57]
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entre otros estudian otro tipo de construcciones, este tipo de esperanzas condicio-
nales son mds ligadas a proyecciones de norma uno, lo cual da lugar al teorema de
Tomiyama [68] que precisamente caracteriza las esperanzas condicionales como
proyecciones de norma uno. Por eso posteriormente presentaremos el teorema de
Tomiyama que serd utilizado a lo largo de este escrito para justificar cuando un
objeto matematico dado es una esperanza condicional.

Definicién 1.4.1. Sea .2 un dlgebra de von Neumann actuando sobre §. Un sub-
conjunto 4 C b es llamado separador en & si para cualquier x € &/,xa = 0 para
cada a € 4 implica x == 0. Un subconjunto 4 es separador en 7 siy solo si 4 es
ciclico para &, es decir, #/'4 = {xa;x € &’,a € A} es un subconjunto denso de

b.
En lo que sigue asumiremos que & tiene un vector ciclico y separador &o.
Definimos dos operadores

DomSy =& xE — So(xEp) =x"&
DomFy = ﬂ"&o x’&o — Fb(x'ég) mx’*ﬁo.

Se puede probar que Sp y Fy son cerrables, denotamos sus clausuras por Sy F, res-
pectivamente. Sea = JA!/2 la descomposicién polar de S, el operador positivo A
es llamado operador modular y la isometria antilineal J es llamada la conjugacion -
modular. La siguientes relaciones se verifican:

A=FS, AV=8F F=Ja"?
ATV =gAY2y g=0r, P=1
El resultado clave de esta teoria es el teorema de Tomita-Takesaki:

Teorema 1.4.1. Sea o/ un dlgebra de von Neumann con un vector ciclico y sepa-
rador &. Sean A y J el operador modular y la conjugacién modular asociados.

Entonces _
o' =Jod Ty o =N AN para todo t € R.

Usando el teorema anterior se puede introducir un grupo de automorfismos
los cuales son muy ttiles en el andlisis de 4lgebras de von Neumann y siste-
mas dindmicos cuénticos. Para ello debemos usar también representaciones de
Gelfand-Neumark-Segal (en forma abreviada representaciones GNS). Dichas re-
presentaciones se obtienen mediante el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2. Sea % una C*- dlgebra y ¢ un estado en %. Entonces existe
un espacio de Hilbert b, una *-representacion oy : 8 — B(By) y un vector de
norma uno &y € by tal que

'P(x) = (gw’mp(x)gqa), xXe ‘%:
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y tal gue &, es ciclico para 7y, es decir, Tig (BEp) = by. La representacion Ty en
Be es univocamente determinada por @ salvo equivalencia unitaria. La represen-
tacién my es llamada representacion GNS.

Sea @ un estado fiel y normal en & y sea (%, b, £») su tripla GNS asociada,
entonces 7, es normal y fiel, ademés & es ciclico y separador. Considerando Ay
J el operador modular y la conjugacion modular asociados a &, definamos

0P (x) = 75 (A (x)A™™), teRxe .

Entonces {02} es un grupo ultradébilmente continuo de automorfsimos 7, lla-
mado el grupo modular asociado con . El grupo modular tiene una incidencia
bastante importante en las condiciones de balance detallado de lo cual hablare-
mos mas adelante en la seccion de este tdpico y en decoherencia inducida por el
ambiente de Io cual haremos algunos comentarios en el capitulo 3.

Definicién 1.4.2. Sea & una C*-dlgebra con una sub C*-dlgebra . Diremos
que la aplicacién lineal & : &7 — 98 es una esperanza condicional si esta es una
contraccion completamente positiva y satisface

E(xy) =xE() y E(xy) = &(x)y paratodox € & ey € %.

El siguiente teorema debido a Takesaki [67] nos explica la conexién entre
existencia de esperanza condicionales en subalgebras y el grupo modular.

Teorema 1.4.3. Sea & un dlgebra de von Neumanny 9B C & ‘una subdigebra
de von Neumann. Supongamos que ® es un estado fiel y normal en &7 . Entonces
existe una esperanza condicional normal & de &/ hacia 98 tal que @Wo & = @ si
y sélo si B es invariante bajo el grupo modular {0°}cr, es deciy, o (B) C B
paratodot € R.

Tal como podemos apreciar del teorema anterior, la esperanza condicional
que se construye en este caso depende del estado w. La siguiente caracterizacion
(teorema de Tomiyama) nos muestra como construir esperanzas condiciopales sin
esta dependencia

Teorema 1.4:4. Sea o un dlgebra de von Neumann y 98 C &/ una subdlgebra de
von Neumann. La aplicacién lineal & : & — 9B es una esperanza condicional si
v solo si & es una proyeccion de norma uno.

Una demostracion de este teorema es encontrada en [68].
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1.5. Teoria ergddica

En esia seccion presentamos resultados de tipo ergddico para SMCs. Dichos
resultados serdn de gran importancia a lo largo de la tesis, principalmente en el
capitulo 3 de este escrito donde haremos uso de del material expuesto aqui, el
cual es un resumen de los trabajos de Evans ([387), Frigerio ([48],[49]), Frigerio-
Verri ([50]), Fagnola-Rebolledo ([43],[44],[42]), Dhari-Fagnola-Rebolledo ([35]).
En esta seccidon nos restringiremos a estudiar los SMCs uniformemente continuos
definidos en B(h); pero la siguiente discusion es véalida sin mayores cambios en

cualquier algebra de von Neumann.
Como punto inicial para poder estudiar ergodicidad de SMCs es necesario

mirar condiciones bajo las cuales la medias de Cesaro

r
% f Fs(x)ds
0 >0
son débilmente convergentes. Este problema estd conectado con el hecho de Ja
w*- compacidad de Ia bola unitaria en B(h), también estd relacionade con la
convergencia débil de lared

t
-i- f Ti(@)ds
0 >0
cuando ® varia en el predual de B(h). Veremos que la convergencias de estas
medias es equivalente a la existencia de una esperanza condicional que proyecta

en los puntos fijos de .
Notar que si @ es un estado normal entonces 1! f} Z;,(®)ds es también un

estado normal para todo ¢ > 0.
Definicién 1.5.1. Diremos que .7 es:

(a) ergddico en media, si {t f§ Ti(x)ds},., es w*-convergente para cada x €
B(h) cuando # —+ oo}

(b) ergddico, si F;(x) es w*-convergente para cada x € B(h) cuando £ — eo.
Es claro que si .7 es ergddico entonces también es ergddico en media y sus
w*-limites coinciden. Ademds, 7 es ergddico siy sélo si existe tli)m Ft(w) enel
sentido débil en el predual de B(h) para todo . Como ya hemos mencionado la

ergodicidad de SMCs tiene un estrecho nexo con esperanzas condicionales sobre
los siguientes conjuntos:

F(T) = {x € B(h); F(x) = x para todo ¢ > 0}
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F(Z) = {o € B(h).; Zu(w) = @ para todo ¢ > 0}

Proposicién 1.5.1. (@) Para todo x € B(Y) el limte w* de cualquier red

i
1
ot ~(x)d. :
{tﬁofg (x)ds

B
con tg — oo, pertenece a F(T);

(b) Para todo estado o el limite débil (respectivamente w*) en el predual de

B(h) de cualquier red
1
1 B
"“ft%.!‘(w)ds H
s
0

B

con tg — oo, pertenece a F () (respectivamente F(T*) ).

La demostracion puede ser consultada por ejemplo en [42], proposicién 2.2,

A continuacidn planteamos un teorema y un corolario que nos muestra la rela-
cion explicita entre ergodicidad y la existencia de una esperanza condicional que
proyecta sobre & (). Las pruebas de estos dos resultados pueden ser consulta-
das en [69], teorema 3.13 y corolario 3.15.

Teorema 1.5.2. Las siguientes condiciones son eguivalentes:
(@) T es ergidico en media;

(b) la red (fy e s Fy(x)ds)y~q es W* convergente para cada x cuando A —
0;

(c) existe & € ca{.%},s tal que ER = RE = & para todo B € col G 1 ;

(d) Existe una proyeccién lineal w*-continua & de of sobre F () tal que
EF=9E=EyEaccoldx); paratodo x.

(e) w-limy_,.. :l o Tus(w)ds existe en el predual para cada o;

Si alguna de las anteriores condiciones se cumple, entonces

H
" , 1
&) =w'— lim - f Fi(x)ds.
0
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Corolario 1.5.3. Si  es ergodico en media ,entonces

f-3+ee

t
* . 1
E(x) =w"— lim ?oj.%(x)ds

satisface las siguientes propiedades:
(@) &:B(h) = F(T) es lineal, w*-continua y completamente positiva;
® £(1)=1;
(c) £F; =& =¢E paratodot > 0.

Ademds, si existe un estado fiel invariante en B(h), entonces

@) &(a& (b)) = &(a)&(b) para todo a,b € B(b). Es decir, & es una esperanza
condicional y & es la tmica que cumple con las afirmaciones {(a)-(d). En particu-
lar, & satisface (d) siy sélo si F(T') es un digebra.

El siguiente conjunto serd de importancia en el capitulo 3 de la tesis:
N (T) = {x € BO); G xx) = (") Fi(x), Filr") = Fx) T (x7), ¥t 2 0}

Aqui lo relacionamos con resultado de ergodicidad dado por Frigerio:

Teorema 1.5.4. Sea T un SMC. Si existe un estado normal, fiel e invariante de
T, entonces N (F) = F(T) implica

w*— r1_1+m Fi(x) = &(x) para todo x € B(h),

donde & es la esperanza condicional definida en 1.5.3.

La prueba de este teorema es encontrada en el teorema 3.1 de [48]. Ademas
este resultado de Frigerio se cumple con la hipétesis menos restrictiva de suponer
Z SMC w*-continuo.

Estos resultados también se pueden relacionar con la forma GKSL del genera-
dor tal como se muestran en [43], [44],[42], [35] entre ofros. Este tipo resultados
seran mencionados y usados en el capitulo 3 de esta tesis.

1.6. Condiciones de balance detallado

Los estados de equilibrio son caracterizados por condiciones de balance deta-
llado, por esta razén, el fenémeno de no equilibrio es relacionado con esta nocidn.
En esta seccién discutimos sobre la definicién matemética y principalmente nos
guiamos por [40]. Cabe notar que existe una literatura bastante amplia sobre €l
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tema, sin embargo, si s desea hacer una’ revision mas profunda acerca de este
tema mas acorde a la estructura de este trabajo, recomendamos la vision méas mo-
derna de los trabajos de Fagnola-Umanita ([47], [46], [45], por ejemplo) y las
referencias contenidas en estos trabajos.

La nocién de balance detallado que manejaremos aqui es una extension no
conmutativa de la que se emplea en probabilidad clésica, por esta razén empeza-
mos hablando del caso clésico.

Sea (€2,.4, 1t} un espacio de medida con 1 medida o-finitay sea T = (T }rz0
un semigrupo de Markov clésico w*-continuo formado por funciones lineales aco-
tados sobre L=(Q, &, it). T es el semigrupo dual de un semigrupo de contraccio-
nes fuertemente continuo sobre el espacio predual L!(Q, %, 1) denotado por T,.
Supongamos que 7 admite una densidad de probabilidad 7 la cual es invariante
por T (es decir, 7z es una funcién no negativa de norma uno en LYQ, F,u) tal
que Ty () = 0 para ¢ > 0) anuldndose unicamente en elementos de {2 que tengan
medida nula. Entonces es bien sabido que la forma sesquilineal

(f,8)= _/Q-fgﬂ:d“

define un producto escalar sobre L=(£2, %, L) que denotaremos por {+,"}z- Side-
notamos por 7; ¢l operador adjunto de T; con respecto a este producto escalar, es
facil ver que

Ti(g) = n ' T (mg) paratodo? > O y para todo g € L7(Q,F,1).
En efecto, si ng € L1(Q,F, 1t), como 7 ¢s invariante bajo T, entonces
Ti(e)] < 77 Te()llglle- = gl

por lo tanto T: es un operador acotado bien definido en L=(Q, &, 11). Ademas

(ﬁ(g),f)::=[£2mfnd#=£2n“lﬂ,(ﬂg)fﬁdu
= [ 7uw@)fdn = [ Rk = (& T

para todo f,g € L=(Q, %, ). Claramente la aplicacion 7, también es positiva,
entonces 7 = (7} )r>0 s un semigrupo w*-continuo de aplicaciones positivas aco-
tadas en L=(Q, F#, 11).

El semigrupo T es Markov pues L) =n"1T4(n) =1

Definicién 1.6.1. Diremos que T satisface la condicion de balance detallado
clésica si cada operador T; es autoadjunto con respecto a {-,-}x, €8 decir, 1}
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Entonces T' satisface la condicion de balance detallado clésica siy sélo si para
todot >0
T(f) = n T (7f). (1.6.1)
Nota 1.6.1. Balance detallado es equivalente a reversibilidad en el contexto de
cadenas de Markov cldsicas. En efecto, si asumimos por ejemplo (por simplicidad)
Q= {1,...,d} con la o-dlgebra F igual al conjunto de partes de Q, la medida
it como la medida de conteo y ademds con un semigrupo de Markov al cual le
asociamos una matriz de tasas de transicion (1) 1</ k<d definida por

e Ty _ .
g = lim? (Tlgg — 1) (s

siendo 1z Ia funci6n indicatriz del conjunto {k}. Denotando (§x)1<jk<d 1a ma-
triz de tasa de transicién del semigrupo de Markov (T})r>0, se sigue inmediata-
mente de la definicién que (1.6.1) es equivalente a la condicién 7;q;x == Wiqkj
para todo j,k € Q. Esta condicion es conocida como reversibilidad, 1a cual es
tarabién conocida en cadenas de Markov a tiempo discreto.

En el caso cudntico, dada su naturaleza no conmutativa se tiene que varias
definiciones de condiciones de balance detallado cuéntico (BDC) existen en la
literatura., Al parecer, historicamente, la primera fue trabajada por Agarwal ( ver
[8])y posteriormente extendida por Majewski (ver [547), esta definicién involucra
una operacion © : & — & de tal forma que sia, b € &/ entonces:

@ ©(a) =0(a)",
(b) O(ab) =0©(b)0(a),
(c) ©*a)=a.

En este contexto, un SMC  satisface la condicion de BDC de Agarwal-Majewski
con respecto al estado @ y al operador reversante ©, si

w(aFi(b)) = 0(8(b)F(O(a))) paatodoa,b €.

Si el estado @ es invariante bajo el operador reversante (w(©{a)) = w{a) para
todo a € /) entonces la condicién BDC de Agarwal-Majewski es equivalente a

w(aZ(h)) = 0((©0 F00)(a)b) paratodoa,be . (1.6.2)

En consecuencia, si @ es fiel ¢ invariante bajo ©, la igualdad (1.6.2) significa
que bajo el producto interno definido por @ la aplicacién .Z; admite aplicaciones
duales coincidiendo con ®o Z; 0 © para tod ¢ > 0; en particular las aplicaciones
duales deben ser positivas dado que © preserva la positividad.
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Si o7 = %B(h), la eleccién canénica para Op es dada por G {a) = 6a*0 donde
0 es definida sobre una base ortonormal fijada (e, )u>0 de f) como

0 Zune,, = zﬁ;e,,.
n=0 n=0

En este caso, vemos que 62 =1y (8v,8u) = (u,V) paratodou,vE b (es decir,
6 es una involucién y un operador antiunitario). Ademds, si @ es invariante bajo
6 y un estado normal ¢s representado por p € £1(h) entonces

tr(pa) = tr(p(®g(a))) = tr(pOa™0) = > {en,p0a" Bey)
=Y (8p8a*(Bey), (Be,)) = tr(8pBa)

para todo a € &, entonces p = 6p0, ¢s decir, @ conmuta con p. Es facil ver que
si @ conmuta con p entonces o es invariante bajo ©g. Por lo tanto obtenemos:

Proposicién 1.6.1. Si o(-) = tr(p-) es un estado en B(h). o es invariante bajo
la operacion reversante candnica ®g siy solo si 8 conmuta con p.

La condicién BDC mas popular es debida a Alicki [101, [1 1] v Kossakowski,
Frigerio, Gorini, Verri [53]. En este caso, BDC se cumple si existe un SMC dual
T = (9’?),20 (GNS-dual) en o tal que w(aZ (b)) = (.f?: (a)b) y la diferencia
de generadores .7y & es una derivacion.

Cuando esta condicién se cumple, todas las aplicaciones positivas F; admiten
aplicaciones duales positivas con respecto al producto interno definido por la for-
ma bilineal (a,b) — @(ab), entonces todas las aplicaciones J; deben commutar
con el grupo modular (6);er asociado con el par (&, o) (ver Prop. 2,1 en [53],

Prop. 5 en [55]).
Esta restriccion 4lgebraica es evitable, si consideramos la forma bilineal

(a,b) = 0(oi2(a)b)

introducida por Petz (ver [62]) entonces podemos definir un SMC dual (KMS-
dual), también cuando las aplicaciones Z; no conmutan con el grupo modular

(ver [27], [51]).
Tas condiciones BDC que surgen cuando consideramos KMS-duales en vez
de GNS-duales son llamadas estdndar:

Definicién 1.6.2. Sea 7 un SMC con SMC dual .7 satisfaciendo
0(0y/2(a) (b)) = ©(0y2(F/ (a))b) para todo a,b € &/, 2 0.

El semigrupo & satisface:
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(2) La condicién de balance detallado cudntica estandar con respecto a la ope-
racién reversante © (BDCE-0), si J)' = @0 ;00 para todo? > 0,

(b) La condicién de balance detallado cuantica estdndar (BDCE), si la dife-
rencia de generadores ¥ — %' de Ty T ! es una derivacion densamente
definida.

Nos concentraremos en el caso &7 = B(h) y todos los estados serén asumidos
normales e identificados con sus densidades. Entonces w(x) = tr(px) y o:{x) =
pi'xp~*. En consecuencia, la definicion 1.6.2 se lee

Definicién 1.6.3. Sea 7 un SMC en B(h) con un SMC dual &' que cumple
(o xp 2 Zi(y)) = tr(p* T ()0 75)-

El semigrupo J satisface:

(a) La condicién de balance detallado cuantica estindar con respecto a la ope-
racion reversante © (BDCE-©), si

. (pljzex* 9p1/2£@)) 1 (pI/ZQgI(x*)gpl/Zy)

para todo x,y € B(h) y para todo £ > 0,

(b) La condicién de balance detallado cuantica estandar (BDCE), si existe un
operador autoadjunto X tal que

Plx)— &' (x) = 2i[K,x],

para todo x € Dom(K). Donde .2’ es el generador de 7, %" es el generador
de &', y Dom(K) es denso en .

En este caso, la condicion BDCE coincide con la condicién de Agarwal-
Majewskiy Alicki-Gorini-Kossakowski-Frigerio-Verri respectivamente cuando el
SMC & conmuta con el grupo modular (6;)ser asociado con el par (B(h),p)
(cer, [27], [55], [47], [46])-

Supondremos adicionalmente que la aplicacién candnica @ serd una opera-
cién reversante con respecto a alguna base tal que dado un estado fiel invariante
p entonces p conmuta con £. Un proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
muestra que siempre es posible encontrar dicha base ortonormal de h conforma-
da de vectores propios de p que son también Q-invariantes (ver proposicion 7 en
[40])-

Las siguientes afirmaciones describen caracterizaciones de SMCs continuos
en norma satisafciendo condiciones de BDC esténdar (las demostaciones pueden
ser consultadas en [46], teorema 15,18 y nota 4).




Teorema 1.6.2. Un SMC T satisface la condicién de BDCE si y s6lo si para
cualquier representacion especial GKSL del generador £ por medio de los ope-
radores G, Ly, existe una matriz unitaria (vt )mic €n £ la cual es también simétrica
(es decir; tmi = Ui para todo m, k) tal que, para todo s > 1,

plsz: = ZuskLkpl/z.
k

Teorema 1.6.3. Un SMC & satisface la condicion BDCE-8 si y solo si para
cualquier representacion especial GKSL del generador £ por medio de los ope-
radores G, Ly existe una matriz unitaria {thmic)mi €n € la cual es también simétrica
tal que:

(a) p1/29G*9 — GPI/Z,
(@) p2L: = Yuglip'/? paratodo s > 1.
k
Nota 1.6.2. La condicién BDCE—@ es mas restrictiva que la condicion BDCE
porque esta involucra también la identidad p!/20G*6 = Gp'/%; perosi 0G*6 = G
and p commutan con G entonces ambas condiciones son equivalentes. Esta liltima

suposicion es satisfecha por muchos SMCs como por ejemplo, aquellos derivados
del limite de acoplamiento débil (o limite estocastico) (ver [6], [34D).

Teorema 1.6.4. Sea T un SMC con generador £ teniendo representacion espe-
cial GKSL por medio de los operadores G, Ly. Asumamos que

pl2r =ZuskLkPI/2
k

para todo s > 1, y para una matriz unitaria autoadjunta (Umk )k, en €. Entonces
Z'(x) — (B 0L 00g)(x) = i[K,x]
con K autoadjunto conmutando con p.

La demostracion de este teorema puede ser consultada en [40]. Este resultado
muestra que \inicamente la condicién (b) en 1.6.3, implica que la diferencia % —
(©g 0.% 0 By) es una derivacién y clarifica diferencias entre los teoremas 1.6.2y
1.6.3.




Capitulo 2

Una distancia tipo Wasserstein
para medir desviacion del
equilibrio en SMCs

En este capitulo introducimos una distancia W entre estados definidos en
%B(1), con el fin de medir desviaciones del equilibrio usando una tasa pew, (-,-)-
La restriccién de Wy 2 la subdlgebra diagonal de B(h) coincide con la distancia
de Wasserstein usada en transporte optimo (ver [71] para la teoria de transporte
dptimo). Demostraremos que esta tasa es compatible con condiciones de balance
detallado, es decir:

(EQ) dado un SMC 7, un estado p normal e invariante bajo & satisface condi-
ciones de balance detallado si y s6lo si pew,(Z,p) =0.

Existe otra tasa que discrimina cuando un estado cumple condiciones de balance
detallado o no, llamada tasa de produccién de entropia pe(-, ), esta tasa es definida
por Fagnola-Rebolledo en [40] y [41]. Dicha tasa es definida usando la entropia
relativa y se tiene que el estado p normal e invariante bajo 7 satisface condiciones
de balance detallado si y sélo si pe(Z,p) = 0, por lo tanto demostrar (EQ) es
equivalente a demostrar que pew,(Z,p) = 0 si y solo si pe(Z,p) = 0. Como
un estado es de equilibrio si y sélo si pe(7,p) = 0 entonces demostrar (EQ) es
equivalente a demostrar que un estado es de equilibrio iy sélo si pe(Z,p) =0
siy solo si pew(,p) = 0. Es decir, demostrando (EQ) demostraremos que esias
dos tasas discriminan en forma equivalente cuando un estado describe equilibrio
o desequilibrio y por lo fanto mostramos otra forma de caracterizar el equilibrio y
¢l desequilibrio en SMCs. En particular si pew(Z, p) # 0 estamos midiendo cuan
lejos se encuentra un estado de describir el equilibrio y por lo tanto pew(Z,p)
mide desviacién del equilibrio.
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Se puede ver facilmente que la entropia relativa es una funcion definida entre
dos estados en el predual de B(h), 1a cual es una separacion, no una distancia,
mientras que la tasa que definimos en este capitulo esta efectivamente definida en
términos de una distancia Wy, Esto muestra que nuestra tasa matematicamente es
distinta a 1a tasa de produccién de entropia; pero que miden en forma equivalente
el desequilibrio, motivados por este hecho llamamos a Ia tasa pew, (7 ,p) tasa
de produccién de entropia con respecto a W, 6 en forma abreviada Wy-tasa de
produccion de entropia.

Para un mejor entendimiento de este capitulo recomendamos repasar el ma-
terial sobre condiciones de balance detallado en la seccion 1.6. El capitulo es
organizado de la siguiente forma: en la seccion 2 revisamos algunos clementos
sobre produccién de entropia y condicién de balance detallado. Definimos una
distancia tipo Wasserstein en Ja seccion 3 y mostramos sus propiedades principa-
les, en particular, mostramos como ¢sta puede ser aplicada a medir desviaciones
del equilibrio usando una tasa. Finalmente, en Ia seccién 4, mostramos dos gjem-
plos: un sistema cudntico con niveles ( es un niimero natural finito tal que
m > 3) y semigrupos markovianos cuanticos gencricos.

En este capitulo nos restringiremos a SMCs continuos en norma para evitar
hipotesis técnicas.

2.1. Produccién de entropia para SMCs

Fagnola y Rebolledo definieron el concepto de produccién de entropia pa-
ra SMCs (ver [40]), el cual es una extension no conmutativa del caso clasico
(ver [41]) y probaron que un estado invariante con produccién de entropia nula
es caracterizado por condiciones de balance detallado estindar (definicion 1.5.2)
entonces la produccion de entropia mide no reversibilidad y por lo tanto no equi-
librio.

En esta seccidn, repasaremos la nocién de produccion de entropia en SMCs.
Asumiremos que es dado un SMC con un estado fiel e invariante con respecto al
semigrupo, el cual es definido en %(h). La produccion de entropia serd definida
en términos de la entropia relativa de estados de dos puntos forward y backward.

Sean ¥ un conjunto contable y (€,)ney una base ortonormal de | la cual da
una representacion diagonal del estado Z -invariante p. !

Definicién 2.1.1. El estado de dos puntos forward es definido por

Bixoy) =t (p05°0p'255) ), Xy € B(O)
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y el estado de dos puntos backward es dado por
Buwey) =t (pP0 7600, myEBO).

Es claro de la definicién anterior que J satisface la condicién BDCE-0 si y
solo si Ei, = E, para todo ¢ > 0.

Proposicién 2.1.1. Sea p =¥ p;le;}e;| una descomposicion espectral de p.

(1) Los funcionales 3; y S, son estados normales en B(5) @ B() con densi-
dades

B, =(I® Zu)(D}y D, = (T ® 1) (D) respectivamente, (2.1.1)
donde D = |r}{r| conr = Zp}/ZGeJ— ®ej.
7 :

(2) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) at = <§t-
() £Dlimo = (1®Z)(D) =$Dil—o = (£ BI)D).
Demostracién. (1) Es claro que tanto 3, como (ﬁt son funcionales lineales nor-

malizados en $B(h) ® B(h) puesto que 6(za)* 6 = 624" =z0a*0,paratodozeC
y todo @ € B(h). Ademads, six,y € B(h) tencmos

(n{a®@b)r) = Zk(Pij)I/ 20e;®e), (a® b)Oe; Der)
Iy

= %(pjpk)lfz (0e;,abex) {e;, ber)

= jz;:(Pij)” ?(Baber,e;)(e), bex)

= E,,(Pk) 112 (0abe,p'ber)

= 1:‘(101"rz 0a*0p'/%b).

Entonces
Bo(a@b) = 1r(1® Fao)(D)(a®b)) = tr((Fus ®1) (D) (a®D)) = Bo(amb).
Es inmediato ver que

a,(a® b)= 3g(a® b))y Eg(ﬂ@ b) = Eo(ﬂg(a) ® b).

Ia afirmacién 2.1.1(1), se sigue de esta ltima ignaldad. En particular 3, y
S., son functionales normales y positivos.
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(2) Claramente (a) implica (b) diferenciando en la variable ¢ y luego evaluan-
do en ¢ = 0. Reciprocamente, si (b) se cumple, entonces, puesto que 10 %y
%, ®1 conmulan, se tienc

(10 22(D) = (18.24.)(% 8 1)(D) = (£81)(18 £)(D) = (£ 81/ (D).

Por lo tanto, por induccién, se sigue que (189.%.)"(D) = (£ ® 1)*(D), para todo
» > 1, entonces

B,= ¥ Lae2)0)= ¥ S(£e1y©0) =D,

n>0 " n>0"""
para todo ¢ > 0 y (@) es demostrado. O

Los operadores x*6 pueden ser vistos como elementos del dlgebra opues-
ta B()° de B(h). En efecto, recordando que B(h)° esta en correspondencia
inyectiva con B(h) como un conjunto via la identificacion trivial x — x°, te-
niendo la misma estructura de espacio vectorial, la misma involucién y norma
pero con producto ® definido por x° ®)° = (yx)°. Entonces Ia aplicacion lineal
Og : B(h) — B(h)o definida por x — Ox*6 es un *_jsomorfismo (sobreyectivo)
de B(h) en B(h)° puesto que

Op(x) ®Bp(y) = 0x"0 ® By* 0 = 0y"06x"0 = 8 (xp)*6 = O (xy).

Claramente @ ®1: B(h) @B (H) — B(h)° @B(h) es un *-isomorfismo. Esta
observacién es ttil para definir produccién de entropia como un indice que mide
desviacién de la condicion de balance_()ietallado estandar sin operacion reversante.
En efecto, se puede definir el estado Qf = EB en B(Hh)° ® B(h) por

By xoy) = 1r(p 201/,

Por lo tanto, podemos definir la produccién de entropia otra vez considerando la
entropia relativa de D, y D; pero ahora visto como densidades de estados en

B(h)° ® B(h).
Denotamos la traza sobre h ® b por Tr(-). La entropia relativa de ?1’, con
respecto a S, es dada por

S(a,,(f_!,) =Tr (B, (logB, — logB,)) ,

si el soporte de 3, esta incluido en el soporte de E;, en caso contrario

S(ﬁ,, E,) = +-oo,
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Definicién 2.1.2. La tasa de produccion de entropia de un SMC & y un estado
invarianté p es definido por

S(ﬁlaﬁt) .

pe(Z,p) = limsup
0+ z

Es claro que pe(7,p) > 0y entonces pe(.7,p) =0siysolosila condicion
BDCE—#8 (o la condicién de BDCE, viendo £2; y £2; como estados en B(h)° ®
B{h)) se cumple.

Teorema 2.1.2. Asumamos todas las suposiciones previas dadas en esta seccion.
Sea T un SMC continuo en norma definido en B5(h) con un estado normal, fiel e

invariante p. Si el soporte de D; y el soporte de 5, coinciden y son de dimension
finita entonces

pe(7,p) = 277 ((B.(D) - 5.(0)) (10g (B.(0)) ~los (2.(2)) ),

donde
&.(0) =S8 LIPUSLY) 5.(D) = YL@ DI
k

con Ly operadores de una representacion especial GKSL de 2.

Adicionalmente, si G es dado en la representacion especial GKSL de & tal
que [p,G] =[p,0] = 0y BG*0 = G entonces pe(F ,p) = 0 si y solo si la con-
dicién BDCE—0 (v la condicicn de BDCE, viendo 3, ¥y Q; como estados en
B(H)° @B (). se cumple.

Para una demostracion ver teorema 5 en [40].

2.2. Distancia de Wasserstein y propiedades

Si b es un espacio de Hilbert de dimensién infinita definimos V' =Ny sih
es un espacio de Hilbert de dimension 7 definimos V' = {1,...,m}. Suponemos
dado (F;)s»0 un SMC en § con estado p normal 7 -invariante y (€n)ney una base
ortonormal de h la cual da una representacién diagonal de p.

Nota 2.2.1. La distancia de Wasserstein clésica es definida por

walit,v) = inf fd(m,n)dﬂ(m,n)
15‘EE(Ju.v)mM

donde (M, d) es un espacio metrico y Z(i, v} es el conjunto de medidas de pro-
babilidad Borel @ en M x M tal que para todo subconjunto medible 4,8 ¢ M

DA x M) =p(4), &M xB)=v(B).




Cuando M es un espacio separable y d es semicontinua inferiormente, el fcore-
ma de Kantorovich—Rubinstein plantea otra representacion para la métrica de
Wasserstein:

u

wa(u,VJ=sup{ffa‘(u—V); felfdu—vD; Nfllm<t
M

donde \f ) — fm)]
n}— m
| f o= i‘;ﬁ almn)

(Para una prueba del teorema de Kantorovich—Rubinstein ver por ¢jemplo [36]).

La definicién de distancia de Wasserstein en el caso cuantico es inspirada por
la nota previa. Para establecer dicha definicién nosotros siempre supondremos
que la distancia d cumple la siguiente condicién:

(D1) d:V x V — [0,+°) es una distencia donde para todo s € V existe una
constante ¢, > 0 tal que d(s,1) > ¢; para todo s # /.

Noétese que si j es de dimension finita entonces ¥ es finito y por lo tanto cualquier
distancia sobre ¥ cumple ia condicién (D1).

Definicién 2.2.1. La distancia de Wasserstein cudntica entre dos estados
%1(-) =l‘?‘(0’1(-)), ';00‘2(') =tr(02(')) in %([j)

es definida por:
Wa (‘pcn (Po'z) = SUIP Itl‘(((}'l - O'z)a)l
aclg

con

TF{GE‘B(IJ); sup ||5mz(a)llsl},

mleV,m#El

1
d —
&(6) = s ew) el + e enDd
v d una distancia definida en V.

Notamos que la definicién de #; depende no sélamente de la distancia 4 sino
ademas de la base (ex)rey del espacio de Hilbert §j. Como ya lo hemos dicho
anteriormente, suponemos dado un SMC J; y un estado p normal, fiel ¢ invariante
para el semigrupo .7, la base que define a Wy serd escogida de tal forma que
(er}rey diagonalice a p.

Denotamos R4 = [0,+e0] ¥

lallz, = sup | 85y(a) | para todo a € B(h)-

mieVm:
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Nota 2.2.2. Para todo 5,1 € V se tiene que 0 < |[les){er|||zze; < o= . En efecto,
nétese que para todo s5,f € V se tiene que

52 (les)erl) = 3(-,,1,,—0(|ea><e1nes>(é;| +ler) (emlles) (er] — les) (erllem) Ger])

- E(;—lees) {e|ler) (em]

1
= d(m,])
- 1{I=r}]es) {em)

para todo m # I y donde 1 es la funcién indicatriz del conjunto 4. Vemos que

(1{I=s} lem) (efl + 1pm=s} ler) {er| = 1{r=m} |es) (ell

Lpesy lem) (@] + Lmsyler}{er] — Lymmyles) el — L=y les) (em| 7 O
pues m 1 y por lo tanto 0 < {||es){e|||zz7,- Ademis, como d satisface la suposi-

cién (D1) tenemos que para todo s,z €V

<«
"]e_g) (e!]"LIPﬂ' - min{CsaCf}

Por lo tanto 0 < [[|es) {e|||zzp; < oo paratodo s,f € V.

Proposicién 2.2.1. W : £:(b) x £1() — R’ con d cumpliendo la condicién (D1)
es efectivamente una distancia.

Demostracion. Sean pq,p; estados arbitrarios. Es claro que

Wa (@, s Po,) = Wa (@0, Doy ) -

Ademas dado otro estado arbitrario p3, usando las propiedades del supremo vemos
que

Wa(Po,, 0c) = sup |tr ({01 — 02) a)
acly

< sup |¢r((01 — 03) a)| + sup |tr (03 — o2) )|
aeXq acYy

=Wa (9701 H 900'3) +Wa (qoﬂs’ (;00'2)

También es claro de la definicion que Wy (@g,, Ps,) = 0. Ahora, si

Wa (o, 990'2) =0

entonces sup |7 ({01 — 02) a)| = 0, es decir, #r{(01 — 02) @) = 0 para todo a € Y.
acYly
Usando la nota 2.2.2, tenemos que para todo s, €V

1

T (1 — o) les)(el) =0,
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lo cual equivale a decir para todo s,¢ € ¥ (g, (01 — O2)e;) = 0 esto implica o7 ==
5. Por lo tanto W (@, , 0s,) = 0 implica 01 = 02 entonces
Wi (Qay, Par) = 0 51y s6lo st 01 = 03.

]

Aungue no sera de utilidad en este capitulo cabe notar que de la definicion
de W, también se puede inferir ficilmente que esta distancia es convexa en cada
argumento, es decir

Proposicion 2.2.2. Sean 64,02 y 63 estados en B(D) entonces para todo t € [0, 1
se tiene:

Wd(q)m'l-%«(l—r)czs@as) < th(‘Po; ,Qoag) -+ (1 _I)Wd((Po‘za QOG?)

Wd((PUl ’ (Praz—l—(l—r)crg,) S tWa;(qﬁO'u (Po'z) + (1 - t)Wd(q)O'l * (Po's)

Su demostracion es inmediata.

Otra propiedad que veremos en el capitulo 4 es que bajo ciertas condiciones
en d se puede establecer desigualdades con la norma traza [ - }}.

Volviendo a los intereses de este capitulo nosotros presentamos las siguientes
ilgebras las cuales serdn de mucha importancia.
Definicién 2.2.2. Sea o = B(h) o & = B(h) ® B(h). Entonces Z() es la
subdlgebra diagonal de &'y Dosr(&f) es el espacio de operadores sin diagonal,
més precisamente el subespacio cerrado (en la topologia débil *} formado por
x € B(h) tales que {u,,xu,) = 0 para todo n, con (uy)ney base ortonormal.

Sea & : B(h) — B(h) la aplicacion con rango Z(B(h)) definida por
E(x) = Xxsiles)esls 2.2.1)
j

por el teorema 1.4.4 vemos que & ¢s una esperanza condicional. Denotando & la
aplicacion predual en los operadores clase traza con rango 11 (V) tenemos que

E(o) = ijﬂej) {ej]. (2.2.2)
J

Nota 2.2.3. Si x € B(h) entonces &(x) = T, x(s)|es)(es| donde x(s) € C y Ia
scV

convergencia de la suma es en la topologia débil*. Entonces

sup I|5fiz(é’ @)

mleV m

= 7o ——— | &) — x(m)) |ex) {em] — (¥() — x(m))lem) el

m leVm%l (

= sup
gy (

D) ———=(l) —x(m)].
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Concluimos que 2
sup |8 E )N < 1sty sélosi [lx(-)leipy < 1. (2.2.3)
m,leV,m#l

Sean o1, 0z estados en B(h) entonces & (01}, &4 (02) son estados diagonales con
respecto a (e;) ey (es decir, medidas de probabilidad en V), entonces

tr({c1 — ;)& (x)) = tr(6i(01 — 02)E(x)) = Ex(s)(ol —03)(s)

= [30)d(01() = o).
V

Usando la equivalencia (2.2.3) y la nota 2.2.1 se sigue que
Wa(&u(o1),6:(02))] = Sup jtr( (01— 02)a)| = sup |tr(&(o1 — 02)€(a)))]
d d
= sup |ir(&i(o1—o2)a)l

YaN2(B (b))
=wa(&(01(), 6:(02()))

para toda pareja (01, 02) de estados. Entonces la restriccion de Wy a la subalgebra
diagonal de B (h) coincide con ]a distancia de Wasserstein clasica wq.

La distancia ¥; es definida en estados de B(h) ® B(h) en forma similar a la
definicién previa; pero la accién del operador & es extendida a dos componentes

es decir

Gay(a) = Eylz,—l) [(fem) (er] + ez} (eml) @1+ 1@ (lem){er] + ler}eml), a] -

En el resto de este capitulo trabajaremos con la distancia Wy definida de esta
Giltima forma. A continuacién planteamos un comentario y un lema con el cual

demostraremos el teorema central de este capitulo.
Dado un estado normal y fiel ¢, podemos definir la aplicacion

o (THx11Y)
p(IT*)
donde I es una proyeccién unidimensional sobre h ® . Usando el teorema 1.4.4,

vemos que Eq, es una esperanza condicional. Ademas se obtiene el siguiente re-
sultado:

Eg(x) = ILII+ I, xeB(h)eB(H)

Lema 2.2.3. Sea la esperanza condicional en B(h) ® B(h) definida por

o (TTxITh)

L X
Sy ¥EB0)OB0),

Eq(x) = OxI1+




donde @ es un estado normal y fiel. Ademas 11 es una proyeccion unidimensional
en h ® . Entonces existe una constante ¢(I1, @,d) > 0 tal que

sup ]Tr ((B, - B,)E‘p(ic)) ‘ < (I, p,d)Wy (3r,ﬁ,) ,

xEYNBp{1)
con Bo(1) = {x € B(h) @ B(h); [[x]| < 1}.

Demostracion. Seax € YqNBy(1) entonces

1 (B~ Bi)Ro(e)) = | 1)~ oM )] 7, (n(B, - b))

o(I11)

+q°(f(gf) oW A0) B, - 5.

Dado que TrB, = Trﬁ, = ] entonces Tr(B, — E,) =0y por lo tanto el tltimo
término de la desigualdad anterior desaparece y entonces:

7 (B~ DEg(x)) = [Tr(m)“—(w] 7 (1(B, - ).

e(I1)

Usando las ideas de Ia nota 2.2.2 podemos probar que 0 < [|[II||zzp, < =, por
lo tanto mﬁ;—% € Yy y entonces

7 (B~ Do)Eg() = [Tr(l'bc) eI (B, - 5)

()
Lo il xfil T )2
< (i - 0) s, (10 + L2 )
< (I, @,d} sup Tr((B S,)x | =c(IL, @,d)Wy (B,,H )
de esta altima designaldad se sigue la afirmacion. [

Definicion 2.2.3. La Wy-tasa de produccién de entrapfa de una matriz densidad
p es definida como

Wa (3r, Er)

pew,(7,p) = limsup
1—0F

Teorema 3;2.4. Un semigrupo Markoviano cudntico 7 tiene pew, (7 ,p) =0 si
y soélo si Q, = S, para todo t > 0. En particular pew,(Z,p) =0 si y sélo si
la condicion BDCE—8 (o la condicion BDCE viendo ?f, v Q, como estados en
B(h)° @ B(h)) se cumple.
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Demostracién. Es claro que si Ei', = 5, para todo £ > 0 entonces Wd(a, ) (f_).,) =0
para todo ¢ > 0 y por lo tanto pew, (7 ,p) =0.
Supongamos ahora que pew,(7,p) = 0, entonces

(g

1—0t t

=0.
Usando el lema 2.2.3, vemos que la anterior igualdad implica

hm— sup |Tr (3 ‘E)E'P(a))l—o (2.2.4)

=0 1 pev nBo(1)

Ademas, calculando ficilmente obtenemos:

J_al
7v (BroEyla)) = Torn(mia) + (- 220 o)
1 il
77 (DioBy) (x) = & Tr{Il(a) + (L )ﬂﬂggh

_).
donde =+ A, =1r (HB,) LV ﬁ, =tr (H(D—,) son diferenciables.
Se sigue que la ecuacion (2.2.4) es equivalente a

1
0= lim - sup
140+ ¢ acYanBa(1}

(7 ‘,T,)'(Tr(n(a)) - %}—&{;ﬁ) ‘ '

Una expansién de Taylor en torno a cero nos permite ver que

e — =
A= Ao+ Abt+o() yAr= Ao+ Apt+old),

— —
con A y= Ao dado que Bg = 50 = D, Entonces

1
0= lim — sup

go(nianl)) ‘
104 aETdr'\Bo(l)

i~
(o= ) (1) -2

mux-m(mmn—%%%ﬁ)

I—}()
o la 1

Lo (Tr(H(a)) - _%I-g—)) |

o(ITtall*)

,0 TF‘(H(G))— (H*L)

._}
_ |5
_|10_

para todo a € YyNBy(1) y para todo ¢ nomlall y fiel. Tomando ¢ de tal forma qus
exista a € Y4MBy(1) tal que Tr(I1(a)) — m(g(rﬁ—; ) # 0 concluimos que A= =4y
esto dltimo equivale a

#(TI(Z ©1)(D)) = 1r(I1(18 .%,)(D)).
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Usando un argumento de densidad de proyecciones unidimensionales II, vemos
que la anterior igualdad se cumple para cualguier proyeccion unidimensional y

entonces
(L e1(D)=(1)L)(D), paratodo?>0.

La afirmacion se sigue por la proposicién 2.1.1. 0

Hemos probado que la condicién (EQ) se cumple y por lo tanto que nuestra
tasa pew,(-,-} en efecto mide desviaciones del equilibrio.

Sea R(Y4) = {a € Y4|la = a*}. Es posible restringir el supremo que define a
W, a el conjunto R(Yy):

Proposicién 2.2.5.

Wd(wﬂ'n@az) = Ssup |IP‘((0'1 - 62)“) I
aeRH(Tq)

Demostracion. Supongamos primero que Wi( (g, O, ) < o=
Sea £ > 0 entonces existe a € Yy tal que

Wa(901,90,) —€ < Jtr (01 — G2)a) | = ler (01 — 02)a) |

Sea @ tal que '
etr((o) — 02)a) = |tr((or — o2)a)l,

o ipa
entonces y 1= &2 €Y. En efecto,

aup 3201 < gsup (135(@) + 185 < 1.

Ademisye R(Yy) y

tr (o1 — o)} | = |tr (01 — 02)a) | > Wa(@sy5 9arr) — £

De esto se sigue la afirmacion. Si Wi(@g,, @s,) = o ,entonces dado £ > 0 existe
a € Ygtal que

Wa(Qors 9ar) > |tr (01— 2)a} | = [t (01 — 02)a") | > &

Tomando y := Lﬂ"%‘fﬁ, vemos que ¥ € R(Y) (se sigue el mismo razonamiento
de la primer parte) ademds

g <|tr((o1— 02} | = ltr (o1 — 02)a) | < Wa(Poy 9er)

y por lo tanto en este caso se sigue también Ia afirmacion. O
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2.3. Ejemplos

Siae B(H)@B(H) ¥ (ex @ ey)xyer s una base ortonormal de h @ b, escribi-
mos &y := (ex®ey,a(e; ® ey)), d := ayy, paratodo x,y,Z,WE V'Y

1, sir>0
sgn(r) = reR,
0, sir<o,

La siguiente proposicion ser util en los ejemplos:

Proposicién 2.3.1. Sea §) de dimension fimitay x € 2(B(h) @ B(b)) autoadjunto

con
x= Y Xgplea ®ep)lea ®egl.
af

Entonces
2 r » »
1185, ()| = e {mfx x —xmkl,mkax |xt '_-kal} ,
H

y sup |84 (x)|| <1 es equivalente a

mleV m#l

1

1
max{max|x;k xmkl max|xk; .x;cm[}) 2

su

m,IeV,Ir)n?él (d (m,1)

Demostracién. Seax= Zﬁxaﬁ lea ®ep) (ea ®ep| = ¥ xqp(lea){ea| ®lep){ep]).
o, a:ﬁ

Tenemos que
Smlx) = E(;—J)[(]emﬂez[+lez)(em[)®1fﬂ+[l®(Iem>(ezl+lez)(eml),x]

1
= Tty 2 e illem el led(enl) O lea)(ce] @ lep)

+ [1®(Iem Meal +ler)(eml), lea)(eal @ lep){ep [}

= d( l) Zxaﬁ{[(lem)<€]|+[El)(em[) lea) (ex]] @ lea){es]

+  lea)(eal ® [(lem){er] + ler) (eml), |€ﬁ)(€5 1}
= d(Tl,[)' azhéxaﬁ{(?.f{a} (m) — X1 (D) (lem} el + |er) (em]) @ leg) {es]

+ lea)(eal ® (rpy(m) — x(ay (D)lem) (et + ler){eml)}

= d(l )(Iem)(81|+|ez)(em[)®(Z(xmﬁ-x,ﬁﬂeﬁ)(eﬁ])

1
d(m, l) (g(xam —xal)lea) (eﬂl) ® (]em>(eg| + Iel) (eml)_
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Entonces tenemos

1
Slm (x) l) ——Em @ Zpm + Zlm R K-

d( 1)

con

i = %(xmﬁ —xi8)lep){esl,

Z;m = Z(xam '_xtﬂ)!ea> (ea |a

e = (e er] -+ ler)(eml)-

Seau = 3 uje; ® e, ||u|| < 1. Entonces para todo / # m tenemos
Fik

1 /
- » E
I8 = gy S0, B ©Zim+ 2 © i)

2
= sup |Im Zumkwk (ks Zimek) -+ Wem Tl (€kes ZimCh)

d(m D i1

iA

——— méx {sup I (eka Z]mek> 1: sup ](ekaz;mek> l }
d( ) k k

sup |{tip,.,u1.) + {(tms i)
|l“||<1

[\

" )méx{sgp|(ek,zmek>Lsx;pl(ek,z;mekn}

sup (e 12+ [l 2 + Netml2 4 a1

A

1 .
( ) max{sip |(€k,Z]m€k)I,SI;p |(ek3Z;mek>|}

- (zlu,u +z|u,k|2)

flull<1
2

= ™ Z Zhed| b
d(m,]) max{sip et Zimer)1, sup | {ex szk)I}
Ahora probaremos que
|16d (X)" > 2 max < max lek—xmk] max |xk1_xb"[ .
m\ N = m, 1 i mé

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

i supl e Zimei), s Zen) | =l Zmes
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puesto que el razonamiento signiente es igual para ¢l otro caso.
Si tenemos que m"gix(ek,Z;mek) ={ej,Zime;),j 7 m,j # I, consideremos u tal

que
2ri2 2i/2 & 1

Uml = 75—,1% = 7—5,”11 = E:umm = 7—5,

u, =0 en ofro caso.

Si mkéx(ek,Zlmek) = (€my ZimCm) © mftx(ek,Z;mek) == (e}, Zpner), tomemos u tal

que
/2 1 1 ef"‘-'f 2

Ui = ——= Ui; = —,U; = —— U] = —
mj '\/i, ij \/i, fm \/T il \/i,
=10 en otro caso.

En cualquiera de estas situaciones vemos que [ju| < 1y

1at, (Bt ® Zim+ Zim @ Egm )i} | = 2108 (e, Zime)-
Por lo tanto
13 = ey méx {sgp et Zimeidlssup (e Z) |}
= dirfa,l) max {mf'x |xmk “xlklamiflxlka —x;d]} .

O

Nota 2.3.1. En esta tiltima proposicién asumimos x ¢ 2(%B(h) ® B(h)) autoad-
junto, como b es de dimension finita, esta hipdtesis es equivalente a tener x,5 € R
para todo o, .

2.3.1. Sistema cudntico de m niveles, 3 < m < o0

Sea
ZL(x) = oS xS+ (1 — o) SxS" —x,

el generador infinitesimal de un SMC definido en B(C™), donde S es el operador
unitario desplazamiento hacia la derecha (right shift) definido en la base orto-
normal (eg)rey de C™ por Sey = e (el recorrido sobre los subindices se debe
entender médulo m) y & € (0,1).

El operador p = 1/m es un estado fiel e invariante de este SMC. Se puede ver

facilmente que
D, =Y Bt ® Ju(EE),
ik




50

D, =Y (BN oE,
Jk

con EJ’F = |e;}{ex| entonces

%9;, (BY) =Fu( ZLAES))

=0 Tu(BE]) — Ful(B}) + (1 ) Tu (B}

(donde las sumas sobre j, % son moédulo m).
La solucién de este sistema es dada por la matriz exponencial de

/ -1 o 0 ... 0 l—oc\
i~a -1 o 0 0
0 1—g -1 0 0
A=
0 0 —1 o
\ 0 00...1—a—1}
es decir,
[ 00lt)  On1lt) Bma(d) - @) )
a{t)  @lt)  Qn1(t) ... @A)
=] o) a6 e @3 (2)
\ Ont1() On2(t) Pms(®) - 90) )
con
% 1+e—2f+2_§e’(°°s(h73)“l)cos('y,,t-—%)], sim es par;
o(t) = zsl "
1 {1—]—2 3 (eos(5F)-1) eos (fut — %"-)J , en otro caso,
n=1

donde la constante ¥, es dada por 7, := (20t~ 1) sin (

sigue que

2nn

m

),k-:O,l,...,m—l. Se

TulER) = g (VEF+ o (OB} + ..+ (OEST S + omn (DB 23.0)




Entonces

D= zk:(po(t)Ek@Ek-i- oI ()EFQEN] + ...+ o1 (DE} ®EST
4

D, = zk‘%(:)Ejf ® Ef+ g1 (OE) @ES+ ...+ 0nr (OESH ®E.
J

Sea

1, sike4d
xa(k) =
0, en otro caso

Si m es par, una expansién de Taylor cuando ¢ — 07 da:

(Pk(t)=— mzr_z_zzet(cos( ) I)COS (Yt_ZHkJ'C)]

2 2°& 2nkw
HE—I_E'Z‘ICOS( o )

2 2%E Inr Inkm 2nkn
—EH_E,Z‘I cos(—m—)—l)cos( ) Z'}g, (

4r 2% 2 2 fomkx ¢

nw 7]

+I_?1"5+E’§l (COS(?-)—I) COS( " )5'

m—2 m—2
2 & nw . 2nkw < mkm \ 2
+-n7z (2’;7,, (cos (?) — I) sm( - ) —}Z‘l'yfcos - ) 5
+...+o(f)
2 1
(r—nf+a(—4+ma)t) X{k=1} (k)

+ (% + % (—4+m(1 - oc))t) X{k=m-1}(K)

o? , 1
+7f Xie=2) (k) + )

2% k=m—2} (K)
2
+ (E (1 - Zt)) X{k£1,2,m—1,m--2;k cs impar}

1
= (14 (20— 1) €2 2m-1 2k os par) +0(1)

y si m es impar la expansién de Taylor da:

):

51




52

fi’k(f)“é [1-!—222’(“’5( %)- l)cos(w_ r;l:n)]

Zrm) ) (ann')
— | —1])cos 4
m m

n=1 n=1
m=1 m—1

2 - 2nw . [ 2nkn & 2k \ 12
+ ;(2;%(005(—;"—)—1)5111( )—n:l’yz 0S )E
+ ..o

arlFltl (1— co)llgHl
BT Xgm12,.. 21 0) + I X(isr 2,251 (k) +0(0)

Sea

a= Z aiyw|ex®ey)(32®e'rv|: Z afy“’|ex)(ez[®]ey)(ew|.

xyzw xyzw

De la igualdad (2.3.1), se sigue que

tr((Be-5)a)=— [%ag((ey, Falledexey) — (e Teelley) (ey])ex))]

[ZZ {ew, Tu(lez) (ej])ey) — Ezai}‘-’(ez,%(le?w)(efl)ex)]

zF I wif X,z

:—:; [Zatxyy(ﬁox—y(t) - (P—(x—y} (f)) + z aﬁ-}r(q)z,_w([) — (Pw—z(t))]

z# jz—w=j—y

Supongamos que m es un mimero impar. La igualdad previa nos permite con-
cluir que
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Wi (5_2),,1_2-,) = éup

ac¥y

((8-5)9)

% [Za?’y((px_y(t) O (x—p) (f)) + Z aj';;v(q)z"w(t) - (Pw—z(t))] ‘
Xy

zF fz—w=j-y

= sup
acYy

Y (@-dpg(e)

1
<— sup [(2ct — 1)¢ (@10 — ao1) | + — sup
m x<y;(xy) £(10),(01)

1
acly M acYy;

—l—z‘l sup
M aeYq |x<y(xy)#(10),(01)

il 3 (%)

M a€Xq |z j=w=jy

con pi(0;,1) un polinomio en las variables x,y. Usando Ia proposicién 2.3.1y la
anterior desigualdad obtenemos

Wa (5:“5‘) < d(i;O) |20 —

1] +c(m)@. 23.2)

Por otro lado, sea a tal que

ap = d(lg,o)sgn(fpx t)—-op-1(t), an= d(Z’O)Sg"((P—I(’) — (1))

y @ =0, en ofro caso. Supongamos que esCOgemos d tal que d(1,0) < d(1,s)
para todo s # 1y d(1,0) < d(s,0) para todo s # 0, s € V/, por la proposicion 2.3.1
y la nota 2.3.1 se sigue que a € Yy y por lo tanto

(B-5)s) _m(@5)

200 g 1= (233)

Reuniendo las desigualdades (2.3.2) y (2.3.3) tenemos:

4,0,
Wd( t’ ) gd(;o) |2a—1[+c(m)9?

m

con c{m) > 0.
En consecuencia

lim
-0t
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De forma similar, para el caso cuando m es par se prueba que

o (3,90 _ d(

t—0t {

117;0) 2 —1]

Entonces tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.3.2. Sea J un SMC describiendo la dindmica del sistema de m
niveles (3 < m < +o) sobre B(h) con by de dimensidn finita. Si d es una distancia
sobreV =={1,2,...,m} tal que d(1,0) < d(1,s) para todo s # 1y d(1,0) < d(s,0)
para todo s # 0, s € V entonces

pew, (T ,p)= i(-}’—:o—)pa— 1| paratodo3 <m < too,
Por el teorema 2.2.4 podemos concluir que
pew,(Z,p) = 0siy solo si s_i, = S, para todo £ > 0 siy solosi =1/2.

Por lo tanto el estado p = 1/m es un estado de equilibrio siy solo si ¢ = 1/2. Esta
{iltima conclusién fue obtenida también por Fagnola y Rebolledo en [40] usando
la tasa de produccién de entropia pe(,p).

2.3.2. Semigrupos markovianos cudnticos genéricos

Para la presentacion de estos semigrupos en esta seccion usamos una repre-
sentacién matemdtica que describe tanto ¢l caso Gaussian Gauge invariant como
el caso Fock. Otra representacion serd usada en la seccion 3.4.2.

Sea S un sistema cuntico descrito por un Hamiltoniano Hy con espectro dis-
creto actuando sobre un espacio de Hilbert f). Supondremos que ) es de dimen-
sion m, es decir, ¥ = {1,2,...,m}. Siguiendo Accardi y Kozyrev ([5]), llamare-
mos Hy genérico si el espectro esp(Hs) de Hy es no degenerado y para cualquier
@ > 0cn {® = & — &n | &,En € esp(Hs)} existe Gnico par de niveles de energia
&,&m € sp(Hs)} tal que @ = & — &,. Por lo tanto,

Hs= Y &len)(es|,donde (e,)ner cs una base ortonormal de b.
nel :

Los SMCs genéricos surgen del limite estocastico de un sistema genérico in-
teractiante de un campo cudntico Gaussiano de media cero con un Hamiltoniano
dipolo. Estos semigrupos son continuos en norma en 9(h) con generador infini-
tesimal descrito por
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2=~ 3, (Ko (§{EaBare) - B ) +T5 (550}~ FurEs )

WeEF ¥ a3

+ i[H:x]a

donde F = {w = & — &y | | > m} es el conjunto de frecuencias de Bohr de Hy,

H=Y xle;}e;], x€R,
j=
Ep=|en)er] paraw=g—&m I'5>0.

m
El semigrupo tiene un estado fiel e invariante descrito por p = ¥ pnlen){en|
n=1

y el generador del semigrupo predual %, es tal que
Zi(lendlenl) = X Culerten,
!

s B . g g, sii>m
T 4m y SLE=n .
donde {y = " ) YBm=4 T&_,, sil<m,
ﬁnj, sil 7’: n En =l
g, sil=m.

Para calcular la Wy- tasa de produccién de entropia necesitamos el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.3. El dlgebra abeliana 2(B(h)) vy el espacio de operadores
Dorr(B(b)) son J;-invariantes para todo t > 0. Ademds existe cpp, € € tal que

Ti(|en){em]) = €™ |en){em] paratodonmeV,n#m.

Una demostracion de este resultado es encontrada en [1],[4], y [21].
Usando el teorema previo, obtenemos

By =S oilei el Tuleples) + X orp) (el e® Tlle )
J 7

=2 pi{lesH el ® Zuales)ei])) + %(Pkpj)l/ Zem! (Jex){es] ® lex) (ef])
J J
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b, =2 pi(Zu(le;)ejl) @ lej)esi} + %(Pkpj)lf 2(Fae(lew) ei]) @ lexh (e
J J

=30, ulle e Blepesl + 3 (peos) e e esl @ e e
J J

Por lo tanto

tr ((}3, — ‘5,) a) (2.3.4)
=tr (ZPJ(I%‘) (e ® Faulles) (e} — Tullej}esl) ®es) (EJI)G) . (239)
j
Proposicion 2.3.4. Si Y, =Y,;N2(B(H) @B(Y)) y  es un SMC genérico en-
fonces
Q) =suptr \—D;)a).
1 (3.55) s (35

Demostracion. Sea a€ Ygcon a= Y, dgylex ®ey){e; ® ey]. Usando (2.3.4)
EX TR
obtenemos

o((Bi-5.)a) = % puaten, Tullec)(e)er)

W

~ 3 preilen alle)e e
Por el teorema 2.3.3 se sigue que F(|ec) {ex]) € 2(B(h)), entonces
(ews Tulle)ex)ey) = (e, Zulle)el)ed) =0 six#z, y#w.
Por lo tanto

+((Bi-5.)a)

= %pxaﬁg(ey, T (lex) {ex|)ey) ZPy S{exs Tu(ley) (eyl)ex)
< ::gtr ((B; — B,) a) .

entonces
:élxlz,tr ((B, — 5,) a) < Wy (3,, 5;) < 5;112” ((B; — E,) a) .
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En consecuencia, por la proposicion 2.3.4, tenemos que:
Corolario 2.3.5. Si G es un SMC genérico entonces
7 (8,85,) =0 (@0.&0).
donde w es la distancia de Wasserstein clasica 'y &, es definida por la ecuacion
(2.2.2).

Por la proposicién 2.3.1 se tiene que si a € T}, entonces
|y — @] < gy — ay| -+ — @] < d(x,3)

Entonces utlizando las proposiciones 2.2.5 y 2.3.4 junto con la desigualdad 2.3.2,
obtenemos

Wi (H,,E;) = sup

aclly

Y, ao(pcleys Turllex) exl)ey) — pylen Tuelley) (ey])ex))
xty

< sup 2 |axy — ay|[px{ey, T (lex){ex])ey) — pylexs Tu (ley) {e])ex)]

a€Yhx<y

< 3, d@y)lp<ley Tulles)exl)ey) — prlex Tuller) (e )ex)]

x<y

entonces

W (B0, 8.) < T d)lpeler, Tulles) (ecl)er) = pylen Fuler) (@D}
X<y
(2.3.6)
Por otro lado, sea d(Xp,ym) = r;gnd(x, ), si fijamos r,s € ¥ con r # s considere-
y

mos a € Z(B8(h) @ B(h)) tal que

Qps = d—oc'n%y'ni—)sgﬂ(Pr(es: l%r("fr) {er])es) '“Ps<er: Fer(|e5) (esl)er))

y cero en otro caso. Tenemos que para todo / 7 m y para todo &

1 1
|alk'_ amk[ < Eld(xmaym)l < Ed(lrm)'

Entonces por la nota 2.3.1 y por la proposicin 2.3.1 tenemos que a € Y/, y por lo
tanto para todo #,5 € ¥ tenemos

d(8) e ess Teler) (er)es) = pslers Tules) exen] < Wa (B 02:) - @3.7)
De las designaldades (2.3.6) y (2.3.7) tenemos que
2(r,5) 10w e, Te (107} D) — Pelers Telea)lesl)en)| < P (B, B

< Z d(x,y)|px (e, Fut(lex) (ex])ey) — pylex, Tt (ley) (eyl)ex) |

X<y
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entonces

wa (G0 0)

lim sup: <
t—0t 4
E d(x,y)|px{ey, ZLe(lex) (ex Dey) — pylex, -4 (ley) (ey])ex)]
X<y
= Y d(x,)|px Gy — Pyl
x<y
b4
W, at: 5!
litrgggp -d—(T—) > d(Xm,Ym)|0r (25, -Zx(ler) (er|)es) — psler,-Za (les)es))en)]

=d(xm,ym) IPr Gos p: Csr[:

para todo r # s, es decir,

d(xmsym)lprgrs—PsCsrl < peWa(y:p) < zd(x:y)lpngy _p}’nyI'

x<y

para todo 7 # s. Por el teorema 2.2.4 podemos concluir que
pew, (7 ,p) =0siysolosi 3, = ?):, paratodo ¢ >0

si 'y s6lo si pyly = Pyl para todo x,y. De la anterior discusién se desprende
inmediatamente la prueba de la siguiente proposicion

Proposicién 2.3.6. Dado un SMC genérico con estado normal, fiel e invariante

m

descrito por p = 3, Pulen) (€| Entonces p describe un estado de equilibrio si
n=1

s6lo si se cumple la condicién de balance detallado fisica pyGy = pylyx para

todo x,y.




Capitulo 3

Sectores libres de decoherencia
para SMCs

En este capitulo estudiamos subespacios libres de, decoherencia y subaigebras
libres de decoherencia para semigrupos Markovianos cudnticos. Llamaremos sec-
tores libres de decoherencia a estos dos conceptos que vamos a estudiar.

El primer concepto, los subespacios libres de decoherencia son definidos en
estc trabajo de tal forma que cuando estos subespacios estan contenidos en un
espacio de Hilbert ) de dimensién finita dicha nocién coincide con aguella no-
cién introducida por Lidar (ver [26]) bajo el mismo nombre. Como observamos
en csta wltima referencia, esta nocién es aplicada principalmente a computacion
cudntica; pero también ha sido aplicada en un contexto netamente fisico (ver por
ejemplo [58]). Desde el punto de vista fisico es de interés el manejo de tasas tem-
porales de decoherencia, tasa temporal de entrclazamiento o desentrelazamiento
o una relacion entre las anteriores y los subespacios libres de decoherencia son
tomados como puntos de referencia para estudiar dichas tasas. Por otro lado, des-
de el punto de vista de 4lgebras de operadores la decoherencia ha sido ligada a
fa descomposicién del dlgebra B(h) como la suma directa de un sector donde no
hay decoherencia .4 (.7), llamada subalgebra libre de decoherencia, y un sec-
tor donde ocurre la decoherencia, cuando ocurre dicha descomposicién de forma
no trivial se dice que existe decoherencia inducida por el ambiente. Esta nocién
ha sido planteada y estudiada principalmente por Blanchard y Olkiewicz (ver por
ejemplo [16],[15]), obteniendo como resultado central 1a siguiente afirmacion:

Teorema 3.0.7. Dado un SMC (F;)>o el cual posee un estado normal, fiel e in-
variante entonces existe una subdlgebra de von Neumann N () y un *-espacio
de Banach .#, invariante por  tal que

By) =A(T) 0 A

59




60

donde
N (T) = {x € B(Y); Z{x*x) = Z(x") F(x), ") = Ti(x) G (x*), Ve = 0}

Y
{0} # ot © {x € BO) Jimerlp Fi(x) =0, Vp & &i(H)}

Este resultado ha sido obtenido por los mismos autores para semigrupos de-
finidos en cnalquier algebra de von Neumann (no solamente B(h)) y con una
hipétesis mas general que el suponer la existencia de un estado normal, fiel e
invariante. En vez de esto 1iltimo ellos suponen la existencia de un peso fiel subin-
variante y que el semigrupo & conmuta con el automorfismo modular. Una de-
mostracién puede ser vista en [15].

Como un primer paso hacia la inferaccion entre estos dos puntos de vista,
mostramos una relacion existente entre los subespacios libres de decoherencia, la
subalgebra A (.7) (es decir los sectores libres de decoherencia) y la decoheren-
cia inducida por el ambiente. Mas exactamente, si fj, es un subespacio libre de
decoherencia entonces B(l),) (el dlgebra de los operadores acotados en ) esta
contenido en A (7). Ademds, si p es la proyeccion asociadas al subespacio libre
de decoherencia maximal § »» s decir , = p(h) entonces la igualdad

N (T) =B(h,)eCl 3.0.1)

es relacionada con decoherencia de SMCs donde una parte del espacio de Banach
B(b,..) (donde pt es la proyeccién asociada al complemento ortogonal de p(h))
estd contenida en en el sector de disipacion (es decir, en ).

Vemos que 1gy) € B(Dp) siy sélo si hp = b si y solo siy solo si Zi(x) =
" xe~" para todo x € B(h). Por lo tanto evitaremos la situacion trivial cuan-
do J es un automorfismo para todo ¢ > 0 suponiendo que p # 1gy). Bajo este
supuesto tiene sentido considerar la igualdad (3.0.1).

El capitulo esta organizado de Ja signiente forma:

En la seccién 3.1, estudiamos los sectores libres de decoherencia. Introdu-
cimos la subdlgebra libre de decoherencia .4'(7), discutimos sus principales
propiedades y hacemos un esquema de la demostracién de su caracterizacion en
términos de Ja forma GKSL de SMCs continuos en norma. Posteriormente defi-
nimos los subespacios libres de decoherencia (SLD). Describimos una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de SLD usando la representacién GKSL
del generador .%. Esta condicion fue probada por Bacon, Lidar y Waley (ver [13])
en espacios de Hilbert de dimension finita, nosotros presentamos una prueba di-
ferente Ia cual sirve para espacios de Hilbert de dimension arbitraria.
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En 1a seccion 3.2, estudiamos decoherencia inducida por el ambiente y su rela-
cién con los subepacios libres de decoherencia. Si el algebra A(F) es generada
por subespacios libres de decoherencia entonces obtenemos una parte del espacio
de disipacién esta formada por proyecciones asociadas a complementos ortogo-
nales de subespacios libres de decoherencia. Como se ve en el teorema 3.0.7, la
existencia de un estado normal, fiel e invariante es una condicion suficiente tipica
para la decoherencia inducida por ¢l ambiente; pero en el caso donde h es de di-
mensién finita, esta hip6tesis puede ser reemplazada por una condicion espectral
sobre el generador .% del semigrupo: 4 (Z") contiene todos los vectores propios
de & asociados con valores propios con parte real nula, esta condicién también
es tratada en [22] sin usar subespacios libres de decoherencia.

En las secciones 3.1 y 3.2, nos limitamos a SMCs continuos en norma para
evitar hipétesis técnica, luego en la seccién 3.3 tratamos €l caso cuando el gene-
rador es representado en una forma GKSL generalizada con coeficientes posible-
mente no acotados.

Finalmente en la seccion 3.4, damos ejemplos de SMCs teniendo subdlgebras
libres de decoherencia de la forma A'(F) = B(h,,) & C1, vemos que en particu-
lar A(Z) es no trivial. En el primer ejemplo, el SMC describe la dindmica de
bafio comiin squeezed (ver [58]), donde el semigrupo es continuo en norma. Dos
ejemplos de SMCs con coeficientes no acotados son dados. El primero, es el SMC
genérico en ¢l caso Gaussiano y Gauge invariante (ver [21]) y el segundo describe
un sistema disipativo de fermiones afectado por un campo magnético (ver [63]).
Los resultados de las secciones previas son usados para analizar decoherencia en
estos semigrupos.

3.1. Sectores libres de decoherencia

En esta seccidn estudiamos los sectores libres de decoherencia descritos por
subespacios y subalgebras.

Definicién 3.1.1. La subdlgebra libre de decoherencia de 7 es definida como
N (T) = {x € B(b); Z(x*x) = G (x") T (x), G(xx") = Fi{x) F(x"), Ve = O}

Es facil ver que A(7) = o/ (), donde &/ (F) es el dlgebra de von Neu-
mann generada por el conjunto & de todas las proyecciones P en B(h) tal que
J;(P) sigue siendo una proyeccion para todo ¢ > 0.

Teorema 3.1.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) N () es Gp-invariante para todo t > 0.
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(B) Paratodox ¢ N (T)y todoy € B(b) tenemos
Gy = Z6NT), G0 =F0°) %)

(c) N(T) es un subdigebra de von Neumann de B(b).

(@ Si T es un SMC continuo en norma definido en B(h) cuyo generador £
es representado en la forma GKSL

1 .
L(x) =ilH,x] - 3 ¥ (LiLwx— 2LgxLy +xLiLg).
k

Entonces N () coincide con el conmutador del conjunto de operadores:
{88(L1),85(L)I > 1,n> 0} donde 8y(x) = [H,x].
Ademds F;(x) = ¢ xe™ " para todo x € N (T).

Demostracion.

(@) Sixe A (F)yt>0,entonces, para todo s > 0 tenemos
T T (x°5)) = Fela'x) = Fort(8") T (%) = TG (%)") (T ().
Podemos demostrar en forma andloga que Z;(Z(xx*)) = o Fi(x)) F(Ti(x)*) ¥
Tix) e N(T).

(b) Para todo ¢ > 0y x,y € B(h) tomemos D;{x,y) = F;(x*y) — Z(x*) Z (). Pa-
ra cualquier estado o en B(h) y cualquier mimero complejo z, por la 2-positividad
de 7, tenemos @(D;(zx + y,zx +y)) > 0. Ahora, si x € A(), entonces
@(Dy(x,x)} = 0 por lo tanto

0 < w(Dy(zx+p,zx+y)) = 2Re(Z(D;(x,y))) + @(D: ()
para todo miimero complejo z. Se sigue que w(D;(x,y}) = 0 es decir,
G(xy) = G )T 0),

dado que @ es arbitrario, y por lo tanto () es probado.

(¢) A (T) esun espacio vectorial por el item (b). Ademds, para todo x,y € A (T},
tenemos también por el item (5) que

T () = G0 Z ) T (%) Zi ) = T()") G ()-
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La invarianza de () por la adjuncién es obvia. Finalmente, para cualquier
conjunto (xq)e de elementos de 4'(.F) convergiendo o-fuertemente a un x €
B(h) tenemos

Z(x'x) = Im F(x"xe.) = Bm T (x") Zi (xa:) = T (") T2 ().

Por lo tanto x € A(F) y (c) es probado.

(d) Una prueba detallada de este item es encontrada en [43]. La idea de la prueba
es esquematizada aqui.
Six € (), entonces, diferenciando J;(x*x) = J;(x*)J(x) en ¢ =0, en-
contramos
L(x*x) =x* L (x) + L (x")x.

Por lo tanto, dado que £(x*x) = x*.2(x) + L(x*)x + X[Ly,x]* [Ls,x] se sigue
k

que [Lz,x] = 0 para todo & y , tomando ¢l adjunto [L},x] = 0, puesto que x* €
() también, Entonces £(x) = i[H,x] y £(x) € A ( )por (b), entonces,
por la identidad de Jacobi,

= [Lk? [Hax]] = _[H: [stk}] - [xa [HaLk]] = [[H:Lk]:x]

y x conmuta también con [H,L;]. El mismo argumento para x* muestra que x con-
muta con [H,L]. Iterando mostramos que x conmuta con conmutadores multiples
en

{85(Ls), 5Ll > 1,n > 0}  donde 8y (x) = [H,x].

Reciprocamente, si x pertenece al conmutador de

{65(L), 65 (LN 2 1,n 20}, Z(x) =iH,x]

Lx) =iL(H.x])
—[H,[H,x]] + ; (LE[H, ), Le) + [LF, [H,x]) L)
= [H,[H,x]]
porque {[H,x],Le] = —[[x,Le], H] — [[L2, ], X] =0y
L7, H ] = —H, [x, L] — [, [T, H]] = 0.
Tomando 8 (x) = [H,x] ¢ iterando encontramos que .%”(x) = i"5f(x) y entonces
Fi(x) = e"Bxe "H

y x pertenece a A (). O
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Dada una proyeccion p : ) — b, denotamos f, := p(h)y
B(h,) = {x € B(h);x(h,) = 0}.

Definicién 3.1.2. Sea p una proyeccién diferente de la proyeccion cero, el subes-
pacio b, es

(2) un subespacio libre de decoherencia (SLD) si B(5),) C A(7)y B(hp) es
J;-invariante para todo ¢ > 0;

(b) un subespacio libre de decoherencia en el sentido de Lidar (SLDL) si existe
un grupo unitario (U, )er tal que U; € B(h), Ur(h,) C bp paratodo f € R,

Yy
Fulp) =UpU; paratodo p € £1(bp), 120

Nota 3.1.1. Las definiciones previas son equivalentes si & es un SMC continuo
en norma.

En efecto, supongamos primero que f, es un SLD entonces J7|g(y,) €8 un #-
homomorfismo continuo en norma. Por el teorema 3.1.1(d), tenemos que .7 (x} =
U¥xU, para todo x € B(pp), com U; operador unitario en b,. Es claro que el
semigrupo predual es definido por Zi(p) = UpU;* para todo p € £4(bp). La
afirmacion reciproca es inmediata.

Los SLDL son definidos por Lidar en dimension finita (ver [26]) y los SLD
son propuestos como una generalizacion.

Nota 3.1.2. Sea P un operador definido en ) y u € ) de tal forma que existe una
constante cp € C tal que Pu = cpu'y P*u = Cpu entonces

P*Plu)(u| — 2P* |u} (| P + |u) (| P*P = 0.
En efecto, como
P*Plu) (u] = [P*Puiy ] = llepPas) (u] = lep Pl ],
P¥lu) (u|P = |P*u) (P*u| = |epu) FFu| = TP|u) (G| = cpeplu) (u] = |ep [ Ju(u]

¥
[u) (uP* P = [at) (P*Pus| = |} {|cplPul = [cpf|u) 1

entonces

PPl (] — 2P*|u) (u| P+ |u) (u] P*P = |ep|* — 2|ep[* + Jcp|* =0
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Teorema 3.1.2. Sea F un SMC continuo en norma definido en B(b). Suponga-
mos que el generador £ es representado en la forma GKSL

1
& (x) = ilH,x] - b} zk‘;(thka_ 2LixLy+xLiLy),

donde Ly es un operador acotado en B(Y) para todo ky by, tiene base ortonormal
(ex)rer, V contable, formada por vectores propios de H.

by es un subespacio libre de decoherencia siy solo si existe ¢ € C tal que
Lye; = cye; para todo k,s € N, es decir, (es)sen es una base ortonormal de vectores
propios de Ly y L}, con valores propios degenerados.

Demostracion. Si hp es un subespacio libre de decoherencia con base ortonor-
mal {ex)re, entonces por la definicion (3.1.2), |es)(en| € A'(F) para todo s,m.
Por ¢l teorema (3.1.1) |es) (e es un elemento de el conmutador del conjunto de

operadores:
{85 (L0), 8R(L) = 1,n 2 O}

En particular, Ly|e;){en| = |es){en]Lt para todo s,m, k. Entonces
Lies = Liles) {emlem) = les) (em|Li|en) para todo m.

Por lo tanto Lie; = cpe, para todo k,s; donde ¢ € C.

Reciprocamente, si (g;)scp €s una base ortonormal de vectores propios de Ly
con valores propios degenerados , tal que Lye; = ces entonces por la nota 3.1.2
con P = L se tiene que Z(Jes){es|) = i[H, |es) {es]]. Como e es vector propio de
H tenemos que £(|e){es|) = 0, iterando se puede ver que £ (Jes){es]) =0y
esto implica que |es)(es| € A'(F) para todo s. Los elementos |e;)(es| son pro-
yecciones del dlgebra de von Neumann $B(h p), donde &), es el espacio de Hil-
bert generado por la base (ex)rey, entonces B(h,) C A(TF). Es facil ver que
Hej; € ), para todo k € V implica que B(},) es Z-invariante entonces B(h,) es
& -invariante. O

Noétese que si Ly € B(h) entonces la condicién Lie; = cres para todo s € V
implica Lje; = Cres para todo s € ¥, por io tanto la condicién Ljes = Cres es
redundante si Z; es un operador acotado, en particular la condicion es redundante
si b es de dimension finita (pues todo operador lineal definido en un espacio de
dimensién finita es un operador acotado). Por esta razén en el teorema dado a
Bacon, Lidar y Waley aparece en las hipotesis unicamente la condicién Lye; = cies
para todo s € V, puesto que trabajan en espacios de Hilbert con dimensién finita.

Una condicién necesaria y suficiente para la decoherencia de la evolucion de-
finida por SMCs definidos sobre espacios de matrices es dada en [22]; las demos-
traciones usan fuertemente la descomposicion de Jordan. El siguiente corolario es
inspirado en este hecho.
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Corolario 3.1.3. Sea Z un SMC que satisface todas las hipétesis previas del
teorema3.l.2.

Cuando Y, es un SLD con base ortonormal (exYwey conformada por vectores
propios de H entonces B(b) & Cly < &/ (Vo). Donde s (Vo) es el dlgebra de von
Neumann generada por el espacio asociado a los valores propios de & con parte
real nula.

Demostracidn. Sea |e,)(e,| una proyeccion arbitraria de B(h). Por el teorema
3.12
L (len) (en]) = lH, len) (en]]-

El vector e, es un vector propio de H por hipotesis, entonces existe 4, € R tal que
Z(len)(eal) = i(Anlen){en| — Anlen) (en]) = O,

entonces |e,){e,] € Vo.
Puesto gue un elemento en 2B (h,) es generado por sus proyecciones,

§B(f)p) @Clh C “Z‘/(%)'

(]

3.2. Decoherencia inducida por el ambiente y subespa-
cios libre de decoherencia

Denotamos por p la proyeccién asociada al subespacio libre de decoheren-
cia fj,. Teniendo en cuenta esto enunciamos a continuacion una proposicion que
nos servira para no considerar en puestro estudio ¢l caso trivial cuando J; es un

automorfismo para todo ¢ > 0.

Proposicion 3.2.1. Sea J un SMC definido enB(b). Las siguientes gfirmaciones
son equivalentes:

(@ I € B(hy)

@) bp=D

(c) p=1Isg

(@ Fix) = exe=H para todo x € B(b)

Demostracion. La demostracion es inmediata. O
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Por lo tanto siempre supondremos que p # lg(y) para evitar el caso trivial
cuando el semigrupo es un automoifismo sobre B(h).
Es claro que

b=b, Db, yque B(h,) NB(hy) = {0}. (3.2.1)

Asumiremos sin pérdida de generalidad que b, es generada por la base ortonormal
{ef}xev, hpe generada por la base ortonormal {e,fl }rew con ¥y ¥’ conjuntos
contables y ademés que § es generada por la base {ef hrev U {e,‘ZL Heewr.

Nota 3.2.1. Sea p(h) la coleccién de todas las proyecciones definidas en . Si
x € p(h), entonces

x= e+ T e el |

kev ke
donde

VYV CN, S| eBb) v Xl W | €BH,),

kev ke’
es decir, existe xp € B(h,),xg € B(h,1), tal que x =xp+xp.
Proposicion 3.2.2. Los siguientes hechos se cumplen:

(@) Sip+# Iyy p*# Iy, entonces /(T ) = B(hp) ®Cly si y sélo si
H(F)N(BE,)—Cly ) = {0}

&) If pt =1y 6 N (F) = Cly, entonces p= po (po es la proyeccion identi-
camente cero) y ) =1

Demostracion. La prueba es una aplicacion inmediata de la nota 3.2.1. O

Fl teorema 3.1.2 plantea condiciones sobre los operadores (Lg)y en la forma
GKSL del generador para la existencia de b,. A continuacién discutimos condi-
ciones sobre el Hamiltoniano H en la forma GKSL para la existencia del subes-
pacio libre de decoherencia.

Dado un operador normal X, denotamos por #*(K) su 4lgebra generada en-
tonces W*(K) es el conmutante de #*(K). Es claro que #*(X) es conmutativa
entonces W*(K) C W*(K)'.

Definicién 3.2.1. Un operador X acotado es libre de multiplicidades o no dege-
nerado si existe un vector ciclico para C*(K), es decir, {f(K)w; f € C(Sp(K))}
es denso en B para algun vector w, donde Sp(K) denota el espectro de K. Si K es
no acotado , es libre de mutiplicidades si existe un vector w en la interseccion de
todos los dominios D{K™) para todo n > 1, tal que el subespacio generado por los
vectores (K"w,n > 1) es denso en §.
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El algebra abeliana /7*(K) es maximal si y solo si X es libre de multiplicida-
des (ver Pedersen [61]), en particular #*(K) = W*(K)'.

Proposicién 3.2.3. Sea J un SMC w*-continuo definido en B(h) donde by es
un espacio de Hilbert separable con base ortonormal (ex) formada por vectores
propios de un operador autoadjunto K. Si existe un SLD entonces K tiene multi-
plicidades.

Demostracién. Sabemos que B(h,) C W*(K)'. Razonando por reduccién al ab-
surdo, si suponemos K libre de multiplicidades entonces #*(K)' es conmutativa.

Entonces por la contenencia inicial B(h,) es conmutativa lo cual es contradicto-
rio. 0

Defimicién 3.2.2. Blanchard y Olkiewicz en [16] dicen que el ambiente induce de-
coherencia en el sistema cuya dindmica es descrita por 7, si existe un subespacio
de Banach ./, de ‘B(h) %- invariante tal que:

(&) B(h) = AN (T) D .#, donde .#> es J;- invariante para todo £ > 0.
(b) {0} # .#> C .#, con

o= {x € B(0);Jimtrp Fi(x) = 0 para todo p € &1(5)}.

Denotamos & (7) := {x € B(h); Z(x) =x}.
Lema 3.2.4. Si existe un estado normal, fiel e invariante p de 7 entonces
F(TYCH(T).

Demostracién. Seax € F(T) entonces 7 (x)* Z;(x) = x*x, por la desigualdad de
Schwartz se tiene 7 (x*x) < J(x)* Z;(x) = x*x entonces dado que p es invariante
tenemos:

0 < tr{p(Fi(x*x) — Z(x)* Fi(x))) = tr{p F(x"x)) — tr(px’x) = 0
for all ¢ > 0, entonces por la fidelidad de p se sigue que
Ti(x"x) = Fi(x)" Ti(x) =x"x9t 2.0
entonces x € A (7). |

El anterior lema serd de utilidad para estudiar decoherencia, de igual forma el
siguiente resultado serd de importancia para estudiar también decoherencia
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Lema 3.2.5. (a) Sea (T;)e>0 un semigrupo fuertemente continuo con generador
A en el espacio de Banach reflexivo M. Si Spect(4) NiR es un conjunio
contable y el espectro puntual de A esta contenido en el complemento del
conjunto iR, entonces

Lim Ti(x)=0 paratodoxcX.
(b) Sea T un SMC w*-continuo. Si existe un estado normal fiel e invariante de
7, entonces N (T) = F (T} implica
w —}gn F;(x) = &(x) para todo x € B(h),
donde & es una proyeccion lineal, débilmente* continua de B(h) en F(T)
sobrevectiva.

La prueba del lema (2) puede ser encontrada en el corolario 2.22, capitulo V
de [37]. El lema (b) es un resultado de Frigerio y su prueba puede ser encontrada
en el teorema 3.1 de [48].

Establecemos el resultado central de esta seccion.

Teorema 3.2.6. Sea 7 un SMC continuo en norma definido en B(h) con gene-
rador .& representado en la forma GKSL

1
E(x) = i[H,x] —_ -2- Z(L;ka — ZL}:ka —]—xL]th),
k

h espacio de Hilbert separable con base ortonormal (ex) conformada por vectores

propios de H.
Si N (T)=B(hp) &Clyy p 7# Im(y).

entonces obtenemos decoherencia inducida por el ambiente con una parte de
B(h,o) Clbf; contenida en My, bajo cualquiera de la siguientes hipdtesis:

(a) b es finito dimensional y Vo C N () donde V, es el espacio asociado a
los valores propios de £ con parte real nula.

(B) Existe un estado normal, fiel e invariante para .

Demastracién. Si suponemos(a) entonces por ¢l corolario 3.1.3, se tiene que
N (T)=B(h,)&Cly C & (Vo) y por hipétesis A (T} = (W),

entonces

B(h) =N (TSN (T = T)& N (T),
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donde 1a ortogonalidad es medida con respecto al producto interno (x,y) == tr(x* v)
y & (Vy) es el dlgebra de von Neumann generada por Fg. Por el lema 3.2.5 (2)

Ili}m trpJ;(x) =0 paratodo estado p y para todo x € A (T )yt

Ademis, es claro que {0} # (B(h,.) —Cl;,pL)ﬂJV(.?)L C N (T C .
Si suponemos (b) y que p es un estado normal, fiel e invariante entonces
& (Vy) = N (). En efecto, six € Vp entonces & (x) = idx con A € R. Entonces,

«%(x) = e‘gx == e'mx, z(x*) = -.%(X)* = ehim’x*

para todo ¢ > 0. Por lo tanto, Z(x)* 7 (x) = x*x y por la desigualdad de Schwarz
y la invarianza de p se ticne

0 < tr(p(TH(xx) — T3 Ti()) = trlp Fila*x)) — tr(px"x) = 0

para todo ¢ > 0 y en consecuencia Z(x*x) = F¢(x)* 7 (x) por la fidelidad de p.

Similarmente probamos que J;(xx*) = (x)Z(x)*, y por lo tanto x € A(T)

entonces ¥y C A (T }es decir, & (V) C A(F). La igualdad se sigue de 3.1.3.
La igualdad &/ (V) = A(.7) implica

B(h) =N (T) 0N (TP = ()& N (T)'P,
cuya ortogonalidad es medida con respecto al producto interno
() =tr(px"y).
Ademas

() =PB(hp)oClyc WH)NA(T) C F(T)
peP

y por el lema 3.2.4 se sigue que A (T ) = F(T).
Por el lema 3.2.5(b} obtenemos que

w*— li‘gnﬂ(x) = 0 para todo x € A (T)*P.
Es claro que

0 (Blb,1) — Cly ) NA (F)H ¢ H(T)'P C Mo,
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3.3. SMCs con generador no acotado

Siguiendo [35], en esta seccién nos enfocamos en semigrupos Markovianos
cuanticos definidos en B(h) con generador formal representable en una forma
GKSL generalizada por medio de operadores Gy Ly (G 6 Ly no acotado) tal que

(H1) G es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuo en b, Dom(G) esta contenido en Dom(Ly), para todo k > 1
y para todo u,v € Dom(G), tenemos

{Gv,u) + Z (Lyv, Lgt) + (v, Guy = 0.
k=1

(H2) Existe upa variedad lineal D densa en f contenida en los dominios de los
operadores G,G* y L;,L} para todo I > 1, el cual es un dominio esencial
para Gy

(a) Ly es cerrado y D es dominio esencial para L; para todo / > 1,

(b) el operador H definido en u € D por Hu = i{Gu — G*u)/2 es esen-
cialmente autoadjunto y el grupo unitario ("7),cr generado por il
satisface € (D) C Dom(G) para todo ¢ € R,

(c) el operador Gy definido en 1 € D by Gou = (Gu+ G*u)/2 es esen-
cialmente antoadjunto v Dom(G) C Dom(Gy) C Dom(L;) para todo
I>1

Para cada x € %B(h) podemos considerar la forma cuadritica £(x) con dominio
Dom(G) x Dom(G) definida por

£(6) () = (Gvyxn) + 3 (LivxLit) + (v 3G,
=1

La hipétesis (H-1) nos permite construir el semigrupo minimal en B({) aso-
ciado con los operadores G,L; (ver por gjemplo. [39], seccién 3). Este es el SMC
()i>p de aplicaciones completamente positivas definidas en B(b) satisfaciendo

(v, T ()at) = (vxu) + f £(Fx))(vu)ds, paratodomveD.  (3.3.1)
0

Teorema 3.3.1. Sea & el SMC minimal asociado con los operadores G,L; satis-
faciendo (H-1) y (H-2). §i T es Markov, entonces




72

(@) N (T) esta contenido en el conmutador generalizado de
HT)={e ML L™ 1 > 1,1 > 0}
y para cada x € N (T) tenemos Fy(x) = MHye—itH

(b) Si Ly es un operador acotado en B(h) para todo k y Y tiene base orto-
normal (ex)rey, V contable, formada por vectores propios de H, entonces
b, es un subespacio libre de decoherencia si y solo si existe cx € C tal que
Lyies = cyeg para todo k,s € N, es decir, (es)sen es una base ortonormal de
vectores propios de Ly y Ly, con valores propios degenerados.

(c) El teorema 3.2.6 se cumple.

La prueba de la parte (a) de esta afirmacion se encuentra cn [35] ¥ la prueba
de las partes (b} y (c) son similares al caso continuo en norma.

3.4. Ejemplos

3.4.1. Interaccién con bafio squeezed comin

Siguiendo Mundarain y Orszag ([58]), cmpezamos considerando el generador
del semigrupo, para un sistema de dos niveles en un vacio broadband squeezed :

g(x) = %'}’(TI + 1)(D*Dx— ZD*ID-‘E“.XD*D) — %M(DD*x_ZDxD* ‘!‘xDD*)

1 : 1 ,
+ E'yﬂe'eD*xD* + :—Z-'yti‘e"‘BDxD.

Donde 7 es la constante de decaimiento del vacio y 17, 9 =1 12(5 4+ D2 junto
con @ son los parametros squeeze de el bafio.

Tustramos el caso con un atomo de dos niveles, esto es h = C? y D,D* son
los operadores de subida y bajada en C2:

00 01
D: f _D*: .

La ecuacién maestra puede ser escrita en una forma de Lindblad explicita usando
unicamente un operador disipativo:

Zx)= —%’(S"’Sx—ZS*xS—I—xS*S), conS=(n+1)12D— 129 D%. (3.4.1)
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El Lindbladiano S tiene dos vectores propios v ¥ v descritos por

{ —if
V n_l_ﬂ( b ) +19'e (0’1)3
O i [ T8
V2 = 71-*‘13‘(1’0)_“ n+ﬂ’e (0:1)3

y valores propios asociados A = ivBe/2 y A, = —iv/Be!®/?, respectivamente.

Para un sistema de dos niveles interactuando con un bafio squeezed comun (es
decir, h = C? @ C?), el generador tiene la misma estructura como en ¢l caso de
una particula, pero ahora, con Lindbladiano:

L=S®1+1®S, donde S es el operador definido en (3.4.1).

Por el teorema 3.1.2, el SLD es compuesto por todos los vectores propios de L,
en este caso, los valores propios son cero. Los siguientes dos vectores satisfacen
dicha propiedad:
U=V R, t=mRV.
Desafortunadamente, estos dos vectores no son ortogonales. Ellos definen un
plano en ¢l espacio de Hilbert, generado por los siguientes vectores ortonormales:

1
e
¢»z=—j;[(l,O)®(o,1)~(0,1)®(1,0)1-

Ahora, se puede definir otros dos estados @3, ¢4 los cuales son ortogonales a
¢1 v ¢2 tal que (Bn)n=1,...,4 €5 una base ortonormal de f) = C2eC2%

1(1,0)®(1,0)+ e?(0,1) ®(0,1)],

1
¢ = ﬁ[(1,0)®(0,1)+(0=1)®(1,0)],
1

AR
Sea b, un SLD de b generado por ¢y y ¢ con proyeccion asociada py g = p*
(es decir, b es un SLD maximal) entonces P # 1. Por el teorema 3.1.1

B(5,) & Cly = B(h,) ©Cly, C A (F) C {L,L*Y.

[9(1,0)® (1,0) —ne ™ (0, 1) ® (0, 1)]-

En la base (¢ )p=1,...4 €l operador L tiene la siguiente forma:

00 o® 0
00 0 0

L= donde o = = \/ Do
00 0 & o 2n+1 B=—2v/nln+ Lo,
00 B 0
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0= %. No es dificil mostrar que

1 0 00 0 0 00

0100 0 0
{LL'}Csxx=k + ¢ J conk,e, feC

0 010 0 000

00 01 0 000

entonces A (7)) = B(h,) ® Cly = B(h,) © Cly,.

Proposicién 3.4.1. ¥y C B(hp) ® Cly, donde Vy es el espacio asociado a los
valores propios de £ con parte real nula.

Demostracion. Sea V, el conjunto de vectores propios de .#° con valor propio
asociado il conA e Rey € .
Supongamos A # 0. Un célculo sencillo nos permite mostrar que st .2’ ) =

idy entonces

y= con a,b,c,d € C.

o o O O
o o o O
o oh ©C
Lo © O

Por lo tanto y € B(h,), es decir,
Vo C 9B(B,)- (34.2)

Ahora, si y € 69 %B(b,) ® Cly, entonces por el teorema 3.1.2(d), se sigue que

)y =»y entonces £ (y) =0, por lo tanto y € V. En consecuencia @ B(hp)®
PEFP

C1;, C Vp. Por(3.4.2), sc sigue que,

@EB(E)P) D Clh - %(bq)a
peP

esto no es posible , entonces A = 0 y por ende £ (y) = 0 para lodo y € .
Entonces, x € ¥y implica .#(x) = 0, es decir, x € B(h,) ®Cly. O

Si b, es un SLD generado por § y ¢, con proyeccion asociada p entonces
denotamos f, el subespacio generado por ¢ y ¢4 con proyeccién asociada g = p*.
Por el teorema 3.2.6 v proposicion 3.4.1, el ambiente induce decoherencia, es
decir, B(h) = A (F) ® 4 con h, generado por ¢3 y ¢4 tal que Dy rr(B(hy)) C
(B(hy) — Cly, )N A (T )+ C Mo, Ademds, F(x) =x para todo x € N Ty
lim trp ;(x) = 0 para todo x € Z,77(B(h,)) y para todo estado p.
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3.4.2. Semigrupos Markovianos cudnticos genéricos

En la seccion 2.3.2, estudiamos la produccidn de entropia de este SMC. En
esta seccidn usamos otra representacion para este semigrupo y mostramos el caso
Gausiano Gauge invariante.

E]1 SMC es definido sobre | el cual es a su vez generado por (e )zey ¥ es obte-
nido en el limite estocéstico de un sistema discreto con un Hamiltoniano genérico
Hs = Sycy &xler) (ex], interactuando con un campo Gaussiano de media Gauge in-
variante con temperatura inversa 8 > 0 a travez de una interaccién tipo dipolo (ver
[5]) con forma sesquilineal

£x) =G+ », LixLy+xG,
k. fik#f

/ Yeiles el sij<k
A Vilen) exl, sk <

+A . 1 * j
keV kojik#f

donde

Lyj=

H= Z K‘k]ek) (ek].

keV

Asumiremos las siguientes condiciones

W= Y Ty <o A= ), Y <eo
jeV j<k jev.j<k

> (&gl +IERD <o,
JEV.J<k
tal que para todok €V
K= z ('g'kj—f—é;)
jevij<k
Los operadores Ly; son acotados. Si G es no acotado, es decir, supgep (ftx +
A + |K|) = oo, consideramos el SMC minimal construido de los operadores
G;Ly;. El generador formal £(x) esta bien definido como una forma cuadratica
en ¥ % ¥, donde ¥ es la variedad lineal generada por combinaciones lineales
finitas de vectores ey.
Las constantes reales ¥;, llamadas las suceptibilidades generalizadas, son po-
sitivas y pueden ser interpretadas como tasas de saltos de e; a ¢;. Las constantes
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reales &; son llamadas shifts Lamb generalizados. Algunas veces es convenien-
te distiguir estos coeficientes teniendo en mente el orden de los valores propios
(energfas) , j, de esta forma nosoiros denotaremos £; > &

= E=b Ti=tn GG

En este modelo las constantes ¥, & Vit -+ son dadas por

v = 2Telele)s) (enDex) Py & = Smlele)s ] (e, Dex)

1 = 2e(glg)bl (e Der) [P &5 = Smlgle)il {ey:Der) I

0 = Ej — &L, & > &
Las constantes (g|g)z,(glg)s son dadas por

_ lgl)pefo / lg()[2eP 2™
Elgla=7 fs(m) ~ o =1 SO PP TR — Yol o)

g . lg(x)
(glg)a=" f () eﬁiTTdS &) =P |, T —gl)(co(x) —a)

S

donde f8 > 0 es la inversa de la temperatura del campo Gaussiano de media ce-
10, Gauge invariante , S() (con un abuso de la notacién ) denota la superficie
S(w) = {x € R% w(x) = 0}, dsx la integral de superficie y p.p. la parte princi-
pal (6 valor principal)} de la integral. Ademas, las funciones @ y g satisfacen los
siguientes supuestos fisicos:

(2) La funcién dispersion @ : RY — [0,4-o0) es radial y estrictamente creciente
a lo largo de cada semirecta empezando'en 0,

(b) El corte g pertenece a el espacio de Schwarz de funciones suaves rapida-
mente decrecientes en el infinito,

(c) El corte gy la fincién de dispersién o satisfacen

e

Elecciones frecuentes de la fincion de dispersién son las funciones w(x) =
x| y @(x) = x> +m (m > 0). Con estas elecciones tenemos que la condi-
cién (c) se cumple para d > 2 'y d > 3 respectivamente. Por lo tanto asumi-
remos también lo siguiente

dt < oo,

Ol

@ d>2.
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En particular se sigue que
N =Yi; > 0siy slosiyp =1, >0
yA; > 0siysélosip; >0

Sea ,, el espacio de Hlbert generado por G = {e;; ft; =0}, y g = 1. Vemos
que [t; = 0 siy solo si

Vit = = Qparatodo k eV,
Aumiremos ademas que:
(A1) yjx # 0 para todo ex,e; € by.
(42) El SMC minimal es Markov (el semigrupo minimal es Markov si y s6lo si
su restriccion a (V) es Markov, ver [21]).

(43) Z :=Yye, e P < oo, En este caso
o=z e P ey} ey

kev
es un estado 7 -invariante.
(44) H es degenerado en virtud de la proposicion 3.2.3.
Por (42), el teorema 3.3.1 (a) y (b) se cumplen. Entonces,
NG C {Ly,Lj;paratodo ke VY. (3.4.3)
Sixe A (F), por (3.4.3), x € {Ly;,Lj;;para todo k € '}, entonces
{es, Lijxex) = {es,xLrjer),
equivalentemente 8js./Tij{er,xer) = /Tj (€5, %€ 7). Usando (4}, se sigue que:
(a) Sie; €,y e # ¢; entonces {e5,xe;) = 0, entonces pxg = 0y gxg es dia-
gonal.
(b) Sie; € b, y e = e; entonces (es,xes) = (ex,xex) para todo e € By, y por
(a), gxq € Cly,.

¢) Sies €h, ye; €, entonces e # ¢; y por (a), se sigue que {es,xes) =
{ej,x*es) = 0, entonces gxp = 0.
Por lo tanto x € B(h,) ® Cly,, es decir, A(T) C B(hp) ©Cly, y por el

teorema 3.3.1(b), B(h,) ®C1 C A (), entonces A (F) = B(h,) ®CL.
Por el teorema 3.3.1(c), ¢l ambiente induce decoherencia, donde 7 (x) =

e"fxe~# para todo x € H(F) y JimtrpJi(x) = 0 para todo x € (B(hy) —
Cly, )N A (F)0 y para todo estado p.
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3.4.3. Sistema de fermiones disipativo

Como se habia dicho anteriormente, los semigrupos genéricos son derivados
de un procedimiento llamado limite estocéstico o limite de acoplamiento débil, el
cual es un procedimiento de caracter matemdtico; pero a diferencia de este, existen
otros modelos que se derivan de otro tipo de procedimientos. Uno de estos mo-
delos es el que describiremos a continuacién, el cual es derivado fenomenologi-
camente, como producto de un estudio de transporte electrénico del cual se dio
un primer modelo intreducido por un trabajo en conjunto realizado por Bellisard,
Rebolledo, Spehner y von Waldenfelds (ver [14]). Posterior a este trabajo surgie-
ron oiros siguiendo las bases del transporte electronico, entre estos trabajos esta
un reciente modelo desctito por Rebolledo en [63] el cual describe la dinidmica
de un sistema compuesto de fermiones bajo la interaccién con el ambiente el cual
contiene la accién de un campo magnético.

Por lo anterior seguiremos la referencia ([63]) para explicar la construccion de
este SMC y seguiremos [9] para introducir los niveles de Landau para un electrdn
sencillo sometido a un campo magnético. Posteriormente, un sistema entero de
clectrones serd considerado y subsecuentemente serdn introducidas las perturba-
ciones dadas a la accién de un reservorio bosdnico.

Consideremos el espacio de Hilbert ho = L*(IR?) con base ortonormal descrita
por ¢l conjunto de funciones de Hermite,

1 2
en(x) = me T By (x),

donde %, denota el n-ésimo polinomio:
a _
Fin (%) = (—1)"6«‘2@3 <,

El argumento el cual justifica la eleccion de esta base ortonormal particular
es que cada e, es un vectro propio de de el Hamiltoniano el cual describe un
oscilador arménico Hg == %PZ + 0 donde P denota el operador momentum y ¢,

el operador posicién.
1
Hye, = (n—]— —z-e,,) .

Consideremos ahora la accién de un campo magnético actuando a lo largo
de la direccién positiva del eje z. Suponemos que el campo cs producido por un
vector potencial T = %(—y,x, 0) tal que el campo magnético es dado por B =
V x VT = (0,0,1). La posicién Q.. y el momentum P_ bajo e] campo magnético
son definidos por

ox 2 dy 2
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Entonces, el Hamiltoniano oscilador arménico es dado por HT = (P2 +02).

Ahora, si suponemos que el campo magnético es orientado a lo largo del eje

z en la direccion negativa, el cual tiene un vector potencial ¥+ = 1(y,~x,0) y

B=VxV= (0,0,—1). En consecuencia,

Jd x Jd vy

st —je—+ =, Py = —ia- — 2y HY = (P2 .

Q+ Iay'[_z: + Jx 2y ( ++Q-ZI-)

Considerando los dos Hamiltonianos, se puede ver que se obtiene la siguien-

te relacion de conmutatividad [H7 ,H*L] = 0 y por lo tanto se puede escoger una
familia de vectores ortonormales ey, ; tal que

1 1
H'!'em,] = (m—l— E) €n, and HTem,l = (l—l— -2-) Em,i-

Definimos S = {f,]} y consideramos dos aplicaciones E;d : §'x N? tal que
para culaquier s € S, y n = (m,1), ellos son dados por

(m+3), ifs=l, demy=] b AE=h

E =
(s:m) I+1), ifs=t. m, ifs=t.

Cada Hamiltoniano H* es no acotado y tiene dominio

D) = {u= S oes <o 3, (mEG0) < m} .
neN? nei?

Bajo la accién de este campo, ha sido observado experimentalmente que los
estados que pueden ser medidos saltan juntos en niveles de Landau separados por
la energta ciclotrénica. Como el campo magnético es suave, los niveles de Landau
se mueven relativos a la energia fermidnica.

Denotamos f) = I's(ho), el espacio de Fock fermiénico (ver seccién 1.2). Da-
do que N? es un conjunto contable, escogeremos una enumeracién fija, esto es,
escribiremos

N= {ng,nl,...,nk,...},

donde ng = (0,0),n = (my, Ji).

El conjunto de todos Jos subconjuntos finitos de N? es denotado por Pr(N?)
y para cada F € P(N2), escribimos 17 la funcién caracteristica de este conjunto.
Entonces, 1 : N2 — {0,1} y llamaremos a esta funcion 17 = 1 una configuracién.
Denotamos € el conjunto de todas las configuraciones, esto es

¢ = {n:N? = {0,1};17(n) = 1 para un nimero finito de puntos n
P
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Dado 711 € €, su soporte es el conjunto finito mas pequefio A C N2 tal que
71{k) = 0 para todo & € A°. Denotaremos €(A} el conjunto de todas las configu-
raciones con soporte contenido en un conjunto finito A C N2,

Sea 1y la configuracion 1y}, (k € N?) y para todo 7 = 1yg; . 0.}

bf(n) =5} bt ...b} and b(n) = by, bu,_;-- b,

Mpe1°

Donde by, := b(eq), b} := bT(en) con (e,) base ortonormal de By v b(g) (res-
pectivamente b1 (g)) son los operadores aniquilacién (respectivente operador crea-
cidén) asociados con g € ho.

Denotamos por Hj 1a segunda cuantizacion del Hamiltoniano H*, definido por

ve(u) = e(H*u), ueD(H").

Por lo tanto, el Hamiltoniano en el espacio de Fermi-Fock es dado por

H =P,H3P, = ¥ E(s5,i)b] bi.
i

La C* algebra generada por 1 y todos los elementos de la forma &(g), tal que
g € g es denotada por (ko). El algebra 2(ho) es la clausura fuerte de © =
Uaep,(v) 2(54), donde b5 es el espacio de Hilbert con base ortonormal (en )aea.

Para obtener una representacion ciclica de 2(hp) llamaremos a |0) el vector
vacio en b, y [} = 5}(11))|0). El conjunto (|17);7 € €) s una base ortonormal
de . Entonces , culaquier x € 2(hp) puede ser representado como un operador
£(%) en la forma

x= 3 x(m,{)m) (]
yis
Ademés, para cada x € D, existe un conjunto finito A ¢ N? tal que 1a suma puede
ser reducida a 17, { € €(A). En particular, el dominio D(H®) incluye a v, €l espacio
vectorial generado por (|17); 1 € €) y el Hamiltoniano H* puede formalmente ser
escrito como H® = ZCE(s,n)In)(n].
ne

Consideraremos ahora la interaccion del sistema principal con ur reservorio
de fonones. Esto sera reflejado por medio del SMC, es decir, propondremos un
generador del semigrupo.

El generador del SMC es formalmente definido para todo s € S en B(h) por

P0) = B3] =5 3 () Days)e — 2L xLals) +xLy(s) Ly(s),

ijeN2
(3.4.4)
Los operadores Ly(s) definidos como Li; (s) = /cjj (s)bfbi con b} = bt (ep)
(respectivamente &y = b(ey)) el operador creacién (respectivamente, operador
aniquilacién) asociados con e, € fg, n € N2,
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Asumimos que para todo s € S'y todo i, j, se tiene que

cig(s) > 0y sup Y, cijfs) < .
i jene
También asumimos H* degenerado en virtud de la proposicién 3.2.3.
Un célculo elemental basado sobre las C.AR.(ver ecuacion (1.2.1)) lleva a

Bf|n) = (L—n(@)n +13),

biln) = n(i)n - 1y,
Nin) := blbi|n),

para cualquier n € €.

Cada operador Lj(s) es tal que ||Lij(s)]| = +/cy(s) entonces Li;(s) es un ope-
rador acotado en b = I's(h). Ademds, v es denso en b, y es dominio escencial
para G = —iH* — %"%2 (Lyj (s)*Lyj(s), el cual es el generador de un semigrupo de

1
contraccion; es decixj',elas hipdtesis (H-1) y (H-2) se cumplen tomando la variedad
lineal D = v y la propiedad Markoviana es garantizada por .#*(1) = 0.

Agregamos a nuestro sistema un elemento extra que llamaremos cementerio
completando N? con un punto 2 ¢ N2, Asumimos que ¢i5(s),ca1(s) = 0y ¢35 (5) =
0. Por otra parte, tomamos Lig = 1/c;3(s)bi, Laj = \/cmb} para todo i,j € N2,
y L35 = 0. Las configuraciones son ahora definidas en N2 = N2U{d}. Finalmente
definimos Ej = p > 0, el cval llamaremos potencial quimico. EI generador .*(-)
es naturalmente extendido tomandola suma en (3.4.4) recorriendo sobre todos los
indices (i,j) € NZ x N2,

El teorema 3.3.1 {a) y () se cumplen. En particular

N(T) € {Ly(5),Li;(s)*; para todo i, j € N}
Sea by, el espacio de Hilbert generado por
G={|n) ;n € € and ¢;3(s) = czi(s) = 0 para todo i € i1}
¥ by = by~

Six € {Lij(s),Lij(s)*;para todo i,j € N?} entonces (17, Ligxn’) = (n,xL;pn")
para todo 17,71’ € b,, entonces

Veaa(s)(n,6am'y = Veas)(n,xbin’)  con eals) #0

Veau(s)(m,blxn’y = /eai(s)(n,xb{n’) con cy(s) #£0




entonces x|y, € {b;r(]bq,bk[bq,k eN?Y =C1y,.
Por lo tanto,

x=XI[]p +lbq =x[hp — lf}p-l-lb S %(hp) aCl

es decir, A4 (7) C B(h,)©CL.
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Por el teorema 3.3.1(b), B(h,) @ C1 C A(F), entonces A (7 ) = B(h,) ©

€1. Ademas, :
—__ - o B-pN)
o= €
Z(S,ﬁ,}.l.)

es un estado de equilibrio fiel de el SMC 7* si asumimos

ypB>0.
Por el teorema 3.3.1(c) el ambiente induce decoherencia, donde

By = AN (T) &N ()

con By = h,u y B(h,) C . Ademas, N(T) #Clsiysolosih, #0.




Capitulo 4

Curvatura de Wasserstein y
SMCs genéricos tipo Gaussiano
Gauge invariante

En este capitulo estudiamos una clase de tasa exponencial para la convergen-
cia de semigrupos Markovianos cudnticos a un estado invariante usando una dis-
tancia de tipo Wasserstein, Esta distancia es la misma que se definid en el capitulo
de este trabajo. .

La tasa es depotada como Z; y la llamamos curvatura de Wasserstein cuantica
puesto que es un anilogo no conmutativo de la curvatura de Wasserstein clisica
(también conocida como exponente de Chen) o, trabajada en procesos de Markov
clasicos (ver [23],[241,[52] ,[66]1). Aplicamos los resultados obtenidos para probar
estimativas en SMCs de tipo Gaussiano Gauge invariante y especificamente en
generadores ligados a procesos de nacimiento y muerte genéricos, es decir, estos
resultados extienden algunos resultados dados en [20],[21] para SMCs. Usamos
¥,y Oz para mostrar que bajo ciertas condiciones la convergencia en Wy implica
convergencia en otra méfricas y en consecuencia este mismo hecho muestra la
importancia de estudiar estas tasas exponenciales.

El capitulo es organizado como sigue. En la seccion 4.2 recordamos los aspec-
tos basicos sobre curvatura de Wasserstein clasica y definimos su andlogo cuanti-
co usando la distancia Wy definida en el capitulo 2. Algunas propiedades de la
curvatura de Wasserstein cudntica y de la distancia /¥y son mostradas en ¢sta sec-
cion, Recordamos algunas generalidades de semigrupos de Markov cuénticos y
encontramos condiciones suficientes para la convergencia a un estado invariante
en la seccién 4.3. Finalmente, en la seccién 4.4 mostramos una aplicacién a gene-
radores asociados a procesos de nacimiento y muerte. Especificamente vemos la

83




84

relacion entre oy, Xy v la brecha espectral (6 spectral gap) de 7.

4.1. Curvatura de Wasserstein clisica y cuantica

Sea (Q, %, (% )r>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y sea
{(Xr)rzo, (]Px)xEE}

un proceso cadlai (o cadlag) de salto Markoviano E- valuado. En esta seccién £
es un espacio Polaco dotado de una métrica d.

Consideremos Lips(E) el espacio de las funciones Lipschitz en E con una
seminorma la cual llamaremos seminorma Lipschitz definida por

1 lipa = i‘;‘;'f—@(;fTw < too

v B(E) el espacio de las funciones medibles y acotadas en E dotado con su

norma natural, la norma del supremo || f||. = sup,cp | F(x){-
Sea (T;)s>0 €l semigrupo de Markov actuando sobre el espacio B(E) como

sigue:
Lf(x) = ff(v)Pz(x,dy), P(x,dy) =P:(X, €dy), x€E.
E

Denotamos las medidas de probabilidad gt definidas en E tales que

[ dsud) < 4o

para algin (o equivalentemente, para todo) x € E, por &;(E). Si el kemnel (o
mticleo ) de Markov Bi(x,-) € &4(E) para cualquier ¢ > 0 y para cualquier x € E,
entonces el semigrupo es bien definido en el espacio Lipy(E), mas ain, en este
caso se observa lo siguiente:

Proposicion 4.1.1. Bajo todas las suposiciones de esta seccion, si el kernel (o
niicleo ) de Markov Fy(x,-) € Pa(E) para cualquier t > 0y para cualquier x € E,
entonces T;(f) esta bien definido para todo f € Lipa(E)

Demostracién. Sea f € Lipy(E) como T, f(x) = [ f(y}F(x,dy) entonces para un
E
z € E fijo se tiene

lT}f(x)lSflf(x)—f(Z)[B(x,dy)Jrlf(Z)l
E

< liipy [ 2P 5, )+ 17(2)| <o
E
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Definimos
6a(t) = —sup{log | LS Nipss | Mzip, =1}, 220,
en particular vemos que G,4(0) = 0.

Proposicién 4.1.2. Si suponemos que para cada t > 0 tenemos que G4(t) < oo
entonces

Calt) _ . -Galt) (4.1.1)

existe
Demostracion. Por la propiedad de semigrupo de 7; y la definicion de Gu(r) se
sigue que
1T+ (A eipa = 1B G lzipa S e ONL) lipa
< el BTN fllp.

Aplicando la desigualdad anterior y nuevamente la definicién de G4(#) tenemos

log (_._”ﬂﬁ}(layfpv') @) +Tuls)) < —Balt+5),

entonces G(t -+s) < Ga(t) +Ga(s), es decir G4(¢) es superaditiva y por un resul-
tado asintético se tiene que el siguiente limite existe

o, oa(t
tim 244) _ 4 T
o t 00

O

Por lo anterior definimos o7 := lif(r}n "—"z(—rl Es facil ver que el nimero o4 ¢s la
t

mejor constante (maximal} @ en la desigualdad de contraccidn

[[I;f[[Lde < 3—m”f"prm fE LiPd(E): t>0.

Definicién 4.1.1. Asumiendo F;(x,-) € P4(E) para cualquier £ > 0 y cualquier
x € E y asumiendo que G 4(¢) < oo para todo ¢ > 0 decimos que el mimero ¢y dado
por (4.1.1) es llamado curvatura de Wasserstein del proceso (X;)r>o con respecto
a una metrica d.
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Esta nocién de curvatura fue introducida por Joulin [52] y Ollivier [59] y
esta conectada a la nocion de curvatura de Ricci en variedades Riemannianas (ver

[721).
En el resto de esta seccion, asurniremos implicitamente que G4(f) < == para
todo ¢ > 0y que el kernel F,(x,-) pertenece al espacio S24(E) paratodot >0y

cualquierx € £ .
Al igual que en el capitulo 2, recordamos a continuacién la definicion de dis-

tancia de Wasserstein clasica:

Nota 4.1.1. La distancia de Wasserstein clésica es definida por

wa(i,v) = inf /d(m,n)dtﬁ’r(m,n)
1i‘fEE(.u,V)}_{xM

donde (M, d) es un espacio métrico y Z(i, v) es el conunto de todas las medidas
de probabilidad Borel 1 en M x M tal que para todo subconjunto medible 4,8 C X

(A x M) =p(d), S(MxB)=v(B).

Cuando M es un espacio separable y d es semicontinua inferiormente el teorema
de Kantorovich—Rubinstein da otra representacién para la métrica de Wassers-
tein:

wa(jL, V) = sup {ffd(u—\f); felidp—vl) IS llzp.< 1}

M

(para una prueba del teorema Kantorovich—Rubinstein ver por ejemplo [36]).

Por la nota 4.1.1, Ia curvatura de Wasserstein o es la mejor constante (maxi-
mal) ¢ en la desigualdad

wa(B(x, ), B(,)) S e ¥dxy), xy€E, t>0. (4.12)

De la desiguaidad (4.1.2), podemos ver que la curvatura de Wasserstein esta rela-
cionada con la ergodicidad del semigrupo. Mas especificamente:

Teorema 4.1.3. Si o > 0 entonces el proceso (X;)r>0 admite una unica distribu-
cion estacionaria , € P4E) tal que para todo x € E

WalB5 ) ) S € [ md) =0 it =+,
E

Para una demostracion ver [23], teorema 5.23.




g7

Definicion 4.1.2. Sca M el conjunto de todas las metricas definidas sobre ¥ x ¥
(V es un conjunto contable). Dada una constante ¢ > 0, denotamos:

M, = {d € M;d(I,m) > cparatedo ! #m, }
YM, = Ugs2 M,

En ¢l caso cuantico, consideramos § finito dimensional (es decir, V' es un con-
junto finito) para evitar detalles tecnicos, en esta situacion tomamos ||x[| := ||x[|.
para todo x € §. En el capitulo 2, definimos una versién cuéntica de la distancia
wy. Recordamos su definicion :

Definicién 4.1.3. La distancia de Wasserstein cuantica enire dos estados
9o () =tr(01(1)), @a()=2r(c()) inB(h)

es definida por:
Wa(01,02) = W (9o1, 9eu) = SUD ltr (01— 02) )|

con

Gar(a) < 1},

mleV,m#l ”

Y= {a € B(h); sup

1
&i(@) = o) [(lem) (er] +ler} (em), 4l
y d una distancia definida en un conjunto contable V.

Sea R(Y) = {a € Y|a = a*}. Recordamos un resultado del capitulo 2 el cual
nos serd de mucha utilidad en este capitulo.

Propesicién 4.1.4.

Wd((pﬁngoo‘z) = Ssup [tr((o—l - GZ)“) |
aeR(Y)

Para una demostracion ver la proposicion 2.2.5.

En elcapitulo 2 también introducimos la siguiente esperanza condicional:

Sea & : B(h) — Z la esperanza condicional con rango Z(B(h)) := Z (donde
P(B(h)) es la subdlgebra diagonal de B(h))

E(x) =3 xjle)ejl := 2 x()le) el 4.13)
j J
y sea &, la aplicacién predual en los operadores clase traza con rango /; (V)

&(w) =X ojile;Mejl (4.14)
J
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En la nota 2.2.3, ecuacion (2.2.3), vemos que:

sup |8 (6(x))| < Isiy sélo si [lx(-)|zips < 1.

mleV,m#l
Esta equivalencia es la motivacion para la definicién de curvatura de Wassers-
tein en el caso cuantico:

si definimos ||x||zzp, ;= sup

[164,(x)|| para todo x € B(H) y
mlcV m#l

Z4(t) := —sup{log | Fr () lerrss e[|z, = 1,x ="},

en particualr vemos que Z4(0) = 0.

En analogia con el caso clasico, si suponemos que ¥4(t) es finita para todo
¢ > 0, entonces por la propiedad de semigrupo de 7, se sigue que la funcion
T4(¢) es superaditiva asi que el siguient¢ limite es bien definido:

7, ¥,
5 Tim 240 _ g2 (4.1.5)
t]0 4 =0

Ademas, ¢l nimero Xy es la mejor constante (maximal) o en la desigualdad de
contraccion

|G ) eps < € [ixllemys £>0, x€LIPAB(B)), x=x

donde LIP;{*8(h)) := {x € B(h); ||x||zsz; < e=}. Usando la definicion de Wz y la
proposicion 4.1.4, se sigue que

Wa( Ter(p1) Fut (p2)) < €2 Wa(p1,p2)-

La curvatura de Wasserstein cuéntica X7 es la mejor constante (maximal)} o cum-
pliendo simultdneamente las desigualdades

Wi T (p1), Tt (02)) < € ¥ Walp1,p2)

|Z @) lep < e Yxllp, x=x"

En general, 1a positividad estricta de Zy no puede ser garantizada pero pode-
mos encontrar condiciones suficientes. Recordando que

MT) = {x € BO); (%) = Fi(x") F(x), Txx") = F(x) Z(x"), ¥t 2 0}

Fl siguiente teorema da una condicién necesaria para la positividad de Zj.
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Teorema 4.1.5. Sea 7 un SMC con una esperanza condicional
Ey B(h) = N () tal que N (T) # CL,

[7,E4) =0y FH{ER)) = & (x)e™H para todo x € B(h), donde H es un
operador autoadjunto entonces Ly < 0.

Demostracion. Seax € B(h),& = &4 y pr1,p2 dos estados diferentes tales que
Eyulp1) = MHpe H y £ 4, (py) = e pye™, Entonces

Walpr.p2) = sup tr(&(pr—p2)(x)) = sup tr(e”™ (p1—po)e & (x))

lxll ez, <1 Ixllere,=<1
= "SUquf‘((Pl = p2) Z(ER))) = Wa( T (E(p1))s Tua (€ (p2)))

<em swp  tr({p1— p2)E(X)) < € Walpy,p2)
1€ (Mg, <1

Dado que Wy(py,p2) > 0 entonces Z; < 0. O

Cuando un SMC .7 es definido en B(h), si existe un estado normal, fiel e
jnvariante para 7 y si A4°(Z) # C1 entonces las hipétesis en el teorema 4.1.5
son satisfechas (ver Blanchard-Olkiewicz [15], teorema 12).

Del teorema anterior se obliene un muy interesante resultado,

Corolario 4.1.6. Si existe p estado normal, fiel ¢ invariante y si £4 > 0 entonces
A(T) = Cl y ademas el semigrupo es ergodico.
Si existe un espacio libre de decoherencia entonces 23 <0

Usando la definicion de Z4(f), vemos que si d € M’ entonces Z; > 0. En
efecto, si d € M entonces d(I,m) > ¢ para todo ! # m con ¢ > 2 entonces

1 2
[ Z )| ery < f:gmll5fm$(x)|l <—¢ 0]
Por lo tanto
—T4(f) < log (%e'“f’ ") : (4.1.6)

Usando la equivalencia

e [o, l°ﬁ_(;/“2)] iff log (%éilﬁf’") <0

(log(c/2) > 0 pues ¢ > 2) y la desigualdad (4.1.6), vemos que Z4(¢) 2 0 para todo

te [0,1—‘)[%_(%%1] entonces

2s=lim
o t10

En consecuencia, tenemos la siguiente afirmacion:

Zdlt) 5 g,
2
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Teorema 4.1.7. Sea & un SMC definido en B(h). Si d € M entonces 23 > 0. En
particular si L3 > 0 entonces 7 tiene a lo mds un estado invariante.

Definicién 4.1.4. La constante X7 dada por la desiguaidad (4.1.5) es llamada cur-
vatura de Wasserstein cudntica de el SMC 7 con respecto a la métrica d.

Nota 4.1.2. Sid e M, entonces

2
ler —p2llh < E%(PI:PZ),

donde || - ||; es la norma traza,
En efecto, si d € M entonces |[x]|zp < 2[|x[|, por lo tanto

{x < 13 € P (e/2)lIx||lr £ 11,
de esta forma tenemos
c e c
slp1—palli=3 sup tr{pr—pa)x< 5 sup  tr(p1—pa)x
=<1 {c/2xlrep<1
< sup tr(pr—p2)x = Walp1,p2)-
Jxllup<i

En la siguiente seccitn, estudiamos la curvatura de Wasserstein cudntica en la
estructura de SMCs genéricos. Nos enfocaremos principalmente en generadores
asociados a procesos de nacimiento y muette.

4.2. SMCs genéricos: el caso Gaussiano Gauge invarian-
te

Introducimos SMCs genéricos en el caso Gaussiano Gauge invariante en las
secciones 2.3.2 y 3.4.2. En esta secci6n, recordamos su construccion y principales
propiedades de este semigrupo (una descripcion mas detallada es encontrada en
(5D

Este SMC es definido en §) donde § tiene base ortonormal dada por (e )rep.
Dicho semigrupo es obtenido en el limite estocastico de un sistema discreto con un
Hamiltoniano genérico Hs = Y;cp &k|ex) {ex/, interactuando con un campo Gaus-
siano Gauge invariante de media cero donde la inversa de la temperatura es de-
notada por la constante § > 0, el sistema actda por medio de una interaccion

Hamiltoniana tipo dipolo

Hy=D®A4*(g)+D" ® A(g)




donde D,D son un sistema de operadores, es decir, operadores en b, con domi-
nio conteniendo a ¥, de tal forma que (v,Du) = (D¥v,u) para todo w,ve ¥y
satisfaciendo la condicidén

> (e, D"ex) T(8n) ™" <o with T" Euler Gamma function,
n>1
para todo £, j € ¥ y para algin 8 € (0,1).

Los operadores 4{g) y 4™ (g) son respectivamente los operadores creacién y
aniquilacién. (el ambiente es descrito por un espacio de Fock Bosdnico sobre el
espacio de Hilbert L(R?,C)).

El generador es dado por

Zx)= G”‘x—}—ﬁc Y, LixLiy+xG,
ik

\ igleid e, ifj<k

Ly = . .
 Vilen) el ik <,

et A . 1 . X
G==3 (p—z— +”<k) lexMerl=—3 3, Lijli—if,
kevy ko ikt f

donde

H= 2 K‘klek) (ek].
keV

Asumiremos las signientes condiciones

o= D, Tg <oy M= Y, i <ee

je€V es<e; JjeViey<e;

2 (1551 +185D <o,

JeVe;<er

y definimos paratodo k€ ¥V

kei= Y, (&8R-
jeViep<e
Los operadores Ly; son acotados.

Las constantes reales 7, son llamadas susceptibilidades generalizadas, son
positivas y pueden ser interpretadas como tasas de salto de g; a e;. Las constantes
reales &;; son llamadas shifts Lamb generalizadas. Algunas veces es conveniente
distinguir estos coeficientes teniendo en mente el orden de los valores propios
(energias) k, j y denotaremos para £; > &

=% &i=Ch Ta=TYm Eip=Cn
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En este modelo las constantes ¥, 5,;., 'yﬁc, sz son dadas por

T =2%e(gle)al (e, Dex) P, &5 = Smlgle)u] (e Dex) I
1y = 2Relgle)il (e Den) ', & = Smlgle)i| (s Dex) I

O =Eg;— &, E; > &
Las constantes (glg)g, (glg)s son dadas por

lg(x) et

_ |g(x)PePot) :
(lgfo=7 fs(m) Fo@ —1 S TIPP: o T 1)o@ —a)
e ()2 . ()
(glg)h == fs@,) Foe 150 TIPP [ CRm ) em — o)

Donde 8 > 0, como ya lo habiamos dicho es la inversa de la temperatura ,
S{w) (con abuso de la notacion o) denota la superficie

S(w) = {x e R% 0(x) = 0},

ds(x) la integral de superficie y p.p. la parte principal de Ia integral. Ademds, las
funciones @ y g satisfacen las siguientes hipdtesis fisica:

(a) La funcién dispersion @ : R? — [0,+-00) es radial y estrictamente creciente
a lo largo de cada semirecta empezando desde 0,

(b) la funcion de test g pertenece al espacio de Schwarz de funciones suaves
rapidamente decrecientes en el infinito,

(c) la funcion de test g y la funcidn dispersion w satisfacen

L[ e letPax

Elecciones frecuentes de la funcidn dispersion son @(x) = [x| y o(x) =
|[x[2 +m (m > 0). Con estas elecciones, la condicion analitica (c) se cumple
para d > 2y d > 3 respectivamente. Por lo tanto, también asumiremos

dt < oo,

) d>2.

Recordamos que el espacio de operadores sin diagonal es el subespacio cerrra-
do (en norma, topologias fuertes y débil* ) de x € B(h) tal que

< ep,xep >=0paratodok eV

y es denotado por ;7. Las siguientes propiedades son importantes en esta sec-

cion:




93

Teorema 4.2.1. La subdlgebra abeliana 9 y el espacio de operadores 9,55 son
F-invariantes para todo t > 0. Ademds J(x) = PfxF; para todo x € Dyzf.

La afirmacién es demostrada en el teorema 3,1 de [21].

El 4lgebra diagonal 2 es claramente isomorfa isoméiricamente a el espacio
de Banach /(V). Identificando & con I”(V) y tomando la restriccién de J; a
9 encontramos un semigrupo sub-Markov débilmente-* continuo T = (T)r»0 en
I=(V). El gnerador 4 es caracterizado (ver por ejemplo, [40], Lema 2.19) por

Dom(4) = Dom(L)NI™(V), Af=2(f) paratodo € Dom(4).
Un calculo sencillo muestra que el operador 4 satisface
Ajk =Yy, para todo j,kwith k < j,
Apj= 'y,;, para todo j,k with j <k,
du== ¥, T X Ta=—(yTh).
{kevier<gs} {keVe<e}
Existe una formula de representacién para el semigrupo genérico (ver [21]
teorema 3.2 para la prueba):

Teorema 4.2.2. E!l semigrupo de Markov cudntico 7 satisface
Fi(x) = ®|*)(x) para todo x € D y F;(x) = P{xP, para tado x € Doy,

donde
Dl (x) = kZ(ﬂ’ Vi ejsxes)ex) {el-

Dada la estructura del SMC genérico & es claro que 7 restringido a 2 define
un semigrupo clésico 7; tal que 7; satisface una desigualdad analoga (con curva-
tura de Wasserstein clasica o) a la desigualdad (4.1.2) con respecto a la métrica
clasica wy. Mas atin:

-~

Teorema 4.2.3. Sea .7 un SMC genérico tal que para todo n,m € V existe un
entere Cmy tal que Ky = Ky -+ Cpun T enfonces:

@

—t jnf.‘f._"'j.z“"z_ﬂll""_"i
Wa( Tt (1), Tua(p2)) S | €% +& ™ Wa(p1,p2)

para todo p1,p2 estados y para todo t > 0.

@) %) ||up < e *||x||ip para todo t > 0; y para todo x autoadjunto con

{un+2w+um+ammd}_

k= inf
2 2

n#m
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()
Wd(ﬁ;(pl),ﬁt(pz)) Se_f%{uzmhﬁd}

para todo Py, estados y para todo t > 0.

Wa(p1.p2)

Demostracion. (a) Sean py,p; estados y &1 :=1— & donde & es definida por
(4.1.3), entonces

Wal Ta(p1), Tualp2)) = sup_1r((Ta(pr) — Terlp2) )

Ilxllzzr<1
< H ]?upﬂ.tf‘((ﬁ:(.ol) — Tu(p2)) &) + | ITupﬂtr((g;:(Pl) - «%r(PZ))é’l(Jf))
< e WHE(p1), Elp2)) + l IL;,u];){ltr((;:n — )P ENX)R)

S e—o'ded(pl,pz)..l_ Sup tr((pl _pZ)B*éLL(x)B)!
[Cagl63] 15759

por lo tanto

Wa(Tut(p1)s Faa(p2)) S € Walpr,p2) +  sup  tr((p1—p2)PFEH ()R).
6L @llurs1
4.2.1)

Por ofro lado, vemos que por la proposicién 4.1.4, podemos asumir x autoadjunto,
entonces

[(er, Bim(Ff € ()P )en)| = em, Sim(F & () )em) |
— 2| Imfe et ) (o 0L ()|
y cero en otro caso. En consecuencia

1 +Am-Htr Ay
]]Pt*gl (x)Pl"UP = 2?:1) d(m l) e—f('”"' I )|Im(em,é”i(x)el)|.
m s

De forma similar, vemos que

Ilé"L(x)IIuP=2§:£3@1—,nlfm(em,€l(x)el>l

entonces
26 R <26 T )
Por lo tanto
sp  tr{(p1— p2)BEL@R) <
ezt
sup tr((p1 - p) B € (R)P) <
T

—rinf“’"”’"“‘ +A,

2e ™ Walp1,02)-
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Usando la desigualdad (4.2.1) obtenemos la afirmacién (a).
{b) Por analogia al item (a) se sigue que para todo x € B(h) tal que x =x*:

|{e11, 8 (x)en}| = |{em, Bum(X)em)] = |(en,xem) — (em,¥en)|

¥y
|(en, Onm (x)em)l = |(em,3,,m (x)e,,)] = |(en,xe,,) - (em,xem)[
entonces
N8 ()| =
i (2| (e - (X)en) ], (ems EX)em) — (en E@en]}.
Por lo tanto
(16 ( Z2 (X)) =

(Bt hon
mix(2e () il &4 (e, e, TS 0em) — (em TS (e}
Entonces existe k > 0 tal que ||8un(Z (3)|] < d||Gm(x)]|, 1o cual implica
1% )lezp < Ellx||zzp para todo x € B(h) autoadjunto.

(c) Se sigue facilmente del item (b), proposicion 4.1.4, y definicién de la
métrica ;. |l

De lo anterior obtencmos que existe una constante » > 0 tal que || Z(x)||zip <
rlix]| para todo x € B(h), en efecto, si x =x* entonces por 4.2.3(b) existe r > 0
tal que || Z;(x)l|rp < k|x||. La afirmacion se sigue para x arbitrario, usando el
hecho de que x puede ser descompuesto en una combinacidn lineal compleja de
operadores autoadjuntos.

Vemos que ||.Z;(x)|[zp < &|x|| implica que Z;(¢) es bien definido entonces
podemos hablar sobre ;. Ademés, podemos decir en este caso que existe una
relacién entre 6 y X4, usando el teorema 4.2.3(a).

Corolario 4.2.4. Bajo las hipétesis del teorema 4.2.3, los siguientes hechos se
cumplen:

(a) Ly <0yparatodod M
(b) Si oy <0 entoncesd ¢ M.

(c) Si T tiene un estado invariante p, 64 > 0y infy; %&”ﬂ > 0 entonces
Fat(p1) — p sit — o para todo estado py, en el sentido de la topologia
generada por W y en el sentido de la topologia generada por || - ||1 .
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Demostracién, (a) Es claro que || 7 (x)]|Lip, < ||%]|Lip, para todo 7 > 0 y para todo
x € 9 entonces por la optimalidad de oy con respecto al semigrupo clasico T se
sigue que Z; < Gy.

(b) Por el item (a), si o4 < 0 entonces Z; < 0. La afirmacion se sigue por
aplicacién del teorema 4.1.7,

(c) Se sigue por el teorema 4.2.3 (@) y lanota 4.1.2.

(d) Se sigue por el item (a) y el teorema4.2.3 (). !

4.3. Aplicacién a generadores asociados a procesos de na-
cimiento y muerte

Suponemos &, < &, cuando m < n.

A es llamado un generador asociado a un proceso de nacimiento y muerte
cuando ¥;; = 0y ¥; = 0 para |j —k} > 2. En este caso definimos Ag 1= 77}, las
tasas de nacimiento y [ 1= ¥}, las tasas de muerte; ademds, cuando las tasas
de muerte son diferentes de cero, podemos definir los coeficientes potenciales

_ Jodi A
-ty
A continuacién seguimos Joulin (ver [52]) para el cdlculo de oy para 4.

n>1.

Ho:=1, [y

Definicion 4.3.1. Dada una funcion u estrictamente positiva definida en ¥V, defi-
nimos la métrica @ : ¥ X ¥ — [0, +oo) como

n—1 m—1
PRTEDN
k=0

k=0

d(n,m) = , H_pi=1

En [52] calculan la curvatura de Wasserstein clasica asociada a esta métrica
empleando la nocion de operadores de acoplamiento usada por Chen (ver [23]).

Proposicion 4.3.1. La curvatura de Wasserstein Og con respecto a la métrica d
del generador A asociado a un proceso de nacimeinto y muerte es dado por la
Jormula

r Un—1 Uyt
0'd=,}lelg{ﬂn+1+ln—ﬂn :, — At :: }

1 n
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Una prucba de la proposicion 4.3.1 puede ser encontrada en ¢l teorema 4.3 en
[52].

Usando el corolario 4.2.4(d) de la seccion previa y la proposicion 4.3.1, obte-
nemos lo siguiente:

Teorema 4.3.2. Sea 7 un SMC genérico tal que para todo n,m € V existe un
entero cmp de tal forma que Ky = Ky + Cun entonces

. Jun"‘ln'}‘;um":'lm , _ Hp—1 _ Hpt1
fggg{ > /\’}2; Uni1 +An— Uy ” Antl ” <Zy

] Uy u
stgg{ﬂn+l+ln_ﬂn L At "H}.

n
Up Up

Estudiamos ahora, la relacion entre la curvatura de Wasserstein y la brecha
espectral. Por lo tanto, empezamos introduciendo el concepto de brecha espectral.

Seguimos [21].
Sea p un estado normal, fiel e invariante. El estado p induce un producto

escalar ( y consecuentemente una norma tipo L? ) en B(l),

2\ 1/2
o =tr (001 Il = (1o V50| )
Consideramos la forma cuadratica asociada con ¢l generador £ y p,
C() =~ (5,2 (x)) = —tr (p'2'p 2.2 (%)

para todo x € Dom(.%), y definimos la brecha espectral (o spectral gap ) de &
como

gap(&) = mf{F(x); |Ix|lp = 1,x € Dom(Z), (x,1), =0}.

La brecha espectral esta relacionada con las propiedades de convergencia del se-
migrupo; mas precisamente gap(.¥’} es el maximo valor real o satisfaciendo la

igualdad

176 = . p)p D)llp < € llx— (5 0)p 1o,
para todo € B(h). En particular, si {x,p), = 0 entonces ||.F;(x)||p < e ¥|lxl,.
Por lo tanto, si conocemos que gap(.¥) es estrictamente positivo, podemos decir
que todos los elementos x ortogonales a 1 convergen a 0 con rapidez exponencial
y con la misma tasa .




98

Usando las propiedades del generador genérico y denotando siempre por & (x)
la componente diagonal de x, tenemos
B(x) _ C(EX)) + 3 Vi (dyy +4u) /Pl

[Ix1l5 1€ 6E + Zis PP

NEEX) L,
me{m’iiﬁf([A"+A”l)}’

donde hemos usado la desigualdad elemental a+bc+d > min{ 2, %}, paraa,b,c,d

positivos. Ademas, escogiendo x = &(x) o x = |e;)(g;|, tenemos las identidades

% (x)
L= inf —=
gap(Z) A0, {x1)p=0 [|x[f3

- ' CER) 1.
= min inf -, = Inf{(| Ay + A4
{é’(x)#o,w(x),ufo 1€ ZE#j(l 7il)

£ 1 z
= min {gap(A), 3 gg(lAii‘:‘Ajfl)} -

Pero |4;i] = E(le;) {ei]) < gap(4), entonces 3 (|4 + 44|} < gap(4) y consecuen-
temente

gap(L) = gap(4). 4.3.1)
Chen us6 un método de acoplamiento el cual nos entrega la siguiente formula para
la brecha espectral:

Teorema 4.3.3. Sea T un proceso de nacimiento.y muerte clasico (Markoviano)
¥ P es un estado normal, fiel e invariante para T (es decir; p es diagonal), con
produccién de entropia nula (es decir, p es un estado de equilibrio). Si 4 es el
generator del semigroup T entonces

gap(d} = sup Oy
debiy

donde
n—1 m—1
M, =< d;d(n,m) = Z Hy— z up| ,uy:=1conuy >0paratodo k>0
k=0 k=0

Ver teorema 1.1 en [24], para la prueba.
Usando el teorema 4.3.2, la igualdad (4.3.1), y el teorema 4.3.3, obtenemos
facilmente, la siguiente afirmacion:




Teorema 4.3.4. Sea & un SMC genérico el cual tiene un estado normai, fiel e in-
variante p con produccion de entropia nula (es decir, p es un estado de equilibrio)
ypara fodo n,m € V existe un entero cyy tal que K = K + Cup T entonces

sup min {”" At b+ A A O'd} < sup Ty < sup gy = gap(.L).
debiy n#m 2 deM deM

Usando el corolario 4.1.6, teorema 4.1.7 y el teorema 4.3.4, obtenemos:

Corolario 4.3.5. Bajo las misma hipotesis del teorema 4.3.4, si

{yn+zﬂ+um+&nmd}

sup min

= sup Og
deM, nFm i

2 deM,

enfonces

sup £y = sup oy =gap(%).
deMy deh,

Adicionalmente: si by, es el espacio de Hilbert generado por G = {e;; t; = 0} es
no trivial (es decir; existe un subespacio libre de decoherencia) entonces

0< sup Zy< sup Ty= sup og=gap(¥)<0;
deMl deM . deM

es decir,

sup Xy = sup XLy = sup oy =gap(.¥)=0,
dEMCI_ deM, deM,

donde M, =M, NM'.
La idea detras de este tltimo corolario es que para obtener ergodicidad expo-

nencial debemos asegurar que ji; > 0 para todo j. Esta condicion es verdad en
particular si T es irreducible.

Definicion 4.3.2. El semigrupo de Markov cldsico T es llamado irreducible si
para todo i, j € V existe »n e indices i1,...,i, tales que % Yii --- Yij > 0, €5 de-
cir, empezando de cualquier i es posible alcanzar cualquier j con probabilidad
positiva.

Corolario 4.3.6. Sea & un SMC genérico el cual posee un estado normal, fiel
e invariante p el cual es diagonal, con produccion de entropia nula (es decir,
p es un estado de equilibrio), para todo nym € V existe un entero cpy tal que
K = K -+ Crn R ¥ existe d € M. tal que o4 > 0 entonces p es el unico estado
invariante y

lim T, (n) =p, enlas métricas: Wa, ||-[l1, 7} Jp-

Ademds w*-rlim = tr(px)1 para todo estado normal 1 en B(h) y todo x € B(h).




Conclusiones

En la primera contribucion se definié una distancia ¥y la cual se puede ver co-
mo un andlogo no conmutativo de la distancia de Wassserstein. Suponiendo que
era dado un SMC  y un estado normal, fiel e invariante p y usando la distancia
W, definimos una tasa pew, {7, p) la cual llamamos Wy- tasa de produccién de
entropia. Nuestra afirmacion central: pew, (7 ,p) = 0 si y solo si p es un estado
de equilibrio, nos permite ver que la tasa pew, (7, p) es una forma de caracteri-
zar el equilibrio y por ende el desequilibrio, la cual es compatible con la tasa de
produccion de entropia pe(Z ,p) definida y trabajada por Fagnola y Rebolledo en
[41] v [40]. Ilustramos el uso de esta tasa con dos ejemplos importantes en donde
se muestra bajo que pardmetros se caracteriza el equilibrio, recuperando algunas
conclusiones obtenidas en [40]; pero usando una nueva metodologia. Una de las
conclusiones importantes de este capitulo es como se dijo anteriormente mostar
otra forma de caracterizar el no equilibrio, en este caso, usamos una métrica, a
diferencia de la tasa pe(.7,p), la cual es definida usando la entropfa relativa, esta
entropia relativa no es una métrica, es una separacién, con esta simple observacién
podemos ver que ¢l aporte de este capitulo es totalmente nuevo; pero que se conec-
ta con el problema de medir ¢ caracterizar el no equilibrio en SMCs, este tltimo
es un programa reciente en el cual se han involucrado diferentes investigadores de
Chile, Fracia, México e Italia y el cual ha dejado como fruto diferentes trabajos
(ver por ejemplo [40], [17] y [2]); donde el aporte presentado en esta contribucion
es diferente a los trabajos citados; pero que se conecta de forma natural con estos.
Una observacion interesante en este primera contribucién se puede notar cuando
vemos que en los semigrupos genéricos (seccion 2.3.2) la tasa pew, (', p) es da-
da por la distancia de Waserstein cldsica wy, lo cual nos sugiere una relacién con la
teoria del transporte éptimo clésica trabajada por Villani (ver [71]). Podemos por
lo tanto pensar en establecer una teoria del trasporte cudntico dptimo que tenga
una conexién con no equilibrio en SMCs, este seria una pregunta abierta que deja
esta tesis, Pretender responderla hora seria algo ambicioso, por lo que se deberia
empezar por responder a preguntas mas concretas direccionadas en este sentido.
Una de estas preguntas nace de observar que la distancia de Wasserstein clasica
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posee otra forma alterna de expresion dada por el infimo sobre una coleccién de
medidas de probabilidad conjunta (teorema de Kantorovich—Rubinstein). En el
caso cudntico, no ha sido ain posible probar que exista una representacion anélo-
ga para Wy, es decir, una de estas preguntas concretas a resolver es la existencia
de un teorema tipo Kantorovich—Rubinstein para la métrica Wy,

Otro comentario importante con respecto a la primera contribucién esta liga-
da a la signiente observacion: En este capitulo, como ya lo hemos mencionado
suponemos que es dado el semigrupo 7 y el estado invariante p. Luego fijamos
una base ortogonal {e; ), en el espacio de Hilbert h que diagonaliza al estado p,
una vez fijada esta base definimos la distancia #; en términos de esta base; por lo
tanto la distancia W¥; es dependiente no sélo de la distancia 4 sino ademas de Ia
base (e ). Para los fines de esta contribucién, como podemos ver, no parece po-
sible evitar la dependencia de Wy con respecto a la base (ex ); pero si se pretende
emplear la a #; en otro tipo de problemas donde la base no intervenga, entonces
una pregunta abierta e interesante seria plantear a Wy sin depender de (e )g. En mi
opinién esto dependerd del problema que busquemos resolver.

En la segunda contribucion se definieron los subespacios libres de decoheren-
cia, una definicion de subespacios libres de decoherencia en espacios de Hilbert
de dimensién finita fue trabajada en [13], nuestra definicién contiene a ésta como
un caso particular y se puede manejar en espacios de Hilbert de dimension infinita,
ademds, nuestra definicién de subespacio libre de decoherencia nos permite hacer
conexion con las subdlgebras libres de decoherencia trabajadas en SMCs en varios
articulos (por ejemplo [16] y [35]). Denominamaos sectores libres de decoherencia
a los subespacios y subélgebras libres de decoherencia y de lo anterior estableci-
mos un aporte nuevo, donde ademds mostramos una relacion no conocida entre
los sectores libres de decoherencia, mostramos que en algunos casos la subalgebra
libre de decoherencia puede ser generada por los operadores acotados definidos
sobre los subespacios libres de decoherencia y que ademas se da lugar a la decohe-
rencia inducida por el ambiente. Damos ejemplos de modelos donde se tiene esta
situacion y hacemos un estudio de decoherencia en dichos modelos. Todos estos
aportes hacen una conexi6n inédita entre dos forma de trabajar la decoherencia y
ademas de mostrar que estos dos sectores libres de decoherencia aparentemente
sin conexion alguna, se pueden relacionar. Aprovechamos estas relaciones no co-
nocidas para arrojar resultados nuevos en ¢l estudio de decoherencia dado por los
modelos. En el ejemplo de la seccion 3.4.2 podemos ver que existen relaciones
entre los subespacios libres de decoherencia y las suceptibilidades generalizadas
de tal forma que si definimos un grafo no dirigido donde por ejemplo los vértices
i, j del grafo estan conectados si y sélo si la suceptibilidad generalizada asociada
a iy jes diferente de cero. Costruyendo un grafo de esta forma, podemos ver
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que existe subespacio libre de decoherencia si y s6lo si existen vertices aislados,
esto nos sugiere una relacién entre conectividad de grafos definidos por las su-
ceptibilidades generalizadas o por los coeficientes de transporte y su repercusion
fenomenoldgica en este tipo de semigrupos. Esta es sin duda, una pregunta abierta
que buscamos estudiarla con més profundidad a futuro. Como hemeos visto, tene-
mos por el momento un primer resultado parcial en esta direccion que involucra a
subespacios libres de decoherencia. Por otro lado, los subespacios libres de deco-
herencia son un tipo de sectores donde se preserva o se protege el entrelazamiento,
por lo tanto éstos son usados para estudiar el entrelazamiento cuéntico en la evo-
lucion de un semigrupo (para un trabajo con este enfoqgue, ver por ejemplo [58]).
Considerando que en nuesira segunda contribucién damos un nuevo enfoque a
los subespacios libres de decoherencia ligado al lenguaje de dlgebras de operado-
res, este trabajo sugiere que a futuro se deba intentar explotar esta visién para el
estudio de entrelazamiento cuéntico.

En la tercera y ltima contribucion de este trabajo volvemos a usar la distancia
Wz pero esta vez para estudiar una tasa exponencial Xz dada en la convergencia
hacia un estado invariante con respecto a la distancia ;. La tasa 4 es llamada
curvatura de Wasserstein cudntica y es una definicion totalmente novedosa la cual
es una extension cudntica de la curvatura de Wassserstein clésica (o exponente
de Chen ) trabajada para procesos de Markov {ver por ejemplo [52] y [24]). Enla
contribucién me centro totalmente sobre SMCs genéricos asociados a generadores
de procesos de nacimiento y muerte. Hasta donde tengo conocimiento, es el pri-
mer trabajo en esta direccion para SMCs, por lo tanto, es natural que las preguntas
abiertas sean muchas. En mi opinion, esta contribucién es tan solo un primer pa-
so para el estudio de convergencias en esta métrica. El nombre de curvatura de
Wasserstein en el caso clésico, es por que en efecto, este concepto estd asociado
a una nocion de curvatura de una cierta variedad Riemanniana llamada curvatura
de Ricci (ver por ejemplo [72]). Esto sugiere estudiar las conexiones geoméiricas
existentes para esta curvatura en geometria no conmutativa. Por otro lado, en el
caso clasico, cuando se hacen cilculos explicitos de la curvatura se usan técnicas
de acoplamiento para generadores de semigrupos, en el caso cuantico no se co-
noce este tipo de técnicas, lo cual fue una limitante de peso en el desarrollo de
esta Oltima contribucién. De aqui surge otro problema abierto interesante: defi-
nir un concepto adecuado de acoplamiento de SMCs y técnicas para construir di-
chos acoplamientos, este problema también tiene relacién con el problema abierto
de encontrar un teorema tipo Kantorovich—Rubinstein para W, pues en ¢l caso
cldsico, la prueba de este resultado descansa sobre técnicas de acoplamiento.

Como ultimo comentario, quisiera notar que tal como se discute en el capitulo
2, la distancia ¥ posee propiedades similares a la entropia relativa, esta ltima
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ha sido usada en varios articulos de Fisica para establecer medidas de entrelaza-
miento, lo que sugicre intentar explorar la métrica /¥ para este fin y y tal como se
dijo anteriormente, explotar el formalismo usado en el capitulo 3 para estudiar la
proteccion de entrelazamiento en SMCs.
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