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INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales de la teoria de representaciones
de grupos es la realizacidn de las representaciones irreducibles de los
grupos cldsicos finitos y otros grupos. Uno de los métodos usados es la
construccidn de modelos de Gel'fand [ GZ] es decir, de representaciones que
contienen todas las representaciones irreducibles del grupo con multiplici-
dad uno. Ejemplos de tales modelos son el Modelo de Gel'fand segiin Klyachko

para GL(n,Eﬁ).

En relacidn con este problema es natural preguntarse por la posibili-

dad de construir un tal modelo a través de métodos geométricos.

Por ejemplo, de modo que el Modelo en cuestidn sea una representacidn

natural asociada a la accidn del grupo en un conjunto.

Un ejemplo como este, es el caso del grupo de Lie compacto G = 503
para el cual la representacidn natural (LZ(SZ),T) asociada a la accidn
natural de 803 sobre 52 es un modelo de Gel'fand. En la descomposicidn

de esta representacidn aparecen como funciones esféricas los polinomios de

Legendre.
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Para grupos finitos G , sin embargo, s6lo existe en casos muy excep
cionales un G-conjunto X tal que su representacidn natural (Lz(x),T)
sea un modelo de Gel'fand para G . Uno de estos ejemplos excepcionales
es el caso de G = PSL(2,1F3) y X= ]F9 \ IF3 provisto de la accidn

homogrédfica (de Mobius) de G . De este modo X es el doble cubrimiento

del andlogo finito del semiplano superior de Poincaré (Capitulo IV).

Asi, para un grupo finito G , es sdlo razonable pedir que existan
G-conjuntos Xl, sesy Xr transitivos tales que sus representaciones na -
turales (Lz(xi),Ti) (1 < i< r) no tengan multiplicidades, sean trans-
versales dos a dos, es decir, Lz(xi) y Lz(Xj) (1<i#j<r) s6lo
tienen en comin la representacidn unidad (que se realiza en cada caso en
el espacio de las funciones constantes) y tal que la suma directa de las

] 2
representaciones naturales L (Xi) amalgamada sobre las constantes (es

decir, el espacio vectorial que se obtiene al identificar entre si en

n

() IF(Xi) = L2 [ v} Xi] las constantes de cada Lz(Xi) con las de cada
i=1 i=1

Lz(Xj)) , es un modelo de Gel'fand M de G . Diremos, entonces, que M

es un modelo de Gel'fand geométrico de largo r y que M estd asociado

al espacio geométrico X = X, e X, Usualmente escribiremos
M= MX §
Un ejemplo donde es posible construir este tipo de modelo de Gel'fand

es G = PGL(Z,E&) [s.A] para el cual el modelo geométrico de Gel'fand

de largo tres es

M = L2(F \F) C? Lz[]Pl(]Fq)] C;) e (IF: / (7)?)
q




e
H.
[N

donde G actiia homograficamente sobre Ef%]Tq , por la usual accidn pro-

yectiva sobre IPl(IFq) y por el determinante mddulo cuadrados sobre
X X 12
IFq/[IFq] :

Sin embargo, hemos demostrado que para G = PSL(2,;FP) i ®¥ 5, P
un nGmero primo, no es posible construir un modelo de Gel'fand geométrico
(Capitulo III). Esto nos lleva a buscar otras maneras més generales de cons
truir modelos de Gel'fand a partir de representaciones naturales de G .

De este modo, es posible esperar construir modelos de Gel'fand M para un

grupo finito G sumando y restando representaciones naturales candnicas

de G , es decir asociadas a G-conjuntos transitivos. A este modelo lo lla-

mamos Modelo de Gel'fand débilmente geométrico. Esto implica de hecho que

M es la diferencia de dos representaciones naturales de G .

En términos de caracteres, la realizacidn de un modelo de Gel'fand
como un modelo de Gel'fand geométrico o débilmente geométrico implica que

el cardcter de Gel'fand XG de G , es decir, la suma de todos los carac-

teres irreducibles de G, se realiza a través del cardcter XM del modelo
de Gel'fand en cuestidn. Luego, la posibilidad de realizar el modelo de

Gel'fand como un modelo de Gel'fand geométrico o débilmente geométrico im-
plica que el cardcter de Gel'fand se puede calcular sumando y restando ca-

racteres de permutacidn.

Pero existen otras formas de realizar el cardcter de Gel'fand, como
por ejemplo, construyendo una funcidn central sobre G con valores en Z.

Un ejemplo de ello es el caso de G = GL(n,IFq) y la funcidén © de G
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en N definida por g~ |[{hEG /hth-1 =g}l , (g€ G) , donde *h
significa la matriz transpuesta de h . R. Gow [Gol] demuestra que esta fun-

cidn realiza el carécter de Gel'fand XG .

Nuestro interés es en primer lugar determinar cudles grupos admiten
un modelo de Gel'fand geométrico o débilmente geométrico y en segundo lu-
gar, realizar el cardcter de Gel'fand XG para cualquier grupo finito,
por ejemplo, construyendo directamente una funcidn central del tipo de la

funcidén © .

En el Capitulo I despu@s de citar algunas nociomes y teoremas bési-
cos acerca de la teoria de representaciones de grupos finitos, damos con-
diciones necesarias para que la realizacidn de un modelo de Gel'fand de

G sea posible via un modelo de Gel'fand geométrico de G .

En el Capitulo II, construimos un modelo de Gel'fand geométrico pa-
ra los grupos diedrales D2n . En el caso que n es un nimero par, sdlo
existe dos espacios geométricos X,Y mno equivalentes que suministran mo-
delos de Gel'fand geométricos para D2n y para n un nimero impar exis-
te un Gnico espacio geométrico Z de modo que M, es un modelo de Gel'

fand para G . Todos los espacios se obtienen considerando la accidn na -

tural del grupo sobre el n-&gono.

En el Capitulo III, demostramos que NoO €S posible construir un mo -
delo de Gel'fand geom&trico para G = PSL(Z,EP), p>5, p primo. Ya

que se conocen todos los subgrupos H de G es posible decidir primera-

mente para cuales de ellos la representacidn natural Lz(Gr/H) tiene mul
tiplicidades. Luego, usando el criterio mencionado en el Capitulo I y al-

gunos elementos de la teoria de grupos finitos, obtenemos una ecuacidn




que nos permite terminar la demostracidn analizando un nimero finito de ca-

508.

En el Capitulo IV construimos un modelo de Gel'fand geométrico de
largo uno para PSL(Z,IF3) . Adem&s obtenemos un modelo de Gel'fand geomé -
trico de largo dos para PSL(2,IF5) considerando le accidn natural de G
sobre Xl = (IF5 x EB)\{(0,0)} /~ donde (x,y) ~ (-x,-y) y la accidn

de G a través del isomorfismo con SL(Z,IF“) sobre X2 = IPl (]F-’-.) .

En el Capftulo V obtenemos un modelo de Gel'fand débilmente geométri-
co para G = PSL(2,IFq) (car IFq # 2) . Para ello debemos distinguir en-

tre los casos q = l(mod 4) y q = 3(mod 4) . En el primer caso el modelo

es

=12 /B) + 132G /6) - LG /D)

donde D es un subgrupo diedral de orden (q - 1) de G y B esun sub-

grupo diedral de orden (q - 1) /2 de D . En el segundo caso el modelo

€s

M= LZ(G/J) + LZ(G IRy * LZ(G/T) - LZ(G/K) - LZ(G/G) ;

donde H es un subgrupo diedral de orden q + 1 ¢z G, J es el subgru-

po ciclico de orden (q + 1) /2 de H , K es el subgrupo diedral de H
de orden (q+1)/2 y T es el subgrupo normalizador de un gq-subgrupo

de Sylow.

En el Capitulo VI construimos un modelo de Gel'fand débilmente geo-

métrico para Gn = GL(n,IFq), a partir del Modelo ce Gel'fand segin
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Klyachko M= (@ T, (@) de G, [K]. Demostramos que cada una de las
0<2k<n

representaciones inducidas Tk(n) de G es una suma signada (es decir
combinacidn lineal con coeficientes 1,-1 de representaciones naturales
canbnicas de G) . Para ello usamos un resultado de G. Lusztig el cual de-
muestra que la representacidn de Steinberg del grupo afin se puede cons -
truir a partir de la accidn del grupo afin sobre el conjunto de las bande-
ras afines completas de un espacio afin dado. En seguida demostramos que
la representgciﬁn de Gel'fand-Graev de Gn es una suma signada de repre -
sentaciones naturales asociadas a ciertos conjuntos de banderas afines.
Luego, demostramos que la representacidn Tk(n) es isomorfa a la represen-
tacidn inducida del producto tensorial de la representacidn de Gel'fand-
Graev de Gn—2k con la representacidn natural candnica L2(G2k,/Spk) de

Gn-Zk

0 G2k

G2k desde el subgrupo N(k) de G definido por N(k) =

a G.

De este modo, queda demostrado que Tk(n) es isomorfa a una suma
signada de ciertas representaciones naturales, es decir, Tk(n) pertenece

al anillo de Burnside de las representaciones naturales de G , y por lo

tanto la suma directa de todas las representaciones Tk(n) es un modelo

de Gel'fand débilmente geométrico de G

En particular conjeturamos que el modelo de Gel'fand M de todo gru-
po finito G pertenece al anillo de Burnside de las representaciones natu-
rales de G vy al menos para los grupos clésicos es una suma signada de
representaciones naturales candnicas. Como consecuencia de €sto, se despren-

de una segunda conjetura, a saber, que el cardcter de Gel'fand Xe de un




grupo finito G es un caricter de permutacidn generalizado.

Por Gltimo, en el Capitulo VII demostramos que el cardcter de Gel'
fand XG de un grupo finito se puede realizar como una "traza torcida"
via la funcién t de G en T definida por t(g) = tr(pg ° T)

(g € G) donde T es un automorfismo involutivo de LZ(G) . Establecemos

que cuando es posible definir un antiautomorfismo involutivo J de G

tal que verifique:
i) J(g) es conjugado a g (g € G) .

ii) El nimero de los elementos J-invariantes en G es igual a la suma

de las dimensiones de todas las representaciones irreducibles de G, enton-
. : s * 2

ces el automorfismo T es igual al automorfismo J =7 ¢ J de L (G)

deducido de J . Observamos que en este caso se tiene

t(g) = |[{h €6 /hamy ™t = g}l .

Por lo tanto se concluye que XG(g) es positivo o nulo.

Conocemos bastantes ejemplos de grupos G para los cuales X toma

-

s6lo valores en N (en particular G =5  © GL(n,IFq)).

Sin embargo, para los grupos de Mathieu se puede verificar inspeccio-
nando la tabla de caracteres que XG(g) < 0 para algunos g € G [sn].
Esto demuestra que existen grupos para los cuales no es posible realizar

el caridcter de Gel'fand via la funcidn ¢t .

Es claro que para aquellos grupos cuyas representaciones irreducibles

son reales (es decir realizables por matrices reales) el automorfismo de
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G viene dado por aquel que envia g en g'l (g € G) . Ejemplos de es-

E .
tos grupos son D2n 5 Sn (n € W)

Por otro lado se concluye de los resultados de Gow, © bien se demues-
tra directamente apoyandose en un resultado de Klyachko (ver Capitulo VII),
que para G = GL(n,Hﬁ) el antiautomorfismo adecuado es el que envia g

en tg (g € G) .

Quedan como preguntas abiertas, entre otras, las siguientes:
1s (Admite PGLn 6 GLn un modelo de Gel'fand geométrico?

2. Construir modelos de Gel'fand débilmente geométricos para los otros

grupos clésicos.

3. Demostrar que el cardcter de Gel'fand es siempre un cardcter de per-

mutacidn generalizado.

4, Caracterizar los grupos G para los cuales XG toma sdlo valores

en N .




CAPITULO I

TEORIA DE REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

1. REPRESENTACIONES LINEALES DE GRUPOS FINITOS.

1.1. Representacidn lineal compleja de G .

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre el cuerpo
L de los nimeros complejos. Denotemos por Aut(V) al grupo de todos los

automorfismos de V . Sea G un grupo finito. Una representacidn lineal

compleja de G en V es un homomorfismo p de G en Aut(V) . Al espa

cio V se le denomina el espacio de la representacién p y se designa

por Vp . Se dice que G actiia sobre Vp por p . Se define la dimen -

sién de p como la dimensidn de Vp y la denotamos por dim p .

1.2. Homomorfismo u operador de entrelazamiento.

Sean p y p' dos representaciones de G , se denomina homomorfis
mo u operador de entrelazamiento de p en p' a toda aplicacidn €-lineal

de V en V , tal que
¢ 0 5 q




pé°¢-‘¢°p8 (g €G) .

Un homomorfismo de Vp en Vp se denomina un endomorfismo de Vp .

1.3. Representaciones isomorfas.

Se dice que dos representaciones p ¥y p' de G son isomorfas si
existe un isomorfismo de p en p' . Usualmente identificaremos las re-

presentaciones isomorfas.

1.4, Caricter de G .
Una representacién de G de dimensidn uno es un homomorfismo u

X
de G en el grupo multiplicativo T de T . Se denomina carédcter de

G a toda representaci6n unidimensional de G . En particular el cardcter
. 5 X &
unidad 1 es el homomorfismo de G en € que asigna el valor 1 a todo

elemento de G .

1.5. Sea p una representacidn de G y sea H un subgrupo de G . Su-
pongamos que Y €s un caridcter de H para el cuzl existe un vector no

nulo v € Vp tal que
p, (V) = p(h)v (h € H) ,

entonces se dice que p es un valor propio de H (respecto de p) ¥y

v es un vector propio de H asociado a u .

1.6. Subrepresentacidn de una representacidn de G .

Sea p una representacidn de G y V' un subespacio de Vp tal

que




pg(V)GV' (veEV', g€0G) ,

entonces V' es denominado subespacio estable por p o subespacio G-es-

table.

Luego, las restricciones de los p_ a V' constituyen una repre-
sentacién p' de G con V' como espacio de la representacidn. A esta
representacidn de G se le llama subrepresentacidn de p vy se escribe

p' <p .

1.7. Suma directa de representaciones de G .

Sea (V,p) una representacién de G y (V',p') una subrepresen-
tacién de p . Por un teorema de Maschke [s] el subespacio V' tiene un
complemento en V , es decir, existe otro subespacio G-estable V' de
V tal que V = V'(:)V" . Sea p" 1la cérrespondiente subrepresentacidn de

p . Entonces se dice que p es suma directa de p' y p" se escribe

p = p'(:)p” . Claramente dim p = dim p' + dim p" . La suma directa de

n-representaciones de G , todas isomorfas a p , se denota por mnp .

1.8, Representacidn irreducible de G .

Una representacién p de G es irreducible si no contiene ninguna

subrepresentacidén p' de dimensidn no nula menor que dim p . Por un teo
rema de Maschke esto es equivalente a decir que p no puede ser descom -
puesta en una suma directa p = p'@p" con 0 < dim p' < dim p . Por
lo tanto toda representacién p de G de dimensidn finita, puede ser

descompuesta en una suma directa (candnica)




k
pggnipi’

donde los pi son representaciones irreducibles no isomorfas de G. Esta

descomposicidn es finica salvo el orden de los sumandos n.p. -

1.9. Multiplicidad de una representacidn irreducible.

Sean p y p' dos representaciones de G , entonces [p,p']l de-
signa la dimensidn del subespacio vectorial HomG(Vp,Vp,) de
Homm(vp,vp.) , de todos los operadores de entrelazamiento de Vp en Vp, .
Podemos considerar V_ vy Vp, como mddulos sobre el anillo de grupo

p

6] de G . Claramente [p,p'] = dim Hom ](vp,vp,) . La forma [p,p']

tlG
es simétrica y bilineal con respecto a la suma directa. Si ambas represen
taciones p y p' son irreducibles, entonces, por el Lema de Schur,

[p,p'l =1 si p=p' y [p,p'1 =0 si p#¥op' [s].

Luego dos representaciones no tienen en comiin ninguna representa -

cién irreducible de G si y sdlo si [p,p'] = 0 . En particular una re-

presentacidn irreducible p aparece en una representacidén p' si y sdlo

si [p,p'l # 0 . Luego, la multiplicidad de la representacidn irreducible

p en la representacidn p' , es decir, el nGmero de veces que p apare-

ce en una descomposicifn en suma directa de p' , es [p,p'] .

1.10, Algebra conmutante de una representacién p de G .

Sea E“dm[clvp = HomE[G](Vp’vp) . Esta es un dlgebra con la compo-
sicidn de operadores. Esta &lgebra es llamada el dlgebra de Schur & dlge
bra conmutante de p . Si (V,p) es una representacidn irreducible de

G , entonces End nV es isomorfa a Mn(m) , el dlgebra de todas

cl G}




las matrices nx n sobre T . Si p =(:)nipi es la descomposicidn en

representaciones irreducibles de p , entonces, por el Lema de Schur,

Endﬂ q Vp = @ Mni (C) . Luego

2
[psp] =Z n; .

1.11. Componente isotipica.

Sea (V,p) una representacidn de G y (Ui,ﬂi) (1 <ic< k) to-

das las representaciones irreducibles de G tales que [ﬂi,D] = ni =

n, # 0 . Luego V se descompone en suma directa de subespacios G-estables
V.. irreducibles, 1 < i<k, 1< 3j<mn,, tales que V.. = .
h| == — W=y ji i

i
< j <
1 <3 <oy

Se llama componente isotipica de tipo Wi de p , al subespacio

G-estable I (V) =: (@ V.. de V.
i 1<j<n,
-1

1.12. Representacidn natural de G .

En general a todo G-conjunto X , es decir un conjunto X provisto
de una accién de G en X , podemos asociar una representacidn
(LZ(X),t) de G , donde LZ(X) es el espacio de Hilbert de todas las

funciones complejas sobre X provisto del producto escalar:

(Eh) = I EF® (e;5 € 15T
x€X




cuya accién T estd definida por:

T (5) () = £(g 1 *x)

T (D60 = £(xg) €6, f€L’X , x€X

seglin la accifn sea por la jizquierda o por la derecha. La representacidn

(LZ(X),T) es llamada representacidn natural de G asociada a X .

1.13. Representacidn regular de G .

En particular G actda sobre s{ mismo transitivamente via multipli

car por la derecha, Xx = Xg (x€G, g €G), opor la izquierda,

x=+gx (X€G, g€G) . Se denomina representacidén regular derecha p
de G a la representacidn natural (LZ(G),p) asociada a la accidn por

la derecha de G en G y analogamente (LZ(G),O) denota la representa-

cidén regular izquierda de G .

1.14. Toda representacidn irreducible (U,m) de G es de dimensidn fini
ta y puede ser inyectada en la representacidn regular derecha (L2(G),p)

de G . M3s atn [m,p] = dim 7™ . [8].
k
Sea p = (:) n.m. una descomposicién candnica de p , luego
i=1 .

n, = dim LR el niimero de representaciones irreducibles de G es finito,

k
6] =20 y LY@ =@ 1, w?@) .
=1 "

1




1.15. Caricter de una representacion de G .

Sea (V,T) una representacidn de dimensidn n de G . Se define
Xﬂ(g) (g € G) como la traza de ﬂg ; donde ﬂg es considerada como un
elemento de GL(n,L) . Es claro que Xﬂ{g) no depende de la base elegida
en V. Luego X : G~ £ es una funcibn bien definida, denominada el ca-

ricter de la representacidn 7 de G .

Ademis

i) )(,T es constante sobre las clases de conjugacifn en G .

ii) + = -
X”1 x“z @,
jii) Sean 7 y @' dos representaciones de G entonces [7,2'] =

= Oty -

2. REPRESENTACIONES INDUCIDAS.

2.1, Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G ¥y (W,T) una repre-~
sentacidn de H . Designamos por V al espacio vectorial de todas las

funciones f : G > W que satisfacen
£(gh) = 1 _,(£(g)) (h€EH, g€C) .
h .

Luego, para definir un elemente f €V es suficiente dar sus valo-
res sobre un sistema de representantes de G /H, (clases laterales dere -

chas de G mBdulo H). Definimos la siguiente accidn T de G sobre

v

TAD@E = (D) (s,8€C, EE€EV) .

.- . [ N © emi g e apRe AR AN Lm Pt .-
- P AL sen e - . . L om0 T B b T ¥ L AT B L r .




la representacidn (V,T) de G, asi obtenida, es llamada represen-

tacifn inducida de T desde H a G y es denotada por Ind T .
- HtG

2.2. Es claro que dim Ind T =[G : H] dim T .
H1G

2.3. Observemos que la representacidn Ind 1 de G es isomorfa a la
H1G

representacidn natural L2(G /B) de G y LZ(G) = Ind 1.
{eHG

2.4. Una primera propiedad de las representaciones inducidas es la transi-

tividad:

TEOREMA [S]. Sean H y K subgrupos de G tales que H<K<G vy

sea (W,T) una representacidén de H entonces

Ind [Ind T] = Ind T
KtG ‘HTK Bt G

2.5. Una segunda propiedad (universal) es lo que expresa el teorema de

la reciprocidad de Frobenius, a saber

TEOREMA [S]. Sean (V,7) una representacidn irreducible de G ¥y
(V',m') una representacidn irreducible de un subgrupo H de G . La

multiplicidad de la representacién 7 en la representacién Ind 7' de
HTG

G es igual a la multiplicidad de la representacidn Res T de H en la
G+H

representacidn irreducible 7' de H , es decir

[7, Ind w']G = [Res w,m"']

HEG GIH B




2.6. Una Gltima propiedad que usaremos en este trabajo es la que se re-

fiere a la restriccifn de una representacidn inducida.

TEOREMA [S]. Sea G un grupo finito, H,K subgrupos de G Yy sea (v,m)
una representacidn del subgrupo H . Para cada g € G , designemos por

2 o -1
(V,ﬂg) a la representacidn de KN H® definida por: Wg(x) = T(gxg )

(x € K N H®) , entonces

-
Res [Ind ﬂ] = (:) Ind w %

\ g
GiK ‘HtG H gilx KOH K

donde {gi :i=1, ..., k} es un sistema de representantes de las dobles

clases de G respectode H y K.

2.7. Cardcter de una representacidn inducida.

Sea (V,T) una representacidn de un subgrupo H de un grupo fini-

to G ysea T =1Ind T entonces el cardcter X_ de la representacidn
HtG T

T de G puede ser calculado a partir del cardcter XT de T por la

siguiente expresidn

1 o~ -1
X(g) = Tal Z X (r "gr)
T # rER T

~

donde XT es la funcidn sobre G que se anula fuera de H y coincide

con XT sobre H y R es un sistema de representantes de las clases

laterales derechas de G mddulo H .
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2.8. Representaciones irreducibles de un grupo finito que es producto se-

midirecto de dos subgrupos.

TEOREMA DE MACKEY {S]. Sea G =HIX K , K abeliano. Sea ® € K un carde-
ter dé K v I:w el subgrupo de H de todos los h € H tales que .
wh = 0 , donde wh(k) = m(h_lkh) , (k € K) . Entonces toda representacidn
irreducible de G -es de la forma

7P = Ind w®p
erTG

e ~ w,p UJ' pt ”
donde W€K, p€ (I'w) ., Adem3s T ' es isomorfa a @ . si y so-

lamente si © y ®' pertenecen & la misma Srbitay p' =p .

3. REPRESENTACIONES NATURALES DE G .

3.1. G-Conjuntos equivalentes.

Sean (xl,yl.) y (XZ,'YZ) dos G-conjuntos. Se dice que Xl es

G-equivalente a X2 si existe una biyeccidn ¢ de Xl en X2 tal que
= o (= (=
A e (g€6G, x €X,)

Sea H un subgrupo de G , entonces (LZ(G /H),T) es la represen-

tacidn natural de G asociada a la accidn por la izquierda de G en

G/H, xH-—-gxH (g€G, xHE G/H) .
Dado un G-conjunto X transitivo y un punto X, € X se define el

subgrupo K de G de todos los elementos g € G tales que gx, = X

—-, am T s PP - - - [ P R P - LY
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Se denomina a K el subgrupo estabilizador del punto x, ¥ se denota

por K = Stab, {xo} . Es inmediato que si x' € X, x'#x ¥

K' = StabG {x'} entonces existe g € G tal que K' = k& .

Sea X un G-conjunto tramsitivo y K el subgrupo estabilizador
de un punto X € X , entonces X y G /K son G-equivalentes. Ademis,

para todo g € G 1los G-conjuntos G/K y G /Kg son equivalentes.

3.2. Claramente si dos G-conjuntos son G-equivalentes entonces sus Tepre

sentaciones naturales asociados son isomorfas.

3.3. Sean (Xl,yl) y (XZ,YZ) dos G-conjuntos entonces Xl V] X2 es un
G-conjunto con la accidén Yy definida por yg(xi) = y;(xi) (g €G,

X € Xi) . Adem3s, claramente
2 . -~ .2 1 2
12X © X)) =Ly D@ L7(Kg0vp)

Inversamente si X es un G-conjunto entonces X se descompone en

srbitas disjuntas X, (L<i<r) y P =1'x) @...0 LA (x)

3.4. Otra forma de obtener un nuevo G-conjunto a partir de dos G-conjun-
tos Xl y X2 es considerando la accidn producto de G sobre Xl X XZ .
Es inmediato que la representacidn natural L2(Xl X Xz) es isomorfa al

producto tensorial (LZ(XI) ® Lz(Xz). T, @ T2) de las representaciones

naturales Lz(xi) donde la accidn lineal T]_GQ T, estd definida por
(1,(8) ® T,(@)(F, ® £,) = 1,(8) (F)) @ 1,(8) (£))

2
(g €6, £, € L7(X))
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Se extiende linealmente a todo elementc f mo descomponible de

12(x)) ® 12(x,) -

3.5. Representacifn natural candnica.

Diremos que una representacitn natural (Lz(x),r) de G es candni-

ca sf y s6lo si X es un G-conjunto transitivo.

3.6. Representaciones naturales canbnicas transversales.

Es claro que en toda representaci®n natural candnica aparece la re-
presentacidn unidad, realizada por el espacic de las funciones constantes,

con multiplicidad 1.

. . . 2
Diremos que dos representaciones naturales candnicas L(X) vy

LZ(Y) son transversales y anotaremos Lz(X) ¢ L2(Y) si y sblo si tienen

en comiin sblo la representacidn unidad.

3,7. Suma directa de representaciones naturales canbnicas amalgamada sobre

las constantes.

2 . o .
Sean L (Xi) representaciones naturales candnicas de G (l<i<m

n
y sea LZ(X) = L2 [ U X.] .
o

Notemos que la componente isotipica I1 (Lz(x)) de tipo 1 de
LZ(X) es el espacio de todas las funciones f e LZ(X) tales que

f|x = Ai , (1 <i<mn) donde Ai denota la funcibn constante igual

i
a Ai con Ai € € . Descomponemos II(LZ(X)) en la suma directa ortogonal

del espacio de las funciones constantes sobre X ¥y el subespacioco W de

las funciones £ € Il (LZ(X)) tales que si flx = li (1<i<m

i —
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n
entonces & J\i =0 .-
i=1

Luego (LZ(X) /W,T) es una representacitn de G y dado que W es
un subespacio de Il(Lz(X)) es claro que la componente isotipica
Il(LZ(X) /W) es igual a Il(Lz(X)) /W , con lo cual la representacidn
(;Z(X) /W,T) de G contiene a la representacidn unidad con ;nultiplicidad

uno. Diremos que LZ(X) /W es la suma directa amalgamada sobre las cons-

. . 2
tantes de las representaciones naturales candnicas L (Xi) de G

(1<i<n) ¥y escribiremos
2 Lo Pt
2w v=1tx) @ ... @ 12(x.) .
T T *

3.8. Cardcter de una representacidn natural canfnica.

Sea X un G-conjunto tramsitivo, X € X y H el subgrupo esta-
bilizador del punto x s entonces (LZ(X),T) es isomorfa a (L2(G [H),Th.
Pero como vimos en 2.3. la representacifn natural candnica L2(G [/H) de
G es isomorfa a la representacidn Ind 1 de G . Luego el cardcter XT

Ht G

. P 2 . -
de la representacidn natural canbnica L"(X) es igual al caridcter Y.
1

de la representacién Ind ]} . Es inmediato que
:Ule

X (g) = [l € G /H [ gl = xH}
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4. ANILLO DE BURNSIDE &[Gl DE LAS REPRESENTACIONES NATURALES DE G .

En lo que sigue un G-conjunto serd un G-conjunto izquierdo.

4.1. Denotemos por &[Gl al grupo abeliano generado por las clases de
isomorfia de representaciones naturales de G , con las siguientes rela -

ciones
[LZ(X) + LZ(Y)] = [LZ(X)] - [LZ(Y)} (L2 O vl

Definamos la siguiente multiplicacidn sobre los generadores de

&[]
(L2l 2] = (L2 @ L) = (12X x 1))

Extendiéndola sobre todo ®[G] 1linealmente, dotamos al grupo abe-
liano &[G] de una estructura de anillo conmutativo con unidad [LZ(G /6)].

Llamamos anillo de Burnside de las representaciones naturales de G al

anillo &[G].

Observamos que &[G] estd generado por el conjunto de las represen

taciones naturales candnicas de G .

2 — .
4.2. Sea L°(Y) una subrepresentacidn natural de una representacidn na-

2 . . . Eie 2w
tural L°(X) de G , entonces es inmediato verificar la relacidn

(L2 /12m] = [L2@)] - (12
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5. MODELO DE GEL'FAND GEOMETRICO O DEBILMENTE GEOMETRICO.

5.1. Una representacifn (M,7T) de G es un modelo de Gel'fand de G

si M contiene todas las representaciones irreducibles de G con multi-

plicidad uno.

5.2. Diremos que un modelo de Gel'fand (M,T) es un modelo de Gel'fand

geométrico de largo r si M es isomorfo a una suma directa amalgamada
sobre las constantes de r-representaciones naturales candnicas transver-

sales, es decir

2 ~ ~ .2
1) neLiE) @ ... ® @)
C C
2 2 . . ..
2) L) L (%, (143, 124,870 .
T
Sea X = U Xi , entonces diremos que el modelo de Gel'fand geomé~
i=1 ~ ~
trico M isomorfoc a Lz(xl) (:) .o (:) Lz(Xr) es el modelo de Gel'fand
T T

de G asociado a X y lo designaremos por MX .

5.3. Una definicidn mds débil que la anterior obtenemos al definir un mo-

delo de Gel'fand débilmente geomdtrico como aquel modelo de Gel'fand M

de G que es isomorfo a una suma y resta de representaciones naturales

de G .

Claramente un modelo M de Gel'fand débilmente geométrico es iso -

morfo a la diferencia de dos representaciones naturales de G ¥y

[M] € &[cl .
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W

En la siguiente Proposicifn damos condiciones necesarias para construir

un modelo de Gel'fand geométrico de un grupo finito G .

PROPOSICION 4.1. Sea G un grupo finito, X e Y G-conjuntos transiti-
vos y H,K subgrupos estabilizadores de G asociados a los G-conjuntos
X e Y . Las representaciones naturales canbnicas son transversales si
y s6lo si el grupo G es el producto HK de los subgrupos H vy K.

Demostracidn: Como LZ(X) =7Ind 1 ¥y LZ(Y) = Tnd 1 , wusando el teorema
ute xic

de reciprocidad de Frobenius y el teorema de la restriccidn de una repre-

sentacidn inducida, obtenemos:

(1.2(x),12W]

1

[ }_’ I‘Iéd .].‘J H

Kigs /By tn

|1\ ¢ /K|

Luego, [LZ(X),Lz(Y)] =1 siysblosi G=HK.

7]
i

6. CARACTER DE GEL'FAND DE UN GRUPO G .

6.1. Se denomina caricter de Gel'fand de G y se denota por XG a la

suma de todos los caracteres irreducibles de G .

Es inmediato que el car@cter XM de un modelo de Gel'fand M es

el cardcter XG de Gel'fand de G .
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6.2. Mediante un célculo sencillo se puede demostrar que si se considera
a XG como una variable aleatoria sobre el espacio muestral § = G pro-

visto de la medida de probabilidad uniforme se tiene

i) La esperanza E(XG) del cardcter de Gel'fand XG (promedio) es

uno.

ii) El cuadrado 02(XG) de su desviacidn tipica standard es el nimero

de clases de conjugacidn de G menos uno.

6.3. Otra propiedad caracteristica inmediata de XG es la propiedad de

ser Galois invariante sobre 0 . Ademis como los valores de XG son ente

ros algebraicos podemos concluir que el cardcter de Gel'fand XG sdlo

toma valores enteros.




CAPITULO Il

EXISTENCIA DE MODELOS GEOMETRICOS DE GEL'FAND

PARA GRUPOS DIEDRALES

En este Capitulo demostramos que para los grupos diedrales D2n ’
n impar, existe un Gnico Modelo Geométrico de Gel'fand. Sin embargo si

n es par existen dos y solamente dos de tales modelos.

1. ALGUNAS OBSERVACIONES Y DESCRIPCION DE LAS REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

1.1. Observemos primero que el grupo diedral D2n es isomorfo al grupo de
simetrfas G de un n-&gono regular con vértices Pys s P, orientados
seglin las manecillas del reloj. Se puede demostrar gin dificultad que

c ={Ry*®{J) donde por R denotamos a la rotacifn que envia p; en
Piy Y POT J a la reflexifn que fija py - Por lo tanto G actiia natu-
ralmente en el conjunto de los vértices del n-~dgono regular y otros conjun
tos derivados de su estructura como por ejemplo el conjunto de las aristas

y el conjunto de ios m-Agonos regulares inscritos en el n-&gono.

18
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1.2. Descripcibn de los subgrupos de G :

Si H es un subgrupo de G entonces H =(R") donde m/n &

|l
H=(®)® (" J) donde m/n y 1l <m' <mn.

Es claro, si observamos que G estd generado por R y J vy la re-

lacibn entre ellos viene dada por

RJ = R

1.3. Descripcifn de las representaciones irreducibles de G .

Ya que G es el producto semidirecto de (R} y (J) podemos cons-
truir todas las representaciones irreducibles de G aplicando el teorema

de Mackey (Cap. 1, 2.8), como sigue:
Dado que el subgrupo (R) es normal en G es claro que (J) actiia

en el grupo de los caracteres de (R) via conjugacidn. Es decir

vee(r) , d® = (3:0) R =a@ R

Sea @ €{(R) , K

o Stab(J) {a} y Be€ Ka entonces, las represen

taciones

pa’ﬁ = Ind a® B

(RIR TG
agotan todas las representaciones irreducibles de G .

Luego, dado que los subgrupos de {(J) son solo los triviales, tene-

mos los siguientes casos:

i) Ka =(J) y por lo tanto uz =1 . De este modo si n es par obtene-

mos las soluciones O =1 vy a—l (G_I(R) = -1) para la ecuacidn
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2

0 =1, y si n es impar obtenemos una Unica solucién & =1 .

~
Para =1 & G =20 tenemos dos caracteres B en (J) , a sa-

=
ber B=1 y B=8 (B, =-1) .

Asi, cuando n es par obtenemos cuatro representaciones unidimensio-

nales:

P N T Ey

1, s P » P

y cuando n es impar, obtenemos dos representaciones unidimensionales:

s-1

1,
1P

ii) a? 1l y K= {e} . En este caso las representaciones irreducibles

a,l " : . - -1
P’ son representaciones de dimensidn dos y ademis como O estid en la

-1
. Q B
6rbita de @ , P 1 es G-isomorfa a P L .

. n :
Por lo tanto, cuando n es par, G tiene 3" 1 representaciones

irreducibles de dimensidn dos y cuando n es impar tiene >

represen

taciones irreducibles de dimensidn dos.

2. EXISTENCIA DE UN MODELO GEOMETRICO DE GEL'FAND PARA EL GRUPO DIEDRAL

DZn .

Ya que la suma de las dimensiones de las representaciones irreduci -
blesde G (n+2 si n espar y n+1 si n es impar) no divide el
orden de G entonces no existe un modelo geométrico de Gel'fand de largo

uno.
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2.1. Modelos Geométricos,de Gel'fand para el casc n-par.

- Construccidn del primer Modelo Ml .

Sean X el conjunto de los vértices P, del n-dgono regular, Y el

conjunto de las orientaciones de los lados del n-&gono regular y Z el con

n_

2

de los lados del n-&gono.

junto de los —-dgonos regulares inscritos con vértices en los puntos medios

PROPOSICION 1. La representacidn M, = LZ(X) @LZ(Y) @Lz(z) de G es un

1 L [

modelo geom&trico de Gel'fand.

Demostracidn: Es claro que la accidn natural de G sobre los conjuntos

X,Y v Z es transitiva y que

~ - ~~ - ~ 2
X_GG/(J> ; Y_.GG/(R} : Z_GG/(R)”(RJ)

yaque 120 = Idl , (W= mdl y 5@ = , Indl ,
{(ixte (Rt 6 {(RY = {rJ) 1t G

usaremos la reciprocidad de Frobenius [I.2.5] para investigar cudl es la des-
composicidn en representaciones irreducibles de G en cada caso. De este

. LB . .
modo si P °° es una rTepresentacidn irreducible de G , entonces el cAlcu-

1o de
[ a1 .6P =11, Res o™ P
{(s)>te G ¢ (1) (J2
[ Indl ,pa’ﬂ]G=[_1_, RESD’B]
(r¥t ¢ ¢! (r) (R}
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l Ind 1 s P ={1, Res pOt,B ]
(R®) @ (RI) T € G Gl(Rz)N(RJ)

B

C
nos d& cuenta de la multiplicidad de la representacidn irreducible P !
de G en las representaciones naturales Lz(x) , Lz(Y} y Lz(z) de G
respectivamente. En seguida haciendo uso del teorema de Mackey acerca de

la representacidn restringida de una inducida obtenemos que

[1l, Res Pa’g'-] =[1l, Ind (Res & © 1)]
(102 LI (R 4 Lo} C9?

=f1, Indl ] =1

{e} (I
pues Ind 1 = LZ(J) = E@E (B 1) , para todo &€ (R)A tal que
{e} (I -
o #1 .
si of =1

1 si B=1

[J_., Res pu’ﬁ](J) =[l, Res a@ B] =
ci(J3) (1)

0 si 3=B_1

Andlogamente para los otros casos obtenemos gque

n
==1 .
a .1 2 i
2@ =10V @6 o
i=1
1,8
’m = 1@ 7t
a LB
12y = 1@ H h.
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Asi M, es un modelo geométrico de Gel'fand.

- Construccién del segundo modelo M2 .

Sean X' el conjunto de los lados del n-3gono regular, Y como en
Ml y Z' el conjunto de los %w-égonos regulares inscritos con vértices

en los vértices del n-dgono regular.

PROPOSICION 2, La representacidon M = LZ(X')G-)LZ(Y)@LZ(Z') de G es
C T

un modelo geométrico de Gel'fand.

Demostracidn: Andlogamente como en la Proposicidn 1, el grupo G act@a na-

tural y transitivamente en estos conjuntos,
X' = G/ARI) ; ¥ = G/AR) ; 2' = c/(az) X{J)

y usando nuevamente el teorema de reciprocidad de Frobenius y el teorema
de restriccidn de Mackey obtenemos

T-1

o ,B 2 :
LZ(X.) - l@p -1 -'1@ @ pa ,l
i=1

!B_l

. 1
L2z = 1@e ' , Xwm=1@0

Por lo tanto M2 es un modelo geométrico de Gel'fand.
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PROPOSICION 3. Los espacjos XUYUz y X'UYUZ' no son G-isomorfos

y suministran los @inicos modelos geométricos de Gel'fand para G EEDZH >

I par.

Demostracién: Si XU YU Z fuese isomorfo a X' O YU 2' , la &rbita X

tendrfa que ser isomorfa a X' y la Srbita Z' a Z . Pero esto signifi-
caria que LZ(X) es G-isomorfo con LZ(X') y LZ(Z) con L2(Z') y 1o
cual es falso, pues no contienen las mismas representaciones irreducibles

de G .

Para demostrar que no existen otros modelos fuera de Moy M, » cal
culamos para cada subgrupo H de G 1la descomposicidn en representaciones
irreducibles de LZ(G/IQ . Para ello usamos nuevamente reciprocidad de
Frobenius y teorema de restriccidn de Mackey. Ademd@s observamos que si H
es un subgrupo de G entonces tenemos dos posibilidades para las dobles
clases entre (R} y H , a saber, si RPJ € B para algiin p entonces
(R)EH=G y si RPJ ¢ 1 para ningin p entonces hay dos dobles clases y
1

o
sus representantes son e y J . De este modo la multiplicidad de P°

serd uno para aquellos caracteres O tales que Res O =1 y seri
(r) I {R} NH

cero en los otros casos, si RPJ e ® para algin p . En el otro caso, es

-1
. . .. - 0. 0.
decir si RPJ ¢ H para ningin p , dado que @ 1_ o y P L p -1 .

tendremos multiplicidad dos para aquellos .0 tales gue - Res G =1
{(R) (R} NH
y cero en los otros casos.

Una situacidn andloga tenemos para las representaciones de dimensidn

uno.
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De este modo cobtenemos:

I) Para: H ={(R®) %{(xP3) , p par, m|n

m
9 .\l 7 -3 c::i.n/ml
L@ /8 =1@r @@ r **, m par
. i=1
-1
9 2 0‘in/m 1
L(GIH)=l®@P *> , m Jjmpar .
i=1

Para H ={(R") %{®P3) , p impar, mn|n

m
2 a-l’B-l 2...1 oin/m 1
1) L°G/H = 1P ®® r S, m par
i=1
m=1
2 in/m
e/ =106 0 1, n impar.
i=1

I1I) Para H={(R") , m|n

&
-1 .
3 101 o .8 2 = in/wm
LZ(G/H) =1@®p 1@0 ! ®er 1 1@@ 2p >, m par
i=
m=-1
1 2 in/m
- o3
LZ(G/H)=1__@p 1@+ 2p o impar .
(=1

De ésto, los G-conjuntos G /H cuyas representaciones naturales aso-

ciadas no tienen multiplicidades son sélo los G-comjuntos:
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G/H_ = G /{R™) ¥ (rRPS)

G/Hi=G/(R1) donde i = 1,2

¢ /{rPI) .

Las representaciones irreducibles de dimensifn dos aparecen en las
representaciones naturales LZ(G !/ Hm) . Por la Proposicidn 4.1 del Primer
Capitulo s8lo podemos considerar G-conjuntos G /-Hm donde (mi,mj) =1

i
¥ i# 3j . Si consideramos una familia {G /Hﬂ1 }0<i<r de tales G-conjuntos
i —— —
no podremos obtener todas las representaciones irreducibles de dimensidn
2 ya que el niimero de representaciones irreducibles de dimensidn dos que

obtenemos con esta familia es

si. m, es per, y

r m, -1 1 T

RSBy | D
j=0 j=0

si todos los m, som impares. En ambos casos la suma es menor que n/2 - 1,

(el nfimerc de representaciones irreducibles de dimensidn dos de G). Esto

resulta del siguiente Lema:

LEMA. Sea n niimero par positivo y {mi}§=1 C N talque m;{n, m; #n

y (m,,m.) =1 %i#3j entonces Z m, <n.
AN P
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Demostracibn: Por induccitn sobre r :

= > < < -
Sea r¥ 2 y supongamos m, n, entonces ™y + m, 2ml Xn

r

Supongamos que X m, <n para toda familia '{mi}

. tal
j=1 i=1, ...,

que miin y (mi,mj) =1 1i#3.
Sea {mi}i=1,...,r+1 tal que milm y (mi,mj) =1 para i#j
entonces si todos los m, son impares y suponiendo que my es menor que

todos, podemos escribir

rtl r+i
Z m. < 2m2 + Z m. .
j=1 3 j=3 3

La familia {2m2,m3, ey mr+1} consta de r elementos, son diviso

res de n vy son relativamente primos entre si, luego por hipdtesis de in-

duccidn

r+l T+l
m. <2m_.+ Z m, <n

j=1 4 2 =3 1

.

En seguida, supongamos gque m, es par, entonces m, > m,

¥i=2, (b.,r+1 & 3 i tal que my < m .

En el primer caso la suma queda

r+l r+l
z mj <2m, + Z m,

j=1 1 i=3

v en el segundo caso queda:

T+l r+l

Z m, < ¥ m.+ 2m,

5=1 3 j§=2 1
j#i
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Ya que a '{zml,m3,‘ csaey mr-*_l} y a {m2, seaey 2mi’ seuy mr'l‘l} se

les puede aplicar la hipStesis de induccifn obtenemos finalmente que

r+1
Z n. <n.
j=1 3

Por lo tanto para obtener todas las representaciones irreducibles
de dimensidn 2, nos queda considerar solamente los G-conjuntos ¢ /{rP3) .
Pero es claro que los G-conjuntos G /(RPJ) con p par son todos equiva-
lentes y lo mismo ocurre para los ¢ /{RPJ) con p dimpar (pues los esta-

bilizadores son conjugados).

De este modo, podemos concluir que los modelos Ml v M2 son los

finicos modelos geométricos de Gel'fand para G .

2.2, Modelo Geom&trico de Gel'fand para Dy, s O impar.

- Construccidn del {inico Modelo Gecmétrico de Gel'fand para D2n , n Jimpar.

Sea X el conjunto de los vértices del n-&gono regular e Y el con

junto de las orientaciones de los lados del n-&gono regular.

PROPOSICION 4. La representacién M = LZ(X)(:)LZ(Y) de G es el Qinico
T

Modelo Ceomé&trico de Gel'fand.

Demostracifn: G actda natural y transitivamente en X e Y . Ademas

X.’:’GG/(J) y Y’:GG/(R)

yn - rwm i, e

o T R B i
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y usando los mismos métodos que en las proposiciones anteriores obtenemos

que
(n-1)/2 i
2@ = mil =10 @ o **
(1 te i=1
y

1,8
12wy = 1®p L.

Asi M es un modelo geoméﬁrico de Gel'fand.

En seguida para demostrar que M es el {inico Modelo de este tipo,
calculamos de igual modo que en el caso anterior para cada subgrupo H de
¢ 1la descomposicidn de LZ(GIID en representaciones irreducibles de G,

obteniendo:

I para H ={R) » {(rPJ) mjln , 1<p<nm

LZ(G /H)

®

11 Para H=(R , nln.

(m-1)/2 0,.irl/m i

2@ /m 200 0l

]
[
®
2

[
[

Usando el mismo argumento que en la Proposicifn 3 deducimos que para
obtener todas las representaciones irreducibles de dimensifn 2 solo pode -
mos considerar los G-conjuntos (}/(RPJ) . Pero como es facil ver todos es
tos G-conjuntos son G-equivalentes entre si. Luego M es el finico modelo

para G. 0




CAPITULO IIi

NO EXISTENCIA DE UN MODELO GEOMETRICO DE GEL'FAND

PARA PSL(Z,EA) s Q pPprimo, gq > 5

Ya que todos los subgrupos H de G = PSL(Z,IFq) son conocidos [ Su]
es posible demostrar para la mayoria de los casos que la representacidn
natural LZGEI}D presenta multiplicidad mayor que uno. Para los casos
excepcionales usando la Proposicifn 4.1 {(Capitulo I), necesitamos sblo ana-
lizar un nfimero finito de "q" . Demostramos asi, caso por caso, que no
existe Modelo de Geométrico de Gel'fand para € . Para esto usamos nueva —
mente la Proposicidn anterior y resultados bdsicos de representaciones de

grupos.

3.1. Descripcidn de las representaciones irreducibles de G y sus clases

conjugadas.

Como G es el grupo cuociente de G = SL(2,IFq) con su centro, las
representaciones irreducibles de G son aquellas representaciones irredu-

cibles de G que son triviales en el centro.

30
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3.1.1. Representaciones Irreducibles de ¢ [ns].

Notaciones:

‘ﬂ’? : representacién de Steinberg de G de dimensidn q .

qtl
Ty ° representacidn irreducible de la serie principal de G asocia-

X
da al carBcter & , donde © € (IE‘_q.) y a? # 1 , de dimensidn

g+1
+ - . . . . . s
To T, ¢ Tepresentaclones irreducibles de la serie principal de
o’ o %
G asociada al card@cter no trivial U-o de IFq de orden
2, de dim (g+ 1) /2.
g~1

m, ¢ representacibn irreducible de la serie cuspidal de G asocia
da al cardcter wew , wz_#l , (W = {zEIE‘2 s, N(z) =

q
=1}, de dim(q - 1).

s Ty F representaciones irreducibles de la serie cuspidal aso -

ciada al caracter W € W~ de ordem 2, de dim(q - 1)/2 .

3.1.2. Representaciones Irreducibles de G .

- Sea q = 3(mod 4):

(-3 /4

+1
12 = l@qﬂ'q@ @ (g + 1) -:ragi ©

(q-3)/4
@ (q - 1) 17 @...9"—1 @._9—" 1) .
i=]1 o

x ~
donde & y W son generadores de ('JFq) y T respectivamente.
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- Sea q = l(mod 4) |

(q-5)
12 (psL(2, F ST ™ 1®mM® @ (g+ 1) "3?’@

@=D/6
®'(S;_ll";@£ﬂ%ﬁ“ @ @ (q-1 %!
[o]

i=1

donde & y W son como en el caso anterior.

3.2. Clases de conjugacidn y caracteres irreducibles de G .

Notacién: Los elementos de G los denotaremos por [: 3] .

!
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3.2.1. OBSERVACION. Considerando que G se inyecta naturalmente en PSL(2,TF 2) s
q

1 L - :
observamos que la imagen de [11 TruJ por esta inyeccidn es conjugada a

(E g] . Sea u€ IU tal que orden u = q + 1 entonces es claro que

[_01 ﬂ es un subgrupo de PSL(Z,]Fq) de orden (q + 1)/2

3.3. Descripcidn de los Subgrupos de G y propiedades.

PROPOSICION 3.1. Sea gq un nimero primo, q > 3 . Si H es un subgrupo

de G, entonces H es isomorfo a uno de los siguientes subgrupos:

a) Un subgrupo de Dq— (grupo diedral de orden q - 1)

1

b) Un subgrupo de Dq+l

c) Un grupo H de orden q(q - 1)/2 y sus subgrupos. (Un g-subgrupo
de Sylow Sq es normal en H y el grupo cuociente H /Sq es un
grupo ciclico de orden (q - 1)/2)

d) A& : grupo alternante sobre 4, de orden 12

e) S, * &rupo simétrico sobre 4, de orden 24 .

f) PSL(Z,ES) , de orden 60.

La demostracidn de esta Proposicidn se puede ver en [Su].

PROPOSICION 3.2. Sea H un subgrupo de G , q primo, gq > 35 .

Si H es isomorfo a un subgrupo de Dq—l 6 a un subgrupo de D

6 H es igual a Sq entonces Lz(ﬁ /H) tiene multiplicidades.

qt+l

Demostracidn: Observamos que es suficiente demostrar la Proposicidn para

el caso H =D 6 H=D 8 H=S58 ves si H' < H entonces
(g-1) (g+1) q P




12@ /me—> 12@ /1Y) .

Debemos diferenciar los casos

36

q 2 3(mod 4) y qF l(mod 4).

i) Sea gq = 3(mod 4)

X
Entonces -1 & (II:E‘q)2 . Denotamos por j auna raiz cuadrada de -1 en

E 2 L
q

Sea H isomorfo al grupo diedral de orden (q + 1) . Luego H es
isomorfo al producto semidirecto de un subgrupo ciclico de orden {q + 1)/2

y de un subgrupo de orden 2. Como q £ 3(mod 4) el subgrupo de orden dos

1

estd generado por elementos conjugados a [_01 0] . El subgrupo ciclico de

0 1
|-1 Tr
el Teorema de reciprocidad de Frobenius la multiplicidad de la representa-
q-1

e

orden (q + 1)/2 estd generado por u] . donde {u)= T . Usando

cidn 7w

g+l

3% ]

(g-1) [[0 1
+ ifl xwz -1 Tr{ul)

en L2(§/H) viene dada por:
1 { q-1 [ 1 o]
@+ %2 (o1
' -1 {To 11l -
wonng (3 9)

(1, Res X ;l)
GlH W

]+

+

(q¥l1)/2-1
b))

i=]

- {a- - Luge?h) + u@®H] -

(q+ 1) /2 [w(E?) + mﬁz)}} -

) (qtl)/2 .
=m{(q -1) -2 ifl wu™) + 2w(l) -
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- (qg+ 1) 12'(-2)} =

1
= — -1+ 24+qg+1)}p=2.
(q + 1) {(q ) . )}
Sea H isomorfo al grupo diedral de orden q - 1 . As1 H es iso -
morfo al producto semidirecto del subgrupo ciclico <[3 a(‘) :’), (orden a =
=q - 1) de G de orden (@ - 1) /2, con el subgrupo de orden dos gene-

rado por l:—ol é . Notemos que

N (I ER (P ER - PELR

c \

Calculamos la multiplicidad de la representacidn ﬁqEI en LZ(('Z-_/H)

w
donde w es un generador de 1I" de manera andloga al caso anterior obte -

niendo

—

(1, Res X371

el gy -fa=Dl2ey L 2] .

1
=———(q_1){(q-1)+(Q"1)}=2-

ii) Sea q = l(mod 4)

Sea H isomorfo al grupo diedral de orden (q + 1) . Luego H es

isomorfo al producto semidirecto del subgrupo [_Ol T:‘uj con orden u =
_ a 0 2
=q+1 y el subgrupo de orden dos C? -a donde a = -1,

aOEIF:l , pues 2‘{\(q+1)/2.
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[,

Calculamos la multiplicidad de la representacidn ﬂ_q-!-l en Lz(ﬁl H),

4
a
donde « es un generador de (IE":;)'s y obtenemos t
i
} J
atl 1 Lg+1) .4 b1
(l, Res x )'—"——-—-—{(q+1)+ c(a) +a(a’) =
Glu aé (g + 1) 2
!
S L9+ D)
_(q+1){(q+1)+2 2 } 2.

Sea H isomorfo al grupc diedral de orden (g - 1) . Andlogamente H
es isomorfo al producto semidirecto del subgrupo ciclico <[§ a{')l]> , domn~

de ordena=gq -1 y el subgrupo de orden dos generado por [aoo "EJ

donde a2 = <1 .,
o]

Calculamos la multiplicidad de la representacidn ‘ﬂ'q;]' en LZ(E /H)
a
y obtenemos
(e-1)/2-1 . >
(},_, Res xq-;l) = -—-—--l—l— {(q + 1) + z [az(al) + uz(a 1)] +
@H‘I o (q - ) i=1
2, -1
+(qg-1) /2[(12(.10) +a(a )]} .
Asi
(g-1)/2 .
(1, Res xq;]') = —'1—1— {(q + 1) + 2 z a(azz') - 20(1) +
' + 2 ‘—(L"""( ; l)} =2 .

' »'f/por @ltimo en ambos casos cuando H es un g-subgrupo de Sylow S

-

L
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. + -
entonces la multiplicidad de las representaciones qui en L2(G /Sq)
o

es 2.

PROPOSICION 3.3. Si existe un modelo geométrico de Gel'fand para G ; enton
ces &l tiene largo dos y uno de los G-conjuntos transitivos es G /K donde

K es un subgrupo de N (S5 ) tal que S ;_K‘C N (8) .
T 4 q =g

Demostracidn: Como no es posible encontrar un modelo de este tipo de largo

uno entonces, por Proposicidn (I.4.l) debemos encontrar al menos dos subgru-
pos H y K de G tales que G = HK . De modo que ¢q debe dividir el
orden de alguno de ellos. Supongamos que (q / |K| , entonces por Proposicidn
3.1. K es un subgrupo de un grupo de orden q(q - 1) /2 pues q no di-
vide el orden de ninguno de los otros grupos de la lista. Pero, como es fa-

cil ver, el subgrupo N_(Sq) satisface todas las condiciones de c), mas
G

alin Nﬁ(Sq) es el grupo médximo para el cual Sq es normal. Por lo tanto

K< N_ﬁsq) y como Sq presenta multiplicidades, K # Sq . Luego
G

S FR NG

2
Qv @b < il <SE oy adlsl.
G

Supongamos ahora que existe otro subgrupo J de G tal que L2(5/.J)

no tiene multiplicidades y consideremos la siguiente representacidn de G :
§ o o on e Bom g s Do
M=L1L@G /B @LG/RBLUEC /)
C C

Para que la representacién M sea un modelo de Gel'fand necesitamos

que G = HJ , pero como qﬁ\IHl entonces q]lJ] y por los mismos argumen-

tos anteriores obtenemos que
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g< o)< Loz,

luego G # JK y M no puede ser modelo geométrico de Gel'fand de G .

O

PROPOSICION 3.4. Supongamos que Sq j_K<- N

G

G = KH . Entonces se satisface la siguiente inecuacidn para el orden de H

(Sq) y H<G tal que

(3.1) lu| > g+ 1.

pemostracidn: Como |K| < q Lﬂ—%—ll entonces

&l < luflx] < fnl-95—2 .

2
Luego, como lal = ﬁS__:;ll

= q 2 , obtenemos de la inecuacidn anterior

que ]Hl > (qg+ 1) .

3.4. No existencia de un Modelo Geomé&trico de Gel'fand para G = PSL(Z,]Fq),

q prime, q > 5 .

TEOREMA 3.1. No existe un Modelo Ceométrico de Gel'fand para G , ¢ Pri-

mo, q~ 5 .

Demostracidn: Por las Proposiciones (3.2), (3.3) y (3.4) es claro que la

existencia de un tal modelo estd relacionada directamente con la existencia
de un subgrupo H de PSL(Z,EA) tal que L2(§/ID no presente multipli-

cidades y IHI sea mayor que (g + 1) . Los subgrupos diedrales de ¢rdenes
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(@ +1) y (q=~1) y los q-subgrupos de Sylow presentan multiplicidades.
Luego como ¢ no debe dividir el orden de H , resulta que los {inicos sub

grupos posibles pueden ser:

1) HEA
2) HeS

3  H=PSL(2,F) .

Si H= Aa , Sl& ) PSL(Z,TFS) entonces la inecuacifn (3.1) admite
las soluciones g <11, <23 y g2£39 respectivamente ya que

la,l =12, Is,| =24 v |PSL(2,]F5)] = 60 .

A continuacidn demostraremos caso por caso que o bien no existe un
subgrupo K de G tal que G = Ki cuando H es isomorfo a AA s Sl;
o PSL?.(]FS) , 0 en caso de que existan tales subgrupos K , Lz(alK) )

LZ(E /H) presentan multiplicidades o bien no alcanzan a ser un Modelo de

Gel'fand.

Distinguimos los casos q E 3(mod 4) y q £ l{(mod &) .

1) Sea H= A4 .
1. Sea q = 3(mod 4) , entonces la inecuacidén gq <11 implica que ¢

puede tomar los valores q =7 y 4q = 11 .

- Para q = 7 tenemos que |PSL(2,]Fq)| = 7-3-23 . Luego debe existir
en K un elemento de orden dos, pero iN-_(Sq)| = 7.3 . Por lo tanto
G

no existe K < G tal que para HEA&’ G = HK .




II.

2)

42

q-1
2
w

presenta multiplicidad 2 en LZ(E/H)_ . En efecto, como H= Aa en-

Sea q = 11 . En este caso demostraremos que la representacifn ¥

tonces en H hay ocho elementos de orden 3 (correspondientes a los
3 ciclos), 3 elementos de orden 2 (correspondientes a las transposi-
ciones) y la identidad. Como se sabe, hay un {nico 3-subgrupo de
Sylow salvo conjugacifn. Por lo tanto los elementos de orden 3 estén
repartidos en dos clases de conjugacidn, cada una con 4 elementos.
Los elementos de orden dos son conjugados a [_01 a . Como

3‘{,-£ﬂ;—1-l entonces los elementos de orden tres son conjugados a

0 1 0 1 o
l:_l Tr(u?)| ¥ 2 |:1 Tr(ul*)J . De este modo la multiplicidad de

'rrq';l en LZ(E/H) viene dada por

w

(1, Res x%;)
GIH o

_.'{}f {10 - 4 w2(u2) + wz(ulo) + mz(ua) +
+ 2 wdl - AP + wz(ug)]} -

L
12

{10 A R Y 5} -

1 -
12{10+8+6}-—2.

Para el caso g £ l(mod 4) no existe q <11 .

IR

Supongamos que H £=§

L e

e
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Sea q = 3(mod 4), entonces las soluciones para q < 23 son
q=17, 11, 19 y 23 . Pero para q = 11, 19 S& no es subgrupo de G

pues 24 no divide el orden del grupo.

- Sea q =7 , entonces hay una {Unica posibilidad para K y ésta es

K = N_ﬂS7) pues |N_(S7)| = 7.3 . Pero la suma de las dimensiones de
G G

LZ(EIH) y LZ(E/K) menos uno es l4 y la suma de las dimensiones de
las representaciones irreducibles de PSL(2,1F7) es 28. Luego

Lz(E/H) @Lz(E/K) no es un modelo geométrico de Gel'fand y vimos
T

que no es posible completarlo.

- Sea q = 23 . En este caso resulta que la representacion ﬂq;l presen
w
ta multiplicidad dos en LZ(G /H) . En efecto, como es sabido 5& tie

ne 8 elementos de orden tres divididos en dos clases de conjugacidn,
6 elementos de orden cuatro divididos en dos clases de conjugacidn y

9 elementos de orden dos. Luego

(1, Res xqgl) - f% {6 - 4[w2(u4) * wz(aﬂ)] = 4[w2(U8) +
GiH

P - et + PE) -

-+

Y ul?) + 2@ - Al w®) + w2<56>]} -

?15 {22 -~ 4[m(u8) + m(EB)] = Alu(us) + m(US)] -

Hw@w®) + 0@ - Aow® + o@®] - 9.- 2} =

-215 {22 + (=be= 1) + (=be= 1) + =3:0 + -3:0 + 18} -
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Sea q = 1{(mod &) . Las soluciones para q < 23 son gq =13 y
q= 17 . Pero 54 no es subgrupo para el caso q = 13 pues

24 |PSL(2,F 4) | -

Sea q = 17 . Como |PSL(2,]F17)| = 1'1'-32-24 necesitamos que 3/ ll(l

pero [N__(SN)I = 17.2° . Luego no existe un subgrupo K tal que
G

G = KH .

Supongamos que H = PSL(Z,FS) .

Sea q = 3(mod 4) . Los nimeros primos menores o iguales a 59, con -
gruentes a 3 mddulo 4, para los cuales PSL(Z,'JFSJ podria ser un sub-

grupo de PSL(Z,IFq) son: gq = 11, 31, 59 .

Sea q = 1l ; entonces |N_(Sll)| = 11.5 , Luego tenemos una Unica

posibilidad para K , a saber K = N__(Sll) . Pero la suma de las di-
G

mensiones de LZ(C-/K) y Lz((T/H) menos uno es 22 y este nimero
es menor que la suma total de las dimensiones de las representaciones
irreducibles de PSL(Z,IE‘H) .

5

Sea q = 31; como |PSL(2,IE‘31)| = 31434527 = 31.23.60 necesitamos

que 2 divida el orden de K , pero el orden de N_(S31) es 31.3.5

G
luego no existe un subgrupo K de 'PSL(Z,IFB) tal que G = KH .

Sea g = 59 . Demostraremos que Lz(EIH) presenta multiplicidades.
En efecto, el orden de G es 59-5-22-5-29 . Como es f&cil ver en
PSL(Z,]FS) los elementos de orden cinco forman dos clases de conjuga-
¢idn cada una con 12 elementos. Hay 15 elementos de orden dos y dos

clases de conjugacidn para los elementos de orden tres cada una con

I,
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10 elementos. Podemos pensar que las clases de conjugacidn de los
elementos de orden 5 est&n representados por elementos de la forma:
[z; Tr(iGR;] para 1 < k < 5 . (Cada clase con un k distinto).

. 0 1
Los elementos de orden dos son conjugados a [;1 Tr(ulsi] vy los

. 0 1 > 0 1
elementos de orden 3 conjugados a [;1 Tr(uloi] o [;1 Tr(uZO;] ’
donde {(u) =T .

Entonces

6kl 6k

= {58 12wt b o+ oP@ L

{1, Res x5§> =

Gig ¢

N -

6k 6k
- 12[m2(u 2) + wz(ﬁl 2)] - 10[w2(u10

+ o 10)] - 10[m (u 9 & wz(uzo)]

15wl W) + W @) =

1 12k 12k

- {58 12we 1) + w@ L

)y +

12k 12
e Y+ e@ 2] - 100wt - o?D] -
- 15.- 2} =
_ 1
= 60 {58 - 12~ 1+ 20 + 30} .

Sea q = l(mod 4) . Las Gnicas soluciones posibles son: q = 29 y
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- Sea q =29 . Ya que |N_(529)| = 29.7 1la Gnica posibilidad para K
G

es K = N_(Szg) . Pero la suma de las dimensiones de las representa-
G

ciones irreducibles de PSL(2,29) (igual a 436) es mayor que la suma
de las dimensiones de L2(§/H) y- LZ(C'IK) (igual a 263). Luego

como vimos antes no puede ser completado.

- Sea q = 41 . Como |PSL(2,IF41)| -='£;1-7'-5-El-23 necesitamos que 7

divida el orden K pero esto es imposible pues 7 no divide el orden

del NC(S41) . Por lo tanto no existe K tal que G = KH .




CAPITULO IV

EXISTENCIA DE UN MODELO GEOMETRICO DE GEL'FAND

PARA PSL(2,TF,) y PSL(2,TF,)

Para grupos finitos G existe, sc';lo en casos excepcionales, un G-con
junto X tal que LZ(X) es un modelo de Gel'fand para G . El grupo
PSL(Z,IF3) es uno de estos ejemplos excepcionales pues el G-conjunto

X = IFg\ IF3 provisto de la accifn homogrzfica nos proporciona un modelo

geométrico de Gel'fand.

Para PSL(Z,]FS) no es posible encontrar un G-conjunto con las carac-

teristicas del caso anterior, pues la suma de las dimensiones de las repre-
sentaciones irreducibles de PSL(Z,]FS) no divide el orden del grupo, sin

embargo existe un modelo geométrico de Gel'fand de largo dos.

4.1, Modelo Geométrico de Gel'fand para PSL(Z,]FB) .

Consideremos X = ng\ 11“3 provisto de la accidn homografica de

. . a b
[= [ -
PSL(2,IF3) , &5 decir, si [c d:l PSL(Z,IFB) y z IF9 ]F3
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a b .z az+bh
c d cz+d°’
PROPOSICION 4.1. La representacidn natural Lz(x) asociada al G-conjunto

X es un modelo geom&trico de Gel'fand.

Demostracifn: Sea i€ :lF9 \ :[F3 tal que i2 -1 .

Es f3cil ver que

. 0 T
StabPSL(Z,IFB) ti} = <[—1 ;l) =",

luego

Xz PSL(2,'.IF3)/H

y por lo tanto LZ(X) Eb Ind 1 .

Usando el teorema de reciprocidad de Frobenius y la tabla de caracte-
res calculamos la descomposicifn en representaciones irreducibles Lz(x)

obteniendo

@ = 1@m O @1, .
o 0
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4.2. Modelo Geométrico de Gel'fand para PSL(2,]F5) "

Sea X = ((]F5 x IFS) \ {(0,0)})/~ donde (x,y) ~ (x',y') sIy sblo

si x'==x y y'=-y, (xvy,x',y'€ !Fs) .

Definimos la siguiente accidn de PSL(Z,IFS) sobre X . Sea

[x,9) € X y E bﬁEPSL(ZIF)
’ e dl TS
a2 b]
. d-[x,y]=[ax+by, cx + dyl

Un simple cdlculo nos d& que Stab {[1,0]} es el subgrupo

PSL(Z,IFS)
a=1{! 2 epsL2,F,) . a€ T
0 1 y g ® 5
. 2
Asi L7(X) §G Ind 1
ATPSL(Z,IFS)

y usando m&todos anidlogos obtenemos que
+ -

Lz(x) =i®1ri®'nu @‘na .
o (o

Consideremos el siguiente subgrupo de orden 12

SR AL

Entonces el natural G-conjunto transitivo Y = PSL(Z,IFS) /B consta

de 5 elementos y naturalmente

LZ(PSL(Z,IF5) / H) =_1_@7r42
w
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La accibdn de PSL(.?..,]I"S) sobre este G-conjunto de 5 elementos podemos
comprenderla en el siguiente contexto: Se sabe que PSL(Z,IFA) = PSL(Z,IFS)
y PSL(?-,IFA) actlia naturalmente en T, (]FA) . Luego podemos decir que
PSL(Z,]FS) actiia en IE’1 (1}‘4) . La descomposicidn de Lz(IPl (15‘4)) en repre

sentaciones irreducibles de PSL(Z,]FZ‘) es
2 _ 4
LY(®, (F,)) = 1@7, ,

donde 'n';f es la representacidn de Steinberg de PSL(Z,]FQ) v la descompo-
sicidn de LZ(IPl (IF4)) segin la accidn de PSL(2,]F5) es la misma que pa-

ra LZ(PSL(Z,IE‘5) /H) . Luego

2 ~ 2
2) La representacidn de Steinberg ﬂi} de PSL(Z,]FA) correspon

de a la representacidn cuspidal 1r42 de PSL(2,]F5) .
w

PROPOSICION 4.2. Sean X e Y 1los G-conjuntos definidos anteriormente,

entences
M= 2@ @i
T

es un modelo geométrico de Gel'fand para PSL(Z,]FS) .




CAPITULO V

UN MODELO DEBILMENTE GEOMETRICO DE GEL'FAND

PARA PSL(Z,]Fq) {car ]Fq # 2)

5.1. Modelo débilmente geométrico de Gel'fand para © = PSL(Z,]Fq) .

g = 3(mod &) .
Vamos a considerar los siguientes subgrupos de PSL(Z,]Fq) H

A, Un subgrupo diedral H de orden q + 1 . As1 H es el producto se-
midirecto de un subgrupo ciclico J de ordem (g + 1) /2 isomorfo al sub

0 1 o -
grupo generado por [;_1 Tr(u*)] , donde { u,) = Il y un subgrupo ciclice I

de orden dos isomorfo al subgrupo generado por [_01 (l):l :

B. El subgrupo ciclico J de orden (q+ 1) /2 de H.

C. El subgrupo diedral K de orden (q + 1) /2 de B . Asi K es el

producto semidirecto de un subgrupo ciclico J'<J de orden (q + 1) /4

el cual es isomorfo al subgrupo ciclico generado por I:—Ol Tr (luz)-] donde
*

{u,) = U , y el subgrupo I descrito anteriormente en A .
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D. El subgrupo normalizador T = {E; EEJ € G} de orden q(q - 1) /2
del subgrupo de las matrices unitriangulares superiores (T = NG(Sq))
Observemos que Sq es el Gnico subgrupo de Sylow de T . Luego en T hay
(g - 1) elementos de orden q vy los Ordenes de los otros elementos son
divisores de (q - 1) /2 ya que (q, (g - 1)/2) =1 y el grupo cuocien-
te T/Sq es ciclico. Como sabemos G = PSL(2,]Fq) actlla natural y tran-

sitivamente en los conjuntos G/H , G/J , G/K y G/T.

Estudiamos la descomposicidén en representaciones irreducibles de G
de las representaciones naturales de G : VLZ(G /a , LZ(G/J) ’
1-2 (G/K) vy L2(G/T) . Aplicando el teorema de reciprocidad de Frobenius,
la estructura conocida de los subgrupos en cuestidn y las tablas de clases

de conjugacidn y de los caracteres de G , obtenemos lo siguiente:

- Descomposicidn de L2 (G/H) .

~

Sea w un generador de I~ , o un generador de (IF:)

(l,R q) =;{+ n—l}:O

1 1
(1, Resxq+) =—-——{(q+l)+Q'O}=1
ge X BT @D
(1, Res x93 ¥, = — {(q - -z K o™ -
GH W . A UET~{£1}
u~u

- (:q-;_ll [w?'k(u ) + wzk(a )7;}
(0] (o] J
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donde u  es una rafz cuarta primitiva de 1 . Considerando que

s oE@®=2 2w

vem\ {+1} ueW\ {1}
w1 u~u
y ka(uo) = (-1)k R

obtenemos

q-1 0 k par

GH w 2 k impar
+ 1 1 (g +1)
(1, Res . ) =-——-{—cq-1)— 3 w(u)-—q—"'w(u)}
GlH Xo"::o B @+ D)2 uel ~N{+1} © 2 °°
u~a
Como (q + 1) /2 es par z wo(u) = -1 y ya que
wen {+1}
wru

= o1y (atD) /4
wyu) = (1)
se obtiene
1 si (q+ 1)/4 es impar
(1, Res X ,) 4 =
GH w 0 si (g+1)/4 es par
De este modo
(q-3)/4 (q=-3)/4
2 _ qtl q-l
L/ = 1(®) @ T 2i® @ 2 2i®ﬂ +®1r _
i=1 o i=1 w wo mo

i impar
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si (q+ 1) /4 es impar.y

@D gy (@D

t2c/m) = 1@ @ "u® @ 7 o
i=] w
i impar

si (q+1)/4 es par.

Siguiendo el mismo tipo de consideraciones obtenemos la siguiente:

- Descomposicifn para 'LZ(G /13 .

(q-3) /4 (q-3)/4
LZ(G/J) l@wq@ @ 27rq+1@ @ @w @'n

~ Decomposicidn para L2(G /K .

(q-3)/4 (q-3) /4 - -
2@ /v = 1@ @ @ 2¥® @ wL® ©® 1%
o i=1 w w

si (q+1)/4 es pary

(q-3)/4 (q-3)/4 _ (q=3)/4
2@ /% = 1O @ qﬂ @ *® @©
i=1 w i=] w
i dimpar i par

CLINGLES
w W

si (q+ 1) /4 es impar.

Rl Tt

e e e sw -

e it * ey S ey = b= = A

.

. e e —e— e A ——— = < {rp - gt
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- Descomposicidn para L?(G /T) .

126/ = 1@®n7 .

PROPOSICION 5.1. Sea M la siguiente representacidn (en principio virtual

pero en realidad ordinaria) de PSLZ(EA)

M =12 /) + 126G /1) - 126 /k) + 2@ /D - 126 /6)

Entonces M es un modelo débilmente geométrico de Gel'fand para

1

PSL(Z,EA) » q = 3(mod 4) .

La demostracidn es clara después de las observaciones anteriores.

5.2. Modelo de Gel'fand débilmente geométrico para PSL(Z,IFq) .

q = 1l(mod 4)
Consideremos los siguientes subgrupos de PSL(Z,EA).

A. Un subgrupo diedral D de ordem (q - 1) . Por lo tanto D es el pro

ducto semidirecto de un subgrupo ciclico E de orden (q - 1) /2 isomorfo

0

al subgrupc generado por [3 a=

i] ’ donde (a) = E: , ¥ un subgrupo ciclico

a 0
C de orden dos isomorfo al grupo generado por [5’ -a;] , donde ai = -1

B. El subgrupo diedral B de D de orden (q-1)/2 . Asi B es el

producto semidirecto del subgrupo ciclico E' de E de ordem (q - 1) /4
2

el cual es isomorfo al subgrupo generado por [i) agé] donde a es como

en A. y el subgrupo ciclico C descrito anteriormente.




Andlogamente a lo desarrollado para el caso q =

mos la descomposicibn de las representaciones naturales

12(c / B)

siguiente:

- Descomposicifn de LZ(G/D) .

(q-5)/4
/o) = 1@7i@ @
i par
si (q-1)/4 es par
LG /D) = 1® 2] @ @ L
o
i par
si (q - 1)/4 es impar,
- Descomposicidn de LZ(G /B
2 (q-5)/4
G/B) = 1@ O @ 7,
i=1 ost
i par
(q-1)/4
Or Ox O @
o o =1
si (q-1)/4 es par.

(q-5)/4

%
i=1

-i impar

o
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s 3(mod 4) , estudia-

(g-1) /4

2“21@” @“ @ @

21

T
W

1%(¢ / )

en representaciones irreducibles de PSL(Z,IFq) s obteniendo lo

21

y




CAPITULO VI

EXISTENCIA DE UN MODELO DEBILMENTE GEOMETRICO

DE GEL'FAND PARA Gl(n,Eﬁ)

1. NOTACIONES Y DEFINICIONES.

Sea V espacio vectorial de dimensidn n + 1 sobre el cuerpo F .

Denotemos por Gn+1 al grupo de las transformaciones IFq-lineales sobre

V L

En Gn+1 consideraremos los siguientes subgrupos:

1.1. Grupo afin An : Sea & el conjunto de todos los espacios afines de

dimensidn n contenidos en V que no contienen el origen. Gn+l actiia

en & mnatural y transitivamente, (E€ &, g€ G g'E = g(8)) . Fi~

o+l ?
jemos el espacio afin E, = e 11 + (el, ey en) en & , entonces podemos

jdentificar el grupo de las transformaciones afines del espacio afin Eg
con el subgrupo estabilizador de E, Por la accidn de Gn+1 en & . Este

serd denotado por An y sus elementos son de la forma:
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1.2. Denotaremos por Un+ al subgrupo de An de las matrices unitriangu-

1

. P i
lares superiores. (Un+1 An)

1.3. E1 grupo simpléctico Spk de las formas bilinezles antisimétricas de

dimensidén 2k . (Spk < GZR)'

1.4, Para cada 0 < 2k < n+ 1 introducimos las siguientes notaciones:

1.4.1. E1 subgrupo G(k) de Gn+ de 1as'matrices de la forma

)

donde u €U

atl-2k Y S €SP -

Observemos que G(0) = Un+1 H

1.4.2. E1 subgrupo N(k) de Gn+1 , cuyos elementos son de la forma

b

donde g € G K y h€G

n+l-2 2k

Notemos que G(k) es subgrupo de N(k) ;

1.4.3. E1 subgrupo L(k) de N(k) de las matrices de la forma
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g 0 .
0 b
y H(k) el subgrupo normal de N(k) cuyos elementos son de la foima

mtl-2k
2k

Es inmediato que

N(k) = L(k) & H(k) .

i.5. Banderas afines.

Sea E € & un espacio afin de dimensién n cualquiera de & . Demo
taremos por B(E) al conjunto de las banderas afines completas de E . De

este modo un elemento b € B(E) serd una n-cadena:

C... CE

Eo c El n-1

donde E; , 0<i<n-1, esun subespacio afin de E de dimemsién i .

1.6. Banderas afines incompletas.

1.6.1. Sea [n - 1] = {0,1, ..., m =1} ¥ Pk[n - 1] el conjunto de todos
los subconjuntos de [n - 1] de cardinalidad k , donde 0 <k<n . Cuan-

do n esté fijo anotaremos sdlo Pk .

1.6.2. Para cada IC[n-1] , BI(E) denotard el conjunto de las bande -

ras afines incompletas a las cuales les faltan los subespacios afines de di

mensidn i (i € L) para ser completas.
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1.6.3. Para cada 1 C{n,- 1] existe una aplicacidn epiyectiva PI de
B(E) sobre BI(E) tal que conmuta con la accidn natural de An en ambos

conjuntos.

En efecto, sea b € B(E) y definamos por PI(b) =3 bI a la bandera
incompleta de BI(E) que se obtiene al quitarle a la bandera b los subes
pacios afines de dimensidn i , con i€ 1 . Es claro de la definicién de

'PI , que ella es epiyectiva y conmuta con la accidn natural de An en

B(E) y B (®) .

NOTACION: 1) 8i I = {i} entonces P =: P, , Bl(E) =: BYE) ¥

i

2) si I=¢ , entonces Bl(E) = B(E) ¥ PI es la aplicacidn identidad

sobre B(E) .

1.7. Finalmente LZ(BI(E)) , ICln-1] , serd el espacio de Hilbert de

todas las funciones de BI(E) en €.

1.7.1. Observamos que a partir de la aplicacidn PI podemos definir el ope

rador lineal inyectivo P; de LZ(BI(E)) en Lz(B(E)) dado por

P

B(E) ———> BL(E)

*
PI(h) =he®° PI h
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* - -
1.9.3. Es claro que, para h € LZ(B(E)) t h€ PI(LZ(BI(E))) sl y sdlo si
para todo b € B(E) 1la funcidn h restringida a PEl(bI) es la funcién
constante igual 2 h(b) .
NOTACION. ¢ designard la funcifn constante c .
1.9.4. El operador P; es un operador de entrelazamiento entre las repre-
sentaciones naturales LZ(B(E)) v LZ(BI(E)) de An . (Esto es consecuen

cia de 1.8.3.).

Penotaremos por LZ(BI(E))Q' a la imagen de LZ(BI(E)) por P; .

a2@EhE)” < LABE)) -

2. REPRESENTACION AFIN DE STEINBERG Y REPRESENTACION DE GEL'FAND-GRAEV.

Representacifn afin de Steinberg.

DEFINICION 2.1. Sea Y un cardcter no trivial de (IFq)+ y Wo la repre

sentacidn unidimensional no singular de Un+1 definida por

n
¥ (u) = ‘i‘[ z

u, .
i=1 1,1+1]

= e = .
donde u (ulJ) Un+1

DEFINICION 2.2. Llamamos representacidn afin de Steinberg a la representa-

cidn Tnd ¥ del grupo afin A -

Un+11An

TEOREMA 2.1. (Gel'fand [G ] y Fadeev [Fa]). La representacidn afin de Stein
berg es irreducible y es la dnica representacidn irreducible de dimensidn

O
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Sea E €& un espacio afin y consideremos la representacidn natural

(LZ(B(E)),T) de An , obtenida a partir de la accidn de An sobre B(E)

TEOREMA 2.2. (G. Lusztig [L ]1). Sea St el subespacio vectorial de las

funciones f € LZ(B(E)) tales que

(1) b)) f(b') = 0
(b‘)1=b1

para todo b € B(E) y para todo i€ [n - 1] , entonces St es una sub-

representacidn irreducible de T cuya dimensidn es (qn—l - 1) wew (g = 1)

Demostracidn: Es claro que St es un subespacio estable por T .

Sea b € B(E) y denotemos por K al subgrupo estabilizador de b

por la accién de A en B(E) . Entonces

LP@BE),n =, (md1) .
n KFA
n
Luego, para demostrar que la subrepresentacidn St de T es irre-
ducible basta demostrar que el subespacio vectorial StK de los vectores
fijos por K en St es unidimensional. En efecto, basta observar que co

mo St es subespacio de L2(B(E)) entonces

dim End, (St,St) < dim Hom, w2 (B(E)),St) .
n n

Luego, por el teorema de reciprocidad de Frobenius

2
Hom, (L (B(E)),St) §HomK(_1_K, Res St) .
n An¢K
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Es claro que HOmK[lK, Res St) = StK , de modo que
A +K
n

dim EndA (st,st) =1
n

y por lo tanto St es irreducible.

G. Lusztig [L ] demuestra que existe un Gnico f € St (mdulo mul-
tiplicar por un escalar) tal que V¥ k€K, Tk(f) = f ., Adem3s, usando
una descripcidn homoldgica para la representacidn afin de Steinberg, se
demuestra mediante sucesiones exactas de homologia que la dimensidn es
(qn-1 - 1) ... (@ - 1) . Una descripcidn andloga usa también L. Solomon

[so].

COROLARIO 2.1. (de Teoremas 2.1. y 2.2). La representacién St de An
es isomorfa a la representacidn afin de Steinberg Ind Y .

Un+1TAn

En lo que sigue, demostraremos que la representacidén afin de Stein-
berg estd en el Anillo de Burnside ﬁ(An) de las representaciones natura-
les de An y, més aln, es isomorfa a una suma signada de representacio-

nes naturales de An asociada a An-conjuntos transitivos.
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Algunas Observaciones y_Proposiciones acerca del espacio de Hilbert

12(BE)) .

PROPOSICION 2.1.

2 nol g i\
L (B(E) = se(D T LTBE) .

i=0

Demostracidn: Basta notar que la condicidn (1), que caracteriza a las fun

ciones f € St , significa precisamente que
] ~1l
fE[E L(B(E))]
i=0
OBSERVACION 2.1, Sean I C I' C[n - 1] , entonces

2E @)y < 2@ E) T 9 LAEE) .

Demostracidn: Es consecuencia del hecho que si I € I' entonces para to-

do b € B(E) ,

-1,.1 -1, 1"
PLT(b) € PLiGT )

OBSERVACION 2.2. Sean I1,J C[n - 1] , entences

ot

2EE) ” n @@ T = te™en T .
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.- 2 ,IY3 ~
Demostracifn: Es claro por Observacion 2.1. que L°(B" "(E)) es subespa

cio de LE@YEN TN 2@ EN

Para demostrar la contencifn reciproca observemos que si b ¥y

b' € B(E) son tales que b = (b’ ) entonces podemos encontrar una
bandera b" tal que (b“) = (b') y (b")J = bJ . En efecto, ya que

.. TJ
(b')IUJ = bI J , para todo k€ N - (I VU J) los subespacios afines de

dimensién k de b y b' son iguales., Ademds si b" es otra bandera
tal que (b")I = (b')I entonces para todo k€ W - (IVJ) CWN -1

los subespacios afines de dimensién k de b" , b' y b son iguales.
Escojamos entre las banderas b" tales que b") = (b’ ) aquellas don-
de, para todo k € (I - J) , los subespacios afines de dimensidn k de

b y b" son iguales. Luego si b" es una de estas banderas se tiene
que para todo k€ (I - HUN - (LVJ =W -J los subespacios afines

de b" y b de dimensién k son iguales, es decir (b")J = ‘bJ .

Sea h € Lz(BI(E))ﬁ'n LZ(BJ(E))&:.y sean b y b' banderas tales

que (b’ ) ™I I J ; por lo anterior existe una bandera b" tal que

oml=ont y om?=v.
Luego
h({b) = h(d") = h(b") .

Por lo tanto, h es constante sobre (P )-l(b) , es decir

ne @™ @)

Vg
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DEFINICION 2.3. Para cada JC [n - 1] , denotaremos por HJ al operador

lineal de LZ(B(E)) en Lz(B(E)) definido por

1
(2) M_(£)(b) = — z f(b")
J C; b'a’;l(b-‘)

para todo f € LZ(B(E)) , para todo b € B(E) y donde

¢, = [2j'eN ] = 1 2o
€ ?

q i=0
S A N
BRI

q+1 j#0.
PROPOSICION 2.2. Sea JE€ Pk , (0 <k<mn), entonces
D watE®) = LEE)”
2y wal@Een ) = PEen” o T Ueien”

IEPk+1

3) M‘J es un operador de entrelazamiento.

Demostracidn: 1) y 2) son consecuencia directa de la definicidén misma de

MJ y de las Observaciones 2.l. y 2.2.

3) Sea g € An ;s £ € L2(B(E)) y b € B(E) entonces

o - b '

M) ¢ TO® =, e | (£) (b")
J

-c s £(g”len")

3 brep;lv?)




. =c z £(b™) .
7 geprersie?)

Si g*b" € P;l(bJ) entonces PJ(g-b") = PJ(b) y luego como PJ
conmuta con la accidn de An en B(E) obtenemos que g'PJ(b") = PJ(b)

o equivalentemente b" € Psl((g_l'b)J) .

Luego

C z £(b")

(M. e 7 )(£)(b)
J g J b"ePsl((g_l'b)J)

M (£) (g7 +D)

n

(T, ° M ®)

COROLARIO 2.2, Sea J € Pk , entonces

a) MJ[ > L2<BI<E>>”] « T 12@@En <fE @
€P P

1#J JCI

v o[ 2 PEenT] e 2 PeEen”

&Pl P
LEMA 2.1,
> 2@ @) 2 EtEn” =,
JEP €P 11 _ o

© [chchE))”/ 2 r@teEn”
=P P41

JCI
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Demostracifn: Por Corolario 2.2. b)

w2 dEenT| ez e’
e P

podemos definir el operador MJ por paso al cuociente, Denotemos por h

a la clase mbdulo b LZ(BJ(E))N' de una funcidén h perteneciente a
c
€71
z LZ(BJ(E))ﬁ; entonces
JEPk

MJ(h) = MJ(h) .

Observemos que:

1) Hy oM, =H
2) M;eM =0 si J#1T

va que si h € LZ(BJ(E))&’, por la definicidn misma de MJ , Se tiene que
MJ(h) = h y por la Proposicidn 2.2. MJ(Lz(BI(E))A' es subespacio de
z eteny”.
P
Luego la familia {ﬁﬁ 1 J € Pk} es una familia de proyectores, que
induce la descomposicidn en suma directa de subespacios del espacio cuo -

ciente en cuestidn. Demostraremos que estos subespacios son Anwisomorfos

a los espacios cuocientes del Lema.
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Definamos el siguiente operador lineal £ .

£l T L2Elen” > LZ(BI(E)f] -
I\iep 1€P
k k+1

o LZ(BJ(E))N/ z 2@t m)
I€P 41

JCI

tal que I(MJ(h)) = MJ(h)

donde MJ(h) denota la clase de MJ(h) en el espacio vectorial cuocien-

te LZ(BJ(E))~/ z LZ(BI(E))N 8
I€P 1
JCI

Veremos primero que £ estd bien definido, es decir su definicidn

no depende del representante escogido.

i L no depende del representante pues si MJ(h) = MJ(h') entonces

M.(h-nye T 12@'@En".
4 1P
K]

Aplicando MJ a ambos lados y usando la Proposicidn 2.2. 2) obtene

mos que

M (h-h') € T 2™ eEn”

1P

y por Observacidn 2.1. tenemos
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z 2e™En” « z @@y
TP P41

LS

y por lo tante

MJ(h) = Mj(h') .

- L es claramente epiyectiva.

- £ es inyectiva pues

r @@y « T dEte)” .
€P 4 1Py
Jct

Consideremos las representaciones

{LZ(BJ(E))N/ z LZ(BI(E))"',?J]
1EP
k+1

JCT
de A donde:
n
= = - c
(ty g(h) 'rg(h) (8 € A)
y las representaciones (Im M. , T; _) de A_ donde
J n
I M
J
[?I In ﬁ] (M. (h) = 7, (M (R)) (g € G) .
J'g

Es claro que ellas estén bien definidas pues estamos considerando

subespacios estables,
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A partir de la definicidn de estas representaciones, L es clara -

mente un Ah—isomorfismo y por lo tanto hemos demostrado el Lema.

COROLARIO 2.3. Sea I C PkIn - 1] ; denotemos por Pk+1(1) al subconjunto

de los 1'E€ Pk+1 tales que I' contiene al menos un I € I , Entonces

z 2@ E)” 3 @ @ =,
€] I'ePk+1(I) n

® [LZ(BI €)Y / r %@ (E))"’]

1€1 I'EPk+1(I)

ICL'

Demostracidn: Basta considerar la familia de proyectores {ﬁ& : JE T}

y cbservar que

M| E Lz(BI(E)f'] 4  z  *aten”
1P, , (1) 1€P, (D

debido a la Proposicidn 2.2. E1 resto es andlogo zl Lema 2.1.

TEOREMA 2.3. Sea 0<k<n

: Eten s @ [LZ(BIcE))”/ oz LZ(BI%E))'”}
IEPR n IEPk I EPk+1

cr!

@ = &t
IEPk+1
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Demostracifn: Resulta del Lema 2.1.

Después del Teorema 2.3 estamos en condiciones de demostrar que la
representacién de St pertenece a R(An) . Recordemos que [V] € ﬁ(An)

denota la clase de las representaciones naturales An-isomorfas a V.

OBSERVACION 2.3. Debido a que P; es un monomorfismo (de representacio -

nes) para todo I C[n - 1] , entonces es claro que:
2,1 ~ 2
(LB E)7] = 11°E"E)]
para todo I C[n - 1].

PROPOSICION 2.3. Sea £ < n :

-1k > [LZ(BI(E))}]

1 IEPk[ £2-1)

™M ¢

1,
[z L (B (E)) :l -

i=0 k

Demostracidn: La demostraremos por Induccidn sobre £ . Sea £ =2 , en -

tonces aplicando el Corolario 2.3. a I = {{0}, {1}} obtenemos

@)+ 16t e 2,
n

L2(8°<E)>;7/ 2@ U EenTe L2(31<E)):// 12801} gy

@ 2@ %))y,

Luego en R(Ah)
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v

1 . 2
[z 2EEyT) = £ 0¥t T niEte))
i=0 k=1 IEPk[ 1]

Supongamos valida la Proposicidén para todo {' < £ entonces

21 . . k-2 .. ¥ -
> 12@YE) = 2@tE)) + 2@ L)
i=0 i=0

Como en general para cualquier par de subespacios vectoriales

Vl,V2 de un espacio vectorial se verifica que:

== N
v1+v2f-—vl/vlnv2® v, 1V, v,®v, nv,

£-2 ; -
y por hipdtesis de induccidn Z LZ(BI(E)) pertenece a R(An) entonces
i=0

si el subespacio

£-2 o N
[z L2 (B (®)) ] 2@t lE)y T - v
i=0

de LZ(B(E)) pertenece a R(An) , se verificard lo siguiente:

£-1 . o £=2 p - - _
(1) [z 128 (E)) ] - [E 128 () } + 112 @)
i=0 i=0

r=2 . o L -5
- H T L2@EE) ] n 2@t 1(E>)]
i=0

El siguiente Lema demuestra que efectivamente el subespacio W , de-

finido previamente pertenece a B(An) .
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LEMA 2.2. Para todo 1 C P([£ -1])

2t e n = L2EiE) - EI 12V (gyy™
1€

1€l

Demostracidn del Lema: Sea h € Lz(Bz—l(E)) tal que h = p> 'nI donde
1€]

h; € LZ(BI(E))~ , entonces por la Proposicidn 2.2.

2, TU{L-1} e
h=M, () = Z M, .(h)€ Z L°(B (E)) .
2-1 e 1T g

La contencidn reciproca es clara en general.

Por hipStesis de induccidn

£-2 T
[ @& @) J -z ¥ T fEten)

i=0 k=1 zePk[ £-2]
Por lo tanto
L2 , ;i o~ ! 2 1.~
T L°@E) ® G (P L“(B (E)) =
i=0 k=1 IEPk £-2]
k par
(2)
£-1

2,1 -
L™ (B (E))
1@1 IEPSPF_-Z]

k impar
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Luego, intersectando con Lz(Bz—l(E)) ambos miembros de la identi-

dad (2) y usando el lLema 2.2. obtenemos

-2 L .
[[ w? @ E) ] n 2@ E) ] .

i=0
(3)
£-1
.y (_1)k+1 s [LZ(BIU{£—1} EN]
k=1 IEPk[£-1]

Luego la identidad (1) es vidlida. En seguida, haciendo uso de la

hipbtesis de induccién y de la expresidn (3), se obtiene:

-1 L
[z 1?8 (E)) ] - T [i@tem +
i=0 IEP1[£-1}
£-1 '
“) y & 1T r  1L2EE) -
k'=2 IEPk.lﬁ—Z]
-1 :
L LN N £ 0e: ol Cat e 5B
k=1 1€Pk{£—2]

Pero, la contribucidn al miembro derecho de (4) de las sumas corres-

pondientes a k' =3 y k=3 -1 es:
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(_nj-u s [LZ(BI(E))] _ (_1).(5-1)+1_ « [Lz(Bxu{!;-ﬂ EN)] =

1€P [ £-2] 1€P, .[£-2] i.
3 3=1
(5)
- itz et ,
1€P.[ £-1]
J |
pues 5
Pj[!.-ll = Pj[!.-zl U Pj['£-1].(£ -1y ;
donde

PJ.[L—I] @e-1={1€ 'Pj [e-1]1 /£ -1€ 1} .

Introduciendo la expresidn (5) en la (4) y observando que

ent oz eVl @y -

1€P,_\[£-2]
P 2@ N @)y)

se obtiene finalmente:

-1 . . i
@ [z L2@aen™] - ¥ oz 2@t en
i=0 k=1 IGPk[ £-1)

que es lo que querfamos demostrar.




77

TEOREMA 2.4. La representacibn afin de Steinberg St pertenece a ﬂ(An)

y

n
(sd = T 0¥ = (2@ @)

k=0 IEPk[ n-1]

Demostracifn: Es claro a partir de la Proposicidnm 2.3. y 2.1.

Representacidn de Gel'fand Graev.

DEFINICION 2.4. Sea Wo la representacidn unidimensional de Un defini-
da por

n-1
Wo(u) = W(_E

ful ui,i+1]

.. -+
donde u€U , u= (uij) y ¥ es un cardcter no trivial de T

DEFINICION 2.5. Llamamos representacidn de Gel'fand-Graev de G, @ la

representacién de G_ : Ind VY
U 1G
n n

DEFINICION 2.6. — Se llaman representaciones irreducibles no degeneradas

de Gn a las representaciones irreducibles de Gn contenidas en la re -

presentacifn de Gel'fand Graev de G

- Para cada representacidn irreducible 7 de Gn llamamos dimensidn

de Gel'fand-Kirillov de 7 y denotamos dimG T al grado del polinomio

en q que da su dimensidn.
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Asf por ejemplo, la serie principal, la serie cuspidal, la represen
tacién de Steinberg tienen dimensidn de Gel'fand-Kirillov 1 para G2 . Mas
generalmente la méxima dimensidn de Gel'fand-Kirillov para las representa

ciones irreducibles de Gn es % n(n - 1) .

TEOREMA 2.6. (Gel'fand-Graev [G-Gr], Zelevinsky [z ]). La representacidn
de Gel'fand-Graev no tiene multiplicidades y sus componentes irreducibles
son las representaciones irreducibles de Gn de m&xima dimensidn de Gel'-

fand-Kirillov.

COROLARIO 2.3. Las representaciones irreducibles cuspidales de Gn son

componentes irreducibles de la representacidn de Gel'fand-Graev de Gn

con multiplicidad 1.

En seguida construiremos para cada I C [n-1] un Gn-conjunto
transitivo de tal modo que nos permitird afirmar que la representacidn de
Gel'fand-Graev de Gn pertence al anillo de Burnside de ﬂ(Gn) de las re-

presentaciones naturales de Gn

Recordemos las notaciones entregadas en el nimero 1 de este Capitu-
lo, con la Onica diferencia que ahora V seréd un E}I*espacio vectorial
de dimensidén n . Asi, Gn actiia sobre & transitivamente y denotamos

por

(2.1) Ao =t Srabg {E,)

donde E, € & es el subespacio afin fijo de dimensién n - 1 que no con

tiene el origen definido por
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2.2) E, =t e + (el, sensy en_l)

donde {el, cees en} es la base candnica de V .

DEFINICION 2.7. Sea I Cl[n - 1] entonces

glie] = {(E,b) €& x U B (E) /b€ B (®)} .
EEE&

OBSERVACION 2.5, Bl{&] se fibra scbre & con proyeccién p definida

por:
p(E,b) = E ((E,b) € BI&]) .
Notemos que la fibra sobre E € & -es el conjunto BI(E) .
PROPOSICION 2.4. Gn actlia en BI[&J natural y tramsitivamente.

Demostracifn: Usando las acciones de Gn sobre & y BI(E) , para todo

EE€ & , es fdcil ver que la siguiente formulas

(D e Eb) = (gE, gb) »  (B8€G) (D) € BIE])

define una accibn natural de Gn sobre 81[8] .

Sea E, como en (2.2) y b, cualquier bandera en BI(E*) . Demos-
traremos que la Srbita que contiene a (E,,b,) es igual a BI[&] . Para
ello, sea (E,b) € BI[S] . Como G actiia transitivamente en & existe
una matriz g € Gn tal que g+*E =E, . Como b € BI(E) entonces
g*b € BI(E*) , Pero como An—l actila transitivamente en BI(E*) existe
h & An—l tal que he(g*b) = b, . Como An-l es el subgrupo estabiliza -
dor de E, obtenemos:

4
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(hg)* (E,b) = ((hg)*E,hgb) = (E,,b,) -

Por lo tanto la accidn matural de G sobre BI[&] definida en (7)

es transitiva.

OBSERVACION 2.6. Consideremos el conjunto PG(BI[&]) de las secciones

Y del fibrado B &] tales que son G -invariantes, es decir que verifi-

can la siguiente relacidn:

Y(g*E) = g*Y(E) (€G, EE€EE&)

entonces

I - I
I8 el % B (E)

para todo E€ & .

Esto es consecuencia del hecho que para definir una seccidn Y que
gsea G-invariante basta con determinar su imagen en alglin espacio vectorial

afin E , fijo, en & .

TEOREMA 2.6. La representacidn de Gel'fand-Graev pertenece al anillo de

Burnside ﬂ(Gn) (de las representaciones naturales de Gn) y

(8) [Ind \11] = £ (-1) Z [L™ (B &]))
U 16 % k=0 1€P, [n-1]

Demostracidn: Sea K, = StabG {E,,b,)} . Por la Proposicifn 2.4
n

8&]) = Ina 1. (1 <[n-1])
K16
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Pero como ademés ‘K o= Si:abA l{b*} ’
nl-

Ind 1= Ind [ md 1= 1md 2B

t
KITGn A'n-l‘an KI‘“\ra-l An-_l Gn
entonces
(9) 12@Yel) = ma  LiBNE) .
A 1G
n-1 n
Adem@s como
(10) Ind ¥= Ind Ind Y| = Ind St
U 16 A .tG_ ‘U tA A 16
n n n-1 n n n-l1 n-1 "n
entonces por Teorema 2.5.
nzl 2,1, \~
st @ ® ® LB (E) =
k=0 IEPk _
k impar
(11)
n-1 ~
® O té&en.
k=0 IEF'k
k par

Luego induciendo de An-l a Gn ambos miembros de la identidad

anterior y pasando a ﬁ(Gn) obtenemos

n-1 2
(12) [ Ind s{l =z (DX z [ Ind LZ(BI(E*))}
A An—lmn

tG
n

e f k=0 1€P, [ n-1]
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Reemplazando en (12) por las identidades (9) y (10) obtenemos

R n-1 '
[Ind ‘1’] = Z (-1)k z LZ(BI[&])
v 16 k=0 1€P, [n-1]
n n k

3. MODELO DE GEL'FAND PARA Gn SEGUN KLYACHKO [K ].

DEFINICION 3.1. Consideremos en Gn la familia de subgrupos G(k) donde
0 <2k £ n . Elijamos un cardcter aditivo no trivial ¥ de ]F: y defi-

namos el siguiente caricter (‘Pk) del grupo G(k) por la formula

- a % n-2k
(‘Pk)[{o s]} =Y XU |
i=1
= €
donde u (uij) Un-2k y s € Spk .

Denotemos por Tk(n) a la representacidn de Gn inducida por el

caracter ("i';k) del subgrupo G(k) .

Observemos que G(0) = Un y To(n) es la representacidn de Gel'fand

Graev de G_ .
n

TEOREMA 3.1. (Klyachko [K]). La representacidn de Gn

= @ 1M
0<2k<n

es un modelo de Gel'fand de Gn .
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OBSERVACION 3.1.

.

Consideremos el subgrupo N(k) definido en 1.4.2. Por 1.4.3. sabemos

que N(k) = L(k) % H(k) donde

=3
L(k) =Gy X Cpx

In-Zk ¢
H(k) = ; : : c € Hn-Zk,Zk (IFq)
2k

DEFINICION 3.2. Sea ‘l’k el cardcter de Un—2k definido por la fdrmula

siguiente

n
‘Pk(u) = ‘i’[.z u

Al 1,1+1]

donde u€U y Y esun caracter no trivial de IF: y 0<2k<n.

Observemos que para k =0 , ‘Po es el caracter de U definido

en la Definicidn 2.4.

LEMA 3.1. Sea G grupo finito, H,K y L subgrupos de G tales que
G=(HxK XL, H' xK' subgrupo de HXK, ¢ un caracter de B'

y sea ¢ el cardcter de G' = (B' X K') ¥ L definido por

Pk, L) = ¢(h') .

Entonces
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Ind ¢ = Ind ¢ ® Ind 1Q®

1. .
"G H'tH K'tK %

Demostracidn: Sea ¢' el caracter de H' X K' definido por

¢'(h",k') = ¢(h") (h' €H' y k"€EK) .
Es sabido que la representacidn Ind ¢' de H X K es isomor
H'*K'tHXK

fa a la representacidn

Ind ¢ ® Ind 1 de HXK.
H'tH K"K

Sea W el espacio de la representacién p = Ind ¢ y sea f E W,

c'tG
entonces:
i) fge") = ¢ (g
- _ -1 1 1
i1) pg (£)(g) = f(g, g) (g,goeG y g' €G") .

o

Pero para todo (h,k,£) € G se satisface lo siguiente
(h,k,£) = (h,k,e)(e, e, L") cierto L' €L .
Luego, si f € W entonces
£(h,k,0) = & (e e, L) E(h,k,e) = £(h,k,e)

De donde se deduce que el subespacio vectorial W de L2(G) es
G-isomorfo al producto tensorial W' ® {ctes} donde W' es el subespa-

cio vectorial de las funciones f € L2(H x K) tales que

i) £((h,k)(h',k")) = ¢'_l(h',k')f(h,k)
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1) %%$Juumme«gﬂgHmmn (th sk )5 (h,K) €ER XK , £ EW)

es decir, W' es el espacio de la representacitn Ind ¢ .
H'XK"TH*K

(Considerar & : W= W' ® {ctes} , ¥(f) = £®1, donde £(h,k) =

= f(h,k,e)) .

PROPOSICION 3.1.

Ind ¥ = Ind ¥ @ Ind 1@® 1
K x 20 Jpu)
G(R)tN(k) un_ZkTGn_Zk stfGZk

Demostracidn: Resulta del Lema 3.1. y Observaciones l.4.

4. MODELO DEBILMENTE GEOMETRICO DE GEL'FAND PARA Gn .

4.1. Construccidn de los Gn—espacios transitivos.

DEFINICION 4.1,
4,1.1, Sea V un Bﬂl-espacio vectorial de dimensifn n y wk el conjun-
to de todos los subespacios de V de dimensién n -2k , 0< 2k <n.

Como es sabido Gn actila transitivamente en wk mediante la accidn natu-

ral
geW =1 g(W) (€6, WeU) .

Es f&cil ver que si W, es el subespacio de V generado por

{el, vess en—2k} entonces el subgrupo estabilizador de W, por la accidn
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de Gn en wk es el subgrupo N(k) .

4.1.2. Paracada WEW , 0<2k+ 2<n, definimos &(W) como el
conjunto de todos los espacios afines contenidos en W de dimensidn

n - 2k = 1 que no contienen el origen.

4.1.3. Para todo ICln-2k -2 y WEW , definimos por B [&(W)]
al siguiente conjunto:

B em)] = {(E,b) € &W) x U BL(E") /b € BY(E)} .
E'€& (W)

4.1.4. Para cada 0< 2k + 2<n ycada IC[n=-2k-2] definimos

xF= u Bllemw]

k
WEwk

. Eo : I
Definimos, adem3s, la siguiente accidn de G, sobre Xk i

(4.1) g+ (E,b) = (g(E),g°b) ((E,b) € X, , §EG)

4.1.5. Denotemos por Zk , 0< 2k <n, al conjunto de las formas bili-
neales antisimétricas de V de rango 2k y definamos la siguiente accidn
de Gn sobre Zk :

(4.2) (g°£) (u,v) =: £5(u,v) = £(g(w), g(V))

(gEGn’fez ,(u,V)eVXV)

k

OBSERVACION 4.1. Recordemos que si f es forma bilineal antisimétrica de

rango 2k entonces existen subespacios W y Wi tales que V = w(:)wl
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y dimW=mn~-2k , es decir W es el espacio nulo de £ . Luego £ es
una forma bilineal antisimétrica cuyo espacio nulo es el subespacio
EI(W) de V de dimensidn n - 2k . Asi £ es una forma antisimé@trica

de rango 2k .

OBSERVACION 4.2. Sea Zk(W) el conjunto de las formas bilineales antisi-
métricas de V de rango 2k y espacio nulo W . Entonces

Z, = v 7MW .

k
WEWk

PROPOSICION 4.1. Las acciones de G definidas sobre Xi , 05 2k+ 272

I1c[n-2k-2 y 2., 0 < 2k <n son transitivas.,

Demostracidn: Demostraremos primero la transitividad de la aceidn de Gﬁ
sobre Xi . Para ello mostraremos que la drbita de (E*,b*) € X; , donde
E, = e _on + (el, ey en-Zk—l) subespacio afin de dimensidon n - 2k -1

contenido en W, y b, una bandera de BI(E*) , es todo Xi .

Sea (E,b) € B[&(W)] para clerto WE Wk . Como Gn actia transi-

tivamente en wk » existe g, € Gn tal que g, *W =W, . De este modo:

g*' (Eab) = (g*(E),g*'b) € B[a(w*)]

Como vimos al comienzo de este Capitulo, &(W,) es un Gn_2k-con-

junto tranmsitivo, luego existe g € G tal que g +(g,"E) = E_ .
n-2k n-2k n-2k "ok *

Supongamos que g*(E) = Voo + (vl, cees vn~2k—1) , como g, (E)
es un espacio afin que no contiene el origen entonces {vl, sers vn—2k}

es un conjunto linealmente independiente en V . Por lo tanto podemos des—

cribir los vectores de V usando una base completada de {vl, sees Vo Zk}
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de modo que las n-2k-primeras componentes corresponden a los coeficientes
seglin los vectores Vi, ...y Vi o - Seglin esta base los elementos de

g,(E) se escriben de la forma (al, eres O oy y0 1,0, ..., 0) . Luego

[ ) [ h
Ctl 0’.1
( h . .
Bp-2k o1, - B2k |,
n~2k-1} = n-2k-1
1 1
0 0
0 1 . .
2k
\ J L 0 ) L 0 J
8h-2k 0
Por lo tanto, dados g,(E) y E € &(W*) existe h = eEN(k)
0 I2k
tal que

h(g,(E)) = E, .

Notemos que (hg,) (W) = W, pues h € Stab_G {w,1 .
n
En seguida miramos (hg*)-b y b, . Estas dos banderas afines est@n
en BI(E*) . Como también vimos al comienzo de este Capitulo, el grupo

. - I .. .
afin An—Zk—l actda en B (E,) transitivamente, luego existe

aok-1 € Apogkop FAL AU
an_Zk_l-(hg*)-b = b,

y entonces
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es tal que a((hg*)°b)»= b, . Ademis a*E, = E, pues

a € Stab {E,} .
2k *
n-2k-1 Gn-Zk

Finalmente hemos demostrado asi que existe g = ahg, € Gn tal que

g+ (E,b) = ah(g,(E),g,+b) = k(E,, (hg,)*b)

Ademis
Ki *
StabG {(E*,b*)} = .
n G2k
donde Ki = StabA {v,}
n-2k-1

Finalmente demostraremos que Zk es un Gn-conjunto transitivo usan

do el mismo mé&todo anterior. Sea f, 1la forma bilineal antisimétrica de-

finida por la fdrmula:

t
y X
& } 0 0 }
f(x,y) =
. 0 3 ;
Yn n
0 Ik
- -
donde X = (X,, vevy %) 53 Vv = (¥i5 vy v ) vy J-= . Sea f
1 n 1 n
—Ik 0

cualquier otra forma bilineal antisim@trica de rango 2k . Sean B1 y
B2 bases ordenadas de V tales que las representaciones matriciales de

f y f, respectivamente sean el producto directo de la matriz nula de
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0 1
n-2k por n-2k y k matrices de la forma , es decir
-1 0

TR R =15,

e

Sea g € Gn tal que g(Bz) = B, , entonces

[fngz =lredy =18, (5],

g =
Luego f £,

Por lo tanto la accidn de G sobre Zk es transitiva. Ademds el
subgrupo estabilizador de f, bajo la accidn de Gn es el subgrupo
oo © A
0 Spk

t t t t

[ 8ok A ][0 0][gn_2k A ] i [ BJB BIg ., 1
t t t t
B By 10 U B 8ok By dB T8 J8y

&
» Pues si g &€ Gn , podemos escribir g = [ n-2k
B

Bk

pero

t
BJB BJg., 0 0

g2kJB
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s ysflosi B=0 vy ‘thRJEZk = J .

DEFINICION 4.2. Sea 0< 2k<n .

4$.2,1. 8i 2k + 2 <n
T I
@ o= X x4

para todo I C{n - 2k - 2]

4,2.2, S8i n=2k+1

Rn = (V\{0}) x Zk

. - g
g* (v,£) = (g(v),£®) ((v,£)€Q vy 8€6) .

PROPOSICION 4.2. Para todo 0 < 2k <n y para todo I C[n - 2k - 2]

. I . .y .
el conjunto Qk es un Gn-conjunto transitivo con la accidn producto y

Ki *
Staby, {((E.,b),E01) = =P .
n 4] Spk

Demostracidn: Resulta de la Proposicidn 4.1.
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TEOREMA 4.1, Para todo 0 < 2k+ 2 <n .

n-2k-1 5 2 1
wn ) ootz dd)
n s=0 IEPB[ n-2k-2]

Demostracidn: Por la Proposicidn 4.2.

2, I, o .2 Ty &
L7(Q) =, L7 /P) =, Ind 1.
8 n plig
k n
Pero
Ind 1= Ind { Ind 1)
plie *n NGOG, pliyeey
k n k
y por el Lema 3.1.
=
PI:::k) " ITI; P Spllc?gzk )
k Kk n-2k
ya que
1 1
P, = [Kk x Spk] x H(k) .
Asi
Lz(ni) = Ind ( Ind 1 ® 1Ind 16 ;H(k)]
NG LT Sp, 1G
n KAG o k 2k

y por lo tanto:
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n-2k-1 '
2.AL
[ Pap] -
s=0 ‘IEPI n-2k-2]
s par
(4.4)
n-2k-1 @ ® & 1
Ind Ind 1 Ind 1
N(k)'TGn Q{) IEP. [n-2k 2] Lig ] kaGZk (k)
s par Kk n-2k
Por el Teorema 2.6 el miembro de la derecha de (4.4) es isomorfo a:
n-2k-1 ~
Ind @ [ Ind 1 @ Ind ¥ )
- k
r= c Ik
NGOG s=0  \I€P [n-2k 2] K‘kT c U ot Coa
s impar n-2k
(4.5)
® Ind 1 ®1
sp1c 0
k 2k
Pero (4.5) se puede escribir como
n-2k-1 [
@ Iind indl ® Ind 1 @
s=0 IEPk[ n-2k-2] ®(k)}t Gn IT G Spk‘i‘G2k —H(k)] @
s impar Kk. n-2k

(4.6)

© Ind LJ Ind ¥, ® Ind 1 ® --H(k)]

NOTe, U o MG oy Spyt Gy

Por la Proposicibm 3.1 y el Lema 3.1 obtenemos que (4.6) es equiva-

lente a:
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n-2k-1 .
[ BO:O [IGPk[ ne-).?k-z] e l]] ®

1
PkTGn
(4.7)
Ind Ind $
® R [G(R)TN(k) “]
Luego
n7%5-1 [ (:) 2( I
L )J =
s=0 IEPk[ n-2k-2] %
(4.8)
n-2k-1 2 1 -
[ ® L(nk>] ® md vy,
s=0 IGPk[ n-2k-2] G(k)tG
s impar B

y por lo tanto en R(Gn) :

. n-2k-1 @ 2 1
[ Ind wk} = I (=1 [ z [L (Qk)l]-
G (k)TGn IEPk[ n-2k-2]

Con lo cual queda demostrado el teorema.

TEOREMA 4.2. Sea I la siguiente representacidn de Gn

n-2k-1 s 2 1
Q= D T k@) |+
0<2k+2<n | s=0 IEP [ n-2k-2] "
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entonces, §! es un modelo débilmente geométrico de Gel'fand de Gn "

Demostracibn: Basta observar que por Teorema 4.1

= Z [7 ()]
0<2k<n

y recordar que M = (:) Tk(n) es el modelo de Gel'fand segiin Klyachko
0<2k<n

de G_ .
n




CAPITULO VII

REALIZACION DEL CARACTER DE GEL'FAND XG

DE UN GRUPO FINITO G

Recordemos que el cardcter de Gel'fand de G es el cardcter de cual
quier modelo de Gel'fand de G . Distintas realizaciones de €1 se logran
naturalmente al construir distintos modelos de Gel'fand para el grupo G .

Sin embargo hay otras formas de realizarlo.

Por ejemplo, es un resultado de teorfa de caracteres de grupos fini-

tos [ F] que la funcidn central @1 : G > T definida por
2
Ol(g)=|{h€G/h = g} (g €6,
es un cardcter generalizado de la forma

(7.1) Gl(g) = Z v(ﬂ)X"(g)
mEG

donde v(m) = TéT z X (82) es el nimero de Frobenius-Schur (F - S) del
g6

96
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carécter )(,T de la representacidn irreducible T de G (igual a 1,-1,0

seglin los casos).

Luego la funcidn Gl(g) realiza el cardcter de Gel'fand XG de G
si y s6lo si Vv(m) es igual a l para toda representacidn irreducible T
de G . Ademds se demuestra usando teoremas de Frobenius y Schur [F] que
el nfmero V() de. F - S de un cardcter irreducible X, de G vale
uno si y sblo si la representacidn irreducible ™ de G se puede realizar
sobre el cuerpo de los nimeros reales (por matrices reales). En este caso,
se dice que la representacion 7 es real. Entre los grupos cuyas represen-
taciones irreducibles son todas reales se encuentran el grupo simétrico

Sn , el grupo diedral D2n y el grupo ortogonal O(n,IFq), car IFq# 2 . [Go2]

Otro ejemplo encontramos en los resultados obtenidos por R. Gow [Gol]

para G = GL(n,Eﬁ).

TEOREMA 1. (R. Gow). Sea 02 : 62 T la funcidn definida por

0,(g) = [{h € ¢/nn7t = g}
entonces
0,(g) = EA X, (8)
TEG

es decir la funcidn @2 es central y realiza el cardcter de Gel'fand XG

de G = GL(n,Eﬁ).

Idea de la demostracidn: Sea u : G > G el automorfismo definido por

- + » T
u(g) = tg . y G la extensidn escindida de G por el elemento u de
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. i -1 t +
orden dos satisfaciendo u gu = §g . Observamos que en G todo elemen-
to es conjugado con su inverso, es decir todos los elementos son reales y

por lo tanto todo caricter de G toma sdlo valores reales.

En seguida demuestra que el n@mero de F - S de los caracteres rea-
les de las representaciones irreducibles de los subgrupos R -elementales
de G es uno. Luego, por un teorema de Brawer-Witt, se concluye que el
nimero de F - S de todos los caracteres irreducibles de G+ es uno y
por lo tanto en G+ , la funcidn ©;, definida anteriormente realiza el ca-
ricter de Gel'fand de G+ . Restringiendo la funcidn 91 a G y usando
el teorema de Mackey acerca de las representaciones irreducibles de un pro-

ducto semidirecto de subgrupos obtiene la fOrmula para la funcidn 92 .
O

Sin embargo, observamos que tanto la funcidn central 61 como la
funcidn central 62 se pueden definir en otros t&rminos como "Trazas tor-

cidas" de la siguiente forma:

PROPOSICION 1.

y 1 2 .
1) Sea G un grupo finito, (L"(G),p) V¥ (LZ(G),U) las representacio-
nes regulares derechas e izquierdas de G . J el antiautomorfismo de G

que envia g en g_l (g € G) , entonces

*
Tr(p, © 3% = 0 (8) (g € ©)

donde J* es el automorfismo de LZ(G) definido por J*(f) = f o J

(£ € 1%(G))
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2) Sea G = GL(n,IFq)|, (LZ(G),p) : (LZ(G),U) como en 1) y S el an-

tiautomorfismo de G que envia g en tg (g € G) , entonces
Tr(p, ° 8*) = 0,(g)
g 2*=0

donde S*(F) = f o8 (€ L2@)

*

Demostracidn: Calculando la traza de los operadores pg ° J* y pg LI
seglin la base candnica {6} donde 6 (h) =3¢ h € G se obtie-

ne sin dificultad leo anunciado.

Adem3s observamos que el automorfismo J* entrelaza las representa-
ciones p y o de G y en el caso de Gn =“GL(n,E€) el automorfismo

*

: i *
S entrelaza las representaciones p ¥y . 0* donde la accidén 0 estd

definida por 0; kO Ambos automorfismos J* 'y s* son involucio -

= (= a i B
nes, pg ° Uh Uh ° pg (g,h € G) y para Gn anilogamente se verifica
que

poo*=0*°

€ € .

En general, se puede demostrar la siguiente

PROPOSICION 2. Sean (V,m) y (v,m') dos representaciones isomorfas de
un grupo finito G tales que ﬂh ° ﬂé = ﬂé ° ”h y T un automorfismo
involutivo de V que entrelaza las representaciones 7 ¥ ' de G .

Entonces la funcidén tr(p, ° T) definida sobre G con valores en T es

central.
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Demostracifén: Sean g,h € G ,

Tr(m °oT) =Te(m oo T e ) = Te(T o ¥} =@ )
| -1 =1
g hg B g h & g h

= 'Ir('nh o T) .

COROLARIO 2.1. La funcién Tr(m, ° T) es una combinacidn lineal compleja

de caracteres irreducibles de G , con coeficientes en U .

Estas observaciones nos sugieren la siguiente conjetura:

CONJETURA: Para todo grupo finito G , existen representaciones isomorfas

(v,m) y (V,m') y un automorfismo T de V tales que

10 =14

2) T entrelaza las representaciones 7 y 7' de G (m =7')

3) ﬂg conmuta con ﬂﬁ para todo h,g en G

4) La funcidn Tr(ﬂ? ©T) de G en L realiza el caricter de Gel'fand
de G .

A continuacidn demostraremos esta conjetura, pero antes necesitamos

algunos preliminares.
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-~ 2
Componentes isotipicas en la representacion regular (L7(G),p) .

Recordemos (Capitulo I, 1.9) que toda representacidn irreducible
(U,m) de G puede ser inyectada en LZ(G) y la multiplicidad de la repre
sentacidén (U,T) en (LZ(G),p) es la dimensidn de U . Por lo tanto en
LZ(G) hay dim U copias de U . Luego, como vimos en (Capitulo I, 1.10)
la componente isotipica IW(LZ(G)) de tipo ™ de p se descompone en
irreducibles de la forma Iﬂ(Lz(G)) = (:) Vi , donde n =dim U ,

1<i<n

Vi q LZ(G) tal que Vi =y, (1<ic< ni . Designemos por ¢i a un iso-

morfismo de U con V, (1 < i < n)
i =

TEOREMA 2. (de Klyachko) [K]. Para toda representacién compleja (U,T) de
G = GL(n,IFq) es posible encontrar una base B de U de modo que la matriz
[wg]B de 7 seglin la base B satisface
(7.3) [r, 1y = "7 1.
tg B g B

Demostracidn: Ver referencia [K].

LEMA 1. Sea (U,m) wuna representacidn irreducible ée G (no necesariamen-

te unitaria) entonces
2 ~ %
%@(@)=U®U 3

Demostracidn: Para cada w € U* definimos el operacor ¢w : U= LZ(G)

por ¢w(u)(g) = w("g(U)) (WEU, g €G) . Es facil ver que ¢w es un
operador de entrelazamiento de las representaciones 7 y p de G . Ade-

més ¢w es un monomorfismo si w # 0 .
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Por otro lado, si . ¢ € Hom(U,Lz(G)) entonces Ww(u) = ¢(u)(e)

(u € U) es una forma lineal de u* .
Es inmediato después de las observaciones anteriores que la aplica -

cidn lineal Wl de U* en HomG(U,Lz(G))- definida por

= € y*
Wl(w) ¢w (w € U)
es un isomorfismo de U* en HomG(U,Lz(G))

Por lo tanto Idu ® Wl es un iscmérfismo lineal de U ® U* en

U e HomG(U,Lz(G)) .

Ademds la aplicacidn lineal Wz U ® UuF -~ Iﬂ(Lz(G)) definida sobre

los elementos descomponibles por

‘i’z(u @ w) = ¢w(u) (WEU, we€TUh

y extendida linealmente a todo U ® u* , es un isomorfismo. En efecto,
basta demostrar que es epiyectivo. Sea Vv € Iﬂ(Lz(G)) luego
v= 2 ¢.(u.) . Pero ¢, = ¢ ciertos w, € U¥ (¥, es epiyectiva).
. i1 i w, i 1
1<i<n i

Luego V = ‘}’2(2 uy @ wi)

Por lo tanto U ®@ U* = Iﬂ(Lz(G))

COROLARIO 1.1. sean (U,7%) , 1<k <

r todas las representaciones irre
ducibles de G . Sea Uk una base de Uk y (eij(g)) la matriz del ope-
rador ﬂg segln la base Uk . Entonces el conjunto {e:j :1<k<r,

1 <1,j E-nk} donde mn = dim U, » es una base de L2(G)
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Demostracibn: Basta observar que si Uk = {ul, ...y U} entonces

donde u*(u.) = 6.. .
1 ] 1]

Andlogo a este Lema es el siguiente

TEOREMA 3. [S] . Sean (Uk,ﬂk) , 1 <k<r todas las representaciones uni-
tarias irreducibles de G (toda representacién irreducible es equivalente

. k "
a una unitaria S . . la matriz de T segin una base ortonor-
)y ( 13(3))k,1,3 g g
k
ij
es una base ortonormal de Lz(G) . Ademd3s por ser ﬂg unitaria los coefi-

mal de U . Entonces el conjunto { Vfﬁa S l1<k<r,1<i,j< nk}

. k i i
cientes Sij verifican la relacidn

k . =L k

Demostracidn: Ver referencia [NS].

TEOREMA 4. Sea G wun grupo finito y (LZ(G),p) su representacidn regular

- . 2
derecha, entonces existe un automorfismo T de L (G) y una representa -

cidn ¢ de G en LZ(G) tal que:

1) T = 1d
2) p oT=Tog (g € G)

3) P, © Oy =0 ° P (g,h € G) ,
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4) Tr(o8 ° T) = XG(g)- (g € G)

i k 2 :
Demostracidn: Sean (Uk,ﬂ ) , 1 <k <r todas las representaciones irredu-

cibles de G y la base B = {ezj :1<k<r, 1<i,j f.nk} de 12(c)

donde (ezj(g)) es la matriz [ﬂkg] de Fkg seglin una base cualquie-

k . -
rade U" ¥y n es la dimensidn de Uk 5

Sea T el automorfismo lineal de LZ(G) definido por

K K ko
T(eij) T (eij € B) .

Es claro que T2 = Id 2
L"(G)

Definamos ademds la siguiente accién O de G sobre LZ(G)

ezi(g)e;j (e?.

"k
c (e..) = Z i

& N g=l

€ B)

~

Extendiendo linealmente Og a todo elemento de LZ(G) obtenemos una

~

representacifn tal que og =T e pg o T , En efecto, es claro que

~ Ko k k
cg(eij) = T{pg(T(eij))] (g €6, €55 € B)

~

Luego og es un automorfismo de L2(G) (g €G) y o es un homo-

~

morfismo de G en Aut(Lz(G)) tal que pg co T =T o Og

Adem3s para g,h € G vy e?j € B se verifica:
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Tk

~ ok K pyeek ] =
(98 ° Oh) (elJ) = pg[£§1 eli(h) ef.J]

"k
z
£=1
o Tk

= Z ekj(s) El eii(h)'ef_i]

m=1 -

k k . \.k
ep; (0) m'fl em-(g) &

n
k
= 2 k

ek (g>-'5h<e‘;m>

m=1

= 'E [n?.l:( ek (g)°ek]

h m] im
m=1

~ " k
= (o, pg)(eij) s

~ - ~ e
Por lo tanto pg ° ch O ° pg (h,g € G) .

Finalmente, como

"k

k k k k
entonces

5 ng (@)
Tr(p = T) = [ e..(g ]
g k=1 Y=1 **

T
z X
=1

XG (g) .
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OBSERVACION 1. Los automorfismos i y T DE LZ(G) definidos anterior-
mente, coinciden si y sblo si todas las representaciones irreducibles de
G se pueden realizar sobre el cuerpo de los niimeros reales, es decir, si

y s6lo si el nimero de F - § toma el valor uno para todos los caracteres

irreducibles de G .

Demostracidn: Escogemos como base de las representaciones irreducibles de

G 1la base

U= sy s 1sksr, 1245 <n]

de LZ(G) mencionada en el Teorema 3 de este Capitulo. Designemos por

k k 2
uij al elemento V_ﬁi Sij de la base U de L1°(G) . Usando la rela -

cidn 7.2 del Teorema 3 obtenemos:

g () = vl (@) (g €6).

*
Por lo tanto, claramente los automorfismos J 'y T coinciden si y sdlo

si cada elemento u:j de U es una funcién de G en R.

OBSERVACION 2. Sea G un grupo finito, entonces

r
Tr(p_ o J¥) = Z v(ﬁk)-X k(g) .
& k=1 T

Demostracidn: Una forma de demostrarlo es usando la Proposicidn 1 y el hecho

que la funcidn @, verifica la férmula 7.1. Sin embargo otra demostracidn

se obtiene al usar el Teorema 3., calculando los coeficientes de Fourier de
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la funcibn central Tr(p, ° J*) = Tr(c? ° J*) :

OBSERVACION 3. Sea G un grupo finito cuyas representaciones irreducibles
son todas realizables sobre el cuerpo IR entonces la representacidn

(LZ(G),GB de G es exactamente la representacidn (L2(G),o) de G .

Demostracidn: Por la Observacidn 1 los automorfismos J" y T de L2(G)

coinciden. Ademis pg o J*¥ = J* o og y pg o T =T © cg . Por lo tanto

o =0 =0 _ (g € 6)
e 8 yEh

De modo que para los grupos finitos cuyas representaciones irreduci-
bles son realizables sobre IR, el automorfismo T de L2(G) definido en

el Teorema 4 es realizable a partir del antiautomorfismo J del grupo G .

Una conclusidn andloga obtenemos para G = GL(n,]Fq) usando el Teore-
ma 2 de Klyachko al definir el antiautomorfismo S de G que envia g en
t

g (g €6G) . (Es claro, que el antiautomorfismo J no es el apropiado ya

gque en GL(n,IFq) existen elementos no reales).

TEOREMA 5. Sea G = GL(n,Hﬁ) y s* el automorfismo de Lz(G) definido

por:
s*(£) (g) = £(%g) ce1’@ , g€,
entonces

X, = Tr(p? ° S*)
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Demostracidn: Usando el Teorema 2 de Klyachko, existe una base Bk para
cada representaciﬁn irreducible (Uk,ﬂk) de G (1<k < 1) tal que veri-
fica la relacidn 7.3. Luego por el Lema 1 el subconjunto B = {eij ,

.. 2 k k
< < =
1<k<r, l<i,j <mJ de L (G) , donde (eij)i,j [ . ]Bk , €s

una base de LZ(G) . Como consecuencia de la relacidn 7.3 los coeficientes

T k v
matriciales eij verifican

k k k
(7.4) eij(tg) = eji(g) (ei:-| €B, g€G6)

Luego como S*(eij)(g) = eij(tg) , el automorfismo T es igual a

*

§* y por lo tanto

X = M, $™) .

G

OBSERVACION 5. Sea (LZ(G),O*) la representacidn de G definida por:

0; =0 -1 (g € G6) . El1 automorfismo s* de Lz(G) entrelaza las re-
s(g )
presentaciones p ¥ o* por lo tanto, en este Caso, =0 .

PROPOSICION 3. Sea G un grupo finitoy L un antiautomorfismo involuti-
vo de G tal que el automorfismo L*  de L2(G) ceducido por L coincide
con el automorfismo T de L2(G) definido en el Teorema 4. Entonces el

caricter de Gel'fand de G s6lo toma valores positivos o cero.
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Demostracifn: Si calculamos Tr(pg o L¥) wusando la base candnica {6g :

g € G} de LZ(G) obtenemos

Tr(pg ° L*) = |[{h€GC /hL(h-l) = g}l

Aplicando el Teorema 4 obtenemos

X (8 = [{h € G /nLh™Y) = g}

O

Nos preguntamos si serd posible para todo grupo finito realizar el
; ; * -
automorfismo T como un automorfismo L~ . La respuesta es no, pues es
f&cil verificar, con ayuda de las tablas de caracteres que para todos los

. - 1
grupos de Mathieu Mll’ M12’ M22’ M23 y M24 el carédcter de Gel'fand toma

valores negativos [ Sh] .

El Teorema 3 de Klyachko se puede extender a cualquier grupo finito

del siguiente modo:

PRELIMINARES. [K] .Supongamos que L es un antiautomorfismo in-
volutivo de G tal que L(g) y g son conjugados, entonces L induce

un antiautomorfismo sobre el dlgebra de grupo compleja de G ¥ actla como
la identidad sobre el centro. (Una base del centro son los caracteres irre-
ducibles X de G y como L(g) y g son conjugados entonces X(L(g)) =
= X(g)). Luego L induce un antiautomorfismo sobre cada componente simple
(¢[ 6] EM(nl,E)(-D @ M(nr,ﬂl) , donde n, =dim U; ¥ (Ui,‘ni)

l1<ix<r somn las representaciones jrreducibles de G [S]).

Un antiautomorfismo L de un Zdlgebra de matrices completa es conju-

gada a la transposicidnm (Skolem-Noether) : L(a) = b-1 ‘ab (a€ Mn(m) y
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b € GL(n,C) . Ademds si el antiautomorfismo L .es involutivo entonces pa-
~ P~ _1 _1 5 i i

ra cualquier matriz a , L(L(a)) = b tbab tb . Esta Gltima relacidon

significa que b—lbt pertenece al centro, es decir tb = ¢b donde € es

un escalar. Pero esto es posible sblo si € = %1 .

-~

DEFINICION 1. Diremos que L es una involucidn de primera especie si
€ =1, es decir la matriz b es simétrica y de segunda especie si

¢ = -1 , es decir, la matriz b es simpléctica.

~

Por lo tanto la dimensidn del espacio de los elementos L-invariantes
de un &lgebra de matrices de dimensidn n es n(n + 1) /2 para una invo-

lucidén de primera especie.

La ecuacidn L(a) = b"1 Yab significa de L(a) es la matriz del

operador conjugado respecto de una forma bilineal con matriz b .

TEOREMA 5. Sea L un antiautomorfismo de G tal que L(g) y g son con-

jugados (g € G) . 51

r
(L) = [{g € 6/L(e) =g} = Z dim Ty
i=1

donde (Ui,ﬂi) son las representaciones irreducibles de G (L <i <),

~

entonces L es una involucidn de primera especie sobre cada componente

simple del &lgebra de grupo el .

Demostracidn: Calculamos de dos maneras distintas la dimensidn del espacio

~

de los elementos del &@lgebra de grupo de G que son L-invariantes.

Por un lado es claro que la dimensidn es igual al nimero de elementos
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distintos en el &lgebra de grupo de la forma g + L(g) con g € G ; esto

es

{gec/g=L@} +3 {e€c/e L@l =

=%lcl +-é—l{g€ G/g =L@} -

Pero por otro lado, la dimensidén del espacio de los elementos L-inva-

riantes del dlgebra de matrices de orden 0y (componentes simples de

1
gcl) es 7 ni(ni + ¢) donde € =1 .

Por lo tanto

r
1 1 1
= = — — (= =
121 7 n;(n, +e) =5 |6 +5 |{e€6/e L(g)}|
o2
Pero Z n, = [G| , luego
i=1
: *
Z en, = |[{g € 6 /g = L(g)}| = Tr(L")
i=1
" n
y por hipdtesis Tr(L') = z n, , por lo tanto €, = 1 (1<ic<r)
i=1

OBSERVACION 6. Bajo las hipbtesis del Teorema, para cada representacidn
(v,m) de G existe una forma bilineal simétrica b con respecto a la

cual los operadores ﬂg y L(ﬂg) son conjugados es decir:

e e e

B
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bL(T ) = T b €0) .
(g) g (g )

Eligiendo una base ortonormal B respecto de la forma b , obtene -
mos la siguiente expresidn para los coeficientes matriciales de Wg segln

la base B :

(7.4) [”L(g)]B° tlngls "

COROLARIO 5.1. Bajo las mismas hipStesis del Teorema =1,

Demostracidn: Para cada representacidn (Uk,ﬂk) irreducible de G eleji-

mos la base Bi para la cual se satisface la relacidn 7.4. Por el Lema 1
los coeficientes matriciales (e:j(g)) de las matrices ﬂk(g) (g €6,
1<£d < 1) seglin la base Bk forman una base B de Lz(G) . Sea

k
e.. € B, entonces

1]

k
*(ef) () = eﬁj(L<g>> - e?i(g> - T(ezj)(g) .
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