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RESUMEN

En esta tesis, se desarrolla un algoritmo para calcular la imagen de la norma,
espinorial para formas anti-hermitianas sobre un 4lgebra de cuaterniones de divisién
sobre un cuerpo local diddico % de caracterfstica 0. Luego se implementa. el algoritmo
para el cuerpo k = @, completancio asi, todos los cdlculos locales para formas anti-
hermitianas cuaterniénicas enteras sobre Q. También se realizan avances en el caso

general. Los célculos para cuerpos no-diddicos fueron realizados por Bége [6].
ABSTRACT

In this thesis, we develop an algorithm to compute the image of the spinor norm
for quaternionic skew-hermitian forms at dyadic local places. Then, we use it to
complete all local computations for quaternionic skew-hermitian forms over Q. So-
me advances are made in the general case. Non-dyadic places have already been

completely determined by Boge [6].
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Capitulo 1

Introduccién

Un problema central en la teorfa de formas cuadraticas es el de clasificacidn
(médulo isometria). Sabemos que este problema para formas bilineales sobre un
cuerpo de nimeros & puede ser reducido, por el Teorema, de Hasse-Minkowski, al pro-
blema. de clasificarlas sobre todas las localizaciones de & (ver, por ejemplo, [10, §66]').
Sin embargo, para formas sobre el anillo de enteros @, de &, no existe un principio
local-global como en el caso anterior, pero la informacién local atin nos dice bastante
de lo que ocurre globalmente. Por otro lado, existe una correspondencia entre cla-
ses de reticulados libres y clases de formas cuadraticas enteras. Asi, el problema en
cuestion nos lleva a la teorfa de géneros y géneros espinoriales [10, §102] desarrollada.
por Eichler y Kneser en los afios 50. Esta teorfa depende en gran medida del calculo
de la imagen de la norma espinorial (6, O ver §2.8) ya que, bajo ciertas condiciones
sobre un grupo lineal algebraico G, se tiene que el niimero de clases de un reticulado
A, el cual se puede decir que mide la diferencia entre la informacién local y la global,
es igual a la cardinalidad del grupo ©,(Ga)/ (B(Gk)@A(Gj;)) (ver §2.9). Célculos de
la norma espinorial para formas bilineales enteras existen en la literatura: El caso
no diadico lo podemos encontrar en [8] (M. Kneser, 1956), el caso 2-idico en [7] (A.
Harnest y J. Hsia, 1975), el caso en que el indice de ramificacién es e = 2 en [17] (Fei
Xu, 1993) y finalmente, para cuerpos diddicos en general, el clculo lo realizé C.N.
Beli [5] (2003).

Estas preguntas también tienen sentido para formas anti-hermitianas sobre un
dlgebra de cuaterniones de divisién. Dichas formas comparten muchas propiedades

aritméticas con las formas bilineales [6]. Para espacios anti-hermitianos, el problema.
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de deferminar si dos reticulados son isométricos también puede ser atacado usando la
teoria de géneros y géneros espinoriales, ya que el grupo unitario de una forma anti-
hermitiana cuaterniénica es isomorfo al grupo ortogonal de una forma cuadratica
cuando se consideran los grupos sobre la clausura algebraica del cuerpo base [3, §3].

Generalmente el cilculo local se divide en 2: cdlculo local diddico y caleulo local
no-diddico. La principal diferencia entre el caso diadico y no-diddico es la cantidad

de clases de cuadrados, esto se puede observar en la siguiente férmula:
[k* : &%) = aNp© @),

donde Np es el nimero de elementos del cuerpo residual y v, es la valuacién del
cuerpo k. Ver también el Teorema 2.2.1 y el Lema. 2.6.4.

En el caso cuadritico, la clasificacién de reticulados se hace principalmente a
través de los invariantes escala, norma y peso. Para reticulados anti-hermitianos
tenemos a disposicién la escala al igual que en el caso cuadritico. No ocurre lo
mismo con la norma y peso ya que un reticulado anti-hermitiano unimodular es
diagonalizable. .

El céleulo no-diddico lo podemos encontrar en {6]. En [2] se estudian los lugares
diddicos no cubriendo todos los casos. En [4] se estudian cuerpos de representacién
para formas anti-hermitianas cuaternidnicas y se completan algunos casos no inclui-
dos en [2]. Recordamos aqui, los cilculos en el caso diddico:

Sea k un cuerpo local diddico de caracteristica 0 (§2.2) con tinico orden maximal
Ok. Sea D un dlgebra de cuaterniones de divisién sobre &k (§2.1) con tnico orden
maximal Op. La valuacién en D es denotada por v (§2.6). Denotamos por V un D-
médulo (por la izquierda) libre de rango n con una forma anti-hermitiana b (§2.4).

Un reticulado anti-hermitiano A tiene una descomposicién del tipo
A=A 1 1A,

donde cada reticulado A, es de rango 1 0 2, y las escalas satisfacen s(Arpr) Cs(Ay)
(§2.5). Este resultado es el anédlogo anti-hermitiano a la descomposicién de Jordan:
para reticulados bilineales en [10, §91]. Siguiendo [6], definimos H(A) por la relacién
H(A}/E* = 6(U4 (7)), donde Uf(A) es el estabilizador del reticulado A bajo la
accién del grupo especial unitario 24 de la forma h, y 6 : U (A) — k* /k*? denota
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la norma espinorial (§2.8). Notemos que k*2 € H(A} C k*. Por abuso de lenguaje

decimos que H(A) es la imagen de la norma espinorial.

Las tablas 1.1 y 1.2 resumen los resultados obtenidos en [2] y [4] para un cuerpo local

diadico arbitrario k:

s |4 « n  H(A)
— = = 1 NHa)
- >1 - - K
0 1 —A - O
0 1 -7 >2 k
#0 — - - &
Tabla 1.1: Reticulados modulares
s |4 a 7 H(A)
- >1 - — k*
0 1 A - Opk*2
0 1 —u,7 u>v(16) N(k(am)*)
0 1 —u 0<p<r(l6) 7
0 1 = p < v{4) o*
0 1 7 v(4) <p <wv(i6) 7
#£0 ~ - — k*

Tabla 1.2: Reticulados arbitrarios




A/

La notacién para las tablas es como sigue:

1. s es el ntimero de reticulados binarios indescomponibles en la descomposicién

de A antes mencionada.

2. Si algiin A, tiene rango 1, entonces A,, = Ops,, y h(8m, Sm) == am. De aqui se
define
A = {N(am)k*| rango(An) = 1}, donde N es la norma reducida (§2.1).

3. Si |[A] =1, entonces A = {a}.

4. X es la clase Ak*2,

5. A € Of es una unidad de defecto cuadrético minimal (§2.2).

6. u € Of es una unidad de defecto cuadratico no minimal cualquiera.
7. @ es un primo arbitrario en @.

8. p 2> 0 es la diferencia minimal entre la valuacién de las escalas (§2.5) de
dos componentes consecutivos de rango 1, es decir, si en la descomposicién
A=A;L--- LA, aparecen sumandos de la forma Ops; LOpsiy1 = (a;) L{ai),
entonces 4 es el minimo de todas las diferencias v(a;11) — v(a;).

9. Un segmento — significa informacién irrelevante.

En esta tesis, completamos los célculos en el caso k = @, culminando de esta
manera todos los cdlculos locales para formas anti-hermitianas cuaterniénicas enteras
sobre Q. También se mejora la tabla 1.2 para un cuerpo local diddico & cualquiera.

Lo descrito en el pérrafo anterior se realiza considerando primero reticulados A
de rango 2 y caracterizando, para estos reticulados, el hecho de que H (A) == k* de
manera que se pueda determinar H(A) mediante un cilculo finito, el cual se hace
por computador. Luego, para reticulados de cualquier rango, reducimos el calculo a
los casos de rango 2 o 3 los cuales se manejan con las técnicas anteriores.

La piedra de tope para. el cdlculo general es el hecho de que la funcién k — |E* /2
es no acotada (k diddico). Los calculos para k diddico cualquiera realizados en 2]
dependen fuertemente del Lema 2.6.4. Mencionamos también por qué dichas técnicas

no se extienden para los casos restantes.
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En virtud de la tabla 1.2, consideraremos reticulados diagonalizables con | Al = 1.
Es decir, reticulados del tipo A = (a;).L.--1(a,), donde N(a;) € m, Vi =
2,0y T

Los casos a tratar en este trabajo se encuentran en la siguiente tabla, la cual
sigue las notaciones de las tablas 1.1 y 1.2:

Casos | A | L | H(A)
I {({-u}| 0<pu<u(l6) ?
II {7} [v@) <p<v(i6)]| 7

Tabla 1.3: Casos restantes

El capitulo 2 contiene material preliminar que culmina con la descripcién del
problema de clasificacién de formas’ anti-hermitianas cuaterniénicas enteras. Fn el
capitulo 3 se sientan las bases para nuestro estudio de H(A) y se realizan algunos
calculos para Op-reticulados anti-hermitianos sobre un cuerpo local disdico de ca-
racteristica 0 cualquiera k, mejorando los resultados precedentes. En particular, se
da la solucién del caso II cuando g = v(4). En el capitulo 4 desarrollamos un algorit-
mo para calcular imédgenes espinoriales, cuya implementacién se realiza para k = Q.
Finalmente, en el capitulo 5 se realizan los cdlculos para los casos I y II descritos en
la tabla 1.3 para Q, usando el algoritmo descrito en el capitulo 4, y se aplican para

calcular el nimero de clases de formas anti-hermitianas espectficas.
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Capitulo 2
Preliminares

En cada seccién de este capitulo incluimos importantes ejemplos y observacio-
nes sobre los objetos particulares que nos interesan en este trabajo, para su uso en
capitulos posteriores, En las secciones 2.1, 2.2 y 2.3 vemos lo necesario para nuestro
trabajo con dlgebras de cuaterniones sobre cuerpos locales. La referencia principal
para estas secciones es el texto de O’Meara [10]. En las secciones 2.4, 2.5 v 2.6 nos
concentramos en la parte entera de la teorfa de formas anti-hermitianas cuaterniéni-
cas, siendo las referencias principales el articulo [2] y el texto [15]. Finalmente, las
secciones 2.7, 2.8 'y 2.9 estdn dedicadas al problema de clasificacién de formas anti-
hermitianas cuaterniénicas enteras usando cohomologia galoisiana. Las principales
referencias para estas secciones son [2], [1] y [9].

2.1. Algebras de cuaterniones

Sea F' un cuerpo y sean «, 8 € F*. Consideremos un F-espacio vectorial V de
dimensién 4 sobre F'y una base {1, 21,72, 73} de V. Entonces V = F .1+ F - z; +

F'- x5 + F - 3. Definimos una multiplicacién sobre los elementos de la base mediante

la siguiente tabla:

Iy Ty I3
111 ] Tn o
T |7 | el T3 e
Ty | Ta —I3 ﬂ 1 - ﬂ s}
T3 | x3 | —awe | Bzy | —afl
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Extendemos esta multiplicacién por linealidad a una multiplicacién sobre V. Se
comprueba que V es un dlgebra asociativa con identidad. Asi, dados un cuerpo F'y
elementos o, f € F*, podemos construir una F-slgebra de dimensién 4 sobre F por
el procedimiento descrito anteriormerite. Diremos que un élgebra construida de esa
manera es un dlgebra de cuaterniones y la denotaremos por el simbolo

&)

Llamaremos a sus elementos cuaterniones. Los elementos de F - 1 son llamados cua-
terniones escalares y los elementos de F'-x+ F-xq-- F- 24 son llamados cuaterniones

puros. El conjunto de cuaterniones puros es denotado

(%)
— | =F g1+ F 53+ F - x3.
F

Cuando no haya peligro de confusién, escribiremos (@, ) en vez de (“T’g) . De
la tabla de multiplicacién, es claro que 22 € F* . 1 para todo r = 1,2,3 y que
TrZs = —TsTr € F* - T4, para cualquier permutacién r, s, ¢ de los digitos 1,2,3. '

De aqui en adelante adoptaremos la notacién de las referencias [2], [15]. Es degir,
L, =11, j = %3, k = 73 = if, es una base del algebra de cuaterniones (o, B). Aqui,
?=q, j2=5, if = —7ji.

Siz =a+bi+cj+dk, donde a,b,c,d € F, es un cuaternién, definimos el
conjugado de x como Z = a — bi — ¢j — dk. También diremos que T +— T es la

involucién canénica del dlgebra de cuaterniones. Es claro que Iy = .

Definicidén 2.1.1. Sea.z € ("‘—Ffi) . Definimos la norma N y la traza 7' de = mediante:
Nz =z, Tc=g+Z.

Siz=a+bi+ci+dk e (%), entonces Nz = a? ~ b2 — E+dieBeF,y
Tz = 2a € F. Un célculo directo prueba que N(zy) = NzNy, y que T(z+y) =
Tz + Ty. Ademds, notemos que

z? , si T es cuaternién escalar.

Nz =

—z? , si T es cuaternién puro.
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Observacién 2.1.1. Un cuaternién z es invertible si y sélo si N # 0. En tal caso
g7 =% (Nz)™L.

Observacién 2.1.2. Un cuaternién no escalar ¢ en un dlgebra de cuaterniones,
genera un &lgebra conmutativa semisimple de dimensién 2 sobre F', ya que es rafz
del polinemio 2? — T(g)x + N(g) € Flz]. En particular, si el slgebra de cuaterniones

es de divisidn, g genera una extensién cuadrética de F.

01 —
Ejemplo 2.1.1. Considerando la matrices Y = ( 10 ) L= ( (1) 01 ) , es facil

Ver que
Yi=1, 2°=-1,YZ=-2Y.

Asi, usando el hecho de que un dlgebra de cuaterniones es simple [10, §63], se tiene
que la funcién ¢ : (251) — My(F) definida por ) =1, o(z) =Y, dlzs)=Z y
#(x3) = Y Z, es un isomorfismo de dlgebras.

Enunciaremos los resultados principales sobre dlgebras de cuaterniones, estos he-
chos fueron extraidos de [10, §63]:

Proposicién 2.1.1. Sean «, 8 € F*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. (@, B) es un dlgebra isomorfa a (1,—1).
2. (o, B) no es un dlgebra de divisién.
8. El espacio cuadrdtico {(a) L(B) sobre F representa a 1.
4. @ € Ng/pE, donde E = F(\/B).

Proposicién 2.1.2. Sean «, 8,7, A\, € F*. Se tienen los siguienies isomorfismos

de dlgebras:
L (L) (1,-1) & (@, —a) = (2,1 - a).
2. (o, ) = (B, @) = ()2, fu?).
3. (e, 2B) = (a, — ).

4- (@, B) ®F (@,7) = (e, ) ®F (1,-1).




2.2. Cuerpos locales

Un cuerpo local no-arquimediano k es un cuerpo completo respecto de un valor
absoluto discreto | - | tal que el cuerpo residual Oy /my, es finito; donde (), = {a €
k| [ex < 1} es el anillo de enteros del cuerpo k, y my, = {a € k| ol < 1} es el tinico
ideal maximal de O.

Los cuerpos locales arquimedianos son R y C.

Un cuerpo local, es uno de los cuerpos descritos anteriormente.

Ejemplo 2.2.1. El cuerpo @, de los niimeros p-adicos cs un cuerpo local. Aqui Og,
es denotado por Z,, su ideal maximal es pZ,, y el cuerpo residual es Z,[pZy, = Z/pZ.

En esta tesis, sélo nos interesamos en el caso no-arquimediano de caracteristica,
0. Especificamente, consideraremos sélo cuerpos locales diadicos de caracteristica 0,
es decir, extensiones finitas de Q5. En un cuerpo local k, el anillo de enteros
es dominio de ideales principales. Si my = (x), decimos que 7 es un pardmetro
uniformizante en k. Todo o € k se escribe de la forma o = un’, donde u € Of y
t € Z. Se define un valor absoluto en k mediante |afz = (1/N7)t, donde N7 es el
nimero de elementos del cuerpo residual Oy /my,.

Es clara la importancia de conocer los cuadrados en el anillo de enteros de un
cuerpo de niimeros para el estudio de formas cuadraticas enteras. Fl signiente teorema
nos dice que si un entero en un cuerpo local esté suficientemente cerca de 1 con
respecto al valor absoluto |- [, entonces es un cuadrado. En la seccién 2.6 veremos un
analogo de este resultado en el caso cuaterniénico, el cual utilizaremos con frecuencia

para nuestro estudio sobre formas anti-hermitianas cuaterniénicas enteras.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Cuadrados Locales). [10, 63:1] Sea o un entero
en un cuerpo local k. Entonces existe un entero B tal que

1+ dma = (14 2x6)2

Usando el Teorema de Cuadrados Locales podemos estudiar que tan lejos esta
un elemento en un cuerpo local de ser un cuadrado. En efecto, consideremos un

elemento ¢ en un cuerpo local k. Entonces ¢ tiene al menos una expresion de la
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forma £ = * + @, con 0, € k. Tomando la interseccién sobre todas esas posibles
escrituras de £ definimos

(&) = n aOy.

Con esta definicién, 2(¢) es un ideal fraccional o 0. Diremos que d(¢ ) es el defecto
cuadratico de £. Se tienen los siguientes hechos acerca del defecto cuadritico 2(6):

1. 9(a*¢) = a®8(&) Va,§ € k.
2. 9(€) = €O si v(£) es impar, donde ¢ € 7€} Oy,

Por otra parte, si v(£) es par, podemos escribir £ = #%¢ con ¢ una unidad y por
lo tanto 9(¢) = 7*0(e). Asi, basta estudiar el defecto cuadrético para el grupo de
unidades Of médulo cuadrados, es decir, para representantes del grupo 05/ 02

Usando el Teorema de Cuadrados Locales se pueden probar los siguientes resul-

tados:
1. Eeked(E)=0.

2. Sea e una unidad en un cuerpo local k. Si k es no diddico, entonces d(e) es 0 u
O; si k es diddico, entonces 9(¢) es uno de los ideales?

0Cc40,CcdptcypSc--.cpdcy.

Considerando el resultado anterior, si ?(£) = 40, diremos que £ es un elemento

de defecto cuadrdtico minimal en k.
Ejemplo 2.2.2. 5 =1 4-4 es una unidad de defecto cuadritico minimal en Qs.

Se puede probar que una unidad ¢ tiene defecto cuadratico minimal, si y sélo
si, la extensién k(1/€)/k es cuadrética no ramificada. De este hecho se deduce que
siempre existen unidades de defecto cuadrético minimal, y que dos de ellas cualquiera

siempre estan en la misma clase de cuadrados.

'Notar que si el indice de ramificacién ¢ es mayor o igual a 3, efectivamente se tiene 4p=3 ¢ p3,
De otro modo, la cadena de ideales es més corta. En efecto, si ¢ = 2 ge tiene que 4p=3 = p. Por
otra parte, si e = 1, entonces la cadena se reduce a 0 ¢ 40y, = p2 C p.
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2.3. Simbolo de Hilbert

En esta seccidn, F' serd un cuerpo local de caracteristica 0 en el lugar p, es decir,
F = K, donde K es un cuerpo de niimeros y el lugar p es la clase de equivalencia
del valor absoluto respecto del cual F es completo. Aqui, dos valores absolutos sobre
un cuerpo F son equivalentes, si definen sobre él la misma topologfa.

Para o, f € F*, se define el simbolo de Hilbert mediante:

( a, ,3) 1, si el espacio cuadrdtico (o)L (B) representa a 1.
P/ -1

, 8i no.

Observacién 2.3.1. Usando los resultados de la seccién 2.1 obtenemos la siguiente
definicién alternativa del simbolo de Hilbert:

(22)-{* (%) = Ma(F),

, 8i no.

Observacién 2.3.2. De la Proposicién 2.1.1 obtenemos que, si B = F(+/B), entonces

& € NgypE* si y sblo si (Epﬁ) =1

Recordemos que, si a es un cuaternién puro, entonces a? = —Na. Para este caso
particular, reescribiremos la observacién anterior como un lema, dada su importancia

posterior.

Lema 2.3.1. Sea a un cualernion puro en un dlgebra de cuaterniones sobre un

cuerpo local F. Entonces

[ € N(F(a)") si y sdlo si (l’ ;Na) = 1.

Sabemos que las dlgebras de cuaterniones que no son de divisién son isomorfas
a Ma(F) (§2.1). Por otra parte, se tiene que (%) = —1, donde 7 es pardmetro
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uniformizante de F' y A es unidad de defecto cuadrsitico minimal de F. Mas ain,
todas las algebras de cuaterniones de divisién sobre F' son isomorfas a, (%2) [10, §63).

Por lo tanto, hay esencialmente dos 4lgebras de cuaterniones sobre F. Usando
este hecho, se puede probar que los puntos 3 y 4 en la Proposicién 2.1.2 se traducen

a,af\  [o,—p
(557) - (%)
() (2)-(39)
p p p
La 1ltima igualdad nos dice que, para 8 € F* el sfmbolo de Hilbert define un

homomorfismo de grupos (TB : F* — {£1}. Ademss, la Observacién 2.3.2 nos dice.

que, si £ = F(y/f) es una extensién cuadratica, el niicleo de este homomorfismo
es Ng/r(E*). Por otra parte, se puede probar [10, §63] que, si la extensién E/F es

cuadrética, este homomorfismo es epiyectivo. Por lo tanto,
[F* M NE/FE*] = 2.

Este hecho serd de gran utilidad cuando consideremos reticulados anti-hermitianos
sobre dlgebras de cuaterniones de divisién, pues, como se observé en la seccidn 2.1,

los cuaterniones no escalares generan extensiones cuadriticas.

2.4. Formas anti-hermitianas

Una forma anti-hermitiana es una forma (—1)-hermitiana en el sentido de [12,

§7.1]. Detallamos aqui la definicién para el caso que nos interesa.

Definicién 2.4.1. Sea D un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de niimeros
o sobre un cuerpo local & y sea V un D-médulo libre por la izquierda. Diremos que
una funcién i : V X V — D es una forma anti-hermitiana si satisface:

1. h es D-lineal en la primera variable.
2. h(z,y) = —h(y,z), Vz,y € V.

Aqui, ¢+ 7 denota la involucién candnica del 4lgebra de cuaterniones (ver §2.1).
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A un par (V,h) como en la definicién se le llama espacio anti-hermitiano. Si
V = D", entonces cualquier forma anti-hermitiana sobre V es una funcién del tipo

h((@1, - Tn), (151 ¥)) = Z L4055,

i:j=1
donde a;; = —@j;. La matriz (a;);; € M,(D) es llamada matriz de Gram de h. Notar
que como a; = —ay, Se tiene que a; es un cuaternién puro para todo 7.

Definicién 2.4.2. Sea (V, h) un espacio anti-hermitiano. Diremos que una funcién
¢:V — V es una isometria de (V, h) si satisface:

1. ¢ es D-lineal invertible.

2. Wz,y) = h(g(z), 4(y)), Vz,y € V.
El grupo { isometrias ¢ : V — V} es llamado grupo unitario de (V, k) (o de h)y
es denotado por L. El grupo de isometrias cuya matriz correspondiente tiene norma

reducida 1 es llamado grupo especial unitario de (V,h) y es denotado por Ut.

Observacién 2.4.1. Si D = M,(k), las formas anti-hermitianas sobre un D-médulo
libre V' de rango n estén en correspondencia con formas cuadriticas sobre el k-espacio
vectorial PV de dimensién 2n, para cualquier matriz idempotente P € D de rango
1 [3, §3]. El grupo unitario de una forma anti-hermitiana % es isomorfo al grupo

ortogonal de la correspondiente forma cuadrética.

Observacién 2.4.2. Uy, = U cuando el algebra de cuaterniones es de divisién 9,
§2.6].

En esta tesis, consideramos formas anti-hermitianas sobre un algebra de cuater-
niones de divisién sobre un cuerpo local diddico % de caracteristica 0. Especificamen-
te, estudiaremos formas anti-hermitianas cuaterniénicas enteras (médulo isometria),
lo cual es equivalente, como veremos en la préxima seccion, a estudiar Op-reticulados

libres.

2.5. Reticulados y 6rdenes

Sea k un cuerpo de niimeros o un cuerpo local (k = Ly, con L cuerpo de nimeros)
con anillo de enteros Oy.
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Definicién 2.5.1. Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n sobre k. Diremos
que A C V es un reticulado en V, si A es un Op-médulo tal que existe una base-
{z1,..,z,} de V con

AC Oz + - + Oz,

St un reticulado A satisface kA = V' diremos que A es un reticulado sobre V. Un
reticulado es libre si lo es como Oy-médulo.

Bjemplo 2.5.1. Ogzy + - - - + Oz, es un reticulado libre sobre V.

Definicién 2.5.2. Sea A una k-dlgebra. Diremos que © C A es un orden si © es un
reticulado en A tal que 1 € D y DD = D. Es decir, un orden es un reticulado que
a su vez es un subanillo. Un orden es maximal si lo es respecto a la contencién de

conjuntos.
Ejemplo 2.5.2. My(Oy) es un orden maximal en la k-slgebra My(k).

Definicién 2.5.3. Sea D un dlgebra de cuaterniones sobre %. Sea V un D-médulo
libre y Op un orden maximal® en D. Diremos que A C V es un Op-reticulado si es
un reticulado en V tal que OpA = A.

Al ignal que en el caso de formas cuadraticas enteras, la clasificacién de for-
mas anti-hermitisnas enteras (médulo isometria) es equivalente a la clasificacién de
reticulados libres. En efecto, sea I un dlgebra de cuaterniones sobre k& y Op un or-
den maximal en D. Una forma anti-hermitiona entera es una forma anti-hermitiana
h: 0% x Of — Op. Tales formas se pueden extender de maners tinica a V = D",
Sea ' otra forma anti-hermitiana entera tal que existe una isometria f entre los
espacios anti-hermitianos (D", k) y (D™, k). Asi, i'(z,y) = h(f'(z), f~1(y)), pe-
ra todo par de elementos z,y € D". Decimos que k, k' estdn en la misma clase, y
anotamos h ~; I/, si existe una funcién D-lineal invertible ¢ : 0% ~» OF tal que

Iz, y) = I (¢(z), #(y)), para todo par de elementos z,y € Op. (%)
Si definimos A = f~1{OF) se tiene que

hoeoy b & A~y OO,

2Este es el analogo del anillo de enteros Oy, de un cuerpo de niimeros & en el caso no conmutativo.
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donde para Op-reticulados M, L, se escribe M ~; I si existe una isometria ¢ de
(V, k) tal que ¢(M) = L.
También tenemos una versién local de lo anterior. En efecto, decimos que h y &'

estan en el mismo género si:

1. (*) es satisfecha para una funcién D,-lineal invertible ¢ = @, : Op, = Op,
con coeficientes en la completacion® Op, para cada lugar finito p de k.

2. (*) es satisfecha para una funcién D-lineal invertible ¢ con coeficientes en la
k-algebra D.

Notar que la condicién (2) es redundante (si en (1) agregamos los lugares infinitos)
para formas cuadréticas debido al principio de Hasse sobre cuerpos, el cual no se tiene
en el caso anti-hermitiano cuaternidnico.

Como antes, se tiene que A, &’ estdn en el mismo género si y sélo si los reticulados
A 'y OF son localmente equivalentes (i.e. existe una isometria local ¢y Df — Dy tal
que ¢y(Ap) = OF, para cada lugar p). Reciprocamente, cualquier Op-reticulado libre
A define, una vez que una Op-base es elegida, una forma &' que est4 en la misma
clase o género que h si y sdlo si A estd en la misma clase o género que Op. Por lo
tanto, la clasificacién de formas anti-hermitianas enteras corresponde, al ignal que en
el caso cuadratico, a la clasificacién de reticulados libres. Adoptaremos el lenguaje

de reticulados de aqui en adelante,

En lo que resta de la seccién, asumimos que & es un cuerpo local y D es un
dlgebra de cuaterniones de divisién sobre k. En este caso, podemos definir un valer
absoluto discreto || en D mediante ¢ — |N(g)|x. Denotamos por @p al tinico orden

maximal en D (ver §2.6).

Definicién 2.5.4. Para un Op-reticulado A en un espacio anti-hermitiano (Vih)y
un vector s € A, se define la altura de s en A como

S(s) = mitx [A(5, )]

*Recordemos que D, := D @ kp y Op, = 0Op ®o, Of,.
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También definimos la altura de A por

S(A) = méx S(s).
Definicién 2.5.5. Para un Op-reticulado A tal que S(A) = |g|, definimos la escala
de A como el ideal? s(A) = (q).

Utilizando el concepto de altura de un vector se puede probar [2, §5] que un
Op-reticulado A en un espacio anti-hermitiano (V,h) tiene una descomposicién del
tipo

A=A L. LA,

donde cada reticulado A, tiene rango 1 o 2, y las escalas satisfacen s(A,11) C s(A,).

Definicién 2.5.6. Un reticulado es modular si es suma ortogonal de reticulados
indescomponibles de igual escala. Un reticulado modular es unimodular si su escala
es (1) y primo-modular st su escala es (7).

Para ¢ € k* y una forma anti-hermitiana h, diremos que la forma ch es un re-
escalamiento de h. Asi, cualquier reticulado modular es un reescalamiento de un

reticulado unimodular o primo-modular.

2.6. Aritméticaen D = (”—ké) )

De aqui en adelante, trabajaremos con D = (%) , donde k es un cuerpo local
diddico de caracterfstica 0, y cuya base es {1,1, 7,45}, donde

P=m =4, if = ~ji.

Se define un valor absoluto discreto | e | : D — R* en D mediante |g] := [N (g)|x
[15, §2]. Denotamos por v la valuacién discreta en D, definida por v(g) = logy, lgl-
Sea Op el inico orden maximal en D.

4Recordemos que todo ideal fraccional de D es de la forma
(9) =90p =0Opg={d € D] |¢| < ql},

para algin ¢ € D [15].
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Es claro que D = K @&iK, como K- espacios vectoriales, donde K = k(7). Ademés,

la norma reducida satisface N(\ +id2) = N(A) — mN()\2) para todo Ay, ) € K,
pues iAi~' = X para todo X € K.

Lema 2.6.1. v()) es par, para todo X € K.

Demostracién: Sea A € K, es decir, A = a + bj, con a,b € k. En este €aso,
N(X} = a® — AP®. Supongamos que v()) es impar. Entonces a2 — Ab? == ur 2+l
donde u € Of y t € Z. Luego (a/7*)? — A(b/7%)? = uzwr. Como las unidades de k&
son normas de K y la norma es multiplicativa obtenemos que = € N (k( j)), lo cual
no puede suceder ya que (%) = —1 (§2.3). Por lo tanto, v(}) es par, para todo

re K. O

El anillo Op es el conjunto de elementos de norma entera en D [15, §2], es decir,
Op={qeDllg <1}.

Lema 2.6.2. OD = OK 45 ’iOK.

Demostracién: Es claro que O ®i0Ox C Op. Para probar la otra contencién,
consideramos A = A; +id; € Op, donde A, Ay € K. Tenemos que [A1 +idg| =
|N(M +ids)], = IN(A1) = aN (o) [k = méx{|N(A\)|e, [TN(Ao)|e}, siendo la dltima
igualdad debido a que »()) es par para todo A € K. De lo anterior [)\], lide] < 1.
Luego, usando nuevamente la paridad de v{),), se tiene que Aol < 1. Asi, A, Ap € O
lo que demuestra la otra inclusién.

0

Observacién 2.6.1. Op es un anillo local principal® con parametro uniformizante
¢ ¢ ideal maximal Mp = My @ iOk, donde Mg ¢s el ideal maximal de Ok.

Lema 2.6.3. Ok = Oy[w], donde w =22,
Demostracién: Oxlw] C Ok pues w es rafz del polinomio #? — z — §, donde

6 € Oy satisface A = 14 44. Por otra parte, para a,b € k, se tiene que a+bj € O
si y solo si N(a +bj) = a® —~ Ab® € O y T{a +bj) = 2a € Oy, pues el polinomio

5Un anillo local cuyo ideal maximal es principal.
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irreducible de a + bj en kfz] es 2* — 2az + (a® — AB?). Ahora, si a? — AR € O, y
2a € O, es facil ver que 2b € Ok.. De aquf y del hecho de que A =1+ 445, § € Or,
se tiene que a® ~ b = (a—b)(a+b) € O. Luego a — b 0 a+b pertenece a O%. Como
2b € Oy, en cualquier caso se obtiene que a — & € . Esto concluye la demostracién
ya que a+bj = (a — b) + 2bw € Ofw]. O

Debido a los lemas anteriores, podemos escribir Op = Or @O, wD O - iD Oy -,
es decir, {1,w,1, 4w} es una base de Op. Por otra parte, como

’iOD = ?fOk 45 TTOkUJ 43] OkZ & Okiw,

se tiene que
Op/iOp 2 F & Fi,

Y

donde Fy = O /7Oy es el cuerpo residual de k y & es la clase de w médulo 3. En
general se tiene:

(Ok [7°Ok) ® (O /7° Or)o @ (O /7O )i @ (O /7° O it ,t =235 par.

OD/Z""OD = _ - —
(Ok/7*F20k) ® (Ok/ 71 Or)e B (O /75O )i & (O /7 Ok)iT £ =28 +1 impar.

Aqui, & e 7 son las clases médulo ¢, de w e i respectivamente.

Ejemplo 2.6.1. Si k = @Q,, entonces:

O = Zy,

Op=Zo®Zy wSZy i DLy iw, e

i0p =nZy @7l w®Zy -1 D Loiw = 27 & 279 -w & Zy - 1 & Zoiw ya que 7 = 2-u,
con u € Zj.

Asi, como Z /27y = Z/2'Z para t > 0, se tiene:

Op O = (Z/2°Z) © (Z/2°Z) & & (Z/2°ZYi @ (Z/2°T)iw ,t = 2s par.
D/t Up = ~ ~
(Z/2°7'Z) ® (Z/2 7Y © (Z/2°Z)i ® (Z/2°LYiw ¢ = 25 + 1 impar.

Observacién 2.6.2. Si « = a + bw + ¢i + diw € Op, entonces T(a) = 2a + b y
N(e) = a® + ab — §b® — 7(c® + cd — 6d%), donde § € O es tal que A = 1 + 45,

Finalizamos la seccién con un resultado que usaremos con frecuencia en nues-
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tros célculos posteriores y que es consecuencia del Teorema de Cuadrados Locales
(Teorema 2.2.1).

Lema 2.6.4. Sia € Op satisfuce |a| < 1, entonces N(1 + 4a) es un cuadrado.

Demostracién: N(1+4a) =1+4T(a) + 16N (o) = 1+ 4(T(a) + 4N(a)). La
condicién |¢| < 1 implica que 7|T{(c). Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema,
de Cuadrados Locales 2.2.1. O

2.7. Cohomologia
Cohomologia no-conmutativa

Sea G un grupo que actda sobre un conjunto A4 por la izquierda. La accién de un
elemento s € G sobre un elemento a € A sera denotada por a — *a. Diremos que un
conjunto es un G-conjunto si G actiia sobre él. Si el G-conjunto A posee estructura
de grupo y ésta es respetada por G, diremos que A es un G-grupo.

Definicién 2.7.1. Sea A un G-conjunto. Definimos H°(G, A) como el subconjunto
A€ de elementos de A que permanecen fijos bajo la accién de G, es decir,

HYG,A)=A°={a€ Al*a=aVs € G}.

La definicién de H'(G, A) serd dada sélo para un G-grupo A.

Definicién 2.7.2. Sea A un G-grupo. Diremos que una funcién f:G—= Aesun
1-cociclo de G en A si f(st) = f(s)°f(t) para todo s,t € G. Denotaremos la imagen
por la funcién f de un elemento s € G por f, y hablaremos del 1-cociclo (fs)- Asi, la
ecuacion que define a un 1-cociclo (f;) se escribe como f,; = f,°f;. Diremos que dos
cociclos {(a;) ¥ (bs) son equivalentes si existe un elemento ¢ € A tal que b, = ¢ lg,%¢
para todo s € G. Esto define una relacién de equivalencia en el conjunto de 1-
cociclos de G en A. Definimos H*(G, A) como el conjunto de clases de equivalencia
de 1-cociclos, es decir,

HI(G,A) ={f:G _:*Al Jot=f"ft Vs,t € G}/ ~.
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Notemos que en general, H'(@, A) no posee una estructura natural de STupo y es
solamente un conjunto punteado cuyo elemento distinguido es la clase de equivalencia
del cociclo neutro s — e4, donde e, es el neutro del grupo A. Si A es un subgrupo
del G-grupo B, invariante bajo la accién de G, entonces hay una accién natural de &
en el conjunto de clases laterales izquierdas B/A, con lo que B/A es un G-conjunto
y podemos definir H°(G, B/A). Se tiene la siguiente sucesién exacta’ larga:

1= A% = B — (B/A)¢ — HY(G, A) — HY(G, B),

donde la funcién coborde § : (B/A)® — HY(G, A) esta dada por §(bA), = b1 . b,

Observacién 2.7.1. Si A es normal en B, se puede extender Ia sucesién exacta larga

precedente a:
1= A% = B — (B/A)® - HY(G, 4) —» H\(G, B) — HY(G, B/A).
Cohomologia galoisiana

Aplicamos la teorfa de cohomologia no-conmutativa al caso que nos interesa.’
En efecto, sea A una variedad algebraica definida sobre un cuerpo k. Sea K/k una
extensién galoisiana (finita o infinita). Si Ax denota el conjunto de K-puntos de A,
el grupo de Galois G = Gal(K/k) actia sobre Ax. Nos concentramos aqui, en el cago
en que Ax es un grupo lineal algebraico y K = k.

Ejemplo 2.7.1. Sea y, el grupo de raices n-ésimas de la unidad y supongamos que’
tn C k. La sucesién exacta corta

1—>un—>lE*—(')—ﬂ>E*—>1,
da origen a la sucesién exacta larga

1= pin = K" — k" = HYG, pn) — HYG, k).

6Una sucesién de conjuntos punteados es exacta si la preimagen del elemento distinguido es igual
a la imagen de la funcién anterior. Aqui, el elemento distinguido del conjunto HY(@, B/A) es la
clase A,

7Si esto no se cumple hay que reemplazar g, por u, Nk* en la sucesidn exacta larga.
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Por el Teorema 90 de Hilbert H1(G, %) = {1}, por lo tanto,

HYG, pn) = k" [E™.

2.8. Norma espinorial

Utilizaremos cohomologia galoisiana, en el caso en que la variedad algebraica en
cuestion es el grupo unitario de una forma anti-hermitiana cuaterniénica, para definir
una funcion coborde (norma espinorial) mediante la cual se pueden clasificar formas

anti-hermitianas enteras (Op-reticulados) como verenios en la préxima seccidn.

Sea D un dlgebra de cuaterniones de divisién sobre un cuerpo de niimeros k ¥
sea Up un orden maximal. Sea (V,h) un espacio anti-hermitiano y sea A un Op-
reticulado en V. Para cualquier extensién de cuerpos E de k y cualquier grupo
algebraico G, denotamos por Gg el conjunto de E-puntos de G. El estabilizador
de A en U es denotado 47 (A). Sea py el grupo {1, -1} de raices cuadradas de la
unidad. Sea Z:{]{:F el cubrimiento universal de I, La sucesién exacta®

{1} — e — UF — 0 — {1},

sobre la clausura algebraica k de k, da origen a la funcién coborde
0 : Ut — HYG, pp) = k*/k*?, donde G = Gal(k/k) (§2.7). La funcién 0 es llamada
norma espinorial’. Como en [6], definimos H(A) C &* por la relacién

H(A)/E? = 0L (A)).

8Un 2-recubrimiento universal en particular es dado por el grupo de spin para formas anti-
hermitianas definido en [13].

En [16] se define la norma espinorial sobre el grupo unitario ¥ de una forma sesguilineal sobre
un D-médulo derecho, donde D es un anillo de divisidn. Esto se Heva a cabo en términos de la
factorizacién completa de un elemento P € U como producto de elementos de dimensién 1, de
manera andloga a la definicién para ¢l grupo ortogonal O de una forma cuadritica, donde se puede
definir la norma espinorial para ¢ € O en términos de la factorizacién de ¢ como producto de
simetrfas (ver, por ejemplo [10, §55]). Se puede probar que la definicién cohomolégica (para k p-
adico) nos entrega la misma informacién en el caso anti-hermitiano cuaternidnico, a pesar de que
en nuestro caso la norma espinorial tiene como codominio k*/k*2, mientras que en [16] la norma
espinorial tiene como codominio D*/T', para cierto subgrupo I' de D*.
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Por abuso de lenguaje diremos que H(A) es la imagen de la norma, espinorial. Tam-
bién tenemos una norma espinorial local 6, : L{,;:' (A) — k; /I{:;;2 para cualquier lugar
p. Es sabido [11, Lema 13] que la sucesién

IT 4 — T1 w2 1T ke,

pcli(k) pell{k) pell(k)

donde TI(k) es el conjunto de lugares (arquimedianos y no-arquimedianos) de %,
puede ser restringida al conjunto de puntos adélicos para obtener una sucesién

U st 2 52,

donde J, = (GL;), es el grupo de ideles de k.

2.9. Clasificaciéon de formas anti-hermitianas cua-

ternidnicas enteras

Consideremos una forma anti-hermitiana A sobre un algebra de cuaterniones de
divisién sobre un cuerpo de nvmeros k. Para estudiar el problema de clasificacién
entera adoptaremos el lenguaje de reticulados (ver §2.5). Como en la seccién anterior
denotamos por U (A) al estabilizador del reticulado A. Denotamos por U} al grupo
unitario adélico. Se define la accién de ¢ € U} mediante A — ¢A, donde PA estd de-
finido por las relaciones locales (¢A), = $pl\p. Nétese que la clase de A es la érbita:
Ut .A, donde Ut cUf por la incrustacién diagonal. Definimos el género de A como
la érbita U A y el género espinorial como la 6rbita, Ut HA*I”.A, donde L{;f es el nicleo
de la funcién ©, definida en la seccién precedente. El conjunto de clases contenidas

en un género, esta en correspondencia 1 a 1 con el conjunto de clases laterales dobles
U \UL U (A).

El niimero de elementos del conjunto 25 \U," /14 (A) es llamado el ndmero de clases
del reticulado A. Dicha cantidad es dificil de conocer en general, aunque se sabe
que es finita. Un problema mas facil que el anterior es conocer el niimero de géneros

espinoriales en un género. De hecho, éste niimero es igual al orden del grupo abeliano
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finito
Oalthl )/ (0L OAU (A))).

Mas atin, si denotamos por P : Ji, —+ Ji/JZ a la proyeccién candnica y por H a{A) al

conjunto
Hp(A) = PTH(0af (A))),

se tiene el siguiente isomorfismo de grupos
Oa)/ (0U)OAUL (A))) == Ji/k Hp(A),

donde es claro que el grupo de la derecha depende de las imégenes de la norma
espinorial local &, : L{,;i (A) = &} /k;,‘2 en cada lugar p del cuerpo de nimeros k. En
algunos casos (ver diagrama abajo) el niimero de clases de un reticulado A es igual al
nimero de géneros espinoriales en el género de A. Por lo dicho anteriormente es que
nos interesa calcular la imagen de la norma espinorial. En esta tesis completamos
los céleulos de la norma espinorial local para el cuerpo QQ; ¥ avanzamos los cdlculos

para un cuerpo local diddico cualquiera k.

genfA) = UF.A

!
spn{A) = Utud A
Il Si L{,f es no compacto en algin lugar arquimediano.

cs(A) = UF.A




Capitulo 3

Sobre H(A)

Los célculos mostrados en las tablas 1.1 y 1.2 del eapftulo 1 fueron extraidos
de [2] y [4]. Gracias a la Proposicién 3.3.1 de este capftulo la tabla 1.2 del capitulo
1 quedara:

5 Al e« 7 H(A)

— >1 — — k>

0 1 -A = Op k2

0 1 —&7 p>wv(l6) N (k(am)*)
0 1 -—-u 0<p<y(l6) 7

0 1 7 p < v(4) G+

0 1 7 v(4) <p<v(16) ?

£0 — — - b

Los casos restantes se calculardn sélo en el caso k = @Qa. En este capitulo des-
cribimos de manera precisa un conjunto de generadores para U (A), proveemos los
elementos bésicos para el estudio de H(A) y obtenemos algunos resultados que nos

simplificardn dicho estudio en los capitulos siguientes.

3.1. Generadores de U (A) y su norma espinorial

|

I

i La norma espinorial & : L (A) — &* /%% es un homomorfismo. Asi, basta conocer
¢ en los generadores de Ut (A). En esta seccién mostramos un conjunto de generadores

24
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y cémo se calcula la norma espinorial para dichos generadores. Recordemos que H{A)
estd definido mediante la ecuacién H(A)/k** = 8(U4}(A)) y decimos, por abuso de
lenguaje, que H(A) es la imagen de la norma espinorial.

Sea (V,h) un espacio anti-hermitiano y sean s € V, o € D*, tales que o —o =
h(s, s). Se define la funcién (s;0) : V = V mediante

(s;0)(z) =z — h(z,s)a™s.

Llamaremos a tales funciones rotaciones simples con eje de rotacién s. Las rotaciones
simples generan U] y satisfacen

6((s.0)] = N(o)&*2 [13),

donde N : D* — k* es la norma reducida (§2.1). Notar que o € k{a), donde
a = h(s, s).

En [2, §6] se prueban los dos lemas siguientes. El primero nos dice como construir
rotaciones simples y es usado en el segundo para obtener un conjunto de generadores
de L7 (A).

Lema 3.1.1. (2, §6, Lema 6.3/ Sea (V, h) un espacio anti-hermitiano, y seant,u € V
tales que h(u,u) = h(l,t) = a. Definimos r y t, por u = rt +to, donde ty € t1. Sean
s =t—u yo=h(t,s). Entonces se tienen las siguientes identidades:

a=a{l—7), h(to,to) =a—raF, o—7=h(s,s).
En particular (s;0) define una rotacidn simple tal que (s;0)(t) = u.

Observacion 3.1.1. 8t ¢ € Uy, se tiene que h(d(£),¢(2)) = h(t 1), y el Lema
anterior nos dice que existe una rotacién simple (s; o) tal que (s; o}(t) = ¢(t). Este

hecho permite realizar un proceso inductivo para probar el Lema siguiente.

Lema 3.1.2. /2, §6, Lema 6.7] Sea A = {ar) L+ L{a,) = Ops;L. - «10ps,, un
Op-reticulado anti-hermitiano, donde am = WSy, sm), para m = 1.1y |2a,] >
laz| para m < 1. Entonces el grupo unitario UF(A) del reticulado es generado por

elementos de los siguientes lipos :
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A) Rotaciones simples con eje sm, m =1, ..., n.

B) Rotaciones simples de la forma (s;0), donde 0 = am(1 —7), 8 = (1~ r)sm — s,
pare algin so € OpSmial -+ LOps, y alginr € Op. De hecho, basta considerar las
rotaciones que satisfacen 1 —r ¢ (23).

Definicién 3.1.1. Sea A como en el Lema. Denotaremos por A(A) al conjunto de
rotaciones simples de tipo (A) y por B(A) al conjunto de rotaciones simples de tipo
(B) tales que |1 — 7| > |2|, es decir, tales que 1 —r ¢ (2i). Asi, U (A) estd generado
por el conjunto A(A) U B(A).

Observacién 3.1.2. Las rotaciones simples {s,,; o) € A(A) tienen norma espinorial
0{(s; o)) = N(o)k** C N{k(am)*), pues o € k(an).

3.2. Hechos generales para el célculo de H(A)

Recordemos que un reticulado anti-hermitiano A sobre un dlgebra de cuaterniones

de divisidn sobre un cuerpo local, tiene una. descomposicién ortogonal del tipo
A=A1 - LA,

donde A; es un reticulado irreducible de rango 1 0 2 y las escalas satisfacen s{Ai) C
s(A4). En [4] se probé que H(A) = k* para cualquier reticulado A irreducible de rango
2. Por lo tanto, como H(A;) € H(A} para cualquier A; que descompone A, los finicos
reticulados a considerar serdn reticulados diagonalizables, es decir, reticulados cuyas
componentes irreducibles en la descomposicién ortogonal de arriba tienen rango 1.
Sabemos que, si A = {a1)L...L{a,) es un Op-reticulado anti-hermitiano, entonces
[k* : N(k(a)*)] = 2 (ver §2.3) y N(k(ay)*) € H(A) [2, Proposicién 6.1]. Una

consecuencia directa de lo anterior es el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. Sez A = {a;)L...L{a,) un Op-reticulado anti-hermitiano. En-
tonces H(A) = N(k(a1)*) 6 H(A) = k*.

Corolario 3.2.1.1. Sea A = {(a1).L...L{a,) un Op-reticuledo anti-hermitiano. Si
eziste b € Op con N(b) ¢ N(k(a1)") tal que A = (b).LA', entonces H(A) = k*.
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Observacién 3.2.1. Es inmediato del Corolario que si las normas N (@)i=1,..,n
no estdn en la misma clase médulo cuadrados, entonces H (A) = k*. Asi, considera-
remos sdlo reticulados diagonalizables tales que las normas de los representantes a;
de cada componente estén en la misma clase médulo cuadrados.

Corolario 3.2.1.2. Sea A = {a;)L...\{a,) un Op-reticulado anti-hermitiano. En-
tonces H(A) = k* si y sdlo si, existe ¢ € U (A) tal que 8(8) € N(k(a1)*).

Observacin 3.2.2. Supongamos que ¢ € L4 (A) satisface 8(¢) ¢ N(k(ay)*). Se-
bemos que ¢ = 137+ - - 7, donde los 7, con i = 1, ..., 7, son rotaciones generadoras en
A{A)UB(A). Luego, como la norma espinorial es un homomorfismo, podemos asumir
que existe una rotacién simple 7, = (s;0) € B(A) tal que 6](s;0)] € N (k(a1)*) pues,
por la observacién 3.1.2, las rotaciones en A(A) tienen norma espinorial en N (k(a1)*).
Por lo tanto H(A} = k* si y sélo si, existe una rotacién simple (s; ) € B(A) tal que
0(s;0)] € N(k(a1)*). Es claro que la afirmacién anterior sigue siendo valida si cam-
biamos B(A) por un conjunto B'(A) tal que A(A) U B'(A) genera Ut (A).

Con los resultados previos en mente, el plan es el siguiente:

1. Crear un algoritmo para buscar rotaciones en B(A) de norma espinorial apro-
piada de modo que H(A) = k* para un reticulado A de rango pequefio t. Esto
implicaria que H(A) = k* para cualquier reticulado A de rango mayor o igual
que ¢, pues si A = A; L Ag, entonces H(A;) C H(A), parai=1,2. '

2. En caso de no encontrar las rotaciones buscadas en el punto 1, probar que el
algoritmo efectivamente demuestra que H(A) = N (k(a1)*) para un reticulado
A de rangpo t.

3. Probar que para cualquier reticulado A (de rango arbitrario > 2) y cualquier
rotacion generadora ¢ € B(A), existe un subreticulado A’ de rango ¢ que queda
fijo por ¢ tal que H(A)) = N (k(al)*). Con este resultado, bastarfa calcular
H(A) para reticulados de rango ¢ (pequeiio).

3.3. Resultados

El siguiente resultado nos permitira reducir, en algunos casos, el calculo de H(A)

al caso en que A es de rango pequefio, hecho que es de gran ayuda si se quiere hacer
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un céleulo algoritmico. Recordemos que para un reticulado A, se define wo= p(A)
como la diferencia minimal entre la valuacién de las escalas de dos componentes

consecutivos de rango 1.

Lema 3.3.1. Sea A = {a;).L--- 1{a,) = Ops; L. LOps, un Op-reticulado anti-
hermitiano tal que am = h(sm, $m), parem =1,...,n, p > v(4) y N(ay), wy Nia,) €
N(a)k?. Sea (s;0) € B(A), es decir, s = (1 — )8 — so, donde sy = Amt18ma1 +
o+ Ansn € OpSmyr -+ LO0psy, 0 = an(1—7F) y [1 -7 > |2]. S | Amt] 2.
[Amstril, para algin ¢ € {1,..,n — m} y para todo [ € {1,..,n —m — t}, existe
A= ()L L{bs1) CA tal que:

1. (s;0) e UF(AY).
2. W) = p(4).

3. N(b;) € N(a)k*?, para todoi =1, ...,t + 1.

Demostracién: Sea A’ = OpsmL -+ LOpsm41-11Ops) = (br) L+ L{bys1),
donde S:] = )\m+t3m+t +- 3+ /\nsn: b,' = h(3m+i—1:3m+z‘—1) = Qmti-1, Para i= 1, ...,t
¥ bey1 = h(sg, s). Bs claro que A’ C A. Ahora, para probar I notamos que 3y =

80 — (Am+18m+1 +* + Ante1Smes—1) € A y calculamos,
(5;0)(Sm) =78 + 50 € N,

(s30)(s:) = i+ (s, )07 s = s+ h{si, so)0 s, parai=m+1,...m+4t—1

(5;0)(s0) = sp — P(sp, 8)0 ™ s = sf) + h(sh, sp)o L.

Asl, (s;0)(s:), (s;0)(sp) € A si h(si,s0)07, h(sl, s0)0™! € Op, para i = m +
Lym+t—1. Bsto es clerto ya que |o] = |an(l — 7)| > [2a,] > S(s0), S(sp).
Luego, (s;0) € U (A"). Por otra parte,

bt+l = h(S’D: 3:]) = Z Auau)‘_u:

u=m-i
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de donde se tiene que [biyy| = |Gmiel|Ameel? ya que [Apye| > [Amst41| para todo
e {l,...,n—m—t}y p(A) > v(4). De aqui, es claro que p(A) > p(A), lo que
prueba 2. Finalmente, para probar § consideramos

N(byz1) = N(Anis)*N(amst)N (1 + (AmtOm it Ampe) Z AuauE) )
w=m-t+1

donde [(Amit@m+tAmis) ™! = |@mst] | Amis| 2. Luego, como |mpert] < [4mye] ¥
| Amati| = [Ames1] para todo I € {1,...,n — m — t}, obtenemos que

N (]- + (/\m-{-tam-i-tAm-i-t)hl Z /\'uau-)\_u-)
u=m-i-1

es un cuadrado por el Lema 2.6.4. Por lo tanto N(b;11) € N(ams:)k*? lo que prueba

3. 0O
El siguiente resultado nos permitird (en el siguiente capftulo) decir que para

encontrar H(A), para A binario, basta calcular 9[(s; )] para finitos (ls; o).

Lema 3.3.2. Sea A = Ops;1O0pss = {a1) L{as) un Op-reticulado anti-hermitiano
tal que N{az) € N(a1)k? y |2a1] > |as|. Sea (s;0) € B(A), de modo que, § =
(L—r)s1 ~ sp, donde sg = Asy € Opsy y o = a1 (1 — 7). i (s; o) satisface [N < |4] ,
entonces 0[(s; )] € N (k(ar)*).

Demostracién: En efecto, basta ver que para a = h(s, s) se cumple que N(a) €
N(a1)k*® pues o € k(a). Tenemos que a = (1-r)a;(1—7)+ao, donde ay = h(so, sp) =
Magh. Se sigue que

N(a) = N(a)N(1 —7)*N(1+ (1 — r)2ap(1 — ) lart). (3.1)

Como |ag|lap’| < [2], |A] < 4]y [1=7] > |2], se tiene que |(1—7)"tag(1—7)"la7}| =
laollai|/|1 — r|* < |8 < [4], lo cual implica que la tiltima norma en la ecuacién 3.1
es un cuadrado en virtud del Lema 2.6.4. O

Si queremos probar que H(A) = k*, tenemos que buscar elementos de B(A) con
norma espinorial fuera de N (k(a1)*), donde A = {a;) L A’. El siguiente resultado nos

ayuda a acotar la biisqueda.
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Lema 3.3.3. Sea A = (a1)1...1{an) = Ops; L. 1Ops, un Op-reticulado anti-
hermitiano tal que N(a,), ..., N(a,) estdn en la misma clase de cuadrados. Sea (s;0) €
B(A), es decir, s = (1 — 1)8m — sq, donde

S0 = Amg1Smi1 + o+ Ansp € Opsppi -+ LOps,, 0 = am(l=7) y |1 =7 > ]2].

Si se satisface cualquiera de las siguientes condiciones

L [1=7] > 2] y [Ama] < 1, pare u(A) > v(8), y lao extension k/Qy es no
ramificada,

£ [1=rl = 2] 4 Pmsal < [20, para u(A) > v(an),
I |1 =11 > 2] 0 [Anpa| < 1, para pu(A) > v(16),

entonces 0[(s; )] € N(k(as)*).

Demostracién: Como en el Lema anterior, basta ver que para a = h{s,s) se
cumple que N(a) € N(an)k*® pues ¢ € k(a). Como s = (1 — 7)s,, — S0 y tenemos
que @ = (1 —r)an,(1 —7) + ag, donde ap = h(sg, 50). Se sigue que

N(a) = N(an)N(1 — )N (1 + (1 — ) tao(1 — 7)"lazl). (3.2)

m

Como g = An418m1++ -+ Ay, € tene que ag = Amt1@mp1domrs + -+ + Any e y
por lo tanto {1 —~r)ag(1—7)"ta;}| = |aol|a;t/|1—7[> < |4] si se cumple cualquiera
de las condiciones arriba. Esto implica que la tiltima norma en la ecuacién 3.2 es un
cuadrado por el Lema 2.6.4. O

El siguiente resultado nos permitird elegir reticulados particulares en el cdleulo
de H(A) para reticulados A arbitrarios.

Lema 3.3.4. Sea A = {a1).L{as) un Op-reticulado anti-hermitiano tal que N (as) €
N(a1)k* y la extension k(ay)/k es ramificada. Entonces eziste un Op-reticulado
anti-hermitiano I = (g)L{eq), donde ¢ € D" y € € k*, tal que H(A) = H(L). De
hecho, podemos suponer ¢ = ¢, pare cualquier cuaternidn ¢ € D* con N(¢) €
Nap)k*2.
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Demostracién: Como N(az) = N(a1)b? = N(ba,) para algin b € k* y k(a1)/k
es ramificada, podemos usar el Lema 4.3 en (2] para concluir que {ar)L{ag) =
{a1) L{€bay), para algin £ € k*. Por lo tanto, basta considerar L = {g)L{egq), don-
de ¢ = a1 y € = &b, Finalmente, sea ¢ € D* con N(¢) € N (@1)k*%, es decir,
N{¢") = N(ca1) para algiin ¢ € k*. Aplicando nuevamente el Lema 4.3 en [2] con
¢ = @) obtenemos que ¢' = necqf), para algin ¢ € k* y 5 € D*. Asf, A’ = {q"y L{eg"
es isométrico a un re-escalamiento de L, luego H(A') = H(L). O

Observacién 3.3.1. De la demostracién de la descomposicién de un reticulado en
suma ortogonal de reticulados de rango 1y 2 [2, §5] se desprende que un elemento
b = h(t,?), t € A descompone el reticulado (es decir, Opt es sumando ortogonal)
si tiene valor absolufo suficientemente grande, especificamente si |b| = S(t). Por lo
tanto, si A = {(a;)1...1L{ay), para probar que H({A) = &*, podemos buscar elemen-
tos representados por A de norma adecuada. Usaremos este hecho para probar el
siguiente resultado, el cual es una mejora de la Proposicién 6.9 en 2]

Recordemos que para un reticulado A, y = u(A) es la diferencia minimal entre la
valuacién (denotada por v) de las escalas de dos componentes consecutivos de rango
1.

Proposicién 3.3.1. Si A = {(a))L...1{a,) es un Op-reticulado anti-hermitiano,
con N(a), ..., N{as) € 7k*?, para cualquier pardmetro uniformizante 7 y i = v(d),
entonces H{A) = k*.

Demostracién: Basta probar el caso n = 2. Asf, podemos asumir que v(ag) —
v{a1) = v(4). Por el Lema 3.3.4 podemos suponer que el reticulado {a1) L(ap), es de
la forma L = (g) L{eg), donde ¢ € k* y v(c) = v(4). Ademés, podemos asumir que g
es un pardmetro uniformizante y, como las unidades de & son normas de K , bodemos
asumir que g € iK. Probaremos que H(L) = k* de donde se sigue el resultado. Por
la observacién previa a la proposicién, basta probar que L representa un elemento
primo cuya norma no esté en la misma clase de cuadrados que 7. Recordemos que

si K = k(f) y q € iK, entonces go = &g para cualquier o € K. Calculamos, para

o € Og:
(1 a)(g ;)(;)=(1+6a2)g,
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donde N(1 + ea®) = 1+ etr(a®) + €N(a?). Ahora, como v(c) = v(4) y € € k",
podemos escribir € = ¢, con £ € Of. Asf, tenemos que N(1+ca?) =1+ detr(a?) +
16® N (o). Luego, por el Teorema. de cuadrados locales (2.2.1) basta encontrar o tal
que 1+ 4etr(a?) no sea un cuadrado. En efecto, sabemos por [10, §63] que existe
A =1+48 (B € OF) unidad de defecto cuadritico minimal. Luego, basta elegir
o € Ok tal que tr(a®) = e7!4. Sabemos que Ox = Ofw], donde w = 1—;“1 (§2.6).
Asi, sin € Og, con 5 = a + bw; a,b € Oy, entonces ¢r(n) = 2a + b, de donde es
claro que ¢r(e™* fw) = e71A. Ahora, como el cuerpo residual Oy /7Ox es perfecto de
caracteristica 2, existe o € O tal que o® = 7' fw mod(r), de donde tr(o?) = ¢~14
mod(7) y 1+ detr(a?) = 1 + 48 mod(4x). Por el Teorema de cuadrados locales
1+ detr(a®) = (1 + 4B)u® = Au?, para algin u € O}, Por lo tanto 1 + detr(a?)
no es un cuadrado. Se concluye que N(1 + e¢a?) no es cuadrado y por lo tanto
N{k@ ) #N (k((l + eat)q) *). Asi, H(A) = k* como queriamos probar.
0
El procedimiento anterior no se puede extender al caso en que ¢ > v(4) ya que,
en este caso, N(1+ea?) es un cuadrado. Estos casos serdn abordados exclusivamente
sobre (Qy por otros métodos mas adelante.
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Capitulo 4

Algoritmo para calcular imdgenes

espinoriales

4.1. El Teorema de Tsukamoto

El siguiente resultado ser4 utilizado en el algoritmo descrito en la seccién siguien-
te. Especificamente, ocuparemos la caracterizacién de formas isotrépicas en dimen-
si6n 2. Recordemos que una forma anti-hermitiana es regular si el vinico vector orto-
gonal a todo el espacio es el vector 0. El discriminante de una forma snti-hermitiana
sobre un 4lgebra de cuaterniones es la norma reducida de su matriz de Gram.

Teorema 4.1.1. [12, §10] Sea k un cuerpo p-ddice' y D un dlgebra de cuatemwnes
de division sobre k. Para formas anti-hermitianas sobre D, se tiene:

1. Dos formas regulares son isométricas si y sélo si ellas tienen la misma dimen-
sion y el mismo discriminante.

2. Cada forma de dimensidn > 3 es isotrdpica.

3. En dimension 1 todas las formas regulares son anisotrépicas. Hay formas de

cualguier discriminante # 1.

4. Pare cualguier dimensidn > 1 hay formas de cualquier discriminante. En di-
mension 2, una forma es isotrdpica si y sélo si tiene discriminante 1. En

dimension 3, una forma es anisotrépica si y sdlo si tiene discriminante 1.

1Aqui, p es cualquier lugar, aunque para nuestros propésitos, p siemnpre serd diddico.
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El siguiente resultado, junto con ¢l Lema 3.1.1, nos permitira construir de manera.
sencilla, rotaciones simples de tipo (B) para un reticulado binario, a partir de un

cuaternién r € Op.

Corolario 4.1.1.1. Sear € Op \ {0} y sean a1,a2 € Op \ {0} cuaterniones puros.
Existe A € Op \ {0} tal que a; = ray7+ Aas ) si y solo si NzNay € k2 y NzNaQ_:L S

Ok, donde z = ay — ra, 7.

Demostracién: La existencia de A € D* tal que a; = ra,F+Aash es equivalente

a que la forma anti-hermitiana cuya matriz de Gram es sea isotrdpica

pues, para &,y € D% z2% — yas¥ = 0 sl y s6lo si 2 = Aap, donde )\ = z ™1y
Ahora, por el Teorema de Tsukamoto, esto es equivalente a que su discriminante sea
1. Como el discriminante de una forma anti-hermitiana es Ia norma reducida de su
matriz de Gram, concluimos que existe A € D* tal que a; = ra,7 + Aap si vy sélo s
NzNay € k*%. Finalmente, como z = AasA implica Nz = NaysN)A?, obtenemos que

A € Op si y sélo st NzNaj' € O, 0
Observacién 4.1.1. Notemos que el hecho de que a1, as sean cuaterniones puros es
. . . z 0
esencial en el Corolario anterior pues de otro modo la matriz 0 no define
—Qsg

una. forma anti-hermitiana.

4.2. El algoritmo

Crearemos un algoritmo para calcular H(A) para reticulados binarios A que estén
en los casos I y IT de la tabla 1.3, es decir, A 2 (a1).1 (a,), donde N{ap) € N (a1)k*.
Recuérdese que g = p(A) es la diferencia minimal entre la valuacién de las escalas de
dos componentes consecutivos del reticulado como se define en el capitulo 1. Notemos'
que, para A en los casos I y II antes mencionados, la extensién k(a;)/k es ramificada
por lo que tenemos a nuestra disposicién el Lema 3.3.4.

El siguiente resultado es el que nos permitird desarrollar un algoritmo para, cal-
cular H(A) para los casos I y II de la tabla 1.3. Recordemos que, si A = AjLA,,
entonces H(A1), H(Az) € H(A). Por lo tanto, para probar que H (A) = &*, basta
hacerlo para reticulados binarios.




35

Teorema 4.2.1. Sea A = (a1) L{az} un Op-reticulado anti-hermitiano tal que 2a1| >
laz| ¥ N(az) € N(a1)k*?. Entonces, son equivalentes:

1. H(A) =k~
2. Emiste (s;0) € B(A) tal que No ¢ N{k(a1)*).
3. Ezisten v, X € Op tales que: @y = rari + AagA y N(1 — 7) ¢ N(k(ay)*).

4. Bzister € Op tal que: (M—l-:’"—;ﬂ) =~1, NzNay € k*? y NzN(ay)™! € O,

donde z = ay — ra;F.

5. Eziste r € Op tal que: (w) = —1, NzNa, € k% y Nz2N(nta;)™! €
Ok, donde 2z = a; — ra;7 y p = v{wt), '

Demostracion: [1= 2] : Si H(A) = k*, entonces en virtud de la Observacidn.
3.2.2 existe una rotacién (s; o) € B(A) tal que 8{(s; )] € N(k(a1)®).
[2 = 8 : La rotacién (s;o) satisface a; = h{sy,s,) = h{(s;0)(s1), (s;0)(s1)) =
TaiT + Aag) para ciertos r, A € Op. Por otra parte, sabemos que 8[(s; o)] = N(o)k*?
(ver §3.1), y que ¢ = a1(1 — F) (Lema 3.1.1). Esto concluye la demostracién.
[#= 1] : La ecuacién a; = ray7+ AapX es equivalente a h(sy, s;) = h(rs) + Asq, rs1 +
Asy). Asi, por el Lema 3.1.1 tenemos que (s;0), con s = s — (rs; +A83) = (1—-71)81+
Ase y 0 = a;(1 ~ ), es una rotacién simple. Ademds, sabemos que las rotaciones
simples tienen norma espinorial 0[(s; o')] = N{o)k*? (ver §3.1). Por lo tanto H (A) =
k* en virtud del Corolario 3.2.1.2.
[8 < 4] : Es consecuencia directa del Lema 2.3.1 y el Corolario 4.1,1.1.
[4 ¢ 8] : Es claro ya que Nay € N(a)k*? y p = v(ag) — v{ay) = v(mt). |

Corolario 4.2.1.1. Sea A como en el Teorema. Sea p = v(nt). Si H(A) = k¥,
entonces H(A') = k* para todo A' = (b1).L(bo) en el mismo caso que A de la tabla
1.3, que satisfaga N(bi), N(b2) € N(a1)k*? y p(A') = v(x®), para s < t.

Observacién 4.2.1. Por el Lema 3.3.2, en el Teorema anterior basta considerar
rotaciones (s;0) € B(A) con |A| > |4], donde 5 = (1 — r)s; — Ass. Recordemos
también que |1 — 7| > |2| para (s; o) € B(A). Ademss, podemos suponer lax} = 3]
por reescalamiento. Usaremos estos hechos en la siguiente Proposicién, la cual nos
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permitird, junto con el Teorema anterior, crear un algoritmo para calcular iméagenes

espinoriales.

Recordemos que e = v(2)/2 es el indice de ramificacién de la extensién k/Qy, y

t satisface p = v(a?).

Proposicion 4.2.2. Eziste r € Op que cumple las condiciones en & del Teorema
4.2.1 si y sdlo si existe 0 € S & Sw B Si ® Siw C Op gue las cumple, donde S es
cualquier congunto finito de representantes de Oy/w*Oy, con u = 6e +1--1¢,

Demostracidén: Si r € Op satisface las condiciones en 5 del Teorema 4.2.1,
existe (s;0) € B(A), es decir, s = (1 —rg)s; — Asg, con |1 — 19| 2 2y o = a,(1 -~ 7)),
tal que N(1—7q) ¢ N(k(a1)*). Es claro que rp € Op también satisface las condiciones
en 5 de 4.2.1. Sea o € Op un representante de la clase de ry médulo 7 como se
describe arriba. Asi, 1o = a4+ 1B, con fEOpya € S& Sw @ Si ® Siw C Op..
Entonces 1~79 = 1—a—n"f y por lo tanto N(1—7p) = N(1—a)N(1—(1—a)~7%B).
Como [1 —ro| > |2, se tiene que |1 —af > |2] y por lo tanto N(1 - (1—a)y '7¥g)
es un cuadrado en virtud del Lema 2.6.4. Asf, ,

(N(l - n;), —Nal) _ (N(l - ap), —Nal) |

Por otra parte, si z = a; ~rpa17p y 2/ = a1 —a; &, entonces z = 2 —7y, cony € Op.
Luego, |2| = |2|, pues |2| = |7*Aa1A| > |167tay| > |7*°1%] > x|, donde asumimos
que |A| > [4], |az| > |i] (ver Obs. 4.2.1). Ademis se tiene que Nz = NZN(1—2'""1x%)
con

IZ’_lTru'Yl < Iﬁ—(4e+t),’:—17r6e+1+t| — l"T%Hi_lI — I47ri_1[ < l4|

Por Io tanto,
NzNa, es un cuadrado & N2z Na; es un cuadrado.
Finalmente, como |2| = [2|, es decir, |Nz; = |N2'|; se tiene que

|Nz/m%N(a1)|x < 1 |N2'/7*N(a1)| < 1.
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Con los resultados obtenidos hasta ahora, estamos en condiciones de construir un

algoritmo como sigue:

1. Cambiamos A por L = {(g).1(eg) como en el Lema 3.3.4, donde q es elegido de
modo que |g] > ||

2. Fijamos un conjunto (finito) de representantes S de O /74O,

3. Para los finitos r = a+bw +ci + diw € SB Sw d Si @ Siw © Op, verificamos

si se cumplen las hipétesis en 5 del Teorema 4.2.1.

4. Concluimos que H(A) = k* si algin r satisface las hipétesis en 5 del Teorema
4.2.1. De otro modo, concluimos que H(A) = N (k(al)*) gracias a la Proposi-
cién 4.2.2.

Observacién 4.2.2. El algoritmo depende sélo de a; y de fi. Por lo tanto, para:
el reticulado L de arriba, sélo nos interesa ¢ y la valuacién de e, Esto implica que
también podemos multiplicar ¢ por cualquier elemento de 0.

Observacion 4.2.3. Como la condicién |2a;] > |as| en 4.2.1 y 3.3.1 es esencial, el
algoritmo no funciona, para g < v(2), si la extensién k/Q> es ramificada, a no ser
que se obtenga k™ para u < v(2).

4.3. Implementacién del algoritmo

Implementamos el algoritmo descrito en la seccién precedente parak =@, : En
este caso, O = Zg, Op = Zo @ Zow ® Lni © Zgiw y Or/7*O 2 Z/27.

1. Cambiamos A por L = (g).l.(eg) como en el Lema 3.3.4, donde g es elegido de
modo que [g| > [¢] : Tenemos dos posibilidades para la clase de cuadrados de

ar.

a) 8i Na; € aQ3? con o unidad, buscamos ¢ tal que Ng = o (8). Asi,
Ng = a(1 +8a~'f), para algin A € Op, de donde se obticne que Ng €
N{a)Q3 y [g] = 1.
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Si Na; € oQ3?, con o pardmetro uniformizante, buscamos g tal que N g=
o (16). Asf, Nqg = a(1+16a15), para algiin 8 € Op, de donde se obtiene
que Ng € N{a1)Q3’ y |g] = [4].

En ambos casos se obtiene ¢ con |g| > |4].

. Fijamos un conjunto (finito} de representantes S de Oy /7*O)}, :

Como Oy /m*Oy = Z/2*Z, podemos elegir § = {0, 1,...,2* — 1},

. Paralos finitos r = a+bw+ci+diw E SHPSwH St S Siw Op, verificamos si
se cumplen las hipétesis en & de 4.2.1. Esta verificacién se lleva a cabo usando

las funciones hilbert_symbol(-, -, ), is_square(-) y (-).ordp(-) del programa Sage

[14] 1a cuales se explican brevemente a continuacién:

a)

b)

La funcién hilbert_symbol{c, 8, p) calcula el simbolo de Hilbert sobre Qp.
Por ejemplo, si ejecutamos hilbert_symbol(2, 5, 2) el programa entrega, -1
ya que 2 es pardmefro uniformizante en Q; y 5 es unidad de defecto
cuadratico minimal en Q, (ver apéndice).

La funcién is_square(a) nos dice si o es un cuadrade en un anillo. Por
ejemplo, si ejecutamos is_square(17) el programa entrega False ya que
por defecto el programa asume que el anillo es Q. Pero como estamos
trabajando sobre 2, tenemos que decirle al programa que considere los
elementos alli. Para esto, definimos R = Qp(2, 20, capped — rel’ ) (es decir,
R = Q). Luego, para decirle al programa que vea 17 como elemento de Q,
escribimos R(17). Entonces, si ejecutamos is.square(R(17)) el programa
nos entrega True.

La funcién («).ordp() nos entrega la valuacién de « en Q,. Por ejemplo,
si ejecutamos (R(2/3)).ordp() el programa nos entrega 1 pues al escribir
£(2/3) le decimos al programa que considere 2/3 como elemento de Qs.

Si ejecutamos (12(9/8)).ordp() el programa nos entrega, —3. Notemos que
|, < 1 es equivalente a orda(cr) > 0.

Sabemos que la norma de r = a+bw+ci+diw € Op es N(a, b, ¢, d, 7) = a®+ab—
b* —m(c?-+cd—d?). Por lo tanto, basta escribir z = q—TgF = 2g+ 21w+ 2ol + 29w

para obtener Nz = N(zy, 21, 22, 23, %) y asi, crear un algoritmo en el programa
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Sage [14] como se muestra cn el siguiente ejemplo a continuacién (Notar que
Nz.subs() nos permite sustituir valores en la expresién que define a Nz):

Algorithm 1 Caso I, u = —5, u = v(4) (ver tabla 1.3)

for a,b,c,d € § do
if hilbert symbol(N{a — 1,b,¢,d,2),—5,2) == —1 and R(Nz.subs(a = a,b
be = ¢,d = d) x 5).issquare() and R(Nz.subs(a = a,b = b,c = ¢,d
d)/2*).ordp()>= 0 then

return H(A) = Q3

end if

end for

return H(A) = N(Qz(q)*)

*

4. Como en el ejemplo, concluimos que H(A) = Q% si algin r satisface las hipétesis
en 5 del Teorema 4.2.1. De otro modo, concluimos que H (AD)=N (@2(&1)*)

gracias a la Proposicién 4.2.2.

Recordemos que si H(A) = Qj para un reticulado binario, se tiene que H (Ay=0
para un reticulado de cualquier rango. Por otra parte, si H(A) # Q% para reticulados
binarios, esto no implica, en principio, que esto ocurra para reticulados de rango
mayor. En estos casos, reduciremos el problema al caso binario o ternario usando el
Lema 3.3.1.

Usando las funciones descritas en la implementacién del algoritmo, establecemos
los signientes lemas que serdn de gran utilidad en el capitulo 5, en el cual se caleulan
imdgenes espinoriales. Los primeros 2 lemas a continuacién serdn utilizados en el

proximo capitulo para mejorar nuestro conjunto de generadores B (A).

Lema 4.3.1. Pare cada q € {j +k,i+ 7} yt € {3,4}, eziste r € Op tal que:
1L [1~7|=]2,
2. NzNg € Q32,
3. NzN(2'q)~' € 7%,

donde z = g — rqF.
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g |t T
J+k|3|-1—4i— diw
J+Ek|4]|-1-8i—8iw
i+7 13 -1 — diw
t+7 (4 ~1 — 8iw

Demostracién: Es un céleulo directo comprobar que los elementos r & Op
mostrados en la tabla de arriba satisfacen las condiciones 7-8 en el Lema.,
|

Lema 4.3.2. Para cada g € {j +k,i+j} yt € {3,4}, evister € Op tal que:
L=
2. NzNg € Qf2,
3. NzN(2)"' € Z5,

donde z = q — rqF.

Demostracién: Es un célculo directo comprobar que los elementos r Op
mostrados en la tabla de abajo satisfacen las condiciones 1-8 en el Lema,

q i T
T+k|3|1— 14w —i— 10iw
J+E|4|1—6w—13i— 6iw
i+7 13 1—2w—1
i+7 |4 —~1 — 6w — 34

W
Usando el algoritmo descrito en esta seccién encontramos elementos r € Op (ver

los 2 lemas a continuacién) que satisfacen las condiciones 5 del Teorema 4.2.1 para
reficulados en particular, lo que nos permitird concluir en el siguiente capitulo que
H(A) = Q3 para cualquier reticulado en algunos casos de la tabla 1.3. Recordemos
que, en esta seccidn, el cuerpo base es Q.
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Lema 4.3.3. Sea A = (a1).L{az) un Op-reticulado anti-hermitiano como en el Teo-
rema 4.2.1. Para ay € {j +k,i+ 5} yt € {1,2} eviste r € Op que satisface las
condiciones en 5 del Teorema 4.2.1.

Demostracidén: Es un célculo directo comprobar que los elementos r € Op
mostrados en la tabla de abajo, satisfacen las condiciones pedidas para ¢ = 2 y por
lo tanto para ¢ =1 en virtud del Corolario 4.2.1.1. Aqui, 42 = 2.

t| a r N{1-1r) z NzNa;
j+k 1+ 2%,w 2-2% | 4(—1+ 2w~ di, — Ti,w) 24.52
ity {142 + 2w | —2-22 | 4(1-2w+3i, +3iw) | 2%(1+820)

a

Lema 4.3.4. Sea A = (a1} 1(ay) un Op-reticulado anti-hermitiano como en el Teo-
rema 4.2.1. Para a1 € {i, }r, donde = € {£2,:£10}, 2 = 7 y t € {1,2,3, 4} existe
r € Op que satisface las condiciones en 5 del Teorema 4.2.1.

Demostracién: Es un célculo directo comprobar que los elementos 7 € Op
mostrados en la tabla de abajo, satisfacen las condiciones pedidas para t =4 y por
lo tanto para ¢ < 4 en virtud del Corolario 4.2.1.1.

x T Ni-7 z NzNay
4] 42 | 15+8w | 5-22(1+8-571.7) | —502i, +304i,w | 2191 +8.38)
4] =10 |15+80 | 5-22(14+8-571-7) | —592i. + 3043 w | 210.52(1 + 8- 38)

O

Los siguientes lemas se demuestran mediante una, biisqueda por Sage [14] como se

describe al comienzo de la seccién y nos permitiran concluir en el proximo capitulo
que H(A) # Q3 en ciertos casos.

Lema 4.3.5. No ezister = a+bw+ci+diw € Z@ Zw ® Zi & Ziw C Op, con
0 < a,b,d,c < 2" que cumpla las condiciones en 5 del Teorema 4.2.1 parat € {3,4}
yore{i+kj+i}

Lema 4.3.6. No ezisten = a4+ bw +ci+ diw € Z & Zw © Zi & Ziw C Op, con
0 < a,bdc<4tal queln| = |i| yT(E) =1 (mod 2), donde £ = 2(na1if)"lay g
ay € {j+k,j+1i}.




Capitulo 5

Calculo de imagenes espinoriales
sobre Q9

A través de todo el capitulo, consideramos @p-reticulados anti-hermitianos, con
D= (%Q?A) La Proposicién 3.3.1 nos entrega H(A) para el subcaso p = v(4) del
caso II descrito en Ia tabla 1.3. Esto da origen a la siguiente tabla, la cual contiene

los tinicos casos desconocidos hasta el momento (ver §1):

Casos| A | i | H(A)
I ({-u}| 0<pu<v(i6) ?
II {7} |v(@) <p<v(16)]| 7

Tabla 5.1: Casos desconocidos.

En virtud del Lema 3.3.4, es suficiente, para formas binarias, considerar los reti-

culados en la siguiente tabla:

Casos| A
I 1{g)L{eq) dondeeeQ}, 0<v(e)<v(16) y N(g) € —uQ2?
i1 i) 1 {et) donde € € Q3, v(4) < v(c) < v(16)

Tabla 5.2: Casos desconocidos binarios,

Aqui, ¢ = g, recorre un sistema de representantes con N () € —uQy?, para

u recorriendo las unidades de defecto cuadrético no minimal, e § = i, Tecorre un

42
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sistema de representantes con N(2) = —7Q%?, para 7 recorriendo los parametros
uniformizantes de Q..

Usando el algoritmo descrito en el capftulo anterior, realizaremos los célculos para
los casos Iy II. Notar que 5 es unidad de defecto cuadrético minimal en Q2 v que
A € 5Q42 para cualquier unidad A de defecto cuadratico minimal (ver §2.2).

Observacién 5.0.1. Al cambiar el pardmetro uniformizante 7 no cambiamos el alge-
bra de divisién D = (Z£), es decir, (Z2) = (%2:2) para cuslquier par de pardmetros
uniformizantes m,my de k. Por lo tanto i = i_ est4 en el mismo algebra para todo
7. A continuacién se muestra una tabla con una posible eleccién de los distintos
pardmetros uniformizantes en D (médulo cuadrados) en funcién de i,. Recordemos

que w = -li,ﬁ
Ll i,
-2 (R
10 | 4,(2+w)
—10 | 7,(2w — 1)
Notar que ¢,j = —ji_ para cada 7.
5.1. Caso I

Consideramos A = {(a1).L...L{a,), donde N(an) € —uQf2, ¥m=1,..,nyuc Z
es una unidad de defecto cuadrético no minimal independiente de m. Como Zy|Z35% =
{—H, i_5} ¥ un cuaternién puro no puede tener norma, —1, tenemos dos opciones para.
wu=—-Hoéu=—1.

Por la discusién desarrollada al comienzo del capitulo, para reticulados binarios
consideramos A = (g) L {¢g), donde puede elegirse cualquier cuaternién puro g € 0%
que satisfaga N{q) € —uQ}?, y donde € = ent, con € € Zz y i€ {1,2,3,4}. Mss
anin, podemos fijar el pardmetro uniformizante en @y pues u es independiente de 7
y el algoritmo es independiente de la unidad ¢ arriba (ver Obs. 4.2.2). Por lo tanto,
fijamos 7 = 2 para este caso y entonces, para reticulados binarios, consideramos el
reticulado A = {g) L(2'g), donde elegimos g =j+ken el casou = -5y g = i+ jen
el caso u = -1, y donde £ € {1,2,3,4}.
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Proposicién 5.1.1. Si A = {a;)L...L{a,) es un Op-reticulado anti-hermitiano,
tal que N(ap), ..., N(an) € —uQ3? y la diferencia minimal entre la valuacidn de las
escalas de dos componentes consecutivos es 0 < p < v(8), entonces H(A) = Q3.

Demostracién: Basta probarlo para reticulados binarios. Por la discusién pre-
via a la Proposicion asumimos que A = (g).1(2'q), cong=j+kenel cason = -5y
g=ti+jenel casou = -1,y donde ¢ € {1,2}. Por el Corolario 4.2.1.1 basta probar
el resultado para ¢ = 2. Por el Lema 4.3.3 existe r € @p que satisface las condiciones
del Teorema 4.2.1 y por lo tanto concluimos que H(A) = Q3.

0

Para abordar los casos en que (8) < p < v(16) necesitaremos los siguientes.
resultados. Recordemos que, por el Ejemplo 2.6.1 se tiene que

i~

(Z/2°2) ® (Z/2T)5 & (Z/2XT)i & (B/2L)5  ,t=2s par

OD/itOD = —_ — :
(Z/2° VL) & (Z)2 1 L)5 @ (Z/2 LY © (Z/2°Z)io |t =25+ 1 impar.

Lema 5.1.1. Sir € Op satisface la ecuacidn
F+k=r(j+k)F+exA(j + k), (6.1)
donde € € Z3, A € Op, t > 2 entonces 1 —r € iOp.

Demostracién: Sea r = ag + aiw + ai + aziw. Entonces,

(i + k) = (-2apag — apas — a10s — 3a1a3 — a2 — asaz + a3)w — a2 — agay + a2+ (5.2)
2((2a0az + agaz + aias + 3a1a3 + a3 + agaz — a)w + a3 + agay — a%)w +
((—a% + daqazs + ag)rr — ap(ao -+ 6ay + 2ay — 4az) — a1(4a; + 6ay — 2a3))i -i—
(203 + 2aga3 + 3a2)7 + 2a0(ag + a1 + 205 + az) + a1(3ay + 2a3 — dag))iw.

Recordemos que estamos considerando en este caso 7 = 2. Ademss i+ k=
—1 + 2w — 4 + 2iw. Probaremos que @y = 1 (mod 2) y a; = 0 (mnod 2). En efecto,
usando la ecuacién 5.2 y reduciendo médulo 2, la ecuacién 5.1 se traduce en las

ecuaciones:
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1 = af +apa; +a? (mod 2)
1 = a2 (mod2)
0 a? (mod 2),

de donde ap = 1 (mod 2) y a; =0 (mod 2).

0
Lema 5.1.2. Sir € Op satisface la ecuacion
i+ 5 =7(i+ )T+ enAE + 1), (5.3)
donde € € Z5, A € Op, t > 2 entonces 1 —r € iOp.
Demostracién: Sea r = ag + aiw + asi + agiw. Entonces,
ri+5)F = (aoas +aaz + ar1a3 — a3 — apaz + a7 — af — agay + af + (5.4)

2((—a0a3 — aia2 —apag + ag + agag — a§)7r + ag + apay — a%)w +
((—a3 — a3)m -+ af + 2aga1 — 2a0a + 4agas + 202 — 6azas + 2a1a3)i +

((—2a2a3 — ag)ﬂ' — 2apa; + 4dapag + 2agaz — a,% -+ 2a1a9 — 4@103)1'&;.

Recordar que, como en el Lema anterior consideramos © = 2. Ademds, i +j =
—1+ 2w +i. Probaremos que ag = 1 (mod 2) y a; = 0 {(mod 2). En efecto, usando
la ecuacién 5.4 y reduciendo médulo 2, Ia ecuacién 5.3 se traduce en las ecuaciones:

1 = af+aga +a? (mod 2)
1 = af (mod 2)
0

= a? (mod 2),

de donde ap = 1 (mod 2) y a; = 0 (mod 2).
O

Observacién 5.1.1. Usando las ecuaciones 5.2, 5.4 y reduciendo médulo 4 en las
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ecuaciones 5.1, 5.3 respectivamente, se puede probar en ambos casos que a3 = 0 (2).
Este hecho nos permite disminuir la cantidad de calculos al utilizar el algoritmo.

Lema 5.1.3. Sea A = Ops, LOpsy = (a1)L{as} un Op-reticulado anti-hermitiano
tal que N{a1), N(az) € —uQ3?, donde u es unidad de defecto cuadrdtico no minimal,
y v(8) < p < v(16). Eziste un reticulado L de rango 2 tal que H (L) = H(A) ¥
subconguntos Bi(L), Bo(L) C B(L), tales que:

1. A(L)UB/(L) genera U*(L), paral=1,2.
2. Las rotaciones (s;0) € Bi(L), donde s = (1—r)s, — Aso, satisfacen f1—r] =|d.

3. Las rotaciones (s;0) € By(L), donde s = (1 —r)s; — Aso, satisfacen [A] = 1..

Demostracién: Recordemos que u € {-5, —1}.

Por el Lema 3.3.4 tenemos que L = Ops; LOpsy = (g)L{c2'q), donde € € Z3 y
t € {3,4} satisface H(L) = H(A), donde elegimos g = Jtkparau=-5yqg=i+j
para u = —1. Sea ¢ € B(L) tal que ¢(s1) = 751 + Asq. Por los lemas 5.1.2 y 5.1.1 se
tiene que [1 — 7| € {|i|,[2|}. Asf, para probar que existe B;(L), basta probar! que si
¢ es tal que |1 —r| = |2, existe (s;0) € B(L) tal que |1 —7"| = |i| y 11— =i,
donde 7/, " estdn definidos por (s; 0)¢(s)) = 5,4+ Msq, (8;0)(81) = r'sy+ N8y, para
ciertos X', A € Op. En efecto, caleulando (s;0)¢(s;) = (8;0)(rs1 + Asz) obtenemos

que

L—7r" = 1-r+[rg(l—r) + Ae2gN](1 — /)" lg2(1 - ) (5.5)
A= X frg(l— 1) + Ae2%gN)(1 — /) 1g1 N, (5.6)

Por Lema 4.3.2 existe 7' € Op (ver tabla 5.3 en la pagina siguiente) tal que
11—7| =i, NzN(e2'q) € Q5  y  NaN(e2%q)™ € Z,,

donde z = g — r'gr’. Asi, por el Corolario 4.1.1.1 existe X & Op, tal que ¢ =
r'qr' +e2'NgN. Por lo tanto (s;0) con s = (1 —1')s; — Nsp, 0 = q(1—7") define una

!Esto debido a que, en tal caso, existe un segundo elemento (s'; ') € B, (L) definido por s' =
51— (s;0)8(s1), ¢’ = q(1 ~ ") tal que (5;0')(s; o)p(s1) = s1.
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rotacién generadora de tipo (B) en virtud del Lema 3.1.1. Notar que (s; o) € B(L)
con |1 — ¢'| = |i|. Por otra parte, como
[fra(l — ') + Xe2tqN](1 — 7)1 - +')] =
Irg(1—r') + A2l = |1 -] =4

y |1 —r| = 2], se tiene que |1 — 7| = [|. Por lo tanto, existe el conjunto B;(L). -

U q 7
—5|i+k|1—6w—13i—6iw
1)i+j| —-1-6w—3

Tabla 5.3: v para construir B; (L).

Para probar la existencia de By(L), basta probar? que si ¢ € B(L) es tal que
|Al < 1, existe (s;0) € B(L) tal que |X| =1y [\| = 1, donde X, X, " son definidos
por ¢, (s;a) y (s;0)¢ respectivamente, como en el caso anterior. De la, ecuacién 5.6
se observa que |A"| = 1si |A\| < 1y |[X¥| = 1. Por otra parte, para asegurar que
(s;0) € B(L), es decir, |1 — | > |2| basta escoger 7 € O tal que |1 — 7| = |i] si
[1—r[=12],07" € Op tal que |1 —7'| = [2] si |1 — 1| = [4], debido a la ecuacién 5.5.
Por los lemas 4.3.1, 4.3.2 existe v € Op (ver tabla 5.4 en la siguiente pagina) tal que

1=+ =14, si|l—r|=|2, 1—7=]2|, si]|l—r|= [,

NzN(2'q) € Q? y NzN(e2'q)'e Zs,

donde z = g — r'gr’. Asi, por el Corolario 4.1.1.1 existe X' € Op con [X| = 1, tal
que ¢ = r'gr’ + e2:N'gN. Por lo tanto (s;0) con s = (1 — )81 — Nsg, 0 = g(1 — 1)
define una rotacién generadora de tipo (B) en virtud del Lema 3.1.1 y esta rotacién
satisface [X| = 1. Por lo tanto, existe el conjunto By(L).

0

%Esto debido a que, en tal caso, existe un segundo elemento (s;0") € Bz(L) definido por &' =
81 (8;0)¢(s1), ¢’ = (1 —77) tal que (s';0")(5;0)¢(s1) = s1.
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u g |t]11-7] 7!
B5|i+%|3]| [ 1~ 4 — i
5| +k|3] 2] |1—1dw~i— 10iw
5[4k [4] [q —1 -8 — 8w
5+ k(4] |2] |1—6w—1% —6iw
~1]i+7 ]3] [ 1 4w
—T7x7 3] 12 1= %w~1
—1[i+j 4] [i ~1— 8w
—1i+7 |4 17 1 —6w-3

Tabla 5.4: 7' para construir By(L).

Observacién 5.1.2. Notemos que para un reticulado A como en el Lema anterior,
podemos cambiar B(A) por By(A),I = 1,2 en el Teorema 4.2.1. Asi, para los genera-
dores en By(L) tenemos que, si z = g — rqF, entonces |z| = |2¢| pues 2] = |2!AgA.

La observacién anterior nos dice que podemos reducir bastante el conjunto finito §
que aparece en la Proposicién 4.2.2, establecemos esta mejora como una proposicion,
cuya demostracién es andloga a la demostracién de la Proposicién 4.2.2 y la incluimos

para mayor claridad.

Proposicién 5.1.2. Eziste r € Op que cumple las condiciones en § del Teorema
4.2.1parat € {3,4} y Nay € —uQ2, con u unidad de defecto cuadrdtico no minimal
si y solo si existe @ = a+bw+tci+diw € ZOZwdZid Tiw Op, con0 < a,b,d,c <

2043 que las cumple.

Demostracidén: Sir € Op satisface las condiciones en 5 del Teorema 4.2.1,
existe (s;0) € B(A), es decir, s = (1 —rq)s; — Asy, con |1 — To| 22y 0 =a;(l—-7),
tal que N(1—rp) ¢ N (k(a1)*). Es claro que 1y € Op también satisface las condiciones
en 5 de 4.2.1. Sea o = a+bw-+ci+diw € Op un representante de la clase de To mdédulo
23, Asl, 1o = a+ 2438, con § € O) y donde podemos considerar a,b,c,d € Z tales
que 0 < a,b,d, ¢ < 2*3 puesto que Z es denso en Z;. Entonces 1 —rp = 1 — o — 20435
y por lo tanto N(1 —r9) = N(1 — a)N(1 — (1 — @)~12t*38). Como [1—ro) > |2
(ver Obs. 4.2.1), entonces |1 — o] > [2| y por lo tanto N(1 — (1 — @) 12t33) es un
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cuadrado. Asi,

(N(1mn;), —Nal) _ (N(l —02, —Na,l).

Por otra parte, si z = a; — roa17% y 2/ = a1 — aa, @, entonces 2 = 2/ — 203~ con
v € Op. Luego, || = [2] = [2!| (ver Obs. 5.1.2) y Nz = N2'N(1 — 2~12¢+34) con
[2712834] < [8]. Por lo tanto,

NzNay es un cuadrado < Nz'Na; es un cuadrado.
Finalmente, como |2| = |2/[, es decir, [Nz, = |N2'|x se tiene que
|Nz/2%N(ay)|x = 1< |NZ /22N (ay)|x = 1.

0

Corolario 5.1.2.1. Si A = (a;).1{as) es un Op-reticulado anti-hermitiano tal que
N{a1), N(ag) € —uQs2, conu unidad de defecto cuadrdtico no minimal y = v{ag)—
v(a1) satisface v(8) < pu < v(16), entonces H(A) = N(Qs(a1)*).

Demostracién: Esuna consecuencia directa de la Proposicién y los lemas 3.3.4,
4.3.5. O
Necesitamos un 1ltimo Lema previo a la siguiente Proposicién, el cual nos ayu-

daré a resolver el caso I cuando p = v(8).

Lema 5.1.4. Eziste n = a + bw + ci + diw € Op, que cumple las condiciones
L |nl =i, |
2. T(€) =1 (mod 2), donde &€ = 2(ney) " ay yay € {j + &, j - i}

st y sélo si existe 1 = a+bw-tci+diw € ZOZwdZidTiw C Op, con0 < a,b,c,d < 4,
gue las cumple.
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Demostracién: Sea 7 € Op y sea a € @p un representante de la clase de
7 médulo 4 del tipo descrito en el enunciado. Asf, 5 = a + 43, donde 8 € Op y
a=a+bw+ci+div€ZSZwdZi®ZiwC Op, con0 < a,b,c,d < 4 (Z es denso
en Zy). Es claro que
Inl = il & |of = [i].

Por ofra parte, se tiene que
na17 = aar@ + 4(aai B + faiE + 48a18),
de donde
N(na;7) = N(ea@)N (1 + 4(ca:@) " aa B + Ba® + 48a1p)).

Aqui, 1 + 4{0a@) (@B + fa;® + 4fa;8) € Op pues 4{aai@) Y aa1f + Ba,@ +
48a:18) € 20p si |of = [z[ Luego N(1 + 4(aa;@) " aa B + Bai@ + 4Ba:8)} =
1 (mod 2). Finalmente, como (pa,7)) ™ = —na1fN{(ea: @) N(1 +4{aa;@) " (aa B +
B + 48a: ) ! obtenemos que

2(nay) " a1 = 2(@a:1@) ey (mod 2),

por lo cual
T(E)=1(mod 2) & T(£,) =1 (mod 2),
donde £, = 2(aa;@)a;. m|

Proposicién 5.1.3. §i A = {(a;}.L...L{a,) es un Op-reticulado anti-hermitiano, tal
que N{a1), ..., N(an) € —uQ42, con u unidad de defecto cuadrdtico no minimal ¥ la
diferencia minimal entre la valuacion de las escalas de dos componentes consecutivos
es v(8) < p < v(16), entonces H(A) = N(Qz(ar)%).

Demostracién: Consideramos por separado los casos y = v(16), p = v(8).

Caso 1: = v(16).

Por el Lema 3.3.3 basta considerar rotaciones (5;0) € B{A) tales que |1—7] = |2
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¥ [A2] = 1. En este caso, por el Lema 3.3.1 nos podemos reducir a caleular If (A) para
n = 2 en el enunciado de la proposicién. En este caso, por el Lema 5.1.3 sabemos
que podemos cambiar A por un reticulado L tal que H(L) = H(A) y un conjunto de
generadores de 2¥(L) es A(L) U Bi(L). Se concluye que H(A) = N (Q2(a1)*) pues,
por el Lema 3.3.3, las rotaciones en B;(L) tienen norma espinorial en N (Qg(al)*).

Caso 2: p = v(8).

Por el Lema. 3.3.3, podemos asumir que las rotaciones (s;0) € B(A) satisfacen.

una de las siguientes condiciones:
1L 1-7|=li, |X| =1,
2. [L—r[=[2[, [Ae] € {1,[i]}.

Por el Lema 3.3.1 podemos reducir los casos en que [A2] =1 a considerar reticulados
de rango 2 y el caso en que |1—7| = |2], |Xz| = [i| a considerar reticulados de rango 3
con® |A3| = 1. Para los reticulados de rango 2, el Corolario 5.1 nos dice que H(A) =
N(Q2(a1)*). Probaremos que para reticulados A de rango 3 tales que (s;0) € B(A)
satisface [1—r| = |2, [As] = }i], |As| = 1 también obtenemos 8((s; )] € N(Qa(ar)®).
En efecto, por el Lema 3.3.4 podemos asumir que A = {a1) L(8ega1) L (64e3a,), con
€2,€3 € Zj. Asi, por el Lema 3.1.1 sabemos que 7, X, A3 € Op con |1 —7[ > |2
definen un elemento ¢ € B(A) si y sélo si satisfacen la ecuacién

Z = 8/\262&1:\_2-{- 64/\363(11-).\_3-,
donde z = a; — ra;7. Podemos reescribir lo anterior de la siguiente manera;
z = 8Ag(€e2na 7 -+ 8ezap) A,

donde 17 = A37'A;. Recordemos que, en este caso, |Az| = |2 ¥ [As] = 1. Asi, por el
Corolario 4.1.1.1, lo anterior equivale a la existencia de 7,7 € Op, con In| = 4] tales
que NzN(eonai7 +8eza;) € @32, NzN (8(6217a1ﬁ+853a1)‘1) € Zs. Pero sabemos que

381 |As] < 1, entonces nos podemos reducir a considerar reticulados de rango 2 (ver Lema 3.3.1).
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|€2na17f + 8ezay| = |2|, por Io tanto,
NzN (8(eznarfi + 8e3a1)™h) € Zy & N2z/28 € Z,.

Por otra parte, N(enai7 + 8eza1) = N{eana:H)N(1 + 8¢(na,7)'ay), donde ¢ =
¢ €3 € Zj. En tal caso, como [8¢(na,7) " ay] = |4], podemos escribir, 86(‘?]&1’!]) la; =
4e€ con & = 2(na17)~la; € O} y se tiene que

N(L+4ef) = 1+ 4etr(€) + 162N (€).

Como T(§) = 2z +y, con z,y € Z, se tiene que N(1 + 4e¢) € {Q%2, 5Q5°}. Asi,
N(egnar + 8esar) € {N(a1)Q5?, 5N(a1)Q;%}, donde N(eana + 8ezay) € 5Na; Q5
siy slosi T'(£) = 1 (mod 2). Esta. 6ltima condicién no se satisface por los lemas 5.14
y 4.3.6. Por lo tanto, en este caso, tenemos un anslogo al Teorema 4.2.1: H (A) =

si y sélo si existe r € Op, con [1 — 7| = |2] tal que:

N{1—r),—Nary __
(_rp__l) =1,

2, N,ZNG,}_ e Q§2,
3. |2| = |16].

El Corolario 5.1 implica que no existe r € @p que satisfaga las condiciones arriba.
Por lo tanto concluimos que H(A) = N(Qq(a1)*).
|

5.2. Caso IT

Por la discusion realizada al comienzo del capitulo, consideraremos reticulados A
de la forma (i).L{ei), donde ¢ € Q% y v{4) < v(e) < v(16). En este caso, el cdlculo
depende del pardmetro uniformizante, por lo que escribiremos i = ¢, para mayor
claridad.

Proposicién 5.2.1. Si A = {a;)L...1{a,) es un Op-reticulado anti-hermitiano, con
N(a1), ..., N{(a,) € 7Q3%, y la diferencia minimal entre la valuacién de las escalus de
dos componentes consecutivos es i, con v(4) < u < v(16), entonces H (A) = Q.
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Demostracién: Basta probarlo para n = 2. Por Lema 3.3.4 podemos suponer
que el subreticulado (a1).L{as) es de Ia forma I, = (i) L(en. ), con e € Z3, t €
{3,4}, es decir, Ly = Ops; + Ops,, donde h(s1,81) = i, h(ss,s9) = enti_ y
h(s1,82) = 0. Ademss, como 2 = 7y 7Q}? € {£2752, +10Z5?}, basta considerar los
casos ¢ = i,, para 7 € {2, +10}. Es claro que si (L) = Q}, entonces H(A)=Qs.
El Lema 4.3.4 junto con el Teorema 4.2.1 nos dicen que H(L;) = Q. 0

Concluimos esta seccién con una tabla, la cual contiene todos los cdleulos de la

norma espinorial cuando el cuerpo es Q, :

s A a pu H(A) Referencia,

— >1 - = Q@ Obs. 3.2.1

0 1 -—-A - ZEQs2 Tabla 1.2

0 1 - p>v@8) N(Qy(am)*} Prop. 5.1.3 -+ Tabla 1.2

0 1 -4 O0O<p<v(d) @ Prop. 5.1.1

0 1 7T u>wv(l6) N(Qo(an)*) Tabla 1.2

0 1 7 O<p<p(l6) Q Prop. 5.2.1 + Prop.3.3.1 + Tabla 1.2
#0 - - - Q3 Tabla 1.2

Tabla 5.5: Célculos completos sobre Qy para reticulados arbitrarios (no modulares)
de cualquier rango.

5.3. Aplicaciones

Caso I con u = —1, u = v(8).

Consideremos A = (i ++ j).L(8(i + 7)), donde D = (%?) D ramifica sélo en 2
y 9. Ademds, A es unimodular para p # 7. As{, H (Ap) = Z; Q2 para p # 2,5,7
por (8] y H(As) = Z3Q32 por [6]. Luego, el cuerpo de clase espinorial X, satisface
YA C Q(V-1,v2, \/7) Por otra parte, como el dlgebra se descompone en infinito
y la forma cuadrética asociada es indefinida, se tiene que en cada género espinorial
hay sélo una clase y ¥, satisface £, € R. De lo anterior y €l hecho de que H(Ay) =
N(Qu(i +5)7) = N(Q2(vV7)) (ver Tabla 5.5), se concluye que I3 C Q(+/7). Para
p = T el dlgebra se descompone y la forma cuadritica asociada a (i + j) tiene
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discriminante N(i 4 j) = —7. Por lo tanto, ol reticulado cuadrético asociado a A

tiene una descomposicién del tipo
(a)J_(—7a)_L(8a)_L(—56a),

donde a € Z3. Por lo tanto, si (a)L(Ba} = Zre,1Ze,, consideramos la rotacidn
Te1 Taey +e3, Obteniendo 87, T, 4, ) = 3Q22. Esto nos dice que X5 es descompuesto en
7 pues 3 ¢ N(Q7(v/7)*). Concluinos que 5, =Q y por lo tanto el ntimero de clases
de A es 1, es decir, A satisface el principio de Hasse.

Caso II con 7 = 2, u = v(2%).

Consideremos A = (3} L(2%), para t > 0, donde D = (%‘i) D ramifica solamente
en 2y en 5. Entonces, como para p # 2, A es unimodular, se tiene que H(A,) = Z, Q7
para todo p # 2, por los célculos en [8] para p # 5, y por [6, Teorema 4] para p = 5.
Asi, el cuerpo de clase espinorial %, puede ramificar sélo en 2 e oo y se tiene que
25 C Q(v=1, v/2). Notemos también que el dlgebra D se descompone en infinito vla
forma, cuadritica correspondiente al reticulado A es indefinida. Esto ailtimo implica
que hay solamente una clase en cada género espinorial y que ¥4 ¢ R. Por otra parte,
para p = 2, la Tabla 5.5 nos dice que H{A;) = Q para t < 4y H(A;) = N(Qq(5)%)
para t > 4, lo cual implica que 34 se descompone en 2 parat < 4y ¥, ramifica en 2,
para t > 4. Por lo tanto ¥y = Q parat <4y %, = @(x/ﬁ) para t > 4, En el primer
€aso, tenemos principio de Hasse para A, y en el segundo el niimero de clases de Aes?2.




Apéndice A

Tabla de simbolos de Hilbert &ﬁﬁ

Consideramos k, = Q; en todo lo que sigue. Como (%—ﬁ) = (-‘fﬂzpﬂ) , YV, A €
@3, basta calcular (aTﬁ) parac, § € {1, 2, 5, £10} pues Q3/Q;" = {1, £3, +5, +T0}.

Los calculos se encuentran en la siguiente tabla ¥ son justificados posteriormente:

I
W]
Hliml= === =] =
|
[e—

—10

Es claro que (1743) = 1,V3 € Qs. Por otra parte, en virtud de [10, 63:11a]:

+2,5Y _ £10,5Y _. £1,5% _ £5.5) _
(52 =1 () =1 (B9 -1, (8%) =1

De las Proposiciones 57:9, 57:10 de [10] se desprenden las siguientes propiedades

(=72) = (=5=) =1 (59) (52) = (=2), (=) = (=2).

99
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De la férmula producto para el simbolo de Hilbert y el hecho de que (:T:) = Ma(Q,)

para todo p # 2, donde u,v € Z3, se obtiene que ("1;’_1) = —1 ya que (———1@_—1) es

algebra de division. Usando lo anterior y el hecho de que (O‘Tﬁ) = ( '3—“) calculamos:

p
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(—10;’—10) — (-1,})—10) (10,P—10) -1
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