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Resumen

En esta tesis estudiamos ciclos termodinámicos en que se carga y descarga una batería
cuántica. La carga de la batería corresponde a energía útil almacenada que puede ser extraí-
da. Los ciclos se implementan dinámicamente, pues cada rama corresponde a una evolución
unitaria de un sistema compuesto: la batería más un baño (o medio ambiente). La batería es
modelada por un oscilador armónico cuántico que interactúa linealmente con un baño (finito
o infinito) formado por un conjunto de osciladores armónicos cuánticos. Este modelo corres-
ponde al modelo de Caldeira-Leggett, cuyo Hamiltoniano es cuadrático en los operadores
canónicos. Para implementar las distintas dinámicas se ocupan herramientas del formalismo
simpléctico definido en un espacio de fase, pero en una etapa previa, abordamos el estudio del
estado inicial y final de la batería en los ciclos con herramientas del formalismo simpléctico y
también con herramientas de la teoría de sistemas cuánticos abiertos definida en un espacio de
Hilbert: ecuación de Langevin. El formalismo simpléctico nos permitió tratar numéricamente
cada evolución del sistema compuesto con cantidades finitas y también nos permitió tener
acceso al estado de la batería y al estado del baño en cada instante. Trabajamos con estados
Gaussianos para la batería y el baño. Estos estados son totalmente caracterizables por sus
primeros y segundos momentos estadísticos. En general, exploramos dos situaciones distin-
tas para los ciclos: proceso de desconexión batería-baño con protocolo quench instantáneo y
proceso de desconexión batería-baño con protocolo dependiente del tiempo y duración finita.
Demostramos la validez de la segunda ley de la termodinámica en la forma de Kelvin-Planck
en los ciclos y demostramos la igualdad entre el estado Gibbsiano de fuerza media –estado
inicial de la batería– y el estado estacionario de la dinámica de carga en el límite termodiná-
mico –estado final de la batería–. Finalmente, a partir de los resultados numéricos obtuvimos
que la utilidad de la máquina es que bajo ciertas condiciones y regímenes de parámetros la
batería se carga, y del análisis de la eficiencia, obtuvimos que la máquina es más eficiente
cuando funciona fuera del equilibrio termodinámico y con mayor disipación.
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Introducción

La termodinámica surge como una ciencia fenomenológica cuyos fines en su origen fueron
prácticos: “Todos sabemos que el calor puede producir movimiento"(Sadi Carnot) [1]. Hoy
en día la entendemos como un conjunto de leyes simples y generales, capaces de describir el
incesante flujo de energía entre sistemas macroscópicos de los más variados en el universo.
Una de sus manifestaciones más robustas es la termalización de un sistema macroscópico en
contacto con un baño térmico.

En los sistemas cuánticos las fluctuaciones cuánticas y térmicas juegan un rol crucial.
Desarrollar una teoría termodinámica que las considere es necesario para dar cuenta de los
fenómenos que pueden ser observados gracias a técnicas experimentales recientes [2]. Sobre
este objetivo, la termodinámica cuántica ha mostrado significativos avances en las últimas
décadas [3, 4, 5, 6]. Entonces, ¿por qué no pensar en una teoría termodinámica completa,
en que la robustez de las leyes ya conocidas se mantenga para sistemas de tamaño muy
por debajo del límite termodinámico? Se ha probado que sistemas con pocos grados de
libertad que interactúan con baños térmicos alcanzan un estado de equilibrio, tanto cuando
el acoplamiento es débil como cuando el acoplamiento es fuerte [7], y en este último caso,
existe un potencial energético almacenado en las correlaciones que puede ser aprovechado.

En este contexto surge la pregunta sobre la posibilidad de almacenar energía en sistemas
nanoscópicos llamados baterías cuánticas [8]. Actualmente se pueden categorizar en dos los
tipos de sistemas que buscan ser un reservorio de trabajo: (1) las baterías modeladas como
sistemas cerrados [9] y (2) las baterías modeladas como sistemas abiertos [10, 11, 12, 13, 14].
Algunas del tipo (2) usan de manera favorable la interacción con un baño térmico [11, 12,
14], y a diferencia de las del tipo (1), tienen la ventaja de requerir poco control externo
del acoplamiento entre la batería y el baño. Además, el estado cargado (estado activo) de
la batería se puede mantener indefinidamente debido a que es un estado estacionario en
la dinámica. Un problema crucial es conocer el costo energético de implementar un ciclo
termodinámico de carga y descarga. Es necesario calcular las cantidades termodinámicas
relevantes, pues el trabajo requerido para efectuar el proceso podría limitar tanto la eficiencia
del dispositivo como el trabajo (ergotropía) disponible para ser extraído desde la batería.
Este costo energético equivale al trabajo total que hace un agente externo que modula la
interacción entre el sistema y el baño por medio de un parámetro dependiente del tiempo. Aún
más, no hay que perder de vista la naturaleza disipativa y/o decoherente de la interacción.
Determinados el trabajo, el calor y la producción de entropía en el proceso, es posible resolver
sobre la eficiencia y la factibilidad operacional de la máquina.

Investigaciones en los últimos años, y algunas bastante recientes, han reportado sobre el
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desempeño de máquinas cuánticas térmicas con fines variados [15], asentando así un marco
teórico para investigaciones futuras. No obstante, en relación a las baterías cuánticas, sigue
abierta la búsqueda de protocolos de carga-descarga y tipos de interacciones más óptimos
con el fin de aumentar las ventajas energéticas y el desempeño de estos dispositivos.

Esta tesis surge con el objetivo de estudiar ciclos termodinámicos de carga y descarga de
una batería cuántica que interactúa con un baño. Se modelan distintos protocolos de desco-
nexión dependientes del tiempo entre la batería y el baño, los cuales son necesarios para tener
acceso a la energía útil almacena en la batería. Para una potencial aplicabilidad experimental
de los ciclos, como batería se ocupa un sistema de variable continua. Actualmente –en las
últimas dos décadas– estos sistemas han sido usados activamente en distintas áreas de la me-
cánica cuántica teórica y aplicada, como por ejemplo, teoría de la información, comunicación
cuántica, metrología, entre otros [16, 17, 18, 19, 20, 21].

El texto se organiza en 4 capítulos. En el capítulo 1 se introducen los conceptos y he-
rramientas teóricas del formalismo simpléctico y los estados Gaussianos. Este formalismo se
basa en la teoría de matrices de dimensión finita por lo que es un práctico marco teórico
para caracterizar a los sistemas de variable continua. En el capítulo 2 se presentan las he-
rramientas teóricas de la teoría termodinámica aplicada a sistemas cuánticos y se presenta
un ciclo general tipo desconexión-descarga-conexión-carga. En el capítulo 3 se introduce el
modelo de Caldeira-Leggett y se aborda con herramientas de la teoría de sistemas cuánti-
cos abiertos y con las herramientas del formalismo simpléctico la dinámica de un oscilador
armónico cuántico que interactúa linealmente con un baño formado por un conjunto de osci-
ladores armónicos. Finalmente, en el Capítulo 4, se implementan ciclos termodinámicos del
tipo desconexión-descarga-conexión-carga aplicados al modelo de Caldeira-Leggett donde el
oscilador armónico cuantizado representa a la batería, y se reportan los resultados que dan
cuenta de las ventajas y desventajas comparativas entre un ciclo y otro.
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Capítulo 1

Mecánica cuántica Gaussiana

En este capítulo introducimos los conceptos y herramientas teóricas que están detrás
del estudio de los sistemas de variable continua. Estos sistemas están caracterizados por
operadores con espectro continuo (infinito). Veremos que el formalismo que se detallará a
continuación presenta una ventaja práctica por sobre el tratamiento convencial de la mecánica
cuántica definida en el marco de los espacios de Hilbert. A saber, en esta tesis se usarán
los términos mecánica cuántica Gaussiana y formalismo simpléctico como sinónimos, pues
abordaremos el estudio particular de sistemas de variable continua caracterizados por estados
Gaussianos. Estos estados son de gran interés en distintos campos de la física contemporánea,
en especial en óptica cuántica, debido a su fácil accesibilidad y manipulación en un montaje
experimental. Veremos en los capítulos siguientes cómo se tradrucen a este formalismo las
ecuaciones dinámicas de un sistema que interactúa con un baño o medio ambiente en procesos
disipativos y también el cómo en este formalismo se expresan las cantidades termodinámicas
relativas al proceso.

1.1. Sistemas de variable continua y espacio de fase “cuán-
tico”

En mecánica cuántica, un sistema de variable continua (VC) es aquel cuyos grados de
libertad relevantes están asociados a operadores con espectro continuo, es decir, sus autova-
lores son un set de valores continuos en R. Ejemplos de operadores con espectro continuo son
los operadores posición y momentum de una partícula libre pero, de manera más general, lo
son un par de operadores auto-adjuntos Q̂ y P̂ , conocidos como operadores canónicos –en
analogía al uso del término en mecánica clásica– que satisfacen la relación de conmutación
canónica∗,

[Q̂, P̂ ] = iℏÎ, (1.1)

donde [·, ·] corresponde al conmutador entre dos operadores, ℏ es la constante de Planck
reducida y Î es el operador identidad. Los espacios de Hilbert sobre los cuales estos operadores

∗Esta respresentación de la álgebra considera un set discreto de pares de opeadores canónicos o grados
de libertad, pero no un continuo de grados de libertad como es el caso de teoría cuántica de campos.
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actúan, poseen dimensión infinita [22, 23, 19].

Sistemas compuestos por osciladores armónicos cuánticos son ejemplos representativos de
sistemas VC. En el caso deN osciladores armónicos cuánticos no interactuantes se tiene un set
de N pares de operadores canónicos {(Q̂k, P̂k)}Nk=1; donde Q̂k y P̂k corresponden al operador
posición y al operador momentum, respectivamente, del k-ésimo oscilador. La relación (1.1)
se puede generalizar para los N pares de operadores canónicos por

[Q̂i, P̂j] = iℏδij Î, (1.2)

donde δij es la delta de Kronecker. Cada oscilador está caracterizado por un espacio de Hilbert
de dimensión infinita Hk

† sobre el cual actúa el par (Q̂k, P̂k), y el espacio de Hilbert H que
agrupa a los estados de los N osciladores está formado por el producto tensorial de cada
espacio Hk, es decir, H = ⊗N

k=1Hk. A partir de cada par (Q̂k, P̂k) se puede definir un par de
operadores no hermíticos (âk, â†k) denominados operadores escalera, los cuales están definidos
por

âk ≡
√
mkωk

2ℏ

(
Q̂k +

i

mkωk

P̂k

)
y â†k ≡

√
mkωk

2ℏ

(
Q̂k −

i

mkωk

P̂k

)
, (1.3)

donde mk y ωk corresponden a la masa y la frecuencia, respectivamente, del k-ésimo oscilador.
Dada la relación (1.2) se obtiene que el par de operadores escalera satisfacen la relación
[âi, â

†
j] = δij Î. Con âk y â†k se define el operador de número, n̂k ≡ â†kâk, cuyo set de autoestados

{|nk⟩}nk∈N, es decir, n̂k |nk⟩ = nk |nk⟩, constituye una base ortonormal para cada espacio Hk.
La acción de âk y â†k sobre los estados |nk⟩ se traduce en

âk |nk⟩ =
√
nk |nk − 1⟩ y â†k |nk⟩ =

√
nk + 1 |nk + 1⟩ , (1.4)

que en el caso de âk representa la destrucción de un cuanto de energía en el k-ésimo oscilador
y en el caso de â†k representa la creación de un cuanto de energía en el k-ésimo oscilador.
El operador Hamiltoniano, Ĥosciladores, que actúa sobre el espacio de los N osciladores puede
representarse en términos de los operadores canónicos o, equivalentemente, en términos de
los operadores escalera:

Ĥosciladores =
N∑
k=1

(
P̂ 2
k

2mk

+
mkω

2
k

2
Q̂2

k

)

=
N∑
k=1

ℏωk

(
n̂k +

1

2
Î
)
.

(1.5)

En vista de la segunda igualdad‡ en (1.5) se desprende que Ĥosciladores es diagonal en la base
formada por cada una de las bases ortonormales {|nk⟩}nk∈N (k = 1, .., N), es decir, es diagonal
en la base {|n1⟩ ⊗ · · · ⊗ |nN⟩}n1,...,nN∈N.

†En representación de coordenadas las funciones que forman parte de Hk son las funciones cuadrado
integrables definidas en R y con valores en C.

‡La segunda igualdad en (1.5) es apropiada para la descripción en el contexto de óptica cuántica de N mo-
dos no interactuantes del campo electromagnético donde âk y a†k destruyen y crean fotones, respectivamente,
en el k-ésimo modo.
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En general, cuando se cuenta con N pares de operadores canónicos, estos se pueden
agrupar en un vector de operadores

r̂ ≡ (Q̂1, P̂1, ..., Q̂N , P̂N)
T, (1.6)

con el cual se pueden escribir la relaciones de conmutación canónicas (1.2) de manera com-
pacta como

[̂r, r̂T] ≡ r̂r̂T −
(
r̂r̂T)T = iℏΩ, (1.7)

donde

Ω ≡
N⊕
k=1

Ω1 =

Ω1

. . .
Ω1

 ; con Ω1 =

(
0 1
−1 0

)
. (1.8)

A Ω se le conoce como la matriz forma simpléctica§. Es directo observar que Ω es una matriz
de dimensión 2N × 2N , anti-simétrica y real [23].

Toda la información física de un sistema cuántico VC con observables (1.6) está contenida
en su estado cuántico. Este estado puede ser representado por un operador densidad, ρ̂, que
es semi-definido positivo§, con Tr[ρ̂] = 1 y que actúa sobre el mismo espacio de Hilbert que
los operadores (1.6) [26, 19]. Cada operador ρ̂ se corresponde uno a uno con una de sus
funciones multivariables llamadas funciones característica s-ordenada, χs, las cuales están
definidas sobre un espacio simpléctico real Γ ≡ (R2N ,Ω) de dimensión 2N y dotado de la
estructura Ω [17, 27]:

χs(x) = Tr
[
ρ̂D̂(−x)

]
exp

(
s∥x∥2/2

)
, (1.9)

donde D̂(−x) ≡ exp
(
−ixTΩr̂

)
es el operador desplazamiento de Weyl, ∥·∥ la norma eucli-

diana y x ∈ Γ. Equivalentemente, ρ̂ puede ser escrito en términos de (1.9) como

ρ̂ =
1

(2π)N

∫
R2N

χs(x)D̂(x) dx, (1.10)

con dx = dQ1 dP1... dQN dPN . La familia de funciones características (1.9) está relacionada
por medio de la transformada de Fourier con las funciones de cuasi-probabilidad definidas en
Γ [17, 27],

Ws(x) =
1

2Nπ2N

∫
R2N

exp
(
ix′TΩx

)
χs(x

′) dx′, (1.11)

las cuales están normalizadas a 1, sin embargo, no se comportan precisamente como una dis-
tribución de probabilidad, pues dependiendo del valor de s, pueden aceptar valores negativos
o ser singulares en ciertos puntos de Γ. Algunos ejemplos de funciones de cuasi-probabilidad
son la función Q de Husimi (s = −1); la función de Wigner (s = 0) y la representación P
singular (s = 1). Cabe señalar (y remarcar) que ambas familias de funciones, (1.9) y (1.11),

§La naturaleza de los sistemas VC radica en las relaciones de conmutación canónicas (1.7) acompañadas
de una forma simpléctica Ω. Sistemas de N bosones con pares de operadores canónicos que satisfacen (1.7),
constituyen sistemas VC [19, 24, 18].

§Sea un operador Ô definido sobre un espacio de Hilbert H , Ô : H −→ H . Luego, Ô se dice semi-
definido positivo si ∀ |ϕ⟩ ∈ H y |ϕ⟩ ≠ 0,

〈
Ôϕ
∣∣∣ϕ〉 = ⟨ϕ| Ô |ϕ⟩ ≥ 0 y los autovalores de Ô son reales y no

negativos [25].
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ofrecen una descripción igualmente completa de cualquier estado cuántico, al igual que los
operadores densidad definidos sobre un espacio de Hilbert. El espacio Γ es denominado es-
pacio de fase cuántico en analogía al espacio de fase de Liouville de la mecánica clásica
Hamiltoniana, no obstante, en el caso cuántico no se puede describir al estado de un sistema
en términos de un punto del espacio de fase debido a la prevalencia del principio de incerti-
dumbre de Heisenberg. Las variables que conforman Γ son los autovalores de los operadores
canónicos r̂, y las cantidades más relevantes que caracterizan a las funciones características y
a las distribuciones de cuasi-probabilidad son los momentos estadísticos del estado cuántico.
Un vector de primeros momentos estadísticos de un estado ρ̂ se define por

r ≡ ⟨r̂⟩ρ̂ =
(
⟨Q̂1⟩ρ̂, ⟨P̂1⟩ρ̂, ..., ⟨Q̂N⟩ρ̂, ⟨P̂N⟩ρ̂

)T
, (1.12)

es decir, es el vector formado por los valores de expectación de los operadores canónicos con
respecto al estado ρ̂: ⟨·⟩ρ̂ = Tr[·ρ̂]. Una matriz de segundos momentos σ, también llamada
matriz de covarianza (MC), se define por

σij ≡ ⟨{r̂i − ⟨r̂i⟩ρ̂, r̂j − ⟨r̂j⟩ρ̂}⟩ρ̂, (1.13)

donde {·, ·} es el anticonmutador entre dos operadores. Los elementos diagonales de σ son las
varianzas de los operadores canónicos, mientras que los elementos no diagonales corresponden
a las correlaciones entre los operadores canónicos. Para que una MC caracterice a un operador
densidad ρ̂ con información física, esta debe satisfacer la relación de Robertson-Schrödinger,

σ + iℏΩ ≥ 0, ¶ (1.14)

la cual surge de la semi-positividad de ρ̂ y de preservar las relaciones de conmutación ca-
nónicas (1.2). La desigualdad (1.14) es equivalente a satisfacer el principio de incertidumbre
de Heisenberg, el cual también es conocido como la desigualdad de Heisenberg-Weyl-Kennard
para operadores canónicos [28, 29]. De la definición (1.13) se desprende que las MC’s son
matrices simétricas y de la desigualdad (1.14) se desprende que son matrices semi-definidas
positivas: σ ≥ 0. Es posible definir momentos estadísticos de orden superior, no obstante, a
efectos de esta tesis no son relevantes.

1.2. Estados Gaussianos

Existe una clase particular de estados que pueden ser descritos completamente por sus
primeros y segundos momentos [(1.12) y (1.13)]. Estos se denominan estados Gaussianos
y se pueden definir como el conjunto de estados con funciones características Gaussianas
y funciones de cuasi-probabilidad Gaussianas [17, 24]. En particular, para s = 0, la función
característica de Wigner [30, 18] de un estado Gaussiano con primeros momentos r y segundos
momentos σ se expresa por

χG
0 (x) = exp

[
−1

4
xTΩTσΩx

]
exp

[
ixTΩTr

]
(1.15)

¶Una matriz hermítica M (M = M∗) de 2N × 2N ; donde (·)∗ denota el transpuesto conjugado, se dice
semi-definida positiva si ∀ς⃗ ∈ C2N y ς⃗ ̸= 0⃗, ς⃗∗Mς⃗ ≥ 0.

6



y la función de cuasi-probabilidad de Wigner [31, 18] se expresa por

WG
0 (x) =

2N

πN
√
detσ

exp
[
− (x− r)T σ−1 (x− r)

]
. (1.16)

Si el estado de un sistema, S, es un estado Gaussiano, ρ̂G
S , entonces el estado reducido de

un subsistema SS contenido en S es también un estado Gaussiano, ρ̂G
SS ≡ TrS\SS[ρ̂

G
S ], donde

TrS\SS[·] denota la traza parcial sobre los grados de libertad del subsistema S \ SS, a saber,
los grados de libertad que forman parte de S, pero que no son parte de SS.

Ejemplos de estados Gaussianos en el contexto de teoría de campos son los estados cohe-
rentes y los estados comprimidos; recurrentes en óptica cuántica [32, 33]. Lo son también
todos los estados basales y térmicos de sistemas con Hamiltonianos cuadráticos y acotados
inferiormente, Ĥ(2). Un Hamiltoniano cuadrático‖, Ĥ(2), es aquel que puede ser expresado
como un polinomio de orden dos en los operadores canónicos [30, 23]. En términos del vector
r̂ (1.6), la forma más general en que se puede escribir (salvo una constante) es

Ĥ(2) = r̂THr̂+ r̂Tr0, (1.17)

donde r0 ∈ Γ y H es una matriz simétrica de dimensión 2N × 2N conocida como matriz
Hamiltoniana. En particular, un Hamiltoniano cuadrático y acotado inferiormente, Ĥ(2),
tiene la forma de (1.17), pero su matriz Hamiltoniana es definida positiva, H > 0. Decir
que H es definida positiva es equivalente a decir que el operador Hamiltoniano es acotado
inferiormente, luego, ambas condiciones garantizan la estabilidad del sistema. Un ejemplo
de Hamiltoniano cuadrático acotado inferiormente es el Hamiltoniano de N osciladores no
interactuantes (1.5), con término lineal en los operadores canónicos nulo [segundo sumando
en (1.17)]. Los estados térmicos con Hamiltonianos Ĥ(2) se expresan por

ρ̂tco =
exp

(
−βĤ(2)

)
Z

, (1.18)

donde β ≡ (kBT )
−1 es el inverso de la temperatura T del estado, kB es la constante de

Boltzmann y Z ≡ Tr
[
exp

(
−βĤ(2)

)]
. Cuando β → +∞, entonces ρ̂tco tiende al estado basal

del sistema. Estos estados son comunes en la dinámica de un sistema abierto que interactúa
linealmente con un medio ambiente y serán de gran interés en esta tesis.

1.3. Transformaciones unitarias y grupo simpléctico

La acción de las transformaciones unitarias sobre un estado cuántico definido en un espacio
de Hilbert está representada por un set de operadores lineales que transforman al estado en
otro estado contenido en el espacio. Cada operador unitario se corresponde con una matriz
simpléctica real; existe una relación uno a uno. La acción de un operador unitario Û sobre

‖Los estados Gaussianos no solo aplican para sistemas de osciladores y sistemas de bosones, sino tam-
bién para sistemas fermiónicos donde los observables de interés satisfacen las relaciones de anticonmutación
canónicas y cuyos Hamiltonianos son cuadráticos [34].
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un estado ρ̂ en un espacio de Hilbert es mapeada a la acción de una matriz simpléctica S
(a.k.a. transformación simpléctica) sobre los primeros y segundos momentos del estado. Esto
último se puede representar como:

ρ̂′ = Û ρ̂Û † −→
{

r′ = Sr
σ′ = SσST , (1.19)

donde ρ̂′ es el operador densidad transformado, r′ es el vector de primeros momentos trans-
formado y σ′ es la MC transformada. Las transformaciones simplécticas que actúan sobre
un espacio de fase de dimensión 2N forman el grupo simpléctico, el cual lo denotaremos
por Sp(2N,R) ≡ {S tales que SΩST = STΩS = Ω} y cuya dimensión es N(2N + 1).
Las matrices S son cuadradas de dimensión (2N × 2N), invertibles y con determinantes
det(S) = +1.

A las transformaciones unitarias representadas por operadores lineales cuyos exponen-
tes son polinomios de orden dos en los operadores canónicos se les llama transformaciones
Gaussianas. Estas son operaciones cuánticas que mapean estados Gaussianos en estados
Gaussianos [19, 23], dicho de otra manera, son transformaciones que preservan las relacio-
nes de conmutación canónicas y la naturaleza Gaussiana del estado. Entonces, como todo
operador unitario posee su contraparte simpléctica, toda transformación Gaussiana de un es-
tado Gaussiano quedará completamente representada por la transformación de sus primeros
y segundos momentos por medio de una matriz simpléctica. Ejemplos de transformaciones
simplécticas Gaussianas son las rotaciones [30, 35], las evoluciones temporales generadas por
Hamiltonianos cuadráticos acotados inferiormente [36, 23] y, de gran importancia en óptica
cuántica, lo son las transformaciones aplicadas por divisores de haces de luz (beam splitters),
desplazadores de fase (phase shiffters) y operadores squeeze [30, 37, 33, 32].

Un resultado relativo a la utilidad de las matrices simplécticas es el enunciado por el
teorema de Williamson [38, 39, 26], el cual aplica a matrices reales, cuadradas y definidas
positivas:

Teorema de Williamson: Sea M una matriz real de 2N × 2N definida positiva.
Luego, siempre existe una matriz S ∈ Sp(2N,R) que diagonaliza simplécticamente a
M, es decir,

SMST =
N⊕
j=1

(
mj 0
0 mj

)
, (1.20)

donde {mi}i≥1 son los autovalores simplécticos de M.

A la matriz diagonal en (1.20) se le conoce como forma normal de Williamson y cada
autovalor simpléctico mj puede ser directamente calculado diagonalizando la matriz iΩM,
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pues sus autovalores positivos corresponden a {mj}j≥1:

iΩM = iΩS−1

N⊕
j=1

(
mj 0
0 mj

)
(ST)−1

= iSTΩ
N⊕
j=1

(
mj 0
0 mj

)
(ST)−1

= ST ˆ̃U †

[
N⊕
j=1

(
mj 0
0 −mj

)]
ˆ̃U(ST)−1,

(1.21)

con ˆ̃U =
⊕N

j=1 û y donde

û =
1√
2

(
1 i
1 −i

)
es la tranformación unitaria que diagonaliza a Ω1 (1.8):

ûΩ1û
† =

(
−i 0
0 i

)
.

El resultado (1.20) nos dice que toda matriz Hamiltoniana H > 0 puede ser llevada a su
forma normal de Williamson por medio de la acción de una matriz simpléctica SH:

SHHST
H =

N⊕
j=1

ωj

2
I2×2, (1.22)

donde {ωj/2}j≥1 son los autovalores simplécticos de H y I2×2 es la matriz identidad de di-
mensión 2 × 2 [23]. El operador unitario ÛH, que se corresponde con la matriz simpléctica
(ST

H)
−1, es aquel que diagonaliza en la base de los modos normales a un operador Hamilto-

niano puramente cuadrático acotado inferiormente

Ĥ(2)
p = r̂THr̂ (1.23)

cuya matriz Hamiltoniana es H [ver Hamiltoniano (1.17)], es decir, en la base de los modos
normales el Hamiltoniano se expresa por

Ĥ(2)
p = r̂′

T

(
N⊕
j=1

ωj

2
I2×2

)
r̂′ (1.24)

con r̂′ = (ST
H)

−1r̂ = Û †
Hr̂ÛH los operadores canónicos de la base de los modos normales

y donde las frecuencias {ωj}j≥1 que forman parte de los autovalores simplécticos de H se
reconocen también como las frecuencias de los modos normales [40]. El lado derecho en
(1.24) es el Hamiltoniano de N osciladores armónicos libres con operadores canónicos r̂′.

El resultado (1.22) permite demostrar que los primeros momentos de un estado térmico,

τ̂ =
exp
(
−βĤ(2)

p

)
Tr[exp

(
−βĤ(2)

p

)
]
; (1.25)
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con inverso de la temperatura β y Hamiltoniano puramente cuadrático, Ĥ(2)
p (1.23), son nulos:

Tr

r̂ exp
(
−βĤ(2)

p

)
Tr[exp

(
−β̂̂H(2)

p

)
]

 =
1

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]
Tr

[
r̂ exp

(
−βr̂′T

N⊕
j=1

ωj

2
I2×2r̂′

)]

=
1

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]
Tr

[
ST
Hr̂

′ exp

(
−βr̂′T

N⊕
j=1

ωj

2
I2×2r̂′

)]

=⇒ Tr

r̂j exp
(
−βĤ(2)

p

)
Tr[exp

(
−βĤ(2)

p

)
]

 =

∑
l

(
ST
H

)
jl

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]
Tr

[
r̂′l exp

(
−βr̂′T

N⊕
j=1

ωj

2
I2×2r̂′

)]
= 0,

(1.26)

pues Tr
[
r̂′l exp

(
−βr̂′T

⊕N
j=1

ωj

2
I2×2r̂′

)]
= 0 ∀l ∈ [1, ..., 2N ] [ver por ejemplo la definición de

los operadores en (1.3) y el cómo estos actúan sobre la base de número en (1.4)]. Por otra
parte, la MC στ̂ del estado τ̂ (1.25) puede ser determinada a partir de la matriz simpléctica
SH en (1.22) y su forma normal de Williamson (1.20). En efecto,

στ̂ = Tr

{r̂, r̂T}
exp

(
−βĤ(2)

p

)
Tr[exp

(
−βĤ(2)

p

)
]


= Tr

Û †
H{r̂, r̂

T}ÛH

exp
(
−βr̂T

(⊕N
j=1

ωj

2
I2×2

)
r̂
)

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]


= Tr

{ST
Hr̂, r̂

TSH}
exp

(
−βr̂T

(⊕N
j=1

ωj

2
I2×2

)
r̂
)

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]


= ST

HTr

{r̂, r̂T}
exp

(
−βr̂T

(⊕N
j=1

ωj

2
I2×2

)
r̂
)

Tr[exp
(
−βĤ(2)

p

)
]

SH

= ST
H

N∏
j=1

[1− exp(−βℏωj)]Tr

{r̂, r̂T}

 N⊗
j=1

 N∑
nj=0

exp(−βℏωjn̂j)

SH

= ST
HσβSH,

(1.27)

donde Û †
Hr̂ÛH = ST

Hr̂ y con

σβ ≡
N⊕
j=1

(
e−βℏωj+1

e−βℏωj−1
0

0 e−βℏωj+1

e−βℏωj−1

)

la forma normal de Williamson de στ̂ , pues el teorema de Williamson (1.20) también aplica a
las MC’s. La forma normal de Williamson de toda MC que caracteriza a un estado Gaussiano
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se expresa por

W =
N⊕
j=1

(
wj 0
0 wj

)
, (1.28)

con
wj ≥ 1 ∀j. (1.29)

Que wj ≥ 1 es una forma equivalente de enunciar que W + iℏΩ ≥ 0, lo cual es a la vez
equivalente a la relación de Robertson-Schrödinger (1.14).

1.3.1. Evolución temporal de un estado cuántico Gaussiano

Cuando el sistema con operadores canónicos contenidos en el vector r̂ (1.6) –que res-
cribiremos como r̂(0)– posee un Hamiltoniano puramente cuadrático Ĥ(t) (en el cuadro de
Schrödinger) del tipo (1.23) con dependencia temporal en una función escalar, entonces su
evolución temporal está caracterizada por un operador de evolución temporal Gaussiano Û(t)
o, equivalentemente, por una matriz de evolución simpléctica S(t). Para un estado Gaussiano
con primeros y segundos momentos a tiempo inicial t = 0, r(0) y σ(0), respectivamente, su
evolución temporal queda determinada por las evoluciones temporales de r(0) y σ(0) [ver
(1.19)], es decir,

r(t) = S(t)r(0) y σ(t) = S(t)σ(0)S(t)T. (1.30)

En el cuadro de Heisenberg el vector r̂(0) transforma temporalmente como r̂(t) = Û †(t)r̂(0)Û(t),
y dada la correspondencia entre Û(t) y S(t), la transformación es equivalente a r̂(t) =
S(t)r̂(0). Cada operador r̂j(t) (j = 1, ..., 2N) obedece la ecuación de movimiento de Hei-
senberg

dr̂j(t)

dt
= − i

ℏ

[
r̂j(t), Û

†(t)Ĥ(t)Û(t)
]

= − i

ℏ
∑
k,l

Hkl(t) [̂rj(t), r̂k(t)r̂l(t)]

= − i

ℏ
∑
k,l

Hkl(t) ([̂rj(t), r̂k(t)] r̂l(t) + r̂k(t) [̂rj(t), r̂l(t)])

=
∑
k,l

ΩjkHkl(t)r̂l(t) +
∑
k,l

ΩjlHklr̂k(t)

= 2
∑
k,l

ΩjkHklr̂l(t)

(1.31)

=⇒
[
dS(t)

dt
− 2ΩH(t)S(t)

]
r̂(0) = 0,

es decir, S(t) satisface la ecuación tipo ecuación Schrödinger

dS(t)

dt
= 2ΩH(t)S(t), (1.32)
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con H(t) la matriz Hamiltoniana que concentra la dependencia temporal. La solución de
(1.32) es

S(t) = T̂ exp

(∫ t

0

dt′2ΩH(t′)

)
≡ 1 +

∞∑
n=1

2n
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnΩH(t1)ΩH(t2) · · ·ΩH(tn),

(1.33)

con T̂ el operador de orden temporal que da cuenta del orden temporal que hay que mantener
en el integrando cuando [ΩH(t),ΩH(t′)] ̸= 0 con t ̸= t′. De manera análoga, el operador
unitario Û(t) satisface la ecuación de Schrödinger

dÛ(t)

dt
= − i

ℏ
Ĥ(t)Û(t), (1.34)

cuya solución es

Û(t) = T̂ exp

(
− i

ℏ

∫ t

0

dtĤ(t)

)
≡ 1 +

∞∑
n=1

(
− i

ℏ

)n ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnĤ(t1)Ĥ(t2) · · · Ĥ(tn);

(1.35)

donde esta última serie es conocida como la serie de Dyson [41]. Equivalentemente a la
evolución (1.30), el estado Gaussiano representado por el operador densidad ρ̂G(0) del sistema
con Hamiltoniano Ĥ(t) evoluciona según

ρ̂G(t) = Û(t)ρ̂G(0)Û
†(t). (1.36)

Las soluciones (1.33) y (1.35) son series infinitas. Sin embargo, en el caso de (1.33), las
matrices son de dimensión finita (2N × 2N), mientras que en (1.35), los operadores son de
dimensión infnita. En una simulación computacional de una evolución temporal, el cálculo
de S(t) no requiere un truncamiento de la dimensión del espacio que sí requiere el cálculo de
Û(t).

1.4. Aspectos relevantes del capítulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capítulo
que serán de utilidad en los capítulos siguientes:

• El formalismo simpléctico es equivalente al formalismo de espacios de Hilbert de la
mecánica cuántica.

• Un estado Gaussiano queda totalmente caracterizado por sus primeros y segundos mo-
mentos estadísticos.
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• El estado reducido resultante de trazar parcialmente a un estado Gaussiano, es un
estado Gaussiano.

• Los estados térmicos generados por Hamiltonianos cuadráticos y acotados inferiormente
son un caso particular de estados Gaussianos.

• Las transformaciones unitarias Gaussianas de un estado Gaussiano se pueden represen-
tar por la acción de una matriz simpléctica sobre los primeros y segundos momentos
del estado.

• Toda transformación unitaria Gaussiana preserva la naturaleza Gausssiana de un estado
Gaussiano.
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Capítulo 2

Termodinámica en sistemas cuánticos

En este capítulo introducimos el formalismo de la teoría termodinámica aplicada a sis-
temas cuánticos. Se presenta el concepto de batería cuántica y se detallan las cantidades
relevantes asociadas a su caracterización termodinámica. Se presenta y estudia un tipo par-
ticular de batería: batería disipativa, y se describen la carga y la descarga de esta por medio
de un ciclo termodinámico. A lo largo del capítulo se considerarán sistemas generales –no se
tratarán solamente sistemas VC o Gaussianos–, no obstante, al finalizar, haremos la conexión
con el formalismo simpléctico y los estados Gaussianos tal de fijar las herramientas de cálculo
que serán usadas en el Capítulo 4 para caracterizar la energética y desempeño del ciclo de
carga y descarga de una batería cuántica disipativa particular.

2.1. Estados pasivo y activo

Del punto de vista termodinámico, la extracción de trabajo desde un sistema ha sido
un tema de especial atención e interés. La termodinámica cuántica [15, 42], actualmente en
activo desarrollo, busca explicar y/o entender cuáles son los recursos cuánticos de un sistema
microscópico que favorecen la generación de energía útil, en contraste a las cualidades y
límites clásicos ya conocidos [43].

Un área activa dentro de la termodinámica cuántica, motivada por los procesos de minia-
turización y complejización que ha experimentado la tecnología en las últimas décadas, es el
estudio de sistemas capaces de almacenar energía para su uso posterior. A estos sistemas se
les conoce como baterías cuánticas [8], las cuales explotan la naturaleza cuántica de las co-
rrelaciones, coherencias y entrelazamiento de estados cuánticos para optimizar el desempeño
de carga/descarga y la cantidad de energía almacenada.

Una batería transita entre estados con carga y estados vacíos de carga o energía. Al estado
ρ̂ de un sistema del cual no se puede extraer energía por medio de una variación cíclica de
un parámetro de una fuente externa de trabajo, se le conoce como estado pasivo. Por el
contrario, cuando es posible extraer trabajo del estado de un sistema mediante procesos
cíclicos unitarios, se le llama estado activo [44, 45]. En este contexto, un proceso cíclico se
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entiende como el proceso en que originalmente un sistema que se encuentra aislado, en un
instante de tiempo t = 0 se acopla por medio de un potencial dependiente del tiempo V̂S(t)
a una fuente de trabajo y luego se desaclopa de ella después de un periodo de tiempo τ , es
decir, V̂S(0) = V̂S(τ) = 0 [46].

Los estados pasivos, ρ̂, de un sistema caracterizado por un Hamiltoniano ĤS cumplen
dos propiedades: 1) [ρ̂, ĤS] = 0, es decir, ρ̂ conmuta con ĤS y en consecuencia el operador
densidad es diagonal en la base de autoenergías {|Ei⟩}i≥1 de ĤS y 2) las poblaciones {ri}i≥1

del estado, tales que ρ̂ =
∑

i≥1 ri |Ei⟩⟨Ei|, están ordenadas de manera decreciente, r1 ≥
r2 ≥ r3 ≥ · · · , dado que los autovalores {Ei}i de ĤS están ordenados de forma creciente,
E1 ≤ E2 ≤ E3 ≤ · · · , es decir, los autoestados de más baja energía poseen mayor población
que los autoestados de más alta energía [47, 48, 49].

2.1.1. Ergotropía

La energía extraíble de un estado activo, ρ̂act =
∑

k≥1 rk |rk⟩⟨rk|, de una batería cuántica
con Hamiltoniano ĤS =

∑
k≥1Ek |Ek⟩⟨Ek| puede ser cuantificada. La cantidad máxima de

trabajo que puede ser extraída desde el sistema en un proceso cíclico unitario se denomina
ergotropía [47, 11, 50]. Esta cantidad máxima de energía extraída es el resultado de una opti-
mización sobre todas las posibles operaciones unitarias, Û = T̂ exp

(
− i

ℏ

∫
dt
[
ĤS + V̂S(t)

])
,

que dependen de un potencial de acoplamiento V̂S(t) activo durante lo que dura la extracción.
Tales transformaciones conservan la entropía de von Neumann [51, 52] del estado activo de
la batería, S(ρ̂act) ≡ −kBTr[ρ̂act ln ρ̂act], como también los autovalores {rk}k≥1 de ρ̂act. En
efecto, la ergotropía, W , de una batería se define por

W(ρ̂act, ĤS) ≡ máx
Û

Tr
[
ĤS

(
ρ̂act − Û ρ̂actÛ

†
)]
, (2.1)

la cual depende solo del estado activo y del Hamiltoniano de la batería. W(ρ̂act, ĤS) está aco-
tada superiormente por W(ρ̂∗act): W(ρ̂∗act, ĤS) ≥ W(ρ̂act, ĤS), donde el estado pasivo asociado
a ρ̂∗act es térmico. Dado que el máximo en (2.1) se obtiene con Û =

∑
k≥1 |Ek⟩ ⟨rk| y el estado

pasivo en que queda la batería luego de la extracción es ρ̂pas ≡ Û ρ̂actÛ
† =

∑
k≥1 rk |Ek⟩ ⟨Ek|,

entonces la ergotropía se puede expresar por

W =
∑
j,k

rjEk

(
| ⟨rj|Ek⟩ |2 − δjk

)
. (2.2)

De (2.2) podemos ver que W > 0 si ρ̂act presenta inversión de población o coherencias
cuánticas. En resumen, la batería se encuentra en un estado pasivo si su ergotropía es nula y
en un estado activo si su ergotropía es positiva.

Cuando la batería es un sistema VC en un estado activo ρ̂act (no necesariamente Gaus-
siano) y se ocupa una transformación Gaussiana que maximiza la extración de trabajo desde
ρ̂act, a la energía extraída se le llama ergotropía Gaussiana, WG [53, 54, 12]. En particular,
la WG extraída desde un estado activo Gaussiano ρ̂act

G se expresa por

WG(ρ̂
act
G , ĤS) = Tr

[
ĤSρ̂

act
G

]
−mı́n

ÛG

Tr
[
ÛGρ̂

act
G Û †

GĤS

]
, (2.3)
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donde la minimización se aplica sobre todas las transformaciones unitarias Gaussianas. Cuan-
do el Hamiltoniano ĤS es puramente cuadrático, la energía del estado ρ̂act

G (considerando
primeros momentos nulos) se puede expresar en términos de la matriz de covarianza σact

S
(asociada a ρ̂act

G ) y la matriz Hamiltoniana HS (asociada a ĤS), pues∗

⟨ĤS⟩ρ̂act
G

= Tr
[
ĤSρ̂

act
G

]
= Tr

[
r̂THSr̂ρ̂

act
G

]
= Tr

[∑
i,k

r̂i(HS)ikr̂kρ̂
act
G

]

=
1

2
Tr

[(∑
i,k

r̂i(HS)ikr̂k +
∑
i,k

r̂k(HS)ikr̂i

)
ρ̂act

G

]

=
1

2

∑
i,k

(HS)ikTr
[
(r̂ir̂k + r̂kr̂i) ρ̂

act
G

]
=

1

2

∑
i,k

(HS)ik(σ
act
S )ki

=
1

2
Tr
[
HSσ

act
S

]
.

(2.4)

Según la igualdad (2.4), solo basta conocer σact
S y HS de un sistema VC con N pares de

operadores canónicos para determinar WG, pues, retomando la expresión (2.3), la ergotropía
Gaussiana extraída desde un estado Gaussino también se puede expresar como [12]

WG =
1

2
Tr
[
HSσ

act
S

]
− 1

2
Tr
[
SÛG

S↑
σact
S
σ↑(S↑

σact
S
)TST

ÛG
S↓
HS

h↓(S↓
HS

)T
]

=
1

2
Tr
[
HSσ

act
S

]
−

N∑
k=1

σ↑
kh

↓
k,

(2.5)

donde S↑
σact
S

es la matriz simpléctica que transforma a la forma normal de Williamson σ↑ en

σact
S , S↓

HS
es la matriz que transforma a la forma normal de Williamson h↓ en HS y

SÛG
= −ΩNS

↓
HS

(S↑
σact
S
)TΩN [con ΩN =

N⊕
l=1

(
0 1
−1 0

)
] (2.6)

es la matriz simpléctica que se corresponde con el operador ÛG. En σ↑ están contenidos en
orden creciente los autovalores simplécticos, σ↑

1 ≤ · · · ≤ σ↑
N , de σact

S y en h↓ están contenidos
en orden decreciente los autovalores simplécticos, h↓1 ≥ · · · ≥ h↓N , de HS. Un cálculo detallado
con el que se obtiene la expresión de la ergotropía Gaussiana dada en (2.5) y la forma explícita
para SÛG

(2.6) se pueden encontrar en Hovhannisyan et al. [12].

∗La igualdad (2.4) es general para cualquier tipo de estados (con primeros momentos nulos) de un sistema
VC, no solo Gaussianos.
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2.2. Baterías cuánticas disipativas

Una clase particular de baterías cuánticas son las baterías cuánticas disipativas [11, 12, 14]:
un sistema cuántico abierto [55] que hace de batería es acoplado a un baño (o reservorio)
que se ocupa como fuente de trabajo o carga. El baño corresponde a un sistema cuyo nú-
mero de grados de libertad es mucho mayor que el número de grados de libertad de la
batería y es capaz de influenciar las propiedades termodinámicas y dinámicas de la bate-
ría, pero no viceversa. La interacción en el tiempo entre la batería y el baño describe un
proceso disipativo y de equilibración (proceso de carga). Al final del proceso, el sistema com-
puesto (batería más baño); cuyo Hamiltoniano es Ĥtot, alcanza un estado Ω̂∞. En el límite
termodinámico es posible asumir que el estado reducido (estacionario) de la batería será
ω̂FM ≡ TrB[exp

(
−βĤtot

)
/Ztot] ≈ TrB[Ω̂∞]; donde Ztot ≡ Tr[exp

(
−βĤtot

)
], β es el inverso

de la temperatura del baño al inicio del proceso y donde TrB es la traza parcial sobre los gra-
dos de libertad del baño. Al estado ω̂FM se le conoce como estado Gibbsiano de fuerza media
[7, 56]. Si el acoplamiento entre la batería y el baño se encuentra en el régimen de acopla-
miento fuerte, ω̂FM podría corresponder a un estado activo del cual es posible extraer trabajo.
En el caso particular en que la batería interactuara débilmente –límite de acoplamiento dé-
bil [55, 57]– con un baño térmico, como resultado del proceso de equilibración se obtendrá
que el estado ω̂FM de la batería se reducirá a un estado térmico y pasivo ∝ exp

(
−βĤS

)
con ĤS el Hamiltoniano libre de la batería y del cual no es posible extraer trabajo. Un ba-
ño térmico se distingue de cualquier otro medio ambiente o reservorio por la universalidad
de sus relaciones de fluctuación-disipación, condiciones de balance detallado y relaciones de
Kubo-Martin-Schwinger [58, 59].

2.2.1. Ciclo de carga y descarga

El proceso de carga y descarga de una batería cuántica disipativa obedece a un proceso
cíclico. Para esquematizarlo, primero se define el Hamiltoniano del sistema compuesto batería
más baño,

Ĥtot(t) = ĤS + ĤB + λ(t)ĤI, (2.7)

donde ĤS es el Hamiltoniano de la batería, ĤB es el Hamiltoniano del baño y ĤI es el
Hamiltoniano de interacción que caracteriza el acoplamiento entre la batería y el baño. λ(t)
es una función adimensional que depende del tiempo y que funciona como parámetro de
control para modular la interacción entre la batería y el baño durante el ciclo.

Inicialmente (t = 0) el sistema compuesto se encuentra en el estado térmico pasivo
ρ̂tot(0) = τ̂tot ≡ exp

(
−βĤtot(0)

)
/Tr[exp

(
−βĤtot(0)

)
] con Hamiltoniano Ĥtot(0) = ĤS +

ĤB + ĤI (λ(0) = 1), y donde se cumple que el estado reducido ω̂FM = TrBτ̂tot corresponde
al estado cargado de la batería. La batería y el baño se comienzan a desacoplar mediante un
protocolo unitario de desconexión,

Ûd(t) = T̂ exp

[
− i

ℏ

∫ t

0

dt′
(
ĤS + ĤB + λ(t′)ĤI

)]
, (2.8)
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de duración td y tal que λ(td) = 0. Al término del protocolo, el estado del sistema compuesto
es ρ̂tot(td) ≡ Ω̂td = Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td), con Hamiltoniano Ĥtot(td) = ĤS + ĤB. A tiempo td el

estado de la batería es ρ̂S(td) = TrBΩ̂td , el cual puede o no tener carga (ergotropía) al final
de la desconexión.

En el caso en que ρ̂S(td) posee ergotropía, se comienza un protocolo unitario de extrac-
ción/descarga,

Ûerg(t) = ÛW(t)⊗ exp

(
− i

ℏ
ĤBt

)
, (2.9)

donde ÛW(t) actúa solo sobre el espacio de Hilbert de la batería y el baño evoluciona libre-
mente conforme al tiempo, tW , que pudiese durar la extracción. Luego, si se considera una
extracción instantánea, tW = 0, que es el caso de esta tesis, (2.9) se reduce a

Ûerg = ÛW ⊗ ÎB, (2.10)

y ÛW extrae la ergotropía desde el estado de la batería, ρ̂S(td), dejándola en el estado pasivo

ρ̂p
S(td) = TrB

[
ÛergΩ̂tdÛ

†
erg

]
. (2.11)

A continuación, en un proceso sin costo energético, se descarta el baño y se reemplaza por
un nuevo baño cuyo estado es τ̂B ≡ exp

(
−βĤB

)
/TrB[exp

(
−βĤB

)
], por lo que el estado del

sistema compuesto queda ρ̂tot(td) = ρ̂p
S(td)⊗ τ̂B, con Hamiltoniano Ĥtot = ĤS + ĤB. El ciclo

continua con el encendido de la interación mediante un protocolo unitario de conexión,

Ûc(t) = T̂ exp

[
− i

ℏ

∫ t

td

dt′
(
ĤS + ĤB + λ(t′)ĤI

)]
, (2.12)

de duración tc, con λ(td + tc) = 1 y ρ̂tot(td + tc) ≡ Ω̂tc = Ûc(td + tc)ρ̂
p
S ⊗ τ̂BÛ

†
c (td + tc), para

luego dar inicio al proceso de equilibrio/carga entre la batería y el baño por medio de la
evolución

Ûeq(t) = exp

[
− i

ℏ

(
ĤS + ĤB + ĤI

)
t

]
, (2.13)

donde finalmente en un tiempo de equilibración teq el sistema total alcanza el estado Ω̂∞ =

Ûeq(teq)Ω̂tcÛ
†
eq(teq), cerrándose así el ciclo para la batería con ω̂FM = TrBΩ̂∞ = TrBτ̂tot.

Durante el proceso de equilibrio λ(t) = 1, con t ∈ [td + tc, td + tc + teq]. Para el proceso de
equilibrio se asume que en la evolución conjunta [Ûeq(t)] la batería y el baño equilibran (a.k.a
termalizan) en el sentido que el estado de un subsistema G del sistema compuesto (batería
+ baño), cuyo soporte está contenido en S ∪ soporte(HI), será

ρ̂∞G ≡ Trtot\GΩ̂∞

= Trtot\Gτ̂tot
(2.14)

en el límite de tiempos teq’s tardíos [12, 60]. Se a demostrado que la hipótesis de equilibración
en el sentido de la ecuación (2.14) se cumple para estados iniciales descorrelacionados donde
el baño puede iniciar en su estado canónico o microcanónico. Más aún, la hipótesis no se ve
alterada si el estado inicial del sistema total en el proceso de carga posee correlaciones, pues

18



las correlaciones entre la batería y el baño surgidas producto de la evolución de conexión
de duración finita, Ûc(t), tendrán un alcance finito, pues estas se propagan a una velocidad
finita acotada por el límite de Lieb-Robinson [61, 62], entonces, inicialmente siempre habrá
un subsistema del sistema total que estará descorrelacionado del resto [12].

Vale la pena aclarar que tanto el proceso de desconexión, como la renovación del baño y el
proceso de conexión, no es necesario que ocurran inmediatamente al terminar los procesos que
los anteceden, por consiguiente, es posible agregar un tiempo de “espera” entre la ejecución
de los procesos.

2.2.2. Trabajo: sistema cerrado

En sistemas donde [ĤS + ĤB, λ(t)ĤI ] ̸= 0 para algún t, tanto el protocolo de desconexión
como el protocolo de conexión del ciclo conllevan un costo energético en forma de trabajo
para activar o desactivar el acoplamiento (ĤI) entre la batería y el baño.

Un sistema compuesto con Hamiltoniano Ĥtot(t), donde un subsistema (la batería, por
ejemplo) interactúa con un baño, constituye un sistema cerrado. El trabajo W hecho sobre
el sistema compuesto en una evolución temporal de duración τ se define por [63]

W ≡ Tr
[
Ĥtot(τ)ρ̂tot(τ)

]
− Tr

[
Ĥtot(0)ρ̂tot(0)

]
. (2.15)

Según (2.15), el trabajo hecho en el protocolo de desconexión de duración τ = td y el trabajo
hecho en el protocolo de conexión de duración τ = tc, Wd y Wc, respectivamente, aplicados
sobre el sistema compuesto en el ciclo de carga/descarga de la batería, se escriben

Wd(td) = Tr
[
Ĥ0

(
Ω̂td − τ̂tot

)]
− Tr

[
ĤIτ̂tot

]
y

Wc(tc, td) = Tr
[
Ĥ0

(
Ω̂tc − ρ̂p

S(td)⊗ τ̂B

)]
+ Tr

[
ĤIΩ̂tc

]
,

(2.16)

con Ĥ0 ≡ ĤS + ĤB.

2.2.3. Trabajo disipado y eficiencia

La ergotropía (2.1) extraída desde la batería por medio de Ûerg se expresa por

W(td) = TrS

[
ρ̂S(td)ĤS

]
− TrS

[
ρ̂p

S(td)ĤS

]
. (2.17)

Esta es una cantidad de trabajo extraído desde la batería, mientras que Wd y Wc son trabajos
aplicados sobre el sistema compuesto. Luego, se define el trabajo disipado en el ciclo por [12]

Wdis(td, tc) ≡ Wd(td) +Wc(tc, td)−W(td), (2.18)

el cual da cuenta de la energía disipada en el ciclo y que no es posible de ser aprovechada o
almacenada. Recordar que los procesos de desconexión (2.8), de conexión (2.12) y de carga
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de la batería (2.13) son en general procesos disipativos con cierta duración. En este tipo de
ciclos: desconexión-extracción-conexión-carga, se puede demostrar que Wdis es una cantidad
no negativa. En efecto, vemos que

Wdis(td, tc) = Tr
[
Ĥtot(td + tc)Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)

]
− Tr

[
(ĤS + ĤB)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂B

]
+ Tr

[
(ĤS + ĤB)Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)

]
− Tr

[
Ĥtot(0)τ̂tot

]
+ TrS

[
ĤSρ̂

p
S(td)

]
− TrS

[
ĤSTrB[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]

]
= Tr

[
Ĥtot(0)Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)

]
− Tr

[
Ĥtot(0)τ̂tot

]
+ TrB

[
ĤBTrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]

]
+ TrB

[
ĤBTrS[τ̂tot]

]
= Tr

[
Ĥtot(0)Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)

]
− Tr

[
Ĥtot(0)τ̂tot

]
+ TrB

[
ĤBTrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]

]
+ TrB

[
ĤBTrS[τ̂tot]

]
+ Tr

[
Ĥtot(0)τ̂

′
tot

]
− Tr

[
Ĥtot(0)τ̂

′
tot

]
,

(2.19)

donde en la segunda igualdad se consideró que Ĥtot(tc+ td) = Ĥtot(0) y en la tercera igualdad
se sumó y restó el término Tr

[
Ĥtot(0)τ̂

′
tot

]
; el cual contiene al estado de referencia τ̂ ′tot ≡

exp
(
−β′Ĥtot(0)

)
/Tr[exp

(
−β′Ĥtot(0)

)
] [con β′ ≡ (kBT

′)−1], cuya entropía de von Neumann
–definida por S(ρ̂) ≡ −kBTr[ρ̂ ln ρ̂]– satisface

S (τ̂ ′tot) = S (ρ̂p
S(td)⊗ τ̂B) = S(ρ̂p

S(td)) + S(τ̂B), (2.20)

y en consecuencia, también satisface

S (τ̂ ′tot) = S
(
Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)

)
, (2.21)

pues la entropía de von Neumann es invariante ante transformaciones unitarias [51, 52].
Luego, reemplazando la identidad Ĥtot = −β′−1 ln τ̂ ′tot − β′−1 ln

[
Tr[exp

(
−β′Ĥtot(0)

)
]
]

en
el primer y último término de la última igualdad en (2.19), ocupando que −S (τ̂ ′tot) =

−S
(
Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)

)
[ver (2.21)], reemplazando la identidad Ĥtot = −β−1 ln τ̂tot −

β−1 ln
[
Tr[exp

(
−βĤtot(0)

)
]
]

en los términos restantes que contienen a Ĥtot(0) y reemplazan-

do la identidad ĤB = −β−1 ln τ̂B − β−1 ln
[
TrB[exp

(
−βĤB

)
]
]

en los términos que contienen

a ĤB, se obtiene que

Wdis(td, tc) =T
′D
(
Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)||τ̂ ′tot

)
− β−1Tr[τ̂ ′tot ln τ̂tot] + β−1Tr [τ̂tot ln τ̂tot]

+ β−1TrB [τ̂B ln τ̂B]− β−1TrB{TrS[Ûd(td)τ̂totÛ
†
d(td)] ln τ̂B},

(2.22)

donde se introdujo la entropía relativa entre dos estados ρ̂ y σ̂: D(ρ̂||σ̂) ≡ kBTr[ρ̂ ln ρ̂ −
ρ̂ ln σ̂] ≥ 0 (que es no negativa) [64]. Ahora, sumando y restando los términos β−1Tr [τ̂ ′tot ln τ̂

′
tot]
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y β−1TrB{TrS[Ûd(td)τ̂totÛ
†
d(td)] lnTrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]}, y reuniendo términos conveniente-

mente, la ecuación (2.22) queda

Wdis(td, tc) = T ′D
(
Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)||τ̂ ′tot

)
+ TD

(
TrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]||τ̂B

)
+ TD (τ̂ ′tot||τ̂tot)− TS(τ̂tot) + TS(TrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)])− TS(τ̂B)

+ TS(τ̂ ′tot).

(2.23)

Finalmente, dado que S(τ̂tot) = S(Ûd(td)τ̂totÛ
†
d(td)), dada la igualdad (2.20) y considerando

que S(ρ̂p
S(td)) = S(TrB[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]); pues los estados ρ̂p

S(td) y TrB[Ûd(td)τ̂totÛ
†
d(td)] están

conectados por la transformación unitaria que extrae la ergotropía, se concluye que

Wdis(td, tc) = T ′D
(
Ûc(tc)ρ̂

p
S(td)⊗ τ̂BÛ

†
c (tc)||τ̂ ′tot

)
+ TD

(
TrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]||τ̂B

)
+ TD

(
Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)||TrB[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]⊗ TrS[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)]

)
+ TD (τ̂ ′tot||τ̂tot)

≥ 0,

(2.24)

donde cada uno de los sumandos son cantidades no negativas. La desigualdad (2.24) es
una manisfestación de la segunda ley de la termodinámica en la forma de Kelvin-Planck:
no existe un proceso cuyo único efecto sea transformar en trabajo el calor que sale de un
único reservorio o baño térmico [65, 46]. Ahora bien, escribiendo Wdis(td, tc) ≡ TΣ(td, tc), se
interpreta a

Σ(td, tc) ≥ 0 (2.25)

como la producción de entropía del ciclo [12], la cual, debido a que por construcción la
ergotropía es una cantidad no negativa, satisface la desigualdad

TΣ(td, tc) ≤ Wd(td) +Wc(tc, td). (2.26)

Por motivos que se verán en el Capítulo 4, es pertinente indicar que la desigualdad (2.24)
sigue siendo válida si Ûc(tc = 0) = Î o si Ûc(tc = 0) = Î y Ûd(td = 0) = Î a la vez.
La desigualdad (2.24) para el caso particular Ûc(tc = 0) = Î y Ûd(td = 0) = Î ha sido
demostrada en Hovhannisyan et al. [12]. Relacionado al costo energético de implementar el
ciclo se define la eficiencia [11, 12, 14],

η(td, tc) ≡
W(td)

Wd(td) +Wc(tc, td)
, (2.27)

la cual cuantifica la cantidad de energía invertida en el ciclo versus la cantidad de energía
obtenida del ciclo, dicho de otra manera, es una figura de mérito que cuantifica el desempeño
del ciclo. Como consecuencia de la segunda ley [ver desigualdad (2.26)], la eficiencia del ciclo
está acotada por 1, pues

η(td, tc) = 1− TΣ(td, tc)

Wd(td) +Wc(tc, td)

≤ 1.

(2.28)
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2.2.4. Energética del ciclo cuando τ̂tot es un estado Gaussiano con
primeros momentos nulos

Debido a que el estado τ̂tot es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos y el Ha-
miltoniano total, Ĥtot(0), es cuadrático y acotado inferiormente, los trabajos de desconexión
y conexión (2.16) se pueden calcular como

Wd =
1

2
Tr [H0 (σtd − σtot)]−

1

2
Tr [HIσtot]

y

Wc =
1

2
Tr [H0 (σtc − σp

S ⊕ σB)] +
1

2
Tr [HIσtc ] ,

(2.29)

donde H0 es la matriz Hamiltoniana de Ĥ0, HI es la matriz Hamiltoniana de ĤI y σtot, σtd ,
σtc y σp

S ⊕ σB son las respectivas MC’s asociadas a los estados τ̂tot, Ω̂td , Ω̂tc y ρ̂p
S ⊗ τ̂B. Como

se mencionó en la sección anterior, la ventaja práctica de las expresiones para Wc y Wd en
(2.29) versus las de (2.16), es que en el primer caso son trazas de matrices de dimensión
finita mientras que en el segundo caso son trazas de operadores de dimensión infinita. En
este mismo contexto, como la traza parcial de un estado Gaussiano es un estado Gaussiano,
la ergotropía (2.17) corresponde a la ergotropía Gaussiana (2.5) y se puede expresar por

WG =
1

2
Tr [σS(td)HS]−

1

2
[σp

S(td)HS] , (2.30)

donde HS es la matriz Hamiltoniana de ĤS, σS(td) es la MC de ρ̂S(td) y σp
S(td) es la MC de

ρ̂p
S(td). En (2.30) las trazas aplicadas también son sobre matrices de dimensión finita.

Por último, mencionar que en un ciclo termodinámico se debe cumplir que tanto el cambio
en la energía interna, ES, como el cambio en la entropía de von Neumann, SS, de un sistema
de interés S, deben ser nulos (∆ES = 0 y ∆SS = 0) ya que ES y SS son funciones de estado.
Si el estado de un sistema con N pares de operadores canónicos es Gaussiano, es de ayuda
expresar su entropía de von Neumann por

S(ρ̂) =
N∑
j=1

(
νj + 1

2

)
ln

(
νj + 1

2

)
−
(
νj − 1

2

)
ln

(
νj − 1

2

)
, (2.31)

pues solo será necesario conocer la MC del estado Gaussiano para poder calcular su entropía
debido a que el set {νj}Nj=1 son los autovalores simplécticos de la MC [23, 66].

2.3. Aspectos relevantes del capítulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capítulo
que serán de utilidad en los capítulos siguientes:

• Una batería cuántica es un sistema que almacena trabajo que puede ser posteriormente
usado.
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• La cantidad máxima de trabajo útil que puede ser extraído desde una batería por medio
de una transformación unitaria se denomina ergotropía.

• Cuando la transformación unitaría que extrae la ergotropía es una transformación Gaus-
siana, a la ergotropía la denominamos ergotropía Gaussiana.

• La energía de un sistema con Hamiltoniano puramente cuadrático y estado Gaussiano
con primeros momentos nulos se puede expresar en términos de la matriz Hamiltoniana
y la matriz de covarianza.

• Existe una clase particular de baterías cuánticas que se carga a través de la interacción
fuerte con un baño. La batería se modela como un sistema cuántico abierto y las
denominamos baterías cuánticas disipativas.

• El ciclo termodinámico de carga y descarga de la batería se basa en 4 ramas: proceso
de desconexión, proceso de descarga, proceso de conexión y proceso de carga.

• Al estado cargado de la batería lo denominamos estado Gibbsiano de fuerza media. Este
estado será definido y detallado en el siguiente capítulo para un modelo en particular.

• El ciclo supone la hipótesis de equilibración al final del proceso de carga.

• Para este ciclo, demostramos, se cumple la segunda ley de la termodinámica en la forma
de Kelvin-Planck.

• La eficiencia del ciclo, definida como la razón entre la cantidad de energía extraída de
la batería y el costo en trabajo necesario para implementar el ciclo, es una cantidad
acotada por 1.
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Capítulo 3

Modelo de Caldeira-Leggett (CL)

El propósito de este capítulo es presentar el modelo usado para implementar luego un
proceso cíclico de carga y descarga de una batería cuántica que será modelada como un osci-
lador armónico cuántico amortiguado (Capítulo 4). Resolveremos la ecuación estocástica de
Langevin que describe la dinámica Gaussiana en el cuadro de Heisenberg de un oscilador que
interactúa con un baño de osciladores en el límite termodinámico y pondremos especial aten-
ción en el estado estacionario del oscilador producto de la dinámica, el cual, veremos, será el
estado cargado de la batería. Encontraremos expresiones explícitas que caracterizan al estado
estacionario y haremos uso de las herramientas de la teoría de respuesta lineal y el formalismo
simpléctico para demostrar que el estado estacionario es igual al estado Gibbsiano de fuerza
media en este modelo. Al finalizar, describiremos la evolución simpléctica del sistema com-
puesto (oscilador+baño finito) –análoga a la dinámica descrita por la ecuación de Langevin–
y usaremos las herramientas descritas en el Capítulo 1 para implementarla computacional-
mente. Compararemos los resultados obtenidos por medio de la evolución de Langevin con
los resultados numéricos de la evolución simpléctica y corroboraremos numéricamente que el
estado estacionario del oscilador es igual al estado de fuerza media.

3.1. Hamiltoniano

La dinámica de un sistema mecánico amortiguado o disipativo con coordenada Q0 y
momentum P0 acoplado a un baño; el cual introduce un proceso estocástico (ruido) en el
sistema, se puede describir de manera general por medio del siguiente Hamiltoniano clásico
del sistema compuesto [67]:

Hdis = HS +HB +HI, (3.1)

donde, en primer lugar, HS es el Hamiltoniano del sistema de interés, el cual corresponde a
una partícula de masa m0 moviéndose en un potencial V (Q0), es decir,

HS =
P 2
0

2m0

+ V (Q0). (3.2)
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En segundo lugar, HB es el Hamiltoniano del baño, el cual consiste en un set de N osciladores
armónicos libres de masas {mk}k≥1 y frecuencias {ωk}k≥1, es decir,

HB =
N∑
k=1

(
P 2
k

2mk

+
mkω

2
kQ

2
k

2

)
. (3.3)

Por último, HI es el Hamiltoniano de interacción entre el sistema y el baño, el cual se asume
ser lineal en las coordenadas del baño,

HI = −
N∑
k=1

Fk(Q0)Qk, (3.4)

donde Fk(Q0) es una función de Q0 que caracteriza en términos generales el acoplamiento
individual entre el sistema y la coordenada Qk del k-ésimo oscilador del baño. Si uno extrema
el potencial global de Hdis con respecto a la coordenada Qj (j ∈ {1, ..., N}) y Q0 fijo, se
obtiene que

∂Hdis

∂Qj

= mjω
2
jQj − Fj(Q0)

!
= 0

=⇒ Qmín
j =

Fj(Q0)

mjω2
j

,

(3.5)

el cual corresponde al mínimo del potencial global en la dirección Qj que depende solo de Q0

y de los parámetros del baño. Luego, si uno reemplaza Qj por Qmín
j en Hdis, se observa que

el sistema queda bajo los efectos de un potencial (efectivo) renormalizado [68, 67, 55]

Vef ≡ V (Q0)−
N∑
k=1

F 2
k (Q0)

2mkω2
k

. (3.6)

Con el fin de anular el desplazamiento al que se ve sometido V (Q0) producto de la interacción
lineal con el baño (3.6) y fijar que el efecto del baño sobre el sistema sea solo de naturaleza
disipativa, se agrega en Hdis el contra-término

∆V (Q0) ≡
N∑
k=1

F 2
k (Q0)

2mkω2
k

. (3.7)

Considerando (3.7), Hdis en su versión cuantizada queda expresado por

Ĥdis =
P̂ 2
0

2m0

+ V̂ (Q̂0) +
N∑
k=1

F 2
k (Q̂0)

2mkω2
k

+
N∑
k=1

(
P̂ 2
k

2mk

+
mkω

2
kQ̂

2
k

2

)
−

N∑
k=1

Fk(Q̂0)Q̂k, (3.8)

el cual depende de los pares de operadores canónicos {Q̂l, P̂l}Nl=0. La elección de una interac-
ción lineal con las coordenadas del baño se justifica en que el acoplamiento entre el sistema
con cada uno de los grados de libertad Q̂k es inversamente proporcional al volumen del baño,
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luego, en la medida que se consideren más osciladores (N ≫ 1), los acoplamientos indivi-
duales entre Fk y Q̂k se pueden considerarar débiles, no obstante, la interacción total entre
el sistema y el baño no necesariamente lo es, pues, cada vez que el baño es más grande, el
acoplamiento neto y los efectos disipativos inducidos por el baño también lo son [67].

En el caso particular en que se escoge un potencial armónico para el sistema,

V̂ (Q̂0) =
m0ω

2
0

2
Q̂2

0, (3.9)

y también se escoge una interacción separable que modela una disipación estrictamente lineal,

Fk(Q̂0) ≡ gkQ̂0; (3.10)

con las constantes {gk}k≥1 las amplitudes de los acoplamientos entre el sistema y los oscila-
dores del baño, entonces el operador Ĥdis (3.4) queda escrito como

Ĥdis =
P̂ 2
0

2m0

+
m0ω

2
0

2
Q̂2

0 +
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 +
N∑
k=1

(
P̂ 2
k

2mk

+
mkω

2
k

2
Q̂2

k

)
− Q̂0

N∑
k=1

gkQ̂k, (3.11)

donde ωR se conoce como la frecuencia de renormalización∗ y se define por

ω2
R ≡

N∑
k=1

g2k
m0mkω2

k

, (3.12)

la cual surge debido a la introducción del contra-término para el caso (3.10) y explícitamente
representa un desplazamiento en la frecuencia libre del sistema (ω0). El modelo descrito por
el Hamiltoniano (3.11), que desde ahora en adelante denominaremos ĤCL, es conocido como
el modelo de Caldeira-Leggett [68], donde el sistema corresponde a un oscilador armónico
cuántico (a.k.a. oscilador central). ĤCL es un Hamiltoniano puramente cuadrático acotado
inferiormente, por lo que posee una matriz Hamiltoniana HCL > 0 y puede escribirse como

ĤCL = r̂T
CLHCLr̂CL, (3.13)

con r̂CL el vector que agrupa los operadores canónicos del sistema y el baño.

3.2. Ecuación de Langevin

Las evoluciones temporales de los operadores canónicos que forman parte del Hamilto-
niano ĤCL obedecen el set de ecuaciones de Heisenberg

dr̂CL(t)

dt
= − i

ℏ

[
r̂CL(t), ĤCL

]
. (3.14)

∗La incorporación de la frecuencia ωR en (3.11) asegura que el estado estacionario del sistema sea el
estado térmico, ∝ exp

(
−βĤS

)
, cuando el acoplamiento con un baño térmico (con inverso de la temperatura

β) está en el régimen de acoplamiento débil [69, 70].
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En particular, la ecuación de evolución del operador posición del oscilador central es

dQ̂0(t)

dt
=
P̂0(t)

m0

(3.15)

y la del operador momentum es

dP̂0(t)

dt
=

N∑
k=1

gkQ̂k(t)−m0(ω
2
0 + ω2

R)Q̂0(t). (3.16)

Derivando (3.15) con respecto a t y ocupando (3.16), se obtiene para el operador Q̂0 la
ecuación diferencial de segundo orden

d2Q̂0(t)

dt2
+ (ω2

0 + ω2
R)Q̂0(t) =

1

m0

N∑
k=0

gkQ̂k(t), (3.17)

que depende de la evolución de cada operador Q̂k de los osciladores del baño. De manera
análoga a obtención de (3.17) y haciendo uso de la ecuación de evolución de cada operador
P̂k, se obtiene una ecuación de segundo orden para cada operador Q̂k expresada por

d2Q̂k(t)

dt2
+ ω2

kQ̂k(t) =
gk
mk

Q̂0(t) (3.18)

y cuya solución –obtenida por medio del método de la transformada de Fourier†– es

Q̂k(t) = Q̂k(0) cos(ωkt) +
P̂k(0)

mkωk

sin(ωkt) +
gk

mkω2
k

[
Q̂0(t)− cos(ωkt)Q̂0(0)

]
− gk
mkω2

k

∫ t

0

dt′ cos[ωk(t− t′)]
dQ̂0(t

′)

dt′
, (3.19)

donde se fijó por simplicidad un tiempo inicial t0 = 0 (pues su elección es arbitraria) y donde
Q̂k(0) y P̂k(0) son los respectivos operadores iniciales posición y momentum del k-ésimo
oscilador del baño. Reemplazando (3.19) en (3.17), la ecuación de evolución queda

d2Q̂0(t)

dt2
+ ω2

0Q̂0(t) +

∫ t

0

dt′

[
1

m0

N∑
k=0

g2k
mkω2

k

cos[ωk(t− t′)]

]
dQ̂0(t

′)

dt′

=
1

m0

N∑
k=0

gk

[
Q̂k(0) cos(ωkt) +

P̂k(0)

mkωk

sin(ωkt)

]
− 1

m0

N∑
k=0

g2k
mkω2

k

cos(ωkt)Q̂0(0), (3.20)

la cual es una ecuación integro-diferencial cerrada para el operador Q̂0. Definiendo la función

γ(t) ≡ Θ(t)
1

m0

N∑
k=1

g2k
mkω2

k

cos(ωkt); con Θ(t) =


1 si t > 0

0 si t < 0
, (3.21)

†La transformada de Fourier de una función u operador, F(t), está definida por F̃(ω) ≡∫∞
−∞ dtF(t) exp(iωt). Luego, F(t) = 1

2π

∫∞
−∞ dωF̃(ω) exp(−iωt).
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y el operador

ξ̂(t) ≡
N∑
k=1

gk

[
Q̂k(0) cos(ωkt) +

P̂k(0)

mkωk

sin(ωkt)

]
, (3.22)

la ecuación (3.20) adquiere la forma

d2Q̂0(t)

dt2
+

∫ t

0

dt′γ(t− t′)
dQ̂0(t

′)

dt′
+ ω2

0Q̂0(t) =
ξ̂(t)

m0

− γ(t)Q̂0(0), (3.23)

que es conocida como la ecuación de Langevin cuántica [69, 71, 72, 73] y determina de manera
exacta la evolución temporal de Q̂0(t) sujeta a la preparación inicial del baño.

Haciendo uso de los operadores escalera que actúan sobre los espacios de Hilbert de cada
oscilador del baño [ver (1.3)], el operador ξ̂(t) (3.22) también se puede escribir como

ξ̂(t) =
N∑
k=1

gk

(
ℏ

2mkωk

)1/2 [
â†k(0) exp(iωkt) + âk(0) exp(−iωkt)

]
. (3.24)

Cuando el estado del baño es un estado térmico,

τ̂B =
exp
(
−βĤB

)
Tr[exp

(
−βĤB

)
]
, (3.25)

ξ̂(t) es un operador de ruido coloreado con estadística Gaussiana que induce fluctuaciones
térmicas en el sistema [74, 73], pues se cumple que el promedio

⟨ξ̂(t)⟩τ̂B = 0 ∀t, (3.26)

la función de autocorrelación a distintos tiempos es

⟨ξ̂(t)ξ̂(t′)⟩τ̂B =
ℏ
2

N∑
k=1

g2k
mkωk

[
coth

(
βℏωk

2

)
cos[ωk(t− t′)]− i sin[ωk(t− t′)ωk]

]
(3.27)

y la función de autocorrelación simetrizada es

1

2
⟨{ξ̂(t), ξ̂(t′)}⟩τ̂B =

1

2

[
⟨ξ̂(t)ξ̂(t′)⟩τ̂B + ⟨ξ̂(t′)ξ̂(t)⟩τ̂B

]
=

ℏ
2

N∑
k=0

g2k
mkωk

coth

(
βℏωk

2

)
cos[ωk(t− t′)].

(3.28)

Las expresiones (3.26) y (3.27) se obtienen considerando que

⟨â†k(0)âj(0)⟩τ̂B =
δkj

exp(βℏωk)− 1
,

⟨âk(0)â†j(0)⟩τ̂B =
δjk

exp(βℏωj)− 1
+ δkj

y

⟨âk(0)⟩τ̂B = ⟨â†k(0)⟩τ̂B = ⟨âk(0)âj(0)⟩τ̂B = ⟨â†k(0)â
†
j(0)⟩τ̂B = 0,

(3.29)
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los cuales son valores promedios con respecto al estado τ̂B que se obtienen considerando la
acción de los operadores {âk(0), â†k(0)}Nk=1 sobre la base de número asociada a cada oscilador
del baño [ver (1.4)]. La función γ(t) corresponde a un kernel de memoria-disipación que
distingue entre que el proceso estocástico sea Markoviano o no Markoviano [55], es decir, que
existan efectos de memoria de información en la dinámica de interacción entre el oscilador
central y el baño, y también es el causante del fenómeno disipativo o de amortiguamiento.

3.2.1. Solución ecuación de Langevin

Aplicando el método de la transformada de Laplace‡ a la ecuación de Langevin (3.23), se
obtiene que

[
s2L {Q̂0}(s)− sQ̂0(0)−

dQ̂0(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=0

]
+ ω2

0L {Q̂0}(s) + L {γ}(s)
[
sL {Q̂0}(0)− Q̂0(0)

]
=

1

m0

L {ξ̂}(s)− L {γ}(s)Q̂0(0).

Luego, reordenando términos, cancelando términos idénticos y ocupando que m0 dQ̂0(t)/ dt =
P̂0(t), se obtiene que la transformada de Laplace del operador Q̂0 es

L {Q̂0}(s) = L {G}(s)Q̂0(0) + L {F}(s)P̂0(0) + L {F}(s)L {ξ̂}(s), (3.30)

donde

L {G}(s) = s

s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)

y

L {F}(s) = 1

m0[s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)]

.

(3.31)

Finalmente, aplicando la transformada de Laplace inversa a la expresión (3.30), se concluye
que la solución de la ecuación de Langevin (3.23) se expresa por [76]

Q̂0(t) = G(t)Q̂0(0) + F (t)P̂0(0) +

∫ t

0

dt′F (t− t′)ξ̂(t′), (3.32)

y como para el operador momentum se cumple la ecuación de Heisenberg (3.16), entonces

P̂0(t) = G(t)P̂0(0) +m0
dG(t)

dt
Q̂0(0) +

∫ t

0

dt′G(t− t′)ξ̂(t′), (3.33)

‡La transformada de Laplace de una función u operador, F(t), está definida por L {F}(s) ≡∫∞
0

dtF(t) exp(−st). La transformada de Laplace inversa de una función, F (s), es la función F(t) (si tal fun-
ción existe) que satisface L {F}(s) = F (s), entonces, si la inversa de F (s) existe, denotamos la transformada
de Laplace inversa de F (s) como F(t) = L −1[F (s)] [75].
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donde

G(t) = L −1

[
s

s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)

]
F (t) = L −1

[
1

m0[s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)]

]
.

(3.34)

Tomando t→ +∞, las soluciones (3.32) y (3.33) se reducen a

Q̂0(+∞) = ĺım
t→+∞

∫ t

0

dt′F (t− t′)ξ̂(t′)

P̂0(+∞) = ĺım
t→+∞

∫ t

0

dt′G(t− t′)ξ̂(t′),

(3.35)

pues

ĺım
t→+∞

G(t) = L −1

[
ĺım
s→0

s

s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)

]
= 0,

ĺım
t→+∞

F (t) = L −1

[
ĺım
s→0

1

m0[s2 + ω2
0 + sL {γ}(s)]

]
= 0,

y

ĺım
t→+∞

dG(t)

dt
= L −1

[
ĺım
s→0

sL {G}(s)−G(0)
]
= 0,

(3.36)

con G(0) = ĺıms→+∞ sL {G}(s) = 1 [76, 77].

Si se considera que el estado inicial del sistema compuesto es un estado producto (desco-
rrelacionado),

ρ̂tot(0) = ρ̂S(0)⊗ τ̂B; (3.37)

donde el estado inicial del baño es el estado térmico (3.25) y ρ̂S(0) es el estado inicial (arbita-
rio) del oscilador central, haciendo uso de los valores promedio (3.26) y las soluciones (3.35)
se determina que cuando t→ +∞ los primeros momentos del oscilador central con respecto
al estado ρ̂tot(0) son nulos,

⟨Q̂0(+∞)⟩ρ̂tot(0) = ⟨P̂0(+∞)⟩ρ̂tot(0) = 0. (3.38)

Además, cuando t→ +∞, haciendo uso de la expresión (3.28) para la función de correlación
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simetrizada y de las soluciones estacionarias (3.35) se obtiene que

⟨{Q̂0(+∞), P̂0(+∞)}⟩ρ̂tot(0) = ⟨{P̂0(+∞), Q̂0(+∞)}⟩ρ̂tot

= ĺım
t→+∞

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′F (t− t′)G(t− t′′)⟨{ξ̂(t′), ξ̂(t′′)}⟩τ̂B

= ĺım
t→+∞

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′F (t′)G(t′′)⟨{ξ̂(t− t′), ξ̂(t− t′′)}⟩τ̂B

=

∫ ∞

0

dt′
∫ ∞

0

F (t′)G(t′′)⟨{ξ̂(t′), ξ̂(t′′)}⟩τ̂B

= ℏ
N∑
k=0

g2k
mkωk

coth

(
βℏωk

2

)∫ ∞

0

dt′
∫ ∞

0

dt′′F (t′)G(t′′) cos[ωk(t
′ − t′′)]

=
ℏ
2

N∑
k=0

g2k
mkωk

coth

(
βℏωk

2

)
[L {F}(−iωk)L {G}(iωk)

+ L {F}(iωk)L {G}(−iωk)]

= 0,

(3.39)

por consiguiente, los elementos no diagonales de la MC del oscilador central son nulos.

3.2.2. Límite continuo

El baño y la intensidad del acoplamiento entre cada uno de sus osciladores y el oscilador
central están caracterizados por la densidad espectral [68, 67],

J(ω) =
π

2

N∑
k=1

g2k
mkωk

δ(ω − ωk). (3.40)

Si la cantidad de osciladores del baño son tales que las recuerrencias de Poincaré ocurren
en un tiempo prácticamente infinito [78, 79, 67], es apropiado tratar al baño en el límite
termodinámico o límite continuo, es decir, que su comportamiento sea de baño térmico con
inverso de la temperatura β y donde sus frecuencias, {ωk}Nk=1, son densas y forman un espectro
continuo. En este límite J(ω) se vuelve una función suave de ω a partir de la cual se expresan
γ(t) (3.21), ω2

R (3.12) y las autocorrelaciones de ξ̂(t) [(3.27) y (3.28)]:

(i)

γ(t) = Θ(t)
2

πm0

∫ ∞

0

dω
J(ω)

ω
cos(ωt)

=⇒ Re[γ̃(ω)] =
J(ω)

m0ω
,

(3.41)

con Re[γ̃(ω)] la parte real de la transformada de Fourier de γ(t): γ̃(ω) = Re[γ̃(ω)] +
iIm[γ̃(ω)].
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(ii)

ω2
R =

2

πm0

∫ ∞

0

dω
J(ω)

ω
. (3.42)

(iii)

⟨ξ̂(t)ξ̂(t′)⟩τ̂B =
ℏ
π

∫ ∞

0

dωJ(ω)

[
coth

(
βℏω
2

)
cos[ω(t− t′)]− i sin[ω(t− t′)]

]
y

⟨{ξ̂(t), ξ̂(t′)}⟩τ̂B =
ℏ
π

∫ ∞

0

dωJ(ω) coth

(
βℏω
2

)
cos[ω(t− t′)]

=⇒ ⟨{ ˜̂ξ(ω), ˜̂ξ(ω′)}⟩τ̂B = 2πm0ℏω coth

(
βℏω
2

)
Re[γ̃(ω)],

(3.43)

con ˜̂
ξ(ω) la transformada de Fourier del operador de ruido ξ̂(t).

Bajo condiciones de equilibrio térmico, las fluctuaciones de un observable macroscópico de
un sistema físico están gobernadas por el teorema de fluctuación-disipación [80, 81], el cual
relaciona las características espectrales de las fluctuaciones y la respuesta lineal (es decir, la
disipación) del observable [82]. Las expresiones en (3.43) muestran que el baño satisface el
teorema de fluctuación-disipación.

Dadas las soluciones (3.35) y la condición inicial ρ̂tot(0), y considerando que la transforma-
da de Laplace de γ(t) está relacionada con su transformada de Fourier mediante continuación
analítica [67]:

L {γ}(s) = γ̃(ω = is),

se obtiene en el límite continuo que la solución estacionaria para los valores de expectación
de Q̂2

0(+∞) y P̂ 2
0 (+∞) son

⟨Q̂2
0(+∞)⟩ρ̂tot(0) =

ℏ
πm0

∫ ∞

0

dω
ωRe[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
coth

(
βℏω
2

)
y

⟨P̂ 2
0 (+∞)⟩ρ̂tot(0) =

ℏm0

π

∫ ∞

0

dω
ω3Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
coth

(
βℏω
2

)
,

(3.44)

con α(ω) ≡ ω2
0−ω2−iωγ̃(ω). En el límite de altas temperaturas (β → 0), tomando el término

de primer orden de la expansión en serie de

coth

(
βℏω
2

)
=

2

βℏω
+
βℏω
6

− (βℏω)3

360
+O(β5),

el promedio de Q̂2
0(+∞) en (3.44) se reduce a [12, 67]

⟨Q̂2
0(+∞)⟩ρ̂tot(0) =

2

βπm0

∫ ∞

0

dω
Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2

=
1

βm0ω2
0

;

(3.45)
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pues, utilizando las relaciones de Kramers-Kronig [83],

2

π

∫ ∞

0

dω
Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
= Re

[
1

α(0)

]
=

1

ω2
0

,

(3.46)

y el valor promedio de P̂ 2
0 (+∞) en (3.44) se reduce a

⟨P̂ 2
0 (+∞)⟩ρ̂tot(0) =

2m0

βπ

∫ ∞

0

dω
ω2Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2

=
m0

β
;

(3.47)

pues, utilizando (3.35), se identifica que

[Q̂0(+∞), P̂0(+∞)] =
2iℏ
π

∫ ∞

0

dω
ω2Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
(3.48)

y entonces
2

π

∫ ∞

0

dω
ω2Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
= 1. (3.49)

El detalle de los cálculos para obtener las expresiones (3.46) y (3.48) se encuentran en el
Apéndice A. Las igualdades (3.45) y (3.47) (obtenidas para β → 0) implican que

1

2m0

⟨P̂ 2
0 (+∞)⟩ρ̂tot(0) =

m0ω
2
0

2
⟨Q̂2

0(+∞)⟩ρ̂tot(0) =
kBT

2
, (3.50)

lo cual corresponde al teorema de equipartición de energía que se espera en el límite clásico
[84].

3.2.2.1. Regularización de Lorentz-Drude

La ecuación de Langevin (3.23) concuerda con una descripción fenomenológica del proceso
estocástico que considera tanto los efectos disipativos como las fluctuaciones térmicas indu-
cidos por baño. La naturaleza o características de estos efectos dependerán del modelo que
se escoja para representar el comportamiento del baño (óhmico, supra-óhmico o sub-óhmico
[85]), lo cual se traduce en una elección particular de la densidad espectral o, equivalentemen-
te, del kernel de memoria-disipación. Además, como físicamente se requiere considerar una
escala temporal de memoria en la dinámica, en la elección de J(ω) se introduce una frecuencia
de corte, ωD, que asegura que J(ω) −→ 0 cuando ω −→ ∞, lo cual también evita que ciertas
cantidades físicas sufran una divergencia ultravioleta [73, 86, 67, 55]. En la regularización de
Lorentz-Drude la densidad espectral corresponde a una densidad espectral óhmica: J(ω) ∝ ω
cuando ω −→ 0, que en términos de la frecuencia de corte se expresa por

JLD(ω) =
2m0γω

1 +
(

ω
ωD

)2 , (3.51)
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donde γ es una tasa de amortiguamiento (o fricción). Dada (3.51), la frecuencia de renorma-
lización al cuadrado en el límite continuo (3.42) es

ω2
R = 2γωD (3.52)

y el kernel de memoria-fricción (3.41) es

γLD(t) = 2γωDθ(t) exp(−ωDt), (3.53)

cuya transformada de Fourier es

γ̃LD(ω) =
2γ

1− iω/ωD
(3.54)

y su transformada de Laplace es

L {γ}(s) = 2γ

1 + s/ωD
. (3.55)

Ocupando la siguiente descomposición para la cotangente hiperbólica:

coth

(
βℏω
2

)
=

2

βℏω

(
1 + 2

∞∑
n=1

ω2

ν2n + ω2

)
;

con νn = 2π
ℏβn las llamadas frecuencias de Matsubara [86, 67], se obtiene para la función de

autocorrelación simetrizada del ruido (3.43) que

⟨{ξ̂(t), ξ̂(t′)}⟩τ̂B =
2γm0ωD

β
exp(−ωD|t− t′|) + γm0ℏω2

D

{
exp(−ωD|t− t′|)

[
ψ(0)

(
1− ωD

ν1

)
− ψ(0)

(
1 +

ωD

ν1

)]
+ exp(−ν1|t− t′|)

[
Φ

(
exp(−ν1|t− t′|), 1, 1− ωD

ν1

)
+

Φ

(
exp(−ν1|t− t′|), 1, 1 + ωD

ν1

)]}
,

(3.56)

donde ψ(0)(x) es la función digamma y Φ(z, s, a) es la función trascendente de Lerch. En el
límite clásico (ℏ → 0) y tomando t′ = 0, la expresión (3.56) se aproxima a la relación no
Markoviana de Einstein [73, 87]:

ĺım
ℏ→0

⟨{ξ̂(t), ξ̂(0)}⟩ρ̂tco
B

=
m0

β
γLD(t); con t > 0, (3.57)

pues

ĺım
ℏ→0

[
ψ(0)

(
1− ωD

ν1

)
− ψ(0)

(
1 +

ωD

ν1

)]
= 0

y

ĺım
ℏ→0

exp(−ν1t)
[
Φ

(
exp(−ν1t), 1, 1−

ωD

ν1

)
+ Φ

(
exp(−ν1t), 1, 1 +

ωD

ν1

)]
= 0.
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Cuando las frecuencias relevantes del sistema son mucho menores que ωD, el baño descrito
por la densidad espectral (3.51) se comporta, salvo inicialmente, como un baño térmico
estrictamente óhmico (ωD → +∞) con

J(ω) = 2m0γω (3.58)

y una tasa de amortiguamiento efectiva

γef =

∫ ∞

0

dtγLD(t) = 2γ. (3.59)

No obstante, a escalas temporales menores a

τD =
1

γef

∫ ∞

0

dt tγLD(t) =
1

ωD
, (3.60)

el kernel γLD(t) presenta efectos de memoria (no Markovianidad), los cuales gobiernan gran
parte de la dinámica si las escalas relevantes del sistema no son (mucho) menores que ωD

[67, 86].

3.2.2.2. Estado estacionario del oscilador central

En el cuadro de Schrödinger, la evolución reducida (no unitaria) del estado del oscila-
dor central queda representada por el operador densidad dependiente del tiempo ρ̂S(t) ≡
TrB [ρ̂tot(t)], donde ρ̂tot(t) es el estado del sistema compuesto a tiempo t resultante de la
evolución unitaria

ρ̂tot(t) = ÛCL(t)ρ̂tot(0)Û
†
CL(t), (3.61)

con ρ̂tot(0) el estado inicial (3.37) y ÛCL satisfaciendo [ver (1.34)]

dÛCL(t)

dt
= − i

ℏ
ĤCLÛCL(t)

=⇒ ÛCL(t) = exp

(
− i

ℏ
ĤCLt

)
.

(3.62)

Como consecuencia de la evolución (3.61), el estado ρ̂tot(t) contiene correlaciones entre el
oscilador central y el baño cuya naturaleza (coherencias, entrelazamiento, etc) dependerán
del estado inicial del oscilador central, ρ̂S(0) [88]. Si inicialmente el estado del oscilador
central, ρ̂S(0), es un estado Gaussiano, entonces el estado inicial ρ̂tot(0) es Gaussiano y por
lo tanto los estados ρ̂tot(t) y ρ̂S(t) serán Gaussianos ∀t. No obstante, independientemente de
la Gaussianidad de ρ̂S(0) y dado que ĤCL es un Hamiltoniano puramente cuadrático en sus
operadores canónicos, el estado estacionario del oscilador central, ρ̂S(+∞) = TrB [ρ̂tot(+∞)],
en el límite continuo es único y Gaussiano§ [90, 91, 92, 70, 12], con primeros momentos nulos
[ver (3.38)] y elementos no diagonales de su MC, σS(+∞), también nulos [ver (3.39)]. Salvo

§En Hu et al. [85] se deduce vía el método de integral de camino una ecuación maestra exacta para el
operador densidad reducido del oscilador central a partir de la cual en Halliwell et al. [89] se deduce una
ecuación estocástica para la función de Wigner reducida. En Ford et al. [90] se reporta la solución de la
ecuación estocástica para la función de Wigner reducida, la cual en el límite t −→ +∞ es una función de
Wigner Gaussiana que depende únicamente de la matriz de covarianza.
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un factor 2, las expresiones estacionarias en (3.44) corresponden a los elementos diagonales
de σS(+∞), es decir,

σS(+∞) ≡ 2

(
⟨Q̂2

0⟩ρ̂S(+∞) 0

0 ⟨P̂ 2
0 ⟩ρ̂S(+∞)

)
, (3.63)

pues

⟨Q̂2
0⟩ρ̂S(+∞) ≡ TrS

[
Q̂2

0(0)ρ̂S(+∞)
]

= Tr
[
Q̂2

0(0)ÛCL(+∞)ρ̂tot(0)Û
†
CL(+∞)

]
= Tr

[
Û †

CL(+∞)Q̂0(0)ÛCL(+∞)Û †
CL(+∞)Q̂0(0)ÛCL(+∞)ρ̂tot(0)

]
= Tr

[
Q̂2

0(+∞)ρ̂tot(0)
]

≡ ⟨Q̂2
0(+∞)⟩ρ̂tot(0),

(3.64)

⟨P̂ 2
0 ⟩ρ̂S(+∞) ≡ TrS

[
P̂ 2
0 (0)ρ̂S(+∞)

]
= Tr

[
P̂ 2
0 (+∞)ρ̂tot(0)

]
≡ ⟨P̂ 2

0 (+∞)⟩ρ̂tot(0),

(3.65)

⟨{Q̂0, P̂0}⟩ρ̂S(+∞) = TrS

[
{Q̂0(0), P̂0(0)}ρ̂S(+∞)

]
= Tr

[
{Q̂0(+∞), P̂0(+∞)}ρ̂tot(0)

]
≡ ⟨{Q̂0(+∞), P̂0(+∞)}⟩ρ̂tot(0)

= 0

(3.66)

y

⟨{P̂0, Q̂0}⟩ρ̂S(+∞) = TrS

[
{P̂0(0), Q̂0(0)}ρ̂S(+∞)

]
= Tr

[
{P̂0(+∞), Q̂0(+∞)}ρ̂tot(0)

]
≡ ⟨{P̂0(+∞), Q̂0(+∞)}⟩ρ̂tot(0)

= 0.

(3.67)

En general –considérese el régimen de acoplamiento fuerte [56]–

ρ̂S(+∞) ̸=
exp
(
−βĤS

)
TrS[exp

(
−βĤS

)
]
,

pero si se cumpliesen condiciones de acoplamiento débil [73, 93] entre el oscilador central
y el baño, la evolución del estado reducido del oscilador central en el límite termodinámico
y régimen Markoviano obedece una ecuación tipo Lindblad (a.k.a. GKSL equation) cuyo
estado estacionario es ρ̂S(+∞) = exp

(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
] [55, 57, 94], el cual está

caracterizado por la MC

σS(+∞) = ℏ
(

1
m0ω0

0

0 m0ω0

)
coth(βℏω0/2). (3.68)
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Eligiendo la regularización de Lorentz-Drude en las expresiones integrales de las entradas dia-
gonales de σS(+∞) [ver (3.44)], se puede mostrar que tomando el límite γ → 0 la MC σS(+∞)

se reduce a la MC (3.68) asociada al estado de equilibrio térmico exp
(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
]

[12].

Para finalizar esta sección, vale la pena hacer notar que la evolución (3.61) es equivalente
a la evolución generada por ĤCL de cualquier operador del sistema compuesto en el cuadro
de Heisenberg, por ejemplo, la descrita por la ecuación de Langevin para el operador Q̂0.

3.3. Teoría de respuesta lineal

Una particularidad del modelo CL es que el estado reducido estacionario del oscilador
central en el límite termodinámico, ρ̂S(+∞), coincide con un estado llamado estado Gibbsiano
de fuerza media, del cual se hablará más adelante en esta sección. Para deducir esta igualdad
entre los estados, es útil introducir los principios de la teoría de respuesta lineal, cuya ventaja
es posibilitar el cálculo de cantidades asociadas al equilibrio térmico global. En teoría de
respuesta lineal se estudia la respuesta a orden lineal de un sistema a una fuerza externa,
fext(t), cuando esta le induce una perturbación que lo desplaza del equilibrio térmodinámico
[95, 67, 86, 55]. Al Hamiltoniano Ĥ de un sistema aislado se le agrega un término perturbativo
−q̂fext(t), definiendo así un Hamiltoniano dependiente del tiempo

Ĥ(t) ≡ Ĥ − q̂fext(t) (3.69)

que gobierna la dinámica desde cuando fext(t) actúa sobre el sistema. q̂ es un operador que
actúa sobre el espacio de Hilbert del sistema aislado y fext(t) se enciende cuando el sistema
está en el estado térmico

ρ̂tco =
exp
(
−βĤ

)
Tr[exp

(
−βĤ

)
]

(3.70)

con un inverso de la temperatura β. Luego, en primer lugar, como la fuerza pertubativa se
considera pequeña, se asume que el cambio en el valor de expectación de cualquier observable
Ô del sistema es lineal en la fuerza, es decir,

∆⟨Ô(t)⟩ ≡ ⟨Ô(t)⟩ρ̂ − ⟨Ô⟩ρ̂tco

=

∫ ∞

0

dt′χÔq̂(t− t′)fext(t
′),

(3.71)

donde a χÔq̂(t) se le conoce como función respuesta causal. ⟨Ô(t)⟩ρ̂ es el valor de expectación
del operador Ô con respecto al estado ρ̂(t > 0) del sistema perturbado y ⟨Ô⟩ρ̂tco es el valor
de expectación del operador Ô con respecto al estado no pertubado ρ̂tco, es decir, el estado
cuando fext(t ≤ 0) = 0. En segundo lugar, si se hace explícitamente el cálculo de ⟨Ô(t)⟩ρ̂ a
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primer orden en la pertubación se obtiene que

⟨Ô(t)⟩ρ̂ ≡ Tr
[
Ôρ̂(t)

]
= Tr

[
ρ̂I(t)ÔI(t)

]
= Tr

[
ρ̂I(0)Û

†
I ÔIÛI(t)

]
≈ Tr

[
ρ̂tco

(
Î+

i

ℏ

∫ t

0

dt′q̂I(t
′)fext(t

′)

)
ÔI(t)

(
Î− i

ℏ

∫ t

0

dt′q̂I(t
′)fext(t

′)

)]
≈ Tr

[
ρ̂tco

(
ÔI(t) +

i

ℏ

∫ t

0

dt′[ÔI(t), q̂I(t
′)]

)]
= ⟨Ô⟩ρ̂tco +

i

ℏ

∫ ∞

0

dt′θ(t− t′)⟨[Ô(t− t′), q̂(0)]⟩ρ̂tco ,

(3.72)

donde ÔI(t) y q̂I(t′) corresponden al operador Ô y al operador q̂ en el cuadro de interacción¶,
ρ̂I(t) y ρ̂I(0) = ρ̂tco son los estados pertubado y no pertubado en el cuadro de interacción y
ÛI es el operador de evolución en el cuadro de interacción, el cual está representado por el
operador

ÛI(t) = T exp

(
i

ℏ

∫ t

0

dt′ÔI(t
′)fext(t

′)

)
(3.73)

que satisface la ecuación
dÛI(t)

dt
=

i

ℏ
ÔI(t)fext(t)ÛI(t)

y que a primer orden se expresa por

ÛI(t) = Î+
i

ℏ

∫ t

0

dt′ÔI(t
′)fext(t

′). (3.74)

Al igualar las expresiones (3.71) y (3.72), se reconoce que la función respuesta causal se
expresa por

χÔq̂(t− t′) =
i

ℏ
θ(t− t′)⟨[Ô(t− t′), q̂(0)]⟩ρ̂tco , (3.75)

la cual es conocida como la fórmula de Kubo [96]. Esta fórmula es de utilidad para calcular
los valores de expectación asociados a los operadores del oscilador central con respecto al
estado de equilibrio térmico global.

3.3.1. Funciones de correlación y valores de expectación en el equi-
librio térmico del modelo CL

La teoría de respuesta lineal es exacta para sistemas lineales como el oscilador armónico
amortiguado [86]. Si en particular se considera que el Hamiltoniano dependiente del tiempo

¶En el cuadro de interacción tanto los estados de un sistema como sus observables evolucionan en el
tiempo. En este cuadro el estado de un sistema se representa por ρ̂I(t) = exp

(
iĤ0t/ℏ

)
ρ̂Sch(t) exp

(
−iĤ0t/ℏ

)
y un operador se representa por ÔI(t) = exp

(
iĤ0t/ℏ

)
ÔSch(t) exp

(
−iĤ0t/ℏ

)
; donde ρ̂Sch y ÔSch son el estado

del sistema y un operdador en el cuadro de Schrödinger, respectivamente, y Ĥ0 es el Hamiltoniano libre del
sistema que forma parte del Hamiltoniano dependiente del tiempo Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂ (t), con V (t) un potencial
dependiente del tiempo (en general perturbativo) [41].
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debido a la perturbación es
Ĥ(t) = ĤCL − Q̂0fext(t), (3.76)

entonces Q̂0 obedece la ecuación de Langevin

d2Q̂0(t)

dt2
+

∫ t

0

dt′γ(t− t′)
dQ̂0(t

′)

dt′
+ ω0Q̂0(t) =

ξ̂(t)

m0

+
fext(t)

m0

− γ(t)Q̂0(0), (3.77)

donde γ(t) y ξ̂(t) son el kernel de memoria-fricción y el operador de ruido, respectivamente,
de la ecuación de Langevin (3.23). Luego, al aplicar ⟨·⟩τ̂tot ≡ Tr[·τ̂tot] a (3.77); donde

τ̂tot =
exp
(
−βĤCL

)
Tr[exp

(
−βĤCL

)
]

(3.78)

es el estado inicial no perturbado del sistema compuesto, y considerando que los primeros
momentos de un estado térmico con Hamiltoniano puramente cuadrático son nulos [ver 1.26],
por lo que

Tr
[
ξ̂(t)τ̂tot

]
= 0 y Tr

[
Q̂0(0)τ̂tot

]
= 0,

se deduce que el valor de expectación de Q̂0 obedece la ecuación de movimiento clásica
(teorema de Ehrenfest)

d2⟨Q̂0(t)⟩τ̂tot
dt2

+

∫ t

0

dt′γ(t− t′)
d⟨Q̂0(t

′)⟩τ̂tot
dt′

+ ω0⟨Q̂0(t)⟩τ̂tot =
fext(t)

m0

, (3.79)

con ⟨Q̂0(t)⟩τ̂tot ≡ Tr[Q̂0(t)τ̂tot] = Tr[Q̂0(0)ρ̂(t)] ≡ ⟨Q̂0(t)⟩ρ̂ [ver (3.72)]. Reemplazando la
expresión integral (3.71) en la ecuación (3.79) se obtiene que la función respuesta causal
χQ̂0Q̂0

(t) obedece la ecuación diferencial

d2χQ̂0Q̂0
(τ)

dτ 2
+

∫ τ

0

duγ(τ − u)
dχQ̂0Q̂0

(u)

du
+ ω2

0χQ̂0Q̂0
(τ) = 0, (3.80)

de la cual se desprende que la transformada de Fourier de χQ̂0Q̂0
–llamada suceptibilidad

dinámica [86, 67]– es‖

χ̃(ω) ≡ Re[χ̃(ω)] + iIm[χ̃(ω)]

=
1

m0

1

ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω)

(3.81)

=⇒ Im[χ̃(ω)] =
1

m0

ωRe[γ(ω)]

|ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω)|2

. (3.82)

Ahora, introduciendo convenientemente las funciones de autocorrelación [67]

C+(τ) ≡ ⟨Q̂0(τ)Q̂0(0)⟩τ̂tot
y

C−(τ) ≡ ⟨Q̂0(0)Q̂0(τ)⟩τ̂tot ,
(3.83)

‖χ̃(ω) =
∫∞
−∞ dτχQ̂0Q̂0

(τ) exp(iωτ) = L {χQ̂0Q̂0
}(−iω), con L {χQ̂0Q̂0

}(s) =
∫∞
0

dτ exp(−sτ)χQ̂0Q̂0
(τ)

[86].
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con C±(τ) = S(τ)± iA(τ); donde

S(τ) = S(−τ) = 1

2
⟨{Q̂0(τ), Q̂0(0)}⟩τ̂tot

y

A(τ) = −A(−τ) = 1

2i
⟨[Q̂0(τ), Q̂0(0)]⟩τ̂tot ,

(3.84)

luego del cálculo detallado en el Apéndice B, se concluye que

S(τ) =
ℏ
π

∫ ∞

0

dω coth

(
βℏω
2

)
Im[χ̃(ω)] cosωτ. (3.85)

Este resultado surge como consecuencia de que el espectro de las fluctuaciones con respecto al
equilibrio, S̃(ω), se expresa en términos de la parte imaginaria de la transformada de Fourier
de la función respuesta causal, Im[χ̃(ω)], es decir, se satisface el teorema de fluctuación-
disipación,

S̃(ω) = ℏ coth
(
βℏω
2

)
Im[χ̃(ω)];

con S̃(ω) = [C̃+(ω) + C̃−(ω)]/2 y C̃±(ω) ≡
∫∞
−∞ dτ exp(iωτ)C±(τ) = S̃(ω)± iÃ(ω) [55, 67].

A partir de las expresiones para S(τ) en (3.84) y en el resultado (3.85), se desprende que
los valores de expectación de Q̂2

0(0), {Q̂0(0), P̂0(0)} = {P̂0(0), Q̂0(0)} y P̂ 2
0 (0) con respecto al

estado térmico (3.78) son:

(a)

⟨Q̂2
0(0)⟩τ̂tot = S(0)

=
ℏ

πm0

∫ ∞

0

dω
ωRe[γ̃(ω)]

|ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω)|2

coth

(
βℏω
2

)
,

(3.86)

donde para la segunda igualdad se evaluó τ = 0 en la función coseno del integrando en
(3.85).

(b)

⟨{Q̂0(0), P̂0(0)}⟩τ̂tot = ⟨{P̂0(0), Q̂0(0)}⟩τ̂tot

= m0
d

dτ

[
⟨{Q̂0(τ), Q̂0(0)}⟩

]
τ=0

= 2m0
dS(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0,

(3.87)

donde para la última igualdad se evaluó τ = 0 en la función seno del integrando de la
derivada con respecto a τ de la expresión (3.85).

(c)

⟨P̂ 2
0 (0)⟩τ̂tot = −m2

0

d2S(τ)

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

=
ℏm0

π

∫ ∞

0

dω
ω3Re[γ̃(ω)]

|ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω)|2

coth

(
βℏω
2

)
,

(3.88)
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donde la primera igualdad en (3.88) se desprende, por ejemplo, de considerar que el
sistema compuesto perturbado por la fuerza externa fext(τ) en el Hamiltoniano Ĥ(τ)
(3.76) es un sistema cerrado cuyo estado a tiempo τ , ρ̂(τ), satisface en el cuadro de
Schrödinger la ecuación de Liouville-von Neumann [55] y entonces su derivada evaluada
en t = 0 es nula,

dρ̂(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= − i

ℏ
[Ĥ(0), ρ̂(0)]

= − i

ℏ
[ĤCL, τ̂tot]

= 0,

lo cual implica que

d

dτ

[
⟨{P̂0(τ), Q̂0(τ)}⟩τ̂tot

]
τ=0

=
d

dτ

[
⟨{P̂0(0), Q̂0(0)}⟩ρ̂(τ)

]
τ=0

= 0
(3.89)

y por lo tanto, derivando dos veces la expresión para S(τ) en (3.84), se obtiene que

d2S(τ)

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

=
1

2m0

⟨{ dP̂0(τ)

dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

, Q̂0(0)}⟩τ̂tot

= − 1

m2
0

⟨P̂ 2
0 (0)⟩τ̂tot .

La segunda igualdad en (3.88) se obtiene derivando dos veces con respecto a τ la
expresión (3.85) y evaluando la función coseno en τ = 0.

3.3.2. Estado Gibbsiano de fuerza media

Debido a que el estado térmico τ̂tot (3.78) es un estado Gaussiano, entonces el estado
reducido

ω̂FM ≡ TrB

 exp
(
−βĤCL

)
Tr[exp

(
−βĤCL

)
]


es un estado Gaussiano, el cual está totalmente caracterizado por los valores de expectación
con respecto al estado de equilibrio térmico (3.86) y (3.88). El estado ω̂FM corresponde al
estado Gibbssiano de fuerza media del oscilador central [7, 56]. Como ⟨{Q̂0(0), P̂0(0)}⟩τ̂tot =
⟨{P̂0(0), Q̂0(0)}⟩τ̂tot = 0 [ver (3.87)], la MC asociada a ω̂FM es

σω̂FM = 2

(
⟨Q̂2

0(0)⟩τ̂tot 0

0 ⟨P̂ 2
0 (0)⟩τ̂tot

)
, (3.90)

la cual es exactamente idéntica [ver y comparar expresiones en (3.44) con (3.86) y (3.88)] a la
MC σS(+∞) (3.63) asociada al estado estacionario Gaussiano ρ̂S(+∞), la cual fue obtenida a
partir del resultado de la ecuación de Langevin (3.23) con condición inicial producto entre el

41



estado inicial del oscilador central y el estado térmico del baño (3.37). Ambos estados poseen
primeros momentos nulos, en efecto, se concluye que el estado estacionario y el estado de
fuerza media son idénticos, es decir,

ω̂FM = ρ̂S(+∞). (3.91)

El estado Gibbsiano de fuerza media posee una representación explícita como operador den-
sidad dada por [97, 73]

ω̂FM =
exp

(
−βĤef

)
Zeq

, (3.92)

donde Zef es una constante de normalización expresada por

Zeq =
1

2 sinh(βℏωef/2)

y

Ĥef =
P̂ 2
0

2mef
+
mefω

2
ef

2
Q̂2

0

es un Hamiltoniano efectivo que depende –al igual que Zeq– de la frecuencia efectiva

ωef =
1

ℏβ
ln


√
⟨P̂ 2

0 (0)⟩τ̂tot⟨Q̂2
0(0)⟩τ̂tot + ℏ

2√
⟨P̂ 2

0 (0)⟩τ̂tot⟨Q̂2
0(0)⟩τ̂tot − ℏ

2


y de la masa efectiva

mef =
1

ωef

√
⟨P̂ 2

0 (0)⟩τ̂tot
⟨Q̂2

0(0)⟩τ̂tot
,

ambas dependientes de β y que en el límite de altas temperaturas (β → 0) cumplen que
ωef −→ ω0 y mef −→ m0, lo cual implica ω̂FM → exp

(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
].

3.4. Evolución simpléctica

Haciendo uso del formalismo simpléctico se plantea implementar numéricamente la evo-
lución temporal del sistema compuesto del modelo CL para un valor de N que reproduzca
(en lo posible) el límite termodinámico. Se busca obtener la MC del oscilador central en su
estado de equilibrio –estacionario en el límite termodinámico– y comparar con los resultados
obtenidos desde la ecuación de Langevin. La condición inicial de la evolución es el estado del
sistema compuesto del modelo CL (3.11) representado por el operador densidad producto
(3.37),

ρ̂CL(0) = ρ̂S(0)⊗ τ̂B, (3.93)

donde ρ̂S(0) es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos. Luego, la evolución del
sistema compuesto queda totalmente representada por la evolución simpléctica

σCL(t) = S(t)σCL(0)S(t)
T (3.94)
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de la MC del estado (3.93),

σCL(0) = σS(0)⊕

[
N⊕
j=1

ℏ
( 1

mjωj
0

0 mjωj

)
coth

(
βℏωj

2

)]
, (3.95)

por medio de la acción de la matriz simpléctica [ver (1.33)]

S(t) = exp (2ΩHCLt) , (3.96)

con

HCL =
1

2



m0(ω
2
0 + ω2

R) 0 −g1 0 · · · −gN 0
0 1/m0 0 0 · · · 0 0

−g1 0 m1ω
2
1 0 · · · 0 0

0 0 0 1/m1 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

−gN 0 0 0 · · · mNω
2
N 0

0 0 0 0 · · · 0 1/mN


(3.97)

la matriz Hamiltoniana del operador ĤCL; la cual no posee dependencia temporal explícita.
Dada la MC (3.94) del sistema compuesto, el estado del oscilador central al tiempo t queda
representado por la MC

σS(t) ≡
(
[σCL(t)]11 [σCL(t)]12
[σCL(t)]21 [σCL(t)]22

)
. (3.98)

Cuando ρ̂S(0) no es un estado Gaussiano, la evolución (3.94) solo describe la evolución de la
matriz de covarianza asociada al estado del sistema compuesto.

3.4.1. Baño finito

La evolución simpléctica (3.94) requiere definir una muestra finita de frecuencias {ωk}Nk=1

de los osciladores del baño como también de los acoplamientos {gk}Nk=1 [ver (3.97)]. La muestra
de frecuencias a usar, como también los demás parámetros del Hamiltoniano, determinan
el tiempo a la que ocurren las recuerencias de Poincaré en la dinámica. El tiempo de las
recurencias de Poincaré es proporcional a 2π/mı́n(ω̃k+1 − ω̃k), donde ω̃k son las frecuencias
de los modos normales del sistema compuesto [98, 92].

3.4.1.1. Muestra homogénea de frecuencias

Una elección sencilla para representar las frecuencias del baño es considerar una muestra
homogénea en que se escoge una frecuencia máxima, ωmáx, y se define una diferencia constante
entre frecuencias como ∆ ≡ ωmáx/N . De esta forma, la frecuencia del j-ésimo oscilador
(j = 1, ..., N) se expresa por

ωHm
j = j∆. (3.99)

Como N y ωmáx son parámetros libres, estos se pueden ajustar para reproducir el límite
continuo. En la regularización de Lorentz-Drude (3.51), la densidad espectral en términos
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(a) (b)

Figura 3.1: Densidad espectal con regularización de Lorentz-Drude en función de una muestra
homogénea de frecuencias donde N = 150, m0 = 1, mk = 1 ∀k, ωmáx = 70 y ωD = 4. (a)
γ =0.125 y (b) γ = 1.

de una muestra homogénea de frecuencias es un conjunto de puntos equiespaciados con un
máximo entorno a ωD y que decae hasta su valor dado por ωmáx [Figura 3.1].

Para los acoplamientos gk se busca reproducir una densidad espectral de un baño con
espectro continuo. Integrando J(ω) (3.40) en una vecindad de ωj, [ωj −∆/2, ωj +∆/2] (con
∆ ≪ 1), se obtiene que

∫ ωj+∆/2

ωj−∆/2

dωJ(ω) =


π
2

g2k
mkωk

si ωk ∈ [ωj −∆/2, ωj +∆/2]

0 si ωk ̸∈ [ωj −∆/2, ωj +∆/2]

, (3.100)

y considerando a J(ω) una función continua y suave, como por ejemplo (3.51), al integrar en
el intervalo [ωj −∆/2, ωj +∆/2] se obtiene que∫ ωj+∆/2

ωj−∆/2

dωJ(ω) ≈ J(ωj)∆. (3.101)

Luego, igualando (3.100) y (3.101) generamos la muestra de acoplamientos como

gHm
k ≈

√
2mkωkJ(ωk)∆

π
, (3.102)

que para el caso de la regularización de Lorentz-Drude quedan

gHm
k ≈

√
4γm0mkω2

k∆

π [1 + (ωk/ωD)2]
. (3.103)

Para una muestra homogénea de frecuencias (3.99) y un tamaño finito del baño (N) se
tiene que la escala temporal de las recurrencias de Poincaré [Figuras 3.2 y 3.3] en la evolución
(3.98) del oscilador central está dada aproximadamente por tR = 2πN/ωmáx [92, 66], lo cual
limita la ventana temporal de estudio si es que se quiere observar el fenómeno de equilibrio
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Figura 3.2: Entradas de la MC σS(t) (3.98) en función del tiempo según la evolución simpléctica
(3.94) con una muestra homogénea de frecuencias. Se considera como condición inicial la MC σS(0)
del oscilador central asociada al primer estado excitado ρ̂S(0) = |1⟩⟨1| y se escogen los parámetros
γ =0.08, N = 150, ω0 = 2, ωD = 4, β = 10, m0 = 1, mk = 1 ∀k, ωmáx = 70 y unidades tales que
ℏ = kB = 1. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.

Figura 3.3: Entradas de la MC σS(t) (3.98) en función del tiempo según la evolución simpléctica
(3.94) con una muestra homogénea de frecuencias. Se considera como condición inicial la MC σS(0)
del oscilador central asociada al primer estado excitado ρ̂S(0) = |1⟩⟨1| y se escogen los parámetros
γ = 1, N = 150, ω0 = 2, ωD = 4, β = 10, m0 = 1, mk = 1 ∀k, ωmáx = 70 y unidades tales que
ℏ = kB = 1. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.
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[99]; que en el caso discreto (lejos del límite termodinámico) no corresponde a la vez a un
fenómeno estacionario. Si el equilibrio ocurre a una escala temporal teq > tR, para aumentar
tR sería necesario aumentar el costo de cómputo como consecuencia del aumento de N . teq
aumenta conforme disminuye γ y en consecuencia disminuyen las constantes gk.

3.4.1.2. Muesta Lorentziana de frecuencias

(a) (b)

(c)

Figura 3.4: Densidad espectal con regularización de Lorentz-Drude en función de una mues-
tra Lorentziana de frecuencias donde N = 150, m0 = 1, mk = 1 ∀k, ωD = 4, a0 = 1,
∆N =7.72(ωN − ωN−1), (a) γ =0.125 y (b) γ = 1. (c) Muestra Lorentziana de frecuencias
usada para las figuras (a) y (b).

Las frecuencias en este tipo de muestra se expresan por [92]

ωLz
k = a0 tan

[
π

2

k

N + 1

]
, (3.104)

donde a0 es un parámetro ajustable que determina el ancho de la muestra Lorentziana. La
diferencia entre frecuencias se define por ∆k ̸=1 ≡ ωk − ωk−1 para k = 2, ..., N y ∆1 = ω1.
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La muestra (3.104) posee una alta densidad de frecuencias entorno a ω = 0 y conforme k
aumenta, la densidad disminuye [Figura 3.4]. En este caso, el tiempo de las recurrencias de
Poincaré está fuertemente determinado por el valor de γ: mientras mayor es el valor de γ, las
recurrencias de Poincaré aparecen a un tiempo menor. Esto tiene por ventaja, en contraste
con la muestra homogénea de frecuencias, que permite estudiar efectos de equilibración para
un rango de valores de γ en que el tiempo tR (de la muestra homogénea) es menor que el
tiempo de equilibración, no obstante, fuera de este rango, el tiempo de las recurrencias de
Poincaré de la muestra Lorentziana es menor que tR, pudiendo ser incluso menor que teq;
siendo este el caso, es conveniente ocupar la muestra homogéna para estudiar el equilibrio.
Ocupando la regularización de Lorentz-Drude, las constantes de acoplamiento para la muestra
Lorentziana quedan

gLzk ≈

√
4γm0mkω2

k∆k

π [1 + (ωk/ωD)2]
, (3.105)

donde se considera igualmente válida la aproximación entre (3.100) y (3.101) con una vecin-
dad entorno a cada ωk definida por ∆k, pues por el comportamiento asintótico de JLD(ω), en
primer lugar, mientras mayor sean las frecuencias, la derivada de JLD(ω) disminuye, siendo
entonces el primer orden en la expansión de Taylor una buena aproximación para JLD(ω)
entorno a ωk y, en segundo lugar, en la medida que aumenta k, los osciladores del baño con-
tribuyen menos a la dinámica del oscilador central. Tanto a0 como ∆N se pueden ajustar para
conseguir que la evolución simpléctica para cierto valor de N sea una buena representación
de la evolución en el límite continuo y con ello reproducir las covergencias asintóticas en el
equilibrio donde se cumple que σS(+∞) = σω̂FM tanto para condiciones inciales Gaussianas
y no Gaussianas del oscilador central. En la Figura 3.5 se escoge una condición inicial no
Gaussiana para el oscidador central y la regularización de Lorentz-Drude para comparar la
evolución (no unitaria) de la MC del estado reducido del oscilador central en el límite conti-
nuo (ecuación de Langevin) con la evolución de la MC del oscilador central contenida en la
evolución simpléctica σCL(t). Se observa una dinámica concordante –sujeta a la elección de
los parámetros– tanto en la frecuencia de las oscilaciones, en la tasa de decaimiento producto
de la dinámica disipativa y en las convergencias en el equilibrio, las cuales están expresadas
de manera general (salvo un factor 2) por las soluciones (3.44). En la Figura 3.6 se reprodu-
cen las convergencias asintóticas del límite continuo a partir de la evolución simpléctica de
σCL(t) con condiciones iniciales Gaussianas. En la Figura 3.7 se reproducen la convergencias
asintóticas del límite continuo y alta temperatura [ver (3.45) y (3.47)] y en la Figura 3.8 se
reproducen las convergencias asintóticas del límite continuo y acoplamiento débil [ver (3.68)];
donde se cumple que ρ̂S(+∞) → exp

(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
] cuando γ → 0.

3.5. Aspectos relevantes del capítulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capítulo
que serán de utilidad en el último capítulo:

• El Hamiltoniano de Caldeira-Leggett es un Hamiltoniano cuadrático acotado inferior-
mente. Este describe a un oscilador armónico que se acopla linealmente a un baño
compuesto por un conjunto de osciladores armónicos.
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Figura 3.5: Entradas de la MC σS(t) en función del tiempo. Se considera como condición
inicial la MC σS(0) del oscilador central asociada al primer estado excitado ρ̂S(0) = |1⟩⟨1|.
Las curvas segmentadas verdes coresponden a las entradas de la MC del oscilador central
(3.98) según la evolución simpléctica (3.94) con una muestra Lorentziana de frecuencias. Las
curvas continuas negras corresponden a la evolución dada por las soluciones de la ecuación
de Langevin (límite continuo). Las curvas continuas de color cian corresponde al valor de las
entradas diagonales de la MC σS(+∞) asociada al estado estacionario del oscilador central
en el límite continuo [ver (3.44)]. Las curvas segmentadas de color magenta corresponden al
valor de las entradas diagonales de la MC σω̂FM asociada al estado Gibbsiano de fuerza media,
ω̂FM, cuando el baño es finito. Se escogen los parámetros γ = 1, N = 150, ω0 = 2, ωD = 4,
β = 10, m0 = 1, mk = 1 ∀k, a0 = 1, ∆N =7.72(ωN −ωN−1) y unidades tales que ℏ = kB = 1.
Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.
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Figura 3.6: Entradas de la MC σS(t) (3.98) en función del tiempo según la evolución simplécti-
ca (3.94) con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones inicia-
les la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano ρ̂S(0) = |0⟩⟨0| (curvas rojas)
y la MC asociada al estado térmico Gaussiano ρ̂S(0) = exp

(
−βSĤS

)
/TrS[exp

(
−βSĤS

)
] con

βS =0.2 (curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las
entradas diagonales de la MC σS(+∞) asociada al estado estacionario del oscilador central
en el límite continuo [Figura 3.5]. Las rectas segmentadas de color magenta corresponden
al valor de las entradas diagonales de la MC σω̂FM asociada al estado Gibbsiano de fuerza
media, ω̂FM, cuando el baño es finito [Figura 3.5]. Se escogen los parámetros γ = 1, N = 150,
ω0 = 2, ωD = 4, β = 10, m0 = 1, mk = 1 ∀k, a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y unidades tales
que ℏ = kB = 1. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.
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Figura 3.7: Entradas diagonales de la MC σS(t) (3.98) en función del tiempo según la evolución
simpléctica (3.94) con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones
iniciales la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano ρ̂S(0) = |0⟩⟨0| (curvas rojas)
y la MC asociada al estado térmico Gaussiano ρ̂S(0) = exp

(
−βSĤS

)
/TrS[exp

(
−βSĤS

)
] con βS =0.2

(curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las entradas diagonales
de la MC σS(+∞) asociada al estado estacionario del oscilador central en el límite continuo y de
alta temperatura [ver (3.45) y (3.47)]. Las rectas segmentadas de color magenta corresponden al
valor de las entradas diagonales de la MC σω̂FM asociada al estado Gibbsiano de fuerza media, ω̂FM,
cuando el baño es finito. Se escogen los parámetros γ = 1, N = 150, ω0 = 2, ωD = 4, β =0.05 (“alta
temperatura”), m0 = 1, mk = 1 ∀k, a0 = 1, ∆N =7.72(ωN −ωN−1) y unidades tales que ℏ = kB = 1.
Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.

Figura 3.8: Entradas diagonales de la MC σS(t) (3.98) en función del tiempo según la evolución
simpléctica (3.94) con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones
iniciales la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano ρ̂S(0) = |0⟩⟨0| (curvas
rojas) y la MC asociada al estado térmico Gaussiano ρ̂S(0) = exp

(
−βSĤS

)
/TrS[exp

(
−βSĤS

)
] con

βS =0.2 (curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las entradas
diagonales de la MC σS(+∞) asociada al estado estacionario del oscilador central en el límite continuo
y acoplamiento débil (3.68). Las rectas segmentadas de color magenta corresponden al valor de las
entradas diagonales de la MC σω̂FM asociada al estado Gibbsiano de fuerza media, ω̂FM, cuando el
baño es finito. Se escogen los parámetros γ =0.08 (“acoplamiento débil”), N = 150, ω0 = 2, ωD = 4,
β = 10, m0 = 1, mk = 1 ∀k, a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se
escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s.
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• La evolución temporal generada por el Hamiltoniano de Caldeira-Leggett es una evo-
lución unitaria Gaussiana.

• La ecuación de Langevin describe un proceso disipativo de un sistema cuántico abierto
que interactúa con un baño térmico. Del baño depende que la dinámica presente memo-
ria y que el ruido sea colorido. El sistema estará sometido a fluctuaciones cuánticas que
serán de gran relevancia cuando la temperatura del baño térmico sea cada vez menor.

• El estado estacionario del oscilador central producto de la dinámica descrita por la
ecuación de Langevin es un estado Gaussiano. Este estado es igual al estado Gibbsiano
de fuerza media.

• Veremos en el siguiente capítulo que el estado de fuerza media corresponde a un estado
cargado de la batería si el acoplamiento entre el oscilador central y el baño es fuerte.

• La regularización de Lorentz-Drude provee una forma realista de modelar un baño.

• Es posible reproducir la dinámica en el límite termodinámico del oscilador central por
medio de la evolución simpléctica del sistema compuesto en los distintos regímenes
de acoplamiento y temperatura. En especial, se reproducen las convergencias en el
equilibrio en el límite termodinámico por medio del formalismo simpléctico y un baño
finito.

• Corroboramos numéricamente el resultado ρ̂S(+∞) = ω̂FM.

• La dinámica con un baño finito agrega otra escala temporal relevante: el tiempo de las
recurrencia de Poincaré.

• El formalismo simpléctico, aparte de posibilitar el tratamiento de la evolución del siste-
ma compuesto por medio de cantidades finitas, también permite tener acceso al estado
del sistema de interés y al estado del baño en cada instante de tiempo, esto, en con-
traste con el formalismo de la ecuación de Langevin en el cual se eliminan los grados
de libertad del baño y solo se obtiene información sobre el sistema de interés.

• La dinámica del oscilador central descrita por la ecuación de Langevin o por la evolución
simpléctica corresponde al proceso de carga de la batería cuántica mencionado en el
Capítulo 2.
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Capítulo 4

Ciclos de carga y descarga aplicados al
modelo CL con baño finito

Motivados por el trabajo desarrollado en Hovhannisyan et al. [12], el resultado (3.91),

ω̂FM = ρ̂S(+∞), (4.1)

y la posibilidad de reproducir el límite continuo a través de la evolución simpléctica, imple-
mentamos un ciclo termodinámico de carga de una batería cuántica cuyo rol es jugado por el
oscilador central del modelo CL y donde el agente de carga es el baño discreto con una canti-
dad finita de osciladores armónicos. La naturaleza Gaussiana de los estados que conforman el
ciclo permite describir su energética y figuras de mérito por medio del formalismo simpléctico
descrito en el Capítulo 1 y las expresiones termodinámicas presentadas en el Capítulo 2.

En el ciclo, inicialmente el sistema compuesto se prepara en el estado térmico Gaussiano

τ̂tot =
exp
(
−βĤCL

)
Tr
[
exp
(
−βĤCL

)] (4.2)

procurando que el acoplamiento entre la batería y el baño sea lo suficientemente fuerte para
que la batería se encuentre en su estado Gibbsiano de fuerza media cargado con ergotropía
W . Como τ̂tot es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos, computacionalmente
calculamos su MC, στ̂tot , a partir de su forma normal de Williamson,

σβ =
N⊕
j=0

coth(βℏω̃j

2

)
0

0 coth
(

βℏω̃j

2

) , (4.3)

donde determinamos las frecuencias de los modos normales, {ω̃j}j≥0, por medio de la diago-
nalización simpléctia de la matriz Hamiltoniana asociada a ĤCL y luego transformamos σβ a
la base física por medio del cálculo de la matriz simpléctica SH. La MC inicial de la batería
se expresa entonces por la matriz simétrica

σω̂FM =

(
[στ̂tot ]11 0

0 [στ̂tot ]22

)
. (4.4)
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En la primera rama del ciclo se activa un protocolo de desconexión mediado por un parámetro
adimensional dependiente del tiempo, λ(t), que para cierto tiempo de desconexión, td, se
anula. λ(t) actúa solo sobre el término de interacción del modelo CL: λ(t)2m0ω

2
RQ̂

2
0/2 −

λ(t)Q̂0

∑
k gkQ̂k (con k = 1, .., N). Se consideran dos escenarios para el comportamiento de

λ(t): 1) pasar de λ(0) = 1 a λ(td) = 0 de manera instantánea (td = 0+), lo cual es conocido
como un protocolo quench instantáneo (que se detalla más abajo en el texto), y 2) pasar
de λ(0) = 1 a λ(td) = 0 con λ(t) una función continua en [0, td] y td finito. Luego de la
desconexión entre la batería y el baño, en la segunda rama del ciclo accedemos al estado
de la batería, y estando esta cargada, extraemos instantáneamente W , quedando luego la
batería en el estado pasivo Gaussiano ρ̂p

S(td) caracterizado por la MC

σρ̂p
S(td)

=
√
[σω̂FM(td)]11[σω̂FM(td)]11 − [σω̂FM(td)]

2
12

(
1

m0ω0
0

0 m0ω0

)
, (4.5)

obtenida tras la aplicación (por congruencia) de la matriz simpléctica de dimensión 2 × 2
SÛG

[ver (2.6)] sobre σω̂FM(td). Tras la extracción, en la tercera rama del ciclo, la batería
se conecta vía un protocolo quench instantáneo a un nuevo baño en su estado térmico,
τ̂B ≡ exp

(
−βĤB

)
/TrB[exp

(
−βĤB

)
], y luego esta es nuevamente cargada en la cuarta rama

del ciclo producto del encendido de la interacción, donde al sistema compuesto se lo deja
evolucionar según la evolución (3.61) alcanzando al final de proceso de carga el estado

Ω̂eq = ĺım
t→teq

exp

(
− i

ℏ
ĤCLt

)
ρ̂p

S(td)⊗ τ̂B exp

(
i

ℏ
ĤCLt

)
, (4.6)

siendo el estado reducido de la batería TrB[Ω̂eq] = ω̂FM, el cual está caracterizado por la
MC σω̂FM . Al estado final del sistema compuesto en el proceso de carga, Ω̂eq, lo etiquetamos
con la etiqueta “eq” para hacer incapié en que en el caso discreto el estado cargado de
la batería, TrB[Ω̂eq] (con el que se cierra el ciclo), no es un estado estacionario, pero que
en la medida que nos aproximamos al límite termodinámico TrB[Ω̂eq] → ρ̂S(+∞) con MC
σS(+∞) [ver (3.63)], pues el tiempo de las recurrencias de Poincaré tiende a infinito. Como
condición inicial del proceso de carga tomamos el estado descorrelacionado entre el estado
pasivo de la batería y el estado térmico del baño, pues se considera la situación ideal en que
la interacción es encendida de manera instantánea, es decir, el estado del sistema compuesto
permanece “congelado” debido a que la evolución para el proceso de conexión es igual al
operador identidad, pero a los Hamiltonianos libres de la batería y el baño se les suma el
término de interacción. A este tipo de protocolo se le llama protocolo quench instantáneo
[100, 99, 101, 12, 102]:

ρ̂S ⊗ ρ̂B −→︸︷︷︸
quench

ρ̂S ⊗ ρ̂B

y

ĤS + ĤB −→︸︷︷︸
quench

ĤS + ĤB + ĤI.

(4.7)

Para describir el comportamiento del baño se escoge la muestra Lorentziana o la muestra
homogénea de frecuencias (o ambas) dependiendo de la elección de los demás parámetros del
Hamiltoniano que determinan la ocurrencia de las recurrencias de Poincaré en el proceso de
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carga. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude en la generación de los acoplamientos
gk’s. Es importante hacer notar que en el caso discreto (lejos del límite termodinámico) la
elección de los parámetros de la batería y el baño incide en la posibilidad de cerrar el ciclo
de la batería, es decir, que se cumpla la igualdad TrB[Ω̂eq] = ω̂FM. En especial observamos
que para valores donde ω0 → 0 (límite de partícula libre) el estado TrB[Ω̂eq] no converge al
estado de fuerza media.

4.1. Ciclo con protocolos de conexión y desconexión tipo
quench

Preparado inicialmente el estado (4.2), se aplica el protocolo quench instantáneo para la
desconexión batería-baño. El estado de la batería luego del quench es ω̂FM con MC σω̂FM .
Para el proceso de conexión, como ya mencionamos, también se aplica un protocolo quench.
A continuación se detallan la energética del ciclo y su desempeño.

4.1.1. Ergotropía

En este caso, la ergotropía (Gaussiana) [ver (2.5)] del estado cargado de la batería se
expresa por

Wquench =
1

4

(
m0ω

2
0[σω̂FM ]11 +

[σω̂FM ]22
m0

)
− ω0

2

√
[σω̂FM ]11[σω̂FM ]22, (4.8)

donde ω0/2 es el único autovalor simpléctico de la matriz Hamiltoniana

HS =

(
m0ω2

0

2
0

0 1
2m0

)
(4.9)

asociada al Hamiltoniano ĤS de la batería libre y
√
[σω̂FM ]11[σω̂FM ]22 es el único autovalor

simpléctico de la MC σω̂FM [ver (4.4)]. La matriz simpléctica SÛG
[ver (2.6)], asociada al

operador unitario que extrae la ergotropía desde la batería, es

SÛG
=

(
0 −1
1 0

)(√
m0ω0 0
0 1/

√
m0ω0

) ([σω̂FM ]11)1/2

([σω̂FM ]11[σω̂FM ]22)1/4
0

0
([σω̂FM ]22)1/2

([σω̂FM ]11[σω̂FM ]22)1/4

( 0 1
−1 0

)

=

( [σω̂FM ]22

m0ω0

)1/2
1

([σω̂FM ]11[σω̂FM ]22)1/4
0

0
(m0ω0[σω̂FM ]11)1/2

([σω̂FM ]11[σω̂FM ]22)1/4

 .

(4.10)

En la Figura 4.1 se grafica el comportamiento de Wquench en función de: (a) la tasa de
disipación (o fuerza del acoplamiento) γ; (b) la frecuencia de corte ωD; (c) la temperatura β−1
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.1: Ergotropía para los casos continuo y discretos en función de: (a) la fuerza del
acoplamiento, (b) la frecuencia de corte, (c) la temperatura y (d) la frecuencia libre del
oscilador central. Para los tres casos se escoge m0 = 1, la regularización de Lorentz-Drude y
unidades tales que ℏ = kB = 1. Para ambos casos discretos se escoge mk = 1 ∀k y N = 150,
pero, en particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge
a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN−ωN−1) y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias
se escoge ωmáx = 70. Para los tres casos se escogen los siguientes parámetros : (a) ω0 = 2,
β−1 =0.1 y ωD = 4; (b) ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1; (c) ω0 = 2, γ = 1 y ωD = 4 y (d) γ = 1,
β−1 =0.1 y ωD = 4.

y (d) la frecuencia libre de la batería ω0. En los casos discretos; donde tomamos una muestra
Lorentziana y una muestra homégenea de frecuencias para modelar al baño y al estado térmico
inicial τ̂tot, en primer lugar, se desprende que la ergotropía de la batería aumenta en la medida
que aumentan los acoplamientos gk’s (determinados por γ) entre la batería y los osciladores
del baño, dicho de otra menera, mientras el régimen de acoplamiento sea fuerte, la batería
inicialmente estará cargada y su carga aumentará con el aumento de γ. En segundo lugar,
mientras el comportamiento del baño tienda a ser puramente óhmico (ωD → +∞), la carga
inicial de la batería será mayor. Finalmente, el estado de la batería tendrá menos ergotropía
si se tiende a un límite clásico con el aumento de la temperatura (β → 0) o la escala temporal
definida por ω0 tiende a ser mucho menor que la escala temporal definida por γ (régimen
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de acoplamiento débil). Debido a que los gk’s dependen explícitamente de los parámetros
γ y ωD, se observa una discrepancia entre las ergotropías de los casos continuo y discretos
que aumenta en la medida que aumentan γ y ωD, esto se explica porque las aproximaciones
usadas para generar las constantes de acoplamiento son válidas cuando: 1) las diferencias
entre frecuencias entorno al pico de la densidad espectral con regularización de Lorentz-
Drude son pequeñas y 2) en el comportamiento asintótico (cola) de la densidad espectral,
JLD(ωk) acepta como buena aproximación una expansión en serie a primer orden; ambas
condiciones se pierden con el aumento de γ y ωD a N fijo. Recordar que cuando ωD → +∞,
JLD(ω) tiende a una densidad expectral estrictamente lineal. El caso discreto con muestra
Lorentziana se ajusta mejor que el caso discreto con muestra homénea a los resultados del
caso continuo. En el caso continuo, al igual que en los casos discretos, la ergotropía presenta
un crecimiento monótono en función de γ y ωD y un decrecimiento monótono (convergente a
cero) en función de β−1 y ω0. En los tres casos la ergotropía es nula cuando la interacción es
nula, lo cual ocurre cuando γ = 0 o cuando ωD = 0 [ver (3.51)].

4.1.2. Trabajos

4.1.2.1. Trabajo de desconexión

(a) (b)

Figura 4.2: Trabajo de desconexión para los casos continuo y discretos en función de: (a) la
fuerza del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge m0 = 1,
la regularización de Lorentz-Drude, unidades tales que ℏ = kB = 1, en el panel (a): ω0 = 2,
β−1 =0.1 y ωD = 4, y en el panel (b): ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1. Para ambos casos discretos
se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge ωmáx = 70. Para todos los casos se escogen
los siguientes parámetros : (a) ω0 = 2, β−1 =0.1 y ωD = 4 y (b) ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1.
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El trabajo de desconexión en el quench se expresa por [ver (2.16)]

W quench
d = −Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 − Q̂0

N∑
k=1

gkQ̂k

)
τ̂tot

]

=
m0

2

(
ω2
0 +

ω2
R

2

)
[σ ˆωFM ]11 −

[σ ˆωFM ]22
2m0

,

(4.11)

donde para obtener la segunda igualdad se hace uso de [ÛCL(t), τ̂tot] = 0 [ver (3.62)], la
propiedad cíclica de la traza y las ecuaciones de Heisenberg (3.16) y (3.17), pues se tiene que

Tr

[
Q̂0(0)

∑
k

gkQ̂k(0)τ̂tot

]
= Tr

[
Q̂0(t)

∑
k

gkQ̂k(t)τ̂tot

]

= Tr

[
Q̂0(t)m0

(
d2Q̂(t)

dt2
+ [ω2

0 + ω2
R]Q̂0(t)

)
τ̂tot

]

= Tr

[
Q̂0(t)

dP̂0(t)

dt
τ̂tot

]
+m0

(
ω2
0 + ω2

R

)
Tr
[
Q̂2

0(0)τ̂tot

]
=
m0

2

(
ω2
0 + ω2

R

)
[σω̂FM ]11 −

[σω̂FM ]22
2m0

;

(4.12)

con Q̂0(0) ≡ Q̂0, Q̂k(0) ≡ Q̂k,

Tr
[
d

dt

(
Q̂0(t)P̂0(t)

)
τ̂tot

]
=

d

dt
Tr
[
Q̂0(0)P̂0(0)τ̂tot

]
= 0

y

Tr
[
d

dt

(
Q̂0(t)P̂0(t)

)
τ̂tot

]
=

1

m0

Tr
[
P̂ 2
0 (t)τ̂tot

]
+ Tr

[
Q̂0(t)

dP̂0(t)

dt
τ̂tot

]

=
1

m0

Tr
[
P̂ 2
0 (0)τ̂tot

]
+ Tr

[
Q̂0(t)

dP̂0(t)

dt
τ̂tot

]

=
[σω̂FM ]22
2m0

+ Tr

[
Q̂0(t)

dP̂0(t)

dt
τ̂tot

]
.

La expresión (4.11) para el trabajo W quench
d es independiente de la cantidad de osciladores

del baño.

De la Figura 4.2; donde se consideran los casos continuo y discretos (Lorentziano y ho-
mogéneo), se desprende que W quench

d aumenta cuando aumenta el acoplamiento y cuando el
comportamiento del baño tiende a ser estrictamente óhmico. Para valores de γ y ωD nulos, el
trabajo de desconexión también es nulo, debido a que en ambos casos no existe interacción
entre el oscilador central y el baño. En función de γ, W quench

d se comporta como una función
estrictamente creciente. Entorno al régimen de acoplamiento débil existe concordancia mayor
entre el caso continuo y el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias que entre el
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caso continuo y el caso discreto con muestra homgénea, no obstante, ambos casos discretos
discrepan cada vez más del continuo cuando el acoplamiento es cada vez mayor. En función
de ωD, W quench

d en los tres casos presenta un mínimo negativo en ωD = ω∗
D, un cambio de

signo cercano a ωD = ω0 y luego un crecimiento estricto desde donde la diferencia entre los
casos discretos y continuo se acrecienta en la medida que aumenta el valor de la frecuencia de
corte. El cambio de signo para W quench

d indica que para valores de ωD menores a la frecuencia
libre del oscilador, el proceso de desconexión conlleva extracción de trabajo con un trabajo
máximo a extraer (mínimo de la curva), y para valores de ωD donde W quench

d > 0 el proceso
de desconexión conlleva hacer trabajo sobre el sistema compuesto, implicando un costo en
energía para llevar a cabo el proceso.

4.1.2.2. Trabajo de conexión

(a) (b)

Figura 4.3: Trabajo de conexión para los casos continuo y discretos en función de: (a) la
fuerza del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge m0 = 1,
la regularización de Lorentz-Drude, unidades tales que ℏ = kB = 1, en el panel (a): ω0 = 2,
β−1 =0.1 y ωD = 4, y en el panel (b): ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1. Para ambos casos discretos
se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge ωmáx = 70. Para todos los casos se escogen
los siguientes parámetros : (a) ω0 = 2, β−1 =0.1 y ωD = 4 y (b) ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1.

Para el protocolo de conexión, el costo en trabajo del quench –en principio– se expresa solo
en términos del Hamiltoniano de interacción y el estado producto entre el estado descargado
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de la batería y el estado térmico del baño [ver (2.16)], es decir,

W quench
c = Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 − Q̂0

N∑
k=1

gkQ̂k

)
ρ̂p

S ⊗ τ̂B

]

=
m0ω

2
R

2
TrS

[
Q̂2

0ρ̂
p
S

]
× TrBτ̂B

− TrS

[
Q̂0ρ̂

p
S

]
×
∑
k

gkTrB

[
Q̂kτ̂B

]
=
m0ω

2
R

4
[σρ̂p

S
]11

=
ω2

R

4ω0

√
[σω̂FM ]11[σω̂FM ]22;

(4.13)

pues

TrBτ̂B = 1,

TrB

[
Q̂kτ̂B

]
= 0 ∀k

y

σρ̂p
S
= SÛG

σω̂FMS
T
ÛG

=
√
[σω̂FM ]11[σω̂FM ]22

(
1

m0ω0
0

0 m0ω0

)

es la MC del estado pasivo de la batería obtenida tras aplicar por congruencia la matriz
SÛG

[ver (4.10)] sobre σω̂FM . Vale la pena mencionar que en el límite termodinámico (o
caso continuo), los términos diagonales de la MC σω̂FM en la ergotropía (4.8), el trabajo de
desconexión (4.11) y el trabajo de conexión (4.13) pueden ser reemplazados por los términos
diagonales de la MC σS(+∞) y así obtener los resultados reportados en Hovhannisyan et al.
[12], cuyas deducciones son particulares del límite termodinámico y del estado estacionario
ρ̂S(+∞).

De la Figura 4.3 se desprende para los casos continuo y discretos que W quench
c presenta un

crecimiento estricto tanto en función de γ como en función de ωD. W quench
c ≥ 0 cuando γ ≥ 0

y ωD ≥ 0, entonces, siempre será necesario hacer trabajo sobre el sistema compuesto para
restaurar la interacción entre el oscilador central que se halla en un estado pasivo y el nuevo
baño que se halla en su estado térmico. A interacción nula, que son los casos γ = ωD = 0, el
trabajo de conexión es consecuentemente nulo. La concordancia de W quench

c entre los casos
continuo y discretos persiste para un amplio rango de valores tanto de γ como de ωD, sin
embargo, el caso con muestra Lorentziana de frecuencias se ajusta mejor a los resultados del
límite termodinámico.
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4.1.2.3. Trabajo disipado

El trabajo disipado [ver (2.18)] se expresa por

W quench
dis = W quench

d +W quench
c −Wquench

=
1

4

[
m0

(
ω2
0 + ω2

R

)
[σω̂FM ]11 −

3

m0

[σω̂FM ]22 +
1

ω0

(
ω2

R − 2ω2
0

)√
[σω̂FM ]11[σω̂FM ]22

]
.

(4.14)

De la figura 4.4 para los casos continuo y discretos se desprende que W quench
dis presenta un

crecimiento estricto en función de γ y también de ωD. W quench
dis ≥ 0 cuando γ ≥ 0 y ωD ≥ 0.

En el caso de acoplamiento nulo, el ciclo no disipa energía, pero como ya fue mencionado,
tampoco es posible extraer energía desde la batería.

(a) (b)

Figura 4.4: Trabajo disipado para los casos continuo y discretos en función de: (a) la fuerza
del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge m0 = 1, la
regularización de Lorentz-Drude, unidades tales que ℏ = kB = 1, en el panel (a): ω0 = 2,
β−1 =0.1 y ωD = 4, y en el panel (b): ω0 = 2, β−1 =0.1 y γ = 1. Para ambos casos discretos
se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge ωmáx = 70.

4.1.3. Eficiencia

Directamente de la definición de eficiencia escrita en el Capítulo 2 [ver (2.27)] se tiene
que la eficiencia del ciclo es

ηquench =
Wquench

W quench
d +W quench

c

. (4.15)
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De la Figura 4.5 (a) se desprende que la eficiencia en función de γ presenta un máximo en
los tres casos, discretos y continuo. A grandes rasgos, el comportamiento de W quench

d +W quench
c

es creciente, monótono y concavo. Por otra parte, el comportamiento de Wquench fuera del
entorno de Wquench = 0 es creciente, monótono y convexo [Figura 4.1 (a)]. De la Figura 4.5
(b) se desprende que en la medida que aumenta la temperatura, el valor del máximo de la
eficiencia disminuye.

(a) (b)

Figura 4.5: Eficiencia en función de γ: (a) efiencia para los casos continuo y discretos donde se
escoge m0 = 1, ω0 = 2, β−1 =0.1, la regularización de Lorentz-Drude con ωD = 4 y unidades
tales que ℏ = kB = 1. Para ambos casos discretos se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en
particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y
∆N =7.72(ωN−ωN−1), y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge
ωmáx = 70. En el gráfico interior se muestra sin mayor detalle el comportamiento de W quench

d +
W quench

c y Wquench para los parámetros ya indicados. (b) Eficiencia para los casos discretos
con distintos valores de la temperatura. Curvas sólidas corresponden a muestra Lorentziana
de frecuencias y curvas segmentadas corresponde a muestra homogénea de frecuencias. Para
ambos casos se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con
muestra Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y para el caso
discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge ωmáx = 70. Se escoge ω0 = 2, ωD = 4
y unidades tales que ℏ = kB = 1.

De la Figura 4.6 (a) se desprende que la efiencia en función de ωD presenta un máximo
en ωD = ω∗

D en el caso continuo y el caso muestra Lorentziana, valor donde también W quench
d

alcanza su mínimo [ver Figura 4.2 (b)]. Al igual que la Figura 4.5 (a), a grandes rasgos, el
comportamiento de W quench

d +W quench
c es creciente, monótono y concavo, y el comportamiento

de Wquench es creciente, monótono y convexo. De la Figura 4.6 (b) se desprende que en la
medida que aumenta el acoplamiento, el valor del máximo de la eficiencia aumenta y sufre
un corrimiento hacia frecuencias de corte menores.
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(a) (b)

Figura 4.6: Eficiencia en función de ωD: (a) efiencia para los casos continuo y discretos. Para
los tres casos se toma m0 = 1, la regularización de Lorentz-Drude, ω0 = 2, β−1 =0.1, γ = 1 y
unidades tales que ℏ = kB = 1. Para ambos casos discretos se escoge mk = 1 ∀k y N = 150,
pero, en particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge
a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN−ωN−1), y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias
se escoge ωmáx = 70. En el gráfico interior se muestra sin mayor detalle el comportamiento
de W quench

d +W quench
c y Wquench para los parámetros ya indicados. (b) Eficiencia para casos

discretos con distintos valores de γ. Curvas sólidas corresponden a muestra Lorentziana de
frecuencias y curvas segmentadas corresponde a muestra homogénea de frecuencias. Para
ambos casos se escoge mk = 1 ∀k y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con
muestra Lorentziana de frecuencias se escoge a0 = 1 y ∆N =7.72(ωN − ωN−1), y para el
caso discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge ωmáx = 70. Se escoge ω0 = 2,
β−1 =0.1 y unidades tales que ℏ = kB = 1.

4.1.4. Proceso de carga y producción de entropía

Cuando se trabaja con un baño finito se debe tener en cuenta que es necesario escoger
valores para los parámetros y en especial una muestra de frecuencias del baño con los cuales
al final del proceso de carga se pueda reconocer y extraer la información del estado reducido
cargado de la batería, el cual ocurre siempre y cuando el tiempo de equilibración, teq, es
menor al tiempo de las recurrencias de Poincaré desde donde la batería tenderá a retornar
a su estado inicial. El estado que llamamos de equilibrio es reconocible por la presencia de
un comportamiento constante [ver Figuras 3.3, 3.5, 3.6 o 3.7, por ejemplo] que antecede al
comportamiento recurrente de las entradas de la MC del estado de la batería en función del
tiempo.

En la Figura 4.7 se comparan las entradas de la MC del estado de equilibrio con las
entradas de la MC del estado Gibbsiano de fuerza media en el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias y en el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias. Se
fijan tres de los parámetros ω0, ωD, γ y β−1, y para el parámetro libre se escogen ciertos valores
para los cuales se implementa la evolución simpléctica y luego se extrae la MC del estado de
equilibrio a un tiempo en que se observa la dinámica constante. Según los resultados numéricos
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obtenidos se observa que TrB[Ω̂eq] ≈ ω̂FM aún cuando no se está en el límite termodinámico,
cumpliéndose así numéricamente la condición de proceso cíclico para la batería.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Comparación de las entradas de la MC asociada al estado de equilibrio de la batería
tras el proceso de carga con la MC del estado Gibbsiano de fuerza media para los casos discretos
con muestra Lorentziana y muestra homogénea de frecuencias. Los marcadores de color amarillo
corresponde a la MC del estado de equilibrio y los marcadores verdes corresponden a la MC del estado
de fuerza media. Los marcadores con forma circular están generados con la muestra Lorentziana de
frecuencias y los marcadores con forma de estrella están generados con la muestra homogénea de
frecuencias. En el panel (a) se deja como parámetro libre a γ; en el panel (b) se deja como parámetro
libre a ωD; en el panel (c) se deja como parámetro libre a β−1 y en el panel (d) se deja como parámetro
libre a ω0. En los casos en que se fijan tres de los cuatro parámetros se escoge γ = 1, ωD = 4, β−1 =0.1
y ω0 = 2. Para ambos casos se escoge N = 150, la regularización de Lorentz-Drude y mk = m0 = 1
∀k. Para la muestra homogénea se escoge ωmáx = 70 y para la muestra Lorentziana se escoge a0 = 1
y ∆N =7.72(ωN − ωN−1). Los datos escogidos tinen unidades tales que ℏ = kB = 1.

Independientemente del número de osciladores del baño, la traza del término de interac-
ción del modelo CL con respecto al estado del sistema compuesto a un instante t del proceso
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de carga, Ω̂tot(t) = ÛCL(t)ρ̂
p
S ⊗ τ̂BÛ

†
CL(t) [ver evolución (3.61)], es

Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0(0)− Q̂0(0)
N∑
k=1

gkQ̂k(0)

)
Ω̂tot(t)

]
= −m0

(
ω2
0 +

ω2
R

2

)
Tr
[
Q̂2

0(0)Ω̂tot(t)
]

+
1

m0

Tr
[
P̂ 2
0 (0)Ω̂tot(t)

]
− d

dt
Tr
[
Q̂0(0)P̂0(0)Ω̂tot(t)

]
; (4.16)

resultado que se obtiene de manera similar al cálculo hecho para W quench
d (4.11), es decir,

donde se utilizan las ecuaciones de Heisenberg (3.15) y (3.17), la propiedad cíclica de la traza
y la regla del producto para derivadas:

d

dt

[
Q̂0(t)

dQ̂0(t)

dt

]
=

(
dQ̂0(t)

dt

)2

+ Q̂0(t)
d2Q̂0(t)

dt2
.

El resultado (4.16) es válido ∀t y depende solamente de los operadores de la batería. Luego,
en el caso discreto, conforme a lo observado para la MC del estado TrBΩ̂eq donde se cumple
que TrBΩ̂eq ≈ ω̂FM, el tercer término en el lado derecho de (4.16) se anula cuando t = teq, y
entonces en buena aproximación númerica concluimos que

Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0(0)− Q̂0(0)
N∑
k=1

gkQ̂k(0)

)
Ω̂eq

]
≈ Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0(0)− Q̂0(0)
N∑
k=1

gkQ̂k(0)

)
τ̂tot

]
,

(4.17)
donde el lado derecho se puede expresar como −W quench

d [ver (4.11)], lo cual depende solo de
cantidades asociadas al estado de fuerza media. En la Figura 4.8 se grafica el comportamiento
en el tiempo (proceso de carga) de la expresión (4.16), el cual converge al término del lado
derecho de la igualdad numérica (4.17) cuando se alcanza el estado de equilibrio. Ocupando
el resultado (4.17), se puede demostrar que

W quench
dis = Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 − Q̂0

∑
k

gkQ̂k

)
ρ̂p

S ⊗ τ̂B

]

− Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 − Q̂0

∑
k

gkQ̂k

)
τ̂tot

]
+ TrS

[
ĤSρ̂

p
S

]
− TrS

[
ĤSω̂FM

]
≈ Tr

[
ĤCLρ̂

p
S ⊗ τ̂B

]
− Tr

[
ĤBρ̂

p
S ⊗ τ̂B

]
− Tr

[
ĤCLΩ̂eq

]
+ Tr

[
ĤBΩ̂eq

]
= Tr

[
ĤBΩ̂eq

]
− Tr

[
ĤBρ̂

p
S ⊗ τ̂B

]
,

(4.18)

es decir, que en buena aproximación numérica, el trabajo disipado es igual al cambio del valor
esperado del Hamiltoniano libre del baño,

ĤB =
N∑
k=1

(
P̂ 2
k

2mk

+
mkω

2
k

2
Q̂2

k

)
,

64



(a) (b)

Figura 4.8: Evolución simpléctica del término del lado izquierdo de la expresión (4.16). V
es la matriz Hamiltoniana asociada al Hamiltoniano de interacción del modelo CL y σCL(t)
es la MC del sistema compuesto a tiempo t en el proceso de carga [ver (3.94)]. En ambos
paneles se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias, N = 150, ω0 = 2, ωc = 4, β = 10,
m0 = mk = 1 ∀k, a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge
la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s. En el panel (a) se escoge
γ = 1 y la línea de referencia roja corresponde al término del lado derecho de la igualdad
numérica (4.17). En el panel (b) se escoge γ = 2 y la línea de referencia verde corresponde
al término del lado derecho de la igualdad numérica (4.17). Las líneas de referencia (roja y
verde) fueron calculadas a partir de la MC del estado τ̂tot, στ̂tot , que fue generada con los
parámetros ya mencionados para cada panel. La condición inicial para ambos paneles es la
MC asociada al estado ρ̂p

S ⊗ τ̂B, donde ρ̂p
S depende del valor de γ respectivo.

con respecto a los estados reducidos del baño final e inicial del proceso de carga. En los
límites termodinámico y t→ +∞ las expresiones (4.17) y (4.18) son exactas. El lado derecho
de la última igualdad en la expresión (4.18) se puede trabajar algebraicamente a partir de la
identidad

ĤB = −β−1 ln τ̂B − β−1 ln
[
TrB[exp

(
−βĤB

)
]
]

(4.19)

y concluir que
W quench

dis

T
≈ ∆Scarga

B +D
(
TrSΩ̂eq||τ̂B

)
, (4.20)

donde
∆Scarga

B = S
(
TrSΩ̂eq

)
− S (τ̂B) (4.21)

es el cambio de entropía de von Neumann de los estados (final e inicial) del baño en el proceso
de carga y

D
(
TrSΩ̂eq||τ̂B

)
= TrB

[
TrSΩ̂eq

(
lnTrSΩ̂eq − ln τ̂B

)]
(4.22)

es la entropía relativa entre el estado final y el estado inicial del baño en el proceso de carga.
El cambio de la entropía de von Neumann de los estados (final e inicial) de la batería en el
proceso de carga es nulo debido a que el estado pasivo (inicial) de la batería es el resultado
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de la transformación unitaría de extracción de la ergotropía desde su estado cargado (final),
entonces el lado derecho de la igualdad (4.20) es equivalente a la fórmula para la producción de
entropía, ΣELB, que se reporta en Esposito et al. [63], quienes establecen que la producción de
entropía en un proceso con condición inicial de estado producto entre el estado de un sistema
y el estado térmico de un baño, que en conjunto evolucionan unitariamente por medio de un
Hamiltoniano independiente del tiempo, se expresa por

ΣELB = ∆SS +∆SB +D (ρ̂B(t)||τ̂B) , (4.23)

con ∆SS y ∆SB los cambios de entropía de von Neumann del sistema y del baño en el proceso,
respectivamente, y ρ̂B(t) el estado reducido del baño a tiempo t de la evolución. El término
∆SS+∆SB es una forma particular que adopta un término más general llamado información
mutua, IS∪B(S : B), el cual es no negativo y para cualquier sistema bipartito S ∪B se define
por [63, 103]

IS∪B(S : B) ≡ D (ρ̂S∪B||ρ̂S ⊗ ρ̂B)

= S(ρ̂S) + S(ρ̂B)− S(ρ̂S∪B).
(4.24)

IS∪B(S : B) representa una medida de las correlaciones totales, clásicas y genuinamente
cuánticas, entre el sistema S y el sistema B [104, 105]. Según la expresiones para la producción
de entropía (4.23) y el trabajo disipado (4.20), concluimos que la producción de entropía del
proceso de carga, Σquench

carga , satisface la igualdad numérica –exacta en el límite termodinámico–

Σquench
carga ≈ W quench

dis

T
. (4.25)

Por la no negatividad de la entropía relativa y de la información mutua se cumple que
Σquench

carga ≥ 0 [63]. Solo en el proceso de carga existe producción de entropía, en los procesos
de conexión y desconexión no lo hay dado que se implementaron con un protocolo quench
intantatáneo que conserva el estado del sistema compuesto, por lo tanto se identifica a Σquench

carga
como la producción de entropía del ciclo, Σ(td, tc) = Wdis(td, tc)/T ≥ 0 (con td = tc = 0),
mencionada en el Capítulo 2 [ver (2.25)]. En sistemas clásicos/macroscópicos (cl), donde la
energía de interacción entre un sistema y un baño térmico es despreciada, es usual enunciar
la segunda ley de la termodinámica en términos de la producción de entropía en el proceso,
Σcl, el cambio de entropía del sistema, ∆Scl, y un término asociado al calor, Qcl, compartido
entre el sistema y el baño:

Σcl = ∆Scl − Qcl

T
≥ 0. (4.26)

El calor corresponde al flujo de energía que entra al sistema producto del cambio de energía
del baño, el cual se asume que posee una capacidad calórica infinita. Ahora, tomando en
cuenta el caso clásico, reescribimos la expresión (4.25) como

Σquench
carga = −Q

quench

T
, (4.27)

donde al término Qquench lo llamaremos calor y lo definimos como

Qquench ≡ −
(
TrB

[
ĤBTrSΩ̂eq

]
− TrB

[
ĤBτ̂B

])
=

1

2
Tr [HBστ̂B ]−

1

2
Tr
[
HBσρ̂eq

B

]
≈ −W quench

dis

≤ 0,

(4.28)
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donde HB es la matriz Hamiltoniana asociada al Hamiltoniano libre del baño ĤB, στ̂B es la
MC del estado térmico del baño τ̂B y σρ̂eq

B
es la MC del estado reducido del baño ρ̂eq

B ≡ TrSΩ̂eq.

En la Figura 4.9 se comparan el calor del proceso de carga y el término −W quench
dis en

función de los parámetros γ, ωD, β−1 y ω0. Con respecto a los parámetros γ y ωD, la primera
mitad de los valores escogidos provienen de la evolución simpléctica generada con una muestra
Lorentziana de frecuencias y la segunda mitad con una muestra homogénea de frecuencias;
esto se hace para poder extraer la MC del estado reducido del baño al final del proceso de
carga, TrSΩ̂eq. Con respecto a los parámetros β−1 y ω0 los datos se generan tanto con una
muestra Lorentziana de frecuencias como con una muestra homogénea de frecuencias en todos
los valores escogidos para β−1 y ω0 con los que se implementa la evolución simpléctica. En
todos los casos se confirma la validez numérica del resultado (4.18), que Qquench ≤ 0 y que
entonces Σ(td = 0, tc = 0) = Σquench

carga ≥ 0. Es importante mencionar que como numéricamente

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: Comparación entre Qquench y −W quench
dis con respecto a γ, ωD, β−1 y ω0 en unidades tales

que ℏ = kB = 1. En cada panel se escogen los mismos parámetros y condiciones que las escogidas
para los paneles (a), (b), (c) y (d) de la Figura 4.7, respectivamente.

se cumple que 0 ≤ TΣquench
carga = W quench

dis y dado que la ergotropía es por construcción una
cantidad positiva, entonces se obtiene que 0 ≤ TΣquench

carga ≤ W quench
d +W quench

c y por lo tanto
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la eficiencia del ciclo [ver (4.15)] está acotada por 1, pues

ηquench =
W quench

c +W quench
d −W quench

dis

W quench
c +W quench

d

≈ 1−
TΣquench

carga

W quench
c +W quench

d

≤ 1.

(4.29)

Esta última desigualdad es exacta en el límite termodinámico y es concordante con la cota
para la eficiencia [ver (2.28)] obtenida en el Capítulo 2.

4.2. Ciclos con protocolos de desconexión dependientes
del tiempo y protocolo de conexión tipo quench

Para estos ciclos de carga y descarga de la batería se implementa la segunda metodología
del protocolo de desconexión comentada al inicio del capítulo. Se ocupan dos opciones de
parámetros adimensionales dependientes del tiempo, λ(t), para modular la desconexión y
lograr la desconexión total entre la batería y el baño a un tiempo td. λ(0) = 1, λ(td) = 0 y
por cada tiempo de duración de la desconexión td se tendrá un ciclo distinto. Los parámetros
adimensionales son

λ1(t) = 1− t

td
y λ2(t) =

1

8t/td + 1

(
1− t

td

)6

[ver Figura 4.10]. (4.30)

El proceso de desconexión corresponde a un proceso unitario representado por el operador

(a) (b)

Figura 4.10: Parámetros adimensionales que modulan el proceso de desconexión en función del
tiempo. En el panel (a) se muestra el comportamiento de λ1(t) y en el panel (b) se muestra el com-
portamiento de λ2(t). Se escogen cinco tiempos de desconexión, td, diferentes para cada parámetro.

de evolución temporal

Ûd(t) = T exp

(
− i

ℏ

∫ t

0

dt′ĤCL(t
′)

)
(con t ∈ [0, td]), (4.31)
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el cual está generado por el Hamiltoniano dependiente del tiempo

ĤCL(t) =
P̂ 2
0

2m0

+
m0ω

2
0

2
Q̂2

0 + λ(t)2
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 +
N∑
k=1

(
P̂ 2
k

2mk

+
mkω

2
k

2
Q̂2

k

)
− λ(t)Q̂0

N∑
k=1

gkQ̂k.

(4.32)
La condición inicial escogida para los ciclos es τ̂tot = exp

(
−βĤCL(0)

)
/Tr[exp

(
−βĤCL(0)

)
]

(con ĤCL(0) = ĤCL), es decir, es la misma que en la sección anterior. Se escoge un baño
finito y la evolución del protocolo de desconexión se implementa numéricamente por medio
de la evolución simpléctica

Sd(t) = T exp

(∫ t

0

dt′2ΩHCL(t
′)

)
(4.33)

asociada al operador (4.31) y que está generada por la matriz Hamiltoniana dependiente del
tiempo, HCL(t), asociada al Hamiltoniano (4.32). Luego de aplicado el proceso de desconexión
la batería queda en el estado ρ̂S(td) ≡ TrB[Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)] con MC σρ̂S(td), el cual puede o

no poseer carga, y al final del proceso de extracción de la ergotropía la batería queda en
su estado pasivo que depende del parámetro temporal td y está caracterizado por la MC
σρ̂p

S(td)
(4.5). En las Figuras 4.11 y 4.12 se muestran respectivamente el valor promedio de la

energía y la entropía de von Neumann de la batería al final de los procesos de desconexión en
función de los tiempos td’s; se desprende que en los protocolos de desconexión con tiempos de
duración mayores a cierto tiempo t∗d, la energía y la entropía de la batería al final del proceso
serán la de su estado Gibbsiano pasivo ρ̂tco

S ≡ exp
(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
]. En efecto, se

concluye que el estado de la batería en td ≥ t∗d es ρ̂tco
S , lo cual también se justifica en que

el proceso de desconexión es un proceso disipativo donde la batería se acopla débilmente al
baño cuando la evolución tiende a la desconexión total. En particular, dado el valor de la
temperatura escogida (β = 10 con kB = 1), vemos que ρ̂tco

S ≈ |0⟩⟨0| (estado basal). En el
Apéndice C se detalla cómo implementamos la evolución de desconexión y se muestra que en
los procesos de desconexión con tiempos de duración mayores a un t∗d la MC de la batería al
final de la desconexión es la MC del estado ρ̂tco

S . Se destaca que en el tratamiento numérico
de estos ciclos solo se abordó el caso discreto con una muestra Lorentziana de frecuencias del
baño y los acoplamientos generados con la regularización de Lorentz-Drude. En esta sección
se eligen distintos valores de γ tales que inicialmente la batería se encuentra cargada, pero los
parámetros ωD, β−1 y ω0 se fijan en los valores indicados en las descripciones de las figuras.
A continuación se detallan las expresiones para el cálculo de las cantidades asociadas a las
energéticas de los ciclos y sus desempeños, y también se reportan los resultados numéricos
obtenidos.

4.2.1. Ergotropía, W(td)

Para cada td la ergotropía de la batería se expresa por

W(td) = TrS

[
ĤSρ̂S(ts)

]
− TrS

[
ĤSρ̂

p
S(td)

]
=

1

2
Tr[HSσρ̂S(td)]−

1

2
Tr[HSσρ̂p

S(td)
].

(4.34)
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(a) (b)

(c)

Figura 4.11: Energía de la batería en función de td para distintos valores de γ. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con
λ1(t) [ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1
∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

De la Figura 4.13 se desprende que para ambos protocolos de desconexión, λ1 y λ2, la
ergotropía de la batería al final de la desconexión decrece monótonamente en la medida que
la duración de la desconexión es mayor. En ambos protocolos existe un tiempo de duración
de la desconexión para el cual la ergotropía es nula y para duraciones mayores a este tiempo
la ergotropía permanece nula. En la desconexión con protocolo λ2(t) la batería permanece
cargada al final de la desconexión en protocolos más duraderos en comparación con la desco-
nexión con λ1, pero en la medida que aumenta γ, los td’s para los cuales la batería permanece
con carga al final de la desconexión disminuyen. Finalmente, si se requiere contar con más
ergotropía al final de la desconexión, es conveniente que la desconexión sea lo más cercana
a un quench instantáneo (con td = 0), es decir, conviene implementar el ciclo de la sección
anterior.
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Figura 4.12: Entropía de la batería en función de td para distintos valores de γ. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con
λ1(t) [ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1
∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

4.2.2. Trabajo de desconexión, Wd(td)

Para cada td el costo del proceso de desconexión se expresa por

Wd(td) = Tr
[
(ĤS + ĤB)Ω̂tot(td)

]
− Tr

[
ĤCLτ̂tot

]
=

1

2
Tr
[
(HS ⊕HB)σΩ̂tot(td)

]
− 1

2
Tr [HCLστ̂tot ] ;

(4.35)

donde στ̂tot es la MC del estado τ̂tot y σΩ̂tot(td)
≡ Sd(td)στ̂totSd(td)

T es la MC del estado
Ω̂tot(td) ≡ Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td). De la Figura 4.14 se desprende que para ambos protocolos de

desconexión Wd(td) decrece monótonamente, más aún, Wd(td) presenta un cambio de signo,
siendo positivo para protocolos de muy corta duración y negativo para protocolos de duración
mayor. Que Wd(td) sea negativo implica que el agente que genera la desconexión extrae
energía del sistema compuesto para que el proceso se lleve a cabo. En la medida que td
aumenta, Wd(td) presenta un comportamiento asintótico para ambos protocolos y cuyos
valores dependen del γ escogido. Conforme aumenta γ, aumenta el valor de |Wd(td)| con td
fijo.
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Figura 4.13: Ergotropía en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t) [ver
(4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k
y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

4.2.3. Trabajo de conexión, Wc(td)

Para cada td el costo de reconectar la batería en su estado pasivo a un nuevo baño por
medio de un quench es

Wc(td) = Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0(0)− Q̂0(0)
N∑
k=1

gkQ̂k

)
ρ̂p

S(td)⊗ τ̂B

]

=
m0ω

2
R

4
[σρ̂p

S(td)
]11.

(4.36)

De la Figura 4.15 se desprende que para ambos protocolos el comportamiento de Wc(td) es
decreciente y converge al valor del trabajo de desconexión calculado con el estado pasivo ρ̂tco

S ,
lo cual se justifica en que al final del proceso de desconexión el estado resultante de la batería
a tiempos td tardíos es el estado ρ̂tco

S , por lo que luego no existe extracción de ergotropía y
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Figura 4.14: Trabajo de desconexión en función de td para distintos valores de γ. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con
λ1(t) [ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1
∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

la batería permanece en aquel estado cuando se reconecta al nuevo baño. Para los distintos
valores de γ escogidos se observa que Wc(td) es positivo, es decir, se tiene que invertir energía
para reconectar.

4.2.4. Trabajo disipado, Wdis(td)

Para cada td el trabajo disipado se define, al igual que en el ciclo de la sección anterior,
por

Wdis(td) = Wd(td) +Wc(td)−W(td). (4.37)

De la Figura 4.16 se desprende que para ambos procolos el trabajo disipado es positivo
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Figura 4.15: Trabajo de conexión en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmenta-
das corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t)
[ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k
y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

según los valores escogidos para los parámetros, es decir, independientemente de que se pueda
extraer o no ergotropía desde la batería, el ciclo conlleva una inversión de energía para poder
realizarlo, no obstante, dado que Wdis(td) decrece en términos de td, en casos en que la batería
no dispone de ergotropía, este costo en menor y tiende a ser constante para los ciclos con
protocolos de desconexión con td’s cada vez mayores.

Usando el resultado para la igualdad numérica (4.17), vemos que el trabajo disipado en
el ciclo

Wdis(td) =
(
Tr
[
(ĤS + ĤB)Ω̂tot(td)

]
− Tr

[
ĤCLτ̂tot

])
+ Tr

[(
m0ω

2
R

2
Q̂2

0 − Q̂0

∑
k

gkQ̂k

)
ρ̂p

S(td)⊗ τ̂B

]
+
(
TrS

[
ĤSρ̂

p
S(td)

]
− TrS

[
ĤSTrBΩ̂tot(td)

])
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Figura 4.16: Trabajo disipado en función de td para distintos valores de γ calculado con las ex-
presiones (4.34), (4.35) y (4.36). Las curvas segmentadas corresponden a desconectar con λ2(t) y
las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t) [ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los
parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge
una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y N = 150. Se escoge
la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2
y panel (c) γ = 4.

= Tr
[
ĤCLρ̂

p
S(td)⊗ τ̂B

]
− Tr

[
ĤCLτ̂tot

]
+ TrB

[
ĤBTrSΩ̂tot(td)

]
− TrB

[
ĤBτ̂B

]
= Tr

[
ĤCLΩ̂eq(td)

]
− Tr

[
ĤCLτ̂tot

]
+ TrB

[
ĤBTrSΩ̂tot(td)

]
− TrB

[
ĤBτ̂B

]
≈
(
TrB

[
ĤBTrSΩ̂eq(td)

]
− TrB

[
ĤBτ̂B

])
+
(
TrB

[
ĤBTrSΩ̂tot(td)

]
− TrB

[
ĤBTrSτ̂tot

])
≡ − [Qcarga(td) +Qd(td)] ,

(4.38)
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donde al término Qcarga(td) lo llamamos calor del proceso de carga y lo definimos como:

Qcarga(td) ≡ TrB

[
ĤBτ̂B

]
− TrB

[
ĤBTrSΩ̂eq(td)

]
=

1

2
Tr [HBστ̂B ]−

1

2
Tr
[
HBσρ̂B(td)

]
;

(4.39)

con Ω̂eq(td) el estado del sistema compuesto al final del proceso de carga; el cual depende del
estado pasivo de la batería, ρ̂p

S(td), y donde σρ̂B(td) es la MC del estado reducido del baño
ρ̂B(td) ≡ TrS[Ω̂eq(td)]. A partir de la primera igualdad en (4.39), analíticamente se puede
demostar que

−Q
carga(td)

T
= ∆Scarga

B (td) +D
(
TrS[Ω̂eq(td)]||τ̂B

)
, (4.40)

donde ∆Scarga
B (td) = S(TrSΩ̂eq(td))−S(τ̂B). Qcarga(td) es similar al término que denominamos

calor del proceso de carga del ciclo de la sección anterior [ver (4.28)], y se relaciona con la
producción de entropía del proceso de carga, Σcarga(td), por medio de la fórmula (4.23), es
decir,

Σcarga(td) = ∆Scarga
S (td) + ∆Scarga

B (td) +D
(
TrSΩ̂eq(td)||τ̂B

)
= ∆Scarga

S (td)−
Qcarga(td)

T
≥ 0,

(4.41)

donde ∆Scarga
S (td) = S(TrBΩ̂eq(td))−S(ρ̂p

S(td)). En la Figura 4.17 se corrobora que Σcarga(td) ≥
0 según los valores escogidos para los parámetros. El segundo sumando de la última igualdad
en (4.38), que denominamos calor del proceso de desconexión, lo definimos como:

Qd(td) ≡ TrB

[
ĤBTrSτ̂tot

]
− TrB

[
ĤBTrSΩ̂tot(td)

]
=

1

2
Tr
[
HBσρ̂B(0)

]
− 1

2
Tr
[
HBσρ̂B(td)

]
;

(4.42)

donde σρ̂B(0) es la MC del estado reducido del baño al inicio de la desconexión, ρ̂B(0) ≡ TrSτ̂tot,
y σρ̂B(td) es la MC del estado reducido del baño a tiempo td, ρ̂B(td) ≡ TrS[Ω̂tot(td)]. Dada la
definición de calor del proceso de desconexión y ocupando la identidad (4.19) para ĤB, se
obtiene que

−Qd(td)

T
= ∆Sd

B(td) +D
(
TrS

[
Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)

]
||τ̂B
)
−D (TrSτ̂tot||τ̂B) , (4.43)

donde ∆Sd
B(td) es el cambio de entropía de von Neumann de los estados reducidos (final e

inicial) del baño en el proceso de desconexión. −Qd(td)/T se relaciona con lo que en Riechers
et al. [106] denominan como la producción de entropía,

ΣRM ≡ ∆IS∪B (ρ̂S(t) : ρ̂B(t)) + ∆D (ρ̂B(t)||τ̂B) , (4.44)

de un proceso unitario, Û(δt), que actúa sobre el estado de un sistema compuesto S ∪ B
conformado por un sistema de interés S y un único baño B, y que está sujeto a un parámetro
de control dependiente del tiempo, δt, del cual depende el Hamiltoniano del sistema compues-
to. La condición inicial, ρ̂tot(0), del sistema compuesto en el proceso Û(δt) puede o no tener

76



(a) (b)

(c)

Figura 4.17: Σcarga (4.41) en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t) [ver
(4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k
y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

correlaciones. IS∪B (ρ̂S(t) : ρ̂B(t)) ≡ D(ρ̂tot(t)||ρ̂S(t) ⊗ ρ̂B(t)), ρ̂tot(t) ≡ Û(δt)ρ̂tot(0)Û †(δt),
ρ̂S ≡ TrB[ρ̂tot(t)] y ρ̂B(t) ≡ TrS[ρ̂tot(t)]. Al aplicar la fórmula (4.44) al proceso de desco-
nexión, obtenemos que la producción de entropía, Σd(td), del proceso se expresa entonces
por

Σd(td) = ∆Sd
S(td)−

Qd(td)

T
, (4.45)

donde ∆Sd
S(td) es el cambio de entropía de von Neumann de los estados reducidos (final

e inicial) de la batería en el proceso de desconexión. En principio, ΣRM (4.44) podría ser
una cantidad positiva o negativa dependiendo del proceso y/o de las correlaciones iniciales,
no obstante, por lo que observamos en la Figura 4.18, Σd(td) (4.45) parte en cero (que es
el caso de desconexión con quench instantáneo) y luego es una cantidad negativa según los
valores escogidos para los parámetros. Esto sería una violación de los enunciados clásicos de la
segunda ley de la termodinámica, la cual se enuncia en el contexto de sistemas macroscópicos
que interactúan débilmente [107, 108]. No obstante, es pertinente aclarar que la segunda ley
en un ciclo es válida, pues al ser un ciclo un proceso disipativo, el trabajo disipado tiene que
ser positivo, lo cual se observa en la Figura 4.16 para todos los casos estudiados. Definiendo
Q(td) ≡ Qcarga(td)+Qd(td), vemos en la Figura 4.19; donde se compara Q(td) con −Wdis(td),
que se corrobora la igualdad (4.38). Finalmente, en el límite termodinámico; donde se cumple
de manera exacta que Wdis(td) = −Q(td) según la igualdad (4.38) para el trabajo disipado, al
sumar Σcarga(td) (4.41) y Σd(td) (4.45) se obtiene una expresión cerrada para la producción
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Figura 4.18: Σd (4.45) en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmentadas co-
rresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t) [ver
(4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k
y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1,
∆N =7.72(ωN −ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación
de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

de entropía de los ciclos, Σ(td) = Wdis(td)/T [ver (2.25)]:

Σ(td) = −Q(td)
T

= ∆Scarga
B (td) + ∆Sd

B(td) +D
(
TrS[Ω̂eq(td)]||τ̂B

)
+D

(
TrS

[
Ûd(td)τ̂totÛ

†
d(td)

]
||τ̂B
)
−D (TrSτ̂tot||τ̂B) ,

(4.46)

donde en la primera igualdad se consideró que ∆Sd
S(td) = −∆Scarga

S (td), ya que S(ρ̂p
S(td)) =

S(TrB[Ûd(td)τ̂totÛ
†
d(td)]) y S(TrB[Ω̂eq(td)]) = S(TrBτ̂tot). La expresión (4.46) solo depende de

cantidades asociadas a la batería y al baño, y según lo demostrado en el Capítulo 2, se cumple
que Σ(td) ≥ 0, lo cual se corrobora en la Figura 4.16 donde se observa que Wdis(td) ≥ 0 en
los casos estudiados.

4.2.5. Eficiencia, η(td)

Para cada td la eficiencia por ciclo es

η(td) =
W(td)

Wd(td) +Wc(td)
. (4.47)
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Figura 4.19: Calor en función de td para distintos valores de γ. Las curvas sólidas corresponden al
valor de Q por ciclo calculado como la suma entre (4.39) y (4.42) para una desconexión con λ2(t)
o λ1(t) según se especifica en la leyenda de la figura. Las curvas segmentadas corresponden al valor
de −Wdis; con Wdis de la Figura (4.16). En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4,
ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de
frecuencias con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-
Drude para la generación de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.

De la Figura 4.20 se desprende que la eficiencia de los ciclos tiende a ser nula cuando los
protocolos de desconexión poseen una duración suficiente tal de que el estado de la batería
al final del proceso es ρ̂tco

S , es decir, cuando no es posible extraer ergotropía de la batería.
También, como resultado importante, se observa que la eficiencia para ambos protocolos pre-
senta un máximo que es mayor al valor de la eficiencia cuando la desconexión es instantánea
(quench). El máximo de la eficiencia para el protocolo con λ2 está a un tiempo td posterior
que el máximo de la eficiencia para λ1. Destacamos que esto es un resultado importante,
pues postula que si se desea que el ciclo de carga y descarga de la batería sea más eficiente,
es óptimo escoger un ciclo con desconexión en un tiempo finito (tiempo del máximo de la
eficiencia) que escoger un ciclo donde se desconecta por medio de un protocolo quench ins-
tantáneo, a la vez, es más óptimo ocupar un procolo con λ2 en un ciclo con desconexión a
tiempo finito si se desea tener una eficiencia (y ergotropía) no nula para un rango mayor de
tiempos td’s.
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Figura 4.20: Eficiencia en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con
λ1(t) [ver (4.30)]. En los tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2,
m0 = mk = 1 ∀k y unidades tales que ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de
frecuencias con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y N = 150. Se escoge la regularización de
Lorentz-Drude para la generación de los gk’s. Panel (a) γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c)
γ = 4.
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Conclusión

En esta tesis estudiamos ciclos termodinámicos en que se carga y descarga una batería
cuántica. La batería es modelada por un oscilador armónico cuántico que interactúa lineal-
mente con un baño (finito o infinito) formado por un conjunto de osciladores armónicos. Este
modelo es el modelo de Caldeira-Leggett cuyo Hamiltoniano es cuadrático en los operadores
canónicos. La forma del Hamiltoniano es apropiada si se quiere extender el presente estudio a
campos cuánticos, como por ejemplo, los campos electromagnéticos en segunda cuantización.
Abordamos el estudio con herramientas del formalismo simpléctico definido en un espacio
de fase y a la vez con herramientas de la teoría de sistemas cuánticos abiertos definida en
un espacio de Hilbert: ecuación de Langevin. La ventaja que nos brindó el tratamiento con
formalismo simpléctico es la posibilidad de tratar la dinámica del sistema compuesto con
cantidades finitas y la posibilidad de tener acceso tanto al estado de la batería como al es-
tado del baño en cada instante de las ramas del ciclo, pues tuvimos acceso a la matrices de
covarianza de ambos subsistemas en la evolución unitaria global en cada rama. Las matrices
de covarianza de ambos subsistema caractizan totalmente sus estados reducidos por ser estos
estados Gaussianos con primeros momentos nulos. La Gaussianidad de ambos subsistemas
en las distintas etapas de los ciclos estuvo garantizada por la Gaussianidad del estado inicial
del sistema compuesto: estado térmico dependiente del Hamiltoniano de Caldeira-Leggett, y
por las evoluciones unitarias Gaussianas de cada rama.

En el Capítulo 1 presentamos el formalismo simpléctico aplicado a estados Gaussianos.
Este formalismo nos posibilitó mostrar que todo estado térmico dependiente de un Hamil-
toniano cuadrático acotado inferiormente es un estado Gaussiano con primeros momentos
nulos, además mostramos que la matriz de covarianza del estado térmico se puede generar a
partir de su forma normal de Williamson y de la inversa de la transformación simpléctica que
diagonaliza simplécticamente a la matriz Hamiltoniana. En el Capítulo 2 demostramos que
un ciclo de la batería del tipo desconexión-extracción-conexión-carga con condición inicial
térmica global satisface la segunda ley de la termodinámica en la forma de Kelvin-Planck,
y en consecuencia se tiene que la eficiencia del ciclo está acotada por 1. En el Capítulo 3
resolvimos la ecuación de Langevin y obtuvimos expresiones explícitas para las entradas de
la matriz de covarianza del estado estacionario de la batería en la evolución que corresponde
al proceso de carga, para luego, ayudados por la teoría de respuesta lineal, demostrar que el
estado estacionario es igual al estado Gibbsiano de fuerza media en el límite termodinámico,
lo cual corroboramos numéricamente implementando la dinámica con las herramientas del
formalismo simpléctico. Dada la elección del valor de N escogido, el uso de una densidad
espectral con regularización de Lorentz-Drude y la elección de una muestra Lorentziana para
el baño, pudimos corroborar y reproducir (aproximarnos) a las convergencias en el equilibrio
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termodinámico. Estas convergencias fueron de gran interés pues describen el estado cargado
de la batería cuando se escoge un valor de γ lo sufientemente alto, es decir, cuando la batería
interactúa fuertemente con el baño. En la primera parte del capítulo 4 obtuvimos expresiones
explícitas para los trabajos del ciclo cuando la desconexión y la conexión se efectúan con un
protocolo quench intantáneo. A partir de los resultados numéricos observamos que los traba-
jos del ciclo en el límite termodinámico se ajustan mejor al caso en que el baño es modelado
con una muestra de frecuencias Lorentziana en contraste a cuando se modela con una muestra
de frecuencias homogénea, no obstante, cerrar el ciclo depende de la elección de la muestra de
frecuencias a usar debido a la ocurrencia de las recurrencias de Poincaré cuando se interactúa
con un baño finito. Los resultados importantes en esta parte, que dependen del valor escogido
para los parámetros del modelo, son que la ergotropía disponible en la batería aumenta con
el aumento de γ y el aumento de ωD y disminuye con el aumento de la temperatura y el
aumento de ω0. Por otra parte, la eficiencia presenta máximos en términos de γ y de ωD,
y en el caso particular con muestra Lorentziana observamos que el valor de ωD en el cual
la eficiencia presenta un máximo es el mismo en que el trabajo de desconexión presenta un
mínimo negativo. Pudimos corroborar numéricamente que W quench

dis ≥ 0 y, relacionado a esto,
encontramos una expresión explícita para la producción de entropía del proceso de carga, la
cual es también la producción de entropía del ciclo. Esta expresión coincide con la fórmula de
la producción de entropía reportada en Espósito et al. [63]. Demostramos analíticamente que
W quench

dis = −Qquench en el límite termodinámico, lo cual corroboramos numéricamente. En
la segunda etapa del Capítulo 4 incorporamos un protocolo de desconexión dependiente del
tiempo para dos parámetros adimensionales diferentes, los cuales modulan la interacción en el
tiempo. Implementamos numéricamente la evolución de desconexión para distintos tiempos
de duración, td, del protocolo y también implementamos los procesos de carga de la batería.
Tomamos distintos valores de γ y los demás parámetros los mantuvimos fijos. Obtuvimos
como resultado que independientemente del valor de γ, la ergotropía decae a cero para proto-
colos de desconexión que poseen td’s grandes, pero la eficiencia presenta un máximo para un
protocolo de desconexión con un td determinado; este máximo es mayor que el valor de la efi-
ciencia cuando el proceso de desconexión es un quench. Obtuvimos que Wd(td) pasa a ser una
cantidad negativa en la medida que td aumenta, lo cual implica extracción de trabajo en el
proceso. Observamos que los trabajos presentan un comportamiento decreciente y asintótico
en función de td, en analogía a los procesos cuasiestáticos. Corroboramos numéricamente que
Wdis(td) ≥ 0 y observamos que la máquina es más eficiente con protocolos de desconexión de
duración td en que a la vez se disipa más trabajo en los regímenes de parámetros estudiados,
dicho de otra manera, esta es una máquina que funciona fuera del equilibrio, pues en el equi-
librio su eficiencia es nula. Como trabajo futuro sería interesante explorar otros regímenes
de parámetros donde ocurra este mismo fénomeno: mayor eficiencia a mayor disipación, y
más aún, demostrar si esto es válido independientemente del valor de los parámetros. Ana-
líticamente demostramos que en el límite termodinámico Wdis(td) = −Q(td) y encontramos
una expresión explícita para la producción de entropía del ciclo en términos de la entropía
de von Neumann y la entropía relativa de los estados del baño en el ciclo. Ayudados por
las fórmulas de las producciones de entropía reportadas en Esposito et al. [63] y Riechers
et al. [106], obtuvimos expresiones para Σcarga(td) y Σd(td), donde la suma entre ambas es
igual a la producción de entropía del ciclo. Observamos que Σd(td) es una cantidad negativa
para los casos estudiados, por lo que se contradice la segunda ley de la termodinámica clá-
sica en el proceso de desconexión, no obstante, en la actualidad se han reportado distintos
escenarios, teóricos y experimentales [105, 109, 110, 111], en que cuando la condición inicial
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de un sistema global posee correlaciones puede existir un decrecimiento de la información
mutua que redunda en una producción de entropía negativa de cierto proceso, no obstante,
del punto de vista energético se ha demostrado que la cantidad de trabajo necesario para
producir correlaciones siempre acota superiormente al trabajo que se puede extraer desde las
mismas [112, 113, 114], lo cual es concordante con la segunda ley en su forma habitual. Las
correlaciones cuánticas de un sistema, el trabajo que se puede extraer de estas en un proceso
y la producción de entropía del mismo, son un campo activo de investigación y la posibili-
dad de enunciar una segunda ley que englobe todo tipo de procesos en sistemas cuánticos es
una pregunta abierta. También es una pregunta abierta y activo foco de investigación descu-
brir definiciones adecuadas de calor y de trabajo que engloben los procesos termodinámicos
cuánticos [7].
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Anexo A

Uso de las relaciones de Kramers-Kronig
para la obtención de la expresión (3.46)
y desarrollo del conmutador
[Q̂0(+∞), P̂0(+∞)] para obtener la
identidad (3.48)

1. Relaciones de Kramers-Kronig:

Dada la función compleja α(ω) ≡ ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω) se tiene que

Re

[
1

α(ω)

]
=

(ω2
0 − ω2) + ωIm[γ̃(ω)]

|α(ω)|2

y

Im

[
1

α(ω)

]
=
ωRe[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
.

Siempre que ωRe[γ̃(ω)] sea analítica en el semiplano superior complejo, entonces 1/α(ω)
también lo es y por lo tanto la parte real de 1/α(ω) se relaciona con la parte imaginaria
de 1/α(ω) por medio de las relaciones (fórmulas) de Kramers-Kronig [12]:

Re

[
1

α(ω)

]
=

2

π
P
∫ +∞

0

dω′ ω′

ω′2 − ω2
Im

[
1

α(ω)

]
=

2

π
P
∫ +∞

0

dω′ ω′

ω′2 − ω2

ω′Re[γ̃(ω′)]

|α(ω′)|2
,

donde P denota el valor princiapl de Cauchy. Tomando ω = 0, la fórmula anterior
implica que

Re

[
1

α(0)

]
=

2

π
P
∫ +∞

0

dω′Re[γ̃(ω′)]

|α(ω′)|2
,

Luego, si ∫ +∞

0

dω′Re[γ̃(ω′)]

|α(ω′)|2
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es covergente, entonces

P
∫ +∞

0

Re[γ̃(ω′)]

|α(ω′)|
=

∫ +∞

0

Re[γ̃(ω′)]

|α(ω′)|
y por lo tanto

Re

[
1

α(0)

]
=

1

ω2
0

=
2

π

∫ +∞

0

dω
Re[γ̃(ω)]

|α(ω)|2
.

2. [Q̂0(+∞), P̂0(+∞)]:
Ocupando las expresiones (3.35) para las soluciones estacionarias de Q̂0(+∞) y P̂0(+∞)
se tiene que

iℏ = [Q̂0(+∞), P̂0(+∞)]

= ĺım
t→+∞

∫ t

0

dt′F (t′)

∫ t

0

duG(u)[ξ̂(t− t′), ξ̂(t− u)]

=
2iℏ
π

∫ +∞

0

dωJ(ω)

∫ +∞

0

dt′
∫ +∞

0

duF (t′)G(u) sin[ω(t− u)]

=
2iℏ
π
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0

dωJ(ω)

∫ +∞

0

dt′
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0

duF (t′)G(u)

(
exp[iω(u− t′)]− exp[−iω(u− t′)]

2i

)
=
m0ℏ
π
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dωRe[γ̃(ω)]ω
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dt′F (t′) exp(−iωt′)
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duG(u) exp(iωu)

−
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duG(u) exp(−iωu)

]
=
m0ℏ
π
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dωRe[γ̃(ω)]ω [L {F}(−iω)L {G}(iω)− L {F}(iω)L {G}(−iω)]

=
m0ℏ
π

∫ +∞

0

dωRe[γ̃(ω)]ω

[
iω

m0|α(ω)|2
+

iω

m0|α(ω)|2

]
=

2iℏ
π

∫ +∞

0

dω
Re[γ̃(ω)]ω2

|α(ω)|2
,

(A.1)

donde se ocupó que

[ξ̂(t− t′), ξ̂(t− u)] =
2iℏ
π

[
π

2

∑
k

g2k
mkωk

sin[ωk(u− t)]

]

=
2iℏ
π

∫ +∞

0

dωJ(ω) sin[ω(u− t′)],

las expresiones para las transformadas de Laplace de F y G (3.31), la segunda expresión
en (3.41) que relaciona J(ω) con Re[γ̃(ω)] y la continuación analítica entre las trans-
formadas de Laplace y Fourier de una función. A partir de (A.1) es directo concluir
que

2

π

∫ +∞

0

dω
Re[γ̃(ω)]ω2

|α(ω)|2
= 1 (A.2)
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Anexo B

Deducción de la expresión (3.85) para
S(τ )

Considerando la fórmula de Kubo (3.81) para χQ̂0Q̂0
, la transformada de Fourier de χQ̂0Q̂0

(suceptibilidad dinámica) y la expresión para la función correlación A(τ) en (3.84), vemos
que

Im[χ̃(ω)] =

∫ +∞

0

dτχ(τ) sin(ωτ)

= −2

ℏ

∫ +∞

0

dτθ(τ)A(τ) sin(ωτ)

= −2

ℏ

∫ +∞

0

dτA(τ)
exp(iωτ)− exp(−iωτ)

2i

=
i

ℏ

[∫ +∞

0

dτA(τ) exp(iωτ)−
∫ +∞

0

dτA(τ) exp(−iωτ)

]
=

i

ℏ

∫ +∞

−∞
dτA(τ) exp(iωτ)

=
1

2ℏ

∫ +∞

−∞
dτ
[
C+(τ)− C−(τ)

]
exp(iωτ)

=
1

2ℏ

[
C̃+(ω)− C̃−(ω)

]
,

(B.1)

donde A(τ) = −A(−τ), C̃±(ω) ≡
∫ +∞
−∞ dτC±(τ) exp(iωτ) y C±(τ) son las funciones de

autocorrelación definidas en (3.83). Luego, dado que las correlaciones en el equilibrio térmico
son invariantes ante traslaciones temporales [67], entonces se cumple que C−(τ) = C+(τ −
iℏβ) =⇒ C̃+(ω) = exp(−ωℏβ)C̃+(ω) y, por lo tanto, retomando la igualdad (B.1), se
obtiene que

Im[χ̃(ω)] =
1

2ℏ
C̃+(ω) [1− exp(−βℏω)] . (B.2)
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Por otra parte, ocupando la expresión para la función correlación S(τ) en (3.84) y el resultado
(B.2), vemos que

S̃(ω) =
1

2

[
C̃+(ω) + C̃−(ω)

]
=

1

2
[1 + exp(−βℏω)] C̃+(ω)

= ℏ coth
(
βℏω
2

)
Im[γ̃(ω)];

con S̃(ω) ≡
∫ +∞
−∞ dτS(τ) exp(iωτ) = 2

∫ +∞
0

dτS(τ) cos(ωτ), pues S(τ) = S(−τ). Finalmente,
tomando la transformada de Fourier inversa de S̃(ω), se obtiene que

S(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
S̃(ω) exp(−iωτ)

=
ℏ
π

∫ +∞

0

dω coth

(
βℏω
2

)
Im[γ̃(ω)] cosωτ.

(B.3)
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Anexo C

Implementación numérica de la evolución
simpléctica Sd(t)

Nuesto objetivo es aproximarnos numéricamente a la expresión exacta

Sd(t) = T̂ exp

[∫ t

0

dt′2ΩHCL(t
′)

]
≡ 1 +

∞∑
n=1

2n
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnΩHCL(t1)ΩHCL(t2) · · ·ΩHCL(tn)

(C.1)

de la matriz de evolución simpléctica del proceso de desconexión. Para ello tomamos un
intervalo temporal ∆t tal que t = (n + 1)∆t en n pasos temporales y ∆t → 0 en el límite
continuo. Luego vemos que

n∏
i=0

exp [2ΩHCL(i∆t)∆t] =

[
I+ 2ΩHCL(n∆t)∆t+

(∆t)2

2
[2ΩHCL(n∆t)]

2 + · · ·
]
× · · ·

×
[
I+ 2ΩHCL(0)∆t+

(∆t)2

2
[2ΩHCL(0)]

2 + · · ·
]

= I+
n∑

i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t+

[
2ΩHCL[n∆t]∆t

n−1∑
i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t+

2ΩHCL[(n− 1)∆t]∆t
n−2∑
i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t+ · · ·+

2ΩHCL[∆t]∆t
0∑

i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t

]
+

n∑
i=0

(∆t)2

2
[2ΩHCL(i∆t)]

2 + · · ·

= I+
n∑

i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t+
n∑

i=0

2ΩHCL(i∆t)∆t
i∑

k=0

2ΩHCL(k∆t)∆t
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− ∆t

2

n∑
i=0

[2ΩHCL(i∆t)]
2∆t+ · · ·

=︸︷︷︸
∆t→0

I+
∫ t

0

dt12ΩHCL(t1) +

∫ t

0

dt12ΩHCL(t1)

∫ t1

0

dt22ΩHCL(t2) + · · · ,
(C.2)

por lo que numéricamente implementamos el proceso de desconexión como

σΩ̂tot(td)
= Sd(td)στ̂tot [Sd(td)]

T, (C.3)

con

Sd(td) ≈
m∏
i=0

exp [2ΩHCL(i∆t)∆t] ; donde td = (m+ 1)∆t, (C.4)

y procurando que ∆t sea lo suficientemente pequeño para conseguir mayor exactitud. En
la Figuras (C.1) y (C.2) se grafica la evolución en el proceso de desconexión (C.3) de la
MC de la batería para dos tiempos de desconexión distintos, ocupando ambos protocolos de
desconexión (λ1 y λ2) y escogiendo distintos valores para ∆t. Se observa que a medida que
disminuye ∆t, las curvas se empiezan a superponer no viéndose diferencia aparante entre
las evoluciones con ∆t ∼ 10−4 y ∆t ∼ 10−5 cuando td = 0.5 y tampoco se ve diferencia
aparente entre las evoluciones con ∆t ∼ 10−3 y ∆t ∼ 10−4 cuando td = 1.75. Lo anterior nos
muestra que para los valores de ∆t mencionados la evolución de desconexión es una buena
aproximación de la evolución de desconexión generada por la expresión exacta de Sd(t) [ver
(C.1)] y por lo tanto se decide escoger ∆t ∼ 10−4 para realizar todas las evoluciones de
desconexión (con diferentes td) para las cuales se realizan los gráficos que están en función de
td en la sección 4.2 del Capítulo 4. Por ejemplo, en la Figura (C.3), cada evolución simpléctica
de desconexión para un td dado se realiza tomando ∆t ∼ 10−4 en ambos protocolos (λ1 y
λ2). En esta Figura se grafica la norma de Hilbert-Schmidt de la diferencia entre la MC del
estado ρ̂S(td) (estado de la batería al final de la desconexión) y la MC del estado ρ̂tco

S (estado
térmico de la batería con ĤS e inverso de la temperatura β) en función de td. Se observa que
para tiempos td’s lo suficientemente grandes, la MC de la batería al final de la deconexión
es la MC del estado ρ̂tco

S ≡ exp
(
−βĤS

)
/TrS[exp

(
−βĤS

)
], reafirmándose lo dicho en las

discusiones referidas a las Figuras (4.11) y (4.12).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura C.1: Evolución de la MC de la batería en el proceso de desconexión con td = 0.5 para
distintos valores de ∆t. En (a) y (c) se escoge λ1(t). En (b) y (d) se escoge λ2(t). En (a) y (b)
σΩ̂tot(0)

y HCL(0) se generan γ = 1. En (c) y (d) σΩ̂tot(0)
y HCL(0) se generan con γ = 4. En los

cuatro paneles para las cantidades iniciales del proceso de desconexión se escoge la regularización de
Lorentz-Drude, β = 10, m0 = mk = 1 ∀k, ω0 = 2, ωD = 4 y una muestra Lorentziana de frecuencias
con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y N = 150.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura C.2: Evolución de la MC de la batería en el proceso de desconexión con td = 1.75 para
distintos valores de ∆t. En (a) y (c) se escoge λ1(t). En (b) y (d) se escoge λ2(t). En (a) y (b)
σΩ̂tot(0)

y HCL(0) se generan con γ = 1. En (c) y (d) σΩ̂tot(0)
y HCL(0) se generan con γ = 4. En los

cuatro paneles se escoge para las cantidades iniciales del proceso de desconexión la regularización de
Lorentz-Drude, β = 10, m0 = mk = 1 ∀k, ω0 = 2, ωD = 4 y una muestra Lorentziana de frecuencias
con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1) y N = 150.
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(a) (b)

(c)

Figura C.3: Norma de Hilbert-Schmidt de la diferencia entre la MC del estado ρ̂S(td) y la MC del
estado ρ̂tco

S en función de td para distintos valores de γ. Las curvas segmentadas corresponden a
desconectar con λ2(t) y las curvas sólidas corresponden a desconectar con λ1(t) [ver (4.30)]. En los
tres paneles se fijan los parámetros β = 10, ωD = 4, ω0 = 2, m0 = mk = 1 ∀k y unidades tales que
ℏ = kB = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con a0 = 1, ∆N =7.72(ωN − ωN−1)
y N = 150. Se escoge la regularización de Lorentz-Drude para la generación de los gk’s. Panel (a)
γ = 1, panel (b) γ = 2 y panel (c) γ = 4.
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