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Resumen

En esta tesis estudiamos ciclos termodinamicos en que se carga y descarga una bateria
cuantica. La carga de la bateria corresponde a energia 1til almacenada que puede ser extrai-
da. Los ciclos se implementan dindAmicamente, pues cada rama corresponde a una evoluciéon
unitaria de un sistema compuesto: la bateria mas un bafio (o medio ambiente). La bateria es
modelada por un oscilador armoénico cuantico que interactiia linealmente con un bano (finito
o infinito) formado por un conjunto de osciladores armoénicos cuanticos. Este modelo corres-
ponde al modelo de Caldeira-Leggett, cuyo Hamiltoniano es cuadratico en los operadores
canonicos. Para implementar las distintas dindmicas se ocupan herramientas del formalismo
simpléctico definido en un espacio de fase, pero en una etapa previa, abordamos el estudio del
estado inicial y final de la bateria en los ciclos con herramientas del formalismo simpléctico y
también con herramientas de la teoria de sistemas cuénticos abiertos definida en un espacio de
Hilbert: ecuacion de Langevin. El formalismo simpléctico nos permitié tratar numéricamente
cada evolucion del sistema compuesto con cantidades finitas y también nos permitié tener
acceso al estado de la bateria y al estado del bano en cada instante. Trabajamos con estados
Gaussianos para la bateria y el bano. Estos estados son totalmente caracterizables por sus
primeros y segundos momentos estadisticos. En general, exploramos dos situaciones distin-
tas para los ciclos: proceso de desconexion bateria-bano con protocolo quench instantdneo y
proceso de desconexion bateria-bano con protocolo dependiente del tiempo y duracion finita.
Demostramos la validez de la segunda ley de la termodinédmica en la forma de Kelvin-Planck
en los ciclos y demostramos la igualdad entre el estado Gibbsiano de fuerza media —estado
inicial de la bateria— y el estado estacionario de la dinamica de carga en el limite termodiné-
mico —estado final de la bateria—. Finalmente, a partir de los resultados numéricos obtuvimos
que la utilidad de la maquina es que bajo ciertas condiciones y regimenes de parametros la
bateria se carga, y del anéalisis de la eficiencia, obtuvimos que la maquina es mas eficiente
cuando funciona fuera del equilibrio termodinamico y con mayor disipacion.
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Introduccion

La termodinamica surge como una ciencia fenomenoldgica cuyos fines en su origen fueron
practicos: “Todos sabemos que el calor puede producir movimiento"(Sadi Carnot) [I]. Hoy
en dia la entendemos como un conjunto de leyes simples y generales, capaces de describir el
incesante flujo de energia entre sistemas macroscopicos de los méas variados en el universo.
Una de sus manifestaciones mas robustas es la termalizacion de un sistema macroscopico en
contacto con un bafio térmico.

En los sistemas cuénticos las fluctuaciones cuénticas y térmicas juegan un rol crucial.
Desarrollar una teoria termodinamica que las considere es necesario para dar cuenta de los
fenomenos que pueden ser observados gracias a técnicas experimentales recientes [2]. Sobre
este objetivo, la termodindmica cuantica ha mostrado significativos avances en las tltimas
décadas [3, 4, B, [6]. Entonces, {por qué no pensar en una teoria termodinamica completa,
en que la robustez de las leyes ya conocidas se mantenga para sistemas de tamano muy
por debajo del limite termodindmico? Se ha probado que sistemas con pocos grados de
libertad que interactian con banos térmicos alcanzan un estado de equilibrio, tanto cuando
el acoplamiento es débil como cuando el acoplamiento es fuerte [7], y en este altimo caso,
existe un potencial energético almacenado en las correlaciones que puede ser aprovechado.

En este contexto surge la pregunta sobre la posibilidad de almacenar energia en sistemas
nanoscopicos llamados baterias cudnticas [§]. Actualmente se pueden categorizar en dos los
tipos de sistemas que buscan ser un reservorio de trabajo: (1) las baterias modeladas como
sistemas cerrados [9] y (2) las baterias modeladas como sistemas abiertos [10], 1], 12 T3], 14].
Algunas del tipo (2) usan de manera favorable la interaccién con un bano térmico |11}, 12
14], y a diferencia de las del tipo (1), tienen la ventaja de requerir poco control externo
del acoplamiento entre la bateria y el bafio. Ademas, el estado cargado (estado activo) de
la bateria se puede mantener indefinidamente debido a que es un estado estacionario en
la dinamica. Un problema crucial es conocer el costo energético de implementar un ciclo
termodindmico de carga y descarga. Es necesario calcular las cantidades termodinamicas
relevantes, pues el trabajo requerido para efectuar el proceso podria limitar tanto la eficiencia
del dispositivo como el trabajo (ergotropia) disponible para ser extraido desde la bateria.
Este costo energético equivale al trabajo total que hace un agente externo que modula la
interaccion entre el sistema y el bafio por medio de un parametro dependiente del tiempo. Adn
mas, no hay que perder de vista la naturaleza disipativa y/o decoherente de la interaccion.
Determinados el trabajo, el calor y la produccion de entropia en el proceso, es posible resolver
sobre la eficiencia y la factibilidad operacional de la maquina.

Investigaciones en los tltimos anos, y algunas bastante recientes, han reportado sobre el



desempeno de maquinas cudnticas térmicas con fines variados [15], asentando asi un marco
tedrico para investigaciones futuras. No obstante, en relacion a las baterias cuanticas, sigue
abierta la busqueda de protocolos de carga-descarga y tipos de interacciones més 6ptimos
con el fin de aumentar las ventajas energéticas y el desempenio de estos dispositivos.

Esta tesis surge con el objetivo de estudiar ciclos termodinédmicos de carga y descarga de
una bateria cuantica que interactiia con un bano. Se modelan distintos protocolos de desco-
nexion dependientes del tiempo entre la bateria y el bano, los cuales son necesarios para tener
acceso a la energia 1til almacena en la bateria. Para una potencial aplicabilidad experimental
de los ciclos, como bateria se ocupa un sistema de variable continua. Actualmente —en las
ultimas dos décadas— estos sistemas han sido usados activamente en distintas areas de la me-
canica cuantica tedrica y aplicada, como por ejemplo, teoria de la informacion, comunicacion
cuéntica, metrologia, entre otros |16}, [17, 18] [19] 20, 21].

El texto se organiza en 4 capitulos. En el capitulo 1 se introducen los conceptos y he-
rramientas teodricas del formalismo simpléctico y los estados Gaussianos. Este formalismo se
basa en la teoria de matrices de dimension finita por lo que es un préctico marco teoérico
para caracterizar a los sistemas de variable continua. En el capitulo 2 se presentan las he-
rramientas tedricas de la teoria termodinamica aplicada a sistemas cuénticos y se presenta
un ciclo general tipo desconexién-descarga-conexion-carga. En el capitulo 3 se introduce el
modelo de Caldeira-Leggett y se aborda con herramientas de la teoria de sistemas cuénti-
cos abiertos y con las herramientas del formalismo simpléctico la dindmica de un oscilador
armoénico cuantico que interactta linealmente con un bano formado por un conjunto de osci-
ladores armonicos. Finalmente, en el Capitulo 4, se implementan ciclos termodinamicos del
tipo desconexion-descarga-conexion-carga aplicados al modelo de Caldeira-Leggett donde el
oscilador arménico cuantizado representa a la bateria, y se reportan los resultados que dan
cuenta de las ventajas y desventajas comparativas entre un ciclo y otro.



Capitulo 1

Mecanica cuantica Gaussiana

En este capitulo introducimos los conceptos y herramientas teéricas que estan detrés
del estudio de los sistemas de variable continua. Estos sistemas estan caracterizados por
operadores con espectro continuo (infinito). Veremos que el formalismo que se detallara a
continuacion presenta una ventaja practica por sobre el tratamiento convencial de la mecéanica
cuantica definida en el marco de los espacios de Hilbert. A saber, en esta tesis se usaran
los términos mecdnica cudntica Gaussiana y formalismo simpléctico como sindénimos, pues
abordaremos el estudio particular de sistemas de variable continua caracterizados por estados
Gaussianos. Estos estados son de gran interés en distintos campos de la fisica contemporanea,
en especial en optica cuantica, debido a su facil accesibilidad y manipulacién en un montaje
experimental. Veremos en los capitulos siguientes como se tradrucen a este formalismo las
ecuaciones dinamicas de un sistema que interacttia con un bano o medio ambiente en procesos
disipativos y también el como en este formalismo se expresan las cantidades termodinamicas
relativas al proceso.

1.1. Sistemas de variable continua y espacio de fase “‘cuan-
tico”

En mecéanica cuantica, un sistema de variable continua (VC) es aquel cuyos grados de
libertad relevantes estan asociados a operadores con espectro continuo, es decir, sus autova-
lores son un set de valores continuos en R. Ejemplos de operadores con espectro continuo son
los operadores posicion y momentum de una particula libre pero, de manera mas general, lo
son un par de operadores auto-adjuntos Q y P, conocidos como operadores canonicos —en
analogia al uso del término en mecanica clasica— que satisfacen la relacion de conmutacion
canonical

[Q, P] = ihl, (1.1)

donde [-, ] _corresponde al conmutador entre dos operadores, h es la constante de Planck
reducida y I es el operador identidad. Los espacios de Hilbert sobre los cuales estos operadores

*Esta respresentacion de la algebra considera un set discreto de pares de opeadores candnicos o grados
de libertad, pero no un continuo de grados de libertad como es el caso de teoria cuantica de campos.



acttian, poseen dimension infinita [22] 23, 19].

Sistemas compuestos por osciladores armoénicos cuénticos son ejemplos representativos de
sistemas VC. En el caso de N osciladores armoénicos cuanticos no interactuantes se tiene un set
de N pares de operadores canénicos {(Qk, ]Sk)}lk\le; donde Qy y Ps corresponden al operador
posicion y al operador momentum, respectivamente, del k-ésimo oscilador. La relacion ({1.1))
se puede generalizar para los N pares de operadores canénicos por

[Qi, Pj] = ihdyl, (1.2)

donde 0;; es la delta de Kronecker. Cada oscilador esté caracterizado por un espacio de Hilbert
de dimensioén infinita %” sobre el cual actia el par (Qk, pk), y el espacio de Hilbert 7 que
agrupa a los estados de los N osciladores esta formado por el producto tensorial de cada
espacio 4, es decir, # = @}_, /.. A partir de cada par (Qk, ]Sk) se puede definir un par de
operadores no hermiticos (ay, d;) denominados operadores escalera, los cuales estan definidos

por
L My A 1. o [mpwy (A i

= P = — P 1.3

g oh (Qk+mkwk Ic) y G oh <Qk " k), (1.3)

donde my, y wy, corresponden a la masa y la frecuencia, respectivamente, del k-ésimo oscilador.

Dada la relacion (1.2) se obtiene que el par de operadores escalera satisfacen la relacion
[aj, d}] = 0;;1. Con ay, y d,t se define el operador de nimero, ny, = dek, cuyo set de autoestados

{Ink) }n,en, es decir, 1y |ng) = ng |ng), constituye una base ortonormal para cada espacio .
La accion de ay y a,, sobre los estados |ny) se traduce en

ar k) = g lng — 1)y al jng) = Vg + 1 |ng + 1), (1.4)

que en el caso de a; representa la destruccion de un cuanto de energia en el k-ésimo oscilador
y en el caso de d,Tc representa la creaciéon de un cuanto de energia en el k-ésimo oscilador.
El operador Hamiltoniano, _Hoscﬂadores, que actiia sobre el espacio de los N osciladores puede
representarse en términos de los operadores canénicos o, equivalentemente, en términos de

los operadores escalera:

Vai i P, 13 X msz Q2
osciladores — a_ k
1 ka 2 (1 5)

N 1
— Zhwk (ﬁ,ﬁ— 51[) .
k=1

En vista de la segunda igualda en 1} se desprende que I:_fosciladores es diagonal en la base
formada por cada una de las bases ortonormales {|ng) }n,en (kK = 1,.., N), es decir, es diagonal
en la base {|n;) ® -+ @ nn) bny . nyen-

TEn representacion de coordenadas las funciones que forman parte de %4 son las funciones cuadrado
integrables definidas en R y con valores en C.

La segunda igualdad en es apropiada para la descripcion en el contexto de 6ptica cuantica de N mo-
dos no interactuantes del campo electromagnético donde ay, y aL destruyen y crean fotones, respectivamente,
en el k-ésimo modo.



En general, cuando se cuenta con N pares de operadores canodnicos, estos se pueden
agrupar en un vector de operadores

r= (leplv"’ac?NaPN)Tv (16)

con el cual se pueden escribir la relaciones de conmutaciéon canonicas ((1.2]) de manera com-
pacta como

#,#7] = 27 — (287)" = ihQ, (1.7)

; con le<_01 (1)) (1.8)

A Q se le conoce como la matriz forma sz’mplécticaﬂ Es directo observar que {2 es una matriz
de dimension 2N x 2N, anti-simétrica y real [23].

donde
0

N
QE@Ql =
k=1

O

Toda la informacion fisica de un sistema cuéntico VC con observables esta contenida
en su estado cudntico. Este estado puede ser representado por un operador densidad, p, que
es semi-definido positivoﬁ, con Tr[p] = 1 y que actiia sobre el mismo espacio de Hilbert que
los operadores [26, 19]. Cada operador p se corresponde uno a uno con una de sus
funciones multivariables llamadas funciones caracteristica s-ordenada, X, las cuales estan
definidas sobre un espacio simpléctico real I' = (R*¥, ) de dimensiéon 2N y dotado de la
estructura Q [17, 27]:

Yo(%) = Tr | pD(=x)| exp (sxII%/2) (1.9)

donde D(—x) = exp (—ixTQf) es el operador desplazamiento de Weyl, ||-|| la norma eucli-
diana y x € I'. Equivalentemente, p puede ser escrito en términos de (1.9) como

. 1 A
p= o [ 0D dx (1.10)

con dx = d@Q;dP;...dQy dPy. La familia de funciones caracteristicas ([1.9)) esta relacionada
por medio de la transformada de Fourier con las funciones de cuasi-probabilidad definidas en
T [17, 27,

1 . T
W,(x) = YT /R2N exp <1X’ QX) Xs(x') dx/, (1.11)

las cuales estan normalizadas a 1, sin embargo, no se comportan precisamente como una dis-
tribucion de probabilidad, pues dependiendo del valor de s, pueden aceptar valores negativos
o ser singulares en ciertos puntos de I'. Algunos ejemplos de funciones de cuasi-probabilidad
son la funcién Q de Husimi (s = —1); la funcion de Wigner (s = 0) y la representacion P
singular (s = 1). Cabe sefialar (y remarcar) que ambas familias de funciones, y (1.11)),

$La naturaleza de los sistemas VC radica en las relaciones de conmutacion canénicas acompanadas
de una forma simpléctica 2. Sistemas de N bosones con pares de operadores canonicos que satisfacen 7
constituyen sistemas VC [19, [24] [1]].

$Sea un operador @ definido sobre un espacio de Hilbert J#, @ : # —s . Luego, O se dice semi-
definido positivo si V|¢) € vy |¢) # 0, <(§¢’¢> = (¢|O|¢) > 0y los autovalores de @ son reales y no

negativos [25].



ofrecen una descripcidon igualmente completa de cualquier estado cuantico, al igual que los
operadores densidad definidos sobre un espacio de Hilbert. El espacio I' es denominado es-
pacio de fase cudntico en analogia al espacio de fase de Liouville de la mecénica clasica
Hamiltoniana, no obstante, en el caso cuantico no se puede describir al estado de un sistema
en términos de un punto del espacio de fase debido a la prevalencia del principio de incerti-
dumbre de Heisenberg. Las variables que conforman I' son los autovalores de los operadores
canonicos T, y las cantidades més relevantes que caracterizan a las funciones caracteristicas y
a las distribuciones de cuasi-probabilidad son los momentos estadisticos del estado cuantico.
Un vector de primeros momentos estadisticos de un estado p se define por

r=(f), = <<Q1>ﬁa (Pi)ps - (@n)5 <ﬁ’N>ﬁ>Ta (1.12)

es decir, es el vector formado por los valores de expectacion de los operadores candnicos con
respecto al estado p: (-); = Tr[-p]. Una matriz de segundos momentos o, también llamada
matriz de covarianza (MC), se define por

o = ({7 = (F)p, 75 — ()} s (1.13)

donde {-, -} es el anticonmutador entre dos operadores. Los elementos diagonales de o son las
varianzas de los operadores candnicos, mientras que los elementos no diagonales corresponden
a las correlaciones entre los operadores canénicos. Para que una MC caracterice a un operador
densidad p con informacion fisica, esta debe satisfacer la relacion de Robertson-Schrodinger,

o +ihQ > 0[9 (1.14)

la cual surge de la semi-positividad de p y de preservar las relaciones de conmutaciéon ca-
nonicas ([1.2)). La desigualdad es equivalente a satisfacer el principio de incertidumbre
de Heisenberg, el cual también es conocido como la desigualdad de Heisenberg- Weyl-Kennard
para operadores canoénicos |28, 29]. De la definicion se desprende que las MC’s son
matrices simétricas y de la desigualdad se desprende que son matrices semi-definidas
positivas: ¢ > 0. Es posible definir momentos estadisticos de orden superior, no obstante, a
efectos de esta tesis no son relevantes.

1.2. Estados Gaussianos

Existe una clase particular de estados que pueden ser descritos completamente por sus
primeros y segundos momentos [(1.12) y (1.13)]. Estos se denominan estados Gaussianos
y se pueden definir como el conjunto de estados con funciones caracteristicas Gaussianas
y funciones de cuasi-probabilidad Gaussianas [17), 24]. En particular, para s = 0, la funcién
caracteristica de Wigner [30] [18] de un estado Gaussiano con primeros momentos r y segundos
momentos o se expresa por

1
X§ (x) = exp [—ZXTQTUQX] exp [ix"Q"r] (1.15)

YUna matriz hermitica M (M = M*) de 2N x 2N; donde (-)* denota el transpuesto conjugado, se dice
semi-definida positiva si V&€ C2V y &£ 0, &M > 0.



y la funcion de cuasi-probabilidad de Wigner [31], [18] se expresa por

2N

G _
Wo'(x) = mNv/deto

exp [— x—1)To (x—1)|. (1.16)

Si el estado de un sistema, S, es un estado Gaussiano, pS, entonces el estado reducido de
un subsistema SS contenido en S es también un estado Gaussiano, pSy = Tre\gs[pS], donde
Trg\ss[-] denota la traza parcial sobre los grados de libertad del subsistema S\ SS, a saber,
los grados de libertad que forman parte de S, pero que no son parte de SS.

Ejemplos de estados Gaussianos en el contexto de teoria de campos son los estados cohe-
rentes y los estados comprimidos; recurrentes en Optica cuéantica [32, [33]. Lo son también
todos los estados basales y térmicos de sistemas con Hamiltonianos cuadraticos y acotados
inferiormente, H®_ Un Hamiltoniano cuadréticdﬂ H (2 es aquel que puede ser expresado
como un polinomio de orden dos en los operadores canoénicos |30} 23]. En términos del vector
# (L.6), la forma mas general en que se puede escribir (salvo una constante) es

H® = #THf 4 £Tr,, (1.17)

donde ry € I' y H es una matriz simétrica de dimension 2N x 2N conocida como matriz
Hamiltoniana. En particular, un Hamiltoniano cuadratico y acotado inferiormente, H @)
tiene la forma de , pero su matriz Hamiltoniana es definida positiva, H > 0. Decir
que H es definida positiva es equivalente a decir que el operador Hamiltoniano es acotado
inferiormente, luego, ambas condiciones garantizan la estabilidad del sistema. Un ejemplo
de Hamiltoniano cuadrético acotado inferiormente es el Hamiltoniano de N osciladores no
interactuantes , con término lineal en los operadores canénicos nulo [segundo sumando
en ] Los estados térmicos con Hamiltonianos H® se expresan por

exp (_mff@)
Z )

(1.18)

Ptco =

donde 8 = (kgT) ! es el inverso de la temperatura T' del estado, kg es la constante de
Boltzmann y Z = Tr [exp (— ﬁf[ (2)>]. Cuando 8 — +00, entonces pyc, tiende al estado basal

del sistema. Estos estados son comunes en la dinamica de un sistema abierto que interactia
linealmente con un medio ambiente y seran de gran interés en esta tesis.

1.3. Transformaciones unitarias y grupo simpléctico

La accion de las transformaciones unitarias sobre un estado cuantico definido en un espacio
de Hilbert esta representada por un set de operadores lineales que transforman al estado en
otro estado contenido en el espacio. Cada operador unitario se corresponde con una matriz
simpléctica real; existe una relaciéon uno a uno. La accién de un operador unitario U sobre

ILos estados Gaussianos no solo aplican para sistemas de osciladores y sistemas de bosones, sino tam-
bién para sistemas fermioénicos donde los observables de interés satisfacen las relaciones de anticonmutacion
candnicas y cuyos Hamiltonianos son cuadraticos [34].



un estado p en un espacio de Hilbert es mapeada a la acciéon de una matriz simpléctica S
(a.k.a. transformacion simpléctica) sobre los primeros y segundos momentos del estado. Esto
altimo se puede representar como:

(1.19)

donde ' es el operador densidad transformado, r’ es el vector de primeros momentos trans-
formado y ¢’ es la MC transformada. Las transformaciones simplécticas que acttian sobre
un espacio de fase de dimension 2N forman el grupo simpléctico, el cual lo denotaremos
por Sp(2N,R) = {S tales que SQST = STQS = Q} y cuya dimensiéon es N(2N + 1).
Las matrices S son cuadradas de dimension (2N x 2N), invertibles y con determinantes
det(S) = +1.

A las transformaciones unitarias representadas por operadores lineales cuyos exponen-
tes son polinomios de orden dos en los operadores candnicos se les llama transformaciones
Gaussianas. Estas son operaciones cuanticas que mapean estados Gaussianos en estados
Gaussianos [19, 23], dicho de otra manera, son transformaciones que preservan las relacio-
nes de conmutacion candnicas y la naturaleza Gaussiana del estado. Entonces, como todo
operador unitario posee su contraparte simpléctica, toda transformacién Gaussiana de un es-
tado Gaussiano quedara completamente representada por la transformaciéon de sus primeros
y segundos momentos por medio de una matriz simpléctica. Ejemplos de transformaciones
simplécticas Gaussianas son las rotaciones [30), 35], las evoluciones temporales generadas por
Hamiltonianos cuadraticos acotados inferiormente [36} 23] y, de gran importancia en 6ptica
cuantica, lo son las transformaciones aplicadas por divisores de haces de luz (beam splitters),
desplazadores de fase (phase shiffters) y operadores squeeze |30, 37, 33, 32].

Un resultado relativo a la utilidad de las matrices simplécticas es el enunciado por el
teorema de Williamson [38] 39, 26], el cual aplica a matrices reales, cuadradas y definidas
positivas:

s )

Teorema de Williamson: Sea M una matriz real de 2N x 2N definida positiva.
Luego, siempre existe una matriz S € Sp(2N,R) que diagonaliza simplécticamente a

M, es decir,
al m; 0
SMST = < J > , 1.20

j=1

donde {m;};>1 son los autovalores simplécticos de M.

\. J

A la matriz diagonal en (1.20]) se le conoce como forma normal de Williamson y cada
autovalor simpléctico m; puede ser directamente calculado diagonalizando la matriz iQ2M,
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pues sus autovalores positivos corresponden a {m;};>1:

iOM = iQS™! é (mﬂ' 0) (8T)~!

e 0 m;
al m; 0

=isSTQ (oj mj) (sH™ (1.21)
j=1

con U = @jvzl @y donde

es la tranformacion unitaria que diagonaliza a € (1.8)):

ot (10
uQﬂL—(O i)'

El resultado (1.20) nos dice que toda matriz Hamiltoniana H > 0 puede ser llevada a su
forma normal de Williamson por medio de la acciéon de una matriz simpléctica Sg:

N

w.

SgHSE = @ 73112X2, (1.22)
7j=1

donde {w;/2},>1 son los autovalores simplécticos de H y I54o es la matriz identidad de di-

mension 2 x 2 [23]. El operador unitario Ug, que se corresponde con la matriz simpléctica

(SL)Y, es aquel que diagonaliza en la base de los modos normales a un operador Hamilto-

niano puramente cuadratico acotado inferiormente

A

AP = iTHf (1.23)

cuya matriz Hamiltoniana es H [ver Hamiltoniano (1.17))], es decir, en la base de los modos
normales el Hamiltoniano se expresa por

N
A =" <@ %]Izm) r/ (1.24)

j=1

con 1 = (S~ 't = (A]IJ[IIA‘UH los operadores canénicos de la base de los modos normales
y donde las frecuencias {w;};>1 que forman parte de los autovalores simplécticos de H se
reconocen también como las frecuencias de los modos normales [40]. El lado derecho en
es el Hamiltoniano de IV osciladores armoénicos libres con operadores canénicos 1.

El resultado (1.22)) permite demostrar que los primeros momentos de un estado térmico,

exp(—ﬁfléz))
7= ~ ; (1.25)
Trfescp (—p A2 )

9



con inverso de la temperatura [ y Hamiltoniano puramente cuadratico, I:[I()z) 1’ son nulos:

77(2) r
exp (—BH > 1 o N .
Tr |r = I exp —5r’T @ &nggr’

[exp( BH )] 7T exp( H(2)> 2

Jj=1

N
~ ~T Wi ~
= )> SEII" exp (—Br’ @ _21 ]nggr’)]

B Tr| exp< BH(Q j=1
7 (2)
exp | —BHp SE . o N ws -
— Tr |7 < - 2> = Zl( H)fl Tr |7 exp <—5r/T@&H2x2r'
Tefesp (~8H2)) | Telexp (5 =

(1.26)

pues Tr [f’l exp < Br’ EB] = i Tgyor! )] =0Vl el,..,2N] |[ver por ejemplo la definicion de

los operadores en (L.3)) y el como estos actian sobre la base de nimero en (1.4)]. Por otra
parte, la MC o; del estado 7 ((1.25)) puede ser determinada a partir de la matriz simpléctica
S en (1.22) y su forma normal de Williamson ((1.20)). En efecto,

exp (~#0)
Tefexp (—p A )
exp (—AF" (D)L, Gz 7) ]
Trfexp (—p AP )
exp (—AF" (D)L Gz 7) ]
Tr[exp (—ﬁﬁ[@)] (1.27)

exp( gt (@J 1%}12@) f‘) g

o; =Tr | {# 1t}

= Tr |Uj{#,#"}Ux

=Tr | {Skt, #' S}

= STTr |{£,#7}

- H
Trfexp (—BAP )
N N N
=S [ [ 11— exp(—Bhw)] Tr [{£,2"} | Q) | D exp(—Bhw;i) SH
7j=1 7j=1 n;=
= SHO'QSH,
donde Uglf'UH = ShT y con
7ﬁhw]
B N efﬁhw +1 0
- @ e ™41
j=1 Py

la forma normal de Williamson de o, pues el teorema de Williamson ([1.20]) también aplica a
las MC’s. La forma normal de Williamson de toda MC que caracteriza a un estado Gaussiano
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Se€ expresa por

W — GN; (‘8] U?j) , (1.28)

Jj=1
con

w; > 1V (1.29)

Que w; > 1 es una forma equivalente de enunciar que W + ih§2 > 0, lo cual es a la vez
equivalente a la relacién de Robertson-Schrodinger (|1.14)).

1.3.1. Evolucién temporal de un estado cuantico Gaussiano

Cuando el sistema con operadores canonicos contenidos en el vector & (L.6) —que res-
cribiremos como #(0)— posee un Hamiltoniano puramente cuadréatico H(t) (en el cuadro de
Schrodinger) del tipo (|1 con dependencia temporal en una funcién escalar, entonces su
evolucién temporal estéa caracterizada por un operador de evoluciéon temporal Gaussiano U (1)
0, equivalentemente, por una matriz de evoluciéon simpléctica S(t). Para un estado Gaussiano
con primeros y segundos momentos a tiempo inicial t = 0, r(0) y ¢(0), respectivamente, su
evolucion temporal queda determinada por las evoluciones temporales de r(0) y o(0) [ver

[CI9)], es decir,

r(t) =S(t)r(0) y o) =S(t)a(0)S(t)". (1.30)
En el cuadro de Heisenberg el vector #(0) transforma temporalmente como #(¢) = Ut#0)U(1),
y dada la correspondencia entre U(t) y S(t), la transformacion es equivalente a ¥(t) =
S(t)f"(O). Cada operador t;(t) (j = 1, ...,2]\7) obedece la ecuacion de movimiento de Hei-
senberg
de,(t) _ 1 (). 0 (0 D)
dt hLo
1 A N N
=—z > Hu(t) [#5(1), Be(t)R(t)]
k.l
1 . N . N N .
= =3 > Hu() ([5(0), 8 (O] 0i(1) + 0 (8) [75(0), 22(8))) (1.31)
el
= Z QJkal(t)I'l(t> -+ Z leHklI‘k(Zf)
el ol
=2 Z ijHklrl(t>
kel

. [%) — 20H(1)S(t >} #(0) =0,

es decir, S(t) satisface la ecuacion tipo ecuacion Schrodinger

as(1)

—— = 2QH(1)S(1), (1.32)
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con H(t) la matriz Hamiltoniana que concentra la dependencia temporal. La solucion de

T3 s

t
S(t) = T exp (/ dt’2QH(t’))
oo " t t1 tn—1 (133>
n—1 0 0 0

con T el operador de orden temporal que da cuenta del orden temporal que hay que mantener
en el integrando cuando [QH(t), QH(#')] # 0 con ¢ # '. De manera analoga, el operador
unitario U(t) satisface la ecuacion de Schrodinger

dU(t) i, -
= —HOU®), (1.34)

cuya solucién es

U(t) = T exp (—% /Ot dtﬁ(t))
1+i(—%)n/otdtl /Otl dt2---/Otn_ldtnﬁ(tl)H(tQ)---ﬁ(tn);

donde esta ultima serie es conocida como la serie de Dyson [41]. Equivalentemente a la
evolucion (1.30)), el estado Gaussiano representado por el operador densidad pg(0) del sistema
con Hamiltoniano H(t) evoluciona segin

(1.35)

pa(t) = U()pc(0)U' (). (1.36)

Las soluciones y (L.35)) son series infinitas. Sin embargo, en el caso de (1.33), las
matrices son de dimension finita (2N x 2N), mientras que en , los operadores son de
dimensién infnita. En una simulacién computacional de una evolucién temporal, el calculo
de S(t) no requiere un truncamiento de la dimension del espacio que si requiere el calculo de

0(1).

1.4. Aspectos relevantes del capitulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capitulo
que seran de utilidad en los capitulos siguientes:

e Kl formalismo simpléctico es equivalente al formalismo de espacios de Hilbert de la
mecanica cuantica.

e Un estado Gaussiano queda totalmente caracterizado por sus primeros y segundos mo-
mentos estadisticos.

12



El estado reducido resultante de trazar parcialmente a un estado Gaussiano, es un
estado Gaussiano.

Los estados térmicos generados por Hamiltonianos cuadraticos y acotados inferiormente
son un caso particular de estados Gaussianos.

Las transformaciones unitarias Gaussianas de un estado Gaussiano se pueden represen-
tar por la acciéon de una matriz simpléctica sobre los primeros y segundos momentos
del estado.

Toda transformacion unitaria Gaussiana preserva la naturaleza Gausssiana de un estado
Gaussiano.

13



Capitulo 2

Termodinamica en sistemas cuanticos

En este capitulo introducimos el formalismo de la teoria termodinamica aplicada a sis-
temas cuanticos. Se presenta el concepto de bateria cudntica y se detallan las cantidades
relevantes asociadas a su caracterizacion termodinamica. Se presenta y estudia un tipo par-
ticular de bateria: bateria disipativa, y se describen la carga y la descarga de esta por medio
de un ciclo termodinamico. A lo largo del capitulo se consideraran sistemas generales —no se
trataran solamente sistemas VC o Gaussianos—, no obstante, al finalizar, haremos la conexion
con el formalismo simpléctico y los estados Gaussianos tal de fijar las herramientas de calculo
que seran usadas en el Capitulo 4 para caracterizar la energética y desempeno del ciclo de
carga y descarga de una bateria cuantica disipativa particular.

2.1. Estados pasivo y activo

Del punto de vista termodinamico, la extraccion de trabajo desde un sistema ha sido
un tema de especial atencion e interés. La termodinamica cuantica [15, [42], actualmente en
activo desarrollo, busca explicar y/o entender cudles son los recursos cuénticos de un sistema
microscopico que favorecen la generacion de energia 1til, en contraste a las cualidades y
limites clasicos ya conocidos [43].

Un &rea activa dentro de la termodinamica cuantica, motivada por los procesos de minia-
turizaciéon y complejizacion que ha experimentado la tecnologia en las tltimas décadas, es el
estudio de sistemas capaces de almacenar energia para su uso posterior. A estos sistemas se
les conoce como baterias cudnticas [8], las cuales explotan la naturaleza cuantica de las co-
rrelaciones, coherencias y entrelazamiento de estados cuanticos para optimizar el desempeno
de carga/descarga y la cantidad de energia almacenada.

Una bateria transita entre estados con carga y estados vacios de carga o energia. Al estado
p de un sistema del cual no se puede extraer energia por medio de una variaciéon ciclica de
un parametro de una fuente externa de trabajo, se le conoce como estado pasivo. Por el
contrario, cuando es posible extraer trabajo del estado de un sistema mediante procesos
ciclicos unitarios, se le llama estado activo [44], [45]. En este contexto, un proceso ciclico se
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entiende como el proceso en que originalmente un sistema que se encuentra aislado, en un
instante de tiempo t = 0 se acopla por medio de un potencial dependiente del tiempo Vs(t)
a una fuente de trabajo y luego se desaclopa de ella después de un periodo de tiempo 7, es
decir, V5(0) = V() = 0 [46].

Los estados pasivos, p, de un sistema caracterizado por un Hamiltoniano Hy cumplen
dos propiedades: 1) [p, I:Is] = 0, es decir, p conmuta con Hi y en consecuencia el operador
densidad es diagonal en la base de autoenergias {|E;)}i>; de Hg y 2) las poblaciones {r;}i>1
del estado, tales que p = > .o, 7i|Ei)Ei|, estan ordenadas de manera decreciente, rq >

ro > r3 > ---, dado que los autovalores {E;}; de ﬁs estan ordenados de forma creciente,
E, < Ey < B3 <---, es decir, los autoestados de mas baja energia poseen mayor poblacion

que los autoestados de mas alta energia [47, [48], 49].

2.1.1. Ergotropia

La energia extraible de un estado activo, pact = Y 1oq 7k |7k)(Tk|, de una baterfa cuantica

con Hamiltoniano Hg = Y w>1 Bk |Ex)XEy| puede ser cuantificada. La cantidad méxima de
trabajo que puede ser extraida desde el sistema en un proceso ciclico unitario se denomina
ergotropia |47, 1] 50]. Esta cantidad méaxima de energia extraida es el resultado de una opti-

mizacion sobre todas las posibles operaciones unitarias, U= ’f‘exp (—% [t [ﬁg + ‘A/s(t)} ),

que dependen de un potencial de acoplamiento Vs(t) activo durante lo que dura la extraccion.
Tales transformaciones conservan la entropia de von Neumann |51, 52] del estado activo de

la bateria, S(pact) = —kBTr[fact IN Pact], como también los autovalores {7y }r>1 de pact. En
efecto, la ergotropia, VW, de una bateria se define por
W(ﬁacta ]A{S) = méXTI‘ |:I:—,S <,5act - UpAactUT>] ) (21)
U

la cual depende solo del estado activo y deAl HamiltonianoAde la bateria. W(pact, H. s) esta aco-
tada superiormente por W(p;.): W(pjers Hs) > W(Pact, Hs), donde el estado pasivo asociado
a ey €8 térmico. Dado que el maximo en (2.1)) se obtiene con U = >, -, |Ex) (rx| y el estado

pasivo en que queda la bateria luego de la extraccion es ppas = UpactUT = Y o1 Tk | Ek) (Ekl,
entonces la ergotropia se puede expresar por

W = erEk (| (rj| B |* = 651.) - (2.2)

De (2.2) podemos ver que W > 0 si p,e presenta inversion de poblacion o coherencias
cuanticas. En resumen, la bateria se encuentra en un estado pasivo si su ergotropia es nula y
en un estado activo si su ergotropia es positiva.

Cuando la baterfa es un sistema VC en un estado activo p** (no necesariamente Gaus-

siano) y se ocupa una transformacion Gaussiana que maximiza la extracion de trabajo desde

Pt a la energia extraida se le llama ergotropia Gaussiana, Wq [53), 54, 12]. En particular,

la Wg extraida desde un estado activo Gaussiano p&* se expresa por

We(pt, Hg) = Tr [I:[Sﬁgt} — minTr [Ugﬁ%ctﬁéﬁs} : (2.3)

Ua
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donde la minimizacion se aplica sobre todas las transformaciones unitarias Gaussianas. Cuan-

do el Hamiltoniano Hg es puramente cuadratico, la energia del estado p&* (considerando

primeros momentos nulos) se puede expresar en términos de la matriz de covarianza o&*

(asociada a p&') v la matriz Hamiltoniana Hg (asociada a Hg), pue

<[:[S>ﬁzci;ct =Tr HSﬁaCti|
= Tr [f Hs#pf"|

=Tr | Y #i(Hg)ufipls'

| ik

1 R N ~ N ~act
= §Tr (; i (Hg)inFr + ; rk<HS>ikri> PG ] (2.4)
:—ZHS le" f‘f')ﬁé:t]

act
=5 g (Hg )i ( ki

1
= §TI' [HSO'aCt} .

Segun la igualdad ([2.4), solo basta conocer 03 y Hg de un sistema VC con N pares de
operadores candnicos para determinar W, pues, retomando la expresion ( -, la ergotropia
Gaussiana extraida desde un estado Gaussino también se puede expresar como [12]

1 w1
We = 5 Tr [Hyo%] - §Tr 858000 (81,0 ST, Sty b (Sh,)"]

1 (2.5)
= §Tr H O'aCt Zalzhi,

donde Szact es la matriz simpléctica que transforma a la forma normal de Williamson o' en
S

ot Sfls es la matriz que transforma a la forma normal de Williamson h* en Hg y

N
0 1
Sp, = —QNsﬁs(sggct)TQN [con @y = P <_1 O)] (2.6)

es la matriz simpléctica que se corresponde con el operador Ug. En o estan contenidos en
orden creciente los autovalores simplécticos, UI <. < JJTV, de 0% y en h* estan contenidos
en orden decreciente los autovalores simplécticos, hf > 2> hi N de Hs. Un célculo detallado
con el que se obtiene la expresion de la ergotropia Gaussiana dada en ([2.5)) y la forma explicita
para S (2.6 se pueden encontrar en Hovhannisyan et al. [12].

*La igualdad (2.4)) es general para cualquier tipo de estados (con primeros momentos nulos) de un sistema
VC, no solo Gaussianos.
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2.2. Baterias cuanticas disipativas

Una clase particular de baterias cuénticas son las baterias cuanticas disipativas [11], 12, [14]:
un sistema cudntico abierto [55] que hace de bateria es acoplado a un bano (o reservorio)
que se ocupa como fuente de trabajo o carga. El bano corresponde a un sistema cuyo nu-
mero de grados de libertad es mucho mayor que el nimero de grados de libertad de la
bateria y es capaz de influenciar las propiedades termodinédmicas y dinamicas de la bate-
ria, pero no viceversa. La interaccion en el tiempo entre la bateria y el bano describe un
proceso disipativo y de equilibracion (proceso de carga). Al final del proceso, el sistema com-
puesto (bateria méas bafio); cuyo Hamiltoniano es I:Itot, alcanza un estado (.. En el limite
termodindamico es posible asumir que el estado reducido (estacionario) de la bateria sera
wpm = Trp [exp(—ﬁﬁtot> /Zior] = Trp[Qs]; donde Ziy = Tr[exp(—ﬁ]:.ftot>], B es el inverso
de la temperatura del bano al inicio del proceso y donde Trg es la traza parcial sobre los gra-
dos de libertad del banio. Al estado wgy se le conoce como estado Gibbsiano de fuerza media
[7, 56]. Si el acoplamiento entre la bateria y el bano se encuentra en el régimen de acopla-
miento fuerte, wpy podria corresponder a un estado activo del cual es posible extraer trabajo.
En el caso particular en que la bateria interactuara débilmente —limite de acoplamiento dé-
bil [55, 57— con un bano térmico, como resultado del proceso de equilibracion se obtendra

que el estado wgy de la bateria se reducird a un estado térmico y pasivo exp(—ﬁﬁs)

con Hg el Hamiltoniano libre de la baterfa y del cual no es posible extraer trabajo. Un ba-
no térmico se distingue de cualquier otro medio ambiente o reservorio por la universalidad
de sus relaciones de fluctuacién-disipacion, condiciones de balance detallado y relaciones de
Kubo-Martin-Schwinger [58, [59].

2.2.1. Ciclo de carga y descarga

El proceso de carga y descarga de una bateria cuantica disipativa obedece a un proceso
ciclico. Para esquematizarlo, primero se define el Hamiltoniano del sistema compuesto bateria
més bano,

Hio(t) = Hs + Hg + A(t)Hi, (2.7)

donde ]:Is es el Hamiltoniano de la bateria, fIB es el Hamiltoniano del bano y ]:II es el
Hamiltoniano de interaccién que caracteriza el acoplamiento entre la bateria y el bafo. A(t)
es una funcién adimensional que depende del tiempo y que funciona como pardmetro de
control para modular la interacciéon entre la bateria y el bano durante el ciclo.

Inicialmente (¢ = 0) el sistema compuesto se encuentra en el estado térmico pasivo
Prot(0) = Tior = exp(—ﬂﬁm(O))/Tr[exp(—ﬁﬁwt(O))] con Hamiltoniano ﬁtot(O) = Hg +

Hg + Hi (AM(0) = 1), y donde se cumple que el estado reducido wpy = TrTie corresponde
al estado cargado de la bateria. La bateria y el bano se comienzan a desacoplar mediante un
protocolo unitario de desconexion,

: t
Ud(t> = 7A-eXp |:—%/ dt/ <ﬁs + ﬁB + )\(t/)ﬁl):| s (28)
0

17



de duracion t4 y tal que A(tq) = 0. Al término del protocolo, el estado del sistema compuesto
es Prot(ta) = Qtd = Ud(td)TtotU (ta), con Hamiltoniano Htot(td) Hs + Hg. A tiempo tq el
estado de la baterfa es pg(tq) = Trp( +» €l cual puede o no tener carga (ergotropia) al final
de la desconexion.

En el caso en que ps(tq) posee ergotropia, se comienza un protocolo unitario de extrac-
cion /descarga,

Usg(t) = Uy (1) ® exp (_ii_ilﬁ[Bt)’ (2.9)

donde Uw(t) acttia solo sobre el espacio de Hilbert de la bateria y el bano evoluciona libre-
mente conforme al tiempo, tyy, que pudiese durar la extraccion. Luego, si se considera una
extraccion instantanea, tyy = 0, que es el caso de esta tesis, (2.9)) se reduce a

Uerg = Uy @ I, (2.10)

y UW extrae la ergotropia desde el estado de la bateria, ps(tq), dejandola en el estado pasivo
B (ty) = Tip [Uerg(ztdffgrg] . (2.11)

A continuacién, en un proceso sin costo energético, se descarta el bano y se reemplaza por

un nuevo bamno cuyo estado es 7 = exp(— ﬂfIB) /Trp [exp(—ﬁﬁ3>] por lo que el estado del

sistema compuesto queda pyot(ta) = p8(ta) ® 75, con Hamiltoniano H,., = Hs + Hy. El ciclo
continua con el encendido de la interaciéon mediante un protocolo unitario de conexion,

: t

O.(t) = Texp [—%/ dt’ (Hs + Hy + A(t’)HI)] , (2.12)
ta

de duracion t., con A(tq +1t.) =1y prot(ta + tc) = th = Uc(td +t.)ps ® %BUj(td +t.), para

luego dar inicio al proceso de equilibrio/carga entre la bateria y el bafio por medio de la

evolucion

A

Ug (£) = exp [—% (ﬁs + Hp + FII> t] , (2.13)

donde finalmente en un tiempo de equilibracion t., el sistema total alcanza el estado Qo =
Ueq(teq)QtCqu(teq), cerrandose asi el ciclo para la bateria con wpy = TrgQy = Trefie.
Durante el proceso de equilibrio A\(t) = 1, con ¢ € [tq + t.,tq + t. + teq]. Para el proceso de
equilibrio se asume que en la evolucion conjunta [Uuy(t)] la bateria y el bafio equilibran (a.k.a
termalizan) en el sentido que el estado de un subsistema & del sistema compuesto (bateria

+ bafio), cuyo soporte esta contenido en S U soporte(H), sera

/3060 = Tl"tot\eﬁ Qoo

= Tl"tot\chtot

(2.14)

en el limite de tiempos t.,’s tardios [12], [60]. Se a demostrado que la hipotesis de equilibracion
en el sentido de la ecuacion se cumple para estados iniciales descorrelacionados donde
el bano puede iniciar en su estado canénico o microcanénico. Mas atin, la hipotesis no se ve
alterada si el estado inicial del sistema total en el proceso de carga posee correlaciones, pues
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las correlaciones entre la bateria y el bano surgidas producto de la evolucién de conexion
de duracion finita, Uc(t), tendran un alcance finito, pues estas se propagan a una velocidad
finita acotada por el limite de Lieb-Robinson [61) [62], entonces, inicialmente siempre habra
un subsistema del sistema total que estara descorrelacionado del resto [12].

Vale la pena aclarar que tanto el proceso de desconexion, como la renovacion del bano y el
proceso de conexion, no es necesario que ocurran inmediatamente al terminar los procesos que
los anteceden, por consiguiente, es posible agregar un tiempo de “espera”’ entre la ejecucion
de los procesos.

2.2.2. Trabajo: sistema cerrado

En sistemas donde [Hg + Hp, A(t)H;] # 0 para algtn ¢, tanto el protocolo de desconexion
como el protocolo de conexion del ciclo conllevan un costo energético en forma de trabajo
para activar o desactivar el acoplamiento (Hj) entre la bateria y el bafo.

Un sistema compuesto con Hamiltoniano f[tot(t), donde un subsistema (la bateria, por
ejemplo) interactia con un bano, constituye un sistema cerrado. El trabajo W hecho sobre
el sistema compuesto en una evolucion temporal de duracion 7 se define por [63]

W =Tr [Htot(T)ﬁtot(T)} Ty [ﬁm(o)pm(o)} . (2.15)

Segun ([2.15)), el trabajo hecho en el protocolo de desconexion de duracion 7 = tq y el trabajo
hecho en el protocolo de conexiéon de duracion 7 = t., Wy y W,, respectivamente, aplicados
sobre el sistema compuesto en el ciclo de carga/descarga de la bateria, se escriben

Wd(td) = TI' |:I:I0 (Qtd — 'f‘tot>i| — Tl" |:I:—,I7ﬁt0tj|
N (2.16)
Wc(tc, td) = TI‘ |:f{0 (th — ﬁls)(td) ® 7A'B>} + Tl" [ﬁIQtC] s

con I:IO = ]:IS -+ ]:IB.

2.2.3. Trabajo disipado y eficiencia

La ergotropia 1) extraida desde la bateria por medio de Uerg se expresa por

Wi(tq) = Trs [ﬁs(td)ﬁs} ~ Trg [pg(td)ﬁs] . (2.17)

Esta es una cantidad de trabajo extraido desde la bateria, mientras que Wy y W, son trabajos
aplicados sobre el sistema compuesto. Luego, se define el trabajo disipado en el ciclo por [12]

Wais(ta, te) = Wa(ta) + Welte, ta) — W(ta), (2.18)

el cual da cuenta de la energia disipada en el ciclo y que no es posible de ser aprovechada o
almacenada. Recordar que los procesos de desconexion ([2.8), de conexion (2.12)) y de carga
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de la bateria (2.13]) son en general procesos disipativos con cierta duracion. En este tipo de
ciclos: desconexion-extraccion-conexion-carga, se puede demostrar que Wy;s es una cantidad
no negativa. En efecto, vemos que

Woss(ta, te) = Tr [Hmt(td 4 ) U (t) R (L) @ 73U (2 )] Ty [(ﬁs + He)R(t) @ %B]
4 Tr [(HS 4 Hg)Oa(t )Ttotf]g(td)] Ty [ﬁtot(omm} + Trg [ﬁsﬁg(td)]

— Trg [F[STI"B[Ud< d) totUT(td)]]

= Tt | Huon (0)Ue(te) 8 (t0) @ 7073 (t6)| = T | Hion (0)ree | + T | A Trs[Ua(ta) ion U 2]
o T | AT [Fiod]| + T | Hion(0) 7| = T [ Hion (007 -
(2.19)
donde en la segunda igualdad se consider6 que I;[tot(tc +tq) = f[tot(()) y en la tercera igualdad
se sumo y restd el término Tr [ﬁtot(())%t’ot}; el cual contiene al estado de referencia 7/, =
exp(—ﬂ’ﬁmt(O))/Tr[exp(—ﬁ’f[tot(O))] [con 3 = (kgT")!], cuya entropfa de von Neumann
—definida por S(p) = —kgTr[pIn p|- satisface

S (Tlor) = S (P8(ta) ® T8) = S(pE(ta)) + S(78), (2.20)

y en consecuencia, también satisface

S (7o) = (Delte)Blta) © UL (1) ) (2:21)

pues la entropia de von Neumann es invariante ante transformaciones unitarias [51), [52].
Luego, reemplazando la identidad Hypy = —8'In7/,, — f'ln [Tr[exp(—ﬁ’[iltot(O))]} en
el primer y dltimo término de la ultima igualdad en (2.19), ocupando que —S(7{,) =
) (U( )R (ta) @ UL (¢ )) [ver (2.21))], reemplazando la identidad Hyoy = —8 " In oy —

B~ n [Tr[exp (— BHtot(0)>]] en los términos restantes que contienen a Hio (0) y reemplazan-
do la identidad Hg = =3 *In7s — 5~ 'In [TrB [exp(—ﬁ]f[B)]] en los términos que contienen

a Hpg, se obtiene que

Was(ta, te) =T'D (Uelte) (ta) @ 70 (¢ )Hth)— BT [y InFrog] + B7VTr [Fron In Fior]

+ Bi TI'B [7A'B In 7A'B] ﬁ TTB{Trs[ (td)TtotU (td)] In TB}
(2.22)

donde se introdujo la entropia relativa entre dos estados p y 6: D(p||6) = kgTr[plnp —
plna] > 0 (que es no negativa) [64]. Ahora, sumando y restando los términos S~ Tr [7/,, In 7/,,]
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y BflTrB{TrS[(A]d(td)%totffg(td)] In TrS[Ud(td)%totﬁg(td)]}, y reuniendo términos conveniente-
mente, la ecuacion (2.22)) queda

Wais(tas te) = T'D (Uelte)(ta) @ 7601 (1)l ey ) + TD (TrslUa(ta) U (1a)] 175

+ 71D (%tlotH%tot) - TS(%tot) + TS(TrS[Ud(td)%totﬁg(td)]) — TS(%B) (223>
+TS(7)

Finalmente, dado que S(7it) = S ([A]d(td)%totU :{(td)), dada la igualdad 1} y considerando
que S(AB(ta)) = S(Tra[Ua(ta) 7o Ul (ta)]); pues los estados pE(ta) v Tre[Ua(ta) 7ot U ()] estéan
conectados por la transformacién unitaria que extrae la ergotropia, se concluye que

Wais(ta,te) = T'D (Uelte) ii(ta) © 7608 ()] |7l ) + TD (Trs[Ua(ta) U (1)l )

+ TD (Oata)fuon U (1) T[T () U (ta)] @ T [Ua(ta)Fn U ()] (2.24)

+TD (FioqlIeot)
>0,

donde cada uno de los sumandos son cantidades no negativas. La desigualdad es
una manisfestacion de la segunda ley de la termodinamica en la forma de Kelvin-Planck:
no ewxiste un proceso cuyo unico efecto sea transformar en trabajo el calor que sale de un
inico reservorio o bano térmico |65, 46]. Ahora bien, escribiendo Wyis(ta, t.) = TX(tq, tc), s
interpreta a

Y(tq,te) >0 (2.25)

como la produccion de entropia del ciclo [12], la cual, debido a que por construccion la
ergotropia es una cantidad no negativa, satisface la desigualdad

T¥(ta, te) < Wal(ta) + We(te, ta). (2.26)

Por motivos que se verdn en el Capitulo 4, es pertinente indicar que la de&gualdad -
sigue siendo Vahda si Ufte = 0) =1 o si U( —0) =1y Ud(td =0) =1ala vez
La desigualdad (2 para el caso particular U.(t, = 0) = ]I y Us(ts = 0) = I ha sido
demostrada en Hovhanmsyan et al. [I2]. Relacionado al costo energético de implementar el
ciclo se define la eficiencia [11, 12} 14],

W(ta)
Wd(td) + Wc(tca td) ,

n(ta, tc) = (2.27)
la cual cuantifica la cantidad de energia invertida en el ciclo versus la cantidad de energia
obtenida del ciclo, dicho de otra manera, es una figura de mérito que cuantifica el desempeno

del ciclo. Como consecuencia de la segunda ley [ver desigualdad ([2.26))], la eficiencia del ciclo
esta acotada por 1, pues

T3(tg,tc)
Wal(ta) + Welte, ta) (2.28)

n(tdatC) =1-

<1
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2.2.4. Enmergética del ciclo cuando 7i,; es un estado Gaussiano con
primeros momentos nulos

Debido a que el estado 7y es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos y el Ha-
miltoniano total, H(0), es cuadratico y acotado inferiormente, los trabajos de desconexion

y conexion (2.16)) se pueden calcular como

1 1
Wy = §Tr Hy (01, — 0tot)] — §Tr Hioo]
y (2.29)
1 ) 1
W, = ETT Hy (0, — 0§ ®op)]+ §Tr Hio,,],

donde Hj es la matriz Hamiltoniana de HO, H; es la matriz Hamiltoniana de HI Y Otots Tty
or, v 0§ @ o son las respectivas MC’s asociadas a los estados Tiot, Qt » Qt y ps ® 8. Como
se menciono en la secciéon anterior, la ventaja practica de las expresiones para W,y Wy en
(2.29) versus las de , es que en el primer caso son trazas de matrices de dimension
finita mientras que en el segundo caso son trazas de operadores de dimension infinita. En
este mismo contexto, como la traza parcial de un estado Gaussiano es un estado Gaussiano,
la ergotropia corresponde a la ergotropia Gaussiana y se puede expresar por

We = %Tr o (ta) Hg] — % (o2 (1) H) (2.30)

donde Hg es la matriz Hamiltoniana de Hs, os(ta) es la MC de ps(ta) y 0§ (ta) es la MC de
ps(ta). En ( - ) las trazas aplicadas también son sobre matrices de dimension finita.

Por tltimo, mencionar que en un ciclo termodinédmico se debe cumplir que tanto el cambio
en la energia interna, Eg, como el cambio en la entropia de von Neumann, Ss, de un sistema
de interés S, deben ser nulos (AEs = 0 y ASs = 0) ya que Eg y Ss son funciones de estado.
Si el estado de un sistema con N pares de operadores candnicos es Gaussiano, es de ayuda
expresar su entropia de von Neumann por

D () (). e

7j=1

pues solo seré necesario conocer la MC del estado Gaussiano para poder calcular su entropia
debido a que el set {v; }é\le son los autovalores simplécticos de la MC [23] [66].

2.3. Aspectos relevantes del capitulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capitulo
que seran de utilidad en los capitulos siguientes:

e Una bateria cuantica es un sistema que almacena trabajo que puede ser posteriormente
usado.
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La cantidad maxima de trabajo util que puede ser extraido desde una bateria por medio
de una transformacién unitaria se denomina ergotropia.

Cuando la transformacién unitaria que extrae la ergotropia es una transformacion Gaus-
siana, a la ergotropia la denominamos ergotropia Gaussiana.

La energia de un sistema con Hamiltoniano puramente cuadratico y estado Gaussiano
con primeros momentos nulos se puede expresar en términos de la matriz Hamiltoniana
y la matriz de covarianza.

Existe una clase particular de baterias cuanticas que se carga a través de la interaccion
fuerte con un bano. La bateria se modela como un sistema cuantico abierto y las
denominamos baterias cuanticas disipativas.

El ciclo termodindmico de carga y descarga de la bateria se basa en 4 ramas: proceso
de desconexién, proceso de descarga, proceso de conexion y proceso de carga.

Al estado cargado de la bateria lo denominamos estado Gibbsiano de fuerza media. Este
estado sera definido y detallado en el siguiente capitulo para un modelo en particular.

El ciclo supone la hipotesis de equilibracion al final del proceso de carga.

Para este ciclo, demostramos, se cumple la segunda ley de la termodinamica en la forma
de Kelvin-Planck.

La eficiencia del ciclo, definida como la razén entre la cantidad de energia extraida de
la bateria y el costo en trabajo necesario para implementar el ciclo, es una cantidad
acotada por 1.
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Capitulo 3

Modelo de Caldeira-Leggett (CL)

El proposito de este capitulo es presentar el modelo usado para implementar luego un
proceso ciclico de carga y descarga de una bateria cuantica que serd modelada como un osci-
lador armoénico cuantico amortiguado (Capitulo 4). Resolveremos la ecuacion estocéstica de
Langevin que describe la dindAmica Gaussiana en el cuadro de Heisenberg de un oscilador que
interactia con un bano de osciladores en el limite termodinédmico y pondremos especial aten-
cion en el estado estacionario del oscilador producto de la dindmica, el cual, veremos, sera el
estado cargado de la bateria. Encontraremos expresiones explicitas que caracterizan al estado
estacionario y haremos uso de las herramientas de la teorfa de respuesta lineal y el formalismo
simpléctico para demostrar que el estado estacionario es igual al estado Gibbsiano de fuerza
media en este modelo. Al finalizar, describiremos la evolucién simpléctica del sistema com-
puesto (oscilador+bano finito) —anéloga a la dindmica descrita por la ecuacion de Langevin—
y usaremos las herramientas descritas en el Capitulo 1 para implementarla computacional-
mente. Compararemos los resultados obtenidos por medio de la evoluciéon de Langevin con
los resultados numéricos de la evolucién simpléctica y corroboraremos numéricamente que el
estado estacionario del oscilador es igual al estado de fuerza media.

3.1. Hamiltoniano

La dindmica de un sistema mecanico amortiguado o disipativo con coordenada )y y
momentum P, acoplado a un bafio; el cual introduce un proceso estocéastico (ruido) en el
sistema, se puede describir de manera general por medio del siguiente Hamiltoniano clésico
del sistema compuesto [67]:

Hgis = Hg + Hp + Hj, (3.1)

donde, en primer lugar, Hg es el Hamiltoniano del sistema de interés, el cual corresponde a
una particula de masa mg moviéndose en un potencial V' (@), es decir,

2

P
Hg = 2_71(1)0 + V(Qo). (32)
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En segundo lugar, Hg es el Hamiltoniano del bano, el cual consiste en un set de N osciladores
armonicos libres de masas {my}r>1 y frecuencias {wy }x>1, es decir,

N P? mpw2Q?
HB:Z( LI ’“2’“ k) (3.3)

2m
k=1 k

Por ultimo, H; es el Hamiltoniano de interaccion entre el sistema y el bano, el cual se asume
ser lineal en las coordenadas del bano,

N

Hy == Fi(Qo)Qx, (3.4)

k=1

donde Fy(Qo) es una funcion de @)y que caracteriza en términos generales el acoplamiento
individual entre el sistema y la coordenada @ del k-ésimo oscilador del bano. Si uno extrema
el potencial global de Hgis con respecto a la coordenada @), (j € {1,...,N}) y Qo fijo, se
obtiene que

88135 = m;w;Q; — F;(Qo)
J
; 0 (3.5)

el cual corresponde al minimo del potencial global en la direccién @); que depende solo de Qg
y de los pardmetros del bano. Luego, si uno reemplaza (); por Q;-“f“ en Hyg, se observa que
el sistema queda bajo los efectos de un potencial (efectivo) renormalizado [68, [67, 55]

Z k2 Qo (3.6)

k=1

Con el fin de anular el desplazamiento al que se ve sometido V' (Qy) producto de la interaccion
lineal con el bano (3.6)) y fijar que el efecto del bafio sobre el sistema sea solo de naturaleza
disipativa, se agrega en Hygis el contra-término

AV(Qy) = Y Fel@), (3.7)

Considerando (3.7)), Hg;s en su version cuantizada queda expresado por

/\2 N

P F2(Qo) mpwiQ? =
& _ 0 7 (A kk - A A
Has = 5=+ V(Qo) + > ok S Z <2mk : ) ;Fk(QO)Qka (3.8)

k=1

el cual depende de los pares de operadores canonicos {Q;, P }1v,. La eleccion de una interac-
ciéon lineal con las coordenadas del bano se justifica en que el acoplamiento entre el sistema
con cada uno de los grados de libertad () es inversamente proporcional al volumen del bano,
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luego, en la medida que se consideren mas osciladores (N > 1), los acoplamientos indivi-
duales entre Fj y Qk se pueden considerarar débiles, no obstante, la interacciéon total entre
el sistema y el bano no necesariamente lo es, pues, cada vez que el bano es mas grande, el
acoplamiento neto y los efectos disipativos inducidos por el bano también lo son [67].

En el caso particular en que se escoge un potencial armoénico para el sistema,

mows
2

V(Qo) = Q. (3.9)

y también se escoge una interaccion separable que modela una disipacion estrictamente lineal,

F(Qo) = gxQo; (3.10)

con las constantes {gx}r>1 las amplitudes de los acoplamientos entre el sistema y los oscila-
dores del bano, entonces el operador H g 1) queda escrito como

A 1502 MOWE Ay MWE Ao al 15,? MEWs A, A
Hye = Y[ ~00 @31
dis = + @t Qo+ 2\ o, + Q| — Qo 2 9k Qr (3.11)

donde wg se conoce como la frecuencia de renormalizacion[]y se define por

N
=Y I (3.12)

la cual surge debido a la introducciéon del contra-término para el caso y explicitamente
representa un desplazamiento en la frecuencia libre del sistema (wp). El modelo descrito por
el Hamiltoniano , que desde ahora en adelante denominaremos Hcy,, es conocido como
el modelo de Caldeira-Leggett [68], donde el sistema corresponde a un oscilador arménico
cuantico (a.k.a. oscilador central). Her, es un Hamiltoniano puramente cuadratico acotado
inferiormente, por lo que posee una matriz Hamiltoniana H¢p, > 0 y puede escribirse como

Hey, = #8 Horfer, (3.13)

con Ty, el vector que agrupa los operadores canénicos del sistema y el bano.

3.2. Ecuacién de Langevin

Las evoluciones temporales de los operadores canénicos que forman parte del Hamilto-
niano H¢y, obedecen el set de ecuaciones de Heisenberg

fer(t), Her (3.14)

S5 = [reton ]

*La incorporacién de la frecuencia wr en (3.11) asegura que el estado estacionario del sistema sea el
estado térmico, o exp(— ﬁHs), cuando el acoplamiento con un bafio térmico (con inverso de la temperatura

B) esta en el régimen de acoplamiento débil [69, [70].
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En particular, la ecuacion de evolucion del operador posicion del oscilador central es

dQo(t)  Po(t)
dt N mo

(3.15)

y la del operador momentum es

dP° ng@k — ol + w3) Qo). (3.16)

Derivando 1) con respecto a t y ocupando 1D se obtiene para el operador QO la

ecuacion diferencial de segundo orden

) N
d7Go(t) + (w2 4 wd)Qo(t) = mio ngQk(t), (3.17)
k=0

que depende de la evoluci()n de cada operador @), de los osciladores del bano. De manera
analoga a obtencion de y haciendo uso de la ecuaciéon de evolucion de cada operador
Pk, se obtiene una ecuaciéon de segundo orden para cada operador Qk expresada por

2
d 32:2(25) +wiQi(t) = i—i do(t) (3.18)

y cuya solucién —obtenida por medio del método de la transformada de Fourierﬂ— es

Qi (t) = Qr(0) cos(wyt) + £ (0)

sin(wyt) + Ik 5 [Qo(t) — cos(wkt)Qo(O)}

mipWi mpWs,

_ 9k - /Dt dt’ cos|w(t —t')] dQO(t/)a (3.19)

MW, dt’

donde se fij6 por simplicidad un tiempo inicial ¢y = 0 (pues su eleccion es arbitraria) y donde
Qr(0) y Px(0) son los respectivos operadores iniciales posicion y momentum del k-ésimo
oscilador del bano. Reemplazando (3.19) en (3.17)), la ecuacion de evolucion queda

R " 1 N gg A ()
Q 1# § : k dQO
dt? 0 O(t) /0 ! [mo — mkwk COS[ k(t t)] dt’

m

- ng [Qk cos(wyt) + ffk(:))z sin(wyt) ] Z i’;k cos wkt)Qo( ), (3.20)

la cual es una ecuacién integro-diferencial cerrada para el operador ()y. Definiendo la funciéon
N
_ 1
v(t) = — E
m
k=

fLa transformada de Fourler de una funcién u operador, F(t), estd definida por F(w) =
[ dtF(t) exp(iwt). Luego, F(t) = &= [* dwF(w) exp(—iwt).

1 si t>0
5 cos(wyt); con O(t) = , (3.21)
0 st t<0
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y el operador

p
ng [Qk cos(wyt) + «(0) sin(wyt) | , (3.22)
MW
la ecuacion (3.20) adquiere la forma
CQo(t) | [ dQo(t') | 25 o _ &) A
dt'~y(t — ¢/ Qo(t) = == —y(t)Qo(0 3.23
dt? +/0 /Y< ) dt’ +WOQO( ) mo ’y( )QO( )a ( )

que es conocida como la ecuacion de Langevin cudntica [69, 71} 72, [73] y determina de manera
exacta la evolucion temporal de QQy(t) sujeta a la preparacion inicial del bano.

Haciendo uso de los operadores escalera que actuan sobre los espacios de Hilbert de cada
oscilador del batio [ver (L ] el operador { también se puede escribir como

f(t):i gk( f )1/2 [a};(O)exp(iwkt)mk(O) exp(—iwkt)]. (3.24)

2mwy

Cuando el estado del bano es un estado térmico,
eXP<—5ﬁB)

Tr[exp(—ﬁlﬁ[3>]’

(3.25)

=

¢ (t) es un operador de ruido coloreado con estadistica Gaussiana que induce fluctuaciones
térmicas en el sistema [74] 73], pues se cumple que el promedio

E)m =0 W, (3.26)
la funcién de autocorrelacion a distintos tiempos es

ER)EWX)) 5, = gz #’ik [coth <@) coslwy(t — )] — isinfwy(t — t’)wk]l (3.27)

k=1

y la funcién de autocorrelacion simetrizada es

U EWNn = 5 [EWEE )7 + EWED) ]

3.28)
hew g2 Bl (
=3 ,Z: — coth (T) cos[wi(t — t')].
Las expresiones (3.26) y (3.27)) se obtienen considerando que
S
At ~ kj
0)a;(0 B — )
<akj< )a]( >> B exp(ﬁhu}k) -1
Ok
(@(0)a}(0))5, = . + Oy
j B exp(ﬁhwj) -1 J (329)



los cuales son valores promedios con respecto al estado 75 que se obtienen considerando la
accion de los operadores {a;(0),al(0)}N_, sobre la base de nimero asociada a cada oscilador
del bano [ver (L.4)]. La funcion v(¢) corresponde a un kernel de memoria-disipaciéon que
distingue entre que el proceso estocéstico sea Markoviano o no Markoviano [55], es decir, que
existan efectos de memoria de informaciéon en la dindmica de interacciéon entre el oscilador
central y el bano, y también es el causante del fenémeno disipativo o de amortiguamiento.

3.2.1. Soluciétn ecuaciéon de Langevin

Aplicando el método de la transformada de Laplacﬂ a la ecuacion de Langevin (3.23)), se
obtiene que

dQo(?)
dt

s> L1{Qo}(s) — 5Qo(0) — + Wi Z{Qo}(s) + L7} (s) [sL{Qo}(0) ~ @0(0)]

t=0

_ miog{g}(s) — Z{7}(5)Q0(0).

Luego, reordenando términos, cancelando términos idénticos y ocupando que mq dQO(t) /dt =
Py(t), se obtiene que la transformada de Laplace del operador @y es

L{Qo}(s) = L{G}(5)Q0(0) + L{F}(5) Po(0) + L{F}(5)L{E}(s), (3.30)
donde
) = 20
y (3.31)
LLFHs) = :

mols® + wi + sZL{7}(s)]

Finalmente, aplicando la transformada de Laplace inversa a la expresion (3.30]), se concluye
que la solucion de la ecuacion de Langevin (3.23) se expresa por [76]

~

Qult) = GO0 + FOR(0) + [ CAE(E - ) (3.82)

y como para el operador momentum se cumple la ecuacion de Heisenberg (3.16]), entonces

At = GO RO) + m 5000 + [ LGt D)EE), (3.33)

La transformada de Laplace de una funcién u operador, F(t), estd definida por ZL{F}(s) =
Jo° dtF(t) exp(—st). La transformada de Laplace inversa de una funcién, .7 (s), es la funcion F(t) (si tal fun-
cion existe) que satisface Z{F}(s) = .Z(s), entonces, si la inversa de .Z# (s) existe, denotamos la transformada
de Laplace inversa de .Z(s) como F(t) = L[ (s)] |75].
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donde

G(t) =2~ L? ¥ +Ss${7}(8)]

(3.34)
Ft) = 2! [ ! }
mo[s® + wi + sZL{7}s)] ]
Tomando t — 400, las soluciones (3.32)) y (3.33)) se reducen a
A~ t ~
Qo(+o00) = lim [ di'F(t —t)E()
—+o0
o (3.35)
Py(+o0) = lim [ dt'G(t —t)EE),
t—+o00 0
pues
lim G(t) = 2 |If > -
Hn 00 =2l ey sz{ms)} )
[ 1
lim F(t) =27 |li =
Jm F) =2 i T 5.,2”{7}(8)]} 0 (3.36)
y
dG(t) 1 _
Jin 5 =27 ima2(G)e) - GO =0

con G(0) = lim,, 1 sL{G}(s) =1 [76, [77].

Si se considera que el estado inicial del sistema compuesto es un estado producto (desco-
rrelacionado),

Prot(0) = ps(0) ® 7g; (3.37)

donde el estado inicial del banio es el estado térmico v ps(0) es el estado inicial (arbita-
rio) del oscilador central, haciendo uso de los valores promedio y las soluciones ([3.35))
se determina que cuando t — +oo los primeros momentos del oscilador central con respecto
al estado pt(0) son nulos,

A ~

(Qo(+00)) pros(0) = (Fo(+09)) prer(0) = 0. (3.38)

Ademas, cuando t — 400, haciendo uso de la expresion (3.28) para la funcion de correlacion
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simetrizada y de las soluciones estacionarias (3.35)) se obtiene que
({Qo(+00), Fo(+00)}) pus(0) = ({ Fo(+00), Qo(+00)}) s

. / at / A" F(t — )G (t — ") {EW), £ Pa

t—+o00

~ i [ ar / A PGV LEE — 1), £t — )})

t—+o00

— [ a / G (EX).EE )

2 ﬂhwk > / > " / " /
Z —— ( > )/0 dt/o At F(1)G(") coslwp(t

Z S (ﬂh;zk) [L{F}(—iwy,) Z£{G} (iwr)
+ L{F}(iw) Z{G} (—iwy)]

=0,
(3.39)

por consiguiente, los elementos no diagonales de la MC del oscilador central son nulos.

3.2.2. Limite continuo

El bano y la intensidad del acoplamiento entre cada uno de sus osciladores y el oscilador
central estan caracterizados por la densidad espectral |68, 67],

J(w) = gz Tk 5w — wy). (3.40)

Si la cantidad de osciladores del bano son tales que las recuerrencias de Poincaré ocurren
en un tiempo préacticamente infinito [78, [79, [67], es apropiado tratar al bano en el limite
termodinamico o limite continuo, es decir, que su comportamiento sea de bano térmico con
inverso de la temperatura 3 y donde sus frecuencias, {wy, }2_,, son densas y forman un espectro
continuo. En este limite J(w) se vuelve una funcion suave de w a artlr de la cual se expresan

~(t) d3.21|) Wi d3 12[) y las autocorrelaciones de § [ y 1

(i)

v(t) = O(t) 2 /000 dw J((;u) cos(wt)

J(w)

Mmow

(3.41)

= Re[j(w)] =

con Re[Y(w)] la parte real de la transformada de Fourier de v(t): ¥(w) = Re[Y(w)] +
iTm[y(w)].
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wh = i/OOO MM. (3.42)

Tmg w

OO == [ dr(e) oot (Z52) cosole = 0] = snfu(e - )]
y
(OO =2 [ dwse)com (52 cosett - )

— (€ 4Ny = 2rmatiocoth (757 ) i)
(3.43)

con 5 (w) la transformada de Fourier del operador de ruido £(t).

Bajo condiciones de equilibrio térmico, las fluctuaciones de un observable macroscopico de
un sistema fisico estan gobernadas por el teorema de fluctuacion-disipacion [80), 81], el cual
relaciona las caracteristicas espectrales de las fluctuaciones y la respuesta lineal (es decir, la
disipacion) del observable [82]. Las expresiones en (13.43) muestran que el bafio satisface el
teorema de fluctuacion-disipacion.

Dadas las soluciones ({3.35)) y la condicion inicial piot(0), y considerando que la transforma-
da de Laplace de v(t) esta relacionada con su transformada de Fourier mediante continuacion
analitica [67]:

Z{7}(s) = y(w = is),

se obtiene en el limite continuo que la solucién estacionaria para los valores de expectacion
de Q%(+00) y P#(+0o0) son

(Q5(+00)) pn(0) = o /Ooo dw% coth (*BZW>

y (3.44)
(P800 = 2 [~ B com (22

con a(w) = wi —w? —iwy(w). En el limite de altas temperaturas (8 — 0), tomando el término
de primer orden de la expansiéon en serie de

phw 2 | Phw  (fhw)’
coth( 5 )—Bhw—l— 5 360 +

O(5),

el promedio de Q2(400) en (3.44)) se reduce a [12} 67]
> 2 (= Re[j(w)]
QN0 = 5o [ I

Brmg a(w)|?
JE— 1 .
- 57710%2)’

(3.45)
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pues, utilizando las relaciones de Kramers-Kronig [83],

m |oz(w)|2 CY(O) (346)
fry w_(Q)’
y el valor promedio de f’g(—l—oo) en 1) se reduce a
R 2mo [ . w*Re[Y(w
<p02(+oo)>,5tot(0) = _0/ dw#
b Jo |a(w)] (3.47)
_ Mo,
/8 Y
pues, utilizando (3.35)), se identifica que
A . 2ih [ wRe[Y(w)]
Qo(+00), Py(+00)] = —/ dw——7-———- (3.48)
Qolroo) Bolkooll == | P
y entonces
o] 2 X
2/ de = 1. (3.49)
™ Jo (W)

El detalle de los calculos para obtener las expresiones (3.46|) y (3.48) se encuentran en el
Apéndice [A] Las igualdades (3.45)) y (3.47) (obtenidas para § — 0) implican que

1

2_%<P02(+OO)>/3mt(0) =

mows
2

. krT
(Q3(+00)) pros (0) = —]; :

(3.50)

lo cual corresponde al teorema de equiparticiéon de energia que se espera en el limite clésico

I24].

3.2.2.1. Regularizaciéon de Lorentz-Drude

La ecuacion de Langevin concuerda con una descripciéon fenomenoldgica del proceso
estocéstico que considera tanto los efectos disipativos como las fluctuaciones térmicas indu-
cidos por bano. La naturaleza o caracteristicas de estos efectos dependerédn del modelo que
se escoja para representar el comportamiento del bano (6hmico, supra-6hmico o sub-6hmico
[85]), lo cual se traduce en una eleccion particular de la densidad espectral o, equivalentemen-
te, del kernel de memoria-disipacion. Ademés, como fisicamente se requiere considerar una
escala temporal de memoria en la dindmica, en la eleccion de J(w) se introduce una frecuencia
de corte, wp, que asegura que J(w) — 0 cuando w — oo, lo cual también evita que ciertas
cantidades fisicas sufran una divergencia ultravioleta [73] 86l 67, [55]. En la regularizacion de
Lorentz-Drude la densidad espectral corresponde a una densidad espectral 6hmica: J(w) o w
cuando w — 0, que en términos de la frecuencia de corte se expresa por

2moyw

Jrp(w) = m (3.51)
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donde 7 es una tasa de amortiguamiento (o friccion). Dada (3.51)), la frecuencia de renorma-
lizaciéon al cuadrado en el limite continuo (3.42)) es

wi = 2ywp (3.52)
y el kernel de memoria-friccion (3.41)) es

v (t) = 2ywpb(t) exp(—wpt), (3.53)

cuya transformada de Fourier es

- 2y

=~ 3.54
Ve (w) 1 —iw/wp (3:54)

y su transformada de Laplace es
21} s) = (3.59)

S) = . .
7 1+ s/wp

Ocupando la siguiente descomposicion para la cotangente hiperbodlica:

BhwY 2 2 w? _
Coth( 5 = Ghw 1+2;V%+W2 :

con v, = 721_;” las llamadas frecuencias de Matsubara [86], [67], se obtiene para la funcion de
autocorrelacion simetrizada del ruido (3.43) que

HE(R), E(E) ) = 2”% exp(—wplt — ]) + Vmofw%{exp(—wﬂt =) [w@ (1 - w_)
— (1 + L;—DH +exp(—u|t — t']) [CID (exp(—ylyt —t)),1,1 - w_D) +
1 n

o (exp(—ylyt —¢|), 1,1+ “—D)} }
141

donde 1 (z) es la funcién digamma y ®(z, s, a) es la funciéon trascendente de Lerch. En el
limite clasico (h — 0) y tomando t' = 0, la expresion (3.56)) se aproxima a la relacién no
Markoviana de Einstein [73], 87]:

(3.56)

lim ({€(), £(0)}) g = %%D@; con t > 0, (3.57)
pues
lim {@Z}(O) <1 — ‘2) — (1 + @)] =0
h—0 V1 v
y

lim exp(—u4t) [CI) (exp(—ylt), 1,1— w—D> + o (exp(—ylt), 1,1+ w—D)] = 0.

h—0 2 51
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Cuando las frecuencias relevantes del sistema son mucho menores que wp, el bano descrito
por la densidad espectral (3.51)) se comporta, salvo inicialmente, como un bafio térmico
estrictamente 6hmico (wp — +00) con

J(w) = 2myyw (3.58)

y una tasa de amortiguamiento efectiva

Vof = / dtyrp(t) = 2. (3.59)
0

No obstante, a escalas temporales menores a

1 [ 1
™m=— dt t’}/LD(t) = —, (360)

Yef Jo WD
el kernel v;,p(t) presenta efectos de memoria (no Markovianidad), los cuales gobiernan gran
parte de la dinamica si las escalas relevantes del sistema no son (mucho) menores que wp

67, 86).

3.2.2.2. Estado estacionario del oscilador central

En el cuadro de Schrédinger, la evolucion reducida (no unitaria) del estado del oscila-
dor central queda representada por el operador densidad dependiente del tiempo pg(t) =
Trg [frot (t)], donde puoi(t) es el estado del sistema compuesto a tiempo t resultante de la
evolucion unitaria

prot(t) = Ucr(t) pron(0) UL (1), (3.61)
con ot (0) el estado inicial li y Ucy, satisfaciendo [ver |D
dUcy(t i

i (3.62)
—> Ucr(t) = exp (—ﬁHCLt) :

Como consecuencia de la evolucion , el estado pyo(t) contiene correlaciones entre el
oscilador central y el bano cuya naturaleza (coherencias, entrelazamiento, etc) dependeran
del estado inicial del oscilador central, ps(0) [88]. Si inicialmente el estado del oscilador
central, ps(0), es un estado Gaussiano, entonces el estado inicial py(0) es Gaussiano y por
lo tanto los estados prot(t) v ps(t) seran Gaussianos Vi. No obstante, independientemente de
la Gaussianidad de gs(0) y dado que Her, es un Hamiltoniano puramente cuadrético en sus
operadores canonicos, el estado estacionario del oscilador central, ps(+00) = Trg [prot(+00)],
en el limite continuo es tinico y Gaussianoﬁ [90, 911, 92} [70}, 12], con primeros momentos nulos
[ver (3.38))] y elementos no diagonales de su MC, og(+00), también nulos [ver ([3.39)]. Salvo

SEn Hu et al. [85] se deduce via el método de integral de camino una ecuacién maestra exacta para el
operador densidad reducido del oscilador central a partir de la cual en Halliwell et al. [89] se deduce una
ecuacion estocastica para la funcién de Wigner reducida. En Ford et al. [90] se reporta la soluciéon de la
ecuacion estocastica para la funcién de Wigner reducida, la cual en el limite { — 400 es una funcion de
Wigner Gaussiana que depende tinicamente de la matriz de covarianza.
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un factor 2, las expresiones estacionarias en ([3.44]) corresponden a los elementos diagonales

de og(+00), es decir,
og(+00) =2 < Ps . : (3.63)
0 <P02>ﬁs(+00)
pues

(Q2) ps(+00) = Trs [Qo )ps (oo }

=Tt |Q3(0)Ucw(+00) prot (0 )UgL(+oo)}
)
©)

= Tr UéL<+oo>@o<o Uon (+00) Uy (+00)Q0(0)Uor, (+00)pron(0)|  (3:64)

=Tr Qo +OO ptot

= (Q5(+00)) puon(0)s
(B)soe) = Trs [PRO)s(+9)]
Ty [ (+00) fros( )} (3.69)
= (F5 (400 )>pmt<o>
({Qo, Po})ps(+00) = Trs [{Qo }pS(JrOO)}
=Tr [{Qo(+oo), Po(+00)}ﬁtot(0)} (3.66)
= ({Qo(+00), Py(+00)}) puer (0)

=0

({Po, Qo}ps(ro) = Trs [{Po(0), Qo(0) s (+00)]
=Tr [{PO(JFOO), QU(+OO)}ﬁtot(O):| (3.67)

<{ ( OO)7Q0<+OO>}>ﬁtot(O)
0.

En general —considérese el régimen de acoplamiento fuerte [56]—
exp <—5 H s)
Trg[exp <—ﬁ]:[s) ]

ps(+o0) #

pero si se cumpliesen condiciones de acoplamiento débil [73], O3] entre el oscilador central
y el bano, la evolucién del estado reducido del oscilador central en el limite termodinamico
y régimen Markoviano obedece una ecuacion tipo Lindblad (a.k.a. GKSL equation) cuyo
estado estacionario es ps(+o0) = exp(—ﬁ]f[s,)/TrS[exp(—ﬁI:[S)] [55, 57, ©O4], el cual esta
caracterizado por la MC

1

os(+00) =h (mo“’o 0 ) coth(Shwy/2). (3.68)

0 moWwo
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Eligiendo la regularizacion de Lorentz-Drude en las expresiones integrales de las entradas dia-
gonales de og(+00) |ver (13.44)], se puede mostrar que tomando el limite v — 0 la MC og(+400)

se reduce a la MC (3.68)) asociada al estado de equilibrio térmico exp (— BH, s) /Trslexp (— BH s)]
[12].

Para finalizar esta seccion, vale la pena hacer notar que la evolucion (3.61) es equivalente
a la evolucion generada por H¢y, de cualquier operador del sistema compuesto en el cuadro
de Heisenberg, por ejemplo, la descrita por la ecuaciéon de Langevin para el operador ().

3.3. Teoria de respuesta lineal

Una particularidad del modelo CL es que el estado reducido estacionario del oscilador
central en el limite termodinamico, ps(400), coincide con un estado llamado estado Gibbsiano
de fuerza media, del cual se hablara més adelante en esta seccion. Para deducir esta igualdad
entre los estados, es 1util introducir los principios de la teoria de respuesta lineal, cuya ventaja
es posibilitar el calculo de cantidades asociadas al equilibrio térmico global. En teoria de
respuesta lineal se estudia la respuesta a orden lineal de un sistema a una fuerza externa,
fext(t), cuando esta le induce una perturbacion que lo desplaza del equilibrio térmodinamico
[95, 167, 86, 55]. Al Hamiltoniano H de un sistema aislado se le agrega un término perturbativo
—q fext(t), definiendo asi un Hamiltoniano dependiente del tiempo

H(t) = H — §fox(t) (3.69)

que gobierna la dindmica desde cuando fey(t) actia sobre el sistema. ¢ es un operador que
actta sobre el espacio de Hilbert del sistema aislado y fex () se enciende cuando el sistema
esta en el estado térmico

exp(—[a’]fl)
Tr[exp(—ﬁﬁ)}

Preo = (3.70)

con un inverso de la temperatura . Luego, en primer lugar, como la fuerza pertubativa se
considera pequena, se asume que el cambio en el valor de expectacion de cualquier observable
O del sistema es lineal en la fuerza, es decir,

A{O(1)) = (O(t))5 — (O)pres

2 o (3.71)
:/(; thOqA@_t)fext(t)a

~

donde a x4(t) se le conoce como funcion respuesta causal. (O(t)), es el valor de expectacion

del operador O con respecto al estado p(t > 0) del sistema perturbado y (O> es el valor

de expectacion del operador O con respecto al estado no pertubado p.o, es decir, el estado

~

cuando fext(t < 0) = 0. En segundo lugar, si se hace explicitamente el calculo de (O(t)); a

ﬁtco
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primer orden en la pertubacion se obtiene que
(O(1)); =T [Op(t)]
= Tr | ()0 (1)
= Tr | (O) 0 OrTi(1)|

~Tr -ﬁmo f[+% /0 t At (t) fext(t’)> Or(t) (ﬁ_ % /O t dt'gu(t) fext(t’))l (3.72)
~Tr :ﬁtco (O}(t) + % / t dt'[On(t), q}(t’)])}

(Ot 5 | A0~ 0O ~ 0,50

donde Ol(t) y ¢i(t’) corresponden al operador O y al operador § en el cuadro de interaccién@
p1(t) v p1(0) = preo son los estados pertubado y no pertubado en el cuadro de interaccion y
U; es el operador de evolucion en el cuadro de interaccion, el cual esta representado por el
operador

0

O1(t) = T exp <71€ / " 4ot fext(t’)> (3.73)

que satisface la ecuacion

dUi(t) i - A
M L6,(1) feu 001
y que a primer orden se expresa por
: t
Ui(t) =1+ % / At O1(t) foxs (). (3.74)
0

Al igualar las expresiones (3.71) y (3.72)), se reconoce que la funcion respuesta causal se
expresa por

Xoglt =) = 30t = 1) (Ot = £),G(O)]).. (3.75)

la cual es conocida como la férmula de Kubo [96]. Esta formula es de utilidad para calcular
los valores de expectacion asociados a los operadores del oscilador central con respecto al
estado de equilibrio térmico global.

3.3.1. Funciones de correlacion y valores de expectacién en el equi-
librio térmico del modelo CL

La teoria de respuesta lineal es exacta para sistemas lineales como el oscilador armoénico
amortiguado [86]. Si en particular se considera que el Hamiltoniano dependiente del tiempo

YEn el cuadro de interaccion tanto los estados de un sistema como sus observables evolucionan en el
tiempo. En este cuadro el estado de un sistema se representa por py(t) = exp (iHOt/FL) Psch(t) exp(fngt/h

y un operador se representa por Ol(t) = exp (iﬁot/ﬁ) Oscll(t) exp(—iﬁot/h); donde pscy ¥ Osen son el estado

del sistema y un operdador en el cuadro de Schrédinger, respectivamente, y H, es el Hamiltoniano libre del
sistema que forma parte del Hamiltoniano dependiente del tiempo H(t) = Hy + V(t), con V() un potencial
dependiente del tiempo (en general perturbativo) [41].
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debido a la perturbacion es ) X A
H(t) = HCL - Q(]fext(t)a (376)
entonces Qo obedece la ecuacion de Langevin
d*Qo(t)
dt?

~

+ [ arne- 9B o = 404 20 au0), e

dv’ My mo

donde v(t) y £(t) son el kernel de memoria-friccion y el operador de ruido, respectivamente,
de la ecuacion de Langevin (3.23)). Luego, al aplicar (-)z,, = Tr[-7wt] a (3.77); donde

eXP<—5ﬁCL>
Tr[exp(—ﬁf[CL)]

(3.78)

Trot =

es el estado inicial no perturbado del sistema compuesto, y considerando que los primeros
momentos de un estado térmico con Hamiltoniano puramente cuadratico son nulos |ver [1.26],
por lo que

~

Tr [{(t)f-tot] =0 y Tr [QO(O)%tot} =0,

se deduce que el valor de expectacion de Qo obedece la ecuacion de movimiento clasica
(teorema de Ehrenfest)

M + /t dt'y(t —t) d<Q0(t/>>ﬁoc

Tl Qo(t))ny, = L2

= 3.79
de mo ’ ( )

dt?

con (Qo(t))s = Tr[Qo(t)fier] = Tr[Qo(0)5(t)] = (Qo(t)), [ver (3.72)]. Reemplazando la
expresion integral (3.71) en la ecuacion (3.79) se obtiene que la funcién respuesta causal
X600 (t) obedece la ecuacion diferencial

X0, (T) | (7 dX,q, ()
QoQ QoQ 2 _
d(;_QO + /0 dU’y(T — u)# + wOXQoQo(T) — 07 (3.80)
de la cual se desprende que la transformada de Fourier de x4 4, —llamada suceptibilidad
dindmica [86], 67]— esm

X(w) = Re[x(w)] +1Im[x(w)]
1 1 (3.81)

mo w2 — w? — iwd(w)

1 wRe[y(w)]

R e T (382)
Ahora, introduciendo convenientemente las funciones de autocorrelacion [67]
C* (1) = (Qo(7)Q0(0)) e
y (3.83)

O™ (1) = {Qo(0)Q0(7)) e

Ig(w) = 1= drxg,0,(7) exp(iwt) = ZL{xg, 0, (—iw), con L{x4 o,}(s) = Jo© dr exp(=sT)X 3,0, (T)
[86].
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con C*(7) = S(7) £iA(7); donde

y (3.84)
A) = = A(=7) = 2 ([Qo(r), Qo(O))

luego del calculo detallado en el Apéndice [B] se concluye que

Sty =1 /O " dweoth (@) [ (w)] cos wr- (3.85)

™

Este resultado surge como consecuencia de que el espectro de las fluctuaciones con respecto al
equilibrio, S(w), se expresa en términos de la parte imaginaria de la transformada de Fourier
de la funcion respuesta causal, IJm[x(w)], es decir, se satisface el teorema de fluctuacion-
disipacion,

~ hw

S(w) = hcoth (BT) Jm[x(w)];
con S(w) = [CH(w) + C~(w)]/2 y C(w) = [*. drexp(iwr)C* (1) = S(w) +iA(w) |55, 67).
A partir de las expresiones para S (T)Aen (3.84) y en el resultado (3.85)), se desprende que

los valores de expectacion de Q2(0), {Qo(0), Py(0)} = {Pp(0), Qo(0)} y P2(0) con respecto al
estado térmico ((3.78]) son:

(a)

(Q3(0)) 2 = 5(0)
P / dw D) WD?['V(W)J coth ﬁ— , ( )
Mo Jo wg — w? — lwy(w)[? 2

donde para la segunda igualdad se evalué 7 = 0 en la funcién coseno del integrando en

(3-89).
(b)

(3.87)

donde para la ultima igualdad se evalué 7 = 0 en la funcién seno del integrando de la
derivada con respecto a 7 de la expresion ((3.85]).

()

- ds
<P[)2(0)>7A'tot = _m(2) dT(QT)
=0 (3.89)

e’} 3 ~
= m / dw—; d %eh'(a{)] coth @ ,
T Jo jwp — w? — iwy(w)[? 2
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donde la primera igualdad en se desprende, por ejemplo, de considerar que el
sistema compuesto perturbado por la fuerza externa foq(7) en el Hamiltoniano H(7)
es un sistema cerrado cuyo estado a tiempo 7, p(7), satisface en el cuadro de
Schrodinger la ecuacion de Liouville-von Neumann [55] y entonces su derivada evaluada
en t =0 es nula,

dp(7) iy 5
ar |, =~ [H(0),(0)]
= %[HCL;Ttot]
=0,
lo cual implica que
LA Qo] = = [(0). Qo(0)} o]
dr VOV RO e g MO ORI ] (3.89)
=0

y por lo tanto, derivando dos veces la expresion para S(7) en ([3.84)), se obtiene que

d2S(r) 1, dPBy(7) .
dr2 0 = 2m0< dr 7Q0(0)}>ftot
= 7=0
1 .
= —m—g<P02(0)>m-

La segunda igualdad en (3.88) se obtiene derivando dos veces con respecto a 7 la
expresion (3.85)) y evaluando la funcién coseno en 7 = 0.

3.3.2. Estado Gibbsiano de fuerza media

Debido a que el estado térmico Ty (3.78) es un estado Gaussiano, entonces el estado
reducido

.
Trlexp (—5HCL) ]
es un estado Gaussiano, el cual estd totalmente ca,racterizado por los valores de expectacion

con respecto al estado de equilibrio térmico ( - v . El estado wpm corresponde al
estado Gibbssiano de fuerza medla del oscilador central [7 56] Como ({Qo(0), Py(0)}) 4., =

{Py(0), Qo(0) P, = 0 [ver (3 ], la MC asociada a wpy es i

On _ <Q%<O)>ﬁot R 0
o =2 (195 <P5<o>>ﬂot)’ 320

L:JFM = TI‘B

la cual es exactamente idéntica [ver y comparar expresiones en con ) v - ala
MC og(+00) (3 asociada al estado estacionario Gaussiano ps(—i-oo) la cual fue obtenida a
partir del resultado de la ecuacion de Langevin ([3.23]) con condicion inicial producto entre el
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estado inicial del oscilador central y el estado térmico del bano (3.37). Ambos estados poseen
primeros momentos nulos, en efecto, se concluye que el estado estacionario y el estado de
fuerza media son idénticos, es decir,

WFM = ﬁs(—i—OO). (391)

El estado Gibbsiano de fuerza media posee una representacion explicita como operador den-

sidad dada por [97, [73]

€xp (_B Hef)
Zeq ’

donde Z. es una constante de normalizacion expresada por

WEM =

(3.92)

1
Ze = .
¢ 2sinh(Bhwe/2)
y A
N P? m fw
He — 0 etef
t 2mef QO

es un Hamiltoniano efectivo que depende —al 1gual que Ze,— de la frecuencia efectiva

1 [0 @500 +
" \/<A2( D) s (Q2(0)) 5, — &

y de la masa efectiva
L (B8 (0)) e
<QO( )>7'tot

ambas dependientes de 5y que en el limite de altas temperaturas (5 — 0) cumplen que

ef —

Wef — Wy Y Mef — My, lo cual implica wpy — exp(—ﬁf[s> /Trg [exp(—ﬁﬁs)].

3.4. Evolucién simpléctica

Haciendo uso del formalismo simpléctico se plantea implementar numéricamente la evo-
lucion temporal del sistema compuesto del modelo CL para un valor de N que reproduzca
(en lo posible) el limite termodindmico. Se busca obtener la MC del oscilador central en su
estado de equilibrio —estacionario en el limite termodinamico— y comparar con los resultados
obtenidos desde la ecuacion de Langevin. La condicion inicial de la evolucion es el estado del
sistema compuesto del modelo CL representado por el operador densidad producto
B39,

por(0) = ps(0) ® 7g, (3.93)

donde pg(0) es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos. Luego, la evolucion del
sistema compuesto queda totalmente representada por la evolucién simpléctica

O'CL(t) = S(t)O'CL(O)S(t)T (394)
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de la MC del estado ((3.93)),

O'CL<O) = 0'3(0) )

N 1
G}h(EgE mﬂw)cmh(ﬁg%)], (3.95)
j=1 X

por medio de la accion de la matriz simpléctica [ver (1.33])]

S(t) = exp (2QHcrt), (3.96)
con
mo(wg +wi) 0 —0 0 - —gnN 0
0 Ume 0 0 0 0
) —q1 0 mwi 0 0 0
Hep = 5 0 0 0  1/m 0 0 (3.97)
—gN 0 0 0 - mywk 0
0 0 0 0 - 0 1/mn

la matriz Hamiltoniana del operador fICL; la cual no posee dependencia temporal explicita.
Dada la MC ([3.94)) del sistema compuesto, el estado del oscilador central al tiempo ¢ queda

representado por la MC
_ (locu®)ln [ocu(t)he
”S@)—([ocmmﬂ [acutnm)' (3.98)

Cuando pg(0) no es un estado Gaussiano, la evolucion (3.94)) solo describe la evolucion de la
matriz de covarianza asociada al estado del sistema compuesto.

3.4.1. Bano finito

La evolucion simpléctica requiere definir una muestra finita de frecuencias {wy }_,
de los osciladores del bafio como también de los acoplamientos {gi. }2; [ver (3.97)]. La muestra
de frecuencias a usar, como también los demas pardmetros del Hamiltoniano, determinan
el tiempo a la que ocurren las recuerencias de Poincaré en la dinamica. El tiempo de las
recurencias de Poincaré es proporcional a 27/ min(wg41 — @), donde @y, son las frecuencias
de los modos normales del sistema compuesto [98], 02].

3.4.1.1. Muestra homogénea de frecuencias

Una eleccion sencilla para representar las frecuencias del bano es considerar una muestra
homogénea en que se escoge una frecuencia maxima, wysy, v se define una diferencia constante
entre frecuencias como A = wps/N. De esta forma, la frecuencia del j-ésimo oscilador
(j =1,...,N) se expresa por

Hm __ .
wi ™= jA. (3.99)

Como N y wmsx son parametros libres, estos se pueden ajustar para reproducir el limite
continuo. En la regularizacién de Lorentz-Drude (3.51)), la densidad espectral en términos
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Figura 3.1: Densidad espectal con regularizacion de Lorentz-Drude en funcién de una muestra
homogénea de frecuencias donde N = 150, mg = 1, my = 1 Vk, wmax = 70 y wp = 4. (a)
v=0.125y (b) v = 1.

de una muestra homogénea de frecuencias es un conjunto de puntos equiespaciados con un
méaximo entorno a wp y que decae hasta su valor dado por wysy [Figura|3.1].

Para los acoplamientos g se busca reproducir una densidad espectral de un bano con

espectro continuo. Integrando J(w) (3.40) en una vecindad de w;, [w; — A/2,w; + A /2] (con
A < 1), se obtiene que

2

wi+A/2 gmilfuk sl owy € [wj —A/2,w; + A/2]
dw/J(w) = ) (3.100)
wim A2 0 siwp & [wj — A/2,w; + A2

y considerando a J(w) una funcién continua y suave, como por ejemplo (3.51)), al integrar en
el intervalo [w; — A/2,w; + A/2] se obtiene que

wj+A/2
/ dwJ(w) = J(w;)A. (3.101)

i—A/2

Luego, igualando (3.100) y (3.101]) generamos la muestra de acoplamientos como

2mpond (i) A
gf’”z\/ mueon ) () (3.102)

)
™

que para el caso de la regularizacion de Lorentz-Drude quedan

dymompwz A
Hm k
~ . 3.103
Ik \/7T 1+ (wk/wp)? ( )

Para una muestra homogénea de frecuencias y un tamano finito del bano (V) se
tiene que la escala temporal de las recurrencias de Poincaré [Figuras|3.2|y en la evolucion
del oscilador central esta dada aproximadamente por tg = 27N /wmax [92] 66], lo cual
limita la ventana temporal de estudio si es que se quiere observar el fenémeno de equilibrio
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Figura 3.2: Entradas de la MC og(t) en funcién del tiempo segin la evoluciéon simpléctica
con una muestra homogénea de frecuencias. Se considera como condicién inicial la MC og(0)
del oscilador central asociada al primer estado excitado pg(0) = |1)(1| y se escogen los parametros
v =0.08, N =150, wg = 2, wp =4, =10, mg = 1, mi = 1 Vk, wmax = 70 y unidades tales que
h = kg = 1. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gp’s.

Figura 3.3: Entradas de la MC og(t) en funciéon del tiempo segin la evoluciéon simpléctica
con una muestra homogénea de frecuencias. Se considera como condicién inicial la MC og(0)
del oscilador central asociada al primer estado excitado pg(0) = |1)(1| y se escogen los parametros
vy=1, N =150, wg = 2, wp =4, B =10, mg = 1, mp = 1 Vk, wmax = 70 y unidades tales que
h = kg = 1. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generaciéon de los gp’s.
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[99]; que en el caso discreto (lejos del limite termodindmico) no corresponde a la vez a un
fendmeno estacionario. Si el equilibrio ocurre a una escala temporal toq > tx, para aumentar
tr serfa necesario aumentar el costo de computo como consecuencia del aumento de N. teq
aumenta conforme disminuye 7 y en consecuencia disminuyen las constantes g.

3.4.1.2. Muesta Lorentziana de frecuencias

v =0.125

=
=

=
[N}
Jrp(wf?)
[N

Jrp(wi?)

0 50 100 0 50 100

Figura 3.4: Densidad espectal con regularizacion de Lorentz-Drude en funcién de una mues-
tra Lorentziana de frecuencias donde N = 150, mg = 1, my = 1 Vk, wp = 4, a9 = 1,
Ay =7.72(wy — wn_1), (a) ¥ =0.125 y (b) v = 1. (¢) Muestra Lorentziana de frecuencias
usada para las figuras (a) y (b).

Las frecuencias en este tipo de muestra se expresan por [92]

. Tk
w,f = Qg tan |:§N——|—1:| s (3104)

donde ay es un parametro ajustable que determina el ancho de la muestra Lorentziana. La
diferencia entre frecuencias se define por Ayx; = wy — wi—1 para k = 2,.... Ny Ay = wy.
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La muestra posee una alta densidad de frecuencias entorno a w = 0 y conforme k&
aumenta, la densidad disminuye |[Figura . En este caso, el tiempo de las recurrencias de
Poincaré esté fuertemente determinado por el valor de : mientras mayor es el valor de v, las
recurrencias de Poincaré aparecen a un tiempo menor. Esto tiene por ventaja, en contraste
con la muestra homogénea de frecuencias, que permite estudiar efectos de equilibracion para
un rango de valores de v en que el tiempo tr (de la muestra homogénea) es menor que el
tiempo de equilibraciéon, no obstante, fuera de este rango, el tiempo de las recurrencias de
Poincaré de la muestra Lorentziana es menor que tg, pudiendo ser incluso menor que teq;
siendo este el caso, es conveniente ocupar la muestra homogéna para estudiar el equilibrio.
Ocupando la regularizacion de Lorentz-Drude, las constantes de acoplamiento para la muestra
Lorentziana quedan

dymompw? Ay,
Lz k
= , 3.105
T \/7r [1 + (wn/wp)?] (3105)

donde se considera igualmente valida la aproximacion entre (3.100) y (3.101) con una vecin-
dad entorno a cada wy, definida por Ay, pues por el comportamiento asintotico de Jrp(w), en
primer lugar, mientras mayor sean las frecuencias, la derivada de Jp(w) disminuye, siendo
entonces el primer orden en la expansion de Taylor una buena aproximacion para Jyp(w)
entorno a wy y, en segundo lugar, en la medida que aumenta k, los osciladores del bano con-
tribuyen menos a la dinamica del oscilador central. Tanto ag como Ay se pueden ajustar para
conseguir que la evolucion simpléctica para cierto valor de N sea una buena representacion
de la evolucion en el limite continuo y con ello reproducir las covergencias asintoticas en el
equilibrio donde se cumple que og(+00) = 04y, tanto para condiciones inciales Gaussianas
y no Gaussianas del oscilador central. En la Figura [3.5| se escoge una condicién inicial no
Gaussiana para el oscidador central y la regularizaciéon de Lorentz-Drude para comparar la
evoluciéon (no unitaria) de la MC del estado reducido del oscilador central en el limite conti-
nuo (ecuacion de Langevin) con la evolucion de la MC del oscilador central contenida en la
evolucion simpléctica o¢y,(t). Se observa una dindmica concordante —sujeta a la eleccion de
los parametros— tanto en la frecuencia de las oscilaciones, en la tasa de decaimiento producto
de la dinamica disipativa y en las convergencias en el equilibrio, las cuales estdn expresadas
de manera general (salvo un factor 2) por las soluciones (3.44). En la Figura [3.6] se reprodu-
cen las convergencias asintoticas del limite continuo a partir de la evolucion simpléctica de
ocL(t) con condiciones iniciales Gaussianas. En la Figura se reproducen la convergencias

asintoticas del limite continuo y alta temperatura [ver (3.45) y (3.47)] v en la Figura [3.§] se
reproducen las convergencias asintoticas del limite continuo y acoplamiento débil |[ver (3.68))];

donde se cumple que pg(+00) — exp(—ﬁﬁs> /Trs[exp<—ﬁf]s)] cuando vy — 0.

3.5. Aspectos relevantes del capitulo

A modo de resumen, vale la pena destacar los siguientes aspectos del presente capitulo
que seran de utilidad en el ultimo capitulo:

e El Hamiltoniano de Caldeira-Leggett es un Hamiltoniano cuadratico acotado inferior-
mente. Este describe a un oscilador armoénico que se acopla linealmente a un bano
compuesto por un conjunto de osciladores armonicos.
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Evol. Langevin
— = Evol. simpléctica
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Ewol. Langevin
= = Evol. simpléctica

Evol. Langevin Evol. Langevin
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Figura 3.5: Entradas de la MC og(t) en funcion del tiempo. Se considera como condicion
inicial la MC 0g(0) del oscilador central asociada al primer estado excitado ps(0) = [1)1].
Las curvas segmentadas verdes coresponden a las entradas de la MC del oscilador central
(13.98]) segtin la evoluciéon simpléctica con una muestra Lorentziana de frecuencias. Las
curvas continuas negras corresponden a la evoluciéon dada por las soluciones de la ecuacion
de Langevin (limite continuo). Las curvas continuas de color cian corresponde al valor de las
entradas diagonales de la MC og(400) asociada al estado estacionario del oscilador central
en el limite continuo [ver ] Las curvas segmentadas de color magenta corresponden al
valor de las entradas diagonales de la MC oy, asociada al estado Gibbsiano de fuerza media,
wrM, cuando el bafnio es finito. Se escogen los pardametros v = 1, N = 150, wy = 2, wp = 4,
f=10,mg =1, mp =1Vk, a9 =1, Ay =7.72(wy —wn_1) y unidades tales que h = kg = 1.
Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gi’s.
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Figura 3.6: Entradas de la MC og(%) (3.98]) en funcion del tiempo segin la evolucion simplécti-
ca (3.94)) con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones inicia-
les la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano pg(0) = [0)0] (curvas rojas)

y la MC asociada al estado térmico Gaussiano pg(0) = exp(—ﬁsﬁs> /Trg [exp(—ﬁsﬁs>] con

Ps =0.2 (curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las
entradas diagonales de la MC og(400) asociada al estado estacionario del oscilador central
en el limite continuo [Figura . Las rectas segmentadas de color magenta corresponden
al valor de las entradas diagonales de la MC oy,,, asociada al estado Gibbsiano de fuerza
media, wry, cuando el bano es finito [Figura. Se escogen los parametros v = 1, N = 150,
wo=2,wp=4,8=10,mg =1, my =1k, ap =1, Ay =7.72(wy —wn_1) ¥ unidades tales
que h = kg = 1. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gi’s.
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Figura 3.7: Entradas diagonales de la MC og(t) (3.98) en funcion del tiempo segin la evolucion
simpléctica con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones
iniciales la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano pg(0) = |0)0| (curvas rojas)
y la MC asociada al estado térmico Gaussiano pg(0) = exp(—ﬁsﬁs) /Trglexp (—ﬂsﬁs>] con g =0.2
(curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las entradas diagonales
de la MC og(+00) asociada al estado estacionario del oscilador central en el limite continuo y de
alta temperatura [ver y ] Las rectas segmentadas de color magenta corresponden al
valor de las entradas diagonales de la MC oy, asociada al estado Gibbsiano de fuerza media, wrm,
cuando el bafio es finito. Se escogen los pardmetros v = 1, N = 150, wg = 2, wp = 4, 5 =0.05 (“alta
temperatura”), mo = 1, my = 1 Vk, ag = 1, Ay =7.72(wy —wn—1) y unidades tales que h = kg = 1.
Se escoge la regularizacién de Lorentz-Drude para la generacion de los gi’s.
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Figura 3.8: Entradas diagonales de la MC og(t) en funcion del tiempo segin la evolucion
simpléctica con una muestra Lorentziana de frecuencias. Se consideran como condiciones
iniciales la MC del oscilador central asociada al estado basal Gaussiano pg(0) = |0)X0| (curvas
rojas) y la MC asociada al estado térmico Gaussiano pg(0) = exp(—ﬂsﬁs>/Trs [exp (—ﬁsﬁs)] con
fs =0.2 (curvas amarillas). Las rectas continuas de color cian corresponden al valor de las entradas
diagonales de la MC og(+00) asociada al estado estacionario del oscilador central en el limite continuo
y acoplamiento débil . Las rectas segmentadas de color magenta corresponden al valor de las
entradas diagonales de la MC oy, asociada al estado Gibbsiano de fuerza media, wry, cuando el
bano es finito. Se escogen los parametros v =0.08 (“acoplamiento débil”), N = 150, wy = 2, wp = 4,
B =10, mg =1, mr =1Vk, ap =1, Ay =7.72(wy —wn—1) y unidades tales que h = kg = 1. Se
escoge la regularizacién de Lorentz-Drude para la generacion de los gi's.
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La evolucién temporal generada por el Hamiltoniano de Caldeira-Leggett es una evo-
lucién unitaria Gaussiana.

La ecuacion de Langevin describe un proceso disipativo de un sistema cuantico abierto
que interactiia con un bano térmico. Del bano depende que la dinamica presente memo-
ria y que el ruido sea colorido. El sistema estara sometido a fluctuaciones cuanticas que
seran de gran relevancia cuando la temperatura del bano térmico sea cada vez menor.

El estado estacionario del oscilador central producto de la dinamica descrita por la
ecuacion de Langevin es un estado Gaussiano. Este estado es igual al estado Gibbsiano
de fuerza media.

Veremos en el siguiente capitulo que el estado de fuerza media corresponde a un estado
cargado de la bateria si el acoplamiento entre el oscilador central y el bafio es fuerte.

La regularizacion de Lorentz-Drude provee una forma realista de modelar un bano.

Es posible reproducir la dindamica en el limite termodinamico del oscilador central por
medio de la evolucion simpléctica del sistema compuesto en los distintos regimenes
de acoplamiento y temperatura. En especial, se reproducen las convergencias en el
equilibrio en el limite termodinamico por medio del formalismo simpléctico y un bano
finito.

Corroboramos numeéricamente el resultado ps(+00) = Wpym.

La dindmica con un bano finito agrega otra escala temporal relevante: el tiempo de las
recurrencia de Poincaré.

El formalismo simpléctico, aparte de posibilitar el tratamiento de la evolucion del siste-
ma compuesto por medio de cantidades finitas, también permite tener acceso al estado
del sistema de interés y al estado del bano en cada instante de tiempo, esto, en con-
traste con el formalismo de la ecuaciéon de Langevin en el cual se eliminan los grados
de libertad del bano y solo se obtiene informacién sobre el sistema de interés.

La dinamica del oscilador central descrita por la ecuaciéon de Langevin o por la evolucion
simpléctica corresponde al proceso de carga de la bateria cuéntica mencionado en el
Capitulo 2.
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Capitulo 4

Ciclos de carga y descarga aplicados al
modelo CL con bano finito

Motivados por el trabajo desarrollado en Hovhannisyan et al. [12], el resultado (3.91)),
Wpm = ps(+00), (4.1)

y la posibilidad de reproducir el limite continuo a través de la evolucion simpléctica, imple-
mentamos un ciclo termodinédmico de carga de una bateria cuéntica cuyo rol es jugado por el
oscilador central del modelo CL y donde el agente de carga es el bano discreto con una canti-
dad finita de osciladores armonicos. La naturaleza Gaussiana de los estados que conforman el
ciclo permite describir su energética y figuras de mérito por medio del formalismo simpléctico
descrito en el Capitulo 1 y las expresiones termodinamicas presentadas en el Capitulo 2.

En el ciclo, inicialmente el sistema compuesto se prepara en el estado térmico Gaussiano
exp <—5 H CL)
Tr [exp(—BﬁCLﬂ

procurando que el acoplamiento entre la bateria y el bano sea lo suficientemente fuerte para
que la baterfa se encuentre en su estado Gibbsiano de fuerza media cargado con ergotropia
W. Como Ty es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos, computacionalmente
calculamos su MC, o5,_,, a partir de su forma normal de Williamson,

coth (m?j) 0

N
0 JG:% 0 coth (@) ’ (43)

(4.2)

Ttot =

donde determinamos las frecuencias de los modos normales, {@;};>0, por medio de la diago-

nalizaciéon simpléctia de la matriz Hamiltoniana asociada a Hcy, y luego transformamos o3 a
la base fisica por medio del calculo de la matriz simpléctica Sg. La MC inicial de la bateria
se expresa entonces por la matriz simétrica

amI:([Uﬁg)t]ll 0 ) (4.4)

[O-’f'tot ] 22
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En la primera rama del ciclo se activa un protocolo de desconexién mediado por un pardmetro
adimensional dependiente del tiempo, A(t), que para cierto tiempo de desconexion, tq, se
anula. A(t) actta solo sobre el término de interaccion del modelo CL: A(t)%mowdQ2/2 —
)\(t)@o Yo 96 Qk (con k =1,..,N). Se consideran dos escenarios para el comportamiento de
A(t): 1) pasar de A(0) =1 a A(tq) = 0 de manera instantanea (tq = 07), lo cual es conocido
como un protocolo quench instantdneo (que se detalla mas abajo en el texto), y 2) pasar
de M(0) = 1 a A(tq) = 0 con A(t) una funciéon continua en [0,tq] y tq finito. Luego de la
desconexion entre la bateria y el bano, en la segunda rama del ciclo accedemos al estado
de la bateria, y estando esta cargada, extraemos instantaneamente W, quedando luego la
baterfa en el estado pasivo Gaussiano p§(tq) caracterizado por la MC

ot = Vom0l — oot (750 ). @9

obtenida tras la aplicacion (por congruencia) de la matriz simpléctica de dimension 2 x 2
Sp,, [ver ] sobre Oy (t,)- Tras la extraccion, en la tercera rama del ciclo, la bateria
se conecta via un protocolo quench instantdneo a un nuevo bano en su estado térmico,
B = exp(—ﬁﬁg) /Trp [exp<—6ﬁ3>], y luego esta es nuevamente cargada en la cuarta rama
del ciclo producto del encendido de la interaccién, donde al sistema compuesto se lo deja
evolucionar segin la evoluciéon alcanzando al final de proceso de carga el estado

~ ) i - R . 1 -~
Qeq = tgrtre}q exp (_ﬁHCLt> pg(td) X TB exp (ﬁHCLt) s (46)
siendo el estado reducido de la bateria Trp [Qeq] = WpM, el cual estd caracterizado por la

MC o4y, Al estado final del sistema compuesto en el proceso de carga, Qeq, lo etiquetamos
con la etiqueta “eq” para hacer incapié en que en el caso discreto el estado cargado de

~

la baterfa, Trg[{2eq| (con el que se cierra el ciclo), no es un estado estacionario, pero que
en la medida que nos aproximamos al limite termodinamico Trp[Qeq] — ps(+00) con MC
os(+00) [ver (3.63)], pues el tiempo de las recurrencias de Poincaré tiende a infinito. Como
condicién inicial del proceso de carga tomamos el estado descorrelacionado entre el estado
pasivo de la bateria y el estado térmico del bano, pues se considera la situacion ideal en que
la interaccion es encendida de manera instantanea, es decir, el estado del sistema compuesto
permanece “congelado” debido a que la evolucién para el proceso de conexion es igual al
operador identidad, pero a los Hamiltonianos libres de la bateria y el bano se les suma el

término de interaccién. A este tipo de protocolo se le llama protocolo quench instantaneo
[100], 99, 10T, 12} 102]:

pPs @ p —, Ps @ pB

quench
y (4.7)
Hs+HB — Hs+HB+H1.
quench

Para describir el comportamiento del bano se escoge la muestra Lorentziana o la muestra
homogénea de frecuencias (o ambas) dependiendo de la eleccion de los deméas parametros del
Hamiltoniano que determinan la ocurrencia de las recurrencias de Poincaré en el proceso de

93



carga. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude en la generaciéon de los acoplamientos
gr’s. Es importante hacer notar que en el caso discreto (lejos del limite termodinamico) la
eleccion de los parametros de la bateria y el bano incide en la posibilidad de cerrar el ciclo

A

de la bateria, es decir, que se cumpla la igualdad Trg[{eq] = wrpm. En especial observamos

que para valores donde wy — 0 (limite de particula libre) el estado Trg[€2e,] no converge al
estado de fuerza media.

4.1. Ciclo con protocolos de conexién y desconexién tipo
quench

Preparado inicialmente el estado , se aplica el protocolo quench instantaneo para la
desconexion bateria-bano. El estado de la bateria luego del quench es wpy con MC oy, -
Para el proceso de conexién, como ya mencionamos, también se aplica un protocolo quench.
A continuacién se detallan la energética del ciclo y su desempeno.

4.1.1. Ergotropia

En este caso, la ergotropia (Gaussiana) [ver (2.5))] del estado cargado de la bateria se
expresa por

1 0% w
unench — Z (m(]wg[o-d)FM]ll + %) _ 70 I:O-L:JFI\A]:LI[O-&JFI\A:I227 (48)

donde wy/2 es el tnico autovalor simpléctico de la matriz Hamiltoniana

B mowg 0
Hs = 5 1 (4.9)

2mo

asociada al Hamiltoniano Hg de la bateria libre v /[0, ]11[0apy22 €5 €l tnico autovalor
simpléctico de la MC oy, [ver (4.4)]. La matriz simpléctica Sp_ [ver (2.6)], asociada al
operador unitario que extrae la ergotropia desde la bateria, es

([oopy 1)/

S. — (0 _1> (\/mOWO 0 > ([oapp11[00py]22)1/4 0 < 0 1)
e =
/1

¢ L0 0 1//mowo 0 (o0pyl22)" -1 0
([oopy11[0apyl22)
([UQFMbQ)l/z 1 0
— mowo ([oopy)11[00py,122) /4
0 (mowo[thM]11)1/2

([O-GJFM } 11 [UQFM]22)1/4

(4.10)

En la Figura se grafica el comportamiento de W en funcién de: (a) la tasa de
disipacion (o fuerza del acoplamiento) v; (b) la frecuencia de corte wp; (¢) la temperatura 3!
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Figura 4.1: Ergotropia para los casos continuo y discretos en funciéon de: (a) la fuerza del
acoplamiento, (b) la frecuencia de corte, (c) la temperatura y (d) la frecuencia libre del
oscilador central. Para los tres casos se escoge my = 1, la regularizacion de Lorentz-Drude y
unidades tales que h = kg = 1. Para ambos casos discretos se escoge my =1 Vky N = 150,
pero, en particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge
ap =1y Ay =7.72(wy —wpn_1) y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias
se escoge wmax = 70. Para los tres casos se escogen los siguientes pardmetros : (a) wy = 2,
B =0lywp=4 (D) w=2p"=01lyr=L()w=27=lyw=4y(d)ry=1
6_1 =0.1 y Wp = 4.

y (d) la frecuencia libre de la bateria wy. En los casos discretos; donde tomamos una muestra
Lorentziana y una muestra homégenea de frecuencias para modelar al bano y al estado térmico
inicial 7y, en primer lugar, se desprende que la ergotropia de la bateria aumenta en la medida
que aumentan los acoplamientos g;’s (determinados por 7) entre la bateria y los osciladores
del bano, dicho de otra menera, mientras el régimen de acoplamiento sea fuerte, la bateria
inicialmente estara cargada y su carga aumentard con el aumento de . En segundo lugar,
mientras el comportamiento del bano tienda a ser puramente 6hmico (wp — +00), la carga
inicial de la bateria sera mayor. Finalmente, el estado de la bateria tendra menos ergotropia
si se tiende a un limite clésico con el aumento de la temperatura (S — 0) o la escala temporal
definida por wy tiende a ser mucho menor que la escala temporal definida por 7 (régimen
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de acoplamiento débil). Debido a que los g;’s dependen explicitamente de los parametros
Yy wp, se observa una discrepancia entre las ergotropias de los casos continuo y discretos
que aumenta en la medida que aumentan v y wp, esto se explica porque las aproximaciones
usadas para generar las constantes de acoplamiento son validas cuando: 1) las diferencias
entre frecuencias entorno al pico de la densidad espectral con regularizacion de Lorentz-
Drude son pequenas y 2) en el comportamiento asintético (cola) de la densidad espectral,
Jrp(wy) acepta como buena aproximacion una expansion en serie a primer orden; ambas
condiciones se pierden con el aumento de vy wp a N fijo. Recordar que cuando wp — 400,
Jrp(w) tiende a una densidad expectral estrictamente lineal. El caso discreto con muestra
Lorentziana se ajusta mejor que el caso discreto con muestra homénea a los resultados del
caso continuo. En el caso continuo, al igual que en los casos discretos, la ergotropia presenta
un crecimiento monoétono en funcion de v y wp y un decrecimiento monétono (convergente a
cero) en funciéon de 871 y wp. En los tres casos la ergotropfa es nula cuando la interaccion es
nula, lo cual ocurre cuando v = 0 o cuando wp = 0 [ver (3.51))].

4.1.2. Trabajos

4.1.2.1. Trabajo de desconexion

i I M. Lorentziana
10 ] w}')i E‘L Ijomog,énea
wo | = Continuo
1.01 |
S S i W
@EN@ 05 / @Eﬁ 0.5 ! a2
( ”””” = M. Lorentziana i
/Al ’ === M. Homogénea i
O ) O Continuo 0 . 0 t
0 5 10 15 20 0.0 2.5 5.0 75 100
Y WD

(a) (b)

Figura 4.2: Trabajo de desconexién para los casos continuo y discretos en funciéon de: (a) la
fuerza del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge mg = 1,
la regularizacion de Lorentz-Drude, unidades tales que i = kg = 1, en el panel (a): wy = 2,
B =0.1y wp =4,y en el panel (b): wy =2, 37! =0.1 y v = 1. Para ambos casos discretos
se escoge myp = 1 Vk y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge ag = 1 y Ay =7.72(wy — wy_1) y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge wmsx = 70. Para todos los casos se escogen
los siguientes pardmetros : (a) wp =2, 37 ' =01ywp =4y (b) wo =2, 571 =01y ~vy=1.
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El trabajo de desconexioén en el quench se expresa por [ver (2.16))]

9 N
mows A A A N
( 02 RQ?} — Qo ngQk) Ttot]

k=1

2
mo w [Cwing]22
=5 () bl o2,

Wguench - _Tr

(4.11)

donde para obtener la segunda igualdad se hace uso de [Ucp(t), 7ror] = 0 [ver (3.62)], la
propiedad ciclica de la traza y las ecuaciones de Heisenberg (3.16)) y (3.17)), pues se tiene que

Tr QO(O) Z gk@k(())%tot =Tr QO (t) Z gk@k(t)%tot]
k L k
- ) -
= Tr | Qo(t)my (%ﬁ(t) + [wi + wé]@dt)) %tot]
L ) (4.12)
=Tr Qo(t) d]?iot(t) Tiot | + Mo (wg + w%) Tr [Qg((])ﬁot}
= 20 (o 4 ) o — 2,

con Qu(0) = Qo, Qr(0) = Qy,

1 |- (QOR0) ] = 51 [0 10017

dt
y
Tr {% <Qo(t)p0(t)> 7A_tot:| = mion [p(?(t)%tot} +Tr QO@)%%@]
= mioTr [Po?(o)ﬁot] + Tr | Qolt) di“t(t) T]
— % + Tr Qo(ﬂ%ﬁot

La expresion (4.11)) para el trabajo WI**™ es independiente de la cantidad de osciladores
del bano.

De la Figura donde se consideran los casos continuo y discretos (Lorentziano y ho-
. quench .
mogéneo), se desprende que W aumenta cuando aumenta el acoplamiento y cuando el
comportamiento del bano tiende a ser estrictamente 6hmico. Para valores de v y wp nulos, el
trabajo de desconexion también es nulo, debido a que en ambos casos no existe interacciéon
. ~ ., h <2
entre el oscilador central y el bafio. En funcion de v, W{*"™" se comporta como una funcion
estrictamente creciente. Entorno al régimen de acoplamiento débil existe concordancia mayor
entre el caso continuo y el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias que entre el

27



caso continuo y el caso discreto con muestra homgénea, no obstante, ambos casos discretos
discrepan cada vez més del continuo cuando el acoplamiento es cada vez mayor. En funcion
de wp, Wg"emh en los tres casos presenta un minimo negativo en wp = wfy, un cambio de
signo cercano a wp = wy y luego un crecimiento estricto desde donde la diferencia entre los
casos discretos y continuo se acrecienta en la medida que aumenta el valor de la frecuencia de
corte. El cambio de signo para Wguemh indica que para valores de wp menores a la frecuencia
libre del oscilador, el proceso de desconexion conlleva extraccion de trabajo con un trabajo
maximo a extraer (minimo de la curva), y para valores de wp donde Wguemh > 0 el proceso
de desconexion conlleva hacer trabajo sobre el sistema compuesto, implicando un costo en
energia para llevar a cabo el proceso.

4.1.2.2. Trabajo de conexi6én

M. Lorentziana
M. Homogénea
W wo Continuog

< 209 (0

O

I

N8}

3

So

= 10] gl

—— M. Lorentziana
/ === M. Homogénea /
O Continuo 0
0 5 10 15 20 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Y WD

(a) (b)

Figura 4.3: Trabajo de conexion para los casos continuo y discretos en funcion de: (a) la
fuerza del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge mg = 1,
la regularizacion de Lorentz-Drude, unidades tales que i = kg = 1, en el panel (a): wy = 2,
B =0.1ywp =4, yen el panel (b): wy =2, 37! =0.1 y v = 1. Para ambos casos discretos
se escoge myp = 1 Vk y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge ag = 1 y Ay =7.72(wy — wy_1) y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge wmsx = 70. Para todos los casos se escogen
los siguientes pardmetros : (a) wp =2, 371 =01ywp =4y (b) wo =2, 7' =01y vy =1.

Para el protocolo de conexion, el costo en trabajo del quench —en principio— se expresa solo
en términos del Hamiltoniano de interaccion y el estado producto entre el estado descargado
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de la baterfa y el estado térmico del bano [ver (2.16))], es decir,

chuench — Ty

2 N
MoWg, A A A\
( SRQS _QOngQk> ps ® 7B

2
k=1

2
= Doy, Q308 x Tepy
— Trg [Qoﬁg} x> giTre [Qkf'B] (4.13)
k
2
Mo
- %[Uﬁg]ll
2
w
= 4—02\/[%FM]11[%FM]22;
pues
TI'B’TA'B = 1,
TI'B [Qk’?}g} =0 Vk
y

_q. ~ QT
O = S ToriSpy,

p = V[Oap) 1[0 22 (Tn(()l)wO 0 )

moWwo

es la MC del estado pasivo de la bateria obtenida tras aplicar por congruencia la matriz
Sp, [ver ] sobre og,,,. Vale la pena mencionar que en el limite termodindmico (o
caso continuo), los términos diagonales de la MC oy, en la ergotropia (4.8)), el trabajo de
desconexién y el trabajo de conexion pueden ser reemplazados por los términos
diagonales de la MC og(+00) y asi obtener los resultados reportados en Hovhannisyan et al.
[12], cuyas deducciones son particulares del limite termodinamico y del estado estacionario

ps(+00).

De la Figura se desprende para los casos continuo y discretos que W34"" presenta un
crecimiento estricto tanto en funciéon de v como en funcién de wp. W2“nh > () cuando v > 0
y wp > 0, entonces, siempre serd necesario hacer trabajo sobre el sistema compuesto para
restaurar la interaccion entre el oscilador central que se halla en un estado pasivo y el nuevo
bano que se halla en su estado térmico. A interaccién nula, que son los casos v = wp = 0, el
trabajo de conexion es consecuentemente nulo. La concordancia de W entre los casos
continuo y discretos persiste para un amplio rango de valores tanto de v como de wp, sin
embargo, el caso con muestra Lorentziana de frecuencias se ajusta mejor a los resultados del
limite termodinémico.
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4.1.2.3. Trabajo disipado

El trabajo disipado [ver (2.18))] se expresa por

unench o unench + unench . unench
dis - d c

3 1
= Z |:m0 (w(2) + w%t) [O-‘Z)FM]ll - _[GQth]QQ + — (w%{ - 2&)3) \/[O-‘Z)FM]ll[o-‘:)FM]22
mo wo
(4.14)
. . quench
De la figura para los casos continuo y discretos se desprende que Wy, presenta un

crecimiento estricto en funcion de 4 y también de wp. W™ > 0 cuando v > 0 y wp > 0.

En el caso de acoplamiento nulo, el ciclo no disipa energia, pero como ya fue mencionado,
tampoco es posible extraer energia desde la bateria.

W

< 209 %0
Q
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Figura 4.4: Trabajo disipado para los casos continuo y discretos en funcion de: (a) la fuerza
del acoplamiento y (b) la frecuencia de corte. Para los tres casos se escoge my = 1, la
regularizacion de Lorentz-Drude, unidades tales que & = kg = 1, en el panel (a): wy = 2,
B! =0.1 y wp =4, y en el panel (b): wy =2, 371 =0.1 y v = 1. Para ambos casos discretos
se escoge myp = 1 Vk y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias se escoge ag = 1y Ay =7.72(wy —wn_1) ¥y para el caso discreto
con muestra homogénea de frecuencias se escoge wpsx = 70.

4.1.3. Eficiencia

Directamente de la definicion de eficiencia escrita en el Capitulo 2 [ver (2.27))] se tiene
que la eficiencia del ciclo es

quench _ unench

- ench ench
Wctl]u nC + chu nC

(4.15)
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De la Figura (a) se desprende que la eficiencia en funcion de v presenta un méaximo en
los tres casos, discretos y continuo. A grandes rasgos, el comportamiento de W 4 jy/quench
es creciente, monétono y concavo. Por otra parte, el comportamiento de W3 fuera del
entorno de Waueneh = () es creciente, monétono y convexo |Figura (a)]. De la Figura
(b) se desprende que en la medida que aumenta la temperatura, el valor del méaximo de la
eficiencia disminuye.
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R N 2 =i
& ' 0 20 = i
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g Y
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Figura 4.5: Eficiencia en funcion de +: (a) efiencia para los casos continuo y discretos donde se
escoge mo = 1, wy = 2, 371 =0.1, la regularizacion de Lorentz-Drude con wp = 4 y unidades
tales que h = kg = 1. Para ambos casos discretos se escoge my = 1 Vk y N = 150, pero, en
particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge ag = 1 y
Ay =7.72(wy—wn_1), y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge
wmax = 70. En el grafico interior se muestra sin mayor detalle el comportamiento de Wguemh +
Wauench g pquench hara los parametros ya indicados. (b) Eficiencia para los casos discretos
con distintos valores de la temperatura. Curvas solidas corresponden a muestra Lorentziana
de frecuencias y curvas segmentadas corresponde a muestra homogénea de frecuencias. Para
ambos casos se escoge my = 1 Vk y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con
muestra Lorentziana de frecuencias se escoge ag = 1y Ay =7.72(wy —wy_1) y para el caso
discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge wysx = 70. Se escoge wy = 2, wp = 4
y unidades tales que A = kg = 1.

De la Figura (a) se desprende que la efiencia en funcién de wp presenta un maximo
% . . ‘s quench
en wp = wp, en el caso continuo y el caso muestra Lorentziana, valor donde también W
alcanza su minimo [ver Figura (b)]. Al igual que la Figura (a), a grandes rasgos, el
. s . , .
comportamiento de W + W auench o5 creciente, monétono y concavo, y el comportamiento
de Wauench eg creciente, monétono y convexo. De la Figura (b) se desprende que en la
medida que aumenta el acoplamiento, el valor del méximo de la eficiencia aumenta y sufre
un corrimiento hacia frecuencias de corte menores.
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Figura 4.6: Eficiencia en funcién de wp: (a) efiencia para los casos continuo y discretos. Para
los tres casos se toma mg = 1, la regularizacién de Lorentz-Drude, wy =2, 37! =0.1,v =1y
unidades tales que h = kg = 1. Para ambos casos discretos se escoge my =1 Vk y N = 150,
pero, en particular, para el caso discreto con muestra Lorentziana de frecuencias se escoge
ap =1y Ay =7.72(wy —wpy_1), y para el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias
se escoge wmax = 70. En el gréafico interior se muestra sin mayor detalle el comportamiento
de WIHeneh 4 yyauench y ypquench para los pardmetros ya indicados. (b) Eficiencia para casos
discretos con distintos valores de ~y. Curvas solidas corresponden a muestra Lorentziana de
frecuencias y curvas segmentadas corresponde a muestra homogénea de frecuencias. Para
ambos casos se escoge my = 1 Vk y N = 150, pero, en particular, para el caso discreto con
muestra Lorentziana de frecuencias se escoge agp = 1 y Ay =7.72(wy — wy_1), y para el
caso discreto con muestra homogénea de frecuencias se escoge wmax = 70. Se escoge wy = 2,
St =0.1 y unidades tales que h = kg = 1.

4.1.4. Proceso de carga y produccién de entropia

Cuando se trabaja con un bano finito se debe tener en cuenta que es necesario escoger
valores para los pardmetros y en especial una muestra de frecuencias del bafio con los cuales
al final del proceso de carga se pueda reconocer y extraer la informacion del estado reducido
cargado de la bateria, el cual ocurre siempre y cuando el tiempo de equilibracion, 4, es
menor al tiempo de las recurrencias de Poincaré desde donde la bateria tendera a retornar
a su estado inicial. El estado que llamamos de equilibrio es reconocible por la presencia de
un comportamiento constante [ver Figuras , , o , por ejemplo| que antecede al
comportamiento recurrente de las entradas de la MC del estado de la bateria en funciéon del
tiempo.

En la Figura [£.7] se comparan las entradas de la MC del estado de equilibrio con las
entradas de la MC del estado Gibbsiano de fuerza media en el caso discreto con muestra
Lorentziana de frecuencias y en el caso discreto con muestra homogénea de frecuencias. Se
fijan tres de los parametros wo, wp, vy B!, y para el parametro libre se escogen ciertos valores
para los cuales se implementa la evolucion simpléctica y luego se extrae la MC del estado de
equilibrio a un tiempo en que se observa la dinamica constante. Segin los resultados numéricos
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obtenidos se observa que Trp[{2e,] &~ Wrpm atin cuando no se esta en el limite termodinamico,
cumpliéndose asi numéricamente la condicién de proceso ciclico para la bateria.
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Figura 4.7: Comparacion de las entradas de la MC asociada al estado de equilibrio de la bateria
tras el proceso de carga con la MC del estado Gibbsiano de fuerza media para los casos discretos
con muestra Lorentziana y muestra homogénea de frecuencias. Los marcadores de color amarillo
corresponde a la MC del estado de equilibrio y los marcadores verdes corresponden a la MC del estado
de fuerza media. Los marcadores con forma circular estan generados con la muestra Lorentziana de
frecuencias y los marcadores con forma de estrella estan generados con la muestra homogénea de
frecuencias. En el panel (a) se deja como parametro libre a ; en el panel (b) se deja como parametro
libre a wp; en el panel (c) se deja como parametro libre a 37! y en el panel (d) se deja como pardmetro
libre a wp. En los casos en que se fijan tres de los cuatro parametros se escoge vy = 1, wp = 4, 371 =0.1
v wo = 2. Para ambos casos se escoge N = 150, la regularizaciéon de Lorentz-Drude y my = mg =1
Vk. Para la muestra homogénea se escoge wmsx = 70 y para la muestra Lorentziana se escoge ag = 1
y Ay =7.72(wy —wn—1). Los datos escogidos tinen unidades tales que h = kg = 1.

Independientemente del ntimero de osciladores del bano, la traza del término de interac-
cion del modelo CL con respecto al estado del sistema compuesto a un instante ¢ del proceso
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de carga, ot (t) = Ucr (£)p% @ 78U% (1) [ver evolucion (3.61))], es

(m(;“f‘ Q30 ngQk ) ) | St
d

+ mioTr [pOQ(O)Qtot(t)} — ETY [Qo( & (O)Qtot( )} ; (4.16)

Tr

(554 ) e g0

resultado que se obtiene de manera similar al calculo hecho para Wguemh (4.11)), es decir,
donde se utilizan las ecuaciones de Heisenberg (3.15]) y (3.17)), la propiedad ciclica de la traza
y la regla del producto para derivadas:

d [Q()dczm] _ (d%(t)) + O L)

dt dt dt dt?

El resultado (4.16)) es valido V¢ y depende solamente de los operadores de la baterfa. Luego,
en el caso discreto, conforme a lo observado para la MC del estado Trg{2e, donde se cumple

que TrgQeq = wWrm, €l tercer término en el lado derecho de li se anula cuando t = teq, ¥
entonces en buena aproximacion niimerica concluimos que

<m()2WR Qo Z ngk > (mOZMR Qo Z ngk > %tot] )

(4.17)
donde el lado derecho se puede expresar como —Wguemh [ver ], lo cual depende solo de
cantidades asociadas al estado de fuerza media. En la Figura [4.8]se grafica el comportamiento
en el tiempo (proceso de carga) de la expresion , el cual converge al término del lado
derecho de la igualdad numérica cuando se alcanza el estado de equilibrio. Ocupando
el resultado , se puede demostrar que

2
Mowi A . A\ L
( 5 Q5 — Qo Ek ngk) pg ® T
Mow? A A
( 02 RQ% — Qo Ek 9xQk | Toot

+ Trg [ﬁsﬁg] — Trs [ﬁs@FM- (4.18)

Tr ~ Tr

quench __
Wsie  =Tr

—Tr

~ T | Howf§ @ 7| = Tr | g @ 7]

T [ Ao Qg + T [ AipQq

= Tr [ Ao~ Tr [Haib © 75

es decir, que en buena aproximacioén numérica, el trabajo disipado es igual al cambio del valor
esperado del Hamiltoniano libre del bano,

i —iv: PE | e o
B_kzl 2my, 9 <k
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Figura 4.8: Evolucion simpléctica del término del lado izquierdo de la expresion . V
es la matriz Hamiltoniana asociada al Hamiltoniano de interaccion del modelo CL y o¢r(t)
es la MC del sistema compuesto a tiempo ¢ en el proceso de carga |ver ] En ambos
paneles se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias, N = 150, wg = 2, w. = 4, 5 = 10,
mo=my =1Vk, ap =1, Ay =7.72(wy —wn_1) vy unidades tales que h = kg = 1. Se escoge
la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gi’s. En el panel (a) se escoge
v = 1 y la linea de referencia roja corresponde al término del lado derecho de la igualdad
numeérica . En el panel (b) se escoge v = 2 y la linea de referencia verde corresponde
al término del lado derecho de la igualdad numérica . Las lineas de referencia (roja y
verde) fueron calculadas a partir de la MC del estado 7o, 04,,, que fue generada con los
parametros ya mencionados para cada panel. La condicién inicial para ambos paneles es la
MC asociada al estado pg ® 75, donde p§ depende del valor de 7 respectivo.

con respecto a los estados reducidos del bano final e inicial del proceso de carga. FEn los
limites termodinamico y ¢ — +o00 las expresiones (4.17)) y (4.18]) son exactas. El lado derecho
de la ultima igualdad en la expresion (4.18]) se puede trabajar algebraicamente a partir de la
identidad

ﬁB =B 'lntg— B 'In [TrB[eXp<—ﬁI:IB>]] (4.19)
y concluir que
Wq'uench carga ~ ~
d% ~ ASE™ + D <TrSQeq||TB> , (4.20)
donde R
Aslcgarga =9 (TTSQeq> -9 (7A—B) (421)

es el cambio de entropia de von Neumann de los estados (final e inicial) del bano en el proceso
de carga y
D (TrSQeq| y%B) = Tip [Trsfzeq <ln TrgQeq — In %Bﬂ (4.22)

es la entropia relativa entre el estado final y el estado inicial del bano en el proceso de carga.
El cambio de la entropia de von Neumann de los estados (final e inicial) de la bateria en el
proceso de carga es nulo debido a que el estado pasivo (inicial) de la bateria es el resultado
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de la transformacion unitarfa de extraccion de la ergotropia desde su estado cargado (final),
entonces el lado derecho de la igualdad es equivalente a la férmula para la produccion de
entropfa, X8 que se reporta en Esposito et al. [63], quienes establecen que la produccion de
entropia en un proceso con condiciéon inicial de estado producto entre el estado de un sistema
y el estado térmico de un bano, que en conjunto evolucionan unitariamente por medio de un
Hamiltoniano independiente del tiempo, se expresa por

YEEB — ASg 4+ ASg + D (ps(t)||78) (4.23)

con ASs y ASg los cambios de entropia de von Neumann del sistema y del bano en el proceso,
respectivamente, y pg(t) el estado reducido del bafio a tiempo t de la evolucion. El término
ASs+ ASg es una forma particular que adopta un término mas general llamado informacion
mutua, Zsup(S : B), el cual es no negativo y para cualquier sistema bipartito S U B se define
por [63], 103]
Zsup(S : B) = D (psusllps @ pB)

= 5(ps) + S(ps) — S(psun).
Zsup(S @ B) representa una medida de las correlaciones totales, clasicas y genuinamente
cuanticas, entre el sistema S'y el sistema B [104] [105]. Segun la expresiones para la produccion
de entropia (4.23)) y el trabajo disipado (4.20]), concluimos que la producciéon de entropia del

proceso de carga, Zg;‘fg;h, satisface la igualdad numérica —exacta en el limite termodinamico—

(4.24)

quench
quench dis
Ecarga ~ T : (425)

Por la no negatividad de la entropia relativa y de la informacién mutua se cumple que
yguench > 0 [63]. Solo en el proceso de carga existe produccion de entropia, en los procesos
de conexiéon y desconexion no lo hay dado que se implementaron con un protocolo quench
intantataneo que conserva el estado del sistema compuesto, por lo tanto se identifica a Eggfg;h
como la produccion de entropia del ciclo, 3(tq,t.) = Wais(ta,te)/T > 0 (con tq = t. = 0),
mencionada en el Capitulo 2 [ver (2.25))]. En sistemas clasicos/macroscopicos (cl), donde la
energia de interaccién entre un sistema y un bano térmico es despreciada, es usual enunciar
la segunda ley de la termodinamica en términos de la producciéon de entropia en el proceso,
¥ el cambio de entropia del sistema, AS®, y un término asociado al calor, Q°, compartido

entre el sistema y el bano:
cl
» = ASYT — % > 0. (4.26)

El calor corresponde al flujo de energia que entra al sistema producto del cambio de energia
del bafio, el cual se asume que posee una capacidad caldrica infinita. Ahora, tomando en
cuenta el caso clasico, reescribimos la expresion (4.25) como

Qquench

uench
Zgarga - T ) (427>

donde al término Q7“"" lo llamaremos calor y lo definimos como

Qquench = _ <TTB [ﬁBTrSQeq] —Trp |:-HB7A—Bi|>
1

1
§T1“ [HBO'»}B] — §Tl" |:HBO'/3193<1:| (428)

_ unench

dis
0,

IN &
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donde Hp es la matriz Hamiltoniana asociada al Hamiltoniano libre del bano fIB, O €8 la
MC del estado térmico del bano 75 y Opea €8 la MC del estado reducido del bano pg' = Trg{2eq.

En la Figura se comparan el calor del proceso de carga y el término —W&“"" en

funcion de los pardmetros v, wp, 87! y wy. Con respecto a los parametros v y wp, la primera
mitad de los valores escogidos provienen de la evoluciéon simpléctica generada con una muestra
Lorentziana de frecuencias y la segunda mitad con una muestra homogénea de frecuencias;
esto se hace para poder extraer la MC del estado reducido del bano al final del proceso de
carga, TrsQeq. Con respecto a los parametros 37! y wy los datos se generan tanto con una
muestra Lorentziana de frecuencias como con una muestra homogénea de frecuencias en todos
los valores escogidos para 87! vy wy con los que se implementa la evolucién simpléctica. En
todos los casos se confirma la validez numérica del resultado (4.18), que Q™" < 0 y que
entonces Y(tq = 0,1, = 0) = R4uench > (). Es importante mencionar que como numéricamente

carga
0 * . 0 ®
* Qquench * Qquench
! quench quench
_51 . * — YVWdis _9 .. * Vs
—101 * —4 *
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 10
ol Wp
(a) (b)
s * Qquench . . * *
_5 ] *® " _ 1 4 *®
* quench .
. " — "Vdis
—101 . —2] .
s ‘. . _ 3! Qquench
- quench
* - _4 ] * _ dis
—201_ , : : : * : ; -
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 2 4 6
g Wo
(c) (d)
Figura 4.9: Comparacion entre Q4“ench y —ng;emh con respecto a v, wp, 3! y wp en unidades tales

que h = kg = 1. En cada panel se escogen los mismos pardmetros y condiciones que las escogidas
para los paneles (a), (b), (c) y (d) de la Figura [4.7] respectivamente.

se cumple que 0 < TXduench — ngemh y dado que la ergotropia es por construccion una
cantidad positiva, entonces se obtiene que 0 < nggfg;h < Wguemh + Wauench v phor lo tanto
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la eficiencia del ciclo [ver (4.15])] esta acotada por 1, pues

unench + unench . unench
c d dis
uench uench
wé + WY
Tzquench (429)

carga

- chuench + Wguench

quench __

n

~
~

<1

Esta ultima desigualdad es exacta en el limite termodinamico y es concordante con la cota

para la eficiencia [ver (2.28))] obtenida en el Capitulo 2.

4.2. Ciclos con protocolos de desconexién dependientes
del tiempo y protocolo de conexién tipo quench

Para estos ciclos de carga y descarga de la bateria se implementa la segunda metodologia
del protocolo de desconexion comentada al inicio del capitulo. Se ocupan dos opciones de
parametros adimensionales dependientes del tiempo, A(t), para modular la desconexion y
lograr la desconexion total entre la bateria y el bafio a un tiempo tq. A(0) = 1, A(tq) =0y
por cada tiempo de duraciéon de la desconexién tq se tendré un ciclo distinto. Los parametros
adimensionales son

t 1 t\°
MiE)=1—— v X(t)=——— <1 - —> [ver Figura [4.10]. (4.30)

ta T 8t/tg+ 1 t

El proceso de desconexion corresponde a un proceso unitario representado por el operador

1.0y

1—t/t,

Ai(t)

0.0

20

(a) (b)
Figura 4.10: Parametros adimensionales que modulan el proceso de desconexién en funcion del
tiempo. En el panel (a) se muestra el comportamiento de A1 (t) y en el panel (b) se muestra el com-

portamiento de A\a(t). Se escogen cinco tiempos de desconexion, t4, diferentes para cada parametro.

de evolucion temporal

Ua(t) = T exp (—% /Ot dt’fICL(t’)) (con t € [0,t4]), (4.31)
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el cual esta generado por el Hamiltoniano dependiente del tiempo

2my 2 2 2my,

- P2 mowd - mow? Ay o [ P2 ompw? s L
Hen(t) = o -+ =25+ M Q5 + ) | 55 + =@k | = AHQ0 ) k@
k=1

(4.32)
La condicion inicial escogida para los ciclos es Tyor = exp(—BﬁCL(O)) / Tr[exp(—ﬁf[CL(O)>]

(con Her(0) = Her), es decir, es la misma que en la seccion anterior. Se escoge un bano
finito y la evolucion del protocolo de desconexion se implementa numéricamente por medio
de la evolucion simpléctica

Sa(t) =T exp (/Ot dt’ZQHCL(t’)) (4.33)

asociada al operador y que esta generada por la matriz Hamiltoniana dependiente del
tiempo, Hcy,(¢), asociada al Hamiltoniano . Luego de aplicado el proceso de desconexion
la bateria queda en el estado pg(tq) = TrB[Ud(td)ﬁotUg(td)] con MC o44,), €l cual puede o
no poseer carga, y al final del proceso de extraccion de la ergotropia la bateria queda en
su estado pasivo que depende del parametro temporal t4 y estda caracterizado por la MC
Op2(t4) . En las Figuras y se muestran respectivamente el valor promedio de la
energia y la entropia de von Neumann de la baterfa al final de los procesos de desconexion en
funcion de los tiempos t4’s; se desprende que en los protocolos de desconexion con tiempos de
duracion mayores a cierto tiempo t}, la energia y la entropia de la bateria al final del proceso
seran la de su estado Gibbsiano pasivo p&° = exp(—ﬁﬁs) /Trg [exp(—ﬂﬁs)}. En efecto, se

concluye que el estado de la bateria en tq > ¢ es p&°, lo cual también se justifica en que

el proceso de desconexién es un proceso disipativo donde la bateria se acopla débilmente al
bano cuando la evoluciéon tiende a la desconexion total. En particular, dado el valor de la
temperatura escogida (8 = 10 con kg = 1), vemos que p§° ~ |[0)0| (estado basal). En el
Apéndice [C]se detalla como implementamos la evoluciéon de desconexion y se muestra que en
los procesos de desconexion con tiempos de duraciéon mayores a un ¢ la MC de la bateria al
final de la desconexion es la MC del estado p&°. Se destaca que en el tratamiento numérico
de estos ciclos solo se abordé el caso discreto con una muestra Lorentziana de frecuencias del
bano y los acoplamientos generados con la regularizacion de Lorentz-Drude. En esta seccion
se eligen distintos valores de «y tales que inicialmente la bateria se encuentra cargada, pero los
parametros wp, B! y wp se fijan en los valores indicados en las descripciones de las figuras.
A continuacién se detallan las expresiones para el célculo de las cantidades asociadas a las
energéticas de los ciclos y sus desempenos, y también se reportan los resultados numéricos
obtenidos.

4.2.1. Ergotropia, W(tq)

Para cada tq la ergotropia de la bateria se expresa por

W(tq) = Trg [I:fsﬁs(ts)] — Trg [Hsﬁg(td)]
1 1

= §TT[HSUﬁs(td)] -3

(4.34)
Tr[HSU,éIS’(td)]’
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Figura 4.11: Energia de la bateria en funciéon de tq para distintos valores de 7. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con Ao(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con
A1(t) [ver ] En los tres paneles se fijan los parametros 8 = 10, wp =4, wg =2, mg =my = 1
Vk y unidades tales que i = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
Ayn =7.72(wy —wn—1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v =1, panel (b) v =2y panel (c¢) v = 4.

De la Figura se desprende que para ambos protocolos de desconexion, \; y A, la
ergotropia de la bateria al final de la desconexiéon decrece mondtonamente en la medida que
la duracion de la desconexion es mayor. En ambos protocolos existe un tiempo de duracion
de la desconexion para el cual la ergotropia es nula y para duraciones mayores a este tiempo
la ergotropia permanece nula. En la desconexion con protocolo A\y(t) la bateria permanece
cargada al final de la desconexion en protocolos méas duraderos en comparacion con la desco-
nexion con \q, pero en la medida que aumenta v, los t4’s para los cuales la bateria permanece
con carga al final de la desconexiéon disminuyen. Finalmente, si se requiere contar con mas
ergotropia al final de la desconexién, es conveniente que la desconexion sea lo méas cercana
a un quench instantaneo (con tq = 0), es decir, conviene implementar el ciclo de la seccion
anterior.
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Figura 4.12: Entropia de la bateria en funcion de tq para distintos valores de v. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con Ao(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con
A1(t) [ver ] En los tres paneles se fijan los parametros 8 = 10, wp =4, wop = 2, mg = my = 1
Vk y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
An =T7.72(wy —wn-1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v = 1, panel (b) v =2 y panel (c) v = 4.

4.2.2. Trabajo de desconexion, Wq(tq)

Para cada tq el costo del proceso de desconexién se expresa por

Wa(ta) = Tr [(ﬁs + I:—,B)Qtot(tdﬂ —Tr [ﬁcﬁtot]
. . (4.35)
— §Tr [(Hs a3 HB)UQtot(td)} — ETr Hcros,, | ;

donde o, es la MC del estado 7o v 0g, b = Sa(tq)os,, Sa(ta)T es la MC del estado
14

Qtot(td) = Ud(td)%totUdT (ta). De la Figura [4.14] se desprende que para ambos protocolos de
desconexion Wy(tq) decrece mondtonamente, mas aun, Wy(tq) presenta un cambio de signo,
siendo positivo para protocolos de muy corta duraciéon y negativo para protocolos de duracion
mayor. Que Wy(tq) sea negativo implica que el agente que genera la desconexion extrae
energia del sistema compuesto para que el proceso se lleve a cabo. En la medida que 4
aumenta, Wy(tq) presenta un comportamiento asintotico para ambos protocolos y cuyos
valores dependen del 7 escogido. Conforme aumenta v, aumenta el valor de |Wy(tq)| con tq
fijo.
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Figura 4.13: Ergotropia en funciéon de tq para distintos valores de 7. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con A\a(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con A (t) [ver
]. En los tres paneles se fijan los parametros 8 = 10, wp = 4, wg = 2, mg = m = 1 Vk
y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
Ayn =7.72(wy —wn—1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v = 1, panel (b) v =2y panel (c¢) v = 4.

4.2.3. Trabajo de conexion, W(tq)

Para cada t4 el costo de reconectar la bateria en su estado pasivo a un nuevo bano por
medio de un quench es

WC (td) =Tr

2 . N .
(m““’R Q2(0) — Qo(0) ng@k> P(ta) © 75

2
k=1

(4.36)
2
Mo
= 1 o

De la Figura se desprende que para ambos protocolos el comportamiento de W,(tq) es
decreciente y converge al valor del trabajo de desconexion calculado con el estado pasivo p&°,
lo cual se justifica en que al final del proceso de desconexion el estado resultante de la bateria

a tiempos t4 tardios es el estado p&°, por lo que luego no existe extraccion de ergotropia y
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Figura 4.14: Trabajo de desconexion en funcion de tq para distintos valores de 7. Las curvas seg-
mentadas corresponden a desconectar con Ao(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con
A1(t) [ver ] En los tres paneles se fijan los parametros 8 = 10, wp =4, wg = 2, mg = my = 1
Vk y unidades tales que i = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
An =7.72(wy —wn-1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v =1, panel (b) v =2y panel (¢) v = 4.

la bateria permanece en aquel estado cuando se reconecta al nuevo bano. Para los distintos
valores de 7 escogidos se observa que W,(tq) es positivo, es decir, se tiene que invertir energia
para reconectar.

4.2.4. Trabajo disipado, Wyis(tq)

Para cada tq el trabajo disipado se define, al igual que en el ciclo de la seccién anterior,
por

Wais(ta) = Wa(ta) + We(ta) — W(ta). (4.37)

De la Figura se desprende que para ambos procolos el trabajo disipado es positivo

73



y=1

v=2
1 10 \ - WC[Al] 2 37 - WC[AJ
| —--m WA - - WA
—~ \ il 00 ) —~ _ wibl Bhuwo
§ \\‘ W, (T,Z[(~f:H5]> _ WL[-UJ (:oth(j’;&) ;’;i 9 9] T > i coth (d/Q >
\\ \U
=
2.11
2.0 niiEERRaes ‘
30 0 10 20
tq
(a) (b)
v=4
5.01
\ W]
\ e WA

= ‘\ ; e Pl whly Bhwg

=y | ) = e ()

N

=

Figura 4.15: Trabajo de conexién en funcion de tq para distintos valores de «y. Las curvas segmenta-
das corresponden a desconectar con A9(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con Aq(t)
[ver ] En los tres paneles se fijan los pardmetros 8 = 10, wp = 4, wg = 2, mg = my = 1 Vk
y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,

An =7.72(wy —wn—1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v = 1, panel (b) v =2y panel (c¢) v = 4.

segun los valores escogidos para los parametros, es decir, independientemente de que se pueda
extraer o no ergotropia desde la bateria, el ciclo conlleva una inversiéon de energia para poder
realizarlo, no obstante, dado que Wy;s(tq) decrece en términos de ¢4, en casos en que la bateria

no dispone de ergotropia, este costo en menor y tiende a ser constante para los ciclos con
protocolos de desconexiéon con tq’s cada vez mayores.

Usando el resultado para la igualdad numérica (4.17)), vemos que el trabajo disipado en
el ciclo

Wais(ta) = (Tr [(ﬁs + [:[B)Qtot(td)] —Tr [ﬁCLﬂot])
(m(;w%‘QS — Qo g 9ka> p5(ta) @ T8

+ (Trs [ﬁsﬁg(td)} —Trs [HsTrBQtot(td)D

+ Tr

74




Wais(ta)

v=4

— Wais[\]
=== Wais[A2]

S~
—_—
-
—_———

Figura 4.16: Trabajo disipado en funcion de tq para distintos valores de « calculado con las ex-
presiones (4.34]), (4.35) y (4.36]). Las curvas segmentadas corresponden a desconectar con As(t) y
las curvas solidas corresponden a desconectar con \j(t) [ver ] En los tres paneles se fijan los
parametros 8 = 10, wp = 4, wy = 2, mg = my = 1 Vk y unidades tales que 7z = kg = 1. Se escoge
una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1, Ay =7.72(wy —wn-1) y N = 150. Se escoge
la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gx’s. Panel (a) v = 1, panel (b) v =2

y panel (c) v = 4.

=Tr [ﬁCLﬁE(td) ® 7A—B:| —Tr [ﬁCLﬁot]

T Trg [ﬁBTrstt(td)} — Trg [[:[B%B}

=Tr [ﬁCLQeq(td)] —Tr [I:ICL%tot}

+Trg [ﬁBTrSQtot(td)} — Trg [FIB%B} (4.38)
~ (TrB [ﬁ[BTrSQeq(td)] — Trp [F[B%B])

+ (T | A TrsCun (ta) | = Trs | Ay Trsfio | )

= — [ (ta) + Qalta)],
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donde al término Q9% (t4) lo llamamos calor del proceso de carga y lo definimos como:

Q“r99(14) = Trg [HB%B} ~ Tip [HBTrSQeq(td)]

1 1 (4.39)

= ETT Hpo:,] — §Tr [HBUﬁB(td)} :
con Qeq(td) el estado del sistema compuesto al final del proceso de carga; el cual depende del
estado pasivo de la baterfa, pg(tq), y donde o;,(,) es la MC del estado reducido del baifio
pB(ta) = Trg [Qeq(td)]. A partir de la primera igualdad en , analiticamente se puede
demostar que
Cgcarga<td)

_—T = AS}CSarga(td) +D (TrS[Qeq@d)]H%B) 7 (4.4())

donde ASE"9(tq) = S(TrgQeq(ta)) — S (78). Q°*"9%(tq) es similar al término que denominamos
calor del proceso de carga del ciclo de la seccion anterior |ver (4.28))], y se relaciona con la
produccion de entropia del proceso de carga, %79 (t,), por medio de la formula (4.23)), es
decir,

B (1g) = ASS (L) + ASET (1) + D (TesQeq(ta)l17 )

carga
= ASSTI(tg) — Qo (ta) (4.41)
T
> 0,

donde ASS"9(tq) = S(TrpQeq(ta))—S(7(ta)). Enla Figurase corrobora que X"9%(t4) >
0 segun los valores escogidos para los parametros. El segundo sumando de la tltima igualdad
en (4.38), que denominamos calor del proceso de desconexion, lo definimos como:

Qa(ta) = Trp [ﬁBTrsﬁot] — Trp [ﬁBTrthot(td)]
) (4.42)

1
= §T1" [HBUﬁB(O)] - §Tr [HBUﬁB(td)] )

donde o, (o) es la MC del estado reducido del batio al inicio de la desconexion, pB(0) = TrsTiot,
Y Opgtq) €5 la MC del estado reducido del bafio a tiempo tq, pg(ta) = Trs [Qtot(td)}. Dada la

definicion de calor del proceso de desconexiéon y ocupando la identidad 1) para PIB, se
obtiene que

~ Qa(ta)
T

— ASY(ty) + D (Trs [Ud(tdﬁmt(?g(td)] ||%B) — D (Trstiot|78) . (4.43)

donde AS4(tq) es el cambio de entropia de von Neumann de los estados reducidos (final e
inicial) del bafio en el proceso de desconexion. —Qq(tq)/T se relaciona con lo que en Riechers
et al. [I06] denominan como la producciéon de entropia,

S = AT (ps(t) : p(t)) + AD (p(t)] ) (4.44)

de un proceso unitario, U (0;), que actuia sobre el estado de un sistema compuesto S U B
conformado por un sistema de interés S y un tnico bano B, y que esta sujeto a un parametro
de control dependiente del tiempo, d;, del cual depende el Hamiltoniano del sistema compues-
to. La condicién inicial, py(0), del sistema compuesto en el proceso U (0;) puede o no tener
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Figura 4.17: X9 en funcién de tq para distintos valores de «. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con A\y(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con A (t) [ver
]. En los tres paneles se fijan los parametros § = 10, wp = 4, wo = 2, mg = my = 1 Vk
y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
An =7.72(wy —wn-1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v =1, panel (b) v = 2 y panel (c¢) v = 4.

correlaciones. Zsup (ps(t) : pp(t)) = D(prt()||s(t) @ pu(t)); pror(t) = UG pror(OUT(51),
ps = Trglpi(t)] v p(t) = Trglpie(t)]. Al aplicar la formula (4.44]) al proceso de desco-
nexion, obtenemos que la produccién de entropia, ¥4(¢4), del proceso se expresa entonces
por

(1) = ASY(ta) - ) (4.45)
donde ASS(tq) es el cambio de entropfa de von Neumann de los estados reducidos (final
e inicial) de la baterfa en el proceso de desconexion. En principio, XM podria ser
una cantidad positiva o negativa dependiendo del proceso y/o de las correlaciones iniciales,
no obstante, por lo que observamos en la Figura m, Y (tq) parte en cero (que es
el caso de desconexion con quench instantédneo) y luego es una cantidad negativa segun los
valores escogidos para los parametros. Esto seria una violaciéon de los enunciados clasicos de la
segunda ley de la termodinédmica, la cual se enuncia en el contexto de sistemas macroscopicos
que interactian débilmente [107, [I08]. No obstante, es pertinente aclarar que la segunda ley
en un ciclo es vélida, pues al ser un ciclo un proceso disipativo, el trabajo disipado tiene que
ser positivo, lo cual se observa en la Figura [4.16] para todos los casos estudiados. Definiendo
Q(ta) = Q“9(tq) + Qu(ta), vemos en la Figura[d.19} donde se compara Q(tq) con —Wess(ta),
que se corrobora la igualdad . Finalmente, en el limite termodinamico; donde se cumple
de manera exacta que Wys(tq) = —Q(tq) segin la igualdad para el trabajo disipado, al
sumar Y°79(tq) (4.41) y X4(tq) se obtiene una expresion cerrada para la produccion
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Figura 4.18: x4 en funcién de tq para distintos valores de «. Las curvas segmentadas co-
rresponden a desconectar con Ao(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con Aj(t) [ver
]. En los tres paneles se fijan los pardmetros § = 10, wp = 4, wg = 2, mg = my = 1 Vk
y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1,
Ay =7.72(wy —wn-1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion
de los gi’s. Panel (a) v =1, panel (b) v = 2 y panel (¢) v = 4.

de entropia de los ciclos, 3(tq) = Wais(ta) /T [ver (2.25))]:

N(ta) = —%
= ASET () + ASS(ty) + D (Trs Qg ()] |%B> (4.46)

‘f‘ D (TI‘S [Ud(td)%totﬁg(td)] ||’7A'B> — D (Trsf'totHf'B) s

donde en la primera igualdad se consideré que ASS(tq) = —ASS"(tq), ya que S(p5(ta)) =
S(Trp[Us(ta) 7ot UL (ta)]) v S(Trp[Qeq(ta)]) = S(Trptie). La expresion solo depende de
cantidades asociadas a la bateria y al bano, y segtin lo demostrado en el Capitulo 2, se cumple
que X(tq) > 0, lo cual se corrobora en la Figura donde se observa que Wyis(tq) > 0 en
los casos estudiados.

4.2.5. Eficiencia, 7(tq)

Para cada t4 la eficiencia por ciclo es

W(ta)
Wa(tq) + We(ta)

n(ta) = (4.47)
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Figura 4.19: Calor en funcién de tq para distintos valores de 7. Las curvas solidas corresponden al
valor de @) por ciclo calculado como la suma entre y (4.42)) para una desconexioén con As(t)
0 A1(t) segun se especifica en la leyenda de la figura. Las curvas segmentadas corresponden al valor
de —Wyis; con Wy;s de la Figura . En los tres paneles se fijan los parametros 8 = 10, wp = 4,
wo = 2, mg = mi = 1 Vk y unidades tales que i = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de
frecuencias con ap = 1, Ay =7.72(wy — wny—1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-
Drude para la generacion de los gi’s. Panel (a) v = 1, panel (b) v =2 y panel (c) v = 4.

De la Figura [£.20] se desprende que la eficiencia de los ciclos tiende a ser nula cuando los
protocolos de desconexion poseen una duracién suficiente tal de que el estado de la bateria
al final del proceso es p&°, es decir, cuando no es posible extraer ergotropia de la bateria.
También, como resultado importante, se observa que la eficiencia para ambos protocolos pre-
senta un maximo que es mayor al valor de la eficiencia cuando la desconexién es instantanea
(quench). El maximo de la eficiencia para el protocolo con Ay esta a un tiempo tq posterior
que el maximo de la eficiencia para A;. Destacamos que esto es un resultado importante,
pues postula que si se desea que el ciclo de carga y descarga de la bateria sea mas eficiente,
es Optimo escoger un ciclo con desconexiéon en un tiempo finito (tiempo del méaximo de la
eficiencia) que escoger un ciclo donde se desconecta por medio de un protocolo quench ins-
tantaneo, a la vez, es mas 6ptimo ocupar un procolo con Ay en un ciclo con desconexion a
tiempo finito si se desea tener una eficiencia (y ergotropia) no nula para un rango mayor de
tiempos t4’s.
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Figura 4.20: Eficiencia en funciéon de tq para distintos valores de «. Las curvas segmentadas
corresponden a desconectar con A\y(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con
A(t) [ver (.30)]. En los tres paneles se fijan los pardmetros 8 = 10, wp = 4, wp
mo = my = 1 Vk y unidades tales que h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de
frecuencias con ay = 1, Ay =7.72(wy —wn_1) y N = 150. Se escoge la regularizacion de
Lorentz-Drude para la generacion de los gi’s. Panel (a) v = 1, panel (b) 7 = 2 y panel (c)
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Conclusion

En esta tesis estudiamos ciclos termodinamicos en que se carga y descarga una bateria
cuantica. La bateria es modelada por un oscilador arménico cuéntico que interactua lineal-
mente con un bano (finito o infinito) formado por un conjunto de osciladores armonicos. Este
modelo es el modelo de Caldeira-Leggett cuyo Hamiltoniano es cuadratico en los operadores
canonicos. La forma del Hamiltoniano es apropiada si se quiere extender el presente estudio a
campos cuanticos, como por ejemplo, los campos electromagnéticos en segunda cuantizacion.
Abordamos el estudio con herramientas del formalismo simpléctico definido en un espacio
de fase y a la vez con herramientas de la teorfa de sistemas cuanticos abiertos definida en
un espacio de Hilbert: ecuacién de Langevin. La ventaja que nos brindé el tratamiento con
formalismo simpléctico es la posibilidad de tratar la dinamica del sistema compuesto con
cantidades finitas y la posibilidad de tener acceso tanto al estado de la bateria como al es-
tado del bano en cada instante de las ramas del ciclo, pues tuvimos acceso a la matrices de
covarianza de ambos subsistemas en la evoluciéon unitaria global en cada rama. Las matrices
de covarianza de ambos subsistema caractizan totalmente sus estados reducidos por ser estos
estados Gaussianos con primeros momentos nulos. La Gaussianidad de ambos subsistemas
en las distintas etapas de los ciclos estuvo garantizada por la Gaussianidad del estado inicial
del sistema compuesto: estado térmico dependiente del Hamiltoniano de Caldeira-Leggett, y
por las evoluciones unitarias Gaussianas de cada rama.

En el Capitulo 1 presentamos el formalismo simpléctico aplicado a estados Gaussianos.
Este formalismo nos posibilité mostrar que todo estado térmico dependiente de un Hamil-
toniano cuadratico acotado inferiormente es un estado Gaussiano con primeros momentos
nulos, ademés mostramos que la matriz de covarianza del estado térmico se puede generar a
partir de su forma normal de Williamson y de la inversa de la transformacion simpléctica que
diagonaliza simplécticamente a la matriz Hamiltoniana. En el Capitulo 2 demostramos que
un ciclo de la baterfa del tipo desconexion-extracciéon-conexion-carga con condiciéon inicial
térmica global satisface la segunda ley de la termodinamica en la forma de Kelvin-Planck,
y en consecuencia se tiene que la eficiencia del ciclo esta acotada por 1. En el Capitulo 3
resolvimos la ecuacion de Langevin y obtuvimos expresiones explicitas para las entradas de
la matriz de covarianza del estado estacionario de la bateria en la evolucién que corresponde
al proceso de carga, para luego, ayudados por la teoria de respuesta lineal, demostrar que el
estado estacionario es igual al estado Gibbsiano de fuerza media en el limite termodinamico,
lo cual corroboramos numéricamente implementando la dinamica con las herramientas del
formalismo simpléctico. Dada la eleccion del valor de N escogido, el uso de una densidad
espectral con regularizacion de Lorentz-Drude y la elecciéon de una muestra Lorentziana para
el bano, pudimos corroborar y reproducir (aproximarnos) a las convergencias en el equilibrio
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termodinamico. Estas convergencias fueron de gran interés pues describen el estado cargado
de la bateria cuando se escoge un valor de v lo sufientemente alto, es decir, cuando la bateria
interactia fuertemente con el bano. En la primera parte del capitulo 4 obtuvimos expresiones
explicitas para los trabajos del ciclo cuando la desconexion y la conexién se efecttian con un
protocolo quench intantdneo. A partir de los resultados numéricos observamos que los traba-
jos del ciclo en el limite termodindmico se ajustan mejor al caso en que el banio es modelado
con una muestra de frecuencias Lorentziana en contraste a cuando se modela con una muestra
de frecuencias homogénea, no obstante, cerrar el ciclo depende de la eleccion de la muestra de
frecuencias a usar debido a la ocurrencia de las recurrencias de Poincaré cuando se interactia
con un bano finito. Los resultados importantes en esta parte, que dependen del valor escogido
para los parametros del modelo, son que la ergotropia disponible en la bateria aumenta con
el aumento de v y el aumento de wp y disminuye con el aumento de la temperatura y el
aumento de wy. Por otra parte, la eficiencia presenta méaximos en términos de v y de wp,
y en el caso particular con muestra Lorentziana observamos que el valor de wp en el cual
la eficiencia presenta un maximo es el mismo en que el trabajo de desconexiéon presenta un
minimo negativo. Pudimos corroborar numéricamente que ng;enCh > 0y, relacionado a esto,
encontramos una expresion explicita para la produccion de entropia del proceso de carga, la
cual es también la produccion de entropia del ciclo. Esta expresion coincide con la formula de
la produccion de entropia reportada en Esposito et al. [63]. Demostramos analiticamente que

ggemh = —Qnh en el limite termodinamico, lo cual corroboramos numéricamente. En
la segunda etapa del Capitulo 4 incorporamos un protocolo de desconexion dependiente del
tiempo para dos parametros adimensionales diferentes, los cuales modulan la interaccién en el
tiempo. Implementamos numéricamente la evolucién de desconexion para distintos tiempos
de duracion, t4, del protocolo y también implementamos los procesos de carga de la bateria.
Tomamos distintos valores de v y los demés parametros los mantuvimos fijos. Obtuvimos
como resultado que independientemente del valor de v, la ergotropia decae a cero para proto-
colos de desconexion que poseen tq’s grandes, pero la eficiencia presenta un maximo para un
protocolo de desconexién con un tq determinado; este maximo es mayor que el valor de la efi-
ciencia cuando el proceso de desconexion es un quench. Obtuvimos que Wy(tq) pasa a ser una
cantidad negativa en la medida que t4 aumenta, lo cual implica extraccion de trabajo en el
proceso. Observamos que los trabajos presentan un comportamiento decreciente y asintotico
en funciéon de tg4, en analogia a los procesos cuasiestaticos. Corroboramos numéricamente que
Wais(ta) > 0 y observamos que la maquina es mas eficiente con protocolos de desconexion de
duracion tq en que a la vez se disipa més trabajo en los regimenes de parametros estudiados,
dicho de otra manera, esta es una méaquina que funciona fuera del equilibrio, pues en el equi-
librio su eficiencia es nula. Como trabajo futuro seria interesante explorar otros regimenes
de parametros donde ocurra este mismo fénomeno: mayor eficiencia a mayor disipacion, y
més aun, demostrar si esto es valido independientemente del valor de los parametros. Ana-
liticamente demostramos que en el limite termodindmico Wyis(tq) = —Q(t4) y encontramos
una expresion explicita para la producciéon de entropia del ciclo en términos de la entropia
de von Neumann y la entropia relativa de los estados del bano en el ciclo. Ayudados por
las formulas de las producciones de entropia reportadas en Esposito et al. [63] y Riechers
et al. [106], obtuvimos expresiones para ¥."9%(tq) y X4(¢4), donde la suma entre ambas es
igual a la produccion de entropia del ciclo. Observamos que ¥4(t4) es una cantidad negativa
para los casos estudiados, por lo que se contradice la segunda ley de la termodinédmica clé-
sica en el proceso de desconexién, no obstante, en la actualidad se han reportado distintos
escenarios, teoricos y experimentales [105] 109, 110, 1TT], en que cuando la condicién inicial
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de un sistema global posee correlaciones puede existir un decrecimiento de la informacion
mutua que redunda en una producciéon de entropia negativa de cierto proceso, no obstante,
del punto de vista energético se ha demostrado que la cantidad de trabajo necesario para
producir correlaciones siempre acota superiormente al trabajo que se puede extraer desde las
mismas [112, [113] [114], lo cual es concordante con la segunda ley en su forma habitual. Las
correlaciones cuénticas de un sistema, el trabajo que se puede extraer de estas en un proceso
y la produccién de entropia del mismo, son un campo activo de investigacion y la posibili-
dad de enunciar una segunda ley que englobe todo tipo de procesos en sistemas cuénticos es
una pregunta abierta. También es una pregunta abierta y activo foco de investigacion descu-
brir definiciones adecuadas de calor y de trabajo que engloben los procesos termodinamicos
cuanticos [7].

83



Bibliografia

[

2l

13l

4]

[5]

(6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

Sadi Carnot. Reflections on the motive power of fire, and on machines fitted to develop
that power. Paris: Bachelier, 108:1824, 1824.

Alexia Aufféves. Quantum technologies need a quantum energy initiative. PRX Quan-
tum, 3(2):020101, 2022.

Jochen Gemmer, Mathias Michel, and Giinter Mahler. Quantum thermodynamics:

Emergence of thermodynamic behavior within composite quantum systems, volume 784.
Springer, 2009.

Felix Binder, Luis Correa, Christian Gogolin, Janet Anders, and Gerardo Adesso. Ther-
modynamics in the quantum regime. Fundamental Theories of Physics, 195:1-2, 2018.

Sebastian Deffner and Steve Campbell. Quantum Thermodynamics: An introduction
to the thermodynamics of quantum information. Morgan & Claypool Publishers, 2019.

Philipp Strasberg. Quantum Stochastic Thermodynamics: Foundations and Selected
Applications. Oxford University Press, 2022.

Peter Talkner and Peter Hénggi. Colloquium: Statistical mechanics and thermody-
namics at strong coupling: Quantum and classical. Reviews of Modern Physics,
92(4):041002, 2020.

Robert Alicki and Mark Fannes. Entanglement boost for extractable work from ensem-
bles of quantum batteries. Physical Review E, 87(4):042123, 2013.

Dario Ferraro, Michele Campisi, Gian Marcello Andolina, Vittorio Pellegrini, and Marco
Polini. High-power collective charging of a solid-state quantum battery. Physical review
letters, 120(11):117702, 2018.

James Quach and William Munro. Using dark states to charge and stabilize open
quantum batteries. Physical Review Applied, 14(2):024092, 2020.

Felipe Barra. Dissipative charging of a quantum battery. Physical review letters,
122(21):210601, 2019.

Karen Hovhannisyan, Felipe Barra, and Alberto Imparato. Charging assisted by ther-
malization. Physical Review Research, 2(3):033413, 2020.

84



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

Javier Carrasco, Jeronimo Maze, Carla Hermann-Avigliano, and Felipe Barra. Collec-
tive enhancement in dissipative quantum batteries. Physical Review FE, 105(6):064119,
2022.

Felipe Barra, Karen Hovhannisyan, and Alberto Imparato. Quantum batteries at the
verge of a phase transition. New Journal of Physics, 24(1):015003, 2022.

Sai Vinjanampathy and Janet Anders. Quantum thermodynamics. Contemporary
Physics, 57(4):545-579, 2016.

Alessio Serafini, Matteo Paris, Fabrizio Illuminati, and Silvio De Siena. Quantifying
decoherence in continuous variable systems. Journal of Optics B: Quantum and Semi-
classical Optics, 7(4):R19, 2005.

Gerardo Adesso and Fabrizio [lluminati. Entanglement in continuous-variable systems:
recent advances and current perspectives. Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical, 40(28):7821, 2007.

Christian Weedbrook, Stefano Pirandola, Raul Garcia-Patron, Nicolas Cerf, Timothy
Ralph, Jeffrey Shapiro, and Seth Lloyd. Gaussian quantum information. Reviews of
Modern Physics, 84(2):621, 2012.

Gerardo Adesso, Sammy Ragy, and Antony Lee. Continuous variable quantum in-
formation: Gaussian states and beyond. Open Systems & Information Dynamics,
21(01n02):1440001, 2014.

Hyukgun Kwon, Youngrong Lim, Liang Jiang, Hyunseok Jeong, and Changhun Oh.
Quantum metrological power of continuous-variable quantum networks. Physical Re-
view Letters, 128(18):180503, 2022.

Benjamin Yadin, Hyejung H Jee, Carlo Sparaciari, Gerardo Adesso, and Alessio Sera-
fini. Catalytic gaussian thermal operations. Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical, 55(32):325301, 2022.

Michael Reed and Barry Simon. Methods of Modern Mathematical Physics. IV Analysis
of Operators. Academic Press, New York, 1978.

Alessio Serafini. Quantum continuous variables: a primer of theoretical methods. CRC
press, 2017.

Alessandro Ferraro, Stefano Olivares, and Matteo Paris. Gaussian states in continuous
variable quantum information. arXiv preprint quant-ph/0503237, 2005.

Dan Marinescu. Classical and quantum information. Academic Press, 2011.

Maurice de Gosson. Symplectic geometry and quantum mechanics, volume 166. Springer
Science & Business Media, 2006.

Stephen Barnett and Paul Radmore. Methods in theoretical quantum optics, volume 15.
Oxford University Press, 2002.

85



28]

29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

136]

37]

38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Earle Kennard. Zur quantenmechanik einfacher bewegungstypen. Zeitschrift fiir Physik,
44(4):326-352, 1927.

Hermann Weyl. The theory of groups and quantum mechanics. Courier Corporation,
1950.

Marco Genoni, Ludovico Lami, and Alessio Serafini. Conditional and unconditional
gaussian quantum dynamics. Contemporary Physics, 57(3):331-349, 2016.

Jonatan Bohr Brask. Gaussian states and operations—a quick reference. arXiv preprint
arXiw:2102.05748, 2021.

Marlan Scully and Muhammad Zubairy. Quantum optics. American Association of
Physics Teachers, 1999.

Christopher Gerry and Peter Knight. Introductory quantum optics. Cambridge univer-
sity press, 2005.

Jacopo Surace and Luca Tagliacozzo. Fermionic gaussian states: an introduction to
numerical approaches. SciPost Physics Lecture Notes, page 054, 2022.

Gianfranco Cariolaro, Roberto Corvaja, and Filippo Miatto. Gaussian states: Eva-

luation of the covariance matrix from the implementation with primitive component.
Symmetry, 14(7):1286, 2022.

Alejandro Pozas-Kerstjens, Eric Brown, and Karen Hovhannisyan. A quantum otto
engine with finite heat baths: Energy, correlations, and degradation. New Journal of
Physics, 20(4):043034, 2018.

Stefano Olivares. Quantum optics in the phase space. The European Physical Journal
Special Topics, 203(1):3-24, 2012.

Rajiah Simon, Subhash Chaturvedi, and V. Srinivasan. Congruences and canonical
forms for a positive matrix: Application to the schweinler—wigner extremum principle.
Journal of Mathematical Physics, 40(7):3632-3642, 1999.

Kalyanapuram Parthasarathy. The symmetry group of gaussian states. Springer Pro-
ceedings 1n Mathematics and Statistics, page 349, 2011.

Herbert Goldstein, Charles Poole, and John Safko. Classical mechanics. American
Association of Physics Teachers, 2002.

Jun John Sakurai and Eugene Commins. Modern quantum mechanics, revised edition,
1995.

Nathan Myers, Obinna Abah, and Sebastian Deffner. Quantum thermodynamic de-
vices: from theoretical proposals to experimental reality. AVS Quantum Science,
4(2):027101, 2022.

Arnab Ghosh, Victor Mukherjee, Wolfgang Niedenzu, and Gershon Kurizki. Are quan-
tum thermodynamic machines better than their classical counterparts? The Furopean
Physical Journal Special Topics, 227(15):2043-2051, 2019.

86



|44]

[45]

|46]
147]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

Wiestaw Pusz and Stanistaw Woronowicz. Passive states and kms states for general
quantum systems. Communications in Mathematical Physics, 58(3):273-290, 1978.

Andrew Lenard. Thermodynamical proof of the gibbs formula for elementary quantum
systems. Journal of Statistical Physics, 19(6):575-586, 1978.

Herbert Callen. Thermodynamics and an introduction to thermostatistics, 1998.

Armen Allahverdyan, Roger Balian, and Theodorus Nieuwenhuizen. Maximal work
extraction from finite quantum systems. EPL (Europhysics Letters), 67(4):565, 2004.

Paul Skrzypczyk, Ralph Silva, and Nicolas Brunner. Passivity, complete passivity, and
virtual temperatures. Physical Review F, 91(5):052133, 2015.

Mark Mitchison, John Goold, and Javier Prior. Charging a quantum battery with
linear feedback control. Quantum, 5:500, 2021.

Akram Touil, Barig Cakmak, and Sebastian Deffner. Ergotropy from quantum and clas-
sical correlations. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 55(2):025301,
2021.

Edwin Jaynes. Information theory and statistical mechanics.  Physical review,
106(4):620, 1957.

Edwin Jaynes. Information theory and statistical mechanics. ii. Physical review,
108(2):171, 1957.

Nicolai Friis and Marcus Huber. Precision and work fluctuations in gaussian battery
charging. Quantum, 2:61, 2018.

Eric Brown, Nicolai Friis, and Marcus Huber. Passivity and practical work extraction
using gaussian operations. New Journal of Physics, 18(11):113028, 2016.

Heinz-Peter Breuer and Francesco Petruccione. The theory of open quantum systems.
Oxford University Press on Demand, 2002.

Anton Trushechkin, Marco Merkli, James Cresser, and Janet Anders. Open quantum
system dynamics and the mean force gibbs state. AVS Quantum Science, 4(1):012301,
2022.

Ronnie Kosloff. Quantum thermodynamics and open-systems modeling. The Journal
of chemical physics, 150(20):204105, 2019.

Herbert Spohn and Joel Lebowitz. Irreversible thermodynamics for quantum systems
weakly coupled to thermal reservoirs. Adv. Chem. Phys, 38:109-142, 1978.

Yigit Subasi, Christen Fleming, Jacob Taylor, and Bei Hu. Equilibrium states of open
quantum systems in the strong coupling regime. Physical Review E, 86(6):061132, 2012.

Christian Gogolin and Jens Eisert. Equilibration, thermalisation, and the emergence
of statistical mechanics in closed quantum systems. Reports on Progress in Physics,

79(5):056001, 2016.

87



[61] Bruno Nachtergaele and Robert Sims. Lieb-robinson bounds in quantum many-body
physics. Contemp. Math, 529:141-176, 2010.

[62] Elliott Lieb and Derek Robinson. The finite group velocity of quantum spin systems.
In Statistical mechanics, pages 425—-431. Springer, 1972.

[63] Massimiliano Esposito, Katja Lindenberg, and Christian Van den Broeck. Entropy
production as correlation between system and reservoir. New Journal of Physics,
12(1):013013, 2010.

[64] Goran Lindblad. Completely positive maps and entropy inequalities. Communications
in Mathematical Physics, 40(2):147-151, 1975.

[65] Enrico Fermi. Thermodynamics. Courier Corporation, 2012.

[66] Alessandra Colla and Heinz-Peter Breuer. Entropy production and the role of correla-
tions in quantum brownian motion. Physical Review A, 104(5):052408, 2021.

[67] Ulrich Weiss. Quantum dissipative systems. World Scientific, 2012.

[68] Amir Caldeira and Anthony Leggett. Quantum tunnelling in a dissipative system.
Annals of physics, 149(2):374-456, 1983.

[69] Rafael Benguria and Mark Kac. Quantum langevin equation. Physical review letters,
46(1):1, 1981.

[70] Luis A Correa, Marti Perarnau-Llobet, Karen V Hovhannisyan, Senaida Hernandez-
Santana, Mohammad Mehboudi, and Anna Sanpera. Enhancement of low-temperature
thermometry by strong coupling. Physical Review A, 96(6):062103, 2017.

[71] George Ford and Mark Kac. On the quantum langevin equation. Journal of statistical
physics, 46(5):803-810, 1987.

[72] George Ford, John Lewis, and Robert O’Connell. Quantum langevin equation. Physical
Review A, 37(11):4419, 1988.

[73] Peter Hénggi and Gert-Ludwig Ingold. Fundamental aspects of quantum brownian
motion. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, 15(2):026105, 2005.

[74] Peter Hanggi. Generalized langevin equations: A useful tool for the perplexed modeller
of nonequilibrium fluctuations? In Stochastic dynamics, pages 15-22. Springer, 1997.

[75] Abell Martha and Braselton James. Introductory differential equations, 2018.

[76] Pawel Bialas, Jakub Spiechowicz, and Jerzy Luczka. Partition of energy for a dissipative
quantum oscillator. Scientific Reports, 8(1):1-12, 2018.

[77] Ivan Di Terlizzi, Felix Ritort, and Marco Baiesi. Explicit solution of the generalised
langevin equation. Journal of Statistical Physics, 181(5):1609-1635, 2020.

[78] P Chr Hemmer, LC Maximon, and H Wergeland. Recurrence time of a dynamical
system. Physical Review, 111(3):689, 1958.

88



79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

87]

88

[89]

190]

[91]

[92]

193]

Peter Mazur and Elliott Montroll. Poincaré cycles, ergodicity, and irreversibility in
assemblies of coupled harmonic oscillators. Journal of mathematical physics, 1(1):70-
84, 1960.

Harry Nyquist. Thermal agitation of electric charge in conductors. Physical review,
32(1):110, 1928.

Herbert Callen and Theodore Welton. Irreversibility and generalized noise. Physical
Review, 83(1):34, 1951.

L Reggiani, P Shiktorov, E Starikov, and V Gruzinskis. Quantum fluctuation dissi-
pation theorem revisited: remarks and contradictions. Fluctuation and Noise Letters,
11(03):1242002, 2012.

AV Bitsadze. Foundations of the theory of analytic functions of a complex variable.
Izdat.“Nauka”, Moscow, 239, 1984.

Lev Davidovich Landau and Evgenii Mikhailovich Lifshitz. Statistical Physics: Volume
5, volume 5. Elsevier, 2013.

Bei Lok Hu, Juan Pablo Paz, and Yuhong Zhang. Quantum brownian motion in a ge-
neral environment: Exact master equation with nonlocal dissipation and colored noise.
Physical Review D, 45(8):2843, 1992.

Thomas Dittrich, Peter Hénggi, Gert-Ludwig Ingold, Bernhard Kramer, Gerd Schoén,
and Wilhelm Zwerger. Quantum transport and dissipation, volume 3. Wiley-Vch
Weinheim, 1998.

Crispin Gardiner and Peter Zoller. Quantum noise: a handbook of Markovian and non-
Markovian quantum stochastic methods with applications to quantum optics. Springer
Science & Business Media, 2004.

Jens Eisert and Martin Plenio. Quantum and classical correlations in quantum brow-
nian motion. Physical review letters, 89(13):137902, 2002.

Jonathan Halliwell and Ting Yu. Alternative derivation of the hu-paz-zhang master
equation of quantum brownian motion. Physical Review D, 53(4):2012, 1996.

George Ford and Robert O’connell. Exact solution of the hu-paz-zhang master equation.
Physical Review D, 64(10):105020, 2001.

Christen Fleming, Albert Roura, and Bei Hu. Exact analytical solutions to the master
equation of quantum brownian motion for a general environment. Annals of Physics,
326(5):1207-1258, 2011.

Lorenzo Pucci, Massimiliano Esposito, and Luca Peliti. Entropy production in quan-
tum brownian motion. Journal of Statistical Mechanics: Theory and FExperiment,

2013(04):P04005, 2013.

Inés De Vega and Daniel Alonso. Dynamics of non-markovian open quantum systems.
Reviews of Modern Physics, 89(1):015001, 2017.

89



[94]

[95]

196]

197]

98]

199]

[100]

[101]

102]

[103]

[104]

[105)

[106]

[107]

[108]

William Coffey, Yuri Kalmykov, Sergey Titov, and Bernard Mulligan. Wigner fun-
ction approach to the quantum brownian motion of a particle in a potential. Physical
Chemistry Chemical Physics, 9(26):3361-3382, 2007.

D Des Cloizeaux. Linear response, generalized susceptibility and dispersion theory. In
Theory of condensed matter. Lectures presented at an international course. 1968.

Ryogo Kubo. Statistical-mechanical theory of irreversible processes. i. general theory
and simple applications to magnetic and conduction problems. Journal of the Physical
Society of Japan, 12(6):570-586, 1957.

Hermann Grabert and Ulrich Weiss. Thermal enhancement of the quantum decay rate
in a dissipative system. Zeitschrift fir Physik B Condensed Matter, 56(2):171-183,
1984.

Pieter Ullersma. An exactly solvable model for brownian motion: I. derivation of the
langevin equation. Physica, 32(1):27-55, 1966.

Mart1 Perarnau-Llobet, Henrik Wilming, Arnau Riera, Rodrigo Gallego, and Jens Ei-
sert. Strong coupling corrections in quantum thermodynamics. Physical review letters,
120(12):120602, 2018.

Marcos Rigol. Breakdown of thermalization in finite one-dimensional systems. Physical
review letters, 103(10):100403, 2009.

Eric Arrais, Diego Wisniacki, Augusto Roncaglia, and Fabricio Toscano. Work statistics

for sudden quenches in interacting quantum many-body systems. Physical Review F,
100(5):052136, 2019.

Adalberto Varizi, Mariana Cipolla, Marti Perarnau-Llobet, Raphael Drumond, and Ga-
briel Landi. Contributions from populations and coherences in non-equilibrium entropy
production. New Journal of Physics, 23(6):063027, 2021.

Gabriel Landi and Mauro Paternostro. Irreversible entropy production: From classical
to quantum. Reviews of Modern Physics, 93(3):035008, 2021.

Michael Nielsen and Isaac Chuang. Quantum computation and quantum information,
2002.

Giuseppe Vitagliano, Claude Klockl, Marcus Huber, and Nicolai Friis. Trade-off bet-
ween work and correlations in quantum thermodynamics. In Thermodynamics in the
Quantum Regime, pages 731-750. Springer, 2018.

Paul Riechers and Mile Gu. Initial-state dependence of thermodynamic dissipation for
any quantum process. Physical Review E, 103(4):042145, 2021.

Ludwig Boltzmann. Weitere studien iiber das wiarmegleichgewicht unter gasmolekiilen.
In Kinetische Theorie 11, pages 115-225. Springer, 1970.

Ludwig Boltzmann. “zu hrn. zermelos abhandlung iiber die mechanische erklarung
irreversiler vorgénge” (on the mechanical explanation of irreversible processes). Annalen

der Physik, 296(2):392-398, 1897.

90



[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

Andrés Vallejo, Alejandro Romanelli, and Raul Donangelo. Out-of-equilibrium quan-
tum thermodynamics in the bloch sphere: Temperature and internal entropy produc-
tion. Physical Review E, 101(4):042132, 2020.

Hossein Partovi. Entanglement versus stosszahlansatz: Disappearance of the thermody-
namic arrow in a high-correlation environment. Physical Review E, 77(2):021110, 2008.

Kaonan Micadei, John Peterson, Alexandre Souza, Roberto Sarthour, Ivan Oliveira,
Gabriel Landi, Tiago Batalhao, Roberto Serra, and Eric Lutz. Reversing the direction
of heat flow using quantum correlations. Nature communications, 10(1):1-6, 2019.

George Ford and Robert O’Connell. A quantum violation of the second law? Physical
review letters, 96(2):020402, 2006.

[Lki Kim and Giinter Mahler. Quantum brownian motion and the second law of ther-
modynamics. The European Physical Journal B-Condensed Matter and Complex Sys-
tems, 54(3):405-414, 2006.

IIki Kim and Gilinter Mahler. The second law of thermodynamics in the quantum

brownian oscillator at an arbitrary temperature. The european physical journal B,
60(3):401-408, 2007.

91



Anexo A

Uso de las relaciones de Kramers-Kronig
para la obtencion de la expresion (3.46))
y desarrollo del conmutador

[Qp(+00), Py(+00)] para obtener la
identidad (3.48)

1. Relaciones de Kramers-Kronig:

Dada la funcién compleja a(w) = w3 — w? — iwy(w) se tiene que

1 } _ (W2 — w?) + wIm[y(w)]
a(w) a(w)[?

1 1 _ wRe[F(w)]
a(w) ()

Siempre que wRe[y(w)] sea analitica en el semiplano superior complejo, entonces 1/a(w)
también lo es y por lo tanto la parte real de 1/a(w) se relaciona con la parte imaginaria
de 1/a(w) por medio de las relaciones (formulas) de Kramers-Kronig [12]:

1 2 oo , W' - 1
e L(wJ = %P/o Wit Lw)]
— 27) /+OO dw/ W/ w/%e[ﬁ/(w/)]
T 0 ’

w2 — w2 ’a(w/)P

o]

Jm{

donde P denota el valor princiapl de Cauchy. Tomando w = 0, la férmula anterior

implica que
1] 2 (™ Re[j(w)
e[l =P [

el
/o T a@)p

Luego, si
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es covergente, entonces
2 Rel§(w)] _ [T Re[F(w)
o la(w) o la(w)

y por lo tanto

- [Qo(+00), Py(+00)]:
Ocupando las expresiones 1) para las soluciones estacionarias de Qo(—i-oo) y }50(—1-00)
se tiene que

= [Qo(+00), Py(+00)]

= lim_ 0 dt’F(t’)/O duG(u)[§(t — '), £(t — u)]
% " dwi(w) / T / " QuF ()G () sinw(t — u)]
%"l o Ao (w /+oo /+oo QuF (#)G(u) <exp[iw(u —t")] ;iexp[—iw(u - t’)]>
moh

™

_ Moft /0 R[5 (w)]w [ /0 At/ F(#) exp(—iwt) /0 ™ QG ) explin)
- /O m dt' F(t') exp(iwt) /O - duG(u) exp(—iwu)]

_ Mok /0 - dwRe[H(w)]w [L{F}(—iw)L{G} (iw) — L{F}(iw)L{G}(—iw)]

T

-t [ dwmemwn{ L]
(

™ mola(w) > mola(w)]?
_ 2Lh +o0o o [ w)’ w2

1o a(w)?

(A.1)

donde se ocupd que

[é(t—t%é(t—uﬂ:@[gz 4 sin[wkw—t)]]

™ mpWw,
& kE¥Ek

_ 2ih

™ Jo

dwJ(w) sinfw(u — t')],

las expresiones para las transformadas de Laplace de F'y G (3.31)), la segunda expresion
en (3.41) que relaciona J(w) con Re[y(w)] y la continuacion analitica entre las trans-
formadas de Laplace y Fourier de una funcion. A partir de (A.1l) es directo concluir

que
/0 d ’ B =1 (A.2)

s a(w) 2
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Anexo B

Deduccion de la expresion (3.85) para

S(7)

Considerando la formula de Kubo (3.81)) para x4 ¢,, la transformada de Fourier de x4
(suceptibilidad dindmica) y la expresion para la funcion correlacion A(7) en (3.84]), vemos
que

Jm[x(w)] :/0 h drx(7) sin(wr)

-2 /0 drf(7) A(r) sin(wr)

+OO . o _.
2/ dTA(T)eXp(MT) 2.exp( iwT)
0 i

-1 [ /0 " arA(r) explior) - /0 " dr A(r) exp(—iwr) (B.1)

. +OO
= % / drA(T) exp(iwT)

1 [t
:ﬁ

= [(ﬁ( ) —Cw)].

dr [C* () — C (7)] exp(iwT)

donde A(1) = —A(—71), C*(w) = f+°° drC*(1) exp(iwT) v C*(7) son las funciones de
autocorrelacion definidas en - Luego, dado que las correlaciones en el equilibrio térmico
son invariantes ante traslaciones temporales [67], entonces se cumple que C~(1) = C*(7 —
ih8) = Ct(w) = exp(—whfB)CT(w) y, por lo tanto, retomando la igualdad - se

obtiene que

Im[()] = 50 () [1 ~ exp(~Bhw)]. (B.2)
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Por otra parte, ocupando la expresion para la funcion correlacion S(7) en (3.84)) y el resultado

(B.2), vemos que

S(w) = % E (@) + 6 ()

_ % [1 + exp(—Bhw)] C*(w)
= hcoth (%w) Im[(w)];

con S(w) = [T drS(r) exp(iwr) = 2 [7° drS(7) cos(wT), pues S(7) = S(—7). Finalmente,
oo 0

tomando la transformada de Fourier inversa de S(w), se obtiene que

S(r) = 2 / " 8(w) exp(—iwr)

=5/
. o B (B.3)
= ;/0 dw coth (T) Jm[y(w)] cos wr.
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Anexo C

Implementacién numérica de la evolucion
simpléctica Sq(?)

Nuesto objetivo es aproximarnos numéricamente a la expresion exacta

Sa(t) = T exp { /O t dt’QQHCL(t’)}
(1)

tn—
0

o) t t1 1
— 14y / dt, / dty - / dt, QH ()2 ey () - QHep (1)
n=1

de la matriz de evoluciéon simpléctica del proceso de desconexion. Para ello tomamos un
intervalo temporal At tal que t = (n + 1)At en n pasos temporales y At — 0 en el limite
continuo. Luego vemos que

(At)®

H exp 2QHcyp, (1At)At] = {]I + 2QHcp (nAt)At +

i=0

[2QHcr (nAt))? + - - } X o

X [I[ + 2QHcr (0)At + (A;)2 [2QHcr (0)]% + - - }

n—1

=1+ 2QHcy(iIA)AL + |2QHcr [nAALY 20 ey (1AL At+
i=0 i=0

n—2

20Hcy[(n — DAHAL Y 2QHcr IAHAL + - -+
i=0

(At)?

+ zn: ~—[2QHcy, (1AL + - - -

0
2QH oy [At]At Z 2QHcr (1AL) At 5
i=0

i=0

=1+ 20HcL(IAHAL+ > 20Hc (1AHAE Y 20Hey (KAL) At

i=0 i=0 k=0
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At &
— — ) [2QHc(iAY)]?At + - -

2 i=0
t t t1 (C2>
= I + / dt12QHCL(t1) + / dt12QHCL(t1> / dt22QHCL(t2) 4+ - ,
At—0 0 0 0

por lo que numéricamente implementamos el proceso de desconexiéon como

Tor(ta) — Sa(ta)ose [Sa(ta)], (C.3)

con
m

Sa(ta) ~ | [ exp [2QHcr, (1AH)AL];  donde tq = (m + 1)At, (C.4)
i=0

y procurando que At sea lo suficientemente pequefio para conseguir mayor exactitud. En
la Figuras y (C.2)) se grafica la evolucion en el proceso de desconexion de la
MC de la bateria para dos tiempos de desconexion distintos, ocupando ambos protocolos de
desconexion (A1 y Ag) y escogiendo distintos valores para At. Se observa que a medida que
disminuye At, las curvas se empiezan a superponer no viéndose diferencia aparante entre
las evoluciones con At ~ 107 y At ~ 107° cuando tq = 0.5 y tampoco se ve diferencia
aparente entre las evoluciones con At ~ 1073 y At ~ 10~ cuando tq = 1.75. Lo anterior nos
muestra que para los valores de At mencionados la evolucion de desconexién es una buena
aproximacion de la evolucion de desconexion generada por la expresion exacta de Sq(t) [ver
] y por lo tanto se decide escoger At ~ 107* para realizar todas las evoluciones de
desconexion (con diferentes t4) para las cuales se realizan los graficos que estén en funcion de
tq en la seccion 4.2 del Capitulo 4. Por ejemplo, en la Figura @ , cada evoluciéon simpléctica
de desconexion para un tq dado se realiza tomando At ~ 107* en ambos protocolos (\; y
A2). En esta Figura se grafica la norma de Hilbert-Schmidt de la diferencia entre la MC del
estado ps(tq) (estado de la bateria al final de la desconexion) y la MC del estado p&° (estado
térmico de la bateria con Hg e inverso de la temperatura /) en funcion de t4. Se observa que
para tiempos tq’s lo suficientemente grandes, la MC de la bateria al final de la deconexiéon

es la MC del estado pf° = exp<—6ﬁ5> /Trg [exp(—ﬁﬁ[s)], reafirméndose lo dicho en las

discusiones referidas a las Figuras (4.11) y (4.12)).
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Figura C.1: Evoluciéon de la MC de la
distintos valores de At. En (a) y (c) se

— At ~1072
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At~ 1072

At ~ 1071

0.5

bateria en el proceso de desconexion con tg = 0.5 para
escoge A1(t). En (b) y (d) se escoge A\a(t). En (a) y (b)
T e (0) Y Hc1,(0) se generan v = 1. En (¢) y (d) T e (0) Y Hc1,(0) se generan con v = 4. En los
cuatro paneles para las cantidades iniciales del proceso de desconexién se escoge la regularizacion de
Lorentz-Drude, 8 = 10, mg = my = 1 Vk, wy = 2, wp = 4 y una muestra Lorentziana de frecuencias
conag =1, Ay =7.72(wy —wn—1) y N = 150.
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Figura C.2: Evolucion de la MC de la bateria en el proceso de desconexiéon con tq = 1.75 para
distintos valores de At. En (a) y (c) se escoge Ai(t). En (b) y (d) se escoge A\a(t). En (a) y (b)
T000(0) Y Hc1,(0) se generan con v = 1. En (c) y (d) T000(0) Y Hcy1,(0) se generan con v = 4. En los
cuatro paneles se escoge para las cantidades iniciales del proceso de desconexién la regularizacion de
Lorentz-Drude, 5 = 10, mg = my = 1 Vk, wg = 2, wp = 4 y una muestra Lorentziana de frecuencias

con ap =1, Ay =7.72(wy —wn-1) y N = 150.
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Figura C.3: Norma de Hilbert-Schmidt de la diferencia entre la MC del estado ps(tq) y la MC del
estado ﬁgco en funcién de tq para distintos valores de «. Las curvas segmentadas corresponden a
desconectar con Ay(t) y las curvas solidas corresponden a desconectar con Aq(t) [ver (4.30)]. En los
tres paneles se fijan los pardmetros 8 = 10, wp = 4, wg = 2, my = my = 1 Vk y unidades tales que
h = kg = 1. Se escoge una muestra Lorentziana de frecuencias con ag = 1, Ay =7.72(wy —wn—1)
y N = 150. Se escoge la regularizacion de Lorentz-Drude para la generacion de los gg’s. Panel (a)
v =1, panel (b) v =2y panel (c) v = 4.
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