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Resumen

En esta investigación se utilizaron simulaciones de plasmas tipo particle-in-cell (PIC)
para estudiar el efecto de las inestabilidades debidas a anisotroṕıas de temperatura, en la
aceleración de electrones en plasmas astrof́ısicos débilmente colisionales. Para generar las
anisotroṕıas de temperatura nuestras simulaciones imponen un movimiento de cizalle o com-
presivo en el plasma. Cuando la anisotroṕıa alcanza un valor umbral, las inestabilidades son
desencadenadas, lo cual controla su aumento. Como los movimientos de cizalle o compresivo
fuerzan el crecimiento de la anisotroṕıa de presión durante todo el tiempo de simulación,
nuestro estudio captura de manera consistente la evolución no lineal de las inestabilidades,
sin tener que hacer suposiciones previas sobre el espectro de las ondas.

Estas inestabilidades son capaces de acelerar electrones, a través de interacciones es-
tocásticas llamadas ‘Fermi de segundo orden’. Generando distribuciones tipo ley de potencia
en altas enerǵıas. El efecto en la aceleración de los electrones dependerá principalmente del
tipo de inestabilidad por anisotroṕıa de presión que es inducida. Por ello nos concentraremos
en dos reǵımenes f́ısicos: uno relativista como lo son discos de acreción en torno a objetos
compactos y otro no-relativista como las llamaradas solares, con la intención de entender el
rol de la temperatura de los electrones en la aceleración de los mismos.

Encontramos que en ambos reǵımenes la aceleración es capaz de generar una ley de poten-
cia en altas enerǵıas, siendo el régimen no-relativista el mas eficiente debido la participación
de distintos tipos de modos a lo largo de la simulación.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Motivación Observacional

La presencia de part́ıculas de alta enerǵıa es responsable de la emisión no-térmica (es
decir, que no obedece a un espectro de un cuerpo negro) percibida en distintos objetos as-
trof́ısicos. Ejemplos de estos sistemas son: discos de acreción de baja luminosidad en torno a
agujeros negros ([39], [50], [59]), el medio intergaláctico en clusters ([51], [7]), remanentes de
supernova ([5]), jets en núcleos galácticos activos ([54], [30], [15]) e incluso en ambientes mas
cercanos a nuestro planeta, como lo son la corona solar ([4], [61]) y la magnetosfera terrestre
([26]).

Esta tesis se concentra en el problema de aceleración de electrones en dos ambientes
espećıficos: discos de acreción en torno a agujeros negros, y el caso más cercano de de las
llamaradas solares. En lo que respecta a discos de acreción, sabemos que, por ejemplo, se
requieren electrones no-térmicos para explicar el amplio espectro de emisión proveniente del
agujero negro súpermasivo ubicado en el centro de nuestra galaxia, Sagitario A* (Sgr A*) .
En efecto, modelos con electrones con distribuciones de enerǵıa tipo ley de potencia en altas
enerǵıas (de aqúı en adelante “cola no-térmica”), son necesarios para explicar las distintas
caracteŕısticas en el espectro de emisión y en las imágenes obtenidas desde Sgr A* ([50], [71]).
Similarmente, en otros núcleos activos galácticos de baja luminosidad, la emisión de baja fre-
cuencia en radio puede ser explicada si una pequeña parte de la enerǵıa en el flujo de acreción
se concentra en una cola no-térmica ([37]). También la emisión en rayos X y en infrarrojo
cercano desde Sgr A* en periodos de gran variabilidad puede ser entendida por la presen-
cia de electrones formando una cola no-térmica ([72], [54]). Además, existen simulaciones
magneto-hidrodinámicas (MHD) para el flujo de acreción en Sgr A* que demuestran que la
variabilidad en rayos X mostrada por este sistema podŕıa explicarse al incorporar electrones
no-térmicos en regiones con alta magnetización ([2]). Por esta razón entender los mecanismos
que operan en la aceleración de electrones y su correspondiente emisión no-térmica serán
relevantes en el análisis de las imágenes y espectros de este sistema que entregará el proyecto
Event Horizon Telescope (para un review, [16]). En efecto, estudios previos muestran que
la emisión de los electrones de una cola no-térmica, puede dominar sobre la emisión de los
electrones térmicos, aún cuando la componente no-térmica contenga un pequeña fracción de
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la enerǵıa interna total ([41]).

En el caso de las llamaradas solares, sabemos hace muchos años que constituyen eficien-
tes aceleradores de electrones, los que pueden alcanzar velocidades relativistas ([46]; [4]; [20];
[3]; [49]; [14]; [36]). Además, estos ambientes presentan una oportunidad única de estudio de
la f́ısica que subyace al fenómeno de aceleración de electrones, gracias a su cercańıa y a la
gran variedad de instrumentos dedicados a investigar la f́ısica de la corona solar y su ulte-
rior interacción con el medio interplanetario. Dos ejemplos notables de estos instrumentos
son los satélites recientemente lanzados ‘Parker Solar Probe’ 1 y ‘Solar Orbiter’ 2, los cuales
permitirán estudiar la corona solar desde distancias nunca antes logradas por una misión
espacial. A pesar de aquello, no hay completo entendimiento de la manera en que el Sol
acelera part́ıculas. Si bien se cree que el fenómeno de reconexión magnética es el proceso
esencial para la transferencia de enerǵıa desde los fuertes campos magnéticos presentes en
la corona a las part́ıculas, este por si solo ha tenido dificultad para explicar la aceleración
de part́ıculas necesarias para explicar las llamaradas. Por ejemplo, en los flujos producidos
en la reconexión, otros mecanismos de energización pueden actuar, incluyendo aceleración de
Fermi de segundo orden, entre electrones y plasmoides formados en la sabana de corriente
[14]; aśı como aceleración de Fermi de primer orden, para el caso de re-conexión magnética
relativista [24]. Esto muestra que para entender como el Sol genera part́ıculas no-térmicas
debemos considerar distintos fenómenos de aceleración, como estos actúan y se complemen-
tan en los distintos escenarios y escalas que presenta el plasma solar.

La principal dificultad para entender estos procesos es que éstos son inherentemente no
lineales y multiescala. Esta última caracteŕıstica quiere decir que en ellos actúan fenóme-
nos de plasmas en escalas espacio-temporales comparables al tamaño y tiempo de evolución
del sistema respectivo (por ejemplo, un remanente se supernova) y además escalas espacio-
temporales pequeñas, relacionadas a longitud de Debye o frecuencias como la frecuencia del
plasma o la frecuencia de ciclotrón de las part́ıculas cargadas que lo componen. El enfoque de
nuestra investigación fue entonces concentrarnos en la ”micro-f́ısica”, es decir, en fenómenos
de escalas espacio-temporales pequeñas, para tratar de entender qué rol pueden jugar en la
aceleración de electrones en diversos plasma astrof́ısicos de interés observacional. En particu-
lar, nuestro foco estuvo en entender el rol que diversas inestabilidades cinéticas producidas
por anisotroṕıas de temperatura podŕıan tener en la aceleración de electrones.

Origen de las Anisotroṕıas e Inestabilidades

En plasmas astrof́ısicos la aparición de anisotroṕıas de temperatura es un fenómeno
común, esto gracias a que en muchos sistemas la evolución temporal del plasma ocurre en
escalas temporales mucho menores al tiempo t́ıpico para las colisiones Coulombianas entre
part́ıculas. De esta forma el plasma no es capaz de alcanzar el equilibrio termodinámico, per-
mitiendo la aparición de anisotroṕıas en la presión de las part́ıculas. en el disco de acreción en
torno a Sgr A*, en donde, como veremos más adelante, la anisotroṕıa se genera producto de
la conservación de invariantes adiabaticos relacionados con el momento en las dirección per-

1https://www.nasa.gov/content/goddard/parker-solar-probe
2https://www.esa.int/Science_Exploration/Space_Science/Solar_Orbiter
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pendicular al campo magnético, sumado al aumento del mismo debido a los movimientos de
compresión y/o cizalle al que es sometido el plasma mientras es acretado, es capaz de generar
anisotroṕıa de la forma T⊥ > T∥ y por lo tanto calentamiento por viscosidad anisotropica,
sin embargo hasta el momento aún no hay evidencia directa sobre la anisotroṕıa en estos
ambientes astrof́ısicos. De forma similar, las configuraciones de lineas de campo magnético
generadas por reconexión magnética, en el Sol, pueden actuar como una trampa magnética.
En la cual, el campo magnético aumenta al ’apilarse’ las lineas de campo hacia la superficie
del sol, pero además el loop tiene una configuración de espejos magnéticos, el cual permite
atrapar los electrones con pitch angle grande, y aquellos con pitch angle pequeño escapaŕıan
hacia los ’footprints’ presentes en la cromosfera. Esa configuración de espejos magnéticos
permitiŕıan generar una distribución tipo loss cone [19], con T⊥ > T∥. Esta zona presenta
evidencia de electrones en distribuciones no-térmicas [38], [11], [12], gracias a la gran dinámi-
ca que posee debido al flujo producto de la reconexión magnética. En particular, en este sitio
se ha considerado la aceleración estocástica producto de ondas de whistler [25] [53] como un
mecanismo de aceleración de electrones eficiente.

Es en presencia de estas anisotroṕıas donde las inestabilidades cinéticas pueden ser des-
encadenadas utilizando la anisotroṕıa como fuente de enerǵıa libre, lo que, a su vez, regula
el crecimiento de ésta. De esta forma en los sistemas astrof́ısicos débilmente colisionales de
interés en esta tesis encontraremos el ambiente propicio para la aparición de inestabilidades
cinéticas. Estas inestabilidades, como mostramos mas adelante, pueden interactuar estocásti-
camente con las part́ıculas acelerándolas a enerǵıas no térmicas.

Aceleración Estocástica

El esquema general propuesto por Fermi [18] para el fenómeno aceleración estocástica, es
el ’nubes’ magnéticas que se mueven y colisionan con las part́ıculas acelerándolas mediante
los campos eléctricos inducidos por la variación temporal de las mismas. Usualmente este
esquema de aceleración se le llama ’Fermi de segundo orden’ debido a que la ganancia de
enerǵıa promedio de las part́ıculas, es proporcional al cuadrado de la velocidad de las ’nubes’
magnéticas. Esto para diferenciarlo de del mecanismo de ’Fermi de primer orden’ (también
llamado aceleración por difusión de ondas de choque, o DSA por sus siglas en ingles) para el
cual la ganancia de enerǵıa promedio es proporcional a la velocidad de la onda de choque.

La aceleración estocástica producida por el scattering resonante entre los electrones y
ondas en plasmas fue propuesto como mecanismo para acelerar part́ıculas desde un espectro
térmico hasta enerǵıas relativistas ([53], [15]). Sin embargo, la eficiencia de la aceleración
depende (entre otros parámetros) del espectro de potencia de la ondas. En nuestros traba-
jos previos ([57] y [58]) exploramos esta idea de manera auto-consistente; es decir, sin hacer
suposiciones previas sobre el espectro de potencia de las ondas. Esto se logró utilizando simu-
laciones de plasma tipo “particle-in-cell”(PIC). En estas simulaciones se impone de manera
externa el crecimiento del campo magnético de fondo, lo cual gatilla las inestabilidades de-
bido al crecimiento de anisotroṕıas en la presión de los electrones. Esto nos permitió generar
distintos tipos de ondas y cuantificar su efecto en la aceleración de los electrones sin necesidad
de hacer suposiciones sobre sus caracteŕısticas. El enfocarnos en los reǵımenes f́ısicos de los
discos de acreción en torno a agujeros negros y de las llamaradas solares responde a nuestra
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intención de entender el rol del parámetro kTe/mec
2 (la temperatura de los electrones nor-

malizada por su enerǵıa en reposo), el cual puede variar de manera significativa en distintos
ambientes astrof́ısicos. En efecto, en el caso relativista que caracteriza discos de acreción en
torno a agujeros negros se tiene que kTe/mec

2 >∼ 1, y en el régimen no relativista de la
corona solar se tiene que kTe/mec

2 ≪ 1.
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Caṕıtulo 2

Simulación del Plasma

Las simulaciones computacionales de plasmas comprenden dos areas principales: las basa-
das en la descripción cinética y las basadas en la descripción magnetohidrodinamica (MHD)
del mismo, las que modelan el plasma en diferentes escalas espaciales y temporales. Para el
caso de las simulaciones magnetohidrodinamicas las escalas espaciales son mucho más gran-
des que la longitud de Debye λD, la cual es la longitud de apantallamiento de fluctuaciones
de densidad de carga en el plasma. Si solo estamos interesados en promedios sobre muchos
λD podemos asumir que el plasma es eléctricamente neutro y podemos anular el lado derecho
de la ley de Gauss, lo cual elimina el mecanismo responsable de las oscilaciones del plasma
y las altas frecuencias asociadas con estas. El plasma MHD puede ser considerado un fluido
neutro por el cual las corrientes circulan en circuitos cerrados, de esta forma no hay acumu-
lación de carga. La aproximación MHD además t́ıpicamente supone que el plasma se mueve
de forma no relativista, esto permite despreciar la corriente de desplazamiento al ser menor a
la corriente de conducción del plasma. Otra suposición t́ıpica del enfoque MHD es considerar
que el tiempo entre colisiones es menor al tiempo MHD caracteŕıstico, con lo cual el sistema
ya no puede ser considerado no-colisional. Por lo tanto las part́ıculas nunca estarán lejos
del equilibrio termodinámico. En resumen, si buscamos estudiar fenómenos cinéticos como
inestabilidades debidas a anisotroṕıas de temperatura (las que requieren que las colisiones
entre part́ıculas sean muy poco frecuentes), este enfoque no es adecuado.

2.1. Plasmas No Colisionales

Una manera de incluir efectos no-térmicos en plasmas con baja colisionalidad, tales como
la presencia de anisotroṕıas de temperatura, aceleración de part́ıculas o interacciones reso-
nantes entre part́ıculas y ondas, es simular el plasma en una escala espacial comparable a la
longitud de Debye, describiremos el plasma utilizando teoŕıa cinética de part́ıculas. Podemos
describir la evolución del plasma mediante la ecuación de Vlasov (Boltzmann no-colisional):
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∂f

∂t
+

p

γm
· ∂f
∂r

+ q

(
E+

v×B

c

)
· ∂f
∂p

= 0, (2.1)

donde f ≡ dN/drdp es la función distribución de las part́ıculas definida en el espacio de
fase 6D (r,p) y 1D en el tiempo, r es la posición de las part́ıculas, p = mγv su momento y
q es la carga eléctrica, junto a las ecuaciones de Maxwell para los campos E y B:

∇ · E =
ρ

ε0
(2.2)

∇ ·B = 0 (2.3)

∇× E = −∂B

∂t
(2.4)

∇×B = µ0J+ ε0µ0
∂E

∂t
(2.5)

Donde la densidad de carga ρ y la corriente J son definidas por sus respectivos momentos
de la función distribución.

ρ(r, t) =
∑
j

qj

∫
fj(r,v, t) dv (2.6)

J(r, t) =
∑
j

qj

∫
vfj(r,v, t) dv (2.7)

La sumatoria en j es sobre todas las especies de part́ıculas en el plasma y la integración
es sobre todo el espacio de velocidades. La ecuación de Vlasov para la función distribución
de part́ıculas y las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético constituyen un set
completo de ecuaciones para modelar el plasma no-colisional desde primeros principios. Aśı
podŕıamos resolver el problema simulando la evolución de f(r,p) en una región del espacio de
fase modelando a f(r,p) como una función continua y resolviendo la ecuación de Vlasov en
un esquema apropiado. Esto es posible pero numéricamente muy costoso dado que el espacio
de fase es de 6 dimensiones y las interacciones entre todas las part́ıculas son del orden de
N(N − 1)/2 ∼ N2.

2.2. Simulaciones Particle-in-Cell (PIC)

Alternativamente podemos realizar simulaciones tipo PIC (Particle-in-cell) en donde el
plasma es representado por una colección de macro-part́ıculas (estas representan la masa y
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carga de un gran número de part́ıculas reales) donde su evolución es obtenida integrando
la fuerza de Lorentz. La evolución de los campos se obtiene resolviendo las ecuaciones de
Maxwell en una grilla que representa el dominio de la simulación, y la corriente es calculada
sumando las contribuciones de cada macro-part́ıcula.

En las simulaciones PIC la ecuación de Vlasov es resuelta indirectamente al integrar las
trayectorias de las part́ıculas, este enfoque es equivalente al método de resolver directamente
la ecuación de Vlasov en el espacio de fase, para mostrar esto reescribamos la ecuación de
Vlasov como una ecuación de adveccion:

∂f

∂t
+∇r,p · (fU) = 0 (2.8)

Donde∇r,p = (∂/∂r, ∂/∂p) yU = (p/γm, q(E+v×B/c)) de esta forma nuestra ecuación
se puede resolver usando el método de las caracteŕısticas donde reescribimos la ecuación de
advección (ecuación diferencial parcial de primer orden) en las ecuaciones de Newton (ecua-
ciones diferenciales ordinarias) a lo largo de las curvas caracteŕısticas que corresponden a las
trayectorias de las part́ıculas. Los tres pasos principales realizados por intervalo temporal
en una simulación PIC son: (i) resolver las ecuaciones de Newton con la fuerza de Lorentz
relativista para cada part́ıcula y evolucionar su velocidad y posición, (ii) calcular la contri-
bución de cada part́ıcula a las densidades de carga y corriente, y (iii) resolver las ecuaciones
de Maxwell y actualizar los campos en el dominio de la simulación (para más detalles de la
implementación ver [62]).

2.3. Generación de Anisotroṕıas por Movimiento de

Cizalle

En esta tesis nos interesa estudiar el efecto de inestabilidades debidas a anisotroṕıas de
temperatura en la aceleración no-térmica de electrones, concentrándonos en el caso en que
la temperatura perpendicular al campo magnético de fondo, T⊥,e es mayor que la tempera-
tura paralela, T∥,e. Para poder encontrar este efecto, resulta clave simular las inestabilidades
durante tiempos prolongados, comparables a la evolución macroscópica del plasma, los que
corresponden a los tiempos en que las inestabilidades debiesen operar en situaciones astrof́ısi-
cas/espaciales realistas. Sin embargo, la mayoŕıa de los estudios teóricos y numéricos de este
tipo de inestabilidades, se enfocan sólo en una etapa inicial, en la que existe una evolución
lineal y exponencial de éstas. Por esta razón, en esta tesis presentamos simulaciones en que
las anisotroṕıas de temperatura de los electrones son permanentemente producidas por la
amplificación de un campo magnético ‘de fondo’ B. Esta amplificación puede deberse a mo-
vimientos macroscópicos del plasma, los que pueden ser tipo cizalle (por ejemplo, en presencia
de turbulencia no compresiva) o compresivos (por ejemplo, en ondas de choque). En estas
circunstancias, la conservación del momento magnético de los electrones µ = v2⊥,e/B (donde
v⊥,e es la componente de su velocidad perpendicular a B) implica un crecimiento de T⊥,e.
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En efecto, en estas circunstancias es posible mostrar que T⊥,e y T∥,e obedecen las llamadas
ecuaciones de estado ‘doblemente adiabáticas’ o CGL [13]:

d

dt

(T⊥,e

B

)
= 0 y

d

dt

(T∥,eB
2

n2
e

)
= 0, (2.9)

donde ne es la densidad de los electrones. Esto implica que, por ejemplo, si ne es constante
(lo cual ocurre en un movimiento tipo cizalle), la amplificación de B reduce T∥,e, exacerbando
aún más la anisotroṕıa T⊥,e > T∥,e. Si, por otro lado, B crece por un movimiento compresivo,
se tiene que B ∝ ne (por conservación del flujo magnético), y en ese caso T⊥,e crece mien-
tras T∥,e se mantiene constante. De este modo, podemos ver que, independientemente de la
naturaleza de la amplificación de B, esta siempre dará origen a una anisotroṕıa T⊥,e > T∥,e.
Por lo tanto, por medio de imponer una amplificación permanente de B por movimientos
de cizalle o compresivos, es posible mantener a las inestabilidades operando durante tiempos
prolongados similares a los que ocurren en situaciones realistas, permitiendo aśı capturar
de manera consistente el efecto de aceleración de electrones que las inestabilidades pueden
tener. En esta tesis nos concentraremos en el caso en que las inestabilidades son generadas
por movimientos tipo cizalle.

En la próxima sección explicaremos en detalle cómo un movimiento tipo cizalle puede dar
origen a una amplificación de un campo magnético de fondo que permite la generación de la
anisotroṕıa T⊥,e > T∥,e.

2.4. Evolución de los Campos

Ahora dada la configuración de campo magnético inicial y el movimiento de cizalle im-
puesto evaluemos la evolución temporal del campo magnético promedio. Para ver esto usemos
la ley de Ohm usual J’ = σE’ donde las cantidades con prima están evaluadas en el sistema
de referencia en reposo con respecto al plasma. Para el caso general podemos transformar el
campo eléctrico E’ = E+U×B y la densidad de corriente J’ = J donde las cantidades sin
prima están evaluadas en el sistema laboratorio, con esto la ley de Ohm en el caso general
para un elemento de fluido con velocidad U esta dada por:

J = σ(E+U×B) (2.10)

Esto nos permite despejar el campo electrico,

E = J/σ −U×B (2.11)

Si asumimos alta conductividad podemos despreciar el primer termino de la ecuación
2.11, usando esta definición en la ley de Faraday obtenemos,
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∂B

∂t
= ∇× (U×B) (2.12)

Figura 2.1: Esquema de la evolución del campo magnético B. El panel a) muestra el instante
inicial, donde el campo magnético es de la forma B = B0x̂. El panel b) muestra un instante
posterior, donde el movimiento de cizalleU = −sxŷ, genera un aumento del campo magnético
en el eje ŷ.

En el caso de nuestro movimiento de cizalle U = −sxŷ y B = B0x̂ obtenemos,

∂B

∂t
= −sB0 ŷ (2.13)

Lo que muestra un aumento en la magnitud del campo magnético en la dirección −ŷ,
como muestra la figura 2.1.

De este modo, y como se explica en la sección 2.1, debido a la falta de colisiones el
momento magnético de los electrones (µe = v2⊥,e/|B|) es conservado, por lo cual al aumentar
la magnitud del campo magnético la presión perpendicular al campo magnético también
aumenta en la misma proporción, esto produce un aumento en la anisotroṕıa en la presión de
los electrones, definida como ∆pe = p⊥,e − p∥,e, Esto muestra que el proceso de crecimiento
del campo magnético naturalmente da origen a anisotropia de temperatura. Este proceso
de crecimiento de la anisotroṕıa también implica energización de las part́ıculas, la cual, al
ser producido por un movimiento tipo cizalle, la denominaremos viscosidad anisotrópica. A
continuación describiremos en detalle el origen f́ısico de esta viscosidad.

2.4.1. Viscosidad Anisotrópica

Primero que todo, definiremos los siguientes promedios, donde el indice s denota la especie
de la población de part́ıculas, electrones e iones en general y las integraciones son en todo el
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espacio de velocidades V ,

ns(r, t) =

∫
V

fs(r,v, t) d
3v (2.14)

Us(r, t) =
1

ns

∫
V

v fs(r,v, t) d
3v (2.15)

Ws(r, t) =

∫
V

1

2
ms v

2 fs(r,v, t) d
3v (2.16)

Qs(r, t) =

∫
V

1

2
ms v

2 vfs(r,v, t) d
3v (2.17)

←→
Ps(r, t) =

∫
V

ms (v−Us)(v−Us) fs(r,v, t) d
3v (2.18)

La densidad de número, ns, es el promedio de part́ıculas del tipo s por unidad de volumen,
la velocidad, Us, es la velocidad promedio de la especie s, la densidad de enerǵıa cinética, Ws,
es la enerǵıa cinética promedio (1/2)msv

2 de la especie s por unidad de volumen, el tensor

presión
←→
Ps = Pij es la taza promedio en la cual el momento es transportado en la dirección i

a través de la superficie j en el sistema de referencia que se mueve con la velocidad promedio
Us, la cantidad (v−Us)(v−Us) esta definida por la siguiente matriz:

(v−Us)(v−Us) =(vx − Usx)(vx − Usx) (vx − Usx)(vy − Usy) (vx − Usx)(vz − Usz)
(vy − Usy)(vx − Usx) (vy − Usy)(vy − Usy) (vy − Usy)(vz − Usz)
(vz − Usz)(vx − Usx) (vz − Usz)(vy − Usy) (vz − Usz)(vz − Usz)

 (2.19)

También podemos definir las densidades de masa ρm, carga ρq y corriente J usando los
promedios anteriormente definidos.

ρq =
∑
s

esns (2.20)

ρm =
∑
s

msns (2.21)

J =
∑
s

esnsUs (2.22)
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Con esto podemos escribir las primeras tres ecuaciones de momentos para la ecuación de
Vlasov (2.1), estas son:

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (2.23)

ρm
dUs

dt
= ρq[E+Us ×B]−∇ ·

←→
Ps (2.24)

∂W

∂t
+∇ ·Q = E · J (2.25)

Donde en la ecuación 2.25 W =
∑

sWs es la densidad total de enerǵıa cinética y
Q =

∑
s Qs es el flujo total de enerǵıa cinética.

Nuestro objetivo al invocar las ecuaciones de momentos es obtener una expresión para
el cambio en la enerǵıa del plasma (y dar cierre a la secuencia de momentos), para ello
escribiremos la ecuación 2.25 para un sistema de referencia que se mueve con el fluido, Ue,
realizando el siguiente cambio de variable v = Us + u, donde u es la velocidad térmica,
la cual por su naturaleza aleatoria tiene promedio cero, hacer este cambio de variable nos
permite escribir:

←→
Ps(r, t) =

∫
V

ms uu fs(r,v, t) d
3v (2.26)

q(r, t) =

∫
V

1

2
ms u

2 u fs(r,v, t) d
3v (2.27)

La última ecuación corresponde al flujo de enerǵıa en el sistema de referencia que se mueve
con el fluido, notemos también la traza:

Tr (
←→
Ps(r, t)) =

∫
V

ms u
2 fs(r,v, t) d

3v (2.28)

Da cuenta de la presión ’escalar’

ps ≡
1

3
Tr (
←→
Ps) (2.29)

Aśı podemos relacionar la presión con la densidad de enerǵıa cinética,

3

2
ps(r, t) =

∫
V

1

2
msu

2fs(r,v, t) d
3v (2.30)
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Comenzaremos con el flujo de enerǵıa cinética por especie, la ecuación (16), para el cambio
de variable propuesto, (omitiremos las dependencias (r,v, t)) esto es:

Qs =

∫
V

1

2
ms (Us + u)2 (Us + u) fs d

3u (2.31)

Qs =
ms

2

∫
V

d3ufs

(
u2u+ U2

su+ 2(u ·Us)u+ u2Us+

U2
sUs + 2(u ·Us)Us

) (2.32)

Ahora debido a la naturaleza aleatoria de la velocidad térmica u los terminos proporcio-
nales a u1 integran cero.

Qs =
ms

2

∫
V

d3u fs

(
u2u+ 2(u ·Us)u+ u2Us + U2

sUs

)
(2.33)

Qs =
ms

2

∫
V

d3u u2 u fs +Us ·ms

∫
V

d3u uu fs +

Us

2
ms

∫
V

d3u u2 fs +
ms U

2
s Us

2

∫
V

d3u fs

(2.34)

Notemos que el primer termino al lado derecho de la ecuación 2.34 es por definición qs,
para el segundo término la velocidad Us es una constante, por lo cual la podemos sacar de

la integral dejando dentro de ella uu, lo cual corresponde al tensor presión
←→
Ps , en el tercer

termino tenemos Tr (
←→
Ps) y en el último no hay términos proporcionales a u por lo cual al

integrar fs(r,v, t) obtenemos solo la densidad de número ns.

Qs = qs +Ps ·Us +
Us

2
Tr (
←→
Ps) +

ms ns U
2
s Us

2
(2.35)

Donde
←→
Ps ·Us =

∑
j PijUj, ahora debemos calcular la divergencia de Qs

∇ ·Qs = ∇ · qs +∇ · (Us ·
←→
Ps)︸ ︷︷ ︸

♠

+
ms

2
∇ · (nsUsU

2
s )︸ ︷︷ ︸

♡

+
3

2
∇ · (Usps)︸ ︷︷ ︸

♣

(2.36)

Veamos los términos por separado,
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♠ → ∇ · (Us ·
←→
Ps) =

∂

∂xi

(UjPij)

= Pij
∂Uj

∂xi

+ Uj
∂Pij

∂xi

=
←→
Ps : ∇ ·Us +Us · (∇ ·

←→
Ps)

(2.37)

En la última ecuación hemos definido el doble producto punto ”: ”, el cual más claro de
ver usando notación de Einstein.

♡ → ms

2
∇ · (nsUsU

2
s ) =

ms

2
U2
s∇ · (nsUs) +

msnsUs

2
· ∇U2

s (2.38)

♣ → 3

2
∇ · (Usps) =

3

2
ps∇ ·Us +

3

2
Us · ∇ps (2.39)

Finalmente nos queda:

∇ ·Qs =∇ · qs +
←→
Ps : ∇ ·Us +Us · (∇ ·

←→
Ps) +

ms

2
U2
s∇ · (nsUs) +

msnsUs

2
· ∇U2

s +
3

2
ps∇ ·Us +

3

2
Us · ∇ps

(2.40)

Ahora apliquemos el cambio de variable a la densidad de enerǵıa cinética Ws , esto es:

Ws =
ms

2

∫
V

ms v
2 fs d

3v =
ms

2

∫
V

ms (Us + u)2 fs d
3u (2.41)

Al desarrollar el binomio (Us+u)2 el termino cruzado integra cero, por lo cual lo podemos
descartar

Ws =
ms

2

∫
V

u2fs d
3u+

ms

2
U2
s

∫
V

fs d
3u (2.42)

Ws =
1

2
Tr (
←→
Ps) +

msnsU
2
s

2
(2.43)

Ws =
3

2
ps +

msnsU
2
s

2
(2.44)

Tomando derivada temporal
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∂Ws

∂t
=

3

2

∂ps
∂t

+
ms

2

∂(U2
sns)

∂t

=
3

2

∂ps
∂t

+
nsms

2

∂U2
s

∂t
+

U2
sms

2

∂ns

∂t

=
3

2

∂ps
∂t

+ nsms
∂Us

∂t
·Us +

U2
sms

2

∂ns

∂t

(2.45)

Ahora juntando (y ordenando) todo tenemos que la ecuación de momento de orden 2
queda como

3

2

∂ps
∂t

+
3

2
ps∇ ·Us + nsms

∂Us

∂t
·Us+

U2
sms

2

∂ns

∂t
+

U2
sms

2
∇ · (nsUs) +∇ · qs +

←→
Ps : ∇ ·Us+

Us · (∇ ·
←→
Ps) +

msnsUs

2
· ∇U2

s +
3

2
Us · ∇Ps − E · Js = 0

(2.46)

Acá notemos que los primeros dos términos de la ecuación anterior corresponde a la
derivada convectiva de ps (la cual notaremos como dps

dt
), además veamos que para el cuarto y

quinto (primero y segundo de la segunda fila) corresponde a la ecuación de continuidad por
lo cual al sumarlos se anulan,

3

2

dps
dt

+ nsms
∂Us

∂t
·Us +∇ · qs +

←→
Ps : ∇ ·Us+

Us · (∇ ·
←→
Ps) +

msnsUs

2
· ∇U2

s +
3

2
Us · ∇ps − E · Js = 0

(2.47)

Para simplificar aún mas tomemos la ecuación de momento de orden 1, la ecuación 2.24,
y le hacemos producto punto con la velocidad promedio ·Us, esto es

−msns

(
∂Us

∂t
+ (Us · ∇)Us

)
·Us + Js · E− (∇ ·

←→
Ps) ·Us = 0 (2.48)

−msns
∂Us

∂t
·Us −msns(Us · ∇)Us ·Us + Js · E− (∇ ·

←→
Ps) ·Us = 0 (2.49)

desarrollemos un poco el segundo termino

msns(Us · ∇)Us ·Us = msnsUi
∂Uj

∂xi

Uj

= msnsUi
1

2

∂U2

∂xi

=
msnsUs

2
· ∇U2

s

(2.50)
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de esta forma tenemos

−msns
∂Us

∂t
·Us −

msnsUs

2
· ∇U2

s + Js · E− (∇ ·
←→
Ps) ·Us = 0 (2.51)

De esta forma al sumar la ecuación 2.51 con la ecuación 2.47 se anulan todos los términos
de 2.51 quedando

3

2

∂ps
∂t

+∇ · qs +
←→
Ps : ∇ ·Us +

3

2
ps∇ ·Us = 0 (2.52)

En el tercer termino de la ecuación anterior el tensor presión lo podemos separar en su
parte diagonal (ps) y los términos fuera de la diagonal, esto es:

←→
Ps =

←→
1 ps +

←→σs (2.53)

Con esto

←→
Ps : ∇ ·Us = Pij

∂Uj

∂xi

= psδij
∂Uj

∂xi

+ σij
∂Uj

∂xi

= ps
∂Uj

∂xj

+ σij
∂Uj

∂xi

= ps∇ ·Us +
←→σs : ∇ ·Us

(2.54)

Con la ecuación 2.54 en la ecuación 2.52 y recordando la ecuación 2.30 obtenemos final-
mente

∂Ws

∂t
+∇ · qs +

←→σs : ∇ ·Us +
5

2
ps∇ ·Us = 0 (2.55)

Esta ecuación da cuenta de la conservación de enerǵıa cinética para la especie s del plasma,
el segundo termino corresponde al flujo de enerǵıa cinética en el sistema de referencia del
fluido, el tercer termino corresponde al calentamiento por viscosidad anisotropica, el último
es el calentamiento por compresión. Notemos que esta ecuación corresponde al caso general.
Para aplicarla en el caso de nuestro interés debemos considerar que la velocidad promedio
de nuestras part́ıculas sujetas al movimiento de cizalle es < v > = Us = −qxŷ, de esta
forma ∇ ·Us = 0, por lo cual no hay calentamiento por compresión, veamos el termino de
calentamiento viscoso.

←→σs : ∇ ·Us =
∑
i,j

σs,ij
∂Us,j

∂ri
= σs,xy

∂Uy

∂x
(2.56)
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La última igualdad es debido a que el resto de las derivadas son nulas para Us = −qxŷ,
para calcular σs,xy consideremos un sistema de referencia que se mueve con velocidad Us (ver
figura 4.20) podemos relacionar las velocidades en ambos sistemas como

vx = cos θ vx′ + sin θ vy′

vy = − sin θ vx′ + cos θ vy′
(2.57)

De esta forma,

σs,xy =ms

∫
V

d3v fs vxvy

=ms

∫
V

d3v fs (cos θ vx′ + sin θ vy′)(− sin θ vx′ + cos θ vy′)

=ms sin θ cos θ

∫
V

fs (v
2
y′ − v2x′) d3v +ms (cos

2 θ − sin2 θ)

∫
V

fs vx′vy′ d
3v

(2.58)

Podemos considerar nuestro plasma como girotrópico, es decir que la presión es isotropica
en cualquier dirección perpendicular al campo magnético promedio. Esto permite que el
tensor presión en el sistema de referencia del fluido sea diagonal y esté caracterizado solo por
la presión paralela y perpendicular al campo magnético por lo cual

ms

∫
V

fs vx′vy′ d
3v = 0

ms

∫
V

fs v
2
x′ d3v = p∥,s

ms

∫
V

fs v
2
y′ d

3v = p⊥,s

(2.59)

Usando el set de ecuaciones 2.59 en la ecuación 2.58 tenemos:

σs,xy = sin θ cos θ(p⊥,s − p∥,s) (2.60)

Luego

←→σs : ∇ ·Us = −q sin θ cos θ (p⊥,s − p∥,s) (2.61)

Pero por construcción
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Bx

|B|
= cos θ ≡ b̂x

By

|B|
= − sin θ ≡ b̂y

(2.62)

Por lo cual,

←→σs : ∇ ·Us = q b̂xb̂y (p⊥,s − p∥,s) (2.63)

Anteriormente hab́ıamos mostrado que la evolución temporal del campo magnético esta
dada por:

∂B

∂t
= −qB0ŷ (2.64)

esto muestra que la única componente del campo magnético que cambia en el tiempo es
By, la componente Bx permanece constante e inicialmente corresponde al modulo del campo
magnético, por lo cual podemos escribir la ecuación anterior como

∂By

∂t
= −qBx (2.65)

Si evaluamos la derivada temporal del modulo del campo magnético, esto es:

∂|B|
∂t

=
∂

∂t
(B2

x +B2
y)

1/2 =
1

2(B2
x +B2

y)
1/2

2By
∂By

∂t

= −qBxBy

|B|

(2.66)

Recordamos las ecuaciones 2.62 podemos escribir:

∂|B|/∂t
|B|

= −q b̂xb̂y (2.67)

Con esto podemos escribir el termino de calentamiento por viscosidad anisotropica como

←→σs : ∇ ·Us = −
∂|B|/∂t
|B|

(p⊥,s − p∥,s) (2.68)

Finalmente podemos escribir la ecuación de conservación de enerǵıa (sin flujo de enerǵıa
cinética) como:
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∂Ws

∂t
= k∆pe (2.69)

Donde k es la taza de crecimiento del campo magnético (k = ∂|B|/∂t/|B|)

Esta ganancia de enerǵıa es lo que denominamos viscosidad anisotrópica, y será una fuente
permanente de calentamiento de los electrones en nuestras simulaciones. Este calentamiento
por viscosidad actuará sobre las part́ıculas además del proceso de aceleración estocástica de-
bido a interacción onda-part́ıcula, también conocida como aceleración de Fermi de segundo
orden. La idea esencial de este tipo de aceleración no térmica de part́ıculas la explicaremos
en mayor detalle en el caṕıtulo 3.

2.5. Método de Simulación

Usamos el codigo PIC electromagnético y relativista TRISTAN-MP en 2D y 1D [65],
[8]. Se utilizó este código para simular plasmas con iones ‘infinitamente masivos’. Esto quiere
decir que los iones están inmóviles y su presencia es para mantener la neutralidad del plasma.
De esta forma nos podemos enfocar en las inestabilidades que operan en escalas atingentes
a la dinámica de los electrones. Esta suposición es razonable dada la significativa separación
de escalas espacio-temporales entre las dinámicas de iones y electrones (dado que la razón de
masa entre protones y electrones es aproximadamente 1836). El dominio de la simulación es
una caja cuadrada para el caso 2D y una franja delgada a lo largo del eje x̂ en el caso 1D, en
donde nuestro plasma esta contenido con un campo magnético inicial B0 = B0x̂. El sistema
esta bajo un movimiento de cizalle de modo que la velocidad de las part́ıculas es< v >= −sxŷ
donde x es la distancia a lo largo de x̂ y s es el parámetro del cizalle, el cual tiene unidades
de frecuencia (ver en el Apéndice A la manera en que se imponen los movimientos tipo
cizalle en nuestras simulaciones). El uso de simulaciones en una dimensión esta permitido
siempre y cuando los modos dominantes generados por las inestabilidades dominantes sean
para paralelos (o cuasi-paralelos) al campo magnético promedio. Al cumplirse esta condición
podemos simular, en lugar de una caja bidimensional, una franja delgada donde la única
componente capturada es la componente paralela al campo magnético promedio. De esta
forma se pueden ejecutar simulaciones menos costosas computacionalmente y de igual forma
capturar la f́ısica relevante dada la geometŕıa de los modos. Los resultados obtenidos con
simulaciones en 1D fueron contrastados con simulaciones en 2D, mostrando gran correlación
en la eficiencia de la aceleración en los casos en que efectivamente ésta está dominada por
modos paralelos al campo de fondo.

2.5.1. Parámetros Esenciales de las Simulaciones

Los parámetros f́ısicos relevantes en nuestras simulaciones son: el parámetro beta inicial
de los electrones βe,inic que corresponde al cociente entre la presión de los electrones y la
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presión magnética (βe ≡ 8πnekBTe/B
2), la temperatura expresada como kBTe/mec

2 (donde
kB, Te y me son la constante de Boltzmann, la temperatura de los electrones y la masa de
los electrones) esto corresponde a la cúspide de la distribución de velocidades en el instante
inicial, donde esta es maxweliana. El tercer y último parámetro f́ısico es la magnetización
inicial definida como el cociente entre el valor inicial de la frecuencia de ciclotrón de lo
electrones y el parámetro del cizalle s, ωc,e/s (ωc,e = eB/mec, donde e es la carga del electrón
y c es la velocidad de la luz). Usualmente en astrof́ısica el cociente ωc,e/s es enorme. Como
referencia a ∼ 10 radios de Schwarzschild de Sgr A* el plasma tiene una magnetización del
orden de ωc,e/s ∼ 1011 [54], en donde el parámetro del cizalle s aproximadamente corresponde
a la frecuencia de rotación Kepleriana a esa distancia de Sgr A*. Dado que no es posible
simular plasmas con magnetizaciones realistas debido al alto costo computacional, en cambio,
utilizaremos valores que cumplan con la condición ωc,e/s ≫ 1 pero mucho menores que las
magnetizaciones reales, esto bajo la hipótesis de que la magnetización no juega un papel
relevante en la eficiencia de aceleración de electrones siempre que ωc,e/s≫ 1. Comprobaremos
que esta hipótesis es correcta verificando que un aumento considerable en la magnetización,
es decir del doble o el triple del valor inicial, no afecte la aceleración final. Nuestro objetivo es
determinar para que valores de βe,inic y kBTe/mec

2 la aceleración por inestabilidades cinéticas
debido a anisotropias de la temperatura es relevante. Estudios previos ([15]; [53]) muestran
que la aceleración por ondas de Whistler es sensible al cociente ωc,e/ωp,e, este cociente puede
ser determinado por los parámetros βe y kBTe/mec

2, para esto recordemos:

ω2
p,e =

4πe2ne

me

ω2
c,e =

e2B2

m2
ec

2

(2.70)

de esta forma podemos armar,

(
ωp,e

ωc,e

)2

=
4πnemec

2

B2
(2.71)

ahora podemos reescribir βe como:

βe =

(
kBTe

mec2

)(
nemec

2

B2
· 4π
)
· 2 (2.72)

aśı

βe/2 =
kBTe

mec2

(
ωp,e

ωc,e

)2

(2.73)

de esta forma podemos determinar el cociente ωc,e/ωp,e como:
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ωc,e

ωp,e

=

√
2kBTe

βemec2
(2.74)

Los parámetros numéricos en nuestras simulaciones son: el número de macro-electrones
por celda Nppc, la ”skin depth”de los electrones en unidades de la separación en los puntos
de grilla c/ωp,e/∆x.
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Caṕıtulo 3

Interacción Onda-Part́ıcula

Hasta el momento hemos discutido cómo la amplificación del campo magnético de fon-
do por movimientos tipo cizalle en un plasma no-colisional puede producir anisotroṕıas de
temperatura, las que producen calentamiento de part́ıculas por viscosidad, y además pue-
den dar origen a inestabilidades.. En este caṕıtulo describiremos cómo este proceso puede
además producir aceleración estocástica de los electrones, debido a la interacción entre estas
part́ıculas y las ondas producidas por las inestabilidades.

En efecto, las inestabilidades consisten en crecimientos exponenciales de diversos tipos de
modos en el plasma, los que producen scattering en las part́ıculas, limitando las anisotroṕıas
que les dieron origen. La presencia de estas inestabilidades se ha verificado en mediciones
in-situ de anisotroṕıas en la temperatura de iones y electrones en ambientes como el viento
solar ([27],[48]) y la magnetósfera terrestre ([9], [69]). En estas mediciones, se ha podido
verificar que las anisotroṕıas pueden crecer hasta cierto ĺımite, el cual coincide con diversas
predicciones de teoŕıa lineal de Vlasov ([21]). En efecto, en el Apéndice B utilizamos dicha
teoŕıa para mostrar la aparición de la inestabilidad de whistler debido a la presencia de
anisotroṕıas en la temperatura en los electrones.

En este caṕıtulo describiremos en términos generales porqué la existencia de modos ines-
tables debido a la presencia de anisotroṕıas puede dar origen a aceleración estocástica de
electrones. Para eso nos basaremos en el esquema de aceleración estocástica propuesto origi-
nalmente por Fermi [18], en el cual las part́ıculas cargadas chocan y son reflejadas elástica-
mente por nubes magnéticas muy masivas que se mueven de forma aleatoria con una velocidad
t́ıpica v (hoy en d́ıa estas nubes magnéticas son remplazadas por fluctuaciones MHD o en
nuestro caso por las ondas producidas por las inestabilidades). En la idea original de Fermi,
los sucesivos encuentros y reflexiones de las part́ıculas con las nubes magnéticas hacen que
las part́ıculas puedan perder o ganar enerǵıa, esto dependiendo si es una colisión por alcance
o de frente. Para ver esto imaginemos este proceso de scattering como una colisión elástica
entre los electrones (de velocidad v y masa m) y las nubes magnéticas (de velocidad V y
masa M) las cantidades con primas son luego de la colisión, entonces usando la conservación
de momento y enerǵıa obtenemos que la velocidad del electrón luego del scattering esta dada
por:
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v′ =
v(m−M) + 2MV

m+M
(3.1)

Ahora, asumiendo que la masa de las nubes magnéticas es muy grande en comparación
con la de los electrones (m≪M), tenemos que:

v′ = −v + 2V (3.2)

de esta forma si la colisión es de frente (v > 0 y V < 0) tenemos que:

v′ = −(v + 2V ) (3.3)

y si es por alcance:

v′ = −(v − 2V ) (3.4)

tenemos que en ambos casos la part́ıcula es reflejada, ya que las part́ıculas se mueven
mucho mas rápido que las nubes (ya que en general son relativistas y las nubes no), pero
en el caso que la colisión es de frente la part́ıcula es reflejada con mayor velocidad. Para
que las part́ıculas experimenten un aumento sostenido las colisiones de frente deben ser mas
frecuentes que las por alcance. Esto es en efecto lo que se espera ya que la velocidad relativa
entre la part́ıcula y la nube es mayor para una colisión de frente que por alcance, por lo tanto
podemos estimar las frecuencias de colisión en ambos casos usando una separación t́ıpica para
los electrones y las nubes, la cual llamaremos ∆, aśı para el caso de las colisiones de frente
tenemos que la velocidad relativa es v + V y en el caso por colisiones por alcance v − V , aśı
la frecuencia de colisiones (ω = Vrelativa/∆) es mayor en el caso donde las part́ıculas ganan
enerǵıa.

3.1. Aceleración de Fermi de 2 orden

Para comenzar es instructivo considerar el mismo esquema de Fermi donde el scattering es
modelado como una colisión elástica entre un objeto muy masivo representado por una nube
magnética y otro de mayor velocidad pero mucho menos masivo como lo son los electrones
relativistas, debido a la diferencia entre las masas la nube magnética no ve alterada su
velocidad, pero la part́ıcula es reflejada conservando su enerǵıa, en el sistema de referencia
que se mueve solidario a la nube magnética el cual denotaremos como S ′. En este sistema
de referencia utilizando las transformaciones de Lorentz podemos escribir la enerǵıa y el
momento de la part́ıcula de la siguiente forma:

E ′ = γ (E − pxV ) p′x = γ (px − V E/c2) (3.5)
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donde γ = (1− V 2/c2)−1/2 y px = |p| cos θ.

Luego de la colisión, la enerǵıa de la part́ıcula se conserva pero el momento es reflejado,
de esta forma la enerǵıa y el momento quedan como:

E ′ = γ (E − pxV ) p′x = γ (V E/c2 − px) (3.6)

Para contabilizar la ganancia de enerǵıa debemos volver al sistema de referencia del
observador al cual denotaremos con doble prima (S ′′)

E ′′ = γ (E ′ + p′x) (3.7)

reemplazando por las cantidades en el sistema de referencia S ′ tenemos

E ′′ = γ2 (E + V 2E/c2 − 2V px) (3.8)

asumiremos que nuestras part́ıculas son ultra-relativistas, es decir que su velocidad es del
orden de c por los tanto px = −(E/c) cos θ, aśı

E ′′ = γ2E (1 + (2V/c) cos θ + V 2/c2) (3.9)

ahora asumiremos que las nubes magnéticas no son relativistas, por lo tanto

γ2 =
1

1− V 2/c2
∼ 1 + V 2/c2 (3.10)

reemplazando tenemos:

E ′′ = E (1 + V 2/c2)(1 + (2V/c) cos θ + V 2/c2) (3.11)

guardando hasta el segundo orden en V/c

E ′′ = E (1 + (2V/c) cos θ + 2V 2/c2) (3.12)

finalmente

∆E = E ′′ − E = E((2V/c) cos θ + 2(V/c)2) (3.13)

Ahora debemos promediar en el angulo de incidencia θ, para eso recordemos que debemos
asignar distintas probabilidades de ocurrencia a la colisión dependiendo si esta es de frente
(θ = 0) o por alcance (θ = π), para ello consideraremos que la probabilidad de ocurrencia de la
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Figura 3.1: Esquema original de Fermi

interacción es directamente proporcional al flujo de part́ıculas y este a su vez es inversamente
proporcional al tiempo que le toma a una part́ıcula a una distancia L de la nube y con el
mismo angulo θ atravesar el plano de incidencia (representado con una linea azul en la figura
3.1) el cual se mueve con la velocidad de la nube. Para estimar este tiempo (lo llamaremos
Tn) consideraremos como T0 al tiempo que tomaŕıa atravesar el plano de incidencia pero en
el caso que la nube tenga velocidad nula, de esta forma podemos definir el tiempo Tn como
la distancia L menos la distancia recorrida por la nube en el tiempo Tn todo esto dividido
por la velocidad de la part́ıcula.

Tn =
L− TnV cos θ

c
= T0 − Tn

V

c
cos θ (3.14)
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Con esto el tiempo de viaje de la part́ıcula se puede escribir convenientemente como

Tn =
T0

1 + (V/c) cos θ
(3.15)

para aśı escribir nuestra distribución de probabilidad como

P ∝ 1 + (V/c) cos θ (3.16)

esta probabilidad es maxima cuando la colision es con θ = 0 y minima cuando la colisión
es por alcance con θ = π, por lo cual las interacciones que energizan a las part́ıculas son más
probables que ocurran, de esta forma podemos tomar promedio para todos los angulos de
incidencia integrando en todo el angulo solido dΩ = 2πd cos θ y normalizando con P

⟨∆E⟩ =
∫ π

0
dΩ∆E · P∫ π

0
dΩ P

(3.17)

para resolver esto notemos en ∆E que solo tenemos dependencia en θ en un solo termino
por lo cual solo debemos resolver dos integrales, estas son:

∫ π

0

d cos θ (1 + (V/c) cos θ) = −2 (3.18)

∫ π

0

d cos θ (cos θ + (V/c) cos2 θ) =
−2V
3c

(3.19)

Aśı,

⟨∆E⟩
E

=
2

3

(
V

c

)2

+ 2

(
V

c

)2

=
8

3

(
V

c

)2

(3.20)

De esta forma podemos estimar el cambio en enerǵıa como:

dE

dt
≈ ⟨∆E⟩

τsc
=

8

3

(
V

c

)2
E

τsc
(3.21)

Donde τsc es el tiempo t́ıpico entre dos procesos de scattering sucesivos. El cambio en la
enerǵıa es proporcional al cuadrado de la velocidad de las nubes magnéticas, razón por la
cual este proceso es llamado ‘de segundo orden’.
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Figura 3.2: Espacio de Fase

3.2. Indice espectral: Ecuación de Vlasov ‘colisional’

Ya estamos en posición de obtener un indice espectral usando la ecuación de difusión y
perdida. Para obtener esta ecuación usaremos la ecuación de Vlasov, que describe la evolución
de la función distibución de un plasma (f), pero considerando las interacciones aleatorias y
de corto alcance entre las ondas (representadas por las nubes magnéticas) y los electrones.
Para ello agregaremos un operador ‘colisional’, el cual trataremos como un proceso difusivo
producto de la aleatoriedad del scattering. Entonces en un espacio de fase definido por las
variables posición (1 dimensión para simplificar, luego extenderemos el resultado a 3 dimen-
siones) y enerǵıa podemos escribir:

∂f

∂t
+

∂

∂x

(
f
dx

dt

)
+

∂

∂E

(
f
dE

dt

)
=

(
δf

δt

)
c

(3.22)

Para obtener una expresión del lado derecho de esta ecuación consideraremos el espacio
de fase de la figura 3.2, donde graficamos en un eje la enerǵıa y el otro la posición, los flujos
mostrados corresponden a los cambios en enerǵıa y en posición de los electrones producto de
la interacción con las nubes magnéticas. Aśı podemos contabilizar el cambio en el número de
electrones del área demarcada con gris en la figura como:

δ

δt
f(x,E, t) dE dx = (ϕx(x,E, t)− ϕx+dx(x+ dx,E, t)) dE +

(ϕE(x,E, t)− ϕE+dE(x,E + dE, t)) dx
(3.23)
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dividiendo por el volumen del espacio de fase dE dx obtenemos derivadas para el flujo en
espacio y enerǵıa

δf

δt
= −∂ϕx

∂x
− ϕE

∂E
(3.24)

ahora debemos calcular los flujos ϕx y ϕE y obtener los coeficientes de difusión, para
ello consideremos primero la difusión espacial, para lo cual tomaremos como diferencial de
longitud dx el camino libre medio de la part́ıcula λsc, también consideraremos el tiempo t́ıpico
del scattering como τsc = 1/νsc, donde νsc = ⟨v⟩/λsc es la frecuencia de scattering dada por
el cociente entre la velocidad media de las part́ıculas y el camino libre medio. Asumiremos
que en cada casillero del espacio de fase es igual de probable difundir hacia la izquierda o
a la derecha (ver figura 3.2) por lo cual para una población grande de part́ıculas podemos
considerar que la mitad va para izquierda y la otra mitad para la derecha. De esta forma
podemos considerar el flujo ϕx como el número de part́ıculas que se mueven de casillero
((1/2)fi dE dx) dividido el tiempo que les toma por el area transversal (τsc dx). Aśı el flujo
a través de la linea solida del dibujo esta dado por las contribuciones de los casilleros a cada
uno de sus lados, esto es,

ϕx =
fi dE λsc

2 dE τsc
− fi+1 dE λsc

2 dE τsc
(3.25)

multiplicando esta expresión por λsc/λsc podemos armar una derivada, aśı,

ϕx = − λ2
sc

2τsc

∂f

∂x
(3.26)

donde denotaremos como el coeficiente de difusión espacial Dx = λ2
sc

2τsc

ϕx = −Dx
∂f

∂x
(3.27)

asumiendo que λsc y τsc son independientes de las coordenadas espaciales

∂ϕx

∂x
= −Dx

∂2f

∂x2
(3.28)

Usando el mismo argumento podemos extender este resultado a las 3 dimensiones espa-
ciales, aśı podemos escribir el termino de difusión espacial como:

∂ϕx

∂x
= −Dx∇2f (3.29)

De esta misma forma podemos derivar el coeficiente de difusión en enerǵıa, pero ahora
nuestro diferencial de enerǵıa dE estará dado por la ráız del promedio al cuadrado de ∆E
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obtenido en la ecuación 3.13, guardando hasta el segundo orden tenemos que:

(∆E)2 = 4E2(V/c)2 cos2 θ (3.30)

Para tomar promedio en un ensamble de part́ıculas que chocan isotropicamente con nues-
tra nube magnética, debemos calcular el siguiente promedio

⟨cos2 θ⟩ =
∫ π

0
d cos θ cos2 θ (1 + (V/c) cos θ)∫ π

0
d cos θ (1 + (V/c) cos θ)

=
1

3
(3.31)

aśı,

⟨(∆E)2⟩ = 4

3

(
V

c

)2

E2 (3.32)

con esto podemos escribir el flujo ϕE como:

ϕE =

(
fi ⟨(∆E)2⟩

2 τsc
− fi+1 ⟨(∆E)2⟩

2 τsc

)
1√

⟨(∆E)2⟩
(3.33)

aśı,

ϕE = − ∂

∂E

(
⟨(∆E)2⟩
2 τsc

f

)
(3.34)

reemplazando la ecuación 3.32 en la 3.34 y definiendo el coeficiente de difusión en enerǵıa
como:

DE =
2

3

(
V

c

)2
E2

τsc
(3.35)

también definimos el tiempo de aceleración τac como:

τac =
τsc

2
3
(V/c)2

(3.36)

finalmente

ϕE = −DE
∂f

∂E
(3.37)

donde
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DE =
E2

τac
(3.38)

aprovechando nuestras nuevas definiciones, podemos reescribir el resultado de la ecuación
3.21 como

dE

dt
=

8

3

(
V

c

)2
E

τsc
=

4 E

τac
(3.39)

de esta forma podemos escribir nuestra ecuación de Vlasov mas el operador de colisiona-
lidad efectiva como:

∂f

∂t
+

∂

∂x

(
f
dx

dt

)
+

∂

∂E

(
f
4E

τac

)
−Dx∇2f − ∂2

∂E2

(
E2

τac
f

)
= 0 (3.40)

ahora podemos transformar esta ecuación en la de difusión y perdida haciendo algunas
aproximaciones. En la parte espacial de esta ecuación asumiremos que las part́ıculas son
aceleradas hasta que escapan del sistema en el cual son energizadas. El tiempo t́ıpico que le
toma a una part́ıcula escapar lo llamaremos τesc. Además asumiremos homogeneidad espacial
de la función f , de esta forma aproximaremos el segundo término de la ecuación 3.40 por
f/τesc y podemos anular el termino de difusión en el espacio, aśı tenemos

∂f

∂t
+

f

τesc
+

∂

∂E

(
f
4E

τac

)
− ∂2

∂E2

(
E2

τac
f

)
= 0 (3.41)

buscando una solución estacionaria de la forma f = kE−ν donde k es una constante y ν
es el indice espectral.

1

τesc
+

4(1− ν)

τac
− (2− ν)(1− ν)

τac
= 0 (3.42)

aśı,

τac
τesc

= ν2 + ν − 2 (3.43)

resolviendo para ν, obtenemos:

ν = −1

2
+

√
τac
τesc

+
9

4
(3.44)

De esta forma tenemos un indice para el espectro de enerǵıa de los electrones.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Llego el momento de mostrar, usando simulaciones PIC, como las inestabilidades debidas
a anisotroṕıas de temperatura pueden acelerar electrones. Dividiremos este análisis en dos
partes, en la primera parte analizaremos el caso relativista que caracteriza discos de acreción
en torno a agujeros negros y otros objetos compactos, y en la segunda parte analizaremos el
caso no-relativista que corresponde a las condiciones del plasma en las llamaradas solares.

4.1. Caso Relativista

Analizaremos el caso en que imponemos un movimiento tipo cizalle (de modo de amplificar
lentamente el campo de fondo) a un plasma con valores iniciales βe = 2 y kBTe/mec

2 = 0,28.
Este lo tomaremos como caso de referencia y mostraremos como estas inestabilidades regulan
la anisotroṕıa en la temperatura de los electrones y además aceleran electrones.

En la figura 4.1 panel a) vemos como debido al cizalle evoluciona la enerǵıa en las compo-
nentes del campo magnético promedio ⟨B⟩. La componente y, en linea solida verde, permanece
constante, mientras la componente x, en linea solida azul, aumenta en el tiempo producto
del cizalle impuesto sobre el plasma. Además se muestra la evolución de la enerǵıa en las
fluctuaciones magnéticas (δB ≡ B − ⟨B⟩), en linea roja solida, dividido en dos componen-
tes, una cuasi-paralela δBqp, en linea negra segmentada, y otra oblicua δBob, en linea solida
negra, respecto al campo magnético promedio. Definimos un modo ‘cuasi-paralelo’ cuando el
ángulo entre su vector de onda k y el campo magnético promedio ⟨B⟩ es menor a 20 grados,
en el caso contrario se denomina como modo ‘oblicuo’. Para nuestro caso los modos inesta-
bles dominantes son quasi-paralelos y de naturaleza electromagnética, mas adelante veremos
que estos tienen polarización derecha, por lo que los identificaremos como modos de Whistler.

En la figura 4.1 panel b), vemos la evolución en la temperatura de los electrones, en las
componentes paralela y perpendicular al campo magnético promedio ⟨B⟩. Debido al aumento
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Figura 4.1: Evolución temporal de los campos y temperatura para el caso de referencia con
valores iniciales de βe = 2 y Θe,∥ = Θe,⊥ = kBTe/mec

2 = 0,28. El eje horizontal inferior
muestra muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de cizalle s, el eje horizontal
superior muestra el valor instantáneo de fe = ωc,e/ωp,e. El Panel a) muestra la evolución
temporal de la enerǵıa en las componentes x (linea continua azul) e y (linea continua ver-
de) del campo magnético promedio ⟨B⟩. En linea continua roja se muestra la evolución en
enerǵıa de las fluctuaciones en el campo magnético δB = B−⟨B⟩. En linea negra continua se
muestra la evolución temporal de la contribución a δB de los modos quasi-paralelos al campo
magnético promedio y en linea negra segmentada la contribución de los modos oblicuos al
campo magnético promedio. El panel b) muestra la evolución temporal de la temperatura
perpendicular y paralela al campo magnético promedio y en lineas segmentadas se muestra
la evolución según la ecuación de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL). El panel
c) muestra la evolución temporal de la enerǵıa del campo eléctrico en las fluctuaciones elec-
trostáticas y electromagnéticas, en lineas azul y negra, respectivamente.

Figura 4.2: Evolución temporal de distintos parámetros, para el caso de referencia relati-
vista. El panel a) muestra la anisotroṕıa en la presión de los electrones ∆pe = p⊥,e − p∥,e
normalizado por la presión paralela p∥,e. El panel b) muestra, en linea solida roja, la taza de
calentamiento de los electrones, promediado sobre las part́ıculas. Esto comparado con la taza
de calentamiento por viscosidad anisotropica producto de la anisotroṕıa en la presión de los
electrones, promediado sobre las part́ıculas. El panel c) se muestra la evolución del momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor inicial.
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neto del mismo, la temperatura paralela al campo disminuye y la temperatura perpendicular
al campo aumenta, aumentando la anisotroṕıa. Esto ocurre de manera adiabatica hasta el
momento en el que emergen las inestabilidades. En linea segmentada para cada caso, se mues-
tra la aproximación usando la ecuación de estado CGL, mencionada anteriormente. Hasta el
instante t · s = 0,5 la evolución en la anisotroṕıa corresponde bastante bien a esta aproxi-
mación, esto debido a que el aumento del campo magnético se hace de manera lenta. Luego
de ese instante, se produce un desv́ıo de esta aproximación adiabatica debido a la rápida
variación de los campos, producto de las fluctuaciones generadas por las inestabilidades, li-
mitando la diferencia entre ambas componentes y por lo tanto limitando la anisotroṕıa en la
temperatura electrónica.

Esto mismo lo podemos observar en la figura 4.2 panel c), donde se muestra el momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor promedio inicial. El momento
magnético permanece relativamente constante hasta el momento donde emergen las inesta-
bilidades, en donde sale del régimen adiabatico. En la misma figura, panel a) se muestra
la evolución de la anisotroṕıa, pero esta vez en la presión de los electrones. De este gráfico
podemos ver como la anisotroṕıa aumenta rápidamente hasta la generación de las inestabili-
dades, las cuales regulan la tasa de su aumento. El panel b) muestra como el calentamiento
por viscosidad anisotropica, es la única fuente de enerǵıa del sistema, y es proporcional a la
tasa de crecimiento del campo magnético de fondo y a la anisotroṕıa de presión como vimos
en el capitulo 2.

Figura 4.3: Caso Relativista: Distribución espacial de las componentes de las fluctuaciones
δB, δE, la densidad de los electrones δne(≡ ne − ⟨ne⟩) y la enerǵıa en δB, los campos
normalizados por el modulo del campo magnético inicial y la densidad por su valor promedio
⟨ne⟩, con flechas negras se muestra la dirección en la que apunta el campo magnético promedio
⟨B⟩. Esto para el instante t · q = 0,7

Podemos dar más luces sobre la geometŕıa de los modos de Whistler observando la fi-
gura 4.3 que nos presenta las fluctuaciones de las componentes de los campos eléctrico y
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magnéticos, donde podemos ver que estas son mayoritariamente paralelas al campo magnéti-
co promedio ⟨B⟩, pero ademas podemos advertir la ausencia de fluctuaciones en la densidad
de los electrones lo que nos indica que los modos inestables son de naturaleza electromagnéti-
ca.

Figura 4.4: Evolución temporal del espectro de enerǵıa de los electrones con el tiempo co-
rrespondiente a cada espectro mostrado en la barra de color. A partir del instante t · s = 0,6
(espectros amarillos) hay una rápido crecimiento de la cola no-térmica

4.1.1. Aceleración no-térmica

El calentamiento por viscosidad anisotropica tiene dos consecuencias. Primero, está el
calentamiento global por viscosidad, el cual lo podemos ver en la figura 4.4, donde el máximo
del espectro se mueve a mayores enerǵıas. Pero además hay aceleración, la cual se puede ver
a partir de la generación de una cola no-térmica a altas enerǵıas, la cual se modela como
una ley de potencia de la forma: dn/dγ ∝ (γ − 1)−αs . La formación de esta cola no-térmica
ocurre producto de la interacción entre modos inestables y los electrones, y se sostiene hasta
el final de la simulación momento en el cual alcanza un indice espectral de αs = 3,7.

Aspecto clave para la aceleración de electrones y el posterior desarrollo de una cola no-
térmica, es la evolución de los modos. Para entender este aspecto, calculamos el espectro de
potencia de las fluctuaciones δB del campo magnético, realizando transformadas de Fourier en
el tiempo y en el espacio de δB. Para simplificar este análisis, corrimos simulaciones análogas
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Figura 4.5: Evolución temporal de la relación de dispersión. Donde δB̃z y δB̃⊥,xy correspon-
den a las transformadas de Fourier en tiempo y espacio para componentes de las fluctua-
ciones magnéticas δB perpendiculares al campo magnético promedio ⟨B⟩. La combinación
δB̃z + iδB̃⊥,xy permite mostrar modos con polarización circular derecha e izquierda, con fre-
cuencias ω negativas y positivas, respectivamente. En este caso podemos advertir que los
modos inestables corresponden a modos de Whistler dada su polarización circular derecha.

a la mostrada en la figura 4.5, pero en una dimensión (1D). Estas simulaciones entregaron
similares resultados en términos de la aceleración de los electrones. El uso de simulaciones
1D es válido debido a que los modos que dominan son cuasi-paralelos (se propagan a lo
largo del campo magnético de fondo), y por lo tanto pueden ser capturados bastante bien en
simulaciones 1D.

La figura 4.5 muestra para distintos tiempos el módulo de δB̃z + iδB̃⊥,xy, donde el tilde
denota la transformada de Fourier de una cantidad, i =

√
−1, y δB⊥,xy corresponde a la

componente de δB⃗ perpendicular tanto al campo magnético de fondo B⃗ y al eje z. Es posible
mostrar que la combinación δB̃z + iδB̃⊥,xy hace que las contribuciones de ondas de polari-
zación circular izquierda y derecha aparezcan con frecuencias ω mayor y menor que cero,
respectivamente (ver, por ejemplo, [33]). El hecho que en nuestro caso el espectro de las on-
das esté dominado por ondas con ω < 0 indica que la inestabilidad corresponde a ondas con
polarización circular derecha, lo que coincide con la expectativa de que estamos en presencia
de ondas de Whistler.

La figura 4.5 muestra como los modos dominantes tienen números de onda más pequeños.
Esto permite que los modos interactúen con part́ıculas térmicas como aquellas de alta enerǵıa.
La condición de resonancia es:

ω − k∥v∥ = ωc,e/γ (4.1)

Donde ω es la frecuencia de los modos, v∥ es la velocidad de los electrones paralela al
campo magnético y ωc,e es la frecuencia de ciclotrón no-relativista de los electrones. Los
modos de Whistler satisfacen [70]:

ω/ωc,e = ∆pe/(∆pe + p∥,e) (4.2)
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Para este caso ∆pe/p∥,e ∼ 1 y asumiendo γ ∼ 1, de esta forma la condición de resonancia
queda como:

ωc,e ∼ k∥|v∥| (4.3)

Es necesario que para el proceso de aceleración sea sostenido en el tiempo, los modos
inestables deben ir disminuyendo su número de onda a medida que avanza la simulación, aśı
las nuevas part́ıculas no-térmicas generadas luego de la emergencia de los modos inestables,
pueden seguir interactuando con nuevos modos.

Figura 4.6: Ambos paneles muestran el cambio promedio del factor de Lorentz para dos
grupos de electrones, el primero corresponde a los electrones que para el final de la simulación
(t·s = 3) tienen un factor gamma de Lorentz mayor a 10, a este grupo lo llamamos ‘part́ıculas
no-térmicas’; el segundo grupo de electrones corresponde a aquellos que para el final de la
simulación tienen un factor de Lorentz entre 1,99 < γ < 2, las cuales llamamos ‘part́ıculas
térmicas’. En ambos casos el trabajo hecho por el campo eléctrico se muestra en azul y el
trabajo hecho por el calentamiento por viscosidad anisotropica en verde. En negro se muestra
el cambio promedio del factor de Lorentz. En ambos casos el trabajo hecho por la viscosidad
anisotropica es positivo, pero el trabajo hecho por el campo eléctrico es negativo para el caso
de electrones térmicos, y para el caso de los electrones no-térmicos el trabajo hecho por el
campo eléctrico es la principal fuente de enerǵıa.

Para estudiar esta interacción entre los modos inestables y los electrones estudiamos dos
poblaciones de part́ıculas, las cuales caracterizamos por su factor de Lorentz final. A cada
uno de estos grupos calculamos su factor de Lorentz promedio, aśı como el trabajo realizado
por el calentamiento por viscosidad anisotroṕıca y el trabajo hecho por el campo eléctrico
asociado a los modos inestables, como se aprecia en la figura 4.6. En ambos casos el calenta-
miento por viscosidad anisotropica y el trabajo hecho por el campo eléctrico da cuenta del
cambio promedio en el factor de Lorentz de cada población. Si bien el proceso de viscosidad
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Figura 4.7: Panel a)muestra el espectro de simulaciones con kBTe/mec
2 = 0,28, ωc,e/s = 1200

y con distintos valores de βe luego de tres periodos de cizalle (t · s = 3). La linea punteada
corresponde a un espectro térmico. A medida que el valor inicial de βe aumenta el espectro
final presenta una cola con un menor indice espectral, este ultimo alcanza su máximo en
los casos de βe = 1 y βe = 2. El panel b) muestra los espectros finales de simulaciones con
βe,ini = 2 (lineas rojas) y βe,ini = 5 (lineas azules), cada caso con dos valores de ωc,e/s = 1200
(lineas solidas) y ωc,e/s = 3000 (lineas punteadas). Para ambos casos de βe,ini el indice
espectral no cambia significativamente al aumentar ωc,e/s, esto muestra que ωc,e/s no juega
un rol preponderante en la aceleración y posterior formación de la cola de altas enerǵıas,
incluso para valores realistas de ωc,e/s

anisotropica energiza a ambos grupos de part́ıculas, el aspecto más interesante a notar es que
el trabajo hecho por el campo eléctrico entrega enerǵıa a la población no-térmica pero se lo
quita a la población de electrones térmicos. Ademas el trabajo hecho por el campo eléctrico
sobre la población no-térmica es más del doble al trabajo realizado por el calentamiento por
viscosidad anisotropica.

4.1.2. Dependencia en βe y ωc,e/s

La figura 4.7 panel a)muestra el espectro final para cuatro simulaciones con con kBTe/mec
2 =

0,28, ωc,e/s = 1200 y distintos valores iniciales de βe. Vemos que luego de t · s = 3,0 a menor
βe inicial, mayor dureza en la cola no-térmica, donde los casos con βe = 1 y βe = 2 son
aquellos que desarrollan un menor indice espectral (es decir, la aceleración más eficiente).
Esto se debe a que a mayor βe inicial la inestabilidad de Whistler pone una cota menor a la
anisotroṕıa [22], lo que limita el calentamiento por viscosidad anisotropica, esto lo podemos
ver en la figura 4.7 panel a) donde el máximo de las distribuciones se encuentra a mayores
enerǵıas para βe mas pequeños. El caso con βe,ini = 1 presenta una cola no-térmica más
’quebrada’ o con mas ’bumps’ que el caso con βe,ini = 2, esto sugiere que la evolución de los
modos a números de onda más pequeños mostrados para el caso de referencia en la figura
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4.5, también sucede para el caso con βe,ini = 1. Elegimos el caso con βe,ini = 2 como caso de
referencia ya que genera un indice espectral similar al caso βe,ini = 1, pero con una cola a
altas enerǵıas menos quebrada y con un indice espectral más claro.

Nuestras simulaciones tienen valores para la magnetización de los electrones que son mu-
cho mayores que la unidad, pero que aún están muy lejos de los valores realistas presentes en
ambientes astrof́ısicos. Para probar que este parámetro no afecta nuestros resultados com-
pararemos simulaciones con βe,ini = 2 y 5 y con magnetizaciones ωc,e/s = 1200 y 3000 en el
panel b) de la figura 4.7. Vemos que para ambos casos βe,ini = 2 y 5 (en rojo y azul respec-
tivamente) hay poca diferencia entre los casos con ωc,e/s = 1200 y 3000 (en lineas solidas y
punteadas respectivamente), y la diferencia es que el caso de mayor magnetización presenta
un espectro algo mas duro, lo que nos sugiere que al seguir aumentando la magnetización
nuestra cola no-térmica no desaparecerá.

4.2. Caso No-Relativista

En este caso analizaremos simulaciones que buscan ser representativas de las condiciones
encontradas en llamaradas solares, espećıficamente en las zonas llamadas ‘above-the-loop-
top’ (ALT). Estos parámetros están basados en los valores esperados en la zona ALT, para
la temperatura de los electrones se reportan valores de algunas decenas de MK ([17], [43],
[44], [20]), la densidad de los electrones, es estimada en el rango de ne ∼ 108 − 1012 [cm−3]
([17], [43], [44], [67]), aśı como la intensidad del campo magnético, la cual es cercana a
B = 100 [G] ([32]). Basados en esto elegimos los siguientes valores iniciales para nuestras
simulaciones: Te = 52 [MK] , B = 100 [G] y ne = 109 [cm−3]. Equivalentemente βe = 0,0625
y kBTe/mec

2 = 0,00875

La figura 4.8 es análoga a la figura 4.1. En su panel b), podemos ver que la evolución
en la anisotroṕıa es similar al caso no-relativista, a excepción de que la emergencia de las
inestabilidades ocurre a tiempos posteriores. Por lo cual estas simulaciones corren por cuatro
periodos de cizalle s−1, con el fin de capturar de mejor manera las evolución de los modos
inestables.

La figura 4.8 panel a) muestra que inicialmente los modos oblicuos (aquellos en que el
ángulo entre su vector de onda k y el campo magnético promedio ⟨B⟩ es mayor a 20 grados)
son dominantes hasta aproximadamente el instante t · s ∼ 2,2 donde modos cuasi-paralelos
comienzan a dominar. Otra caracteŕıstica que diferencia estos dos reǵımenes es la impor-
tante componente electrostática de los modos oblicuos, lo cual se puede ver con claridad en
la figura 4.8 panel c) donde se muestra la enerǵıa asociada a componentes electrostática y
electromagnética del campo eléctrico de los modos. Inicialmente en el régimen ‘oblicuo’ la
enerǵıa asociada a las fluctuaciones eléctricas es principalmente de naturaleza electrostática,
la que gradualmente cede ante la parte electromagnética, para que en tiempos posteriores
entrado en el régimen ‘cuasi-paralelo’ la enerǵıa de las fluctuaciones eléctricas sea predomi-
nantemente de naturaleza electromagnética. Esta misma situación se puede apreciar en los
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Figura 4.8: Evolución temporal de los campos y temperatura para el caso no relativista con
valores iniciales de βe = 0,0625 Θe,∥ = Θe,⊥ = kBTe/mec

2 = 0,00875. El eje horizontal inferior
muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de cizalle s, el eje horizontal superior
muestra el valor instantáneo de fe = ωc,e/ωp,e. El Panel a) muestra la evolución temporal de
la enerǵıa en las componentes x (linea continua azul) e y (linea continua verde) del campo
magnético promedio ⟨B⟩. En linea continua roja se muestra la evolución en enerǵıa de las
fluctuaciones en el campo magnético δB = B − ⟨B⟩. En linea negra continua se muestra la
evolución temporal de la contribución a δB de los modos quasi-paralelos al campo magnéti-
co promedio y en linea negra segmentada la contribución de los modos oblicuos al campo
magnético promedio. El panel b) muestra la evolución temporal de la temperatura perpendi-
cular y paralela al campo magnético promedio, en lineas segmentadas se muestra la evolución
según la ecuación de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL). El panel c) muestra la
evolución temporal de la enerǵıa en las fluctuaciones electrostáticas y electromagnéticas, en
lineas azul y negra, respectivamente.

paneles d) de las figuras 4.9 y 4.10 donde se muestran las fluctuaciones en la densidad de
los electrones. En el instante t · s = 1,5 se pueden ver modos oblicuos en las fluctuaciones
de densidad de electrones, lo cual refleja la presencia de una significativa fluctuación en la
densidad de carga del plasma (recordar que en nuestras simulaciones los iones sólo se mueven
con el fluido de fondo, pero no tienen dinámica), esto implica la presencia de una componente
electrostática en ese régimen. Posteriormente, en el instante t · s = 3,0 entrado ya el régimen
‘cuasi-paralelo’ las fluctuaciones en la densidad de los electrones ya no son preponderantes,
pero de todas formas se puede advertir la presencia de un modo electrostático cuasi-paralelo.

4.2.1. Comparación con teoŕıa lineal.

Una aspecto relevante sobre esta transición entre modos electromagnéticos paralelos y mo-
dos oblicuos con componente electrostática, es si existe correlato en la teoŕıa lineal. Estudios
previos [21] muestran que para el rango de parámetros del plasma no-relativista presentados
en esta sección, existen tres tipos de modos relevantes: modos de Whistler, modos Z (ambos
predominantemente paralelos al campo magnético promedio) y modos cuasi-electrostáticos
(oblicuos al campo magnético promedio). Usando teoŕıa de Vlasov lineal es posible encontrar
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Figura 4.9: Caso No-relativista: Distribución espacial de las componentes de las fluctuaciones,
δB (paneles e, f y g), δE (paneles a, b y c), la densidad de los electrones δne(≡ ne − ⟨ne⟩;
panel d) y la enerǵıa en δB, los campos normalizados por el modulo del campo magnético
inicial y la densidad por su valor promedio ⟨ne⟩. Con flechas negras se muestra la dirección en
la que apunta el campo magnético promedio ⟨B⟩. Todos los paneles corresponden al instante
t · s = 1,5

Figura 4.10: Mismo caso que el presentado que la figura 4.9, pero para el instante t · s = 3,0

qué modos son más inestables. Esta información fue provéıda por nuestro colaborador Da-
niel Verscharen, quien hizo uso del ‘The New Hampshire Dispersion relation Solver’ (NHDS)
presentado en [68].

De este modo obtuvimos los umbrales para la anisotroṕıa en la temperatura Θe,⊥/Θe,∥−1
necesarios para el crecimiento de los distintos modos, esto asumiendo valores para la taza de
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Figura 4.11: Umbrales de anisotroṕıa para el crecimiento de modos paralelos (lineas seg-
mentadas) y modos con propagación libre (lineas sólidas) como función del parámetro fe y
la temperatura paralela de los electrones (para tres valores diferenciados por colores). Los
paneles (a) y (b) muestran los umbrales asumiendo tazas de crecimiento de γg = 10−2 ωc,e y
γg = 10−6 ωc,e respectivamente.

crecimiento γg, el parámetro fe y la temperatura paralela electrónica Θe,∥.

La figura 4.11 muestra los umbrales para los tres modos presentes en nuestras simulacio-
nes, los identificaremos por siglas en ingles: modos de Whistler como ‘parallel electromagne-
tic whistler’ (PEMW), modos Z como ‘parallel electromagnetic Z’ (PEMZ), modos oblicuos
cuasi-electrostáticos como ‘oblique quasi-electrostatic’ (OQES), donde los primeros dos tipos
de modos tienen propagación paralela al campo magnético promedio, mientras que el último
se propaga preferentemente de manera oblicua. Las lineas segmentadas corresponden a los
umbrales para los modos de propagación paralela (considerando el menor umbral entre los
modos PEMW y modos PEMZ), mientras que las lineas solidas corresponden al modo con
menor umbral de anisotroṕıa considerando todos los ángulos de propagación. En colores se
muestran los umbrales asumiendo distintos valores para la temperatura paralela de los elec-
trones, Θe,∥ = 0,002 en rojo, Θe,∥ = 0,006 en verde y Θe,∥ = 0,02 en azul. El panel a) muestra
los umbrales de anisotroṕıa asumiendo una tasa de crecimiento γg/ωc,e = 10−2 y el panel b)
asume una tasa de crecimiento de γg/ωc,e = 10−6.

Para el caso de la simulación presentada en la figura 4.8 estimamos γg mirando el panel a),
durante la fase de crecimiento exponencial que ocurre para δB la cual ocurre en el intervalo
de tiempo t · s ∼ 1,2 − 1,4. En este intervalo δB aumenta 10 veces su valor aproximada-
mente. Aśı la tasa de crecimiento es del orden de γg ∼ 10s. Tomando que esta simulación
tiene una magnetización inicial de ωini

c,e /s = 1200, podemos expresar la tasa de crecimiento
como γg = 10−2ωini

c,e por lo cual para esta simulación el panel a) de la figura 4.11 es el mas
representativo. Para los casos con temperatura paralela Θe,∥ = 2 × 10−2 y Θe,∥ = 6 × 10−3

vemos que hay una separación entre los modos que son de propagación paralela de aquellos
con propagación libre, estos últimos los cuales tienen menor umbral de anisotroṕıa.
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Esta separación nos muestra que hay casos para los cuales los modos oblicuos cuasi-
electrostáticos son mas inestables y por lo tanto dominan por sobre los modos paralelos. Esto
ocurre para dos casos de la temperatura paralela Θe,∥ = 0,002 y Θe,∥ = 0,006 y cuando el
parámetro fe esta entre 0,4 ≲ fe ≲ 1,8 y 0,8 ≲ fe ≲ 1,3, respectivamente. Veamos que estas
son precisamente las condiciones que se cumplen cuando los modos oblicuos dominan al co-
mienzo de la simulación, desde que la inestabilidad emerge hasta que deja de ser dominante
ocurre para valores del parámetro fe entre 0,8 ≲ fe ≲ 1,3, además el panel b) de la figura 4.8
muestra que para ese intervalo de valores de fe la temperatura paralela Θe,∥ esta en el rango
de 0,0025 ≲ Θe,∥ ≲ 0,005, lo cual es consistente con la teoŕıa lineal presentada.

4.2.2. Aceleración no-térmica

Vemos en la figura 4.12 que al momento de emerger los primeros modos oblicuos, a partir
del instante t · s ≃ 1,4 hasta el instante t · s ≃ 2,2, estos no son tan eficientes acelerando
part́ıculas. Mas bien durante esta primera etapa estos modos predominantemente calientan
las part́ıculas que inicialmente tienen mayor enerǵıa, sin mayor cambio en el indice espectral.
Este calentamiento tiene efectos regulando la anisotroṕıa, en el panel a) de la figura 4.13 y el
panel b) de la figura 4.8, los cuales muestran la anisotroṕıa en la presión y en la temperatura
respectivamente. Durante esta fase inicial el plasma disminuye su anisotroṕıa, por única vez
en toda la simulación. Luego cuando los modos paralelos son los dominantes, la aceleración
se hace más eficiente y la anisotroṕıa comienza nuevamente a aumentar. Esta fase donde los
modos paralelos dominan es cuando la aceleración es realmente eficiente, lo que produce un
indice espectral que llega a αs = 2,9 al final de la simulación.

Podemos obtener más luces sobre como estos modos interactúan con los electrones, ana-
lizando pe,⊥/pe,∥ y la energización, de tres grupos de electrones, diferenciados por su enerǵıa
final. Estos tienen como objetivo caracterizar distintas zonas del espectro final. La primera
son los electrones que llamamos ‘térmicos’ (γe − 1 < 0,05) y corresponden a aquellos en el
peak del espectro. La segunda zona corresponde a los electrones en la cola ‘no-térmica’ entre
0,05 < γe−1 < 0,2, lo cual corresponde al intervalo que mas se asemeja a una ley de potencia
de indice espectral αs = 2,9, estos electrones lo llamaremos ‘no-térmicos de baja enerǵıa’. El
intervalo final corresponde al ‘chichón’ en la parte más energética del espectro (0,2 < γe−1),
a estos electrones los llamaremos ‘no-térmicos de alta enerǵıa’.

La figura 4.14 muestra la evolución de las diferentes fuentes de energización para nuestras
tres poblaciones de electrones: electrones ‘térmicos’ en el panel a), electrones ‘no-térmicos de
baja enerǵıa’ en el panel b) y electrones ‘no-térmicos de alta enerǵıa’ en el panel c). Si bien la
viscosidad anisotropica es el mecanismo dominante en la evolución de la tasa de energización
total de los electrones, como muestra el panel b) de la figura 4.14. El trabajo hecho por el
campo eléctrico asociado a los modos inestables, es el mecanismo principal de energización
de los electrones, para los electrones no térmicos de alta enerǵıa mostrados en el panel c).
Además el trabajo hecho por los modos inestables actúa de forma diferente dependiendo de
la posición en el espectro de los electrones, a diferencia de los electrones en la cola no-térmica,
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Figura 4.12: Evolución temporal del espectro de enerǵıa de los electrones, el tiempo corres-
pondiente a cada espectro se muestra en la barra de color.

Figura 4.13: Evolución temporal de distintos parámetros para el caso de referencia no-
relativista. El panel a) muestra la anisotroṕıa en la presión de los electrones ∆pe = p⊥,e−p∥,e
normalizado por la presión paralela p∥,e. El panel b) muestra, en linea solida roja, la taza de
calentamiento de los electrones, promediado sobre las part́ıculas. Esto comparado con la taza
de calentamiento por viscosidad anisotropica producto de la anisotroṕıa en la presión de los
electrones, promediado sobre las part́ıculas. El panel c) se muestra la evolución del momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor inicial.

para los electrones ‘térmicos’ el trabajo hecho por los modos inestables es negativo. Esto su-
giere que la formación de la cola no-térmica es causada por la transferencia de enerǵıa, desde
los electrones térmicos, a través de los campos eléctricos generados por los modos inestables.
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Figura 4.14: Evolución temporal de las distintas contribuciones a la energización de los elec-
trones (normalizadas por su enerǵıa en reposo), divididos en tres poblaciones, dependiendo
de su enerǵıa final. El panel a) muestra electrones que para el final de la simulación cumplen
con γe < 1,05, el panel b) electrones que para el final cumplen con 1,05 < γe < 1,2 y el
panel c) electrones que para el final cumplen con 1,2 < γe. En cada panel se muestra en linea
negra solida la evolución de la enerǵıa promedio para el correspondiente grupo de electrones,
en linea azul el trabajo promedio hecho por el campo eléctrico (WE) sobre los electrones, en
linea verde el trabajo promedio hecho por la viscosidad anisotropica (AV) sobre los electrones
y final mente en rojo la suma de los trabajos anteriores

Figura 4.15: p⊥,e/p∥,e promedio para tres distintas poblaciones de electrones, dependiendo de
su enerǵıa final. En rojo electrones que para el final de la simulación cumplen con γe < 1,05,
en verde electrones que para el final cumplen con 1,05 < γe < 1,2 y en azul electrones que
para el final cumplen con 1,2 < γe. Cada panel muestra un caso con distinta magnetización,
vemos que para los tres casos el comportamiento de la anisotroṕıa es similar, sugiriendo que
la evolución de este es bastante independiente de la magnetización.

Cabe mencionar que una situación bastante similar al caso relativista presentado en la figura
4.6, donde el campo eléctrico asociado a las inestabilidades extrae enerǵıa en la población de
electrones ‘térmicos’ y se lo entrega a aquellos electrones que terminan en la cola no-térmica.

La figura 4.15 muestra la evolución de p⊥,e/p∥,e promedio, para las tres poblaciones de elec-
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trones especificadas en el párrafo anterior y para tres casos de distinta magnetización ωini
c,e /s.

Ademas para comparar, en linea segmentada negra, se muestra la evolución de p⊥,e/p∥,e de
acuerdo a la ecuación de estado CGL para una población que inicialmente es isotrópica. Lo
primero que salta a la vista en la figura 4.15 es que los electrones que terminan con mayor
enerǵıa al final de la simulación, inicialmente tienen un ángulo de inclinación mayor, esto
se podŕıa explicar por la forma que opera el calentamiento por viscosidad anisotropica, el
cual es proporcional a la anisotropia en la presión, por lo cual a mayor anisotropia mayor
es el calentamiento. Luego de que los modos oblicuos emergen hay un rápido decrecimiento
del ángulo de inclinación principalmente para las poblaciones no-térmicas, acercándose a la
isotroṕıa. Durante este periodo es donde encontramos que la contribución de estos modos
oblicuos a la aceleración es poco relevante, pero no aśı el calentamiento. En la figura 4.13
durante este periodo (1,5 ≲ t · s ≲ 2,2) vemos que los electrones de mayor enerǵıa avanzan a
aún mayores enerǵıas generando un pequeño ‘bump’ antes de entrar en el régimen de modos
paralelos (lineas color cyan). En la figura 4.14 cuando los modos paralelos entran en acción,
podemos ver que estos energizan mas eficientemente electrones. Por lo cual, si bien la contri-
bución a la aceleración de los modos oblicuos es sub-dominante, estos dejan a los electrones
de mayor enerǵıa en mejor pie para seguir ganando enerǵıa por la aceleración estocástica
generada por los modos paralelos.

4.2.3. Dependencia en ωc,e/s y extrapolación a valores realistas.

Estimaremos el parámetro s dividiendo la velocidad de Alfvén t́ıpica vA en la zona ’loop-
tops’ (vA debe ser cercana a la velocidad de las lineas de campo recién re-conectadas, siendo
expulsadas de la sabana de corriente) por la longitud t́ıpica de los ’looptops’ contrayéndose
LLT . Usando los parámetros de referencia ne ∼ 109[cm−3] y B ∼ 100[G], ademas estiman-
do LLT ∼ 109[cm] [11], obtenemos s ∼ 1[seg−1] y ωc,e/s ∼ 109. Estos valores están muy
por encima de los que podemos alcanzar en nuestras simulaciones. Por lo tanto, debemos
cerciorarnos de que la predominancia de los modos PEMZ y OQES mostrada en el caso
ωc,e/s = 1200 ocurra de forma similar para casos con ωc,e/s realistas, aśı como el efecto que
tiene la aceleración de electrones en el espectro final de los electrones.

El parámetro s establece la escala de tiempo en la cual evolucionan las condiciones ma-
croscópicas del plasma, entre ellas la tasa de crecimiento de los modos inestables γg. Como
hab́ıamos mostrado para el calculo de los umbrales de anisotroṕıa, nuestro caso de referen-
cia no-relativista presenta una tasa de crecimiento para los modos inestables del orden de
γg/s ∼ 10. La figura 4.16 nos muestra que esta tasa de crecimiento es similar para los tres
casos presentados los cuales solo difieren en el valor de ωc,e/s. Esto nos sugiere que para
encontrar que modos son inestables para valores realistas de ωc,e/s, debemos calcular los
umbrales de anisotroṕıa para valores comparativamente mas pequeños de ωc,e/γg. Esto se
muestra en el panel b) de la figura 4.11 donde se calculan los umbrales de anisotroṕıa para
los mismos valores de fe y Θe,∥ mostrados en el panel a) de la misma figura, pero asumien-
do una tasa de γg/ωc,e = 10−6. Podemos ver que para esta tasa de crecimiento los modos
PEMW, PEMZ y OQES dominan de forma similar al caso mostrado γg/ωc,e = 10−2. Esto
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Figura 4.16: Comparación de la evolución temporal de la enerǵıa contenida en las fluctuacio-
nes del campo magnético δB, dividido en modos paralelos (lineas continuas) y modos oblicuos
(lineas segmentadas) , para los casos con ωc,e/s = 600, 1200 y 2400, en color verde, rojo y
negro, respectivamente.

nos muestra que el rol de los diferentes modos inestables en el control de la anisotroṕıa no
cambia significativamente para valores realistas de ωc,e/s.

Sobre el efecto final en el espectro, la figura 4.17 muestra el instante final (t · s = 4,0)
de 4 simulaciones para el caso de referencia no-relativista las cuales solo difieren en el valor
inicial parámetro ωc,e/s. Vemos que no hay diferencias significativas en el indice espectral
final, salvo un pequeño endurecimiento en el espectro a medida aumenta el valor inicial de
ωc,e/s, el cual para los casos ωc,e/s = 1200 y ωc,e/s = 2400 es despreciable. Esto nos muestra
que la aceleración final no se ve afectada por el aumento de ωc,e/s, y de hacerlo el espectro
se endurece ligeramente, por lo cual para valores realistas de ωc,e/s, la aceleración será igual
de importante.

Veamos como se relacionan la frecuencia efectiva de scattering νeff y la tasa de crecimiento
del campo s. Para eso nos apoyaremos en teoŕıa lineal [60], estimaremos νeff usando la
evolución de Θe,∥, la cual esta dada por:

dΘe,∥

dt
+ 2Θe,∥b̂b̂ : ∇v = νeff

2

3
∆Θe (4.4)

donde v es la velocidad de cizalle del plasma (v = −svŷ), b̂ = B̂/B y ∆Θe = Θe,⊥−Θe,∥,
aśı:
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Figura 4.17: Espectros finales para distintas simulaciones en nuestro caso de referencia no-
relativista, donde el único parámetro que cambia es ωc,e/s. Mostramos los casos ωc,e/s = 300,
600, 1200 y 2400, en color, azul, verde, rojo y negro, respectivamente. En linea segmentada
marrón se muestra una ley de potencia de indice αs = 2,9

dΘe,∥

d(ts)
+ 2Θe,∥b̂xb̂y =

2

3
∆Θe

νeff
s

(4.5)

La figura 4.18 panel a) muestra la evolución de la anisotroṕıa en la temperatura promedio
de los electrones ⟨∆Θe⟩, y el panel b) muestra la evolución de la temperatura paralela al
campo magnético promedio de los electrones para tres simulaciones las cuales solo difieren en
el valor inicial de ωc,e/s, en verde ωc,e/s = 600, en rojo ωc,e/s = 1200 y en negro ωc,e/s = 2400.
Podemos ver que para el caso ⟨∆Θe⟩ no hay diferencias significativas y para el caso ⟨Θe,∥⟩ la
temperatura es bastante similar entre los tres casos, salvo un ligero aumento para los casos de
mayor ωc,e/s. Esto nos permite evaluar que el lado derecho de la ecuación 4.5, la cual depende
de la evolución ⟨Θe,∥⟩, es relativamente constante para los tres valores iniciales de ωc,e/s. Para
el caso del lado derecho que depende de ⟨∆Θe⟩ la cual es bastante similar para los distintos
casos de ωc,e/s. Con ambos lados de la ecuación 4.5 sin mayores cambios al aumentar el valor
inicial de ωc,e/s podemos inferir que el cociente νeff/s, es relativamente constante para los
tres valores de ωini

c,e /s presentados. Lo que nos permite establecer que νeff es proporcional a
s y que el número de veces que los electrones son efectivamente scattereados en un intervalo
de tiempo fijo, es independiente de ωini

c,e /s. Aśı, en este esquema de aceleración estocástica,
esperamos que el efecto en la aceleración en un periodo de tiempo fijo, dependerá solo en
las propiedades dispersivas de los modos inestables [66], las cuales no dependen de ωini

c,e /s.
Por esto esperamos que la eficiencia en la aceleración sea independiente de ωini

c,e /s. Mientras
este parámetro sea mucho mayor a la unidad la propagación de los modos inestables y la
oscilación de las part́ıculas no se verá afectada por la evolución macroscópica del plasma, la
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Figura 4.18: El panel a) muestra la evolución de anisotroṕıa promedio de los electrones para
tres simulaciones del caso de referencia no-relativista, las cuales solo difieren en el valor inicial
de ωc,e/s, en verde ωc,e/s = 600, en rojo ωc,e/s = 1200 y en negro ωc,e/s = 2400. El panel
b) muestra la evolución de la temperatura paralela al campo magnético promedio de los
electrones, para los mismos casos que el panel anterior.

cual esta dada por s.

4.2.4. Caso Compresivo

Como mencionamos anteriormente, la amplificación del campo magnético de fondo que
da origen a las anisotroṕıas de temperatura puede deberse tanto a movimientos tipo cizalle
como compresivos. En esta sección exploramos el efecto de usar compresión, analizando si-
mulaciones que fueron provéıdas por nuestro colaborador Lorenzo Sironi. Para este tipo de
simulaciones nosotros nos concentramos solamente en el análisis. Las simulaciones mismas
fueron corridas por el profesor Sironi, usando el método expuesto en [63]. Para comparar con
el caso cizallado, las simulaciones compresivas iniciaran con los mismas condiciones iniciales
(fe ≈ 0,53 Θini

e = 0,00875) y correrán hasta que el parámetro fe ≡ ωc,e/ωp,e) llegue a fe ≈ 2.
De es esta forma testearemos si la transición entre modos OQES y PEMZ ocurre de la misma
forma que para el caso cizallado y el efecto que esto tiene en la aceleración de electrones.

En el caso de las simulaciones compresivas, el plasma es sometido a un campo de veloci-
dades de la forma v = −q(yŷ + zẑ)/(1 + qt), (donde q es un parámetro que da cuenta de la
tasa de compresión, tiene unidades de frecuencia) lo que genera (por conservación del flujo
magnético) un aumento en el campo magnético de la forma |⟨B⟩| = B0(1 + qt)2. Esto es una
tasa de crecimiento mayor al caso del cizalle ((1 + st2)1/2). Lo que tiene como consecuencia
que la evolución del parámetro fe en el caso compresivo es distinta al caso cizallado, donde
para el primer caso solo necesitaremos tres periodos del parámetro de compresión, a diferen-
cia de los cuatro periodos en el caso cizallado.
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Operaremos de forma similar al caso de las simulaciones cizalladas, primero veremos como
la evolución del campo magnético genera calentamiento, y luego veremos el efecto que éste
tiene en la aceleración de electrones.

Figura 4.19: Evolución temporal de los campos y temperatura para el caso no relativista y
compresivo con valores iniciales de βe = 0,0625 Θe,∥ = Θe,⊥ = kBTe/mec

2 = 0,00875. El eje
horizontal inferior muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de compresión q,
el eje horizontal superior muestra el valor instantáneo de fe = ωc,e/ωp,e. El Panel a) muestra
la evolución temporal de la enerǵıa en las componentes x (linea continua azul) e y (linea
continua verde) del campo magnético promedio ⟨B⟩. En linea continua roja se muestra la
evolución en enerǵıa de las fluctuaciones en el campo magnético δB = B − ⟨B⟩. En linea
negra continua se muestra la evolución temporal de la contribución a δB de los modos quasi-
paralelos al campo magnético promedio y en linea negra segmentada la contribución de los
modos oblicuos al campo magnético promedio. El panel b) muestra la evolución temporal de
la temperatura perpendicular y paralela al campo magnético promedio, en lineas segmentadas
se muestra la evolución según la ecuación de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL).
El panel c) muestra la evolución temporal de la enerǵıa en las fluctuaciones electrostáticas y
electromagnéticas, en lineas azul y negra, respectivamente.

La figura 4.19 muestra la evolución de los campos y temperatura de los electrones. El panel
a) muestra en linea solida verde el crecimiento del campo magnético, el cual ocurre en la
componente x̂ de la simulación |Bx| = |⟨B⟩| = B0(1+qt)2. Inicialmente, dada la amplificación
del campo magnético, las componentes paralelas y perpendiculares a este evolucionan de
manera adiabatica. El panel b) muestra que hasta el instante t · q ≈ 1, la evolución de
Θe,∥ y Θe,⊥ coinciden con la aproximación adiabatica mostrada en lineas segmentadas para
cada caso. El panel a) muestra en linea roja solida δB, luego de un abrupto aumento entre
t · q ≈ 0,8 y t · q ≈ 1,0, δB satura su crecimiento, mismo instante en el que comienza la
separación de la evolución adiabatica Θe,∥ y Θe,⊥. Esto muestra que al igual que en el caso
cizallado el scattering entre los modos inestables y los electrones regula el crecimiento de la
anisotroṕıa de los mismos.

La figura 4.20 muestra la componente en ẑ de las fluctuaciones de los modos inestables
δBz en los instantes t · q = 1,5 (panel a)) y t · q = 3,0 (panel b)) respectivamente. El efecto
compresivo queda en evidencia dado que el eje ŷ disminuye en el tiempo como 1/(1 + qt),
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Figura 4.20: Caso no-relativista compresivo: Distribución espacial de δBz normalizado por
B0, para los instantes t · q = 1,5 (panel a)) y t · q = 3,0 (panel b)). Las flechas negras indican
la dirección de ⟨B⟩. Si bien inicialmente la dominio de la simulación es cuadrado, el efecto
de la compresión disminuye el tamaño del eje ŷ progresivamente.

tomando una forma mas alargada a medida avanza el tiempo. En el instante t · q = 1,5
los modos dominantes tienen vectores de onda oblicuos con respecto al campo magnético
promedio ⟨B⟩, el cual se muestra con flechas negras. Esta situación cambia para el final de
la simulación (t · q = 3,0) cuando lo modos inestables se propagan principalmente paralelos
al campo magnético promedio ⟨B⟩. De la misma forma que con las simulaciones cizalladas;
definimos un modo ‘cuasi-paralelo’ cuando el ángulo entre su vector de onda k y el campo
magnético promedio ⟨B⟩ es menor a 20 grados, en el caso contrario se denomina como modo
‘oblicuo’. Lo que nos permite diferenciar ambos tipos de modos y ver la transición entre
ambos reǵımenes, para esto en la figura 4.19 panel a) se muestran las enerǵıas asociadas a
cada modo, en linea negras segmentadas los modos oblicuos y en linea solida negra los modos
paralelos. Los modos oblicuos dominan hasta el instante t ·s ≈ 2 (fe ≈ 1,6), a partir de donde
la enerǵıa en los modos cuasi-paralelos domina las fluctuaciones magnéticas.

De forma similar al caso cizallado, cuando los modos oblicuos dominan, estos tienen una
importante componente electrostática. La figura 4.21 muestra las fluctuaciones en la densidad
de los electrones, para los instantes t · q = 1,5 (panel a)) y t · q = 3,0 (panel b)). En donde
vemos que cuando los modos oblicuos dominan estos tienen una componente electrostática
la cual desaparece cuando los modos cuasi-paralelos dominan. Esto lo podemos corroborar
al calcular las enerǵıas asociadas a las componentes electrostáticas y electromagnéticas de
las fluctuaciones eléctricas δE. Estas se muestran en el panel c) de la figura 4.19, donde

49



Figura 4.21: Caso no-relativista compresivo: Distribución espacial de δδne normalizado por
⟨ne⟩, para los instantes t ·q = 1,5 (panel a)) y t ·q = 3,0 (panel b)). Las flechas negras indican
la dirección de ⟨B⟩.

se muestran las componentes electrostática (δE2
es) y electromagnética (δE2

em), las cuales se
muestran en linea azul y negra respectivamente. Esto ademas nos permite mostrar que la
transición entre modos oblicuos y cuasi-paralelos ocurre cuando fe ∼ 1,6 − 1,7, lo cual es
similar al caso cizallado en el cual esta transición ocurren cuando fe ∼ 1,2− 1,5.

Aceleración no-térmica: Caso Compresivo

De forma similar al caso cizallado los modos cuasi-paralelos PEMZ son capaces de acelerar
electrones generando una cola no-térmica, salvo una diferencia. En este caso compresivo el
calentamiento global por viscosidad anisotropica es mucho mas importante que el caso ciza-
llado. Esto lo podemos ver al comparar la evolución de la temperatura perpendicular de los
electrones mostrada en los paneles b) de las figuras 4.8 4.19. En ambos casos la evolución de
fe va desde fe = 0,53 hasta fe ≈ 2, pero para el caso compresivo Θe,⊥ alcanza un valor final
aproximadamente 3 veces mayor al caso cizallado. Los electrones en el caso compresivo son
significativamente mas calientes, lo que afecta la forma en que los electrones pueden ganar
enerǵıa por la interacción con los modos PEMZ, como se muestra en estudios previos usando
teoŕıa cuasi-lineal sobre la aceleración estocástica entre electrones y modos de whistler/z [66].

La figura 4.22 muestra la evolución del espectro de enerǵıas de los electrones para una
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Figura 4.22: Evolución temporal del espectro de enerǵıa de los electrones, para el caso com-
presivo. El tiempo correspondiente a cada espectro se muestra en la barra de color.

simulación para el caso de referencia no-relativista, para una simulación compresiva con mag-
netización ωc,e/q = 2400. Vemos que luego del instante t · q ≈ 2, cuando los modos PEMZ
comienzan a dominar, hay un rápido crecimiento de la cola no-térmica. Para el instante
t · q ≈ 2,5 vemos que la cola no-térmica puede ser caracterizada por un una ley de potencia
de indice αs ≈ 3,7, con un quiebre en γe− 1 ∼ 1 donde el espectro toma una ley de potencia
αs ≈ 5,0. Este espectro es significativamente más suave que para el caso cizallado, producto
de que la enerǵıa interna de los electrones es mayor en el caso compresivo, como hab́ıamos
mencionado en el párrafo anterior. Esto lo podemos ver en la figura 4.22 en la evolución del
máximo del espectro el cual avanza a mayores enerǵıas que el caso compresivo.

La figura 4.23 nos muestra la convergencia en el espectro final de los electrones para
distintas magnetizaciones ωc,e/s = 300, 600, 1200 y 2400. Si bien para el caso con menor
magnetización ωc,e/s = 300 en linea azul, hay un ‘bump’ o ‘chichón’ en altas enerǵıas, el cual
desaparece a medida que aumentamos la magnetización. Para el caso ωc,e/s = 2400 (linea
negra) el espectro es bastante suave, en donde para la primera parte de la cola no-térmica
0,3 ≲ γe − 1 ≲ 0,8 converge en una ley de potencia de indice αs ≈ 3,7 lo que muestra un
ligero endurecimiento en el espectro en comparación al caso ωc,e/s = 1200 (linea roja). Esto
nos permite concluir que el caso ωc,e/s = 2400 nos entrega un aproximación razonable para
el espectro de enerǵıas en la ambiente generado por las llamaradas solares.
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Figura 4.23: Espectros finales para distintas simulaciones compresivas en nuestro caso de
referencia no-relativista, donde el único parámetro que cambia es ωc,e/s. Mostramos los casos
ωc,e/s = 300, 600, 1200 y 2400, en color, azul, verde, rojo y negro, respectivamente. En linea
segmentada marrón se muestra una ley de potencia de indice αs = 3,7.
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Caṕıtulo 5

Conclusión

En este trabajo usamos simulaciones PIC, en 1D y 2D, para mostrar el efecto de aniso-
troṕıas de temperatura en la aceleración de electrones, en dos contextos astrof́ısicos: discos
de acreción en torno a objetos compactos y la corona solar. En nuestras simulaciones gene-
ramos un crecimiento en la anisotroṕıa de la forma Te,⊥ > Te,∥ imponiendo un movimiento
de cizalle o compresión en el plasma, lo cual genera un aumento en el campo magnético B.
En estos contextos astrof́ısicos, que son débilmente colisionales, el momento magnético de los
electrones (µe = v2⊥,e/|B|) es una cantidad conservada, lo cual hace que la evolución de las
temperaturas sea adiabatica. Por lo cual, un aumento en el campo magnético genera un au-
mento en la temperatura perpendicular al campo magnético, generando anisotroṕıa. Cuando
la anisotroṕıa es lo suficientemente grande diferentes modos del plasma emergen para regular
el aumento de la misma. Es ah́ı donde estos modos son capaces de extraer enerǵıa de una
población de electrones y traspasarla a otra, generando una ‘cola no-térmica’ en el espectro
de enerǵıas.

Dentro de este esquema de aceleración estocástica, los distintos modos inestables del
plasma son clave para entender la eficiencia en la aceleración de electrones, ya que las fluc-
tuaciones generadas por estos modos tienen distintas caracteŕısticas, como lo son la dirección
de propagación y su naturaleza electrostática/electromagnética. Estas caracteŕısticas hacen
variar el efecto en la interacción entre estas y los electrones. En el caso relativista tenemos solo
modos con propagación cuasi-paralela al campo y de naturaleza electromagnética, los cuales
identificamos como modos de Whistler. Este caso nos presenta una buena oportunidad para
ver a un solo modo participando en la aceleración de electrones y el efecto que esta tiene en el
espectro de los mismos. Podemos ver en la figura 4.4 que la evolución del espectro de enerǵıa
de los electrones es uniforme a partir de emergencia de los modos de Whistler (t · s ∼ 0,6)
hasta alcanzar una cola no-térmica de indice espectral αs = 3,7 para el final de la simulación.
Esta situación cambia en el caso no-relativista, donde hay dos modos ‘colaborando’ con la ace-
leración de electrones. Inicialmente tenemos modos oblicuos al campo magnético promedio y
de naturaleza electrostática, para luego dar paso a modos cuasi-paralelos al campo magnético
promedio y de naturaleza preferentemente electromagnética. Esta coexistencia entre modos
muestra una gran mejora en la aceleración de electrones, y el efecto se puede apreciar en
la evolución del espectro de enerǵıas mostrado en el figura 4.12, donde en el momento en
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que comienzan a dominan los modos electromagnéticos (t · s ∼ 3,0) se puede ver una rápida
aceleración en el espectro. Ademas de alcanzar un menor indice espectral (αs = 2,9) que el
caso no-relativista, el espectro de enerǵıas tiene un ‘bump’ en medio de la cola no-térmica.

El caso compresivo, mostrado en el caso no-relativista, nos muestra que la forma en la
cual generamos la anisotroṕıa puede tener efecto en como opera el calentamiento y por ende
en el espectro de enerǵıa de los electrones. Esto es de esperarse ya que en las simulaciones
compresivas la evolución del campo magnético promedio tiene una tasa de crecimiento mayor
que en las simulaciones cizalladas, ademas que la temperatura perpendicular de los electrones
alcanza un valor tres veces mayor que el caso cizallado. De todas formas los tipos de mo-
dos inestables y la transición en la cual pasamos de modos oblicuos a modos cuasi-paralelos
ocurre de manera similar. Lo mismo ocurre con la aceleración, la cual es preferentemente rea-
lizada por los modos cuasi-paralelos, generando una cola no-térmica con un indice espectral
de αs = 3,7, con un quiebre en γe ≈ 2 pasando a un indice espectral de αs = 5,0.

El objetivo de este estudio no es el de poder hacer predicciones o plantear teoŕıas sobre los
fenómenos no-térmicos observados tanto en la zona ‘above the loop top’ en la corona solar y
sobre el disco de acreción en torno a Sgr A*. Más bien buscamos replicar las condiciones del
plasma en estos ambientes, y establecer si para esas condiciones la aceleración estocástica por
inestabilidades cinéticas es capas de generar un espectro con una cola no-térmica con algún
indice espectral significativo. Esto se debe a que los mecanismos de aceleración estocástica
actúan en la escala que hemos denominado como micro-f́ısica del plasma, haciendo referencia
a la escala de los electrones. Por lo tanto, aun nos queda considerar que sucede con las otras
escalas relevantes como la de los protones, las inestabilidades MHD y para que decir sobre
fenómenos de gran escala como reconexión magnética. Para lograr esto es vital complemen-
tar todas las áreas de estudio, es decir: observación, teoŕıa y simulaciones, y en el caso de la
corona solar, la exploración directa.

Para finalizar, con el fin de entender como son aceleradas las part́ıculas en los ambientes
astrof́ısicos aqúı presentados, es fundamental entender que este proceso es uno que envuelve
varias escalas. Además, entre nuestra ‘micro-f́ısica’ y la macro escala del plasma que confor-
ma estos ambientes astrof́ısicos, existe una meso-escala en la cual existen diversos fenómenos,
los cuales influyen tanto en el estado macroscópico del plasma, como en las condiciones pre-
sentes para los electrones en la micro escala. Por lo tanto para un estudio acabado sobre
la aceleración en alguno de los ambientes astrof́ısicos aqúı presentados, es necesario poder
integrar estas distintas escalas y mecanismos de aceleración. Ejemplo de esto es la acelera-
ción presentada en el caso no-relativista, en el cual tenemos dos inestabilidades las cuales se
complementan durante la simulación, obteniendo mayor aceleración que en el caso en el que
solo tenemos una inestabilidad dominando todo el tiempo de simulación. Esto nos muestra
que incluso en la misma escala, la acción de distintos mecanismos de aceleración puede ser
sinérgica. Esto puede complementar la necesidad de re-aceleración que presenta, por ejemplo,
el fenómeno de aceleración por ondas de choque [10] en el viento solar, el cual necesita semi-
llas de part́ıculas de alta enerǵıa para obtener espectro de enerǵıas con una ley de potencia.
En ese contexto una primera aproximación para integrar la micro-f́ısica del plasma en las
escalas superiores, es evaluar el indice espectral en el largo plazo bajo esfuerzos de cizalle
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y/o compresión. Para eso, una opción es revertir estos movimientos realizando los mismos
esfuerzos pero invirtiendo la velocidad de estos, con el fin de ‘descizallar’ o ‘descomprimir’ el
plasma, para luego volver a realizar nuevamente el cizalle o compresión. La idea seŕıa ver si
se alcanza un régimen estacionario para el espectro de enerǵıa y de ser aśı, cuantos ciclos de
cizalle/descizalle o compresión/descompresión se necesitan para alcanzar este estado. Si bien
en el periodo de descizalle o descompresión la anisotroṕıa tendŕıa de la forma T∥ > T⊥ y no
se generaŕıan las inestabilidades cinéticas que son capaces de acelerar electrones, si existiŕıan
otro tipo de inestabilidades que podŕıan tener incidencia en la aceleración de otras especies.
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Anexo A

Coordenadas Cizalladas

Describiremos el plasma en el sistema de referencia de las coordenadas cizalladas, S ′,
la cual esta relacionada con el sistema de referencia cartesiano usual S por la siguiente
transformación de coordenadas:

x′ = x′

y′ = Γ (y − vt)

z′ = z

t′ = Γ (t− vy/c2)
(A.1)

donde las coordenadas con prima corresponden al sistema de referencia S ′, Γ = (1 −
v2/c2)1/2 es el factor de Lorentz producto del cizalle, v = −sx es la componente y de la velo-
cidad de cizalle y por último s es el parámetro de cizalle. En S ′ el plasma esta inicialmente en
reposo, lo que nos permite reemplazar las condiciones de borde periódicas de caja cizallada
a condiciones de borde periódicas normales.

Las transformaciones de los campos eléctricos y magnéticos de S hacia S ′ puede ser
expresada usando transformaciones de Lorentz:

E ′
y = Ey

E⃗ ′
⊥ = Γ (E⃗⊥ + v⃗/c× B⃗⊥)

B′
y = By

B⃗′
⊥ = Γ (B⃗⊥ − v⃗/c× E⃗⊥)

(A.2)

Como veremos, la evolución de los campos en S ′ esta dada por las versiones modificadas
de las ecuaciones de Maxwell. Las modificaciones emergen de la dependencia de v y Γ en
x. Aunque estamos interesados en el limite de caja pequeña, derivaremos la evolución de
E⃗ ′ y B⃗′ asumiendo una caja arbitrariamente grande, tomando el limite de caja pequeña al
final del calculo. Dado que el modulo de v(x) no puede sobrepasar c, usaremos un perfil de
cizalle ’local’ que visto por un observador que se mueve con el flujo es vlocal = −sxlocal, donde
xlocal = 0 en la posición del observador. De esta forma se puede demostrar que esta condición
implica un cizalle global en la caja dado por v/c = −arctanh (sx/c). Con esta dependencia
de v(x), las derivadas con respecto a x de v y Γ están dada por:
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dv/dx = −s/Γ2

dΓ/dx = −sΓv/c2,
(A.3)

las cuales usaremos en la derivación de la dinámica de los campos.

A.1. Modificaciones a las ecuaciones de Maxwell

Determinaremos los cambios en cada componente de las ecuaciones de Maxwell. Comen-
zando con la ecuación de Faraday.

A.1.1. Ecuación de Faraday: componente x

Dadas las ecuaciones definidas en A.1 y A.2, queremos transformar:

∂Bx(r⃗, t)

∂t
= −(c∇× E⃗(r⃗, t))x (A.4)

en el sistema de referencia transformado S ′. De las ecuaciones A.2 obtenemos

B′
x(r⃗, t

′) = Γ(Bx(r⃗, t)− v
c
Ex(r⃗, t))

E ′
z(r⃗, t

′) = Γ(Ez(r⃗, t)− v
c
Bx(r⃗, t))

E ′
y(r⃗, t

′) = Ey(r⃗, t)

(A.5)

Aśı, de la ecuación A.1 es posible mostrar que:

∂B′
x(r⃗, t

′)

∂t′
= Γ2

(
∂Bx(r⃗, t)

∂t
− v

c

∂Ez(r⃗, t)

∂t
+ v

∂Bx(r⃗, t)

∂y
− v2

c

∂Ez(r⃗, t)

∂y

)
∂E ′

y(r⃗, t
′)

∂z′
=

∂Ey(r⃗, t)

∂z
∂E ′

z(r⃗, t
′)

∂y′
= Γ2

(
v

c2
∂Ez(r⃗, t)

∂t
− v2

c3
∂Bx(r⃗, t)

∂t
+

∂Ez(r⃗, t)

∂y
− v

c

∂Bx(r⃗, t)

∂y

) (A.6)

Combinando estas tres expresiones, podemos mostrar que:

∂B′
x(r⃗

′, t′)

∂t′
= −(c∇′ × E⃗ ′(r⃗′, t′))x (A.7)

Aśı la componente x de la ecuación de Faraday no cambia ante las transformación a
coordenadas cizalladas.
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A.1.2. Ecuación de Faraday: componente y

Aqúı el procedimiento es análogo al caso descrito para la componente x. No obstante,
dado que esta componente tiene derivadas con respecto a x′, el cual tiene una dependencia
en v y Γ, producto de la transformación de Lorentz, los cuales nos entregan nuevos términos
al ser derivados. De las transformaciones A.2 obtenemos:

B′
y(r⃗, t

′) = By(r⃗, t)

E ′
z(r⃗, t

′) = Γ(Ez(r⃗, t)− v
c
Bx(r⃗, t))

E ′
x(r⃗, t

′) = Γ(Ex(r⃗, t) +
v
c
Bz(r⃗, t))

(A.8)

Aśı,

∂B′
y(r⃗, t

′)

∂t′
= Γ

(
∂By(r⃗, t)

∂t
+ v

∂By(r⃗, t)

∂y

)
∂E ′

x(r⃗, t
′)

∂z′
= Γ

(
∂Ex(r⃗, t)

∂z
+

v

c

∂Bz(r⃗, t)

∂z

)
∂E ′

z(r⃗, t
′)

∂y′
=

∂Γ

∂x

(
Ez(r⃗, t)− v

c
Bx(r⃗, t)

)
− Γ

c

∂v

∂x
Bx(r⃗, t) + Γ

(
∂Ez(r⃗, t)

∂x
− v

c

Bx(r⃗, t)

∂x

)
+ Γ

(
∂Γ

∂x
(y′ + vt′) + Γ t′

∂v

∂x

)(
∂Ez(r⃗, t)

∂y
− v

c

Bx(r⃗, t)

∂y

)
+ Γ

(
∂Γ

∂x
(t′ +

vy′

c2
) + Γ

t′

c2
∂v

∂x

)(
∂Ez(r⃗, t)

∂t
− v

c

Bx(r⃗, t)

∂t

)
(A.9)

Combinando las ecuaciones A.9 y usando las derivadas A.3, obtenemos,

∂B′
x(r⃗

′, t′)

∂t′
= −(c∇′ × E⃗ ′(r⃗′, t′))y − sB′

x(r⃗
′, t′) + s

(
ct′

∂E ′
z

∂y′
+

y′

c

∂E ′
z

∂t′

)
(A.10)

A.1.3. Ecuación de Faraday: componente z

Este caso es análogo al caso presentado para la componente y. De la transformación en
A.2 obtenemos:

B′
z(r⃗

′, t′) = Γ(Bz(r⃗, t) +
v
c
Ex(r⃗, t))

E ′
x(r⃗

′, t′) = Γ(Ex(r⃗, t) +
v
c
Bz(r⃗, t))

E ′
y(r⃗, t

′) = E ′
y(r⃗, t

′)

(A.11)

Lo que implica:
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∂B′
z(r⃗

′, t′)

∂t′
= Γ2

(
∂Bz(r⃗, t)

∂t
+

v

c

∂Ex(r⃗, t)

∂t
+ v

∂Bz(r⃗, t)

∂y
− v2

c

∂Ex(r⃗, t)

∂y

)
∂E ′

x(r⃗
′, t′)

∂y′
= Γ2

(
v

c2
∂Ex(r⃗, t)

∂t
+

v2

c3
∂Bz(r⃗, t)

∂t
+

∂Ex(r⃗, t)

∂y
+

v

c

∂Bz(r⃗, t)

∂y

)
∂E ′

y(r⃗
′, t′)

∂x′ =
∂Ey(r⃗, t)

∂x
+

∂Ey(r⃗, t)

∂y

(
∂Γ

∂x′ (y
′ + vt′) + Γt′

∂v

∂x′

)
+

∂Ey(r⃗, t)

∂t

(
∂Γ

∂x′ (t
′ +

v

c2
y′) +

y′

c2
Γ
∂v

∂x′

)
(A.12)

Luego, combinando las ecuaciones A.12, con las derivadas de v y Γ presentadas en A.3
tenemos:

∂B′
z(r⃗

′, t′)

∂t′
= −(c∇′ × E⃗ ′(r⃗′, t′))z − s

(
ct′

∂E ′
y

∂y′
+

y′

c

∂E ′
y

∂t′

)
(A.13)

Finalmente combinando las tres componentes de la ecuación de Faraday, tenemos:

∂B⃗′(r⃗′, t′)

∂t′
= c∇′ × E⃗ ′(r⃗′, t′)− sBx(r⃗

′, t′)ŷ + s

(
ct′

∂E ′
y

∂y′
+

y′

c

∂E ′
y

∂t′

)
× x̂ (A.14)

La ecuación A.14 contiene un término dependiente del tiempo el cual emerge producto de
las evolución temporal de las coordenadas S ′ on respecto a las coordenadas sin cizallar S. De
hecho, aśı como el tiempo avanza, ∂E⃗ ′/∂x′ (∂B⃗′/∂x′) debe aumentar su diferencia con respec-

to ∂E⃗/∂x (∂B⃗/∂x), esto debido a que dos puntos con igual y (∆y = 0) tienen una diferencia
y′ (∆y′) la cual crece linealmente con el tiempo. Esto explica por que el término dependiente
del tiempo debe ser proporcional en la medida en que los campos dependen de y′. Aśı, en
el caso 2D (relevante para este caso), este termino dependiente del tiempo no juega ningún rol.

Además del término dependiente del tiempo, hay un termino proporcional de y′. Sin
embargo, en el limite de caja pequeña, (i.e., cuando y′ es mucho mas pequeño que la distancia
caracteŕıstica del problema, en este caso la distancia entre el origen de la caja y el centro
del disco de acreción r0), la magnitud de la velocidad sy′ es mucho mas pequeña que la
velocidad orbital del disco (v0). Aśı, como v0 ≪ c, tenemos también que sy′ ≪ c lo que nos
permite despreciar el termino dependiente del espacio en A.14, especialmente si se espera que
|E⃗ ′| ≪ |B⃗′| en turbulencia no-relativista. Asi, dada nuestra aproximación de caja pequeña
no-relativista, podemos despreciar la dependencia y′ en a ecuación A.14, lo cual nos permite
usar formalmente el enfoque 2D en este problema. En ese limite, la ecuación de Faraday
puede ser expresada como:

∂B⃗′(r⃗′, t′)

∂t′
= c∇′ × E⃗ ′(r⃗′, t′)− sBx(r⃗

′, t′)ŷ (A.15)
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A.1.4. Ecuación de Ampere: componente x

Queremos obtener una ecuación análoga a:

∂Ex(r⃗, t)

∂t
= (c∇× B⃗(r⃗, t))x − 4πJx (A.16)

en el sistema de referencia S ′. De las ecuaciones A.2 tenemos:

E ′
X(r⃗

′, t′) = Γ(Ex(r⃗, t) +
v
c
Bz(r⃗, t))

B′
z(r⃗

′, t′) = Γ(Bz(r⃗, t) +
v
c
Ex(r⃗, t))

B′
y(r⃗, t

′) = B′
y(r⃗, t

′)

(A.17)

Aśı, de la transformación B.34 tenemos que:

∂E ′
x(r⃗

′, t′)

∂t′
= Γ2

(
∂Ex(r⃗, t)

∂t
+

v

c

∂Bz(r⃗, t)

∂t
+ v

∂Ex(r⃗, t)

∂y
+

v2

c

∂Bz(r⃗, t)

∂y

)
∂B′

y(r⃗
′, t′)

∂z′
=

∂By(r⃗, t)

∂z
∂B′

z(r⃗
′, t′)

∂y′
= Γ2

(
v

c2
∂Bz(r⃗, t)

∂t
+

v2

c3
∂Ex(r⃗, t)

∂t
+

∂Bz(r⃗, t)

∂y
+

v

c

∂Ex(r⃗, t)

∂y

) (A.18)

Combinando las ecuaciones en A.18 y considerando que la corriente en el eje x transforma
como J ′

x = Jx, es posible mostrar que:

∂E ′
x(r⃗

′, t′)

∂t′
= (c∇′ × B⃗′(r⃗′, t′))x − 4πJ ′

x (A.19)

A.1.5. Ecuación de Ampere: componente y

Aqúı procederemos de manera similar a la sección anterior. De las transformaciones defi-
nidas en las ecuaciones A.2 obtenemos:

E ′
y(r⃗

′, t′) = Ey(r⃗, t)

B′
z(r⃗

′, t′) = Γ(Bz(r⃗, t) +
v
c
Ex(r⃗, t))

B′
x(r⃗

′, t′) = Γ(Bx(r⃗, t)− v
c
Ez(r⃗, t))

(A.20)

Usando las ecuaciones A.1
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∂E ′
y(r⃗

′, t′)

∂t′
= Γ

(
∂Ey(r⃗, t)

∂t
+ v

∂Ey(r⃗, t)

∂y

)
∂B′

x(r⃗
′, t′)

∂z′
= Γ

(
∂Bx(r⃗, t)

∂z
− v

c

∂Ez(r⃗, t)

∂z

)
∂B′

z(r⃗, t
′)

∂x′ = Γ

(
∂Bz(r⃗, t)

∂x
+

v

c

∂Ex(r⃗, t)

∂x

)
+

(
∂Γ

∂x
(y′ + vt′) + Γt′

∂v

∂x

)(
∂Bz(r⃗, t)

∂y
+

v

c

∂Ex(r⃗, t)

∂y

)
+

(
∂Γ

∂x
(t′ +

vy′

c2
) +

Γy′

c2
∂v

∂x

)(
∂Bz(r⃗, t)

∂t
+

v

c

∂Ex(r⃗, t)

∂t

)
(A.21)

Combinando las ecuaciones en A.21 y considerando que la corriente en y transforma
J ′
y = Γ(Jy − vρc) obtenemos:

∂E ′
y(r⃗

′, t′)

∂t′
= (c∇′ × B⃗′(r⃗′, t′))y − 4πJ ′

y − sE ′
x(r⃗

′, t′)s

(
ct′

∂B′
z(r⃗, t)

∂y′
+

y′

c

∂Bz(r⃗, t)

∂t′

)
(A.22)

A.1.6. Ecuación de Ampere: componente z

Procederemos de manera similar a las dos sub-secciones anteriores. De las transformacio-
nes definidas en A.2 obtenemos:

E ′
z(r⃗

′, t′) = Γ(Ez(r⃗, t)− v
c
Bx(r⃗, t))

B′
x(r⃗

′, t′) = Γ(Bx(r⃗, t)− v
c
Ez(r⃗, t))

B′
y(r⃗

′, t′) = Ey(r⃗, t)

(A.23)

También, de A.1 obtenemos:

∂E ′
z(r⃗

′, t′)

∂t′
= Γ2

(
∂Ez(r⃗, t)

∂t
− v

c

∂Bx(r⃗, t)

∂t
+ v

∂Ez(r⃗, t)

∂y
− v2

c

∂Bx(r⃗, t)

∂y

)
∂B′

x(r⃗
′, t′)

∂y′
= Γ2

(
v

c2
∂Bx(r⃗, t)

∂t
− v2

c3
∂Ez(r⃗, t)

∂t
+

∂Bx(r⃗, t)

∂y
− v

c

∂Ez(r⃗, t)

∂y

)
∂B′

y(r⃗
′, t′)

∂x′ =
∂By(r⃗, t)

∂x
+

∂By(r⃗, t)

∂y

(
∂Γ

∂x′ (y
′ + vt′) + Γt′

∂v

∂x

)
+

∂Bz(r⃗, t)

∂t

(
∂Γ

∂x
(t′ +

vy′

c2
) +

y′

c2
Γ
∂v

∂x

)
(A.24)

Combinando las ecuaciones anteriores y considerando que la corriente en x transforma
como J ′

z = Jz podemos mostrar que:
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∂E ′
z(r⃗

′, t′)

∂t′
= (c∇′ × B⃗′(r⃗′, t′))z − 4πJ ′

z + s

(
ct′

∂B′
y(r⃗, t)

∂y′
+

y′

c

∂B′
y(r⃗, t)

∂t′

)
(A.25)

Combinando las tres componentes de la ley de Ampere (Ecuaciones A.19, A.22, A.25)
obtenemos:

∂E⃗ ′(r⃗′, t′)

∂t′
= (c∇′×B⃗′(r⃗′, t′))−4πJ⃗ ′−sE ′

x(r⃗
′, t′)ŷ+s

(
ct′

∂B⃗′(r⃗, t)

∂y′
+

y′

c

∂B⃗′(r⃗, t)

∂t′

)
×x̂ (A.26)

De la misma forma que con la ecuación de Faraday, la ecuación de Ampere también tiene
un termino dependiente del tiempo que desaparece bajo la aproximación 2D. De manera
similar, el limite 2D requiere que el termino proporcional a y′ sea despreciable. Como en
el caso de la ecuación de Faraday, esto se obtiene notando que ∂B⃗′/∂t′ ∼ ∇′ × E⃗ ′, luego

∇′ × B⃗′ ≫ sy′∂B⃗′/∂t′, considerando que sy′ ≪ c y |E⃗ ′| ≪ |B⃗′|. Esto significa que el termino

sy′∂B⃗′/∂t′ puede ser despreciado en el caso de la ecuación de Ampere.

Aśı, asumiendo la geometŕıa en 2D, la ecuación queda como:

∂E⃗ ′(r⃗′, t′)

∂t′
= (c∇′ × B⃗′(r⃗′, t′))− 4πJ⃗ ′ − sE ′

x(r⃗
′, t′)ŷ (A.27)

A.2. Evolución del momento de las part́ıculas en el sis-

tema de referencia S ′

Aplicando la transformación de Lorentz presentada en A.1 las componentes de la corriente
transforman como:

J ′
x = Jx J ′

y = Γ(Jy − vρc) J ′
z = Jz (A.28)

y la densidad de carga:

ρ′c = Γ(ρc − vJy/c
2 + sy′Jx/(c

2Γ)) (A.29)

Dado que las part́ıculas en nuestra simulación pueden llegar a ser relativistas, también
transformaremos el momento p⃗, aśı:

p′x = px

p′z = pz

p′y = Γ(py − vγ)

γ′ = Γ (γ − vpy/(mc2))
(A.30)
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donde m es la masa de las part́ıculas, usando estas últimas relaciones, junto con las
transformaciones A.1 tenemos que:

dp′x
dt′

=
dpx/dt

Γ(1− vuy/c2) + suxy′/c2

dp′y
dt′

=
dpy/dt−mvdγ/dt+ spx(1− vuy/c

2)

1− vuy/c2 + suxy′/(Γc2)

dp′z
dt′

=
dpz/dt

Γ(1− vuy/c2) + suxy′/c2

(A.31)

Donde ux y uy son las componentes x e y de las velocidades de las part́ıculas en el sistema
de referencia S. Es directo mostrar que en el limite no-relativista, las ecuaciones anteriores
corresponden una transformación estándar de una fuerza entre dos sistema de referencia iner-
ciales, mas un termino extra sp′xŷ. En adición a estas fuerzas, también necesitamos encontrar
la transformación de las fuerzas de marea y de coriolis sobre las part́ıculas. Sabemos que en
el sistema de referencia S tenemos:

du⃗

dt
= 3ω2

0xx̂− 2ω⃗0 × u⃗ (A.32)

Es directo mostrar que en limite de plasma frio, la versión en el sistema de referencia S ′

de la ecuación anterior tenemos:

du⃗′

dt
= −2ω0ẑ × u⃗′ (A.33)

Dado que esta fuerza no realiza trabajo sobre las part́ıculas, se puede escribir es terminos
de p⃗′ en vez de u⃗′, aśı combinando la ecuación anterior con las transformaciones de Lorentz
para la fuerza obtenemos:

dp⃗′

dt
= 2ω0p

′
yx̂−

1

2
ω0p

′
yŷ + q

(
E⃗ ′ +

u⃗′

c
× B⃗′

)
(A.34)

donde q es la carga de la part́ıcula.

Finalmente, es importante apuntar que las transformaciones del momentum mostradas
en A.30 no es completamente consistente con la evolución de las posiciones de las part́ıculas.
De hecho, derivando directamente A.1 obtenemos:
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u′
x =

ux

Γ(1− vuy/c2) + suxy′/c2

u′
y =

uy − v + suxt
′/Γ

(1− vuy/c2) + suxy′/(Γc2)

u′
z =

uz

Γ(1− vuy/c2) + suxy′/c2

(A.35)

En el régimen no relativista, la discrepancia solo aparece en u′
y. En el caso 2D, esto no

implica ninguna inconsistencia entre los valores de u′
y y la evolución de la posición de las

part́ıculas y′.
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Anexo B

Ondas de whistler en el plasma
no-colisional

B.1. Modos Electromagnéticos

Queremos obtener la relación de dispersión para un plasma caliente y magnetizado. Pa-
ra aquello debemos resolver de manera consistente las ecuaciones de movimiento para las
part́ıculas y las ecuaciones de Maxwell en su forma microscópica.

∇×H = Jl +
∂D

∂t
(B.1)

∇× E = −∂B

∂t
(B.2)

∇ ·D = ρl (B.3)

∇ ·B = 0 (B.4)

La forma macroscopica nace de dividir la carga y la corriente total en carga y corriente
libre y ligada. En nuestro caso consideraremos que todas las cargas son ligadas, asi podemos
expresar el vector desplazamiento como D = ε0E+P.

Además consideraremos que la suma de los momentos magnéticos individuales de las
part́ıculas, se anulan ya que consideraremos que hay tantas part́ıculas con momento magnético
en una dirección como en la contraria de esta forma podemos considerar que B = µ0H.

Como veremos más adelante los campos y las distribuciones constaran de una cantidad
a orden cero más una pequeña perturbación, el analisis posterior se hará conservando hasta
el orden lineal en la perturbación, en este esquema y usando la versión macroscopica de
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las ecuaciones de Maxwell el vector desplazamiento debe ser una función lineal del campo
electrico, es decir:

D = ε0
↔
K ·E (B.5)

Donde definimos el tensor dielectrico
↔
K, para obtenerlo primero calcularemos el tensor

resistividad, para ello utilizaremos transformadas de Fourier, esto dado el esquema lineal
propuesto. Comenzaremos linealizando la ecuacion de Vlasov.

∂f

∂t
+ v · ∇rf +

q

m
(E+ v×B) · ∇vf = 0 (B.6)

El esquema lineal es:

B = B0 +B1 (B.7)

E = E1 (B.8)

f(v) = f0(v) + f1(v) (B.9)

Donde el termino f0 es homogéneo en el espacio.

Reemplacemos:

∂f0
∂t

+
∂f1
∂t

+ v · ∇r(f0 + f1) +
q

m
(E1 + v× (B0 +B1)) · ∇v(f0 + f1) = 0 (B.10)

Primero podemos cancelar los términos homogéneos que son derivados en las coordenadas
espaciales, aśı:

∂f1
∂t

+ v · ∇rf1 +
q

m
(E1 + v× (B0 +B1)) · ∇vf0 +

q

m
(v×B0) · ∇vf1 = 0 (B.11)

Comencemos mirando el termino (v×B0) ·∇vf0, para eso tenemos la siguiente geometŕıa

Con esto como referencia tenemos que:

v×B0 =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
0 0 B0

∣∣∣∣∣∣ = vyB0x̂− vxB0ŷ (B.12)

74



Figura B.1: Sistema de coordenadas ciĺındrico para la velocidad

∇vf0 =

∂f0/∂vx
∂f0/∂vy
∂f0/∂vz

 (B.13)

Aśı:

(v×B0) · ∇vf0 =

(
vy

∂f0
∂vx
− vx

∂f0
∂vy

)
(B.14)

(v×B0) · ∇vf0 =

(
v⊥ sinϕ

∂f0
∂vx
− v⊥ cosϕ

∂f0
∂vy

)
(B.15)

Notemos que:

v⊥ sinϕ = vy (B.16)

v⊥ cosϕ = vx (B.17)

Derivando estas expresiones con respecto a ϕ

∂vy
∂ϕ

= v⊥ cosϕ (B.18)

∂vx
∂ϕ

= −v⊥ sinϕ (B.19)
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Juntando todo tenemos.

(v×B0) · ∇vf0 = −
(
∂vx
∂ϕ

∂f0
∂vx

+
∂vy
∂ϕ

∂f0
∂vy

)
B0 (B.20)

Donde el termino entre paréntesis corresponde a ∂f/∂ϕ, recordemos que la distribución a
orden cero tiene simetŕıa azimutal, ya que las part́ıculas se mueven circularmente alrededor
del campo magnético (ya que E0 = 0), por lo tanto:

(v×B0) · ∇vf0 = −B0
∂f0
∂ϕ

= 0 (B.21)

y de la misma forma podemos expresar:

(v×B0) · ∇vf1 = −B0
∂f1
∂ϕ

(B.22)

De esta forma:

∂f1
∂t

+ v · ∇rf1 − ωc
∂f1
∂ϕ

+
q

m
(E1 + v×B1) · ∇vf0 = 0 (B.23)

Ahora con nuestra ecuación linealizada podemos ir al espacio de fourier, ∇ → ik ;
∂/∂t→ −i ω

Para simplificar un poco la notación omitiremos los sub́ındices 1 y conservaremos el el
sub́ındice para las cantidades a orden 0

(−i ω + v · ik)f̃ − ωc
f̃

∂ϕ
+

q

m
(Ẽ+ v× B̃) · ∇vf0 = 0 (B.24)

Con el fin de eliminar el campo magnetico a primer orden usaremos la ley de Faraday
∇×E = −∂B/∂t, que en el espacio de fourier la podemos expresar como B = k× Ẽ/ω, aśı:

(−iω + ik · v)f̃ − ωc
∂f̃

∂ϕ
= − q

m

(
Ẽ+ v×

(
k× Ẽ

ω

))
· ∇vf0 (B.25)

Gracias a la simetŕıa azimutal podemos asumir sin perdida de generalidad que k esta
contenido en el plano x−z con componentes paralelas y perpendiculares al campo magnético.
Aśı podemos escribir:

k = k⊥x̂+ k∥ẑ (B.26)
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v = v⊥ cosϕx̂+ v⊥ sinϕŷ + v∥ẑ (B.27)

Aśı

k · v = k∥v∥ + k⊥v⊥ cosϕ (B.28)

Reemplazando:

[
iω + i(k∥v∥ + k⊥v⊥ cosϕ)

]
f̃ − ωc

∂f̃

∂ϕ
= − q

m

(
Ẽ+ v×

(
k× Ẽ

ω

))
· ∇vf0 (B.29)

[
i(k∥v∥ − ω) + ik⊥v⊥ cosϕ

]
f̃ − ωc

∂f̃

∂ϕ
= − q

m

(
Ẽ+ v×

(
k× Ẽ

ω

))
· ∇vf0 (B.30)

dividiendo por ωc

∂f̃

∂ϕ
− i(α + β cosϕ)f̃ =

q

mωc

(
Ẽ+ v×

(
k× Ẽ

ω

))
· ∇vf0 (B.31)

Donde definimos:

α =
k∥v∥ − ω

ωc

; β =
k⊥v⊥
ωc

(B.32)

Ahora podemos expandir v× (k× Ẽ) = k(v · Ẽ)− (v · k)Ẽ, aśı

v× (k× Ẽ) = k(v · Ẽ)− (k∥v∥ + k⊥v⊥ cosϕ)Ẽ (B.33)

De esta forma la ecuación de Vlasov queda como:

∂f̃

∂ϕ
− i(α + β cosϕ)f̃ =

q

mωc

[(
1−

k∥v∥
ω
− k⊥v⊥ cosϕ

ω

)
Ẽ+

k

ω
(v · Ẽ)

]
· ∇vf0 (B.34)

Ahora desarrollemos algunos terminos que faltan en las variables de nuestra geometŕıa
(v⊥ , v∥ , ϕ), comencemos con:
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Ẽ · ∇vf0 = Ẽx
∂f0
∂vx

+ Ẽy
∂f0
∂vy

+ Ẽz
∂f0
∂vz

(B.35)

Ẽ · ∇vf0 = Ẽx
∂v⊥
∂vx

∂f0
∂v⊥

+ Ẽy
∂v⊥
vy

∂f0
∂v⊥

+ Ẽz
∂f0
∂v∥

(B.36)

Recordemos que v⊥ = vx cosϕ+ vy sinϕ, aśı:

∂v⊥
∂vx

= cosϕ =
vx
v⊥

;
∂v⊥
∂vy

= sinϕ =
vy
v⊥

(B.37)

Luego:

Ẽ · ∇vf0 =
∂f0
∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

∂f0
∂v∥

Ẽz (B.38)

También necesitamos:

v · Ẽ = vxẼx + vyẼy + vzẼz = v⊥(Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ) + v∥Ẽz (B.39)

Ahora remplacemos estas expresiones en el lado derecho de B,34 aśı:

· · · = q

mωc

[(
1−

k∥v∥
ω
− k⊥v⊥ cosϕ

ω

)
Ẽ · ∇vf0 +

k

ω

(
v · Ẽ

)
∇vf0

]
(B.40)

· · · = q

mωc

[(
1−

k∥v∥
ω
− k⊥v⊥ cosϕ

ω

){
∂f0
∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

∂f0
∂v∥

Ẽz

}
+

k

ω
· ∇vf0

{
v⊥(Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ) + v∥Ẽz

}] (B.41)

Aprovechamos para cambiarnos a la distribución normalizada f0 = n0F0

k · ∇vF0 = k∥
∂F0

∂v∥
+ k⊥

∂F0

∂v⊥
cosϕ (B.42)

· · · = qn0

mωc

[(
1−

k∥v∥
ω
− k⊥v⊥ cosϕ

ω

){
∂F0

∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

∂F0

∂v∥
Ẽz

}
+

(
k∥

∂F0

∂v∥
+ k⊥

∂F0

∂v⊥
cosϕ

){
v⊥(Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ) + v∥Ẽz

}] (B.43)
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Ahora vamos a desarmar este lado derecho, en particular el termino entre paréntesis
cuadrados, veremos que se cancelan varios términos:

∂F0

∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

∂F0

∂v∥
Ẽz −

k∥v∥
ω

∂F0

∂v⊥
(Ex cosϕ+ Ey sinϕ)−

k∥v∥
ω

∂F0

∂v∥
Ẽz −

k⊥v⊥
ω

cosϕ
∂F0

∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
− k⊥v⊥

ω
cosϕ

∂F0

∂v∥
Ẽz+

k∥v⊥
ω

∂F0

∂v∥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

k∥v∥
ω

∂F0

∂v∥
Ẽz +

k⊥v⊥
ω

cosϕ
∂F0

∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

k⊥v∥
ω

cosϕ
∂F0

∂v⊥
Ẽz

(B.44)

Ahora vemos que podemos cancelar el el cuarto termino (primero de la segunda fila) con
el octavo (segundo de la tercera fila) y el quinto (segundo de la segunda fila) con el noveno
(tercer termino de la tercera fila), lo que nos queda;

∂F0

∂v⊥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

∂F0

∂v∥
Ẽz −

k∥v∥
ω

∂F0

∂v⊥
(Ex cosϕ+ Ey sinϕ)−

k⊥v⊥
ω

cosϕ
∂F0

∂v⊥
Ẽz +

k∥v⊥
ω

∂F0

∂v∥

(
Ẽx cosϕ+ Ẽy sinϕ

)
+

k⊥v∥
ω

cosϕ
∂F0

∂v⊥
Ẽz

(B.45)

Ahora factorizaremos por sinϕ y cosϕ

(
∂F0

∂v⊥
Ẽx −

k∥v∥
ω

∂F0

∂v⊥
Ẽx −

k⊥v⊥
ω

∂F0

∂v∥
Ẽz +

k⊥v∥
ω

∂F0

∂v⊥
Ẽz +

k∥v⊥
ω

∂F0

∂v∥
Ẽx

)
cosϕ

+

(
∂F0

∂v⊥
Ẽy −

k∥v∥
ω

∂F0

∂v⊥
Ẽy +

k∥v⊥
ω

∂F0

∂v∥
Ẽy

)
sinϕ+

∂F0

∂v∥
Ẽz

(B.46)

Reordenando un poquito más:

{[
∂F0

∂v⊥
+

k∥
ω

(
v⊥

∂F0

∂v∥
− v∥

∂F0

∂v⊥

)]
Ẽx +

[
− k⊥

ω

(
v⊥

∂F0

∂v∥
− v∥

∂F0

∂v⊥

)]
Ẽz

}
cosϕ

+

[
∂F0

∂v⊥
+

k∥
ω

(
v⊥

∂F0

∂v∥
− v∥

∂F0

∂v⊥

)]
Ẽy sinϕ+

∂F0

∂v∥
Ẽz

(B.47)

donde aprovechamos de renombrar los términos entre paréntesis cuadrados
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A =
∂F0

∂v⊥
+

k∥
ω

(
v⊥

∂F0

∂v∥
− v∥

∂F0

∂v⊥

)
(B.48)

D = −k⊥
ω

(
v⊥

∂F0

∂v∥
− v∥

∂F0

∂v⊥

)
(B.49)

Aśı juntando todo lo que tenemos del lado derecho, tenemos finalmente:

∂f̃

∂ϕ
− i(α + β cosϕ)f̃ =

qn0

mωc

[
(A Ẽx +D Ẽz) cosϕ+ A Ẽy sinϕ+

∂F0

∂v∥
Ẽz

]
(B.50)

esta es una ecuación diferencial de primer orden de la forma:

∂f

∂x
+ P (x)f = Q(x) (B.51)

que tiene como solución general:

f = e−
∫
x P (x′)dx′

(∫
x

Q(x′)e
∫
x P (x′′)dx′′

dx′
)

(B.52)

donde el término
∫
x
P (x)dx es el llamado factor integrante, en este caso:

∫
ϕ

P (ϕ′)dϕ′ =− i

∫
ϕ

(α + β cosϕ′)dϕ′

=− i (αϕ+ β sinϕ)

(B.53)

Reemplazando en la solución propuesta:

f̃ = ei (αϕ+β sinϕ)

∫
qn0

mωc

[
(A Ẽx+D Ẽz) cosϕ

′+A Ẽy sinϕ
′+

∂F0

∂v∥
Ẽz

]
e−i (αϕ′+β sinϕ′)dϕ′ (B.54)

Para resolver estas integrales debemos usar las siguientes propiedades:

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
(B.55)

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
(B.56)
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e−iβ sinϕ =
∞∑

n=−∞

Jn(β) e
−inϕ (B.57)

Donde Jn es la función de Bessel de primer tipo.

Debemos calcular las siguientes integrales:

∫
e−i (αϕ′+β sinϕ′)dϕ′ =

∑
n

Jn(β)

∫
e−i (α+n)ϕ′

dϕ′

= i
∑
n

Jn(β)

α + n
e−i (α+n)ϕ

(B.58)

∫
(ei ϕ

′
+ e−i ϕ′

) e−i (αϕ′+β sinϕ′)dϕ′ =
∑
n

Jn(β)

∫ (
e−i (α−1+n)ϕ + e−i (α+1+n)ϕ

)
dϕ′

= i
∑
n

Jn(β)

[
e−i (α−1+n)ϕ

α− 1 + n
+

e−i (α+1+n)ϕ

α + 1 + n

]

= i
∑
n

e−i (α+n)ϕ

α + n

[
Jn+1(β) + Jn−1(β)

] (B.59)

donde en el último paso remplazamos n → n + 1 y n → n − 1 ya que la suma va de
n = −∞ hasta n =∞.

∫
(ei ϕ

′ − e−i ϕ′
) e−i (αϕ′+β sinϕ′)dϕ′ =

∑
n

Jn(β)

∫ (
e−i (α−1+n)ϕ − e−i (α+1+n)ϕ

)
dϕ′

= i
∑
n

Jn(β)

[
e−i (α−1+n)ϕ

α− 1 + n
− e−i (α+1+n)ϕ

α + 1 + n

]

= i
∑
n

e−i (α+n)ϕ

α + n

[
Jn+1(β)− Jn−1(β)

] (B.60)

Ahora juntando todo:

f̃ = i
∑
m

Jm(β)e
i (α+m)ϕ qn0

mωc

(
AẼx +DẼz

2

∑
n

e−i (α+n)ϕ

α + n

[
Jn+1(β) + Jn−1(β)

]
+

AẼy

2i

∑
n

e−i (α+n)ϕ

α + n

[
Jn+1(β)− Jn−1(β)

]

+
∂F0

∂v∥
Ẽz

∑
n

e−i (α+n)ϕ

α + n
Jn(β)

) (B.61)
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Usamos las siguientes propiedades de las funciones de Bessel Jn+1(β)+Jn−1(β) = 2n/βJn(β)
y Jn+1(β)− Jn−1(β) = −2J ′

n(β)

f̃ = i
qn0

mωc

(
AẼx +DẼz

2

∑
m,n

Jm(β)
2n

β
Jn(β)

ei (m−n)ϕ

α + n

− AẼy

2i

∑
m,n

Jm(β)2J
′
n(β)Jn(β)

ei (m−n)ϕ

α + n

+
∂F0

∂v∥
ẼzJm(β)Jn(β)

ei (m−n)ϕ

α + n

) (B.62)

f̃ = i
qn0

mωc

∑
m,n

ei (m−n)ϕ

α + n
Jm(β)

[
(AẼx +DẼz)

n

β
Jn(β)

+ iAẼyJ
′
n(β) +

∂F0

∂v∥
ẼzJn(β)

] (B.63)

factorizaremos por A y al resto lo llamaremos B

f̃ = i
qn0

mωc

∑
m,n

ei (m−n)ϕ

α + n
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)

+
∂F0

∂v∥
ẼzJn(β) +

n

β
DẼzJn(β)

] (B.64)

Bautizamos:

B =
∂F0

∂v∥
+

n

β
D (B.65)

f̃ = i
qn0

mωc

∑
m,n

ei (m−n)ϕ

α + n
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.66)

Finalmente podemos computar J̃

J̃ = q

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

vf̃v⊥dv⊥dv∥dϕ (B.67)

82



Donde v = x̂v⊥ cosϕ+ ŷv⊥ sinϕ+ ẑv∥

Matricialmente tenemos:

J̃x
J̃y
J̃z

 =

σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

Ẽx

Ẽy

Ẽz

 (B.68)

Aśı calcularemos por componentes, por ejemplo para x̂:

J̃x = σxxẼx + σxyẼy + σxzẼz (B.69)

Para integrar en dϕ expresaremos las funciones trigonométricas en su forma exponencial,
comenzaremos mirando x̂ (proporcional a cosϕf̃)

∫ 2π

0

i
q2n0

mωc

(eiϕ + e−iϕ)

2

∑
m,n

ei (m−n)ϕ

α + n
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
dϕ

(B.70)

Veamos que lo que esta dentro de los paréntesis cuadrados no depende de ϕ y la de-
pendencia en esta variable esta solo en las exponenciales, veamos esta en detalle, para eso
recordemos:

∫ 2π

0

ei (m−n)ϕdϕ = 2πδm,n (B.71)

∫ 2π

0

ei (m−n+1)ϕdϕ =

∫ 2π

0

ei (m−(n−1))ϕdϕ =

∫ 2π

0

ei (m−n′)ϕdϕ = 2πδm,n′ = 2πδm,n−1 (B.72)

∫ 2π

0

ei (m−n−1)ϕdϕ =

∫ 2π

0

ei (m−(n+1))ϕdϕ =

∫ 2π

0

ei (m−n′)ϕdϕ = 2πδm,n′ = 2πδm,n+1 (B.73)

Usando esto podemos escribir:

∫ 2π

0

(
ei (m−n+1)ϕ + ei (m−n−1)ϕ

)
dϕ = 2π(δm,n−1 + δm,n+1) (B.74)

∫ 2π

0

(
ei (m−n+1)ϕ − ei (m−n−1)ϕ

)
dϕ = 2π(δm,n−1 − δm,n+1) (B.75)
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Aśı:

i
q2n0

mωc

∑
m,n

π(δm,n+1 + δm,n−1)

α + n
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.76)

podemos colapsar la sumatoria de m con la delta, en el estilo:

∑
j

δijaj = ai (B.77)

i
q2n0π

mωc

∑
n

Jn+1(β) + Jn−1(β)

α + n

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.78)

i
q2n0π

mωc

∑
n

2nJn(β)

β(α + n)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.79)

con esto ya podemos escribir J̃x

σxx =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
A

(
n

β

)2

v⊥J
2
n(β) (B.80)

σxy =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
iA

n

β
v⊥Jn(β)J

′
n(β) (B.81)

σxz =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
B
n

β
v⊥J

2
n(β) (B.82)

Veamos ahora J̃y = σyxẼx + σyyẼy + σyzẼz de manera similar al caso anterior solo que
ahora proporcional a sinϕ

∫ 2π

0

i
q2n0

mωc

(eiϕ − e−iϕ)

2i

∑
m,n

ei (m−n)ϕ

α + n
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
dϕ

(B.83)

i
q2n0

mωc

∑
m,n

π(δm,n−1 − δm,n+1)

i(α + n)
Jm(β)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.84)
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i
q2n0π

mωc

∑
n

Jn−1(β)− Jn+1(β)

i(α + n)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.85)

i
q2n0π

mωc

∑
n

2J ′
n(β)

i(α + n)

[
A

(
n

β
Jn(β)Ẽx + iJ ′

n(β)Ẽy

)
+ Jn(β)ẼzB

]
(B.86)

vamos con J̃y

σyx =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
A

(
n

iβ

)
v⊥J

′
n(β)Jn(β) (B.87)

σyy =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
Av⊥J

′
n(β)J

′
n(β) (B.88)

σyz =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
B

i
v⊥J

′
n(β)Jn(β) (B.89)

Finalmente para ẑ

σzx =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
A

(
n

β

)
v∥J

2
n(β) (B.90)

σzy =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
iAv∥Jn(β)J

′
n(β) (B.91)

σzz =

[
i
q2n0

mωc

∑
n

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n

]
Bv∥J

2
n(β) (B.92)

Matricialmente queda mejor:

↔
σ= i

∑
s

e2sns

msωc,s

∑
n

∫ −∞

+∞

∫ 0

+∞

2πv⊥dv⊥dv∥
α + n As

n2v⊥
β2
s
J2
n iAs

nv⊥
βs

JnJ
′
n Bs

nv⊥
βs

J2
n

−iAs
nv⊥
βs

JnJ
′
n Asv⊥JnJ

′
n −iBsv⊥JnJ

′
n

As
nv∥
βs

J2
n iAsv∥JnJ

′
n Bsv∥J

2
n

 (B.93)
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Ahora estamos en condiciones de evaluar el tensor dieléctrico:

↔
K=

↔
1 −

↔
σ

iωε0
(B.94)

Para escribir los elementos de
↔
K, para eso consideremos:

ωc,s(α + n) = ωc,s

(
k∥v∥ − ω

ωc,s

+ n

)
= k∥v∥ − ω + nωc,s (B.95)

además, podemos escribir:

As =

[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
(B.96)

Comencemos:

Kxx = 1−
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

n2J2
n

β2
s (k∥v∥ − ω + nωc,s)[(

1−
k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.97)

Kxy = −i
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

nJnJ
′
n

βs(k∥v∥ − ω + nωc,s)[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.98)

Kxz = −
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

nJ2
n

βs(k∥v∥ − ω + nωc,s)[
∂F0,s

∂v∥
− nωc,s

ωv⊥

(
v⊥

∂f0,s
∂v∥

− v∥
∂f0,s
∂v⊥

)]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.99)

Kyx = i
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

nJnJ
′
n

βs(k∥v∥ − ω + nωc,s)[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.100)
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Kyy = 1−
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

nJnJ
′
n

(k∥v∥ − ω + nωc,s)[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.101)

Kyz = i
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

JnJ
′
n

(k∥v∥ − ω + nωc,s)[
∂F0,s

∂v∥
− nωc,s

ωv⊥

(
v⊥

∂f0,s
∂v∥

− v∥
∂f0,s
∂v⊥

)]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.102)

Kzx = −
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

nJ2
n

βs(k∥v∥ − ω + nωc,s)[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.103)

Kzy = −i
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

JnJ
′
n

(k∥v∥ − ω + nωc,s)[(
1−

k∥v∥
ω

)
∂F0,s

∂v⊥
+

k∥v⊥
ω

∂F0,s

∂v∥

]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.104)

Kzz = 1−
∑
s

ω2
p,s

ω

∑
n

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

J2
n

(k∥v∥ − ω + nωc,s)[
∂F0,s

∂v∥
− nωc,s

ωv⊥

(
v⊥

∂f0,s
∂v∥

− v∥
∂f0,s
∂v⊥

)]
2πv2⊥dv⊥dv∥

(B.105)

Dado que queremos obtener la relación de dispersión para ondas electromagneticas nece-
sitamos desacoplar los campos en las ecuaciones de Maxwell, ya usamos la ley de Faraday,
necesitamos otra ecuación, en este caso la ley de Amperè (libre de fuentes)

∇× B

µ0

=
∂

∂t

(
ε0

↔
K ·E

)
(B.106)

Que en el espacio de Fourier:

ik× B̃ = −iω
(
µ0ε0

↔̃
K · Ẽ

)
(B.107)
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k× B̃ = − ω

c2

↔̃
K · Ẽ (B.108)

Recordando:

k× Ẽ = ωB̃ (B.109)

y desacoplando:

k×
(
k× Ẽ

)
+

ω2

c2

↔̃
K · Ẽ = 0 (B.110)

Podemos simplificar esta expresión recordando que asumimos que: kx = |k| sin θ kz =
|k| cos θ ky = 0, aśı

↔
T · Ẽ+

ω2

c2

↔̃
K · Ẽ = 0 (B.111)

Donde:

↔
T=

−k2
z 0 kxkz

0 −(k2
x + k2

z) 0
kxkz 0 −k2

x

 (B.112)

De esta forma:

 Kxx − c2k2

ω2 cos2 θ Kxy Kxz +
c2k2

ω2 sin θ cos θ

Kyx Kyy − c2k2

ω2 Kyz

Kzx +
c2k2

ω2 sin θ cos θ Kzy Kzz − c2k2

ω2 sin2 θ

Ẽx

Ẽy

Ẽz

 = 0 (B.113)

Ahora para obtener la relación de dispersión (el determinante de la matriz anterior) asu-
miremos que los modos se propagan en una dirección dada, vemos si el modo de propagación
es paralelo con el campo magnético de fondo, la matriz anterior se simplifica bastante al ser
θ = 0, por esta razón evaluaremos para modos cuasi-paralelos lo que nos permite asumir que
β = k⊥v⊥

ωc,s
≪ 1, por lo cual guardaremos hasta orden 1 en βs, también .

Podemos evaluar también Kxz Kzx son proporcionales a nJ2
n(βs)
βs

, recordemos que a primer

orden J0 ∼ 1 y J±1 ∼ ±βs/2, esto usando la expresión asintótica:

Jα(z) ∼
1

Γ(α + 1)

(z
2

)α
(B.114)
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Para el caso n = 0:

nJ2
n(βs)

βs

→ 0 · 1
βs

= 0 (B.115)

Para n = ±1

nJ2
n(βs)

βs

→ ±β2
s/4

βs

= ±βs

4
= 0 (B.116)

Podemos hacer un análisis similar paraKyz yKzy los cuales son proporcionales a Jn(βs)J
′
n(βs),

considerando que J ′
0(βs) = −J1(βs) = −βs/2. De esta forma para cuando n = −1, 0,+1

Jn(βs)J
′
n(βs) es igual a cero. Aśı nuestra matriz queda como:

Kxx − c2k2

ω2 Kxy 0

Kyx Kyy − c2k2

ω2 0
0 0 Kzz

Ẽx

Ẽy

Ẽz

 = 0 (B.117)

Tomando el determinante:

D(k, ω) =

[(
Kxx −

c2k2

ω2

)(
Kyy −

c2k2

ω2

)
−KxyKyx

]
Kzz = 0 (B.118)

Aún podemos decir más sobre Kxx y Kxy, que para el caso n = 0 son iguales a la unidad
en el limite βs → 0, usando la siguiente propiedad sobre la derivada de la función de Bessel:

J ′
n(β) = Jn−1(β)−

n

β
Jn(β) = −Jn+1(β) +

n

β
Jn(β) (B.119)

Usando esta propiedad en Kyy cuyo segundo termino es proporcional a J ′
n(βs)J

′
n(βs)

usando la primera igualdad de la propiedad B.119 para el caso n = −1 y la segunda igualdad
para el caso n = +1 lo que nos permite despreciar el primer termino el cual es de un orden
superior en βs, aśı, en el limite βs → 0:

J ′
n(βs)J

′
n(βs) ≂

n2J2
n

βs

(B.120)

Lo que nos permite igual Kxx y Kyy, además por inspección de Kxy Kyx podemos ver
que Kxy = −Kyx de esta forma podemos simplificar aún mas nuestra relación de dispersión
(electromagnética):

D(k, ω) =

(
Kxx −

c2k2

ω2

)2

+K2
xy = 0 (B.121)

89



D(k, ω) =

(
Kxx −

c2k2

ω2
+ iKxy

)(
Kxx −

c2k2

ω2
− iKxy

)
= 0 (B.122)

Ahora considerando el limite βs → 0 y la propiedad B.119 el primer paréntesis corresponde
a ondas planas:

Kxx −
c2k2

ω2
+ iKxy = 1− c2k2

ω2
= 0 (B.123)

Para el otro paréntesis consideramos que en el limite βs → 0:

n2J2
n(βs)

β2
s

=
nJn(βs)J

′
n(βs)

βs

=
1

4
(B.124)

De esta forma escribimos la relación de dispersión como:

D(k, ω) = Kxx −
c2k2

ω2
− iKxy

= 1−
∑
s

ω2
p,s

ω

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

1/4

(k∥v∥ − ω + nωc,s)
As 2πv

2
⊥dv⊥dv∥

− c2k2

ω2
+
∑
s

ω2
p,s

ω

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

1/4

(k∥v∥ − ω + nωc,s)
As2πv

2
⊥dv⊥dv∥

(B.125)

D(k, ω) = 1−
c2k2

∥

ω2
−
∑
s

ω2
p,s

ω

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

∂F0,s

∂v⊥
+ k

ω

(
v⊥

∂F0,s

∂v∥
− v∥

∂F0,s

∂v⊥

)
(k∥v∥ − ω + nωc,s)

πv2⊥dv⊥dv∥ (B.126)

Factorizando el último término por k/ω

D(k, ω) = 1−
c2k2

∥

ω2
−
∑
s

ω2
p,s

ω

∫ +∞

−∞

Go,s

v∥ − ω±ωc,s

k∥

dv∥ (B.127)

Donde

G0,s(v∥) =

∫ +∞

0

[(
ω

k∥
− v∥

)
∂F0,s

∂v⊥
+ v⊥

∂F0,s

∂v∥

]
πv2⊥dv⊥ (B.128)

Aqúı podemos hacer un paréntesis y hablar como seguir aproximando, con el fin de poder
evaluar nuestra relación de dispersión, esta vez usando la aproximación de taza de crecimiento
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lento, haremos un Taylor para la variable p = γ− iω, asumiremos que el crecimiento es lento,
es decir, asumiremos que |γ| ≪ |ω|, aśı el Taylor será al rededor de p = −iω, aśı:

D(k, p) = D(k,−iω) + ∂D(k,−iω)
∂p

γ (B.129)

D(k, p) = D(k,−iω) + ∂D(k,−iω)
∂ω

∂ω

∂p
γ (B.130)

D(k, p) = D(k,−iω) + i
∂D(k,−iω)

∂ω
γ (B.131)

donde D(k,−iω) tiene una parte real y otra imaginaria.

D(k,−iω) = Dr(k,−iω) + iDi(k,−iω) (B.132)

Para el caso de ∂D/∂ω guardaremos solo la parte real ya que la parte imaginaria contri-
buye poco a la parte real de Dr:

Dr + iDi + i

(
∂Dr

∂ω
+ i

∂Di

∂ω

)
γ = 0 (B.133)

Dr −
∂Di

∂ω
γ︸ ︷︷ ︸

♡

+i

(
Di +

∂Dr

∂ω
γ

)
︸ ︷︷ ︸

♠

= 0 (B.134)

Donde cada llave deben ser por separado igual a cero, para la primera llave:

♡ → Dr =
∂Di

∂ω
γ (B.135)

Para el caso anterior hab́ıamos mencionado que la derivada de la parte imaginaria de
D(k,−iω) es despreciable, además multiplicado con γ que hab́ıamos asumido pequeño en
comparación a la frecuencia del modo en cuestión, por lo tanto:

Dr = 0 (B.136)

Ahora para el caso de la segunda llave:

♠ → Di = −
∂Dr

∂ω
γ (B.137)

Eso nos permite escribir una expresión para γ
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γ =
−Di

∂Dr/∂ω
(B.138)

Para poder evaluarDr yDi usaremos la relación de Plemelj, sobre la relación de dispersión
para Dk,iω, esto corresponde a:

D(k,−iω) = 1−
c2k2

∥

ω2
− ĺım

γ→0

∑
s

ω2
p,s

ω2

∫ +∞

−∞

g0,s(v∥)

v∥ − p±ωc,s

k∥

dv∥ (B.139)

Asi:

Dr = 1−
c2k2

∥

ω2
−
∑
s

ω2
p,s

ω2
P

∫ +∞

−∞

G0,s(v∥)

v∥ − ω±ωc,s

k∥

dv∥ (B.140)

Di = −π
k

|k|
∑
s

ω2
p,s

ω2
G0,s(v∥)

∣∣∣∣∣
v∥=v∥,res

(B.141)

Donde v∥,res =
ω±ωc,s

k∥

Aśı, la taza de crecimiento:

γ =
−Di

∂Dr/∂ω
= π

k/|k|
∂Dr/∂ω

∑
s

ω2
p,s

ω2
G0,s(v∥)

∣∣∣∣∣
v∥=v∥,res

(B.142)

Recordemos:

G0,s(v∥) =
ω

k∥

∫ +∞

0

∂F0,s

∂v⊥
πv2⊥dv⊥ −

∫ +∞

0

(
v∥
∂F0,s

∂v⊥
− v⊥

∂F0,s

∂v∥

)
πv2⊥dv⊥ (B.143)

Podemos integrar por partes el primer termino de la ecuación anterior:

G0,s(v∥) = −
ω

k∥

∫ +∞

0

F0,s2πv⊥dv⊥ −
∫ +∞

0

(
v∥
∂F0,s

∂v⊥
− v⊥

∂F0,s

∂v∥

)
πv2⊥dv⊥ (B.144)

Aśı:

γ = π
1

∂Dr/∂ω

∑
s

ω2
p,s

ω2

[
− ω

k∥

∫ +∞

0

F0,s2πv⊥dv⊥ −
k∥
|k∥|

∫ +∞

0

(
v∥
∂F0,s

∂v⊥
− v⊥

∂F0,s

∂v∥

)
πv2⊥dv⊥

] ∣∣∣∣∣
v∥=v∥,res

(B.145)
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Ahora, la forma mas fácil de evaluar esta relación de dispersión, es asumir que el plasma
esta frio, a pesar que hicimos todo lo que tiene este capitulo para encontrar las ondas en un
plasma caliente.

Para eso tomaremos F0,s como deltas de Dirac.

F0,s =
1

2πv⊥
δ(v⊥)δ(v∥) (B.146)

Lo que nos permite evaluar G0,s:

G0,s =

∫ +∞

0

[
ω

k∥
− v∥

]
πv2⊥

∂F0,s

∂v⊥
dv⊥ +

∫ +∞

0

v3⊥
∂F0,s

∂v∥
πdv⊥ (B.147)

Podemos integrar por partes nuevamente:

G0,s =

∫ +∞

0

∂

∂v⊥

[(
ω

k∥
− v∥

)
πv2⊥

]
F0,sdv⊥ +

∫ +∞

0

∂

∂v∥

(
v3⊥π

)
F0,sdv⊥ (B.148)

Vemos que el segundo termino es nulo por la derivada en v∥, aśı:

G0,s = −
(
ω

k∥
− v∥

)
δ(v∥) (B.149)

Remplazando esta expresión en la relación de dispersión B,140, resolveremos para la
integral:

∫ +∞

0

−
(

ω
k∥
− v∥

)
δ(v∥)

v∥ − ω±ωc,s

k∥

dv∥ =
− ω

k∥

−ω±ωc,s

k∥

=
ω

ω ± ωc,s

(B.150)

Ahora podemos ignorar el movimiento de los iones ya que al ser mas masivos, tienen
valores para ωc y ωp mucho menores que los electrones, lo que nos permite despreciarlos,
tomaremos el caso (−), aśı:

Dr = −
c2k2

∥

ω
+

ω2
p

ω(ω − ωc)
= 0 (B.151)

Donde también despreciamos la unidad en B,140, esta última ecuación nos permite des-
pejar k∥:

k∥ =
ωpω

1/2

c(ωc − ω)1/2
(B.152)
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Aśı podemos evaluar v∥,res

v∥,res = −c
k∥
|k∥|

(ωc − ω)3/2

ω1/2ωp

(B.153)

Lo que nos permite apreciar que v∥,res y k∥ tienen signos contrarios.
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