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Resumen

En esta investigacién se utilizaron simulaciones de plasmas tipo particle-in-cell (PIC)
para estudiar el efecto de las inestabilidades debidas a anisotropias de temperatura, en la
aceleracion de electrones en plasmas astrofisicos débilmente colisionales. Para generar las
anisotropias de temperatura nuestras simulaciones imponen un movimiento de cizalle o com-
presivo en el plasma. Cuando la anisotropia alcanza un valor umbral, las inestabilidades son
desencadenadas, lo cual controla su aumento. Como los movimientos de cizalle o compresivo
fuerzan el crecimiento de la anisotropia de presién durante todo el tiempo de simulacién,
nuestro estudio captura de manera consistente la evolucién no lineal de las inestabilidades,
sin tener que hacer suposiciones previas sobre el espectro de las ondas.

Estas inestabilidades son capaces de acelerar electrones, a través de interacciones es-
tocasticas llamadas ‘Fermi de segundo orden’. Generando distribuciones tipo ley de potencia
en altas energias. El efecto en la aceleracion de los electrones dependerd principalmente del
tipo de inestabilidad por anisotropia de presion que es inducida. Por ello nos concentraremos
en dos regimenes fisicos: uno relativista como lo son discos de acrecion en torno a objetos
compactos y otro no-relativista como las llamaradas solares, con la intencion de entender el
rol de la temperatura de los electrones en la aceleracion de los mismos.

Encontramos que en ambos regimenes la aceleracion es capaz de generar una ley de poten-
cia en altas energias, siendo el régimen no-relativista el mas eficiente debido la participacién
de distintos tipos de modos a lo largo de la simulacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Motivaciéon Observacional

La presencia de particulas de alta energia es responsable de la emisién no-térmica (es
decir, que no obedece a un espectro de un cuerpo negro) percibida en distintos objetos as-
trofisicos. Ejemplos de estos sistemas son: discos de acreciéon de baja luminosidad en torno a
agujeros negros ([39], [50], [59]), el medio intergaldctico en clusters ([51], [7]), remanentes de
supernova ([5]), jets en nicleos galacticos activos ([54], [30], [15]) e incluso en ambientes mas
cercanos a nuestro planeta, como lo son la corona solar ([4], [61]) y la magnetosfera terrestre

([26]).

Esta tesis se concentra en el problema de aceleraciéon de electrones en dos ambientes
especificos: discos de acrecién en torno a agujeros negros, y el caso mas cercano de de las
llamaradas solares. En lo que respecta a discos de acrecion, sabemos que, por ejemplo, se
requieren electrones no-térmicos para explicar el amplio espectro de emision proveniente del
agujero negro sipermasivo ubicado en el centro de nuestra galaxia, Sagitario A* (Sgr A*) .
En efecto, modelos con electrones con distribuciones de energia tipo ley de potencia en altas
energias (de aqui en adelante “cola no-térmica”), son necesarios para explicar las distintas
caracteristicas en el espectro de emision y en las imédgenes obtenidas desde Sgr A* ([50], [71]).
Similarmente, en otros nucleos activos galacticos de baja luminosidad, la emision de baja fre-
cuencia en radio puede ser explicada si una pequena parte de la energia en el flujo de acrecion
se concentra en una cola no-térmica ([37]). También la emisiéon en rayos X y en infrarrojo
cercano desde Sgr A* en periodos de gran variabilidad puede ser entendida por la presen-
cia de electrones formando una cola no-térmica ([72], [54]). Ademads, existen simulaciones
magneto-hidrodindmicas (MHD) para el flujo de acrecién en Sgr A* que demuestran que la
variabilidad en rayos X mostrada por este sistema podria explicarse al incorporar electrones
no-térmicos en regiones con alta magnetizacion ([2]). Por esta razén entender los mecanismos
que operan en la aceleraciéon de electrones y su correspondiente emisién no-térmica seran
relevantes en el analisis de las imégenes y espectros de este sistema que entregara el proyecto
Event Horizon Telescope (para un review, [16]). En efecto, estudios previos muestran que
la emision de los electrones de una cola no-térmica, puede dominar sobre la emisién de los
electrones térmicos, aun cuando la componente no-térmica contenga un pequena fraccion de



la energia interna total ([41]).

En el caso de las llamaradas solares, sabemos hace muchos anos que constituyen eficien-
tes aceleradores de electrones, los que pueden alcanzar velocidades relativistas ([46]; [4]; [20];
[3]; [49]; [14]; [36]). Ademads, estos ambientes presentan una oportunidad nica de estudio de
la fisica que subyace al fenémeno de aceleracion de electrones, gracias a su cercania y a la
gran variedad de instrumentos dedicados a investigar la fisica de la corona solar y su ulte-
rior interaccién con el medio interplanetario. Dos ejemplos notables de estos instrumentos
son los satélites recientemente lanzados ‘Parker Solar Probe’ ! y ‘Solar Orbiter’ 2, los cuales
permitiran estudiar la corona solar desde distancias nunca antes logradas por una mision
espacial. A pesar de aquello, no hay completo entendimiento de la manera en que el Sol
acelera particulas. Si bien se cree que el fendémeno de reconexién magnética es el proceso
esencial para la transferencia de energia desde los fuertes campos magnéticos presentes en
la corona a las particulas, este por si solo ha tenido dificultad para explicar la aceleracion
de particulas necesarias para explicar las llamaradas. Por ejemplo, en los flujos producidos
en la reconexién, otros mecanismos de energizacién pueden actuar, incluyendo aceleracién de
Fermi de segundo orden, entre electrones y plasmoides formados en la sabana de corriente
[14]; asi como aceleracién de Fermi de primer orden, para el caso de re-conexiéon magnética
relativista [24]. Esto muestra que para entender como el Sol genera particulas no-térmicas
debemos considerar distintos fendmenos de aceleracién, como estos actiian y se complemen-
tan en los distintos escenarios y escalas que presenta el plasma solar.

La principal dificultad para entender estos procesos es que éstos son inherentemente no
lineales y multiescala. Esta tultima caracteristica quiere decir que en ellos actian fenome-
nos de plasmas en escalas espacio-temporales comparables al tamano y tiempo de evolucion
del sistema respectivo (por ejemplo, un remanente se supernova) y ademds escalas espacio-
temporales pequenas, relacionadas a longitud de Debye o frecuencias como la frecuencia del
plasma o la frecuencia de ciclotrén de las particulas cargadas que lo componen. El enfoque de
nuestra investigacion fue entonces concentrarnos en la ”micro-fisica”, es decir, en fenémenos
de escalas espacio-temporales pequenas, para tratar de entender qué rol pueden jugar en la
aceleracion de electrones en diversos plasma astrofisicos de interés observacional. En particu-
lar, nuestro foco estuvo en entender el rol que diversas inestabilidades cinéticas producidas
por anisotropias de temperatura podrian tener en la aceleracion de electrones.

Origen de las Anisotropias e Inestabilidades

En plasmas astrofisicos la aparicion de anisotropias de temperatura es un fenémeno
comun, esto gracias a que en muchos sistemas la evolucién temporal del plasma ocurre en
escalas temporales mucho menores al tiempo tipico para las colisiones Coulombianas entre
particulas. De esta forma el plasma no es capaz de alcanzar el equilibrio termodinamico, per-
mitiendo la aparicion de anisotropias en la presion de las particulas. en el disco de acrecion en
torno a Sgr A*, en donde, como veremos mas adelante, la anisotropia se genera producto de
la conservacion de invariantes adiabaticos relacionados con el momento en las direccion per-

"https://www.nasa.gov/content/goddard/parker-solar-probe
’https://www.esa.int/Science_Exploration/Space_Science/Solar_Orbiter
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pendicular al campo magnético, sumado al aumento del mismo debido a los movimientos de
compresién y/o cizalle al que es sometido el plasma mientras es acretado, es capaz de generar
anisotropia de la forma 7', > Tj y por lo tanto calentamiento por viscosidad anisotropica,
sin embargo hasta el momento atin no hay evidencia directa sobre la anisotropia en estos
ambientes astrofisicos. De forma similar, las configuraciones de lineas de campo magnético
generadas por reconexién magnética, en el Sol, pueden actuar como una trampa magnética.
En la cual, el campo magnético aumenta al ’apilarse’ las lineas de campo hacia la superficie
del sol, pero ademas el loop tiene una configuracién de espejos magnéticos, el cual permite
atrapar los electrones con pitch angle grande, y aquellos con pitch angle pequeno escaparian
hacia los ’footprints’ presentes en la cromosfera. Esa configuraciéon de espejos magnéticos
permitirian generar una distribucion tipo loss cone [19], con T, > Tj. Esta zona presenta
evidencia de electrones en distribuciones no-térmicas [38], [11], [12], gracias a la gran dindmi-
ca que posee debido al flujo producto de la reconexién magnética. En particular, en este sitio
se ha considerado la aceleracién estocéstica producto de ondas de whistler [25] [53] como un
mecanismo de aceleracion de electrones eficiente.

Es en presencia de estas anisotropias donde las inestabilidades cinéticas pueden ser des-
encadenadas utilizando la anisotropia como fuente de energia libre, lo que, a su vez, regula
el crecimiento de ésta. De esta forma en los sistemas astrofisicos débilmente colisionales de
interés en esta tesis encontraremos el ambiente propicio para la aparicion de inestabilidades
cinéticas. Estas inestabilidades, como mostramos mas adelante, pueden interactuar estocasti-
camente con las particulas acelerandolas a energias no térmicas.

Aceleracién Estocastica

El esquema general propuesto por Fermi [18] para el fendmeno aceleracién estocastica, es
el 'nubes’ magnéticas que se mueven y colisionan con las particulas acelerandolas mediante
los campos eléctricos inducidos por la variaciéon temporal de las mismas. Usualmente este
esquema de aceleracion se le llama "'Fermi de segundo orden’ debido a que la ganancia de
energia promedio de las particulas, es proporcional al cuadrado de la velocidad de las 'nubes’
magnéticas. Esto para diferenciarlo de del mecanismo de 'Fermi de primer orden’ (también
llamado aceleracion por difusién de ondas de choque, o DSA por sus siglas en ingles) para el
cual la ganancia de energia promedio es proporcional a la velocidad de la onda de choque.

La aceleraciéon estocéastica producida por el scattering resonante entre los electrones y
ondas en plasmas fue propuesto como mecanismo para acelerar particulas desde un espectro
térmico hasta energias relativistas ([53], [15]). Sin embargo, la eficiencia de la aceleracién
depende (entre otros parametros) del espectro de potencia de la ondas. En nuestros traba-
jos previos ([57] y [58]) exploramos esta idea de manera auto-consistente; es decir, sin hacer
suposiciones previas sobre el espectro de potencia de las ondas. Esto se logré utilizando simu-
laciones de plasma tipo “particle-in-cell” (PIC). En estas simulaciones se impone de manera
externa el crecimiento del campo magnético de fondo, lo cual gatilla las inestabilidades de-
bido al crecimiento de anisotropias en la presién de los electrones. Esto nos permitié generar
distintos tipos de ondas y cuantificar su efecto en la aceleracién de los electrones sin necesidad
de hacer suposiciones sobre sus caracteristicas. El enfocarnos en los regimenes fisicos de los
discos de acrecion en torno a agujeros negros y de las llamaradas solares responde a nuestra



intencién de entender el rol del pardmetro kT,/m.c? (la temperatura de los electrones nor-
malizada por su energia en reposo), el cual puede variar de manera significativa en distintos
ambientes astrofisicos. En efecto, en el caso relativista que caracteriza discos de acrecion en

torno a agujeros negros se tiene que kT,/m.c* >~ 1,y en el régimen no relativista de la
corona solar se tiene que kT, /m.c* < 1.



Capitulo 2

Simulacion del Plasma

Las simulaciones computacionales de plasmas comprenden dos areas principales: las basa-
das en la descripcién cinética y las basadas en la descripcién magnetohidrodinamica (MHD)
del mismo, las que modelan el plasma en diferentes escalas espaciales y temporales. Para el
caso de las simulaciones magnetohidrodinamicas las escalas espaciales son mucho mas gran-
des que la longitud de Debye Ap, la cual es la longitud de apantallamiento de fluctuaciones
de densidad de carga en el plasma. Si solo estamos interesados en promedios sobre muchos
Ap podemos asumir que el plasma es eléctricamente neutro y podemos anular el lado derecho
de la ley de Gauss, lo cual elimina el mecanismo responsable de las oscilaciones del plasma
y las altas frecuencias asociadas con estas. El plasma MHD puede ser considerado un fluido
neutro por el cual las corrientes circulan en circuitos cerrados, de esta forma no hay acumu-
lacién de carga. La aproximacion MHD ademas tipicamente supone que el plasma se mueve
de forma no relativista, esto permite despreciar la corriente de desplazamiento al ser menor a
la corriente de conducciéon del plasma. Otra suposicion tipica del enfoque MHD es considerar
que el tiempo entre colisiones es menor al tiempo MHD caracteristico, con lo cual el sistema
ya no puede ser considerado no-colisional. Por lo tanto las particulas nunca estaran lejos
del equilibrio termodindmico. En resumen, si buscamos estudiar fenémenos cinéticos como
inestabilidades debidas a anisotropias de temperatura (las que requieren que las colisiones
entre particulas sean muy poco frecuentes), este enfoque no es adecuado.

2.1. Plasmas No Colisionales

Una manera de incluir efectos no-térmicos en plasmas con baja colisionalidad, tales como
la presencia de anisotropias de temperatura, aceleracion de particulas o interacciones reso-
nantes entre particulas y ondas, es simular el plasma en una escala espacial comparable a la
longitud de Debye, describiremos el plasma utilizando teoria cinética de particulas. Podemos
describir la evolucién del plasma mediante la ecuacién de Vlasov (Boltzmann no-colisional):



or ﬁ+q(E+V>;B) oF _y, (2.1)

ot 7_m or . op

donde f = dN/drdp es la funcién distribucién de las particulas definida en el espacio de

fase 6D (r,p) y 1D en el tiempo, r es la posicién de las particulas, p = m~yv su momento y
q es la carga eléctrica, junto a las ecuaciones de Maxwell para los campos E y B:

E=°L 2.2
v-E-L 22)
V- B=0 (2.3)
0B
E=_-_"= 2.4
V x o (2.4)
oE
V x B = pod + eopo— (2.5)

ot

Donde la densidad de carga p y la corriente J son definidas por sus respectivos momentos
de la funcién distribucion.

et =Y [ Hlrvo)dv (2.6)

3= /ij(r, v.1) dv (2.7)

La sumatoria en j es sobre todas las especies de particulas en el plasma y la integracion
es sobre todo el espacio de velocidades. La ecuacién de Vlasov para la funcién distribucion
de particulas y las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético constituyen un set
completo de ecuaciones para modelar el plasma no-colisional desde primeros principios. Asi
podriamos resolver el problema simulando la evolucién de f(r, p) en una regién del espacio de
fase modelando a f(r,p) como una funcién continua y resolviendo la ecuacién de Vlasov en
un esquema apropiado. Esto es posible pero numéricamente muy costoso dado que el espacio
de fase es de 6 dimensiones y las interacciones entre todas las particulas son del orden de
N(N —1)/2 ~ N2

2.2. Simulaciones Particle-in-Cell (PIC)

Alternativamente podemos realizar simulaciones tipo PIC (Particle-in-cell) en donde el
plasma es representado por una coleccién de macro-particulas (estas representan la masa y
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carga de un gran numero de particulas reales) donde su evolucién es obtenida integrando
la fuerza de Lorentz. La evolucién de los campos se obtiene resolviendo las ecuaciones de
Maxwell en una grilla que representa el dominio de la simulacién, y la corriente es calculada
sumando las contribuciones de cada macro-particula.

En las simulaciones PIC la ecuacién de Vlasov es resuelta indirectamente al integrar las
trayectorias de las particulas, este enfoque es equivalente al método de resolver directamente
la ecuacion de Vlasov en el espacio de fase, para mostrar esto reescribamos la ecuacién de
Vlasov como una ecuaciéon de adveccion:

or | Vip- (fU) =0 (2.8)
ot

Donde V., = (0/0r,0/0p) y U = (p/ym, q(E+vxB/c)) de esta forma nuestra ecuacién
se puede resolver usando el método de las caracteristicas donde reescribimos la ecuacion de
adveccion (ecuacién diferencial parcial de primer orden) en las ecuaciones de Newton (ecua-
ciones diferenciales ordinarias) a lo largo de las curvas caracteristicas que corresponden a las
trayectorias de las particulas. Los tres pasos principales realizados por intervalo temporal
en una simulacién PIC son: (i) resolver las ecuaciones de Newton con la fuerza de Lorentz
relativista para cada particula y evolucionar su velocidad y posicién, (ii) calcular la contri-
bucién de cada particula a las densidades de carga y corriente, y (iii) resolver las ecuaciones
de Maxwell y actualizar los campos en el dominio de la simulacién (para mas detalles de la
implementacion ver [62]).

2.3. Generacion de Anisotropias por Movimiento de
Cizalle

En esta tesis nos interesa estudiar el efecto de inestabilidades debidas a anisotropias de
temperatura en la aceleracion no-térmica de electrones, concentrandonos en el caso en que
la temperatura perpendicular al campo magnético de fondo, T'| . es mayor que la tempera-
tura paralela, T} .. Para poder encontrar este efecto, resulta clave simular las inestabilidades
durante tiempos prolongados, comparables a la evolucion macroscépica del plasma, los que
corresponden a los tiempos en que las inestabilidades debiesen operar en situaciones astrofisi-
cas/espaciales realistas. Sin embargo, la mayoria de los estudios tedéricos y numéricos de este
tipo de inestabilidades, se enfocan s6lo en una etapa inicial, en la que existe una evolucion
lineal y exponencial de éstas. Por esta razén, en esta tesis presentamos simulaciones en que
las anisotropias de temperatura de los electrones son permanentemente producidas por la
amplificacién de un campo magnético ‘de fondo’ B. Esta amplificacion puede deberse a mo-
vimientos macroscépicos del plasma, los que pueden ser tipo cizalle (por ejemplo, en presencia
de turbulencia no compresiva) o compresivos (por ejemplo, en ondas de choque). En estas
circunstancias, la conservacién del momento magnético de los electrones = v3 /B (donde
vy . es la componente de su velocidad perpendicular a B) implica un crecimiento de 7' .



En efecto, en estas circunstancias es posible mostrar que T’ . y T} . obedecen las llamadas
ecuaciones de estado ‘doblemente adiabéticas’ o CGL [13]:

K R =8 B (2.9)

e

donde n,. es la densidad de los electrones. Esto implica que, por ejemplo, si n. es constante
(lo cual ocurre en un movimiento tipo cizalle), la amplificacién de B reduce 7], exacerbando
atn mds la anisotropia T'; . > T} .. Si, por otro lado, B crece por un movimiento compresivo,
se tiene que B o n. (por conservacion del flujo magnético), y en ese caso 1| . crece mien-
tras 7). se mantiene constante. De este modo, podemos ver que, independientemente de la
naturaleza de la amplificacién de B, esta siempre dard origen a una anisotropia 1 o > T ..
Por lo tanto, por medio de imponer una amplificaciéon permanente de B por movimientos
de cizalle o compresivos, es posible mantener a las inestabilidades operando durante tiempos
prolongados similares a los que ocurren en situaciones realistas, permitiendo asi capturar
de manera consistente el efecto de aceleracion de electrones que las inestabilidades pueden
tener. En esta tesis nos concentraremos en el caso en que las inestabilidades son generadas
por movimientos tipo cizalle.

En la préxima seccion explicaremos en detalle como un movimiento tipo cizalle puede dar
origen a una amplificacién de un campo magnético de fondo que permite la generacion de la
anisotropia T’ o > T ..

2.4. Evolucién de los Campos

Ahora dada la configuraciéon de campo magnético inicial y el movimiento de cizalle im-
puesto evaluemos la evolucién temporal del campo magnético promedio. Para ver esto usemos
la ley de Ohm usual J’ = o¢E’ donde las cantidades con prima estan evaluadas en el sistema
de referencia en reposo con respecto al plasma. Para el caso general podemos transformar el
campo eléctrico E> = E 4+ U x B y la densidad de corriente J’ = J donde las cantidades sin
prima estan evaluadas en el sistema laboratorio, con esto la ley de Ohm en el caso general
para un elemento de fluido con velocidad U esta dada por:

J=0(E+ U x B) (2.10)
Esto nos permite despejar el campo electrico,

E=J/oc-UxB (2.11)

Si asumimos alta conductividad podemos despreciar el primer termino de la ecuacion
2.11, usando esta definicién en la ley de Faraday obtenemos,
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Figura 2.1: Esquema de la evolucién del campo magnético B. El panel a) muestra el instante
inicial, donde el campo magnético es de la forma B = Byz. El panel b) muestra un instante

posterior, donde el movimiento de cizalle U = —sxy, genera un aumento del campo magnético
en el eje 4.
En el caso de nuestro movimiento de cizalle U = —sxy y B = ByZ obtenemos,
0B
— = —5Byy 2.13
ot 0Y ( )

Lo que muestra un aumento en la magnitud del campo magnético en la direccion —y,
como muestra la figura 2.1.

De este modo, y como se explica en la seccion 2.1, debido a la falta de colisiones el
momento magnético de los electrones (p, = v} ,/|B|) es conservado, por lo cual al aumentar
la magnitud del campo magnético la presién perpendicular al campo magnético también
aumenta en la misma proporcion, esto produce un aumento en la anisotropia en la presién de
los electrones, definida como Ap, = p . — pj.., Esto muestra que el proceso de crecimiento
del campo magnético naturalmente da origen a anisotropia de temperatura. Este proceso
de crecimiento de la anisotropia también implica energizacion de las particulas, la cual, al
ser producido por un movimiento tipo cizalle, la denominaremos viscosidad anisotrépica. A
continuacion describiremos en detalle el origen fisico de esta viscosidad.

2.4.1. Viscosidad Anisotrépica

Primero que todo, definiremos los siguientes promedios, donde el indice s denota la especie
de la poblaciéon de particulas, electrones e iones en general y las integraciones son en todo el



espacio de velocidades V,

ng(r,t) = /V fo(r,v,t) d®v (2.14)
U,(r,t) = nis/vvfs(r,v,t) d*v (2.15)
Ws(r,t):/V%ms v? fo(r,v,t) d*v (2.16)
Qs(r,t):/véms v vf(r,v,t) d*v (2.17)

ﬁ)(r, t) = /Vms (v —U,) (v —U,) fi(r,v,t) d®v (2.18)

La densidad de nimero, ng, es el promedio de particulas del tipo s por unidad de volumen,
la velocidad, Uy, es la velocidad promedio de la especie s, la densidad de energia cinética, Wi,
es la energfa cinética promedio (1/2)msv? de la especie s por unidad de volumen, el tensor
presiéon P, = P;; es la taza promedio en la cual el momento es transportado en la direccién ¢
a través de la superficie j en el sistema de referencia que se mueve con la velocidad promedio
Uy, la cantidad (v — Uy)(v — Uy) esta definida por la siguiente matriz:

(v—-Ug)(v—-Uy) =

(U:p - st)(vm - st) (Ux - st)(vy - Usy) (Um - Usa:)(Uz - Usz) (219)
(vy = Usy) (Ve = Usz)  (vy — Uy )(vy = Usy)  (vy — Ugy) (02 — Usz)
('Uz - Usz)(vx - st) (Uz - Usz)(vy - Usy) (Uz - Usz)(vz - Usz)

También podemos definir las densidades de masa p,,, carga p, y corriente J usando los
promedios anteriormente definidos.

Pq = Z esNs (2.20)
Pm = stns (2.21)

J=> em,U, (2.22)
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Con esto podemos escribir las primeras tres ecuaciones de momentos para la ecuacién de
Vlasov (2.1), estas son:

dp
—+V-J=0 2.23
5 (2.23)
dU;

pm—t = p[E+ U, x B - V- 2 (2.24)

ow
—+V-Q=E-J (2.25)

ot
Donde en la ecuacién 2.25 W = > Wy es la densidad total de energia cinética y

Q =>_,Q, es el flujo total de energia cinética.

Nuestro objetivo al invocar las ecuaciones de momentos es obtener una expresién para
el cambio en la energia del plasma (y dar cierre a la secuencia de momentos), para ello
escribiremos la ecuacién 2.25 para un sistema de referencia que se mueve con el fluido, U,,
realizando el siguiente cambio de variable v .= U + u, donde u es la velocidad térmica,
la cual por su naturaleza aleatoria tiene promedio cero, hacer este cambio de variable nos
permite escribir:

Pl(r1) = /V me uu f(r, v, t) v (2.26)

1
q(r,t) = / 5 s u?u fi(r,v,t) d®v (2.27)
v

La ultima ecuacion corresponde al flujo de energia en el sistema de referencia que se mueve
con el fluido, notemos también la traza:

T (Bl (. 1)) = / o u fo(r,v, ) do (2.28)
1%
Da cuenta de la presion ’escalar’

ps = 2Ty (FZ) (2.29)

Asi podemos relacionar la presién con la densidad de energia cinética,
3 1 5 3
—ps(r,t) = | = mgufs(r,v,t) d’v (2.30)
2 2
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Comenzaremos con el flujo de energia cinética por especie, la ecuacién (16), para el cambio
de variable propuesto, (omitiremos las dependencias (r, v, t)) esto es:

1
Q.= [ 5me (Ut af (U 4w fod (2:31)
1%
ms 3 2 2 2
Q, = —/ d uf5<u u+Uzu+2(u-Uj)u+u"Us+
2 Jv (2.32)

U2U, +2(u - US)US)

Ahora debido a la naturaleza aleatoria de la velocidad térmica u los terminos proporcio-
nales a u' integran cero.

Q, = ’%/ d*u f, <u2u +2(u-Ugu+v?U, + U§U8> (2.33)
v
mg 3 2 3
QS:—/ d’uu”u f +Us-ms/duuuf5+
5 v N U2IVJ (2.34)
—Sms/dg‘utﬂfs—i——S - S/dgufs
2 v 2 v

Notemos que el primer termino al lado derecho de la ecuacién 2.34 es por definicién qs,
para el segundo término la velocidad U, es una constante, por lo cual la podemos sacar de

la integral dejando dentro de ella uu, lo cual corresponde al tensor presién Py, en el tercer

termino tenemos T (Py) y en el tltimo no hay términos proporcionales a u por lo cual al
integrar fs(r,v,t) obtenemos solo la densidad de nimero n.

US S S 2 US
Donde ﬁs U =) 5 PiiUsj, ahora debemos calcular la divergencia de Q,
s 3
‘ VvV TV
© L)

Veamos los términos por separado,

12



&~ V- (U, ? UP”)

8U OP;; 2.

=i?Z:V'Us+Us'<V~i°f>

En la ultima ecuacion hemos definido el doble producto punto ”: 7, el cual més claro de
ver usando notacién de Einstein.

S S S SUS
VI % V- (n,UU2) = %va  (n,U,) + 2= g2 (2.38)
3 3 3

Finalmente nos queda:

VeQ =V.q,+ PV U U, (VP + D0V (n,U,) +

mengUg
2

(2.40)

3 3
VUZ +5p:V - U+ UL -V,
Ahora apliquemos el cambio de variable a la densidad de energia cinética Wy , esto es:

W, = %/ ms v* fy dPv = %/ ms (Us +u)? f, dPu (2.41)
2 Jy 2 Jy

Al desarrollar el binomio (U,+u)? el termino cruzado integra cero, por lo cual lo podemos
descartar

W, = ”2L / W, BPu+ =2 U2/ fo dPu (2.42)
1 2
W, = ST (P)) + % (2.43)
2
W, = §ps + _msnSUs <244>

2 2

Tomando derivada temporal
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oW, _ 30ps N ms A(UzZn,)
ot 20t 2 ot
30ps  nsmsOU?  Ulmg On,

_3 9.45
st T2 ot T2 o (2.45)
3 Op. oU, U2m, On,

=3 T Ust T

Ahora juntando (y ordenando) todo tenemos que la ecuacién de momento de orden 2
queda como

80p, | 3 U,

SO DV U 4, U

U2 Sas U2m,

2m BZJF 2m V. (nU,) +V-q,+ P,V -Ust (2.46)

S~Ss 3
(v Py 4 mensY VU2 4 ZU, VP —E-J, =0

Acéd notemos que los primeros dos términos de la ecuacién anterior corresponde a la
dps ’

derivada convectiva de p; (la cual notaremos como “¢), ademds veamos que para el cuarto y

quinto (primero y segundo de la segunda fila) corresponde a la ecuacién de continuidad por

lo cual al sumarlos se anulan,

3 dp, o,
S U4V g+ P U

2 di % 5 ; (2.47)
(V- Pr) 4 Dl 5-VU§+§US~VpS—E~JS:0

Para simplificar atin mas tomemos la ecuacién de momento de orden 1, la ecuacién 2.24,
y le hacemos producto punto con la velocidad promedio -Uy, esto es

—— (% 4 (U, - V)US> U, +J,-E—(V-P.)-U, =0 (2.48)
—msns% U, —many(U, - V)U, - U, +J,-E— (V-P)-U, =0 (2.49)

desarrollemos un poco el segundo termino

oU;
msnS(US . V)US . US = mSnSUia—;Uj

1002
= mgnU;— — 2.50
men > or, ( )

mengsU

_ s 2
= =5 VU
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de esta forma tenemos

—msns%-us—%&~VU§+JS-E—(V.?S)-US_0 (2.51)

De esta forma al sumar la ecuacion 2.51 con la ecuacién 2.47 se anulan todos los términos
de 2.51 quedando

3 0ps
2 Ot

3
+V-qs+E>:V-US+§pSV-Us:O (2.52)

En el tercer termino de la ecuacién anterior el tensor presion lo podemos separar en su
parte diagonal (ps) y los términos fuera de la diagonal, esto es:

Pl = Tp+ &7 (2.53)
Con esto
oU; oU; U,
s VoUe=5y oz, V% o, i ox;
=P 8:cj + UU 8561

=p,V-U,+57: V- U,

Con la ecuaciéon 2.54 en la ecuaciéon 2.52 y recordando la ecuacién 2.30 obtenemos final-
mente

oW,
ot

5
+V.qs+<a>:v.Us+§psts:o (2.55)

Esta ecuacién da cuenta de la conservacién de energia cinética para la especie s del plasma,
el segundo termino corresponde al flujo de energia cinética en el sistema de referencia del
fluido, el tercer termino corresponde al calentamiento por viscosidad anisotropica, el tltimo
es el calentamiento por compresion. Notemos que esta ecuacién corresponde al caso general.
Para aplicarla en el caso de nuestro interés debemos considerar que la velocidad promedio
de nuestras particulas sujetas al movimiento de cizalle es < v > = U, = —quy, de esta
forma V - Uy = 0, por lo cual no hay calentamiento por compresién, veamos el termino de
calentamiento viscoso.

oUs, ; oU
S . - OUs,j Yy
vs:V-U, = ;j Os.ij P JSM—w (2.56)
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La ultima igualdad es debido a que el resto de las derivadas son nulas para U, = —qxy,
para calcular o, consideremos un sistema de referencia que se mueve con velocidad U, (ver
figura 4.20) podemos relacionar las velocidades en ambos sistemas como

vy = cosf vy +sin b v,

2.57
vy = —sin @ vy + cos O vy ( )
De esta forma,
Ts.zy st/ d3v fs V20
1%
=mg / d*v fs (cos 0 vy + sin 6 vy )(—sin 6 v, + cosf v,) (2.58)
1%

=mg sin 6 cos 9/ fs (V2 —v2) v+ mg (cos® 6 — sin® 0) / fs vy dPv
v v

Podemos considerar nuestro plasma como girotrépico, es decir que la presion es isotropica
en cualquier direcciéon perpendicular al campo magnético promedio. Esto permite que el
tensor presién en el sistema de referencia del fluido sea diagonal y esté caracterizado solo por
la presion paralela y perpendicular al campo magnético por lo cual

ms/ fs Vorvy v =0

1%

ms/ fov2 d*v = Dll,s (2.59)
1%

2 13
ms/ Jsvy d’v=py
1%

Usando el set de ecuaciones 2.59 en la ecuacién 2.58 tenemos:

Os oy =sinfcosO(p s —p|s) (2.60)

Luego

57V U, = —gsinfcost (piL s —pj,s) (2.61)

Pero por construccion
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@ =cosf = Bz
(2.62)
ﬂ = —sinf=b
B !
Por lo cual,
ﬁ: V. Us =dq Bxl;y (pJ_,s _pH,s) (263)

Anteriormente habiamos mostrado que la evolucién temporal del campo magnético esta
dada por:

oB

e — _gBn 2.64
ot qboY ( )
esto muestra que la inica componente del campo magnético que cambia en el tiempo es

B,, la componente B, permanece constante e inicialmente corresponde al modulo del campo
magnético, por lo cual podemos escribir la ecuacién anterior como

aBy —

Si evaluamos la derivada temporal del modulo del campo magnético, esto es:

Bl 0, ., o 1 OB
—— = _—(B2+B)Y? = 2B,—
or ot BT BT = smmy e 2Py
BB (2.66)
_ _4PxDy
B|

Recordamos las ecuaciones 2.62 podemos escribir:

0|B|/ot o

Con esto podemos escribir el termino de calentamiento por viscosidad anisotropica como

~9|BJ/ot

o.:V-U, = (PLs—D|s) (2.68)
|B’ Il

Finalmente podemos escribir la ecuacién de conservacién de energia (sin flujo de energia
cinética) como:

17



oW
ot

= kAp, (2.69)

Donde k es la taza de crecimiento del campo magnético (k = 0|B|/0t/|B|)

Esta ganancia de energia es lo que denominamos viscosidad anisotropica, y serd una fuente
permanente de calentamiento de los electrones en nuestras simulaciones. Este calentamiento
por viscosidad actuara sobre las particulas ademas del proceso de aceleracion estocastica de-
bido a interaccion onda-particula, también conocida como aceleracion de Fermi de segundo
orden. La idea esencial de este tipo de aceleracion no térmica de particulas la explicaremos
en mayor detalle en el capitulo 3.

2.5. Meétodo de Simulaciéon

Usamos el codigo PIC electromagnético y relativista TRISTAN-MP en 2D y 1D [65],
[8]. Se utilizé este codigo para simular plasmas con iones ‘infinitamente masivos’. Esto quiere
decir que los iones estan inméviles y su presencia es para mantener la neutralidad del plasma.
De esta forma nos podemos enfocar en las inestabilidades que operan en escalas atingentes
a la dindamica de los electrones. Esta suposicion es razonable dada la significativa separacién
de escalas espacio-temporales entre las dindmicas de iones y electrones (dado que la razén de
masa entre protones y electrones es aproximadamente 1836). El dominio de la simulacién es
una caja cuadrada para el caso 2D y una franja delgada a lo largo del eje & en el caso 1D, en
donde nuestro plasma esta contenido con un campo magnético inicial Bg = Byz. El sistema
esta bajo un movimiento de cizalle de modo que la velocidad de las particulas es < v >= —szy
donde z es la distancia a lo largo de z y s es el parametro del cizalle, el cual tiene unidades
de frecuencia (ver en el Apéndice A la manera en que se imponen los movimientos tipo
cizalle en nuestras simulaciones). El uso de simulaciones en una dimensién esta permitido
siempre y cuando los modos dominantes generados por las inestabilidades dominantes sean
para paralelos (o cuasi-paralelos) al campo magnético promedio. Al cumplirse esta condicién
podemos simular, en lugar de una caja bidimensional, una franja delgada donde la tinica
componente capturada es la componente paralela al campo magnético promedio. De esta
forma se pueden ejecutar simulaciones menos costosas computacionalmente y de igual forma
capturar la fisica relevante dada la geometria de los modos. Los resultados obtenidos con
simulaciones en 1D fueron contrastados con simulaciones en 2D, mostrando gran correlacion
en la eficiencia de la aceleracion en los casos en que efectivamente ésta esta dominada por
modos paralelos al campo de fondo.

2.5.1. Parametros Esenciales de las Simulaciones

Los parametros fisicos relevantes en nuestras simulaciones son: el parametro beta inicial
de los electrones S inic que corresponde al cociente entre la presién de los electrones y la
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presién magnética (3, = 8mn.kgT,/B?), la temperatura expresada como kT, /m.c* (donde
kg, T. y m. son la constante de Boltzmann, la temperatura de los electrones y la masa de
los electrones) esto corresponde a la cispide de la distribucién de velocidades en el instante
inicial, donde esta es maxweliana. El tercer y 1ltimo parametro fisico es la magnetizacion
inicial definida como el cociente entre el valor inicial de la frecuencia de ciclotrén de lo
electrones y el pardmetro del cizalle s, w../s (w.. = eB/m.c, donde e es la carga del electrén
y c es la velocidad de la luz). Usualmente en astrofisica el cociente w,../s es enorme. Como
referencia a ~ 10 radios de Schwarzschild de Sgr A* el plasma tiene una magnetizacién del
orden de w,./s ~ 10" [54], en donde el pardmetro del cizalle s aproximadamente corresponde
a la frecuencia de rotacién Kepleriana a esa distancia de Sgr A*. Dado que no es posible
simular plasmas con magnetizaciones realistas debido al alto costo computacional, en cambio,
utilizaremos valores que cumplan con la condicién w,./s > 1 pero mucho menores que las
magnetizaciones reales, esto bajo la hipotesis de que la magnetizaciéon no juega un papel
relevante en la eficiencia de aceleracién de electrones siempre que w, /s > 1. Comprobaremos
que esta hipdtesis es correcta verificando que un aumento considerable en la magnetizacion,
es decir del doble o el triple del valor inicial, no afecte la aceleracion final. Nuestro objetivo es
determinar para que valores de S jnic ¥ kgTe/ mec? la aceleracién por inestabilidades cinéticas
debido a anisotropias de la temperatura es relevante. Estudios previos ([15]; [53]) muestran
que la aceleracién por ondas de Whistler es sensible al cociente w,/w, ., este cociente puede
ser determinado por los pardmetros S, y kgT./m.c?, para esto recordemos:

,  Ame’n,
Whe =~
N (2.70)
s e’B?
o mic?
de esta forma podemos armar,
wpe N> ATnemec?
D€ o ellle
(o) - mpe
ahora podemos reescribir 5, como:
kT, NeMeC?
Be = (mQCQ) ( I -47r) -2 (2.72)
asi
g,/2 = Fele (@pe 2 (2.73)
T mec? We,e '

de esta forma podemos determinar el cociente w, /w, . como:
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We,e 2kBTe
<=y 2.74
Wp.e 5€m602 ( )

Los pardmetros numéricos en nuestras simulaciones son: el nimero de macro-electrones
por celda N, la "skin depth”de los electrones en unidades de la separacién en los puntos
de grilla c/wy,/A,.
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Capitulo 3

Interaccion Onda-Particula

Hasta el momento hemos discutido como la amplificacion del campo magnético de fon-
do por movimientos tipo cizalle en un plasma no-colisional puede producir anisotropias de
temperatura, las que producen calentamiento de particulas por viscosidad, y ademas pue-
den dar origen a inestabilidades.. En este capitulo describiremos cémo este proceso puede
ademas producir aceleracion estocastica de los electrones, debido a la interaccién entre estas
particulas y las ondas producidas por las inestabilidades.

En efecto, las inestabilidades consisten en crecimientos exponenciales de diversos tipos de
modos en el plasma, los que producen scattering en las particulas, limitando las anisotropias
que les dieron origen. La presencia de estas inestabilidades se ha verificado en mediciones
in-situ de anisotropias en la temperatura de iones y electrones en ambientes como el viento
solar ([27],[48]) y la magnetésfera terrestre ([9], [69]). En estas mediciones, se ha podido
verificar que las anisotropias pueden crecer hasta cierto limite, el cual coincide con diversas
predicciones de teorfa lineal de Vlasov ([21]). En efecto, en el Apéndice B utilizamos dicha
teoria para mostrar la apariciéon de la inestabilidad de whistler debido a la presencia de
anisotropias en la temperatura en los electrones.

En este capitulo describiremos en términos generales porqué la existencia de modos ines-
tables debido a la presencia de anisotropias puede dar origen a aceleracién estocastica de
electrones. Para eso nos basaremos en el esquema de aceleracion estocastica propuesto origi-
nalmente por Fermi [18], en el cual las particulas cargadas chocan y son reflejadas eldstica-
mente por nubes magnéticas muy masivas que se mueven de forma aleatoria con una velocidad
tipica v (hoy en dia estas nubes magnéticas son remplazadas por fluctuaciones MHD o en
nuestro caso por las ondas producidas por las inestabilidades). En la idea original de Fermi,
los sucesivos encuentros y reflexiones de las particulas con las nubes magnéticas hacen que
las particulas puedan perder o ganar energia, esto dependiendo si es una colisiéon por alcance
o de frente. Para ver esto imaginemos este proceso de scattering como una colisién elastica
entre los electrones (de velocidad v y masa m) y las nubes magnéticas (de velocidad V' y
masa M) las cantidades con primas son luego de la colisién, entonces usando la conservaciéon
de momento y energia obtenemos que la velocidad del electrén luego del scattering esta dada
por:
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,v(m—M)+2MV
v = V] (3.1)

Ahora, asumiendo que la masa de las nubes magnéticas es muy grande en comparacién
con la de los electrones (m < M), tenemos que:

V' =—v+2V (3.2)

de esta forma si la colision es de frente (v > 0y V < 0) tenemos que:

v =—(v+2V) (3.3)

y si es por alcance:

v =—(v—2V) (3.4)

tenemos que en ambos casos la particula es reflejada, ya que las particulas se mueven
mucho mas rapido que las nubes (ya que en general son relativistas y las nubes no), pero
en el caso que la colisién es de frente la particula es reflejada con mayor velocidad. Para
que las particulas experimenten un aumento sostenido las colisiones de frente deben ser mas
frecuentes que las por alcance. Esto es en efecto lo que se espera ya que la velocidad relativa
entre la particula y la nube es mayor para una colisién de frente que por alcance, por lo tanto
podemos estimar las frecuencias de colisiéon en ambos casos usando una separacion tipica para
los electrones y las nubes, la cual llamaremos A, asi para el caso de las colisiones de frente
tenemos que la velocidad relativa es v + V' y en el caso por colisiones por alcance v — V', asi
la frecuencia de colisiones (w = Viejativa/A) €s mayor en el caso donde las particulas ganan
energia.

3.1. Aceleracion de Fermi de 2 orden

Para comenzar es instructivo considerar el mismo esquema de Fermi donde el scattering es
modelado como una colision elastica entre un objeto muy masivo representado por una nube
magnética y otro de mayor velocidad pero mucho menos masivo como lo son los electrones
relativistas, debido a la diferencia entre las masas la nube magnética no ve alterada su
velocidad, pero la particula es reflejada conservando su energia, en el sistema de referencia
que se mueve solidario a la nube magnética el cual denotaremos como S’. En este sistema
de referencia utilizando las transformaciones de Lorentz podemos escribir la energia y el
momento de la particula de la siguiente forma:

E'=~v(E-pV) p.=7p.—VE/?) (3.5)
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donde v = (1 —V?/c®)"/2 y p, = |p| cosb.

Luego de la colision, la energia de la particula se conserva pero el momento es reflejado,
de esta forma la energia y el momento quedan como:

E'=y(E-pV) po=7(VE/c¢~p.) (3.6)

Para contabilizar la ganancia de energia debemos volver al sistema de referencia del
observador al cual denotaremos con doble prima (S”)

B = (E'+1)) (3.7)

reemplazando por las cantidades en el sistema de referencia S’ tenemos

E'=+*(E+V?E/c* —2Vp,) (3.8)

asumiremos que nuestras particulas son ultra-relativistas, es decir que su velocidad es del
orden de ¢ por los tanto p, = —(E/c) cos 6, asi

E" =~+?E (1+ (2V/c)cosf + V?/c?) (3.9)

ahora asumiremos que las nubes magnéticas no son relativistas, por lo tanto

9 1

- - 1 2/c? 1
v =V +Ve/c (3.10)
reemplazando tenemos:
E'=FE 1+ V?*/)(1+ (2V/c)cosf + V?/c?) (3.11)
guardando hasta el segundo orden en V/¢
E"=E (1+ (2V/c)cosf +2V?/c?) (3.12)
finalmente
AE =E"— E = E((2V/c)cos + 2(V/c)?) (3.13)

Ahora debemos promediar en el angulo de incidencia 6, para eso recordemos que debemos
asignar distintas probabilidades de ocurrencia a la colisién dependiendo si esta es de frente
(0 = 0) o por alcance (6 = ), para ello consideraremos que la probabilidad de ocurrencia de la
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Figura 3.1: Esquema original de Fermi

interaccion es directamente proporcional al flujo de particulas y este a su vez es inversamente
proporcional al tiempo que le toma a una particula a una distancia L de la nube y con el
mismo angulo 6 atravesar el plano de incidencia (representado con una linea azul en la figura
3.1) el cual se mueve con la velocidad de la nube. Para estimar este tiempo (lo llamaremos
T,) consideraremos como 7T al tiempo que tomarfa atravesar el plano de incidencia pero en
el caso que la nube tenga velocidad nula, de esta forma podemos definir el tiempo 7}, como
la distancia L menos la distancia recorrida por la nube en el tiempo T, todo esto dividido
por la velocidad de la particula.

L —-T,Vcost

C

Vv
T, =Ty —T,—cosf (3.14)
c
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Con esto el tiempo de viaje de la particula se puede escribir convenientemente como

Ty
T, = 1
" 1+ (V/c)cosb (3.15)

para asi escribir nuestra distribucion de probabilidad como

P ox 1+ (V/e)cosb (3.16)

esta probabilidad es maxima cuando la colision es con # = 0 y minima cuando la colision
es por alcance con 6 = 7, por lo cual las interacciones que energizan a las particulas son mas
probables que ocurran, de esta forma podemos tomar promedio para todos los angulos de
incidencia integrando en todo el angulo solido df) = 2wd cos # y normalizando con P

JTAQAE - P

BE =T

(3.17)

para resolver esto notemos en AE que solo tenemos dependencia en 6 en un solo termino
por lo cual solo debemos resolver dos integrales, estas son:

/ﬂdCOSQ (14 (V/c)cos) = —2 (3.18)

T —2
/ dcosf (cosf + (V/c) cos? ) = v (3.19)
0

3¢

Asi,

S22 () -5()

De esta forma podemos estimar el cambio en energia como:

~ — - 21
dt Toc 3 (3:21)

C Tse

dE  (AE) S(V)QE

Donde 7, es el tiempo tipico entre dos procesos de scattering sucesivos. El cambio en la
energia es proporcional al cuadrado de la velocidad de las nubes magnéticas, razén por la
cual este proceso es llamado ‘de segundo orden’.
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o DL Y
dx > T

Figura 3.2: Espacio de Fase
3.2. Indice espectral: Ecuacién de Vlasov ‘colisional’

Ya estamos en posicion de obtener un indice espectral usando la ecuaciéon de difusion y
perdida. Para obtener esta ecuacién usaremos la ecuacion de Vlasov, que describe la evolucién
de la funcién distibucién de un plasma (f), pero considerando las interacciones aleatorias y
de corto alcance entre las ondas (representadas por las nubes magnéticas) y los electrones.
Para ello agregaremos un operador ‘colisional’, el cual trataremos como un proceso difusivo
producto de la aleatoriedad del scattering. Entonces en un espacio de fase definido por las
variables posicién (1 dimensién para simplificar, luego extenderemos el resultado a 3 dimen-
siones) y energia podemos escribir:

of 0 (. dx o (,dE\  [(6f
o (Va) ras (1) = (). 3:22)

Para obtener una expresion del lado derecho de esta ecuacion consideraremos el espacio
de fase de la figura 3.2, donde graficamos en un eje la energia y el otro la posicion, los flujos
mostrados corresponden a los cambios en energia y en posicién de los electrones producto de
la interaccién con las nubes magnéticas. Asi podemos contabilizar el cambio en el nimero de
electrones del area demarcada con gris en la figura como:

ﬁf(x, E t)dE dx = (¢.(x, E,t) — ¢pprae(r + dx, E t)) dE +

ot (3.23)
(pp(z, B, t) — ¢piap(r, B+ dE,t)) dx
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dividiendo por el volumen del espacio de fase dF dx obtenemos derivadas para el flujo en
espacio y energia

of _ _0b: 9w
ot Ox oE

(3.24)

ahora debemos calcular los flujos ¢, y ¢g y obtener los coeficientes de difusion, para
ello consideremos primero la difusiéon espacial, para lo cual tomaremos como diferencial de
longitud dz el camino libre medio de la particula \,., también consideraremos el tiempo tipico
del scattering como 75 = 1/v., donde vz = (v) /A, es la frecuencia de scattering dada por
el cociente entre la velocidad media de las particulas y el camino libre medio. Asumiremos
que en cada casillero del espacio de fase es igual de probable difundir hacia la izquierda o
a la derecha (ver figura 3.2) por lo cual para una poblacién grande de particulas podemos
considerar que la mitad va para izquierda y la otra mitad para la derecha. De esta forma
podemos considerar el flujo ¢, como el nimero de particulas que se mueven de casillero
((1/2)f; dE dx) dividido el tiempo que les toma por el area transversal (7. dz). Asi el flujo
a través de la linea solida del dibujo esta dado por las contribuciones de los casilleros a cada
uno de sus lados, esto es,

o fz dE )\sc fi+1 dE >\sc

%= Y dE T, | 2dB T, (3.25)

multiplicando esta expresién por Ag./As. podemos armar una derivada, asi,

A2 Of
= ————— 3.26
¢ 2Ts. Ox ( )
donde denotaremos como el coeficiente de difusion espacial D, = 2’\;
of
= —D,—~ 3.27
6= -D.5L (327)
asumiendo que A, v T4 son independientes de las coordenadas espaciales
by >*f
=—-D,—= 3.28
ox Ox? (3:28)

Usando el mismo argumento podemos extender este resultado a las 3 dimensiones espa-
ciales, asi podemos escribir el termino de difusién espacial como:

olom
ox

= —D,V*f (3.29)

De esta misma forma podemos derivar el coeficiente de difusién en energia, pero ahora
nuestro diferencial de energia dE estard dado por la raiz del promedio al cuadrado de AFE
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obtenido en la ecuacién 3.13, guardando hasta el segundo orden tenemos que:

(AE)? = 4E*(V/c)? cos® 0

(3.30)

Para tomar promedio en un ensamble de particulas que chocan isotropicamente con nues-
tra nube magnética, debemos calcular el siguiente promedio

(cos? B) — Jy dcos® cos® 0 (1 + (V/c) cos )

1
Jo dcosf (14 (V/e)cos) 3 (3.31)
asi,
(=4 (V) 2 .
3\ c .
con esto podemos escribir el flujo ¢ como:
_ ([ilAEP)  fin (AE)) 1
¢E o ( 2 Tse B 2 Toe ) <(AE)2> (333)
asi,

b5 = %(@Q

3.34
2 Tee ( )
€cOomo:

reemplazando la ecuacién 3.32 en la 3.34 y definiendo el coeficiente de difusién en energia

2 > g2
pe-2(L)E
3 \c Toc

(3.35)
también definimos el tiempo de aceleracién 7,. como
T,
Tae = - (3.36)
5(V/e)y?
finalmente
of
=—Dp—— 3.37
P Ear (3.37)
donde
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EQ
Dp = — (3.38)

T[l C

aprovechando nuestras nuevas definiciones, podemos reescribir el resultado de la ecuacion
3.21 como

t

= = (3.39)

TS C Ta C

dE 8 <v>2 E 4F
3

C

de esta forma podemos escribir nuestra ecuacién de Vlasov mas el operador de colisiona-
lidad efectiva como:

of 0 (.dz\ 0 [, AE o, 0% (E® )\
e G ) Rl G R R =1 Cor) U

ahora podemos transformar esta ecuacion en la de difusion y perdida haciendo algunas
aproximaciones. En la parte espacial de esta ecuacién asumiremos que las particulas son
aceleradas hasta que escapan del sistema en el cual son energizadas. El tiempo tipico que le
toma a una particula escapar lo llamaremos 7.... Ademéds asumiremos homogeneidad espacial
de la funcion f, de esta forma aproximaremos el segundo término de la ecuacion 3.40 por
f/Tese vy podemos anular el termino de difusién en el espacio, asi tenemos

of f 8 (. 4AE 2 (E* )\
E _'_ Tesc + a_E <f TCLC) - @ (a f a O (341>

buscando una solucion estacionaria de la forma f = kE™" donde k es una constante y v
es el indice espectral.

+ - =0 (3.42)
Tesc T(IC T(IC
asi,
Toe _ )24y 2 (3.43)
TESC

resolviendo para v, obtenemos:

1 Tac

9
z 3.44
2 Tesec + 4 ( )

De esta forma tenemos un indice para el espectro de energia de los electrones.
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Capitulo 4

Resultados

Llego el momento de mostrar, usando simulaciones PIC, como las inestabilidades debidas
a anisotropias de temperatura pueden acelerar electrones. Dividiremos este analisis en dos
partes, en la primera parte analizaremos el caso relativista que caracteriza discos de acrecién
en torno a agujeros negros y otros objetos compactos, y en la segunda parte analizaremos el
caso no-relativista que corresponde a las condiciones del plasma en las llamaradas solares.

4.1. Caso Relativista

Analizaremos el caso en que imponemos un movimiento tipo cizalle (de modo de amplificar
lentamente el campo de fondo) a un plasma con valores iniciales 8. = 2 y kgT./m.c* = 0,28.
Este lo tomaremos como caso de referencia y mostraremos como estas inestabilidades regulan
la anisotropia en la temperatura de los electrones y ademas aceleran electrones.

En la figura 4.1 panel a) vemos como debido al cizalle evoluciona la energia en las compo-
nentes del campo magnético promedio (B). La componente y, en linea solida verde, permanece
constante, mientras la componente z, en linea solida azul, aumenta en el tiempo producto
del cizalle impuesto sobre el plasma. Ademé&s se muestra la evolucién de la energia en las
fluctuaciones magnéticas (0B = B — (B)), en linea roja solida, dividido en dos componen-
tes, una cuasi-paralela 0B, en linea negra segmentada, y otra oblicua 0B, en linea solida
negra, respecto al campo magnético promedio. Definimos un modo ‘cuasi-paralelo’ cuando el
angulo entre su vector de onda k y el campo magnético promedio (B) es menor a 20 grados,
en el caso contrario se denomina como modo ‘oblicuo’. Para nuestro caso los modos inesta-
bles dominantes son quasi-paralelos y de naturaleza electromagnética, mas adelante veremos
que estos tienen polarizacién derecha, por lo que los identificaremos como modos de Whistler.

En la figura 4.1 panel b), vemos la evolucién en la temperatura de los electrones, en las
componentes paralela y perpendicular al campo magnético promedio (B). Debido al aumento
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Figura 4.1: Evolucién temporal de los campos y temperatura para el caso de referencia con
valores iniciales de . = 2y O, = O, = kgT,/m.c* = 0,28. El eje horizontal inferior
muestra muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de cizalle s, el eje horizontal
superior muestra el valor instantaneo de f. = w../wp.. El Panel a) muestra la evolucién
temporal de la energia en las componentes x (linea continua azul) e y (linea continua ver-
de) del campo magnético promedio (B). En linea continua roja se muestra la evolucién en
energia de las fluctuaciones en el campo magnético B = B — (B). En linea negra continua se
muestra la evolucién temporal de la contribucion a 6 B de los modos quasi-paralelos al campo
magnético promedio y en linea negra segmentada la contribucién de los modos oblicuos al
campo magnético promedio. El panel b) muestra la evolucién temporal de la temperatura
perpendicular y paralela al campo magnético promedio y en lineas segmentadas se muestra
la evolucién segun la ecuacién de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL). El panel
c) muestra la evolucién temporal de la energia del campo eléctrico en las fluctuaciones elec-
trostaticas y electromagnéticas, en lineas azul y negra, respectivamente.
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Figura 4.2: Evolucién temporal de distintos parametros, para el caso de referencia relati-
vista. El panel a) muestra la anisotropia en la presién de los electrones Ap. = pi . — pj.e
normalizado por la presién paralela pj .. El panel b) muestra, en linea solida roja, la taza de
calentamiento de los electrones, promediado sobre las particulas. Esto comparado con la taza
de calentamiento por viscosidad anisotropica producto de la anisotropia en la presién de los
electrones, promediado sobre las particulas. El panel ¢) se muestra la evolucién del momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor inicial.
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neto del mismo, la temperatura paralela al campo disminuye y la temperatura perpendicular
al campo aumenta, aumentando la anisotropia. Esto ocurre de manera adiabatica hasta el
momento en el que emergen las inestabilidades. En linea segmentada para cada caso, se mues-
tra la aproximacion usando la ecuacion de estado CGL, mencionada anteriormente. Hasta el
instante ¢ - s = 0,5 la evolucién en la anisotropia corresponde bastante bien a esta aproxi-
macién, esto debido a que el aumento del campo magnético se hace de manera lenta. Luego
de ese instante, se produce un desvio de esta aproximacién adiabatica debido a la rapida
variacion de los campos, producto de las fluctuaciones generadas por las inestabilidades, li-
mitando la diferencia entre ambas componentes y por lo tanto limitando la anisotropia en la
temperatura electrénica.

Esto mismo lo podemos observar en la figura 4.2 panel c¢), donde se muestra el momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor promedio inicial. E1 momento
magnético permanece relativamente constante hasta el momento donde emergen las inesta-
bilidades, en donde sale del régimen adiabatico. En la misma figura, panel a) se muestra
la evolucién de la anisotropia, pero esta vez en la presion de los electrones. De este grafico
podemos ver como la anisotropia aumenta rapidamente hasta la generacion de las inestabili-
dades, las cuales regulan la tasa de su aumento. El panel b) muestra como el calentamiento
por viscosidad anisotropica, es la inica fuente de energia del sistema, y es proporcional a la
tasa de crecimiento del campo magnético de fondo y a la anisotropia de presiéon como vimos
en el capitulo 2.
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Figura 4.3: Caso Relativista: Distribucién espacial de las componentes de las fluctuaciones
0B, JE, la densidad de los electrones on.(= n. — (n.)) y la energia en B, los campos
normalizados por el modulo del campo magnético inicial y la densidad por su valor promedio
(ne), con flechas negras se muestra la direccién en la que apunta el campo magnético promedio
(B). Esto para el instante ¢t - ¢ = 0,7

Podemos dar mas luces sobre la geometria de los modos de Whistler observando la fi-
gura 4.3 que nos presenta las fluctuaciones de las componentes de los campos eléctrico y
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magnéticos, donde podemos ver que estas son mayoritariamente paralelas al campo magnéti-
co promedio (B), pero ademas podemos advertir la ausencia de fluctuaciones en la densidad
de los electrones lo que nos indica que los modos inestables son de naturaleza electromagnéti-
ca.
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Figura 4.4: Evolucién temporal del espectro de energia de los electrones con el tiempo co-
rrespondiente a cada espectro mostrado en la barra de color. A partir del instante t-s = 0,6
(espectros amarillos) hay una répido crecimiento de la cola no-térmica

4.1.1. Aceleracion no-térmica

El calentamiento por viscosidad anisotropica tiene dos consecuencias. Primero, esta el
calentamiento global por viscosidad, el cual lo podemos ver en la figura 4.4, donde el maximo
del espectro se mueve a mayores energias. Pero ademas hay aceleracién, la cual se puede ver
a partir de la generacion de una cola no-térmica a altas energias, la cual se modela como
una ley de potencia de la forma: dn/dy o< (v — 1)~%. La formacién de esta cola no-térmica
ocurre producto de la interaccién entre modos inestables y los electrones, y se sostiene hasta
el final de la simulacion momento en el cual alcanza un indice espectral de a; = 3,7.

Aspecto clave para la aceleracion de electrones y el posterior desarrollo de una cola no-
térmica, es la evoluciéon de los modos. Para entender este aspecto, calculamos el espectro de
potencia de las fluctuaciones dB del campo magnético, realizando transformadas de Fourier en
el tiempo y en el espacio de 0B. Para simplificar este andlisis, corrimos simulaciones andlogas
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Figura 4.5: Evolucion temporal de la relaciéon de dispersion. Donde 6B, y 6B L,zy COTTESpPON-
den a las transformadas de Fourier en tiempo y espacio para componentes de las fluctua-
ciones magnéticas 0B perpendiculares al campo magnético promedio (B). La combinacién
6B, +i6B |zy Permite mostrar modos con polarizacién circular derecha e izquierda, con fre-
cuencias w negativas y positivas, respectivamente. En este caso podemos advertir que los
modos inestables corresponden a modos de Whistler dada su polarizacion circular derecha.

a la mostrada en la figura 4.5, pero en una dimensién (1D). Estas simulaciones entregaron
similares resultados en términos de la aceleracion de los electrones. El uso de simulaciones
1D es valido debido a que los modos que dominan son cuasi-paralelos (se propagan a lo
largo del campo magnético de fondo), y por lo tanto pueden ser capturados bastante bien en
simulaciones 1D.

La figura 4.5 muestra para distintos tiempos el médulo de 6B, + 6B Lzy, donde el tilde
denota la transformada de Fourier de una cantidad, i = v/—1, y 6B ,, corresponde a la
componente de 5B perpendicular tanto al campo magnético de fondo B y al eje z. Es posible
mostrar que la combinacién 6B, + i B L,zy hace que las contribuciones de ondas de polari-
zacion circular izquierda y derecha aparezcan con frecuencias w mayor y menor que cero,
respectivamente (ver, por ejemplo, [33]). El hecho que en nuestro caso el espectro de las on-
das esté dominado por ondas con w < 0 indica que la inestabilidad corresponde a ondas con
polarizacion circular derecha, lo que coincide con la expectativa de que estamos en presencia
de ondas de Whistler.

La figura 4.5 muestra como los modos dominantes tienen nimeros de onda més pequenos.
Esto permite que los modos interactien con particulas térmicas como aquellas de alta energia.
La condicién de resonancia es:

W — k”UH = wqe/'y (4.1)

Donde w es la frecuencia de los modos, v es la velocidad de los electrones paralela al
campo magnético y w.. es la frecuencia de ciclotrén no-relativista de los electrones. Los
modos de Whistler satisfacen [70]:

w/wC,e = Ape/(Ape +pH,e) (42)
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Para este caso Ap./p|. ~ 1y asumiendo v ~ 1, de esta forma la condicién de resonancia
queda como:

We,e ~ Ky lv)] (4.3)

Es necesario que para el proceso de aceleracién sea sostenido en el tiempo, los modos
inestables deben ir disminuyendo su nimero de onda a medida que avanza la simulacion, asi
las nuevas particulas no-térmicas generadas luego de la emergencia de los modos inestables,
pueden seguir interactuando con nuevos modos.
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Figura 4.6: Ambos paneles muestran el cambio promedio del factor de Lorentz para dos
grupos de electrones, el primero corresponde a los electrones que para el final de la simulacion
(t-s = 3) tienen un factor gamma de Lorentz mayor a 10, a este grupo lo llamamos ‘particulas
no-térmicas’; el segundo grupo de electrones corresponde a aquellos que para el final de la
simulacion tienen un factor de Lorentz entre 1,99 < v < 2, las cuales llamamos ‘particulas
térmicas’. En ambos casos el trabajo hecho por el campo eléctrico se muestra en azul y el
trabajo hecho por el calentamiento por viscosidad anisotropica en verde. En negro se muestra
el cambio promedio del factor de Lorentz. En ambos casos el trabajo hecho por la viscosidad
anisotropica es positivo, pero el trabajo hecho por el campo eléctrico es negativo para el caso
de electrones térmicos, y para el caso de los electrones no-térmicos el trabajo hecho por el
campo eléctrico es la principal fuente de energia.

Para estudiar esta interaccion entre los modos inestables y los electrones estudiamos dos
poblaciones de particulas, las cuales caracterizamos por su factor de Lorentz final. A cada
uno de estos grupos calculamos su factor de Lorentz promedio, asi como el trabajo realizado
por el calentamiento por viscosidad anisotropica y el trabajo hecho por el campo eléctrico
asociado a los modos inestables, como se aprecia en la figura 4.6. En ambos casos el calenta-
miento por viscosidad anisotropica y el trabajo hecho por el campo eléctrico da cuenta del
cambio promedio en el factor de Lorentz de cada poblacién. Si bien el proceso de viscosidad
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Figura 4.7: Panel a) muestra el espectro de simulaciones con kgT./m.c* = 0,28, w../s = 1200
y con distintos valores de f. luego de tres periodos de cizalle (¢ - s = 3). La linea punteada
corresponde a un espectro térmico. A medida que el valor inicial de [, aumenta el espectro
final presenta una cola con un menor indice espectral, este ultimo alcanza su maximo en
los casos de 5. = 1y . = 2. El panel b) muestra los espectros finales de simulaciones con
Be,ini = 2 (lineas rojas) y fe.ini = 5 (lineas azules), cada caso con dos valores de w, /s = 1200
(lineas solidas) y wc./s = 3000 (lineas punteadas). Para ambos casos de [.;,; el indice
espectral no cambia significativamente al aumentar w../s, esto muestra que w,./s no juega
un rol preponderante en la aceleracién y posterior formacién de la cola de altas energias,
incluso para valores realistas de we /s

anisotropica energiza a ambos grupos de particulas, el aspecto mas interesante a notar es que
el trabajo hecho por el campo eléctrico entrega energia a la poblacion no-térmica pero se lo
quita a la poblacion de electrones térmicos. Ademas el trabajo hecho por el campo eléctrico
sobre la poblacion no-térmica es mas del doble al trabajo realizado por el calentamiento por
viscosidad anisotropica.

4.1.2. Dependencia en [, y wc,/s

La figura 4.7 panel a) muestra el espectro final para cuatro simulaciones con con kT, /m.c?
0,28, w./s = 1200 y distintos valores iniciales de .. Vemos que luego de ¢ - s = 3,0 a menor
B inicial, mayor dureza en la cola no-térmica, donde los casos con . = 1y . = 2 son
aquellos que desarrollan un menor indice espectral (es decir, la aceleraciéon mas eficiente).
Esto se debe a que a mayor [, inicial la inestabilidad de Whistler pone una cota menor a la
anisotropia [22], lo que limita el calentamiento por viscosidad anisotropica, esto lo podemos
ver en la figura 4.7 panel a) donde el méximo de las distribuciones se encuentra a mayores
energias para (. mas pequenos. El caso con ., = 1 presenta una cola no-térmica mas
‘quebrada’ o con mas 'bumps’ que el caso con S, ;,; = 2, esto sugiere que la evolucién de los
modos a numeros de onda m&as pequenos mostrados para el caso de referencia en la figura
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4.5, también sucede para el caso con . ;n; = 1. Elegimos el caso con S, = 2 como caso de
referencia ya que genera un indice espectral similar al caso f,; = 1, pero con una cola a
altas energias menos quebrada y con un indice espectral méas claro.

Nuestras simulaciones tienen valores para la magnetizacion de los electrones que son mu-
cho mayores que la unidad, pero que atin estan muy lejos de los valores realistas presentes en
ambientes astrofisicos. Para probar que este parametro no afecta nuestros resultados com-
pararemos simulaciones con [ ;,; = 2 y 5 y con magnetizaciones w, /s = 1200 y 3000 en el
panel b) de la figura 4.7. Vemos que para ambos casos e = 2y 5 (en rojo y azul respec-
tivamente) hay poca diferencia entre los casos con w../s = 1200 y 3000 (en lineas solidas y
punteadas respectivamente), y la diferencia es que el caso de mayor magnetizacién presenta
un espectro algo mas duro, lo que nos sugiere que al seguir aumentando la magnetizacion
nuestra cola no-térmica no desaparecera.

4.2. Caso No-Relativista

En este caso analizaremos simulaciones que buscan ser representativas de las condiciones
encontradas en llamaradas solares, especificamente en las zonas llamadas ‘above-the-loop-
top’ (ALT). Estos pardmetros estan basados en los valores esperados en la zona ALT, para
la temperatura de los electrones se reportan valores de algunas decenas de MK ([17], [43],
[44], [20]), la densidad de los electrones, es estimada en el rango de n, ~ 10® — 10'? [em ™3]
([17], [43], [44], [67]), asi como la intensidad del campo magnético, la cual es cercana a
B = 100 [G] ([32]). Basados en esto elegimos los siguientes valores iniciales para nuestras
simulaciones: T, = 52 [M K] , B =100 [G] y n. = 10° [em™?]. Equivalentemente (3, = 0,0625
v kgT./m.c®> = 0,00875

La figura 4.8 es andloga a la figura 4.1. En su panel b), podemos ver que la evolucién
en la anisotropia es similar al caso no-relativista, a excepcion de que la emergencia de las
inestabilidades ocurre a tiempos posteriores. Por lo cual estas simulaciones corren por cuatro
periodos de cizalle s7!, con el fin de capturar de mejor manera las evolucién de los modos
inestables.

La figura 4.8 panel a) muestra que inicialmente los modos oblicuos (aquellos en que el
angulo entre su vector de onda k y el campo magnético promedio (B) es mayor a 20 grados)
son dominantes hasta aproximadamente el instante ¢ - s ~ 2,2 donde modos cuasi-paralelos
comienzan a dominar. Otra caracteristica que diferencia estos dos regimenes es la impor-
tante componente electrostatica de los modos oblicuos, lo cual se puede ver con claridad en
la figura 4.8 panel ¢) donde se muestra la energia asociada a componentes electrostatica y
electromagnética del campo eléctrico de los modos. Inicialmente en el régimen ‘oblicuo’ la
energia asociada a las fluctuaciones eléctricas es principalmente de naturaleza electrostatica,
la que gradualmente cede ante la parte electromagnética, para que en tiempos posteriores
entrado en el régimen ‘cuasi-paralelo’ la energia de las fluctuaciones eléctricas sea predomi-
nantemente de naturaleza electromagnética. Esta misma situacién se puede apreciar en los
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Figura 4.8: Evolucion temporal de los campos y temperatura para el caso no relativista con
valores iniciales de 3, = 0,0625 O, = O, | = kpT./m.c* = 0,00875. El eje horizontal inferior
muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de cizalle s, el eje horizontal superior
muestra el valor instantédneo de f. = w./w,.. El Panel a) muestra la evolucién temporal de
la energia en las componentes z (linea continua azul) e y (linea continua verde) del campo
magnético promedio (B). En linea continua roja se muestra la evolucién en energia de las
fluctuaciones en el campo magnético B = B — (B). En linea negra continua se muestra la
evolucién temporal de la contribuciéon a § B de los modos quasi-paralelos al campo magnéti-
co promedio y en linea negra segmentada la contribucién de los modos oblicuos al campo
magnético promedio. El panel b) muestra la evolucién temporal de la temperatura perpendi-
cular y paralela al campo magnético promedio, en lineas segmentadas se muestra la evolucién
segin la ecuacién de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL). El panel ¢) muestra la
evolucién temporal de la energia en las fluctuaciones electrostaticas y electromagnéticas, en
lineas azul y negra, respectivamente.

paneles d) de las figuras 4.9 y 4.10 donde se muestran las fluctuaciones en la densidad de
los electrones. En el instante ¢ - s = 1,5 se pueden ver modos oblicuos en las fluctuaciones
de densidad de electrones, lo cual refleja la presencia de una significativa fluctuacién en la
densidad de carga del plasma (recordar que en nuestras simulaciones los iones sélo se mueven
con el fluido de fondo, pero no tienen dindmica), esto implica la presencia de una componente
electrostatica en ese régimen. Posteriormente, en el instante ¢ - s = 3,0 entrado ya el régimen
‘cuasi-paralelo’ las fluctuaciones en la densidad de los electrones ya no son preponderantes,
pero de todas formas se puede advertir la presencia de un modo electrostatico cuasi-paralelo.

4.2.1. Comparacion con teoria lineal.

Una aspecto relevante sobre esta transicién entre modos electromagnéticos paralelos y mo-
dos oblicuos con componente electrostatica, es si existe correlato en la teoria lineal. Estudios
previos [21] muestran que para el rango de pardmetros del plasma no-relativista presentados
en esta seccién, existen tres tipos de modos relevantes: modos de Whistler, modos Z (ambos
predominantemente paralelos al campo magnético promedio) y modos cuasi-electrostaticos
(oblicuos al campo magnético promedio). Usando teoria de Vlasov lineal es posible encontrar
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Figura 4.9: Caso No-relativista: Distribucion espacial de las componentes de las fluctuaciones,
0B (paneles e, f y g), 0E (paneles a, b y ¢), la densidad de los electrones dn.(= n. — (n.);
panel d) y la energia en dB, los campos normalizados por el modulo del campo magnético
inicial y la densidad por su valor promedio (n.). Con flechas negras se muestra la direccién en
la que apunta el campo magnético promedio (B). Todos los paneles corresponden al instante
t-s=1,5
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Figura 4.10: Mismo caso que el presentado que la figura 4.9, pero para el instante ¢ - s = 3,0

qué modos son mas inestables. Esta informacion fue proveida por nuestro colaborador Da-
niel Verscharen, quien hizo uso del ‘The New Hampshire Dispersion relation Solver’ (NHDS)
presentado en [68].

De este modo obtuvimos los umbrales para la anisotropia en la temperatura O, | /O —1
necesarios para el crecimiento de los distintos modos, esto asumiendo valores para la taza de
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Figura 4.11: Umbrales de anisotropia para el crecimiento de modos paralelos (lineas seg-
mentadas) y modos con propagacién libre (lineas sélidas) como funcién del parametro f, y
la temperatura paralela de los electrones (para tres valores diferenciados por colores). Los
paneles (a) y (b) muestran los umbrales asumiendo tazas de crecimiento de v, = 1072 w,, y
vy = 107% w,, respectivamente.

crecimiento vy, el pardmetro f. y la temperatura paralela electrénica O, .

La figura 4.11 muestra los umbrales para los tres modos presentes en nuestras simulacio-
nes, los identificaremos por siglas en ingles: modos de Whistler como ‘parallel electromagne-
tic whistler’ (PEMW), modos Z como ‘parallel electromagnetic Z’ (PEMZ), modos oblicuos
cuasi-electrostéticos como ‘oblique quasi-electrostatic’ (OQES), donde los primeros dos tipos
de modos tienen propagacion paralela al campo magnético promedio, mientras que el tltimo
se propaga preferentemente de manera oblicua. Las lineas segmentadas corresponden a los
umbrales para los modos de propagacién paralela (considerando el menor umbral entre los
modos PEMW y modos PEMZ), mientras que las lineas solidas corresponden al modo con
menor umbral de anisotropia considerando todos los angulos de propagacion. En colores se
muestran los umbrales asumiendo distintos valores para la temperatura paralela de los elec-
trones, O, = 0,002 en rojo, O, = 0,006 en verde y O = 0,02 en azul. El panel a) muestra
los umbrales de anisotropfa asumiendo una tasa de crecimiento 7, /w.. = 1072 y el panel b)
asume una tasa de crecimiento de 7, /w., = 107,

Para el caso de la simulacién presentada en la figura 4.8 estimamos v, mirando el panel a),
durante la fase de crecimiento exponencial que ocurre para 0B la cual ocurre en el intervalo
de tiempo t - s ~ 1,2 — 1,4. En este intervalo 0B aumenta 10 veces su valor aproximada-
mente. Asi la tasa de crecimiento es del orden de 7, ~ 10s. Tomando que esta simulacién
tiene una magnetizaciéon inicial de wf:"e’ /s = 1200, podemos expresar la tasa de crecimiento
COmo 7y, = 10_2wif‘ei por lo cual para esta simulacién el panel a) de la figura 4.11 es el mas
representativo. Para los casos con temperatura paralela ©.) = 2 x 1072y O = 6 x 1073
vemos que hay una separacién entre los modos que son de propagacion paralela de aquellos

con propagacion libre, estos ultimos los cuales tienen menor umbral de anisotropia.
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Esta separacién nos muestra que hay casos para los cuales los modos oblicuos cuasi-
electrostaticos son mas inestables y por lo tanto dominan por sobre los modos paralelos. Esto

ocurre para dos casos de la temperatura paralela . = 0,002 y ©,) = 0,006 y cuando el
parametro f, esta entre 0,4 < f, <18y 0.8 < f. < 1,3, respectivamente. Veamos que estas

son precisamente las condiciones que se cumplen cuando los modos oblicuos dominan al co-
mienzo de la simulacién, desde que la inestabilidad emerge hasta que deja de ser dominante
ocurre para valores del parametro f, entre 0,8 < f. < 1,3, ademas el panel b) de la figura 4.8

muestra que para ese intervalo de valores de f. la temperatura paralela O, esta en el rango
de 0,0025 < O, < 0,005, lo cual es consistente con la teoria lineal presentada.

4.2.2. Aceleracién no-térmica

Vemos en la figura 4.12 que al momento de emerger los primeros modos oblicuos, a partir
del instante t - s ~ 1,4 hasta el instante ¢ - s ~ 2,2, estos no son tan eficientes acelerando
particulas. Mas bien durante esta primera etapa estos modos predominantemente calientan
las particulas que inicialmente tienen mayor energia, sin mayor cambio en el indice espectral.
Este calentamiento tiene efectos regulando la anisotropia, en el panel a) de la figura 4.13 y el
panel b) de la figura 4.8, los cuales muestran la anisotropia en la presién y en la temperatura
respectivamente. Durante esta fase inicial el plasma disminuye su anisotropia, por tnica vez
en toda la simulacion. Luego cuando los modos paralelos son los dominantes, la aceleracion
se hace mas eficiente y la anisotropia comienza nuevamente a aumentar. Esta fase donde los
modos paralelos dominan es cuando la aceleracion es realmente eficiente, lo que produce un
indice espectral que llega a o, = 2,9 al final de la simulacién.

Podemos obtener mas luces sobre como estos modos interactian con los electrones, ana-
lizando pe, 1 /pe, v la energizacién, de tres grupos de electrones, diferenciados por su energia
final. Estos tienen como objetivo caracterizar distintas zonas del espectro final. La primera
son los electrones que llamamos ‘térmicos’ (7. — 1 < 0,05) y corresponden a aquellos en el
peak del espectro. La segunda zona corresponde a los electrones en la cola ‘no-térmica’ entre
0,05 < 7.—1 < 0,2, lo cual corresponde al intervalo que mas se asemeja a una ley de potencia
de indice espectral a, = 2,9, estos electrones lo llamaremos ‘no-térmicos de baja energia’. El
intervalo final corresponde al ‘chichén’ en la parte mas energética del espectro (0,2 < v, — 1),
a estos electrones los llamaremos ‘no-térmicos de alta energia’.

La figura 4.14 muestra la evolucién de las diferentes fuentes de energizacion para nuestras
tres poblaciones de electrones: electrones ‘térmicos’ en el panel a), electrones ‘no-térmicos de
baja energia’ en el panel b) y electrones ‘no-térmicos de alta energfa’ en el panel ¢). Si bien la
viscosidad anisotropica es el mecanismo dominante en la evolucién de la tasa de energizacion
total de los electrones, como muestra el panel b) de la figura 4.14. El trabajo hecho por el
campo eléctrico asociado a los modos inestables, es el mecanismo principal de energizacion
de los electrones, para los electrones no térmicos de alta energia mostrados en el panel c).
Ademas el trabajo hecho por los modos inestables actia de forma diferente dependiendo de
la posiciéon en el espectro de los electrones, a diferencia de los electrones en la cola no-térmica,
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Figura 4.12: Evolucion temporal del espectro de energia de los electrones, el tiempo corres-
pondiente a cada espectro se muestra en la barra de color.
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Figura 4.13: Evolucién temporal de distintos parametros para el caso de referencia no-
relativista. El panel a) muestra la anisotropia en la presion de los electrones Ap. = p1 c —pjj.e
normalizado por la presién paralela pj .. El panel b) muestra, en linea solida roja, la taza de
calentamiento de los electrones, promediado sobre las particulas. Esto comparado con la taza
de calentamiento por viscosidad anisotropica producto de la anisotropia en la presiéon de los
electrones, promediado sobre las particulas. El panel ¢) se muestra la evolucién del momento
magnético promedio de los electrones, normalizado por su valor inicial.

para los electrones ‘térmicos’ el trabajo hecho por los modos inestables es negativo. Esto su-
giere que la formacién de la cola no-térmica es causada por la transferencia de energia, desde
los electrones térmicos, a través de los campos eléctricos generados por los modos inestables.
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Figura 4.14: Evolucion temporal de las distintas contribuciones a la energizaciéon de los elec-
trones (normalizadas por su energia en reposo), divididos en tres poblaciones, dependiendo
de su energia final. El panel a) muestra electrones que para el final de la simulacién cumplen
con v, < 1,05, el panel b) electrones que para el final cumplen con 1,05 < 7, < 1,2 y el
panel c) electrones que para el final cumplen con 1,2 < 7,.. En cada panel se muestra en linea
negra solida la evolucién de la energia promedio para el correspondiente grupo de electrones,
en linea azul el trabajo promedio hecho por el campo eléctrico (Wg) sobre los electrones, en
linea verde el trabajo promedio hecho por la viscosidad anisotropica (AV) sobre los electrones
y final mente en rojo la suma de los trabajos anteriores
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Figura 4.15: p, ./p| promedio para tres distintas poblaciones de electrones, dependiendo de
su energia final. En rojo electrones que para el final de la simulaciéon cumplen con v, < 1,05,
en verde electrones que para el final cumplen con 1,05 < 7, < 1,2 y en azul electrones que
para el final cumplen con 1,2 < 7,. Cada panel muestra un caso con distinta magnetizacion,
vemos que para los tres casos el comportamiento de la anisotropia es similar, sugiriendo que
la evolucién de este es bastante independiente de la magnetizacion.

Cabe mencionar que una situacion bastante similar al caso relativista presentado en la figura
4.6, donde el campo eléctrico asociado a las inestabilidades extrae energia en la poblacién de
electrones ‘térmicos’ y se lo entrega a aquellos electrones que terminan en la cola no-térmica.

La figura 4.15 muestra la evolucién de p, . /pj . promedio, para las tres poblaciones de elec-
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trones especificadas en el parrafo anterior y para tres casos de distinta magnetizacion wé”; /s.
Ademas para comparar, en linea segmentada negra, se muestra la evolucién de p, ./pj. de
acuerdo a la ecuacién de estado CGL para una poblacién que inicialmente es isotrépica. Lo
primero que salta a la vista en la figura 4.15 es que los electrones que terminan con mayor
energia al final de la simulacién, inicialmente tienen un angulo de inclinacién mayor, esto
se podria explicar por la forma que opera el calentamiento por viscosidad anisotropica, el
cual es proporcional a la anisotropia en la presiéon, por lo cual a mayor anisotropia mayor
es el calentamiento. Luego de que los modos oblicuos emergen hay un rapido decrecimiento
del angulo de inclinacién principalmente para las poblaciones no-térmicas, acercandose a la
isotropia. Durante este periodo es donde encontramos que la contribucién de estos modos
oblicuos a la aceleracion es poco relevante, pero no asi el calentamiento. En la figura 4.13
durante este periodo (1,5 < t-s < 2,2) vemos que los electrones de mayor energia avanzan a
aln mayores energias generando un pequeno ‘bump’ antes de entrar en el régimen de modos
paralelos (lineas color cyan). En la figura 4.14 cuando los modos paralelos entran en accién,
podemos ver que estos energizan mas eficientemente electrones. Por lo cual, si bien la contri-
bucion a la aceleracion de los modos oblicuos es sub-dominante, estos dejan a los electrones
de mayor energia en mejor pie para seguir ganando energia por la aceleracion estocéstica
generada por los modos paralelos.

4.2.3. Dependencia en w../s y extrapolacién a valores realistas.

Estimaremos el pardmetro s dividiendo la velocidad de Alfvén tipica v4 en la zona ’'loop-
tops’ (va debe ser cercana a la velocidad de las lineas de campo recién re-conectadas, siendo
expulsadas de la sabana de corriente) por la longitud tipica de los "looptops’ contrayéndose
Lpr. Usando los pardmetros de referencia n, ~ 10°(cm™3] y B ~ 100[G], ademas estiman-
do Lyr ~ 10%[em] [11], obtenemos s ~ 1[seg™!| y wee/s ~ 10°. Estos valores estdn muy
por encima de los que podemos alcanzar en nuestras simulaciones. Por lo tanto, debemos
cerciorarnos de que la predominancia de los modos PEMZ y OQES mostrada en el caso
Wee/s = 1200 ocurra de forma similar para casos con w../s realistas, asi como el efecto que
tiene la aceleracion de electrones en el espectro final de los electrones.

El pardametro s establece la escala de tiempo en la cual evolucionan las condiciones ma-
croscopicas del plasma, entre ellas la tasa de crecimiento de los modos inestables 7,. Como
habiamos mostrado para el calculo de los umbrales de anisotropia, nuestro caso de referen-
cia no-relativista presenta una tasa de crecimiento para los modos inestables del orden de
vg/s ~ 10. La figura 4.16 nos muestra que esta tasa de crecimiento es similar para los tres
casos presentados los cuales solo difieren en el valor de w../s. Esto nos sugiere que para
encontrar que modos son inestables para valores realistas de w../s, debemos calcular los
umbrales de anisotropfa para valores comparativamente mas pequenos de w,./7,. Esto se
muestra en el panel b) de la figura 4.11 donde se calculan los umbrales de anisotropia para
los mismos valores de f, y O, mostrados en el panel a) de la misma figura, pero asumien-
do una tasa de v,/w.. = 107%. Podemos ver que para esta tasa de crecimiento los modos
PEMW, PEMZ y OQES dominan de forma similar al caso mostrado v,/w.. = 1072, Esto
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Figura 4.16: Comparacion de la evolucion temporal de la energia contenida en las fluctuacio-
nes del campo magnético dB, dividido en modos paralelos (lineas continuas) y modos oblicuos
(lineas segmentadas) , para los casos con w../s = 600, 1200 y 2400, en color verde, rojo y
negro, respectivamente.

nos muestra que el rol de los diferentes modos inestables en el control de la anisotropia no
cambia significativamente para valores realistas de w../s.

Sobre el efecto final en el espectro, la figura 4.17 muestra el instante final (¢ - s = 4,0)
de 4 simulaciones para el caso de referencia no-relativista las cuales solo difieren en el valor
inicial pardmetro w../s. Vemos que no hay diferencias significativas en el indice espectral
final, salvo un pequeno endurecimiento en el espectro a medida aumenta el valor inicial de
Wee/ S, el cual para los casos wee/s = 1200 y w. /s = 2400 es despreciable. Esto nos muestra
que la aceleracién final no se ve afectada por el aumento de w../s, y de hacerlo el espectro
se endurece ligeramente, por lo cual para valores realistas de w, /s, la aceleracion serd igual
de importante.

Veamos como se relacionan la frecuencia efectiva de scattering v, y la tasa de crecimiento
del campo s. Para eso nos apoyaremos en teorfa lineal [60], estimaremos v.;; usando la
evolucion de O, la cual esta dada por:

de, . 2
—rl 420, bb: Vv = 14,506, (4.4)

donde v es la velocidad de cizalle del plasma (v = —svjj), b=B/By A®, =0, | — O,
asf:
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Figura 4.17: Espectros finales para distintas simulaciones en nuestro caso de referencia no-
relativista, donde el tinico pardmetro que cambia es w,/s. Mostramos los casos w../s = 300,
600, 1200 y 2400, en color, azul, verde, rojo y negro, respectivamente. En linea segmentada
marron se muestra una ley de potencia de indice a, = 2,9

=

O,
d(ts)

. 2 .
+ 20, byb, = gA@eV - (4.5)

La figura 4.18 panel a) muestra la evolucion de la anisotropia en la temperatura promedio
de los electrones (AB.), y el panel b) muestra la evolucién de la temperatura paralela al
campo magnético promedio de los electrones para tres simulaciones las cuales solo difieren en
el valor inicial de w, /s, en verde w, /s = 600, en r0jo w. /s = 1200 y en negro w, /s = 2400.
Podemos ver que para el caso (AO.) no hay diferencias significativas y para el caso (0, ) la
temperatura es bastante similar entre los tres casos, salvo un ligero aumento para los casos de
mayor we./s. Esto nos permite evaluar que el lado derecho de la ecuacién 4.5, la cual depende
de la evolucién (O, es relativamente constante para los tres valores iniciales de w,/s. Para
el caso del lado derecho que depende de (AB,.) la cual es bastante similar para los distintos
casos de w../s. Con ambos lados de la ecuacion 4.5 sin mayores cambios al aumentar el valor
inicial de w.e/s podemos inferir que el cociente v.yr/s, es relativamente constante para los
tres valores de wg"g /s presentados. Lo que nos permite establecer que v,z es proporcional a
s v que el nimero de veces que los electrones son efectivamente scattereados en un intervalo
de tiempo fijo, es independiente de wz”; /s. Asi, en este esquema de aceleracién estocdstica,
esperamos que el efecto en la aceleracion en un periodo de tiempo fijo, dependera solo en
las propiedades dispersivas de los modos inestables [66], las cuales no dependen de wé”ez /s.

Por esto esperamos que la eficiencia en la aceleracién sea independiente de wi™ /s. Mientras
este parametro sea mucho mayor a la unidad la propagaciéon de los modos inestables y la

oscilacion de las particulas no se vera afectada por la evolucién macroscépica del plasma, la
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Figura 4.18: El panel a) muestra la evolucién de anisotropia promedio de los electrones para
tres simulaciones del caso de referencia no-relativista, las cuales solo difieren en el valor inicial
de we./s, en verde w../s = 600, en r0jo w,./s = 1200 y en negro w../s = 2400. El panel
b) muestra la evolucién de la temperatura paralela al campo magnético promedio de los
electrones, para los mismos casos que el panel anterior.

cual esta dada por s.

4.2.4. Caso Compresivo

Como mencionamos anteriormente, la amplificacion del campo magnético de fondo que
da origen a las anisotropias de temperatura puede deberse tanto a movimientos tipo cizalle
como compresivos. En esta seccién exploramos el efecto de usar compresion, analizando si-
mulaciones que fueron proveidas por nuestro colaborador Lorenzo Sironi. Para este tipo de
simulaciones nosotros nos concentramos solamente en el andlisis. Las simulaciones mismas
fueron corridas por el profesor Sironi, usando el método expuesto en [63]. Para comparar con
el caso cizallado, las simulaciones compresivas iniciaran con los mismas condiciones iniciales
(fe = 0,53 © = (,00875) y correrdn hasta que el pardmetro f. = w../w,.) llegue a f. ~ 2.
De es esta forma testearemos si la transicién entre modos OQES y PEMZ ocurre de la misma
forma que para el caso cizallado y el efecto que esto tiene en la aceleracién de electrones.

En el caso de las simulaciones compresivas, el plasma es sometido a un campo de veloci-
dades de la forma v = —q(yy + 22)/(1 + qt), (donde ¢ es un pardametro que da cuenta de la
tasa de compresion, tiene unidades de frecuencia) lo que genera (por conservacién del flujo
magnético) un aumento en el campo magnético de la forma |(B)| = By(1 + ¢t)?. Esto es una
tasa de crecimiento mayor al caso del cizalle ((1 + st?)'/2). Lo que tiene como consecuencia
que la evolucién del parametro f. en el caso compresivo es distinta al caso cizallado, donde
para el primer caso solo necesitaremos tres periodos del parametro de compresion, a diferen-
cia de los cuatro periodos en el caso cizallado.
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Operaremos de forma similar al caso de las simulaciones cizalladas, primero veremos como
la evolucién del campo magnético genera calentamiento, y luego veremos el efecto que éste
tiene en la aceleracion de electrones.

10° 1.06 1.59 212 1.06 1.59 212 0., 1.06 1.59 2.12
a) --= ©),4(CGL) b) )
--- 0, .(CGL)
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Figura 4.19: Evoluciéon temporal de los campos y temperatura para el caso no relativista y
compresivo con valores iniciales de 3. = 0,0625 O, = O, = kgT,/m.c* = 0,00875. El eje
horizontal inferior muestra el tiempo transcurrido en unidades del periodo de compresion g,
el eje horizontal superior muestra el valor instantaneo de f. = wc,/wpe. El Panel a) muestra
la evolucién temporal de la energia en las componentes = (linea continua azul) e y (linea
continua verde) del campo magnético promedio (B). En linea continua roja se muestra la
evolucién en energia de las fluctuaciones en el campo magnético 6B = B — (B). En linea
negra continua se muestra la evolucién temporal de la contribucién a § B de los modos quasi-
paralelos al campo magnético promedio y en linea negra segmentada la contribuciéon de los
modos oblicuos al campo magnético promedio. El panel b) muestra la evolucién temporal de
la temperatura perpendicular y paralela al campo magnético promedio, en lineas segmentadas
se muestra la evolucién segun la ecuacién de estado adiabatica Chew-Goldberg-Low (CGL).
El panel ¢) muestra la evolucién temporal de la energia en las fluctuaciones electrostaticas y
electromagnéticas, en lineas azul y negra, respectivamente.

La figura 4.19 muestra la evolucion de los campos y temperatura de los electrones. El panel
a) muestra en linea solida verde el crecimiento del campo magnético, el cual ocurre en la
componente Z de la simulacién |B,| = [(B)| = By(1+qt)?. Inicialmente, dada la amplificacién
del campo magnético, las componentes paralelas y perpendiculares a este evolucionan de
manera adiabatica. El panel b) muestra que hasta el instante t - ¢ ~ 1, la evolucién de
O, ¥ O, coinciden con la aproximacién adiabatica mostrada en lineas segmentadas para
cada caso. El panel a) muestra en linea roja solida 0B, luego de un abrupto aumento entre
t-q~08yt-q= 1,0, 6B satura su crecimiento, mismo instante en el que comienza la
separacion de la evolucién adiabatica O, y ©, 1. Esto muestra que al igual que en el caso
cizallado el scattering entre los modos inestables y los electrones regula el crecimiento de la
anisotropia de los mismos.

La figura 4.20 muestra la componente en Z de las fluctuaciones de los modos inestables
dB, en los instantes t - ¢ = 1,5 (panel a)) y t - ¢ = 3,0 (panel b)) respectivamente. El efecto
compresivo queda en evidencia dado que el eje ¢ disminuye en el tiempo como 1/(1 + gt),
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Figura 4.20: Caso no-relativista compresivo: Distribucion espacial de 6 B, normalizado por
By, para los instantes t- ¢ = 1,5 (panel a)) y t-¢ = 3,0 (panel b)). Las flechas negras indican
la direccién de (B). Si bien inicialmente la dominio de la simulacién es cuadrado, el efecto
de la compresion disminuye el tamano del eje ¢ progresivamente.

tomando una forma mas alargada a medida avanza el tiempo. En el instante ¢ - ¢ = 1,5
los modos dominantes tienen vectores de onda oblicuos con respecto al campo magnético
promedio (B), el cual se muestra con flechas negras. Esta situacién cambia para el final de
la simulacién (¢ - ¢ = 3,0) cuando lo modos inestables se propagan principalmente paralelos
al campo magnético promedio (B). De la misma forma que con las simulaciones cizalladas;
definimos un modo ‘cuasi-paralelo’ cuando el dngulo entre su vector de onda k y el campo
magnético promedio (B) es menor a 20 grados, en el caso contrario se denomina como modo
‘oblicuo’. Lo que nos permite diferenciar ambos tipos de modos y ver la transicién entre
ambos regimenes, para esto en la figura 4.19 panel a) se muestran las energias asociadas a
cada modo, en linea negras segmentadas los modos oblicuos y en linea solida negra los modos
paralelos. Los modos oblicuos dominan hasta el instante t-s ~ 2 (f, ~ 1,6), a partir de donde
la energia en los modos cuasi-paralelos domina las fluctuaciones magnéticas.

De forma similar al caso cizallado, cuando los modos oblicuos dominan, estos tienen una
importante componente electrostatica. La figura 4.21 muestra las fluctuaciones en la densidad
de los electrones, para los instantes t - ¢ = 1,5 (panel a)) y ¢t - ¢ = 3,0 (panel b)). En donde
vemos que cuando los modos oblicuos dominan estos tienen una componente electrostatica
la cual desaparece cuando los modos cuasi-paralelos dominan. Esto lo podemos corroborar
al calcular las energias asociadas a las componentes electrostdaticas y electromagnéticas de
las fluctuaciones eléctricas 0E. Estas se muestran en el panel c¢) de la figura 4.19, donde
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Figura 4.21: Caso no-relativista compresivo: Distribuciéon espacial de ddn, normalizado por
(n.), para los instantes t-¢ = 1,5 (panel a)) y t-¢ = 3,0 (panel b)). Las flechas negras indican
la direccién de (B).

se muestran las componentes electrostatica (0E2,) y electromagnética (§E2 ), las cuales se
muestran en linea azul y negra respectivamente. Esto ademas nos permite mostrar que la
transicion entre modos oblicuos y cuasi-paralelos ocurre cuando f. ~ 1,6 — 1,7, lo cual es
similar al caso cizallado en el cual esta transicién ocurren cuando f. ~ 1,2 — 1,5.

Aceleracion no-térmica: Caso Compresivo

De forma similar al caso cizallado los modos cuasi-paralelos PEMZ son capaces de acelerar
electrones generando una cola no-térmica, salvo una diferencia. En este caso compresivo el
calentamiento global por viscosidad anisotropica es mucho mas importante que el caso ciza-
llado. Esto lo podemos ver al comparar la evolucion de la temperatura perpendicular de los
electrones mostrada en los paneles b) de las figuras 4.8 4.19. En ambos casos la evolucién de
fe va desde f. = 0,53 hasta f. =~ 2, pero para el caso compresivo O, | alcanza un valor final
aproximadamente 3 veces mayor al caso cizallado. Los electrones en el caso compresivo son
significativamente mas calientes, lo que afecta la forma en que los electrones pueden ganar
energia por la interaccién con los modos PEMZ, como se muestra en estudios previos usando
teoria cuasi-lineal sobre la aceleracién estocdstica entre electrones y modos de whistler/z [66].

La figura 4.22 muestra la evolucién del espectro de energias de los electrones para una
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Figura 4.22: Evolucién temporal del espectro de energia de los electrones, para el caso com-
presivo. El tiempo correspondiente a cada espectro se muestra en la barra de color.

simulacion para el caso de referencia no-relativista, para una simulacion compresiva con mag-
netizacién w../q = 2400. Vemos que luego del instante ¢ - ¢ = 2, cuando los modos PEMZ
comienzan a dominar, hay un rapido crecimiento de la cola no-térmica. Para el instante
t-q~ 2,5 vemos que la cola no-térmica puede ser caracterizada por un una ley de potencia
de indice a4 &~ 3,7, con un quiebre en 7. — 1 ~ 1 donde el espectro toma una ley de potencia
as =~ 5,0. Este espectro es significativamente mas suave que para el caso cizallado, producto
de que la energia interna de los electrones es mayor en el caso compresivo, como habiamos
mencionado en el parrafo anterior. Esto lo podemos ver en la figura 4.22 en la evolucion del
maximo del espectro el cual avanza a mayores energias que el caso compresivo.

La figura 4.23 nos muestra la convergencia en el espectro final de los electrones para
distintas magnetizaciones w. /s = 300, 600, 1200 y 2400. Si bien para el caso con menor
magnetizacién w,./s = 300 en linea azul, hay un ‘bump’ o ‘chichén’ en altas energfas, el cual
desaparece a medida que aumentamos la magnetizacién. Para el caso w../s = 2400 (linea
negra) el espectro es bastante suave, en donde para la primera parte de la cola no-térmica
0,3 < 9. — 1 < 0,8 converge en una ley de potencia de indice a, =~ 3,7 lo que muestra un
ligero endurecimiento en el espectro en comparacién al caso w../s = 1200 (linea roja). Esto
nos permite concluir que el caso w../s = 2400 nos entrega un aproximacion razonable para
el espectro de energias en la ambiente generado por las llamaradas solares.
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Figura 4.23: Espectros finales para distintas simulaciones compresivas en nuestro caso de
referencia no-relativista, donde el inico pardmetro que cambia es w, . /s. Mostramos los casos
Wee/s = 300, 600, 1200 y 2400, en color, azul, verde, rojo y negro, respectivamente. En linea
segmentada marron se muestra una ley de potencia de indice oz = 3,7.
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Capitulo 5

Conclusion

En este trabajo usamos simulaciones PIC, en 1D y 2D, para mostrar el efecto de aniso-
tropias de temperatura en la aceleracion de electrones, en dos contextos astrofisicos: discos
de acrecién en torno a objetos compactos y la corona solar. En nuestras simulaciones gene-
ramos un crecimiento en la anisotropfa de la forma T ; > T, imponiendo un movimiento
de cizalle o compresion en el plasma, lo cual genera un aumento en el campo magnético B.
En estos contextos astrofisicos, que son débilmente colisionales, el momento magnético de los
electrones (. = vi ./|BJ) es una cantidad conservada, lo cual hace que la evolucién de las
temperaturas sea adiabatica. Por lo cual, un aumento en el campo magnético genera un au-
mento en la temperatura perpendicular al campo magnético, generando anisotropia. Cuando
la anisotropia es lo suficientemente grande diferentes modos del plasma emergen para regular
el aumento de la misma. Es ahi donde estos modos son capaces de extraer energia de una
poblacién de electrones y traspasarla a otra, generando una ‘cola no-térmica’ en el espectro
de energias.

Dentro de este esquema de aceleracion estocastica, los distintos modos inestables del
plasma son clave para entender la eficiencia en la aceleracién de electrones, ya que las fluc-
tuaciones generadas por estos modos tienen distintas caracteristicas, como lo son la direccion
de propagacion y su naturaleza electrostatica/electromagnética. Estas caracteristicas hacen
variar el efecto en la interaccion entre estas y los electrones. En el caso relativista tenemos solo
modos con propagacion cuasi-paralela al campo y de naturaleza electromagnética, los cuales
identificamos como modos de Whistler. Este caso nos presenta una buena oportunidad para
ver a un solo modo participando en la aceleraciéon de electrones y el efecto que esta tiene en el
espectro de los mismos. Podemos ver en la figura 4.4 que la evolucién del espectro de energia
de los electrones es uniforme a partir de emergencia de los modos de Whistler (¢ - s ~ 0,6)
hasta alcanzar una cola no-térmica de indice espectral oy = 3,7 para el final de la simulacién.
Esta situacién cambia en el caso no-relativista, donde hay dos modos ‘colaborando’ con la ace-
leracién de electrones. Inicialmente tenemos modos oblicuos al campo magnético promedio y
de naturaleza electrostatica, para luego dar paso a modos cuasi-paralelos al campo magnético
promedio y de naturaleza preferentemente electromagnética. Esta coexistencia entre modos
muestra una gran mejora en la aceleracion de electrones, y el efecto se puede apreciar en
la evolucion del espectro de energias mostrado en el figura 4.12, donde en el momento en
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que comienzan a dominan los modos electromagnéticos (t - s ~ 3,0) se puede ver una rapida
aceleracion en el espectro. Ademas de alcanzar un menor indice espectral (a5 = 2,9) que el
caso no-relativista, el espectro de energias tiene un ‘bump’ en medio de la cola no-térmica.

El caso compresivo, mostrado en el caso no-relativista, nos muestra que la forma en la
cual generamos la anisotropia puede tener efecto en como opera el calentamiento y por ende
en el espectro de energia de los electrones. Esto es de esperarse ya que en las simulaciones
compresivas la evolucion del campo magnético promedio tiene una tasa de crecimiento mayor
que en las simulaciones cizalladas, ademas que la temperatura perpendicular de los electrones
alcanza un valor tres veces mayor que el caso cizallado. De todas formas los tipos de mo-
dos inestables y la transicién en la cual pasamos de modos oblicuos a modos cuasi-paralelos
ocurre de manera similar. Lo mismo ocurre con la aceleracién, la cual es preferentemente rea-
lizada por los modos cuasi-paralelos, generando una cola no-térmica con un indice espectral
de ay = 3,7, con un quiebre en v, ~ 2 pasando a un indice espectral de ag = 5,0.

El objetivo de este estudio no es el de poder hacer predicciones o plantear teorias sobre los
fenémenos no-térmicos observados tanto en la zona ‘above the loop top’ en la corona solar y
sobre el disco de acrecién en torno a Sgr A*. Mas bien buscamos replicar las condiciones del
plasma en estos ambientes, y establecer si para esas condiciones la aceleracién estocastica por
inestabilidades cinéticas es capas de generar un espectro con una cola no-térmica con algtin
indice espectral significativo. Esto se debe a que los mecanismos de aceleracién estocastica
actian en la escala que hemos denominado como micro-fisica del plasma, haciendo referencia
a la escala de los electrones. Por lo tanto, aun nos queda considerar que sucede con las otras
escalas relevantes como la de los protones, las inestabilidades MHD y para que decir sobre
fendomenos de gran escala como reconexiéon magnética. Para lograr esto es vital complemen-
tar todas las areas de estudio, es decir: observacion, teoria y simulaciones, y en el caso de la
corona solar, la exploracion directa.

Para finalizar, con el fin de entender como son aceleradas las particulas en los ambientes
astrofisicos aqui presentados, es fundamental entender que este proceso es uno que envuelve
varias escalas. Ademads, entre nuestra ‘micro-fisica’ y la macro escala del plasma que confor-
ma estos ambientes astrofisicos, existe una meso-escala en la cual existen diversos fenémenos,
los cuales influyen tanto en el estado macroscopico del plasma, como en las condiciones pre-
sentes para los electrones en la micro escala. Por lo tanto para un estudio acabado sobre
la aceleracion en alguno de los ambientes astrofisicos aqui presentados, es necesario poder
integrar estas distintas escalas y mecanismos de aceleracion. Ejemplo de esto es la acelera-
cion presentada en el caso no-relativista, en el cual tenemos dos inestabilidades las cuales se
complementan durante la simulacion, obteniendo mayor aceleracién que en el caso en el que
solo tenemos una inestabilidad dominando todo el tiempo de simulaciéon. Esto nos muestra
que incluso en la misma escala, la accion de distintos mecanismos de aceleraciéon puede ser
sinérgica. Esto puede complementar la necesidad de re-aceleracion que presenta, por ejemplo,
el fenémeno de aceleracién por ondas de choque [10] en el viento solar, el cual necesita semi-
llas de particulas de alta energia para obtener espectro de energias con una ley de potencia.
En ese contexto una primera aproximacion para integrar la micro-fisica del plasma en las
escalas superiores, es evaluar el indice espectral en el largo plazo bajo esfuerzos de cizalle
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y/o compresion. Para eso, una opcién es revertir estos movimientos realizando los mismos
esfuerzos pero invirtiendo la velocidad de estos, con el fin de ‘descizallar’ o ‘descomprimir’ el
plasma, para luego volver a realizar nuevamente el cizalle o compresiéon. La idea seria ver si
se alcanza un régimen estacionario para el espectro de energia y de ser asi, cuantos ciclos de
cizalle/descizalle o compresién/descompresion se necesitan para alcanzar este estado. Si bien
en el periodo de descizalle o descompresion la anisotropia tendria de la forma T} > T', y no
se generarian las inestabilidades cinéticas que son capaces de acelerar electrones, si existirian
otro tipo de inestabilidades que podrian tener incidencia en la aceleracién de otras especies.
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Anexo A

Coordenadas Cizalladas

Describiremos el plasma en el sistema de referencia de las coordenadas cizalladas, S’,
la cual esta relacionada con el sistema de referencia cartesiano usual S por la siguiente
transformacién de coordenadas:

=2 Z =z

y =T (y— vt YT (t - vy (A1)

donde las coordenadas con prima corresponden al sistema de referencia S’, I' = (1 —
v2/c?)1/? es el factor de Lorentz producto del cizalle, v = —sz es la componente y de la velo-
cidad de cizalle y por ultimo s es el pardmetro de cizalle. En S’ el plasma esta inicialmente en
reposo, lo que nos permite reemplazar las condiciones de borde periddicas de caja cizallada
a condiciones de borde periddicas normales.

Las transformaciones de los campos eléctricos y magnéticos de S hacia S’ puede ser
expresada usando transformaciones de Lorentz:

E, = E, B, = B,

— — — — — — A.2
Ei:F(EJ_‘I_ﬁ/CXBJ_) Bi:F(BL—U/CXEJ_) ( )

Como veremos, la evolucion de los campos en S’ esta dada por las versiones modificadas
de las ecuaciones de Maxwell. Las modificaciones emergen de la dependencia de v y I" en
x. Aunque estamos interesados en el limite de caja pequena, derivaremos la evolucion de
E’ y B’ asumiendo una caja arbitrariamente grande, tomando el limite de caja pequena al
final del calculo. Dado que el modulo de v(x) no puede sobrepasar ¢, usaremos un perfil de
cizalle "local’ que visto por un observador que se mueve con el flujo es Vjpcqt = —ST10car, donde
Zioewr = 0 en la posicion del observador. De esta forma se puede demostrar que esta condicion
implica un cizalle global en la caja dado por v/c = —arctanh (sz/c). Con esta dependencia
de v(x), las derivadas con respecto a z de v y I' estdn dada por:

64



dv/dx = —s/T"? (A3)
dl/dx = —sTw/c?, '

las cuales usaremos en la derivacién de la dinamica de los campos.

A.1. Modificaciones a las ecuaciones de Maxwell

Determinaremos los cambios en cada componente de las ecuaciones de Maxwell. Comen-

zando con la ecuacion de Faraday.

A.1.1. Ecuacion de Faraday: componente x

Dadas las ecuaciones definidas en A.1 y A.2, queremos transformar:

M%f’“ = —(cV X E(F)1)), (A.4)

en el sistema de referencia transformado S’. De las ecuaciones A.2 obtenemos

B, (7, t") = I(B,(F,t) — LE, (7t
B 1) = T(E.(7t) — £ B.(7,1)) (A.5)
E' (7, t') = E,(7,1)

Asi, de la ecuacién A.1 es posible mostrar que:

OB, (T 1) _ 1o (an(ﬁ t) _vOE(rt)  OBu(r\t) v OEL(T, t))

ot’ ot ¢ Ot Jy c Oy

6E;(F, ') _ 0E,(7,t) (A.6)
0z 0z

8E,/z (7_1: t,) o F2 E aEz (Fa t) o U_Q aBm(ﬁ t) + aEz(Fv t) _ g 83:1? (Fa t)
oy’ N 2 Ot 3 ot oy c Oy

Combinando estas tres expresiones, podemos mostrar que:
oBL(1,t -
% =—(cV' X E'(7, 1)), (A.7)

Asi la componente = de la ecuacién de Faraday no cambia ante las transformacion a

coordenadas cizalladas.
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A.1.2. Ecuacion de Faraday: componente y

Aqui el procedimiento es andlogo al caso descrito para la componente x. No obstante,
dado que esta componente tiene derivadas con respecto a z’, el cual tiene una dependencia
en v y I', producto de la transformacion de Lorentz, los cuales nos entregan nuevos términos
al ser derivados. De las transformaciones A.2 obtenemos:

B, (7, t") = By(7't)
EL(F,t') = T(E.(F,t) — 2B,(7,t)) (A.8)
E.(7,t') = T(E,(7,t) + 2B.(7,t))

Asi,

OB,(F ) . (8By(F, 0, OB t))

o’ ot "oy
OFE. (7, 1) _r (8E$(F, t) N E@BZ(F, t))
0z 0z c 0z
OE/(r,t") Or I’ ov OE.(T\t) v B.(Ft)

= — (E.(7,t) — LB,(7,t)) Bx(F,t)JrF( o — ) (A.9)

oy’ ox c Ox
or, , , ,O0v\ (OEL(F,t) v By(rt)
+F(@x(y +vt)+Ft@x)( o Y
or, , vy tov\ [(OFE.(T,t) v B.(Tt)
*F(W*c—z)”c—za—m)( —T

Combinando las ecuaciones A.9 y usando las derivadas A.3, obtenemos,

OB (1", 1)
ot

(A.10)

OE! +£@Eg)

— —(Cv/ X E,(F’,t,))y - SB;(FI’t/) +s (Ct ay’ C 625’

A.1.3. Ecuacién de Faraday: componente 2

Este caso es analogo al caso presentado para la componente y. De la transformacion en
A.2 obtenemos:

B(7,t") = T(B.(F,t) + YE, (7, 1))
E (7, 1) = T(E,(7,t) + 2B.(7,t)) (A.11)
E(F,t") = E,(7,t)

Lo que implica:
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OB, t) _ o (032('?, ) vOE(rt) 0B.(ft) v? QL (T, t))

ot’ ot c Ot dy c 0Oy

OB, (7, t) _ - v OB, (71 N v? OB, (1) N OE,(7t) N v OB, (7 t)
Yy’ 2 ot ¢ ot y c Oy

oL, (r',t")  OE,(F,t) OE,(Ft) (Or v OE,(7,t) ( OT v y' . Ov
Y _ y\'> y\' ] / ' =7 y\'> ey ] R pii
or' Oz * oy (GI’(‘y ot)+ It 890’) * ot <8x’ '+ 2” )+ czrﬁx’

(A.12)

Luego, combinando las ecuaciones A.12, con las derivadas de v y I' presentadas en A.3
tenemos:

OB.(,t')
ot

(A.13)

— aEl y/ aEl
_ _ " BN A N / y g Yy
(V' x E'(F 1), — s (ct 3y + - 815’)

Finalmente combinando las tres componentes de la ecuacién de Faraday, tenemos:

OB (7, 1)

- OF  y OF!
g = CV X B 1) = sBu(, 1)) + 5 (ct’ b4 y——y> X &

o oo (A.14)

La ecuacion A.14 contiene un término dependiente del tiempo el cual emerge producto de
las evolucién temporal de las coordenadas S” on respecto a las coordenadas sin cizallar S. De
hecho, asf como el tiempo avanza, OE' /02’ (0B’ /8z') debe aumentar su diferencia con respec-
to OE 0z (8B /0z), esto debido a que dos puntos con igual y (Ay = 0) tienen una diferencia
y' (Ay’) la cual crece linealmente con el tiempo. Esto explica por que el término dependiente
del tiempo debe ser proporcional en la medida en que los campos dependen de 3. Asi, en
el caso 2D (relevante para este caso), este termino dependiente del tiempo no juega ningun rol.

Ademads del término dependiente del tiempo, hay un termino proporcional de 3’. Sin
embargo, en el limite de caja pequenia, (i.e., cuando y’ es mucho mas pequeno que la distancia
caracteristica del problema, en este caso la distancia entre el origen de la caja y el centro
del disco de acrecién r¢), la magnitud de la velocidad sy’ es mucho mas pequena que la
velocidad orbital del disco (vg). Asi, como vy < ¢, tenemos también que sy’ < ¢ lo que nos
permite despreciar el termino dependiente del espacio en A.14, especialmente si se espera que
|E'| < |B'| en turbulencia no-relativista. Asi, dada nuestra aproximacién de caja pequefia
no-relativista, podemos despreciar la dependencia ¢’ en a ecuacién A.14, lo cual nos permite
usar formalmente el enfoque 2D en este problema. En ese limite, la ecuacion de Faraday
puede ser expresada como:

OB (7, t)

S =V x E'(7 1) — sB, (7, ') (A.15)
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A.1.4. Ecuacién de Ampere: componente x

Queremos obtener una ecuacién analoga a:

OE,(7,1)

o = (cV x B(7t)), — 4rJ, (A.16)

en el sistema de referencia S’. De las ecuaciones A.2 tenemos:

E (7 t) = T(E, (7, t) + L B.(7, 1))
B(",t') = T(B.(7,t) + LE,(7 1)) (A.17)
B, (7 t") = B, (7, 1)

Asi, de la transformacién B.34 tenemos que:

OB, (7,t) 2 (8E$(F, t) N v OB, (7 t) N v(?Ex(F, t) N v? OB, (7, t))

ot’ ot c Ot dy c Oy

OB, (1",t') _ IB,(7,1) (A.18)
0z 0z

OBLY) o (v OBARY OB OB.RY)  vOE(Y
Y’ 2 ot ¢ ot dy c Oy

Combinando las ecuaciones en A.18 y considerando que la corriente en el eje x transforma
como J! = J,, es posible mostrar que:

OE. (7, 1)

= (V' B'(7 ), —ArnJ. (A.19)

A.1.5. Ecuacién de Ampere: componente y

Aqui procederemos de manera similar a la seccién anterior. De las transformaciones defi-
nidas en las ecuaciones A.2 obtenemos:

) (A.20)

Usando las ecuaciones A.1
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OE, (7, t) T (8Ey(7’ t) )

ot’ ot
oB, (7, t") r (8335(7“ t) UE)E )

0z 0z c
OB.(r, 1) 0B, (r t) v(‘?E ,0v\ (0B,(r,t)  vOE.(T)t)

Cor =1 c ) ( )+Ft8x>< dy +E oy )

+(8_Ft+_ Fy@v)(@ (7, 1) v@E( ))
8x c? Ox c Ot
(A.21)

Combinando las ecuaciones en A.21 y considerando que la corriente en y transforma
J, = T'(J, — vp.) obtenemos:

OE! (7, 1)
Bl

OB(7,1) _y OB.(.1)

A.22
oy’ c ot ) ( )

= (V' x B'(F, 1)), — 4], — sE (7, t')s (c

A.1.6. Ecuaciéon de Ampere: componente z

Procederemos de manera similar a las dos sub-secciones anteriores. De las transformacio-
nes definidas en A.2 obtenemos:

E(7, 1) = T(E,(7,t) — $B.(7,1))
B, t') = T(By (1) — LE.(F,1)) (A.23)
B/(7,t') = B,(F,t

También, de A.1 obtenemos:

OEL(7, 1) - (8EZ(F, t)  vOB.(7.1) . OB, (F,t) v 0B,(7t)

ot’ ot c Ot oy c Oy
OBL(7,t') - v OB, (7 ) v OE,(Ft) N OB,(r\t)  vOE,(7\1)
oy’ B 2 ot ¢ Ot dy c Oy
oB(7,t')  0B,(,t) 0B,(T,t) {0 v OB, (7, t) (0T vy’ Yy Ov
Y _ y\'> Y his z\'» (Y A I "
or  or | oy (a g W ) I ax> LT (8x(t T2t aly,
(A.24)

Combinando las ecuaciones anteriores y considerando que la corriente en x transforma
como J! = J, podemos mostrar que:
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OE.(7,t)

i 0B/ (1.t "OB! (7t
ot = (Cvl X B/<7_”7t/))z - 47'(':]; + s (Ctl—y(r ) g—y(r )>

A2
oy’ c ot (4.25)

Combinando las tres componentes de la ley de Ampere (Ecuaciones A.19, A.22, A.25)
obtenemos:

. . B’/ — / BE’/ =
= (V') B/(F,t'))—dr T —sEL(F,¢')ij+s (ct'a a(t’t) LYo a(;’t)> 7 (A.26)
Y C

OE'(7,t)
ot

De la misma forma que con la ecuacién de Faraday, la ecuacién de Ampere también tiene
un termino dependiente del tiempo que desaparece bajo la aproximacion 2D. De manera
similar, el limite 2D requiere que el termino proporcional a 3y’ sea despreciable. Como en
el caso de la ecuacion de Faraday, esto se obtiene notando que OB’ Jot' ~ V' x E' luego
V' x B' > sy 8B’ /0t', considerando que sy’ < ¢y |E'| < |B'|. Esto significa que el termino
sy’ OB’ /Ot" puede ser despreciado en el caso de la ecuacién de Ampere.

Asi, asumiendo la geometria en 2D, la ecuacién queda como:

OE'(7.1)

o = (V' B'(7 ) —4anJ — sEL(7,t')§ (A.27)

A.2. Evolucion del momento de las particulas en el sis-
tema de referencia S’

Aplicando la transformacion de Lorentz presentada en A.1 las componentes de la corriente
transforman como:

J. = J, J; =T(J, —vp.) J. =, (A.28)
y la densidad de carga:

p.=T(p. —vJ,/c* + sy J,/(c’T)) (A.29)

Dado que las particulas en nuestra simulacion pueden llegar a ser relativistas, también
transformaremos el momento p, asi:

Ph = ps Py, = T(py —v7)

o =p. V=T (7= opy /() (A.30)
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donde m es la masa de las particulas, usando estas ultimas relaciones, junto con las
transformaciones A.1 tenemos que:

dp!, dp,./dt

dt’ T(1—wvu,/c2) + su,y'/c?

dp, _ dpy/dt — mvdy/dt + sp,(1 — vy, /)
at’ 1 —ouy/c? 4 suy'/(T'c?)

dp, dp. /dt

dt’ T(1 —vuy,/c?) + suyy'/c?

(A.31)

Donde u, y u, son las componentes x e y de las velocidades de las particulas en el sistema
de referencia S. Es directo mostrar que en el limite no-relativista, las ecuaciones anteriores
corresponden una transformacién estandar de una fuerza entre dos sistema de referencia iner-
ciales, mas un termino extra sp,g. En adicién a estas fuerzas, también necesitamos encontrar
la transformacion de las fuerzas de marea y de coriolis sobre las particulas. Sabemos que en
el sistema de referencia S tenemos:

—

d
d—? = 3wlrd — 2y X i (A.32)

Es directo mostrar que en limite de plasma frio, la versién en el sistema de referencia S’
de la ecuacién anterior tenemos:

du’ .
— = —2wpZ x U’ (A.33)
dt
Dado que esta fuerza no realiza trabajo sobre las particulas, se puede escribir es terminos
de p’ en vez de i, asi combinando la ecuacién anterior con las transformaciones de Lorentz
para la fuerza obtenemos:

dﬁ ~ ]_ N - ﬁ/ —
% = 2w0plym - 5&)0]7;3/ +q (E/ + z X B/) (A34>

donde ¢ es la carga de la particula.

Finalmente, es importante apuntar que las transformaciones del momentum mostradas
en A.30 no es completamente consistente con la evolucién de las posiciones de las particulas.
De hecho, derivando directamente A.1 obtenemos:
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/ Uy

e = (1 —vuy/c?) + su,y'/c?
, Uy — v+ suyt'/T
_ A.35
Hy (1 —wvuy,/c?) + suyy'/(Le?) ( )
/ Uz
u. =

= T(1 —ouy/c?) + suy'/c?

En el régimen no relativista, la discrepancia solo aparece en u,. En el caso 2D, esto no
implica ninguna inconsistencia entre los valores de u; y la evolucién de la posicién de las
particulas /.
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Anexo B

Ondas de whistler en el plasma
no-colisional

B.1. Modos Electromagnéticos

Queremos obtener la relacion de dispersion para un plasma caliente y magnetizado. Pa-
ra aquello debemos resolver de manera consistente las ecuaciones de movimiento para las
particulas y las ecuaciones de Maxwell en su forma microscépica.

oD
0B
V-B=0 (B.4)

La forma macroscopica nace de dividir la carga y la corriente total en carga y corriente
libre y ligada. En nuestro caso consideraremos que todas las cargas son ligadas, asi podemos
expresar el vector desplazamiento como D = ¢y E 4 P.

Ademas consideraremos que la suma de los momentos magnéticos individuales de las
particulas, se anulan ya que consideraremos que hay tantas particulas con momento magnético
en una direcciéon como en la contraria de esta forma podemos considerar que B = uoH.

Como veremos mas adelante los campos y las distribuciones constaran de una cantidad
a orden cero mas una pequena perturbacion, el analisis posterior se hara conservando hasta
el orden lineal en la perturbacién, en este esquema y usando la versiéon macroscopica de
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las ecuaciones de Maxwell el vector desplazamiento debe ser una funcién lineal del campo
electrico, es decir:

nd

D=¢ K E (B.5)

<~
Donde definimos el tensor dielectrico K, para obtenerlo primero calcularemos el tensor
resistividad, para ello utilizaremos transformadas de Fourier, esto dado el esquema lineal
propuesto. Comenzaremos linealizando la ecuacion de Vlasov.

of

8t+v Vef +— (E+v><B)~va:O (B.6)

El esquema lineal es:

B =B+ B; (B.7)
E=E, (B.8)
fv) = fo(v) + f1(v) (B.9)

Donde el termino fy es homogéneo en el espacio.

Reemplacemos:

% * % V- Velfo+ )+ (B +vx (Bo+B) - Voo + i) =0 (B0)

Primero podemos cancelar los términos homogéneos que son derivados en las coordenadas
espaciales, asi:

of

8t +v-V f1 (El + Vv X (BO +B1)) Vv f() (V X Bo) val =0 (Bl].)

Comencemos mirando el termino (v x By) - Vy fo, para eso tenemos la siguiente geometria

Con esto como referencia tenemos que:

Ty Z
vV X Bo = |VUz Uy VUy| = UyBoi' — UxB()Q (B12>
0 0 By
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Figura B.1: Sistema de coordenadas cilindrico para la velocidad

Jfo/0v,
Vifo= | 9fo/0v, (B.13)
8f0/6’l)z
Ast:
ofi of
(V X BO) ’ vva = <vya_vz - vxa_vz> (B14)
.0 0
(vxByg)Vifo= (vL smqﬁaqjjc: — vy cos¢8—£z) (B.15)
Notemos que:
vy sing = v, (B.16)
V] COSP = 1, (B.17)
Derivando estas expresiones con respecto a ¢
%—1:;’ = V) COS (B.18)
68—1(’; = —v, sing (B.19)



Juntando todo tenemos.

(B.20)

8% 8f0 ov 8f0

VvV X B . Vv = — ~y-JY B

Donde el termino entre paréntesis corresponde a df/0¢, recordemos que la distribucién a

orden cero tiene simetria azimutal, ya que las particulas se mueven circularmente alrededor
del campo magnético (ya que Eq = 0), por lo tanto:

(V X B()) . vao = —BO% =0 (B21)
99
y de la misma forma podemos expresar:
0
(vxBg) Vyfi= —Boa—]; (B.22)
De esta forma:
0 0
%—I—V-Vrﬁ—w08—2+%(E1+VXB1)-V\,fOZO (B.23)

Ahora con nuestra ecuacion linealizada podemos ir al espacio de fourier, V. — ik ;

0/ot - —iw

Para simplificar un poco la notacién omitiremos los subindices 1 y conservaremos el el
subindice para las cantidades a orden 0

(—z’w+v-ik)f—wcai¢—l—%(]§)+vxB)-vaozo (B.24)

Con el fin de eliminar el campo magnetico a primer orden usaremos la ley de Faraday

V x E = —0B/0t, que en el espacio de fourier la podemos expresar como B = k x E/w, asf:
- of - k x E

(—iw—l—z’k-v)f—wca—gz—% (E—l—vx( Z ))'vao (B.25)

Gracias a la simetria azimutal podemos asumir sin perdida de generalidad que k esta
contenido en el plano x — z con componentes paralelas y perpendiculares al campo magnético.
Asi podemos escribir:

k=Fk z+ /{JHQ (B.QG)
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V =1, cos QT + vy Sin @y + v) 2 (B.27)

Asi
k-v =k +kiv;cos¢ (B.28)
Reemplazando:
, , ~ of . q (s k x E
liw + i(kjvy + kivi cos@)] f — wCa—¢ = (E + v X (T)) -V fo (B.29)

[i(k:”v” —w) + ik v, cos d)} f— wc% = —% (E—I—V X (k ZE>> -Vefo (B.30)

dividiendo por w,

of . 4 (& kxE
ZJ — R — . B.31
99 i(a+ Bcoso)f o, (E+v><< ” )) Vi fo (B.31)
Donde definimos:
Euvn —
L e S KT (B.32)
We We

Ahora podemos expandir v x (k x E) = k(v - E) — (v - k)E, asi

vx (kxE) =k(v-E)— (kv + krvy cos p)E (B.33)

De esta forma la ecuacién de Vlasov queda como:

g—i;—i(a—i-ﬁcosqﬁ)f:mi% {(1

kv B kiv, coso

w o >E+§(V-E)} Vofo  (B.34)

Ahora desarrollemos algunos terminos que faltan en las variables de nuestra geometria
(Vi, v, ¢), comencemos con:
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7 9 dfo dfo
vf() a + Eya + E 8_1;2:
~ (%L d fo Ovy dfo = 9Ofo
v E Ez_
Vo= 8% v + v, Ovy + v
Recordemos que v, = v, cos ¢ + v, sin ¢, asi:
vy U Ovr oy
du, cos ¢ = o a0, =sing = o
Luego:
Afo (7 dfo -
Vel = 5 (E cos ¢ + B, 51n¢) + a_vHE

También necesitamos:

v-E = UmEm +v, By +v. B, = UJ_(EZE cos ¢ + Ey sin ¢) + UllEZ

Ahora remplacemos estas expresiones en el lado derecho de B,34 asi:

mw, w w

. [ (1 — M — kLo, COS¢) {afo <E cos ¢ + E smgb)

w w v

k ~ - -
o V. /o {UL(E:C cos ¢ + B, sin ¢) + v”EZ}

Aprovechamos para cambiarnos a la distribucion normalizada fo = ngFy

0Fy 0F,
k- -V, Fy= —
VoFy = kj—— a0, kL@vl cos ¢
k - .
:—SZZ? (1 - !:H - klvt)cosd)) {gfo <Ex cos ¢ + L, sin (b)
c 1
OFy 0F, _ ~ -
k +k — E, E E.
( - o L@vL cosgb) {UJ_( cos ¢ + Ey,sin¢) + v }
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(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)



Ahora vamos a desarmar este lado derecho, en particular el termino entre paréntesis
cuadrados, veremos que se cancelan varios términos:

8F0 ~ ~ 8F0 ~ ]{JH’U” 8Fg .
E (E:v COS(b + Ey smgb) + a_UHEZ — T% (Eac COS(b -+ Ey Sln(b) —
k - - - -
M%EZ _ ko cos ¢8F0 (Em cos ¢ + E, sin (b) _ ko cos ¢8F0 E.+
w Oy w ov | w o
k Ey /- - k - k Fy 7~ -
[ @ <Ex cos ¢ + E, sin qﬁ) + LUHQEZ + L0 cos ¢a 0 (Ex cos ¢ + E, sin ¢> +
w Oy w Oy w ov|
k -
(%L

(B.44)

Ahora vemos que podemos cancelar el el cuarto termino (primero de la segunda fila) con
el octavo (segundo de la tercera fila) y el quinto (segundo de la segunda fila) con el noveno
(tercer termino de la tercera fila), lo que nos queda;

Ly /-~ - Fy - k F
i (Ex cos¢p + E, singb) + %EZ _ kv 9k (Eycos¢p+ Eysing) —
ov | v w O0v| (B.45)
Fy -~ k Fy /- - k Fy ~ '
kLo coS gba 0 E. + 1oL @ (Em cos ¢ + I, sin ¢> + LY cos gba 0 E.
ov| w Oy ov |
Ahora factorizaremos por sin ¢ y cos ¢
~ k - -k -k -
%Ex _ M%Ex _ k1w 0F0EZ L Lo 0k B4 v 5F0Ex cos ¢
ov | w O0vy w Oy w Ov w Oy
(B.46)
GFO ~ k’”'U” 8F0 ~ kH'UJ_ aFg ~ . @Fo ~
E, — E E —F,
+ (81@ v w Ov, Y + w Oy v | sine+ o
Reordenando un poquito mas:
Iy k F F, - E F .
O
v w v v w v v

aFO k” GFO 8F0 ~ . 8F0 ~
2y Ay, 22—y =2 ) | E —F
+ {aw_ + o V1 (91)“ v 90, ysmgb—l— >

donde aprovechamos de renombrar los términos entre paréntesis cuadrados
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0Fy Kk OFy OFy

A=—4 1 =9 =

ov| + w LGUH Y ov|
po_kLf 9F 0k
w L8”0” I v

Asi juntando todo lo que tenemos del lado derecho, tenemos finalmente:

%—z’(a—i—ﬂcosgb)f: TZZ?C{

5 . ~ OFy -
(AEI—I—DEZ)COS¢+AEysin¢—|—a—UOEZ
I

esta es una ecuacién diferencial de primer orden de la forma:

of
9.+ P(x)f = Q(z)

que tiene como solucién general:

f _ e_fl' P(z")dz' (/Q(ZL‘/)Gfl P(x”)dw”dlj)

donde el término [ P(x)dxz es el llamado factor integrante, en este caso:

/ P(¢)dd = — i / (o + Beos)dd
o)

¢
=—i(a¢ + Bsin¢)

Reemplazando en la solucién propuesta:

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

- : : . - ~ Fy ~ o G sin &
f:el(o“z’wsm‘z’)/ﬂ[(AEx—i-DEZ)cosgb’—i—AEy sind)’%—% B, |e i@ +8smeéD) g4/ (B.54)

muwe U”

Para resolver estas integrales debemos usar las siguientes propiedades:

e + 7@

Ccosp = ——
¢ 2

. el — e

s = ———
¢ 21
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e e = N (B) e (B.57)

n=—oo
Donde J, es la funcién de Bessel de primer tipo.

Debemos calcular las siguientes integrales:

/ emied 48 g — 5 1) / akn) o g

(B.58)
—iy Jn(B) —i(asn)s
— +n
/<€i¢/ i 6_i¢/) e—i (a¢’+ﬁsin¢’)d¢ Z J / —i (a—1+n)¢ +e z(a+1+n)¢) d¢/
—i(a—14n)¢ —i(a+14n)¢p
€ €
Zzn: (5)[a—1+n+a+1+n (B.59)

- Zzn: % [Jn+1(6) + Jnl(ﬂ)}

donde en el ultimo paso remplazamos n — n+ 1y n — n — 1 ya que la suma va de
n = —oo hasta n = oo.

/(ei¢>/ _ efw)/) et (a¢>’+5sin¢’)d¢ Z J / —i(a—14+n)p _ et (a+1+n)¢>) d(]ﬁl

(a—1+n)¢ e i (a+1+n)o
_ZZJ [oz—1+n_oc+1+n (B.60)
i (atn)o
—i S ) - i (8)
Ahora juntando todo:
_ZZJ + ¢muj)c ( 5 Z o tn Jn+1(5)+Jn_1(5)
AEy e—i(atn)¢
+ 2% Zn: a+n [JnH(ﬂ) - Jnl(ﬁ)] (B.61)

aF 5 671’ (a+n)o
o B an))
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Usamos las siguientes propiedades de las funciones de Bessel J,,+1(8)+J,—1(8) = 2n/8J.(5)
y Jn+1 (ﬁ) - Jnfl(ﬁ) = _2J’I/l(ﬁ)

~ AE, + DE, 2n et (m=n)¢

f—zm%< ] ;me) SO

2J/ el (m—n)¢
T B)— (B.62)

LR gi (=)o
a?}”E J (ﬁ)J 6) a—+n
Foidte s 6 [(AB, + DB (9)
—meC a+n m T z B n
mn oF (B.63)
HIAB () + 5B (9)
8UH
factorizaremos por A y al resto lo llamaremos B

foilo S )| (BB + i 9)F

 mw, at+n " B * " Y
e (B.64)

(9F0 ~ n ~
+—F.J,(B)+ =DE.J,
o B (0)+ (6)]
Bautizamos:
8F0 n

B=—+-D B.65
81}” ﬁ ( )
F =20 Zei(m_n)(ﬁJ B A( 2 T.(B)E, + i (B)E, ) + J.(B)E.B B.66
 mwe < a+n m s n (B.66)

Finalmente podemos computar J

2w 00 00
J = q/ / / vfvidv,dvde (B.67)
0 —o0 J0
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Donde v = v, cos ¢ + gv sin¢ + 2y
Matricialmente tenemos:
Ozz Ozy Ogz

E,
= |0y 0oy 0y L, (B.68)
E,

Ozz Ozy Oz

N I&Ku

Asi calcularemos por componentes, por ejemplo para Z:

Jy = 0By + OuyEy + 0, E, (B.69)

Para integrar en d¢ expresaremos las funciones trigonométricas en su forma exponencial,
comenzaremos mirando Z (proporcional a cos ¢ f)

Im () de

(B.70)

/27r Z.q277/0 (eiQS + e—iqb) ei (m—n)¢
0 Mwe 2 ~ a+n

Veamos que lo que esta dentro de los paréntesis cuadrados no depende de ¢ y la de-
pendencia en esta variable esta solo en las exponenciales, veamos esta en detalle, para eso
recordemos:

2
/ L O 7 T (B.71)
0

21 21 21
/ ol (m—n+1)¢d¢ _ / P (m—(n—l))¢d¢ — / ol (m—n')¢d¢ — 27T5m,n/ — 27T5m,n—1 (B.72)
0 0 0

2T 27 27
/ el (m=n=1d g — / ¢! (=)o g — / ¢ " AG = 20y = 2M6p i1 (B.T3)
0 0 0

Usando esto podemos escribir:

2
/ (ei (m=—nt1)é | i (m—n—1)¢>) dp = 27 (61 + Omms1) (B.74)
0

27
/ (ei (m—n+1)¢p _ et (m—n—1)¢) d¢ = 27T(5m,n—1 - 5m,n+1) (B?E))
0
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Ast:

R (B.76)

a-+n

A5 0B, +iT0)E,) + LOE.B

m,n

podemos colapsar la sumatoria de m con la delta, en el estilo:

Z (5,']‘@]‘ = a; (B??)
J

@q;”f Xn: J"“(ﬁci i i“(ﬁ) A(ZJ (8)E, +iJ.(B)E, ) + J.(B)E.B (B.78)
;70T Z 62"; e <2Jn(ﬁ)Ex + iJ;(ﬁ)Ey) + J.(B)E.B (B.79)

con esto ya podemos escribir J,
Ore [ Y / | A(%)QULJM (B.50)
Goy = [ o / | T A0 1 (5)(8) (B.81)

2y dv, do)
o / / P ]Bﬁv J2(B) (B.82)

Veamos ahora J, = 0,0, + 0, F, + 0,.FE, de manera similar al caso anterior solo que
ahora proporcional a sin ¢

n ,q2n0 (€i¢ — efi‘z)) et (m—n)o n ~ L B .
/0 a2 2 arn 0 A(EJ"“)E”Z%(@%) () E.B |do
(B.83)
‘q2n0 7T(5m7n,1 — 6m,n+1) n , B
mec ; i(a+n) Im(B) A(@‘] (5)E +iJ,(8)Ey ) + J, (B)E B (B.84)
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q"noT Jn-1(B) = Juy1(B) n / = r
ey Zn: o) A(EJ (B)E, +iJ.(B)E, ) + J.(B)E.B (B.85)
*nom ~ 2J,(8) n LAy
e~ ; o A(ﬁJ (B)E, +iJ.(B)E, ) + J.(B)E.B (B.86)
vamos con jy
B & QWULdULdUH n ,
e = [ N B e L) AT B L
B 2mvydvydyy , ,
Oy = [ o / | d, 5 (8)0,06) (B.38)
B o0 QWULdULdU” B ,
0y = [ 93y N el ARG (B.59)
Finalmente para 2
B 27rdedevH n 9
*© 2mv, dv  d ,
0y = [mwc / / T A T (8) () (B.91)
q> no 27TdedevH
0, = [ o, / / P B JZ(B) (B.92)
Matricialmente queda mejor:
o e*n, — 19 27v dv doy
a_lz;msquzn:[m [FOO a+n
(B.93)

AZBETE AT, B
—3 A, Zgi S A J,J, —iBsv, J,J]
T iAsv) g, J), By J?
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Ahora estamos en condiciones de evaluar el tensor dieléctrico:

>
g

<~ ixe
K=1-—

inO
4
Para escribir los elementos de K, para eso consideremos:
_ ko —w _
Wes(O+n) =wes | ——— +n | = kv —w + nwes

ademas, podemos escribir:

As _ {(1 _ /{|U|) 8F075 X k‘HUJ_ (9F075]

ov | w Oy

Comencemos:

p o0 o0 2J2
x:c - 1 - >
Z Z/ 52 k”UH — W —i—nwcs)

0

{(1 _ k”U) 8F075 i kHUJ_ 8F0,5

w ov | w Oy

} ZWUidULdU”

—+oco —+oco !
. W, nJ,J,,
R = ZZ Z/ Bs(kjo) — w + nwe,s)

0
k F k F
{(1 — ”U”) Ok, + 1V 9 0’5} QWUidUJ_dUH

w v w Oy

. +o00 +o0o nJ2
Z p Z/ B k’”UH —w—i—nwcs)

0

8PﬁO,s NWe, s afOs . afOs 2
[ (U (%” || 8UJ_ )} 27TUJ_dUJ_d?}||

v W |

+oo +o00o /
ps nJ J
yx—ZZ Z/ B kHv”—w—i—anS)

0

|:(1 _ ]{7|U|) 8F0,s 1 kJHUL 8F0,s

w ov| w Oy

} 2mvT dv dvy,
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(B.95)

(B.96)

(B.97)

(B.98)

(B.99)
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w2 +oo +oo nJ J/
K,=1-Y -2 nn
vy ; w ; /_OO /0 (k”UH —w+ nwc,s)

kiog\ 0Fy.  kjvl OF, (B.10)
12l 0,s VL OLp,s 2
1— 2 dv, d
{( w ) ov| + w Oy } roLanLan
w2 “+o0 +oo J J/
K, =i P2 / / L
Y zs: w zn: —00 0 (kHU” —w+ ans) (B 102)
OFo, _ mives v Ofos _ v Ofo. 210t dv | dv
v wv | + v I ov| LA
w2 +00 +o0 7’LJ2
Kza: = - B / =
zs: w Zn: — Jo ﬁs(k‘”UH —w+ nwcjs) (B 103)
kjog\ 0Fos  kjuL 0F,. ) '
1— d =~ | 2vidv, d
{( w ) Ovy * w Oy LA
(UQ “+o00 —+o00 J J/
o . D,S nYmn
sz__lz Z/ / (kv — w + nwe,s)
e (B.104)
k”’l}” 8FOS k”w_ 8F05 2 ‘
1— ’ = | 2mvidv,d
[( w ) Ovy * w Oy TOLALLET
w2 “+o00 “+0o0 J2
Kzz =1- B2 / / =
; w ; —w Jo (kv — w + nwe,s) (B.105)

v wv |

OF ] NWe, s a.f ,8 af ,8
[ 0 (UL 81?” — 82)(1 )] 27wid1udv||

Dado que queremos obtener la relacién de dispersion para ondas electromagneticas nece-
sitamos desacoplar los campos en las ecuaciones de Maxwell, ya usamos la ley de Faraday,
necesitamos otra ecuacién, en este caso la ley de Ampere (libre de fuentes)

B 0 g
Vx =2 (50 K E) (B.106)
po Ot
Que en el espacio de Fourier:
- &L
ik x B = —iw (,uoao K- E) (B.107)
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w o
kxB=-SK-E (B.108)
C

Recordando:

kxE=wB (B.109)
y desacoplando:
N WS
kx(kxE>+—2K-E:0 (B.110)
c
Podemos simplificar esta expresién recordando que asumimos que: k, = |k|sinf k, =
|k|cos @ k, =0, asi
<~ ~ w2 <:> ~
T E+—-K-E=0 (B.111)
c
Donde:
- —k? 0 kik.
T= 0 —(kK2+Ek) 0 (B.112)
kik. 0 —k2
De esta forma:
K., — ci—’f cos? 0 K.y K, + Ci’f sin @ cos @ E,
Ky Ky, — <& Ky E, | =0 (B.113)
K., + Cw—lg sin 6 cos 6 K., K,, — Cwlg sin’ @ E,

Ahora para obtener la relacién de dispersién (el determinante de la matriz anterior) asu-
miremos que los modos se propagan en una direcciéon dada, vemos si el modo de propagacion
es paralelo con el campo magnético de fondo, la matriz anterior se simplifica bastante al ser
0 = 0, por esta razon evaluaremos para modos cuasi-paralelos lo que nos permite asumir que
g = % < 1, por lo cual guardaremos hasta orden 1 en (3, también .

., . J2 .
Podemos evaluar también K,, K., son proporcionales a - 73(6 S), recordemos que a primer
S

orden Jy ~ 1y Jy ~ £5,/2, esto usando la expresién asintética:

Ju(2) ~ <5>a (B.114)



Para el caso n = 0:

nJ2(8,) 01

. 5= 0 (B.115)
Para n = £1
% R i% _ i% ~0 (B.116)

Podemos hacer un andlisis similar para K, y K, los cuales son proporcionales a .J,,(3s)J), (5s),

considerando que J{(Bs) = —J1(Bs) = —0s/2. De esta forma para cuando n = —1,0,+1
Jn(Bs)J)(Bs) es igual a cero. Asi nuestra matriz queda como:

Ky  Ky,—SE 0 2, | =0 (B.117)
0 0 K,, E,
Tomando el determinante:
k2 k>

Atn podemos decir més sobre K, y K,,, que para el caso n = 0 son iguales a la unidad
en el limite §; — 0, usando la siguiente propiedad sobre la derivada de la funcién de Bessel:

o (B) = Ju-1(B) — %Jn(ﬂ) = —Jos1(B) + %Jn(ﬂ) (B.119)

Usando esta propiedad en K, cuyo segundo termino es proporcional a J (5s)J),(0s)
usando la primera igualdad de la propiedad B.119 para el caso n = —1 y la segunda igualdad
para el caso n = +1 lo que nos permite despreciar el primer termino el cual es de un orden
superior en [, asi, en el limite 5, — 0:

2 72
n°J;

Bs

Jn(Bs) T (Bs) = (B.120)

Lo que nos permite igual K., y K,,, ademas por inspeccién de K,, K,, podemos ver
que K, = —K,, de esta forma podemos simplificar ain mas nuestra relacién de dispersiéon
(electromagnética):

2k2\
D(k,w) = (Km - —) + K2 =0 (B.121)

UJ2 Ty
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2]{52 2]€2
D(k,w) = (Km — CUJ—Q + z‘ny) (Km - cw—2 - iny> =0 (B.122)

Ahora considerando el limite 5, — 0y la propiedad B.119 el primer paréntesis corresponde
a ondas planas:

Ak k2
Kup = + iy = 1= = =0 (B.123)

Para el otro paréntesis consideramos que en el limite 5, — 0:

n? I3 (Bs) _ nJa(Bs)Jn(Bs) 1

= = - B.124
2 5, 1 (8124
De esta forma escribimos la relacién de dispersiéon como:
o
D(k,W) = wa — 7 — Zny
Cd2 +oo +oo 1/4
=1- B Ag2mvt dvyd
Zs: " /Oo /O (o =) 2mviLdvsdoy (B.125)
2k2 %2; +oo  ptoo 1/4
- — —’s A2mvidv, d
w? + w / / ko) — w + nwe) roLavLan)
2k,2 too oo 20 k: LE) 0, OFy >
81”_ ov Y BvJ_

D(k “ps ” Tdvidv; (B.126
(k) = Z / / k”vH — W+ NWes) muldodyy ( )
Factorizando el dltimo término por k/w

C2k52 w2 400 G
D(k,w)=1——L -5 222 — ey, (B.127)
CL)2 ; w —0o0 U” - k:” ,
Donde
Feo W 8F0 8F0
Go,s(vy) = — —= | mid B.128
ol = [ (7 ) G+ g mtaes (B.125)

Aqui podemos hacer un paréntesis y hablar como seguir aproximando, con el fin de poder
evaluar nuestra relacion de dispersion, esta vez usando la aproximacion de taza de crecimiento
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lento, haremos un Taylor para la variable p = v —iw, asumiremos que el crecimiento es lento,
es decir, asumiremos que |y| < |w/|, asi el Taylor serd al rededor de p = —iw, as:

dD(k, —iw)

D(k,p) = D(k, —iw) + o Y (B.129)
: OD(k, —iw) Ow
D = D(k, — _— B.1
(k) = Dik i) + T2 2 (B.130)
D(k, —1

D(k,p) = D(k, —iw) + i wy (B.131)

w

donde D(k,—iw) tiene una parte real y otra imaginaria.
D(k, —iw) = D,(k, —iw) + iD;(k, —iw) (B.132)

Para el caso de 0D /0w guardaremos solo la parte real ya que la parte imaginaria contri-
buye poco a la parte real de D,

oD, .0D;
D; +1 = 1
Dr—l—zDz—H(aw —|—zaw>7 0 (B.133)
8D1, . Dr
D, — vy+i| D; + 0 7] =0 (B.134)
ow ow
——— - ,
v s

Donde cada llave deben ser por separado igual a cero, para la primera llave:

oD;

D, =
v D B |

(B.135)

Para el caso anterior habiamos mencionado que la derivada de la parte imaginaria de
D(k,—iw) es despreciable, ademds multiplicado con v que habfamos asumido pequeno en
comparacion a la frecuencia del modo en cuestion, por lo tanto:

D,=0 (B.136)
Ahora para el caso de la segunda llave:

oD,
Oow "

&> D =— (B.137)

Eso nos permite escribir una expresion para -y
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-D;

Para poder evaluar D, y D; usaremos la relacion de Plemelj, sobre la relaciéon de dispersion
para Dy ;,, esto corresponde a:

2k2
o [| , 9o,s U||
D(k,—iw)=1-— 2 LIL% /OO o pikwcsdv” (B.139)
I
Asi:
R 0 Gos(y))
DT =1- 5 / w:l:wcs d?)” (B140)
v oo U T TR
k Wi,
Di = —Ww Z FGO’S(U”) (B141)
® U=Vl res
Donde V|| res = wﬂ;:lic’s
Asi, la taza de crecimiento:
—D; k/|k| W
Go.s B.142
77 9D, jow ~ "0D, /0w Z o) (B.142)
Y=Y res
Recordemos:
w Feo (9F0 Feo 3F0 (9F0
Gos(v)) = — Ervido) — 2 v ) mtd B.143
0, (UH) k/ (91& T, avy /(; <U|| 8'UJ_ 81}” )WUJ_ vL ( )

Podemos integrar por partes el primer termino de la ecuaciéon anterior:

400 +00 F F
Gos(v)) = —— / Fy2mv, dv) — / UH8 0s _,, s 3 dv (B.144)
0 0 aUJ_ a'U”

1 wgs w [t k‘” /+OO 0F} s OFy s 9
= s |2 Fo2mvido, — -0 s _ : d
! WaDr/awZ: w? { ’fn/o DT T e \ e T ey ) T

(B.145)
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Ahora, la forma mas féacil de evaluar esta relacion de dispersién, es asumir que el plasma
esta frio, a pesar que hicimos todo lo que tiene este capitulo para encontrar las ondas en un
plasma caliente.

Para eso tomaremos Fj ; como deltas de Dirac.

1
Fos = ) 4] B.14
he = g 0(1)8(0) (B.146)
Lo que nos permite evaluar G s:
T Tw 0Fy oo L OF,
Go,s = — — 1 —d S —— nd B.147
0, /0 {k‘” v”} ot 0, UL—I—/O vl o, dv | ( )
Podemos integrar por partes nuevamente:
9 w 9
Go,s = — == 1| Fosd / — (vinm) Fysd B.148
0, /0 81}J_ |i(]{; U”) 7TUJ_‘| 0,sAVL + ; 8UH (UJ_?T) 0,sAV_L ( )

Vemos que el segundo termino es nulo por la derivada en v, asi:

w

am:_<ﬂ_w05@o (B.149)

Remplazando esta expresion en la relacion de dispersion B,140, resolveremos para la
integral:

/+oo — (,%H - U\\) 5(U|I)d _kﬁn W (B.150)

U” = wtw -
Yres _YEYes  wtw
k| K o

Ahora podemos ignorar el movimiento de los iones ya que al ser mas masivos, tienen
valores para w. y w, mucho menores que los electrones, lo que nos permite despreciarlos,
tomaremos el caso (—), asi:

C2k‘2 2
L, _y (B.151)

w w(w — we)

D, = -

Donde también despreciamos la unidad en B,140, esta ultima ecuaciéon nos permite des-
pejar k:

1/2
Wpw
ky = W (B.152)
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Asi podemos evaluar v s

ki (we — w)3/?
_C_HC—
Byl wwp

U||,res -

(B.153)

Lo que nos permite apreciar que vj ., y k| tienen signos contrarios.
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