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Resumen

En esta tesis se estudian modelos de asignacién de bienes indivisibles entre individuos que
no necesariamente saben comparar todas las alternativas disponibles, pues tienen preferencias
incompletas. Se examinan y caracterizan diversos conceptos de solucién que son estables a
desvios grupales.

1. Introduccién

La teorfa de emparejamientos unilaterales se enfoca en la asignacion/redistribucién de bienes indi-
visibles entre individuos. En este contexto, existen tres modelos clasicos en los cuales los agentes
tienen preferencias definidas sobre el conjunto de objetos y las reasignaciones/redistribuciones se
hacen sin transferencias: el mercado habitacional de Shapley y Scar{ (1974) y los modelos de asig-
nacién habitacional de Hylland y Zeckhauser (1979) y Abdulkadiroglu y Sénmez (1999). En el
modelo de Shapley y Scarf (1974), cada agente es propietario de una casa y puede intercambiarla
por otra propiedad. Este modelo se puede aplicar a la reasignacién de trabajadores en oficinas o a
la redistribucién de espacios de parqueo. En el modelo de Hylland y Zeckhauser (1979) no existen
propietarios, mientras que en el modelo de Abdulkadiroglu y Sénmez (1999)| coexisten propietarios
y entrantes. Estos dos modelos se pueden aplicar para la asignacién de cursos en universidades o
cupos en residencias universitarias, respectivamente.

Los modelos anteriores asumen que las preferencias de los individuos son completas, transitivas y
estrictas. Gracias a estas propiedades, consiguen asegurar la existencia de algoritmos que imple-
mentan soluciones estables y/o eficientes en la presencia de informacién incompleta. Por ejemplo,
en el contexto del modelo de Shapley y Scar{ (1974), David Gale propuso el Algoritmo Top Tra-
ding Cycles (TTC) como mecanismo directo para obtener redistribuciones de casas. Este algoritmo
obtiene la tinica asignacién en el nicleo, esto es, la inica distribucién de casas tal que ningtin gru-
po de agentes puede mejorar saliéndose del mercado para redistribuirse sus asignaciones iniciales.
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Ademés, TTC es el tnico mecanismo Pareto eficiente, individualmente racional y group strategy
proof (Bird (1984), Ma (1994), Sénmez (1999)). En el contexto del modelo de Hylland y Zeckhau-
serl (1979), el Algoritmo Serial Dictatorship (SD) es strategy-proof e implementa soluciones Pareto
eficientes, mientras que en el modelo de Abdulkadiroglu y Sonmez (1999) el Algoritmo You Re-
quest my House - I get your turn (YRMH-IGYT) es strategy-proof e implementa soluciones Pareto
eficientes que son estables a desvios de grupos de propietarios.

Sin embargo, en diversos contextos en los cuales se asignan/redistribuyen objetos, los individuos
pueden no ser capaces de comparar entre dos o mas alternativas. Hay al menos dos razones para que
esto ocurra. En primer lugar, la incapacidad para comparar dos alternativas puede surgir porque
cada una de ellas es caracterizada por diversos atributos y no es claro cémo agregarlos al momento
de decidir. Por ejemplo, podria no ser directo comparar entre una casa mas grande que queda més
lejos del lugar de trabajo respecto a otra casa mas pequena pero que queda mas cerca. En segundo
lugar, la incapacidad de comparar dos alternativas podria ser una consecuencia de que los agentes
no cuentan con informacién suficiente. Por ejemplo, un individuo podria no saber comparar entre
aceites de oliva provenientes de la misma regién de Espana, pero no por eso estar dispuesto a
considerarlos indiferentes.

Note que, si un agente no sabe comparar dos alternativas, entonces no esta indiferente entre ellas.
Esto es, estar indiferente es saber compararﬂ El siguiente ejemplo, propuesto por Kuvalekar (2020),
ilustra de manera muy simple las diferencias entre incompletitud e indiferencia cuando las prefe-
rencias son transitivas. Suponga que Anita debe elegir entre tres casas: c1, c2 y cs3. Ella tiene claro
que prefiere la casa cy a la casa c3. Sin embargo, no sabe comparar el resto de alternativas. Si
reemplazamos las incompletitudes en las preferencias por indiferencias, tendriamos que Anita seria
indiferente entre ¢y y ¢ y entre c1 y c3. Si las preferencias son transitivas, esto implicaria que Anita
estd indiferente entre cs y c3, una contradiccion.

La literatura de emparejamientos con preferencias estrictas e incompletas es escasa y se ha enfocado
principalmente en modelos de emparejamiento bilateral. Bade (2016), Chambers y Yenmez (2017)
y Che, Kim y Kojima (2019) han estudiado estabilidad en modelos en que las preferencias no son
completas ni transitivas. Kitahara y Okumura (2021) han incluido preferencias incompletas y tran-
sitivas en modelos de eleccién escolar. Ademds, Kuvalekar (2020)| ha estudiado diversos conceptos
de estabilidad coalicional en modelos en que las preferencias son incompletas, estrictas y transitivas.

Como existe un vacio en la literatura respecto a modelos de emparejamiento unilateral en que los
individuos no saben comparar todas las alternativas, en esta tesis estudiaremos mercados habitacio-
nales en escenarios donde las preferencias son incompletas, estrictas y transitivas. Esencialmente,
extenderemos los modelos de Shapley y Scarf (1974)| Hylland y Zeckhauser (1979)| y Abdulkadi-
roglu y Sénmez (1999 )| para permitir que los individuos, propietarios o entrantes, no necesariamente
sean capaces de comparar todas las alternativas disponibles. Presentaremos y caracterizaremos una

LEn la literatura se han estudiado modelos de asignacién de bienes indivisibles permitiendo que exista indiferencia
en las preferencias. Cabe notar que, al permitir indiferencias, el nicleo del mercado habitacional de Shapley-Scarf
puede ser vacio y no existen mecanismos Pareto eficientes y group strategy proof (Ehlers (2002)). Algunos autores
han estudiado algoritmos que generalizan TTC para trabajar con indiferencias y tales que, bajo ciertas restricciones
en preferencias, los mecanismos directos asociados son Pareto eficientes, individualmente racionales y compatibles
con incentivos (Alcalde-Unzu y Molis (2011) Jaramillo y Manjunath (2012), Aziz y De Keijzer (2012)). Otros autores
como Ahmad (2021) se enfocan en condiciones suficientes para asegurar que bajo preferencias no estrictas, existan
mecanismos que sean group strategy proof.
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variedad de conceptos de estabilidad y eficiencia que emergen naturalmente en los contextos antes
senalados, con especial interés en entender cuando estos conceptos son diferentes de vacio y las
relaciones que guardan unos con otros.

Incorporando preferencias incompletas al modelo de Shapley y Scar{ (1974)| estudiaremos dos con-
ceptos de nucleo, el nicleo débil y el nicleo Cg, en los cuales los grupos de bloqueo solo estan
compuestos por propietarios que saben comparar su situacién antes y después del desvio. Por lo
tanto, mientras mayor sea la incompletitud de las preferencias menor serd el poder de bloqueo de las
coaliciones. Para mostrar que estos nicleos son diferentes de vacio, vincularemos cada preferencia
incompleta con sus completamientos transitivos, esto es con las formas de completar la preferencia
que preservan transitividad. Describiremos un proceso para recuperar todos los completamientos
transitivos de una preferencia incompleta, al cual llamaremos Algoritmo CST (Teorema 1). A partir
de eso, mostraremos que el nicleo débil con preferencias incompletas coincide con la unién de los
ntcleos débiles para los diferentes completamientos transitivos (Teorema 2). Andlogamente, mos-
traremos que el nicleo Cg con preferencias incompletas coincide con la unién de los ntcleos de
Shapley-Scarf para los diferentes completamientos transitivos (Teorema 2) y que para construir to-
das las asignaciones dentro del nicleo Cg es suficiente combinar el Algoritmo CST con el Algoritmo
TTC. Ademaés, mostraremos que cuando hay solamente un agente con preferencias incompletas, las
casas que este recibe en el nicleo Cg no las sabe comparar entre si (Proposicién 1). Este dltimo
resultado se perderd cuando haya més de un agente con preferencias incompletas.

Al considerar el modelo de Hylland y Zeckhauser (1979), mostraremos que el conjunto de asig-
naciones (débilmente) Pareto eficientes con preferencias incompletas coincide con la unién de los
conjuntos de asignaciones (débilmente) Pareto eficientes en los modelos de emparejamiento unila-
teral en que las preferencias son dadas por los diferentes completamientos transitivos (Teorema 3).
Ademds, podremos construir todas las asignaciones Pareto eficientes de dos maneras: combinando el
Algoritmo CST con el Algoritmo SD aplicado a todos los posibles érdenes de prioridad o combinan-
do el Algoritmo CST con el Algoritmo TTC considerando todas las posibles asignaciones iniciales
de casas. Por otro lado, al considerar el modelo de Abdulkadiroglu y Sénmez (1999), mostraremos
que el conjunto de asignaciones dptimas—asignaciones Pareto eficientes que son estables a desvios
de propietarios— con preferencias incompletas coincide con la unién de los conjuntos de asignacio-
nes 6ptimas para los diferentes completamientos transitivos (Teorema 4). Como consecuencia de
esto, obtendremos todas las asignaciones 6ptimas combinando el Algoritmo CST con el Algoritmo
YRMH-IGYT.

En el contexto de Shapley y Scarf (1974), para permitir que no todos los miembros de una coalicién
que bloquea una asignacién sean obligados a saber comparar su situacién antes y después del desvio,
propondremos dos conceptos adicionales de niicleo: el nicleo Cg v nicleo fuerte. Mostraremos que
ambos conjuntos pueden ser vacios. Mas ain, el nicleo fuerte serd vacio siempre que los ntcleos
Co y Cg sean disjuntos.

Dado lo anterior, con el objetivo de tener un concepto de estabilidad coalicional que refine al niicleo
débil y que al mismo tiempo sea siempre diferente de vacio, adaptaremos al contexto de Shapley
y Scarf (1974)|el Compromise Core propuesto por Kuvalekar (2020)| para mercados matrimoniales
con preferencias incompletas. Para poder explicar este concepto de estabilidad es til introducir dos
criterios de dominancia. Dadas asignaciones u y 1, diremos que u domina a 7 si partiendo de 7 se
puede llegar a p al permitir que una coalicién desvie para mejorar a alguno de sus miembros, sin
perjudicar a aquellos que saben comparar su situacién antes y después del desvio. Ademds, diremos
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que u cubre a7 si y domina a 17 y a todas aquellas asignaciones que son dominadas por 1. Entonces,
el Compromise Core es el conjunto de asignaciones en el nicleo débil que no pueden ser cubiertas
por ninguna otra asignacién. Andlogo a Kuvalekan (2020), demostraremos que el Compromise Core
es diferente de vacio (Teorema 5). Ademas, restringiendo los acuerdos de las coaliciones a aquellos
en que sus miembros forman un tdnico ciclo de intercambio, propondremos un refinamiento del
Compromise Core que continia siendo siempre diferente de vacio.

Finalmente, demostraremos que el nicleo débil y el nicleo Cg crecen débilmente cuando aumenta
el grado de incompletitud de las preferencias. Sin embargo, a través de un ejemplo, mostraremos
que el nucleo Cg, el nicleo fuerte y el Compromise Core no necesariamente crecen cuando aumenta
la incompletitud de las preferencias.

La organizacién de esta tesis es como sigue. La Seccién 2 presenta el modelo de Shapley-Scarf
con preferencias incompletas, transitivas y estrictas. La Seccién 3 introduce el Algoritmo CST,
sus propiedades y su aplicaciéon a un ejemplo. La Seccién 4 presenta resultados para los nticleos
definidos en la Seccién 2, enfatizando el estudio de cuales de ellos son no-vacios y con un breve
comentario sobre las propiedades del niicleo débil y el nicleo Cg. La Seccién 5 extiende varios de
los resultados de la Seccion 4 a los modelos de Hylland-Zeckhauser y Abdulkadiroglu-Sonmez. La
Seccién 6 introduce el Compromise Core y estudia sus propiedades en el contexto del modelo de
Shapley-Scarf. La Seccién 7 discute cémo reaccionan los nicleos a aumentos en la incompletitud de
las preferencias. La seccién 8 presenta algunas conclusiones.

2. Modelo

Considere un mercado habitacional de Shapley-Scarf [N, C, >] caracterizado por un conjunto N =
{1,...,n} de individuos, un conjunto C = {cy,...,c,} de casas y un perfil de preferencias >= (>;
)ien de los individuos por las casas. Supondremos que la casa ¢; es propiedad del individuo i, el
cual tiene preferencias >; definidas sobre C tal que Cj >i Ck Y Ck >i ¢ implican que ¢j >; ¢¢ y no
existen dos casas que el individuo i considere indiferentes.

A diferencia del modelo clésico de Shapley-Scarf, supondremos que las preferencias (>;)iey no
necesariamente son completas. Esto es, un agente i podria no saber comparar dos casas ¢k y ¢;, con
k # j, lo cual denotaremos por ¢; ®; c.

Una asignacion habitacional es caracterizada por una funcién biyectiva u : N — C que asocia a
cada individuo una casa diferente. Denotaremos por A al conjunto de asignaciones habitacionales.

Una coalicién es un subconjunto no-vacio de N. Dada una coalicién T, denotaremos por e(T) al
conjunto de casas que son propiedad de los individuos en T. Ademads, nos referiremos a cualquier
funcién biyectiva ¢ : T — e(T) como un acuerdo. Por conveniencia de notacién, en ocasiones
identificaremos un acuerdo ¢ : T — e(T) con la familia de pares (i, 0(i)), con i € T.

Consideraremos los siguientes conceptos de bloqueo y estabilidad para asignaciones habitacionales:

e Niucleo Débil Cw(>). Una asignacién habitacional u es fuertemente bloqueada por una
coalicién T si existe un acuerdo o : T — e(T) tal que o(i) >; u(i) para todo i € T. Una
asignacién habitacional u estd en el nicleo débil, lo que denotaremos como u € Cw(>), si no
existe ninguna coalicién que bloquee fuertemente p.
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e Nicleo Cgo(>). Una asignacién habitacional u es @—bloqueada por una coalicién T si existe
un acuerdo o : T — ¢(T) tal que:
(i) Para todo i € T tenemos que o(i) >; p(i) 6 o(i) = u(i).
(ii) Existe i € T tal que (i) >; u(i).
Una asignacién habitacional p estd en el nidcleo Co(>) si no existe ninguna coalicién que
©-bloquee p.
e Nicleo Cg(>). Una asignacién habitacional u es ®-bloqueada por una coalicién T si existe
un acuerdo o : T — ¢e(T) tal que:
(i) Para todo i € T tenemos que o(i) >; p(i) 6 o(i) ®; p(i).
(ii) Existe i € T tal que (i) >; u(i).
Una asignacién habitacional u estd en el nicleo Ce(>) si no existe ninguna coalicién que
®-bloquee u.
e Niucleo Fuerte Cs(>). Una asignacién habitacional y es débilmente blogueada por una coa-
licién T si existe un acuerdo ¢ : T — e(T) tal que:
(i) Para todo i € T tenemos que o(i) >; p(i), o(i) = u(i) 6 o(i) ®; u(i).
(i) Existe i € T tal que (i) >; u(i).
Una asignacién habitacional u estd en el nicleo fuerte, lo que denotaremos como p € Cs(>),
si no existe ninguna coalicién que bloquee débilmente p.
De las definiciones, tenemos las siguientes relaciones entre los nicleos:

Cs € Co S Cw A Cs C Cg C Cw.

Lo que a priori no es claro es la relacién entre Cg y Cg. Denotaremos por Kg(>) y Kw(>) a los
nicleos Co(>) y Cw(>) en el caso particular en que > es un perfil de preferencias completo.

El siguiente ejemplo sirve para ilustrar graficamente las relaciones entre los ntcleos hasta ahora
propuestos.

Ejemplo 1. Considere un mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>;)ien] con cuatro agentes, donde las
preferencias son caracterizadas por:

1 Co >1C3>1C1, Cq4>1C3>1C1, C2®1cCyq.
2 C1 >9 Cg >2 C3 >2 C4q.
3: €1 >3C4 >3C3 >3 Ca.
4 Co >4 Cq >4C1, Cg>4C3>4C1, C(C3Q®40Cyq.

El objetivo es calcular los niicleos para este ejemplo. Es evidente que existen veinticuatro posibles
asignaciones. Podemos descartar varias de ellas notando lo siguiente:

= Cualquier asignacion donde el agente 2 obtiene la casa c3 6 ¢4 no es individualmente racional
en el sentido que es fuertemente bloqueada por la coalicién {2} a través del acuerdo [(2, c2)].
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= Cualquier asignacién donde el agente 3 obtiene la casa co no es individualmente racional en
el sentido que es fuertemente bloqueada por la coalicién {3} a través del acuerdo [(3, ¢c3)].

= Cualquier asignacién donde el agente 4 obtiene la casa c; no es individualmente racional en
el sentido que es fuertemente bloqueada por la coalicién {4} a través del acuerdo [(4, c4)].

s Las asignaciones [(1/ Cl)/ (2! C2)/ (3/ C3)r (4/ C4)] Yy [(1/ Cl)/ (2! C2)/ (3/ C4)r (4/ CS)] son fuertemente
bloqueadas por la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].

= La asignacion [(1, c3), (2, ¢2), (3, c1), (4, c4)] es fuertemente bloqueada por la coalicién {1, 2,4}
a través del acuerdo [(1,cq), (2, c1), (4, c2)].

Como cualquiera de las asignaciones que cumplan las caracteristicas anteriores tienen coaliciones
de bloqueo fuerte, no estaran en Cy. Como Cy contiene siempre al resto de ntcleos, ninguna de
dichas asignaciones estara en ellos.

Esto nos deja por analizar solamente las siguientes asignaciones:

=1[(1,¢2),(2,¢1),(3,¢3), (4, ca)],
[(1,¢2),(2,¢1), (3, ca), (4, c3)],
[(1,¢3),(2,¢1), (3, c4), (4, c2)],
=[(1,¢4),(2,¢1),(3,¢3), (4, c2)],
ps = [(1,¢4),(2,¢2), (3, ¢1), (4, c3)]-

La asignacién p; estd en C y en Cg, pues no es posible encontrar coaliciones de bloqueo fuerte
ni de &-bloqueo. Sin embargo, 1 es ®-bloqueada por la coalicién {3,4} a través del acuerdo
[(3,c4), (4, c3)]. Por tanto, uy ¢ Cs, lo que implica que p1 € Cs.

Hi
Uz
s
Ha

Por otro lado, 2 estd en Cw, Cq y en Cg, pues no es posible encontrar coaliciones de bloqueo
fuerte, ®-bloqueo o ®-bloqueo. Sin embargo, us ¢ Cs, pues es débilmente bloqueada por la coalicién
{1, 2,4} a través del acuerdo [(1, c4), (2, c1), (4, c2)]. Esto ilustra que pueden haber asignaciones que
estén en la interseccién entre Cg y Cg, pero que no estén en Cs.

Tenemos que u3 € Cw y u3 € Cg, pues no es posible encontrar coaliciones de bloqueo fuerte o de
®-bloqueo. Sin embargo, s ¢ Cq, pues esta asignacién es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a
través del acuerdo [(1, c2), (2, ¢1)]. Esto implica que 3 ¢ Cs.

La asignacién p4 no tiene coaliciones de bloqueo de ningin tipo, por lo que estd en los cuatro
nucleos.

Finalmente, us € Cw pues no es posible encontrar coaliciones de bloqueo fuerte. Note que us ¢ Co,
pues es @-bloqueada por la coalicién {1,2,4} a través del acuerdo [(1,c4), (4, c2),(2,c1)]. Ademsis,
Us € Cge, pues es ®-bloqueada por la coalicién {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Por ende,
us € Cs.

Concluimos entonces que los nucleos son tales que:

CW = {[Jl/ ‘UQ, MBI ‘u4/ [’l5}/ C@ = {,Lll/ }12, ‘u4}/
C® = {[’l2/ ‘UB, ”4}/ CS = {[’l4}

El ejemplo anterior nos permite asegurar que el siguiente diagrama de Venn es compatible con
nuestros conceptos de ntcleo:
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El diagrama anterior ilustra el caso particular del Ejemplo 1 en que ni el nticleo Cg ni el nicleo Cs
son conjuntos vacios. Los Ejemplos 6 y 7 (presentados més adelante) muestran que esto no tiene
por qué ser asi. O

3. El Algoritmo CST

En esta seccion discutiremos la extension de preferencias incompletas a preferencias completas que
preservan la informacién de las preferencias originales y son transitivas. Introduciremos el Algo-
ritmo CST (Completamiento Secuencial y Transitivo), que mediante un proceso simple recupera
todos los completamientos transitivos de una preferencia incompleta. Como veremos en la siguiente
seccidn, asociar preferencias incompletas a sus completamientos transitivos serd fundamental para
caracterizar los nicleos Cw y Cg.

Diremos que un perfil de preferencias > = (>7)ien s un completamiento de >= (>;)ien si, para cada
individuo i € N, la relacién de preferencias >; es completa y estricta sobre el conjunto de casas C
y cumple la siguiente propiedad: ¢ >; ¢’ = ¢ >; ¢’.

Note que, no todas las formas de generar preferencias completas aseguran transitividad. Por ejemplo
en un mercado con tres casas, suponga que Cz >1 €3, €3 ®1 C1, €2 ®1 ¢1. Entonces, la preferencia >1
que cumple con co >1 C3, C3 >1 c1yC1 >1 co es completa y estricta pero no es transitiva.

Diremos que un completamiento > = (>;)ien de >= (>;)ien €s transitivo si para cada individuo

i € N, la relacién de preferencias >; es transitiva Denotaremos por Co(>) al conjunto de todos
los completamientos transitivos del perfil de preferencias >= (>;)ien.-

2En el sentido que cj Sick y Ck S cp implican que cj Sicy.
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3.1. Algoritmo CST

Sea P una relaciéon de preferencias estricta e incompleta definida sobre un conjunto finito H. A
continuacién describiremos el Algoritmo CST (Completamiento Secuencial y Transitivo), el cual

permite construir una relacién de preferencias completa, transitiva y estricta P, que estd definida
sobre H y cumple la siguiente propiedad: aPb implica aPb.

Algoritmo CST

e Etapa 1: Para cada a,b € H tal que aPb, defina aPb. Ademss, defina

Z(P)={(a,b)e HXH: a®pb}.

e Etapa 2: Escoja (a,b) € Z(P) y elija una de las siguientes alternativas: aPb 6 bPa.

Etapa 2.1: Si eligié aPb entonces:
(1) Siexiste ¢ € H tal que cPa y ¢ ®p b, defina cDb.
(2) Si existe ¢ € H tal que bPc y a ®p c, defina aPec.
Etapa 2.2: Si eligi6 bPa entonces:
(1) Si existe ¢ € H tal que cPb y ¢ ®p a, defina cPa.
(2) Si existe ¢ € H tal que aPc y b ®p c, defina bPc.

o Etapa 3: Elimine del conjunto Z(P) todos los pares (x, y) para los cuales fue definido en la
etapa previa que xPy 6 yPx.

e Etapa 4: Repita las Etapas 2 y 3 hasta llegar a que Z(P) = 0.

Por construccién, aplicando el Algoritmo CST a un perfil de preferencias incompletas obtenemos un
completamiento transitivo, el que dependera de las decisiones tomadas en cada etapa. El siguiente
resultado muestra que todo completamiento transitivo se puede obtener de esa forma.

Teorema 1. Dado un perfil de preferencias incompletas >= (>;)ien, el vector > = (>;)ien pertenece
a Co(>) si y solamente si, para cada i € N, la relacién de preferencias >; es uno de los resultados
que se obtienen al aplicar el Algoritmo CST a >;.

Demostracion. Sabemos que > € Co(>) si > resulta de aplicar el Algoritmo CST. Reciprocamente,
suponga que > es un perfil de preferencias incompletas y fije > € Co(>). Mostraremos que para
cada individuo i € N, >; puede obtenerse aplicando el Algoritmo CST.

Sea ;? la preferencia del individuo i que se obtiene al aplicar el Algoritmo CST a >;. Esto es, ;:
se obtiene mediante las siguientes instrucciones:

(1) Dado (Cj,Ck) e CxC,si Cj >i Ck, defina o ;j Ck.
(2) Dado (Cj,Ck) e CxC,sicg > Cj, defina cg ;j Cj.

(3) Defina Z1(>;) = Z(>;). Fije (C]',Ck) € Z1(>i).
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. - —~* - —~* . .
(M1) Si Cj >iCk, defina ¢; >; ck. Con ello, >; y >; coinciden sobre ¢; y ck.
Ademas, siga estas indicaciones:
. . —~%* . .

(M1.a) Si existe ¢y € C tal que ¢y >; Cj ¥ ¢ ®; Ck, defina ¢y >; cx. Note que de existir tal
¢y € C, la relacion de preferencias >; también debe cumplir ¢y >; cx. La razon es
que ¢¢ >; ¢j implica ¢y >;¢j y si se fijase cx > cy, se tendria por transitividad que
Ck >i ¢j. Esto contradice la hipétesis, pues estamos asumiendo que c¢; Sick. Ast, Siy
;1» coinciden sobre ¢¢ y ¢k, donde c¢ es cualquier casa tal que ¢¢ >; ¢j y ¢¢ ®; k.

(M1.b) Si existe c, € C tal que cx >; c¢ y c¢ ®; ¢j, defina c; ;; cp. Note que de existir tal
c¢ € C, la relacién de preferencias >; también debe cumplir ¢;>; ¢;. La razén es
que cx >; cg implica cg ;i cp v si se fijase ¢y ;i cj, se tendria por transitividad que
Ck >i ¢j. Esto contradice la hipétesis, pues estamos asumiendo que c; Sick. Ast, Siy
;i coinciden sobre ¢; y ¢j, donde ¢; es cualquier casa tal que cx > ¢y y ¢¢ ®; ¢j.

(M2) Si ¢ Si ¢j, defina cg ;i ¢j. Con ello, Sy ;,- coinciden sobre ¢; y ck.
Ademas, siga las siguientes indicaciones:

(M2.a) Si existe ¢ € C tal que ¢; >; ¢k y c¢ ®; ¢j, defina cg ;,- ¢j. Note que de existir tal
¢y € C, la relacién de preferencias >; también debe cumplir ¢y >; ¢j. La razén es
que ¢¢ >; ¢ implica ¢y >; ¢k v si se fijase Cj > ¢y, se tendria por transitividad que
cj >i ck. Esto contradice la hipStesis, pues estamos asumiendo que ¢ >; cj. Asi, Siy
% . . .
>; coinciden sobre cp y ¢j, donde ¢y es cualquier casa tal que ¢¢ >; ¢k y ¢¢ ®; ¢j.

(M2.b) Si existe c¢ € C tal que ¢j >; c¢ y ce ®; ck, defina ck ;i cy. Note que de existir tal
¢y € C, la relacion de preferencias >; también debe cumplir cx >; ¢y. La razon es
que ¢ >; ¢¢ implica ¢j>;ce y si se fijase ¢¢ >; ¢k, se tendrfa por transitividad que
Cj Si ck. Esto contradice la hipétesis, pues estamos suponiendo que ci =i cj. Asi, =i
y >; coinciden sobre ¢y y ¢k, donde ¢; es cualquier casa tal que ¢j >; cp y ¢ ®; Ck-

(4) Sea Zs(>;) el conjunto de pares (cr, cs) € Z1(>;) tal que no se cumple cy Sics 605> ¢r. Si
Z2(> ) es diferente de vacio, ehJa (cj,cx) € Z1(>;). Como > € Co(>), tenemos que ¢j > >ick

6 cx > ¢j. Sicj > ck, defina cj S’ ek v siga las instrucciones detalladas en (M1). Si ¢ >; cj,
defina cy >; cj y siga las instrucciones detalladas en (M2).

(5) Repita el proceso anterior durante T etapas hasta conseguir Zr(>;) = 0

Note que lo anterior asegura que >; = ;: Por lo tanto, el perfil de preferencias > se puede obtener
aplicando el Algoritmo CST.
O

Ejemplo 2. Para ilustrar la aplicacién del Algoritmo CST, suponga que en un mercado con cinco
casas las preferencias del agente 1 son:

€3 >1C2>1C1, C4>1C2>1C1, C5>1C1, C2@®1C5, C4®1C5, C4®1C3, C5®C3.

Dado que hay cuatro pares de casas que el agente 1 no sabe comparar, hay dieciséis formas de
completar estas preferencias. Sin embargo, solamente ocho de esas formas preservan la transitividad.
La Figura 1 (ver pdgina siguiente) muestra cémo mediante la aplicacién del Algoritmo CST a las
preferencias del agente 1 podemos recuperar los ocho completamientos transitivos. O
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4. Caracterizacion de los nucleos

En esta seccién se exploran algunas propiedades de los conceptos de estabilidad hasta ahora defini-
dos. Primero, mostramos que el nicleo débil y el nicleo Cg con preferencias incompletas coinciden,
respectivamente, con la unién de los nicleos débiles y los ntcleos de Shapley-Scarf para los diferen-
tes completamientos transitivos. Segundo, mostramos que refinamientos sobre el nticleo débil y el
nicleo Cg pueden ser vacios y que si hay un solo agente con preferencias incompletas, este recibe
en el nicleo Cg casas que no sabe comparar entre si. Finalmente, demostramos con ejemplos que
el nicleo Cg y el nicleo Cs pueden ser vacios.

Ejemplo 3. Considere un mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>;)ien] con cuatro agentes, donde las
preferencias son caracterizadas por:

1 Co >1C3>1C1, C4>1C3>1C1, C2®qCyq.
2: €1 >9C2>9C3 >3 C4.

3: €1 >3C4 >3 C3 >3 Co.
4

Co >4 Cq>4C1, C2>4C3>4C1, C3®4Cy.

Note que las preferencias son las mismas que las del Ejemplo 1. Existen cuatro completamientos
transitivos. Estos se detallan en la primera columna del Cuadro 1 (ver pagina siguiente). En la
segunda columna de dicho cuadro se muestran los nicleos Ky y Kg para cada completamiento
transitivo. Note que cualquier coalicién de bloqueo fuerte bajo las preferencias originales sigue siendo
una coalicién de bloqueo fuerte bajo cualquier completamiento transitivo. Por ende, y recordando
los célculos hechos para el Ejemplo 1, para calcular los nicleos Ky y Kg para los diferentes
completamientos transitivos, solo debemos analizar las siguientes asignaciones:

Ui = [(11 CQ)/ (2/ Cl)/ (3/ C3)/ (4/ 64)]/

=1[(1,¢2),(2,¢1), (3, c4), (4, c3)],

[(1,c3),(2,¢1), (3, ca), (4, c2)],
=1[(1,¢4),(2,¢1), (3, ¢3), (4, c2)],
ps = [(1,ca),(2,¢2),(3,c1), (4, ¢c3)].

Note que 2 y ps no son individualmente racionales cuando las preferencias vienen dadas por los
completamientos transitivos > y >*, pues estas asignaciones son fuertemente bloqueadas por la
coalicién {4} a través del acuerdo [(4,cq)]. Por ende, us, s &€ Kw(>) v po, ps ¢ Kw(>). Las
asignaciones (1, {3 y H4 Do tienen coaliciones de bloqueo fuerte bajo estos completamientos. Por
ende, Ky (>) = Kyw(>*) = {1, u3, pa}-

Cuando las preferencias vienen dadas por los completamientos transitivos >’ y >°, la asignacién
y1 es fuertemente bloqueada por la coalicién {3,4} a través del acuerdo [(3,ca), (4, c3)]. Sigue
entonces que H1 ¢ Kw(>') v u1 ¢ Kw(>°). Las asignaciones s, s y fa no tienen coaliciones
de bloqueo fuerte bajo estos completamientos. Ademads, la asignacion ps no tiene coaliciones de
bloqueo fuerte cuando las preferencias vienen dadas por >°. Finalmente, cuando las preferencias
vienen dadas por el completamiento transitivo >’, la asignacién s es fuertemente bloqueada por la
coalicién {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Concluimos entonces que Ky (>) = {2, s, pa}
y Kw(>°) = {2, p3, s, s }-

Ha
Hs3
Ua

Pégina 12 de 47



En la segunda columna del Cuadro 1 se muestran los nicleos Ky para cada completamiento tran-
sitivo.

Por los resultados de Shapley y Scar{ (1974)| y Roth y Postlewaitq (1977), sabemos que cuando las
preferencias son completas y estrictas, aplicando el Algoritmo TTC obtenemos la tinica asignacién
en el nicleo Kg. Por ende, podemos obtener el nicleo Kg para cada completamiento transitivo

al aplicar TTC a cada completamiento transitivo. Esto también se muestra en la segunda columna
del Cuadro 1.

Completamiento transitivo Kw y Kg
C2 El Cy El C3 El C1 KW(;) =_{#1, us, H4}
C1>2C2>2C3>2Cy Ko(>) = {u1}
C1>3Cq4 >3C3>3C2
C2>4Cq4>4C3>4C1
Cq >} Ca>] C3>] C1 Kw(>") = {p1, 3, pla}
C1 >; Co >; C3 >; Cy K@(>*) = {[J4}
C1 >5 €4 >5 €3 >3 C2
Co >;1 Cyq >Z C3 >:1 C1
co > ca > e3> e Ky (>") = {u2, u3, ya}
C1 >I2 Co >I2 C3 >’2 Cyq K@(>/) = {yg}
C1 >é Cyq >é C3 >g,) Co
Co >£1 C3 >21 Cy >:1 C1
€4 >7 €2 > €3 >] €1 Kw (>°) = {p2, 3, fta, s}
€1 >3 Ca >5 €3 >5 Cy Ko (>°) = {ua}
C1 >4 Cq >3 C3 >3 C2
Co >Z C3 >Z Cyq >Z C1

Cuadro 1: Nucleos Ky v Kg para cada completamiento transitivo del Ejemplo 2

Como las preferencias de este ejemplo son las mismas que en el Ejemplo 1, recordemos que tenemos
que Cw = {u1, p2, 3, pa, s} ¥ Co = {1, 2, pa}. Notemos entonces que los nicleos Cw v Co
coinciden, respectivamente, con la unién de los nicleos K y Kg correspondientes a los cuatro
completamientos transitivos. Con este ejemplo también se puede ver que a diferencia del caso con
preferencias completas y estrictas, el nicleo Cg no necesariamente es un singleton cuando las
preferencias son incompletas. O

El siguiente resultado muestra que esta ltimas observaciones no son casualidad y se cumplen en
cualquier mercado habitacional de Shapley-Scarf.
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Teorema 2: Dado un perfil de preferencias > donde hay agentes con preferencias incompletas, se
tiene que

)= ) B v Ce)= ] EKe().

S eCo(>) S eCo(>)

Demostracion. Haremos la demostracién para la relacién que involucra al niicleo Cg(>). La demos-
tracién para el nicleo Cw(>) es andloga y se detalla en el Anexo.

Suponga que u € Kg(>) para algtin completamiento transitivo > € Co(>). Por construccién, si
u ¢ Co(>), existe una coalicién de @-bloqueo y entonces tendriamos p ¢ Kg(>) debido a esa
misma coalicién de @-bloqueo. Asi, como u € Kg(>), se tiene que p € Co(>).

Ahora suponga que u € Cg(>). Dada una coalicién T, definimos:
F(T)={o:T — e(T)| o es biyectiva}

Es decir, F(T) es el conjunto de redistribuciones de casas ¢ (acuerdos) entre los individuos de T.
Dado > € Co(>), sea:

QH(;) ={(T,0) : T es una coalicién, 0 € F(T), T © —bloquea  a través del acuerdo o cuando las preferencias son > }.

Es decir, QP(;) es el conjunto de pares (T, o) tales que la coalicién T ©-bloquea p via una redistri-
bucién de casas (acuerdos) ¢ entre los individuos de T cuando las preferencias vienen dadas por el
completamiento transitivo >.

Vamos a probar que, dado cualquier > € Co(>), para todo (T, o) € QH(;) existe i € T tal que

u(i) ®; o(i). Por contradiccién, supongamos que dado (T,0) € Q (;) todo i € T puede comparar
(i) con G(l) Sigue entonces que para todo i € T, tenemos o(i) >l [J(l) 60(i) = y(z) y existe j € T tal
que o(j) >] 1(j). Sin pérdida de generalidad, suponga que (i) >; u(i), para todo i € {1,...,m—1} y
que o(i) = u(i) para todo i € {m, ..., #T}, donde #T es la cardinalidad de T. Como todo 1nd1v1duo
i € {l,...,m— 1} sabe comparar las alternativas, debe ser el caso que o(i) >; u(i), para todo
ie{l,..., m— 1}E| Por ende, se cumple que para todo i € T, o(i) >; p(i) 6 o(i) = p(i), y que existe
j € T tal que o(j) >; u(j) (lo cumple cualquier j € {1,...,m —1}). Esto es, T es una coalicién de
®-bloqueo para u a través del acuerdo o, segun el perfil de preferencias original >. Asi, y ¢ Co(>),
una contradiccién.

Con ello, para cada i € N definamos:
H(i):={ceC| 3> € Co(>), I(T,0) € QQ(>): i €T, c = a(i) }.

Es decir, H(i) es el conjunto de todas las casas que el individuo i € N recibiria al formar parte de
cualquier coalicién T de ©-bloqueo para u bajo algin completamiento transitivo de >.

Para cada i € N, denotemos por Q(>;) las casas dentro de H(i) que i no sabe comparar con u(i):
Q(>i) :={o(i) € H(i) : o(i) ®; u(i)}.

Considere ahora un completamiento transitivo > de > tal que para todoi € N, u(i) Sio(i), Yo(i) €

Q>

3Si no, se darfa (i) =; o(i) = u(i) > o(i) para todo i € {1,...,m — 1} y habria una contradiccién.
4Note que esto siempre se puede hacer, pues para cada i € N es suficiente que en la etapa 2 de la aplicacién
Algoritmo CST a la preferencia >;, se elija (u(i), 0(i)) antes que cualquier otro elemento de Z(>;) y se fije u(i) >; o(i).
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Finalizamos la demostracién probando que u € K@(;*). Supongamos que no. Entonces, existe una
coalicion T 'y ¢ : T — e(T) biyectiva tal que para todo i € T, se tiene que (i) ;; u(i) 6 p(i) = o(i),
y existe j € T tal que o(j) ;; p(j). Claramente, (T, o) € Q#(;*) Entonces, existe algiin k € T tal
que (k) € Q(>k). Pero por construccién de > , tenemos que y(k) >k o(k). Luego, T no puede ser
una coalicién de ©-bloqueo para u cuando las preferen(:las son > , una contradiccion. m]

A continuacién, introducimos el Algoritmo CST-TTC, que agrupa el Algoritmo CST y el Algoritmo
TTC.

Algoritmo CST-TTC

e Etapa 1: Cada individuo reporta sus preferencias (posiblemente incompletas), lo que da
origen a un perfil de preferencias reportado > = (>;)jen-

e Etapa 2: Se aplica el Algoritmo CST al perfil de preferencias > para obtener Co(>).
e Etapa 3: Escoja > € Co(>) y aplique el Algoritmo TTC:

Etapa 3[>].1: Para cada i € N, se anuncia al propietario de la casa que i prefiere segiin
las preferencias ;, pudiendo ser él mismo. Para cada ciclo, los agentes son asignados a
la casa del individuo que anunciaron.

Recuerde que un ciclo es una lista ordenada de agentes (m;,, ..., m;,) tal que m;, anuncia
a mj,, m;, anuncia a m;, y asi sucesivamente hasta que m;, anuncia a m;,.

Etapa 3[;].k: Para cada i € N que no obtuvo una casa en las etapas previas, se anuncia
al propietario de la casa que i prefiere entre aquellas propiedades que atin estan disponi-
bles. Para cada ciclo, los agentes son asignados a la casa del individuo que anunciaron.

La Etapa 3[>] finaliza cuando todos los individuos tienen asignada una casa.

Se vuelve al inicio de la Etapa 3 hasta que se ha aplicado el Algoritmo TTC a todos los
completamientos transitivos > € Co(>).

Los siguientes corolarios son consecuencias inmediatas del Teorema 2, del hecho que Cqg € Cw y de
los resultados de Shapley y Scar{ (1974)| y Roth y Postlewaite (1977)k

Corolario 1: Cw(>) # 0 y Co(>) # 0 para cualquier perfil de preferencias > estrictas y no
necesariamente completas.

Corolario 2: Dado un perfil de preferencias incompletas y estrictas >, podemos recuperar todos los
elementos dentro de Cq(>) aplicando el Algoritmo CST-TTC.

4.1. Otras propiedades de los ntcleos Cy y Cg

Una posible preocupacién es que el nicleo débil y el nicleo Cg sean demasiado grandes. Efecti-
vamente, en el contexto del Ejemplo 3, las siguientes asignaciones estaban en la interseccién del
nucleo débil con el nicleo Cg:

Ui = [(1/ C2)/ (2/ Cl)/ (31 CS)/ (41 64)]/ Uz = [(11 CQ)/ (21 Cl)/ (3/ C4)/ (4/ C3)]'

En ambas asignaciones los individuos 1 y 2 reciben la misma casa, el individuo 3 prefiere pus a py y
el individuo 4 no sabe comparar ambos escenarios. Por esta razdn, es natural preguntarse si existe
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alguin refinamiento del nicleo débil y/o del nicleo Cq que excluya la asignacién y; y mantenga a
2 como un resultado estable.

Considere los siguientes conjuntos:

Aw ={u€eCw(>): Yie N,Vne Cw(>), wu(i)®;n(i)V u(i) = n(i)},
Ao = {n€Co(>): Vie N,VneCo(>), uli)®:n(i)V uli) = n(i)}.

Esto es, Aw es el conjunto de las asignaciones de Cy tal que no existe otra asignacién en este
nucleo que sea estrictamente mds preferida por algin individuo en el mercado. Ag es su andlogo
considerando asignaciones dentro de Cg.

El siguiente ejemplo muestra que Aw y Ag pueden ser vacios, por lo que no hay garantia de que
estos refinamientos “naturales” nos lleven a un concepto de solucién satisfactorio.

Ejemplo 4. Considere el siguiente mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>)ien] con tres agentes y
donde las preferencias son:

1: C3 >1 C1 >1 Co.
2: C3 >9 Co >2 Cq.
3: C1>3C3, C2>3C3, C1®3Ca.

Hay seis posibles asignaciones. Note que cualquier asignaciéon en que el agente 1 obtenga la casa
c2 0 en la que el agente 2 obtenga la casa c; no es individualmente racional y por tanto no estara
dentro de Cw ni de Cg. Ademss, la asignacién [(1, ¢1), (2, ¢2), (3, c3)] es fuertemente bloqueada por
la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1,c3),(3,c1)]. Esto nos deja por analizar solamente las
siguientes asignaciones:

Ui = [(11 Cl)r (2r 63)/ (3/ CQ)]/
U2 = [(1/ C3)/ (2/ C2)/ (3/ Cl)]'

Ambas asignaciones estan en Cw y Cg, pues no existen coaliciones de bloqueo fuerte ni de &-
bloqueo. Por tanto en este ejemplo se tiene que:

Cw = Co = {u1, y2}.

Claramente, el agente 1 prefiere la casa que recibe bajo us a la que obtiene bajo 1, y el agente 2
piensa de manera opuesta. Luego, es directo que Ay = Ag = 0. O

En este ejemplo, el tnico agente que tiene preferencias incompletas (el agente 3) recibe casas que
no sabe comparar entre si bajo las asignaciones que forman parte del nicleo Cg. La siguiente
proposicién formaliza esta observacion.

Proposicion 1: Considere un mercado habitacional [N, C,>] con n agentes. Suponga que existe
un agente i € N que es el unico con preferencias incompletas por elementos de C. Entonces, en
toda asignacidn dentro de Co(>), el agente i obtiene la misma casa u obtiene casas distintas que
no sabe comparar.
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Demostracion. Por contradiccién, suponga que existen asignaciones i,1 € Co(>) en las cuales
el individuo i recibe casas diferentes y que sabe comparar. Sin pérdida de generahdad suponga
que (i) >; n(i). Esto implica que u(i)>;n(i), para todo completamiento tranbltlvo > € Co(>).

Ademis, por el Teorema 2, sabemos que existen perfiles de preferencias SH ST e Co(>) tales que

al aplicar TTC cuando las preferencias son = se obtiene la asignacién u y al aplicar TTC cuando
las preferencias son ST se obtiene la asignacién 7. Como todos los individuos en N\{i} tienen

preferencias completas y estrictas, ellos se comportardn igual independiente del perfil > € Co(>) al
que se aplique TTC. Por lo tanto, la inica fuente de Variacién en el result;a\do de aplicar TTC esta
asociada al comportamiento del individuo i. Como u(i) >; n(i) para todo > € Co(>) y el resultado
de TTC cuando las preferencias son > es U, el individuo i recibe la casa u(i) independiente del
completamiento transitivo al cual se aplique TTC. Esto contradice la existencia del perfil U

El siguiente ejemplo muestra que la Proposicién 1 deja de cumplirse cuando hay més de un agente
con preferencias incompletas.

Ejemplo 5. Considere el siguiente mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>);en] con tres agentes, donde
las preferencias son:

1: Co >1C1, C3>1C1, C3®1Ca.
2: €3 >9Cy >9 (1.
3: (€1>3C3, C9>3C3, C(C1®3Ca.
Hay cuatro posibles completamientos. Al aplicar TTC a cada completamiento transitivo, podemos

obtener el nicleo Kg para cada uno de ellos. Esto se muestra en el Cuadro 2 (ver pigina siguiente),
utilizando la siguiente notacién:

a1 =[(1,¢2),(2,¢3), (3, c1)l,

Uz = [(11 Cl)/ (2/ 63)/ (3/ CZ)]/
Us = [(11 CS)/ (2/ C2)/ (3/ Cl)]'

Por el Teorema 2, tenemos que Cg = {1, t2, 43}. Como c2 >1 ¢1 y c3 >1 ¢1, el agente 1 prefiere
estrictamente las asignaciones p; y ps a la asignacién us. Esto demuestra que cuando hay més de
un agente con preferencias incompletas, uno de estos agentes puede preferir una asignacion dentro
del nicleo Cg por sobre otra que también estd en dicho nicleo. m]

4.2. Los nucleos Cg y Cs pueden ser vacios

A diferencia de los nicleos Cw y Cgq, los nicleos Cg y Cs si pueden ser vacios. Los siguientes
ejemplos lo ilustran.

Ejemplo 6. Considere el siguiente mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>;)ien] con tres agentes y
donde las preferencias son:

1: C3 >1 C1 >1 Ca.
2: C3 >9 Co >2 Cq.

3: C1 >3C3, Co>3C3, C1®3C¢Cso.
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Completamiento transitivo Ko

CZEl CSEl C1 K@(;) = {Hl}
C3>2C2>2C1
C1 ;3 C2 ;3 C3

C2 >) €3>} C1 Ko(>*) = {uz2}

C3 >; C2 >5 C1
Co >§ C1 >§ C3

€3 > €2 > €1 Ko(>') = {us}
C3 >’2 Co >/2 Cq

C1 >é Co >é C3

€3> Co >7 €1 Ko (>°) = {u2}
C3 >; Co >; C1
Co >§ Cq >§ C3

Cuadro 2: Nucleo Kg para cada completamiento transitivo del Ejemplo 5

Las preferencias son las mismas que las del Ejemplo 4, por lo que ya vimos que:
Cw =Co = {1, U2},

H1 = [(1/ Cl)/ (2/ C3)/ (3/ C2)]/ Mo = [(1/ 63)/ (2/ CQ)/ (3/ Cl)]'

La asignacién u; es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1,c3),(3,¢c1)] y la
asignacién po es ®-bloqueada por la coalicién {2,3} a través del acuerdo [(2,c3), (3, c2)]. Estas
asignaciones eran las unicos candidatas a estar en Cg, pues toda asignacion en Cg debe estar
también en Cp. Concluimos entonces que Cg = 0. Como Cs C Cg, se tiene que Cs = 0. O

Puede también ocurrir que Cg # 0 y Cs = 0. El siguiente ejemplo lo muestra.

Ejemplo 7. Considere el siguiente mercado [N, C, (>;);en] con tres agentes, donde las preferencias
son:

1: ca>1c1, c3>101, c2®103.
2: C1 >92 C3 >2 Ca.
3: €1 >3Co>3C3.
Hay seis posibles asignaciones. La asignacion [(1, ¢1), (2, ¢2), (3, c3)] es fuertemente bloqueada por la

coalicién {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)]. Ademds, la asignacién [(1,c1), (2, c3),(3,c2)] es
fuertemente bloqueada por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, ¢1)]. Luego, ninguna
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de estas asignaciones estd en Cp, por lo que tampoco estaran en el resto de nicleos. Esto nos deja
por analizar las siguientes asignaciones:

U1 = [(1/ C2)/ (2/ Cl)/ (3/ CS)]/

p2 = [(1,¢c2),(2,¢3), (3, c1)l,
‘Ll3 = [(11 C3)/ (2/ Cl)/ (3/ CQ)]/
pa = [(1,¢3), (2, c2), (3, c1)].

Note que 1 ¢ Cg pues esta asignacién es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo
[(1,c3),(3,c1)]. Esto implica que p1 € Cs. Ademds, p4 ¢ Cg pues es ®-bloqueada por la coalicién
{1,2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Esto implica que py ¢ Cs. Las asignaciones pg y ps no
tienen coaliciones de ®-bloqueo.

Por otro lado, us ¢ Cg, pues esta asignacién es ©-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del
acuerdo [(1, ¢2), (2, ¢1)]. Esto implica que ps ¢ Cs. De igual forma, ps ¢ Cg, pues es &-bloqueada por
la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)]. Esto implica que us ¢ Cs. Las asignaciones
U1y Ha no tienen coaliciones de &-bloqueo. Concluimos entonces que:

Cw = {,Ul, U2, U3, ,Ll4}

Co = {p1, pa}
C® = {‘UQI#S}
Cs = 0.

El hecho que Cs = 0, se podia inferir directamente de que debe satisfacerse siempre que Cs € Cg
y Cs € Cg. Como en este caso Cg N Cg = 0, debe ocurrir que Cs = 0. Una pregunta pendiente es
si puede ocurrir que Cg NCg # 0 y Cs = 0. O

5. Otros modelos de asignacién habitacional

En este apartado se muestra que el Teorema 2 tiene extensiones naturales a los otros dos modelos
de asignacion habitacionales clasicos: el problema de asignacién habitacional sin propietarios de
Hylland y Zeckhauser (1979)|y el problema de asignacién habitacional con propietarios y entrantes
de Abdulkadiroglu y Sénmez (1999).

5.1. Modelo de Hylland-Zeckhauser con preferencias incompletas

Considere un mercado habitacional [N, C, >] equivalente al modelo de Shapley-Scarf con preferen-
cias incompletas (ver Seccién 2), pero con la diferencia de que ningun individuo es propietario.
Asumiremos que los conjuntos N y C tienen el mismo numero de elementos.

Diremos que una asignacion p es débilmente Pareto eficiente si no existe  : N — C tal que
n(i) >; p(i) para todo i € N. Denotaremos por Pw(>) al conjunto de asignaciones débilmente
Pareto eficientes cuando las preferencias vienen dadas por >. Ademds, denotaremos por Py (>) al
conjunto Pw(>) en el caso particular en que > sea tal que todos los agentes tienen preferencias
completas.
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Diremos que una asignacién y es Pareto eficiente si no existe 1 : N — C tal que n(i) >; u(i) 6
n(i) = u(i) para todo i € N, y existe j € N tal que n(j) >; u(j). Denotaremos por Pg(>) al conjunto
de asignaciones Pareto eficientes cuando las preferencias vienen dadas por >. Ademaés, denotaremos
por Pg(>) al conjunto Pg(>) en el caso particular en que > sea tal que todos los agentes tienen
preferencias completas.

Sigue de las definiciones que Pg(>) € Pw(>).
El siguiente resultado es el andlogo al Teorema 2 para el modelo de Hylland-Zeckhauser.

Teorema 3: Dado un perfil de preferencias > donde hay agentes con preferencias incompletas, se
tiene que

Pw)= [ B v Pe)= [ Pel).

SeCo(>) S eCo(>)

Demostracion. La demostracion es exactamente igual a la del Teorema 2, pues lo inico que cambia
es que la Unica coalicion que puede ser de bloqueo fuerte o @-bloqueo para alguna asignacién es
N. O

En el contexto descrito, considere el Algoritmo CST-SD que agrupa el Algoritmo CST y el Algoritmo
Serial Dictatorship.

Algoritmo CST-SD

e Etapa 1: Cada individuo reporta su preferencia (posiblemente incompleta), lo que da origen
a un perfil de preferencias reportado >. Los individuos son ordenados siguiendo algun criterio.

e Etapa 2: Se aplica el Algoritmo CST al perfil de preferencias > para obtener Co(>).

e Etapa 3: Para cada > € Co(>) y en base al ordenamiento determinado, se adjudican las casas
de tal forma que cada agente recibe su mejor opcién de acuerdo a las preferencias > entre las
que estan disponibles.

Cuando las preferencias son completas y estrictas, sabemos que dado un orden prefijado para
los individuos, el Algoritmo SD obtiene una asignacién Pareto eficiente. Es mads, con preferencias
completas y estrictas podemos recuperar todas las asignaciones Pareto eficientes mediante dos
procedimientos (Abdulkadiroglu y Sénme7 (1998)):

= Aplicando el Algoritmo SD a todos los posibles ordenamientos para los individuos.
= Aplicando el Algoritmo TTC a todas las posibles asignaciones iniciales de casas.

El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 3, del hecho que Pg € Pw y de los
resultados de Abdulkadiroglu y Sénmez (1998):

Corolario 3: Pw(>) # 0 y Po(>) # 0 para cualquier perfil de preferencias > estrictas y no
necesariamente completas.

Corolario 4: Dado un perfil de preferencias incompletas y estrictas >, podemos obtener todos los
elementos dentro de Pg(>) de dos formas:
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» Aplicando el Algoritmo CST-SD a cada uno de los posibles ordenamientos para los individuos
en el conjunto N.

» Aplicando el Algoritmo CST-TTC a cada uno de los mercados habitacionales de Shapley-Scarf
(con preferencias incompletas) que se obtienen distribuyendo las casas entre los individuos.

5.2. Modelo de Abdulkadiroglu-S6nmez con preferencias incompletas

Considere un problema de asignacién habitacional con propietarios y entrantes [P, R, C, >] caracte-
rizado por un conjunto P = {p1, ..., pm} de propietarios, un conjunto R = {ry, ..., 7, } de entrantes
y un conjunto C = {c1, ..., cm+n} de casas, tal que la casa ¢; es propiedad de p;, coni € {1,...,m}.
Cada agente k € P UR tiene preferencias estrictas > definidas sobre C, tales que ¢; >y cx y
Ck >k C¢ implican que ¢ >k c¢. Tal como antes, supondremos que las preferencias >= (>k)kepuUr NO
necesariamente son completas.

Una asignacion habitacional es caracterizada por una funcién biyectiva p: PUR — C que asocia a
cada individuo una casa diferente. Sea A el conjunto de asignaciones habitacionales. Dado T € P
no-vacio, denotaremos por ¢(T) al conjunto de casas que son propiedad de los individuos en T.

Diremos que una asignacién u es éptima si cumple las siguiente condiciones:

» Pareto eficiencia: No existe n € A tal que n(k) > p(k) 6 n(k) = p(k) para todo k € N, y
1(j) >j u(j) para algtin j € N.

= FEstabilidad a desvios fuertes de propietarios: No existe T C P no-vacio y una funcién biyectiva
f:T —e(T) tal que f(k) >k p(k) para todo k € T.

Denotaremos por O(>) al conjunto de asignaciones éptimas cuando las preferencias vienen dadas
por >. Ademds, denotaremos por O(>) al conjunto O(>) en el caso particular en que > es tal que
todos los agentes tienen preferencias completas.

Note que para el concepto de Pareto eficiencia no es relevante la distincién entre propietarios y
entrantes. Por tanto, en este contexto también se cumple el Teorema 3.

Asimismo, note que el concepto de estabilidad a desvios fuertes de propietarios no involucra a
individuos en R. Por ende, si se define que las coaliciones de bloqueo fuerte solo pueden ser subcon-
juntos no-vacios de P, el resultado anédlogo al Teorema 2 también se cumple en este modelo. Esto
es: una asignacién u es estable a desvios fuertes de propietarios segin las preferencias originales si
y solamente si lo es segin algiin completamiento transitivo.

El siguiente resultado es directo por lo discutido en los ultimos dos pérrafos.

Teorema 4: Dado un perfil de preferencias > donde hay agentes con preferencias incompletas, se
tiene que
o= |J o).

S eCo(>)

En lo que sigue introducimos el Algoritmo CST-YRMH-IGYT, que agrupa el Algoritmo CST y el
Algoritmo YRMH-IGYT (You request my house — I get your turn) propuesto por Abdulkadiroglu
y Sénmez (1999)k
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Algoritmo CST-YRMH-IGYT

e Etapa 1: Cada individuo reporta su preferencia (posiblemente incompleta), lo que da origen
a un perfil de preferencias reportado >. Siguiendo alguna distribucién prefijada, se sortea un
orden para los individuos.

e Etapa 2: Se aplica el Algoritmo CST al perfil de preferencias > para obtener Co(>).
e Etapa 3: Para cada > € Co(>) se hace lo siguiente:

Etapa 3.1: Siguiendo el orden sorteado, se adjudican las casas de tal forma que cada
agente recibe su mejor opcién entre las que estan disponibles de acuerdo a las preferencias
>, a menos que solicite una casa ocupada.

Etapa 3.2: Si al propietario original de esa casa ya se le adjudicé otra, se continua con
la asignacién. Caso contrario, el propietario obtiene prioridad por sobre el solicitante y
se continua con el algoritmo.

Etapa 3.3: Si aparece un ciclo, se le asignan las casas a los agentes involucrados y se
continia con el proceso.

Dado un problema de asignacién habitacional [P,R,C,>] donde > es un perfil de preferencias
completo, suponga que la funcién biyectiva ¢ : {1,...,m +n} — P UR define el ordenamiento de
los individuos para aplicar el Algoritmo YRMH-IGYT, de tal forma que g(k) es el individuo que
esté en el k-ésimo lugar de prioridad.

Note que, al aplicar el Algoritmo YRMH-IGYT, a partir del orden determinado por ¢ se induce
endogenamente un reordenamiento de las prioridades que los individuos tienen al momento de
escoger una casa (si durante la implementacién del algoritmo se genera un ciclo entre propietarios,
estos se ordenan secuencialmente, uno después del otro, de forma arbitraria). Suponga que, luego de
este reordenamiento enddgeno, las prioridades de los agentes quedan determinadas por una funcién
b:{1,...,m+n} — PUR. Entonces, la asignacién habitacional [i que se obtiene al aplicar YRMH-
IGYT cuando las preferencias son > coincide con la que se obtendria al embargar las propiedades
de los agentes en P y aplicar el algoritmo SD siguiendo los 6rdenes de prioridad determinados por
la funcién b.

Con esto en mente, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2: Si i es el resultado de aplicar el Algoritmo YRMH-IGY'T a un perfil de preferencias
completo >, entonces [i es una asignacion optima.

Demostracién. Por los resultados de Sénmez y Unver (2010), el Algoritmo YRMH-IGYT imple-
menta asignaciones Pareto eficientes. Asi, [i es Pareto eficiente.

Resta probar que fi es estable a desvios fuertes de propietarios. Por contradiccién, suponga que
existe T C P no-vacio y una funcién biyectiva f : T — e(T) tal que f(k) >, u(k) para todo k € T.
Seab:{l,...,m+n} — PUR la funcién biyectiva que caracteriza el orden de prioridad subyacente
a la aplicacién del algoritmo YRMH-IGYT cuyo resultado fue fi. Esto es, b determina el orden de
prioridad de los agentes tal que al aplicar SD siguiendo dicho orden, se obtiene fi.

Siguiendo el orden especificado por b, sea p,; el primer propietario que pertenece a T. Como
fi(pni) es la mejor alternativa que py; tenfa disponible al momento de elegir, para que se cumpla
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f(pni) >p,; {@(pni), es necesario que f(pui) € {cn1,...,Cpi-1)}. Pero por hipétesis p,; es el primer
propietario en T, lo que implica que f(pn;) ¢ e(T), una contradiccidn.
O

Los siguientes corolarios son consecuencias directas del Teorema 4 y de la Proposicién 2.

Corolario 5: O(>) # 0 para cualquier perfil de preferencias > estrictas y no necesariamente com-
pletas.

Corolario 6: Dado un perfil de preferencias incompletas y estrictas >, podemos recuperar todos los
elementos dentro de O(>) aplicando el Algoritmo CST-YRMH-IGYT.

6. Compromise Core

El nicleo débil y el nicleo Cg son siempre diferentes de vacio, pero asumen que los bloqueos solo
vienen de coaliciones compuestas por agentes que saben comparar su situacion antes y después del
desvio. En la busqueda de un concepto de solucién que no exija tanta informaciéon por parte de
las coaliciones al momento de evaluar un desvio, nos encontramos con el nicleo fuerte y el nticleo
Cg. Lamentablemente, estos conjuntos pueden ser vacios. Esto motiva la bisqueda de un concepto
alternativo de estabilidad coalicional.

El Compromise Core es un concepto propuesto por Kuvalekai (2020)| para mercados matrimoniales,
el cual adaptaremos para acomodarlo al mercado habitacional de Shapley-Scarf. Mostraremos que
este nucleo es siempre no-vacio y selecciona asignaciones dentro del niicleo débil en base a un criterio
de dominancia, que permite movimientos de coaliciones que mejoran a alguno de sus miembros sin
perjudicar a aquellos que saben comparar su situacién antes y después del desvio.

Dada una asignacién p y una coalicién T sea u(T) = {u(i) : i € T} el conjunto de casas que reciben
los individuos de T cuando se implementa u. Diremos que la coalicién T es un trading cycle de
psiw(T) =e(T)y u(T’) # e(T”) para cualquier subconjunto no vacio T’ C T. Intuitivamente, un
trading cycle de u es una coalicién T cuyos miembros intercambian sus casas entre si para obtener
sus asignaciones y no se puede eliminar a ninguno de ellos sin comprometer el intercambio. Note
que existe una tnica particién del conjunto de agentes en trading cycles de p y podemos escribir
N = Uien Sﬁl7 donde Sf.l es el trading cycle de u al que pertenece el agente i € N.

Los siguientes conceptos, que se aplican a cualquier par de asignaciones o, u € A, son necesarios
para definir el Compromise Core.
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Concepto

Definicién

Implementacién de o sobre u

Una coalicién T implementa ¢ sobre u cuando se cumplen las siguientes

condiciones:
= Si SIH NT =0, entonces o(i) = u(i).
= Si SlH NT #0yig¢T, entonces (i) = e(i).

= Si SIH NT #0yiecT, entonces a(i) € e(T).

Dominancia de ¢ sobre u

La asignacién o domina a  si existe una coalicién T tal que las siguien-
tes condiciones son satisfechas:

= T implementa ¢ sobre p.
» T bloquea débilmente a u con el acuerdo inducido por o.

El simbolo 0 D u hard notar que o domina a y. Cuando ¢ D y no
se cumpla que u®Do, diremos que o domina estrictamente a p. Esta

ultima propiedad la denotaremos por ¢ D y.

Cobertura de o sobre u

La asignacién o cubre a u cuando 0 D u y para todo n € Cpy tenemos
que D7 implica 0 D7. El simbolo 0 € u hard notar que o cubre a p.

Note que, si una coalicién T implementa o sobre u, cualquier cambio de casa que se observe en o
respecto de u se deberd a los efectos que los movimientos de los miembros de T generan. Esto es,
todo individuo i € T recibe la casa (i), mientras que todo individuo j ¢ T que dependia de alguien
en T para recibir la casa p(j) pasa a recibir su asignacién inicial e(j). Por otro lado, ¢ domina a u
si existe una coalicién T que ademads de implementar ¢ sobre u es una coalicién de bloqueo débil
de p. Finalmente, o cubre a y cuando o domina estrictamente a u y a cualquier otra asignacién en
el nicleo débil que es estrictamente dominada por p.

El Compromise Core, que denotaremos por Cc, es el conjunto de todas las asignaciones dentro del
ntcleo débil que no son cubiertas por ninguna otra asignacién dentro de este nicleo. Esto es:

c={0€Cw: AueCytal queuCo}.

Los siguientes conceptos nos permitiran definir un refinamientos del Compromise Core:
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Concepto Definicién
Implementacién fuerte de o sobre u | Una coalicién T implementa fuertemente o sobre p cuando se

cumplen las siguientes condiciones:
= T implementa ¢ sobre p.

» Para cada i € T tenemos que T = S7.

Dominancia fuerte de o sobre u La asignacién o domina fuertemente a u si existe una coalicién

T tal que las siguientes condiciones son satisfechas:
» T implementa fuertemente o sobre p.
= T bloquea débilmente a u con el acuerdo inducido por o.

El simbolo 0 ®,pu hard notar que o domina fuertemente a
y. Cuando Ggfy y no se cumpla que ygf o, diremos que
o domina fuerte y estrictamente a u. Esta tdltima propiedad la

denotaremos por g D 1.

Cobertura fuerte de o sobre La asignacién o cubre fuertemente a p cuando o Df Uy para to-

do 1 € Cw tenemos que p D7 implica 0 Dy 17. El simbolo 0 &
hara notar que o cubre fuertemente a .

Definimos el Compromise Core Fuerte como el conjunto de todas las asignaciones dentro del nicleo
débil que no son cubiertas fuertemente por ninguna otra asignacion dentro de este nticleo:

Cg = {0 € Cw : Au € Cw tal que uCs o}.
El siguiente resultado caracteriza propiedades bésicas del Compromise Core (Fuerte).

Teorema 5. Los ntcleos Cc y Cé[ son no-vacios y cumplen

Cs € Cc < Cl ccw.

Demostracion. Note que dado que es mas dificil cubrir fuertemente que cubrir, es directo que
Cc € Cé. Ademss, si u € Cs no puede existir 0 € Ciy que domine a p, pues por definicién no existe
coalicién de bloqueo débil para p. Por tanto, tampoco existirda 0 € Cw que cubra a u. De esto,
podemos concluir que el niucleo fuerte estd contenido en el Compromise Core.

Como Cw es no-vacio, elija un elemento 1y € Cy. Si pp no es cubierta por otra asignacién en Cy,
entonces Cc es no-vacio. Caso contrario, existe 1y € Cw tal que p; € g, con 1 # po. Si gy no es
cubierta por otra asignacién de Cw, entonces Cc es no-vacio. Caso contrario, existe s € Cw tal
que U2 G[,lh con ty * Ua.

Como Kuvalekar (2020) demuestra que € es una relacién binaria transitiva y antisimétrica, podemos
generar una secuencia {o, j1, Ha, - .- } tal que:

0:[12@[.11@‘110

Sea Q = #Cw. Como Cw es un conjunto finito, ocurrirad que po+1 € {go, p1, 42, - .., Ug}. Por tanto,
pk = pj para algin k # j, donde ux y p; son elementos de la secuencia anterior. Sin pérdida de
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generalidad, suponga que j > k. Por transitividad de €, tenemos que p; = ug € pig41. E| Sin embargo,
por construccién de la secuencia, tenemos que py4; € g, una contradiccién con el hecho que € es
antisimétrica. Asi, la transitividad y antisimetria de € aseguran que C¢ es siempre no-vacio. Del
hecho que Cc C Cé[, tenemos que Cg también es siempre no-vacio. m]
En Kuvalekar (2020)| se hace notar que el Compromise Core cumple la siguiente propiedad que

se denomina estabilidad externa (Neumann y Morgenstern (1944))), cuya demostracién es vélida
también para el contexto acd estudiado y por tanto se omite.

Teorema (Kuvalekar (2020))). Si u € Cw\Cc, entonces existe u’ € Cc tal que y’ D .

El siguiente ejemplo demuestra que los nticleos Cc y Cé pueden ser distintos.

Ejemplo 8. Considere un mercado de Shapley-Scarf [N, C, (>;)ien] con cuatro agentes y en el cual
las preferencias son caracterizadas por:

1: ca>1¢3>101, ca>104>10C1, €3@10s.
2 C1 >9 Cg >9 C3 >2 C4q.
3: €4 >3C3>3C1 >3 Co.
4 C3 >4C4>4C1, C3>4C>4C1, C4®q4Co.

Es evidente que existen 24 posibles asignaciones habitacionales. Podemos descartar varias de ellas
notando lo siguiente.

Cualquier asignacion en que el agente 2 obtenga la casa c¢3 o la casa ¢4 no es individualmente
racional, en el sentido que es fuertemente bloqueada por la coalicién {2} a través del acuerdo [(2, ¢2)].
Asimismo, cualquier asignacién en la que el agente 3 obtenga la casa ¢; 6 ¢2 no es individualmente
racional, pues es fuertemente bloqueada por la coalicién {3} a través del acuerdo [(3, ¢3)]. Cualquier
asignacion en que el agente 4 obtenga la casa ¢y tampoco es individualmente racional, pues es
fuertemente bloqueada por la coalicién {4} a través del acuerdo [(4, c4)].

Por lo tanto, las asignaciones que cumplen con alguna de las caracteristicas anteriores tienen coa-
liciones de bloqueo fuerte, por lo que no estan en Cy. Como Cy contiene al resto de nicleos, estas
asignaciones no estan presentes en ninguno de ellos.

Ademiés, se cumplen las siguientes propiedades:

= Las asignaciones
[(1/ Cl)/ (2/ CQ)/ (3/ C3)/ (4/ C4)]

[(1,¢2),(2,¢1),(3,¢3), (4, c4)]
[(1/ C4)/ (21 C1)1 (3r C3)/ (4/ C2)]

son fuertemente bloqueadas por la coalicién {3,4} a través del acuerdo [(3, c4), (4, ¢3)]. Por
tanto, no estan en ningin nicleo.

= La asignacién [(1,c1), (2, c2),(3,c4), (4, c3)] es fuertemente bloqueada por la coalicién {1, 2} a
través del acuerdo [(1, c2),(2,c1)] y por tanto no estd en ningtin ntcleo.

5Note que como j = bk Y Mk # tk+1, no puede ocurrir que j =k +1

Pégina 26 de 47



Esto nos deja solamente con dos asignaciones por analizar:
tr =1[(1,¢2),(2,¢1), (3, c4), (4, c3)],
[.12 = [(1/ CB)/ (2/ Cl)/ (3/ C4)/ (4/ CQ)]-

La asignacién i es tal que todo agente esta con su casa preferida. Por ende, nadie puede mejorar
estrictamente su situacién y por tanto no hay forma de armar coaliciones para ningun tipo de
bloqueo. Esto implica que p; estd en todos los ntcleos, y en particular estd en Cc y en Cé pues
estd en el nicleo fuerte.

La asignacién po no tiene coaliciones de bloqueo fuerte, ni tampoco coaliciones de ®-bloqueo. Sin
embargo, la coalicién {1, 2} @-bloquea s a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Sigue que ys ¢ Co,
lo que a su vez implica que s € Cs.

Con esto concluimos que Cw = {1, ti2}. Por lo tanto, para encontrar los nicleos Cc y Cf, se deben
examinar las relaciones de dominancia y cobertura entre p; y po.

Afirmamos que lia no domina (fuertemente) a pi1. Al comparar yy y la, podemos ver que el agente
1 prefiere la casa obtenida bajo u; a la que obtiene bajo p2. Los agentes 2 y 3 estdn exactamente con
las mismas casas bajo uq y pz. El agente 4 también prefiere la casa obtenida bajo p; a la obtenida
bajo po. Esto autométicamente implica que p2 no puede dominar a p;. La razén es que para ello
deberfa ser posible encontrar una coalicién de bloqueo débil que implemente ps sobre 7, pero como
ningin agente prefiere estrictamente la casa que obtiene bajo L2, esto es imposible. Como ps no
domina a pi, en particular, ys no domina fuertemente a p.

Afirmamos que u; domina a (2. Los agentes 1 y 4 prefieren estrictamente la casa que obtie-
nen bajo pp, por lo que una potencial coalicién de bloqueo débil que implemente ; sobre o
deberfa incluir por lo menos a uno de estos agentes. Notemos ahora que, a través del acuerdo
[(1,c2),(2,¢c1),(3,ca), (4, c3)], la gran coalicién N = {1, 2, 3,4} implementa 1 sobre p2 y ademas es
una coalicién de bloqueo débil de pg. Por lo tanto, concluimos que p; D po.

Afirmamos u1 no domina fuertemente a ps. Cualquier coalicién que implemente fuertemente p;
sobre (2, deberd incluir a los agentes 1 y 4, pues estos cambian la casa que reciben al pasar desde
U2 a tp. Como el agente 1 recibe en g la casa co y el agente 4 recibe en u; la casa c3, los agentes 2
v 3, al ser los propietarios de estas casas, también deberan formar parte de cualquier coalicién que
implemente fuertemente u; sobre us. Con esto, concluimos que solamente la gran coalicién N podria
implementar fuertemente u; sobre pa, pero no lo hace. El tinico acuerdo consistente con lo que cada
agente recibe en iy es [(1,¢2),(2,¢1),(3,c4), (4, c3)], y dicho acuerdo es tal que Sgll = Sgl ={1,2}
y Sgl = Szl = {3,4}, por lo que no se cumple que Sfl para todo i € N.

Del analisis anterior, tenemos que p1 D s y que py y pe no son comparables bajo la relacién de
dominancia fuerte. Esto lo resumimos en la siguiente tabla:

Dominancia Dominancia fuerte Coaliciones de dominancia y sus movimientos

t1 D o H1y {2 no son Qf—comparables {1,2,3,4} a través del acuerdo [(1, ¢2), (2,c1)]

Note que 2 no domina ninguna asignacién dentro de Cy. Por ende, p; ® pp implica que g € ps.
Ademés, uy y p2 no son comparables bajo relacién de cobertura fuerte, pues no hay una relacién
de dominancia fuerte entre estas asignaciones.
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Cobertura Cobertura fuerte
p1 € o {1y H2 no son Qf—comparables

De esto, tenemos que solamente i estd en Cc, pero tanto pq como po estan en Cé(.

En resumen, en este ejemplo tenemos que

CW = {Hl/ HQ}/ C@ = {[Jl}/ C® = {[Jlr ‘UQ},
Cs={m}, Cc={m}, CL={m u}

lo cual implica que el Compromise Core y el Compromise Core Fuerte pueden ser distintos, que
el Compromise Core puede coincidir con el nicleo fuerte y que el Compromise Core Fuerte puede
coincidir con el nicleo débil. |

7. Estatica Comparativa

El objetivo de esta seccion es ver qué ocurre en un mercado habitacional de Shapley-Scarf al ir
agregando, de manera secuencial, incompletitudes a las preferencias. Haremos dos ejercicios de
estatica comparativa: uno en que se agregan secuencialmente incompletitudes a las preferencias de
agentes distintos y otro en que se agregan secuencialmente incompletitudes a las preferencias de
un mismo agente. Los movimientos de los ntcleos estos andlisis de estatica comparativa pueden
interpretarse como el efecto de aumentar el grado de ignorancia en el mercado.

7.1. Agregando incompletitudes a agentes distintos

Si[N, C, (>;)ien] es un mercado de Shapley-Scarf con tres agentes, entonces las posibles asignaciones
son:

Ui = [(1/61)/ (2/ CQ)/ (3/ CB)]/ Uz = [(]-/Cl)/ (2/ C3)/ (3/ CQ)]/ us = [(1/C2)/ (2/ Cl)/ (3/ C3)]/
Ug = [(L C2)/ (2/ C3)r (3/ Cl)]/ Us = [(1/ C3)/ (2/ Cl)/ (3/ C2)]l Ue = [(1/ CB)/ (2/ C2)/ (3/ Cl)]‘

El siguiente cuadro reporta los diferentes nticleos para diversos escenarios de preferencias (los célcu-
los estan detallados en el Anexo)ﬂ

SEn los ejemplos de esta seccién y de la seccién 7.2, las relaciones de dominancia y dominancia fuerte son
indistinguibles. Por ello, también lo son las relaciones de cobertura, y el Compromise Core siempre coincide con

el Compromise Core Fuerte. Por esta razén, no reportamos el Compromise Core Fuerte Cé en las tablas.
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Escenario Preferencias Ncleos
1 :Cy>1C, C3>1C1, C2®1C3 Cw = {us, ta, s, e}
2:0c01>903>2 02 Co = {us, ye}
3:cC1>30C2>3¢C3 Ce = {4, s}
Cs=0
CC = {H?)/ Ha, Us, #6}
2 1€y >1C1, C€3>1C1, C2®1C3 Cw = {us, ta, Us, e }
2:0c01>20C2, C€3>30Cy C(1®C3 Co = {us, ta, s}
3:c1>30C2>30C3 Ce = {a}
Cs = {pa}
Cc = {ua}
3 i Cy>1C1, C€3>1C1, C2®;C3 Cw = {2, U3, Ua, s, te }
2:¢1 >0, C3>30C2, C(1®C3 Co = {}12,}13,#4,}15,#6}
1 C1 >3C3, C2>3C3, C(1®3C2 Co = {pa, tis}
Cs = {u4, s}
Cc = {[J4,#5}
4 tc3>101, C2®1c1, Ca®ic3 | Cw ={po, U3, ta, s, he}
1 €1 >32C2, C3>2C2, C1®3C3 Co = {2, U3, ta, s, e}
101 >3C3, C2>3C3, C1®3Ca Ce = {4, s}
Cs = {ua, us}
CC = {‘Ll4, [u5}
5 1C03>1C1, C2®1C1, C2®1C3 Cw = {u2, U3, U4, s, te }
2:c¢1>202, (3®2C2, C1®C3 Co = {2, U3, ta, ts, le}
1€ >3C3, C2>3C3, C1Q®3¢C2 Ce = {4, s}
CS = {u4/ ‘Ll5}
Cc = {pa, ps}
6 1C3>1C1, C2®1C1, C2®;C3 Cw = {2, U3, Ua, s, te }
1€ >20C2, C(C3®2C2, C1Q®2cC3 Co = {2, U3, U4, s, te}
1€ >30C3, (2Q83cC3, C1®3¢C2 Ce = {4, s}
Cs = {ua, s}
Cc = {pa, us}
7 tC3®1c1, C2®1C1, C2®1c3 | Cw = {1, U2, U3, ta, s, e }
2:c1>202, C€3®302, C1®2¢3 | Co ={p1, ta2, U3, Ha, Us, He}
1 €1 >3C3, C2Q®3C3, C1Q®3C2 Ce = {2, ta, s}
Cs = {u2, ta, s}
Cc = {u2, ta, Us}

Algo que salta a la vista del cuadro anterior es que los niicleos Cy, Cg y Cs se agrandan débilmente
al aumentar la ignorancia en el mercado. Esto no ocurre con los nicleos Cg v Cc, pues al pasar del

escenario 1 al escenario 2, estos se contraen y luego comienzan a expandirse.

Es llamativo el hecho que Cs aumente su tamano al pasar del escenario 1 al escenario 2. Efecti-
vamente, uno podria pensar que al agregar mas incompletitudes a las preferencias aumentan las
posibilidades de encontrar coaliciones de ®-bloqueo y de bloqueo débil, pues hay més margen para
que ciertos agentes que no saben comparar “acompanen” a otros que podrian mejorar estrictamente
su situacién. Lo que termina ocurriendo en este ejemplo tiene que ver con un factor que es menos
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evidente. Al agregar incompletitudes en el top de las preferencias de los agentes, se puede estar evi-
tando que exista un agente que pueda mejorar estrictamente al desviar desde una asignaciéon dada.
Como toda coalicién de bloqueo (de cualquier tipo) debe contener al menos un agente que mejore
estrictamente su situacion al bloquear, al agregar incompletitudes de esta forma no necesariamente
se aumenta el conjunto de coaliciones factibles.

7.2. Agregando incompletitudes a las preferencias de un mismo agente

Si[N, C, (>;)ien] es un mercado de Shapley-Scarf con tres agentes, entonces las posibles asignaciones
son:

Ui = [(]—rcl)/ (2/ C2)r (3/ 63)]/ Uz = [(]—rcl)/ (2/ 63)/ (3/ C2)]/ Uz = [(1162)/ (2/ Cl)r (3/ C3)]/
pa =[(1,c2),(2,¢c3),3,c1)l, ws=1[(1,¢c3),(2,¢2),3,c1)l, we=1[(1,c3),(2 c1),(3,c2)]

El siguiente cuadro reporta los diferentes niicleos para diversos escenarios de preferencias (los célcu-
los estédn detallados en el Anexo).

Escenario Preferencias Niicleos

1 l:ci>1¢0, c1>103, €2®1¢3 Cw = {u2}
2:¢c1>9C3>2Co C@ = {[Jz}
3:c1>30C2 >3 C3 Ce = {u2}

Cs = {u2}
Cc = {u2}

2 1:01®1¢c2, c1>1¢3, €2®1¢3 Cw = {u2, ps, ta}
2:c1 >9C3 >2 Cy Co = {2, us}
3:c¢1>302 >33 Co = {pa}

Cs=0
Cc = {us}

3 1:c1®1ca, c1®c3, ca®ic3 | Cw={u2, s, la, ls, he}
2:c1>203>2C2 Co = {u2, s, us}
3:¢1>30C2>3C3 Ce = {4, 6}

Cs=0
CC = {H?)/ Ha, Us, #6}

Se puede observar que los niicleos Ci y Cg crecen al aumentar la incompletitud en las preferencias
(un comportamiento similar al ya observado en el ejemplo de la seccién previa).

Ademsds, los ejercicios de estédtica comparativa que hemos hecho nos permiten concluir que el com-
portamiento del nicleo fuerte Cs no es monoétono en relacion al aumento de la incompletitud de las
preferencias. Efectivamente, en el ejemplo dado en la seccién previa el nicleo fuerte no se contrae,
mientras que en el ejemplo de esta secciéon el nicleo fuerte no se expande.

7.3. Monotonia frente a aumentos de la incompletitud en las preferencias

En esta seccién demostraremos un resultado que muestra cémo los nticleos reaccionan al aumento
de la incompletitud de las preferencias.
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Sea R el conjunto de perfiles de preferencia >= (>;);en tales que, para cada i € N, >; es una
preferencia definida sobre C tal que ¢j >; cx y ¢k >; ¢¢ implican que ¢; >; ¢ y no existen dos casas
que el individuo i considere indiferentes.

Dados dos perfiles de preferencia >= (>;)ien ¥y >'= (>))ien en R, diremos que > es mds completo
que >’ si, para cada agente i € N, tenemos que ¢ >} ¢ implica que ¢ >; ¢2. Ademds, diremos que
una correspondencia I' : R -» A es IG-mondtona si ['(>) C T'(>") cuando el perfil de preferencias >
es més completo que >’.

Proposicién 3. Las correspondencias Cw : R » A y Cg : R » A son IG-mondtonas, mientras
que las correspondencias Cg: R » A, Cs: R » A y Cc : R —» A no lo son.

Demostracion. Para demostrar que Cy : R - A es IG-mondtona vamos a suponer, por contra-
diccidén, que existen perfiles de preferencias >, >"€ R tales que > es més completo que >’ y para
algin p € Cw(>) tenemos que u ¢ Cw(>’). Esto implica que existe una coalicién de bloqueo fuerte
para u cuando las preferencias son >’. Pero como > es mas completo >’, esa misma coalicién blo-
queard fuertemente u cuando las preferencias son >. Por tanto, p ¢ Cw(>), una contradiccién. La
demostracion para Cg : R - A es andloga, utilizando ©-bloqueos en vez de bloqueos fuertes.

El hecho que las correspondencias Cg : R » A, Cs : R » Ay Cc : R » A no sean IG-mondtonas
es una consecuencia de los ejemplos dados en las dos subsecciones previas. m|

8. Conclusion

En esta tesis se estudiaron modelos de mercados habitacionales donde los agentes tienen prefe-
rencias transitivas e incompletas. El énfasis fue puesto sobre el modelo habitacional de Shapley
y Scarf (1974), pero varios de los resultados obtenidos en este escenario se extendieron para in-
cluir preferencias incompletas en los modelos de Hylland y Zeckhauser (1979)|y de Abdulkadiroglu
y Sénmez (1999)l Se definieron y caracterizaron una variedad de conceptos de estabilidad coalicio-
nal: nicleo débil, nicleo Cg, nicleo Cg, Compromise Core (Fuerte) y nicleo fuerte.

Demostramos que los nicleos que imponen mas barreras a la formacion de coaliciones en escenarios
con preferencias incompletas, el nicleo débil Cw y el nicleo Cg, coinciden con la unién de sus
analogos cuando las preferencias vienen caracterizadas por los completamientos transitivos. Una
consecuencia inmediata de esto es que Cw y Cg son siempre diferentes de vacio. Ademads, demos-
tramos que es posible obtener el nicleo Cg encontrando todos los completamientos transitivos de
la preferencia original—utilizando el Algoritmo CST—para luego aplicar el Algoritmo TTC a cada
uno de ellos. También demostramos que una estrategia similar puede ser utilizada para encontrar
todos los elementos del niicleo Cg en el contexto de los modelos de Hylland y Zeckhauser (1979)
y Abdulkadiroglu y Sénmez (1999), pues es suficiente utilizar el Algoritmo SD o el Algoritmo
YRMH-IGYT en vez del Algoritmo TTC.

Como el nucleo débil puede ser demasiado grande, fue natural estudiar refinamientos de este con-
cepto de solucién. En principio, el que nos parecié el mas natural de los refinamientos, el ntcleo
fuerte—en el cual las coaliciones pueden incluir a individuos que no son capaces de comparar su
situacién antes y después del desvio—terminé siendo un conjunto vacio en muchos escenarios. Esto
nos motivé a introducir el Compromise Core, adaptando el concepto propuesto por Kuvalekar (2020)
en mercados matrimoniales de Gale y Shapley (1962). Finalmente, hicimos un ejercicio de estdti-
ca comparativa cuyo objetivo fue estudiar los cambios en los nicleos que se dan al ir agregando
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secuencialmente incompletitudes en las preferencias. Mostramos que, con el aumento de la incom-
pletitud de las preferencias, crecen débilmente Ci v Cg, mientras que para los otros conceptos de
estabilidad coalicional no se observé un patrén claro.

Este trabajo se centro en la existencia de soluciones estables a desvios de coaliciones, por lo que una
de las aristas que quedan abiertas para futura investigacion son las consideraciones estratégicas de
los algoritmos que fueron propuestos para encontrar asignaciones en los diferentes nicleos. Por ejem-
plo, verificar si estos algoritmos son strategy-proof, group strategy-proof, o compatibles con incentivos
en estrategias Nash. Por otro lado, queda pendiente ver si el Compromise Core puede ser extendido
al contexto de los modelos Hylland y Zeckhauser (1979)[ o Abdulkadiroglu y Sénmez (1999), o a
modelos mas amplios como el propuesto por Roth, Sénmez y Unver (2004)| para plataformas de
transplante de rinén. Evidentemente, condicional a qué tan apropiado se juzgue al Compromise Co-
re como concepto de solucién, otro desafio interesante es encontrar algoritmos computacionalmente
eficientes que permitan calcularlo.
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9. Anexo

9.1. Teorema 2 para nucleo Cy

Teorema A.2: Dado un perfil de preferencias > donde hay agentes con preferencias incompletas,
se tiene que

o) = | Ew().

S eCo(>)

Demostracion. Suponga que [ € Kw(>) para algin completamiento transitivo > € Co(>). Por
construccién, si u € Cw(>), existe una coalicién de bloqueo fuerte y entonces tendriamos p ¢ Ky (>)
debido a esa misma coalicién de bloqueo fuerte. Asi, como p € Kw(>), se tiene que u € Cw(>).

Ahora suponga que u € Cw(>). Dada una coalicién T, definimos:
F(T)={0:T — e(T)]| o es biyectiva}

Es decir, F(T) es el conjunto de redistribuciones de casas (acuerdos) o entre los individuos de T.
Dado > € Co(>), sea:

S) = ,0): es una coalicién, 0 , oquea fuertemente U a través del acuerdo 0 cuando las preferencias son S .
Qu(> T T 1 € F(T), Thl f u del d dol f >

Es decir, QH(;) es el conjunto de pares (T, o) tales que T bloquea fuertemente p via una redistribu-
cién de casas o entre los individuos de T cuando las preferencias vienen dadas por el completamiento
transitivo >.

Vamos a demostrar que dado cualquier > € Co(>), para todo (T, ) € QH(;) existe i € T tal que
u(i) ®; o(i). Por contradiccién, supongamos que dado (T, 0) € QH(;)’ todo i € T puede comparar
(i) con a(i). Sigue entonces que para todo i € T, tenemos que o(i) >; t(i). Note entonces que como
todo individuo en T sabe comparar (i) con o(i), debe ser el caso que (i) >; p(i) para todo i € TE]
Pero entonces T es una coalicién de bloqueo fuerte para u via o, segtin las preferencias originales
>. Asi, u ¢ Cw(>), una contradiccién.

7Si no, se darfa u(i) =; 0(i) = p(i) ; (i) para todo i € T y habria una contradiccién.
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Con ello, para cada i € N definamos:

H(i):={ceC| 3> € Co(>), I(T,0) € Qu(>): i €T, c=0(i) }.
Es decir, H(i) es el conjunto de todas las casas que el individuo i € N recibirfa al formar parte de
cualquier coalicién T de bloqueo fuerte para p bajo algin completamiento transitivo de >.

Para cada i € N, denotemos por Q(>;) las casas dentro de H(i) que i no sabe comparar con u(i):
Q) :={o(i) e H(i) : o(i) ®; u(i)}.
Considere ahora un completamiento transitivo > de > tal que para todo i € N, u(i) S1a(i), Vo(i) €

Q). [

Finalizamos la demostracién probando que u € Kw(;*) Supongamos que no. Entonces existe una
coalicién T y o : T — e(T) biyectiva tal que para todo i € T, se tiene que o(i) >, [.l(l) Claramente
(T,o0) € Q#(> M. Entonces existe algin k € T tal que o(k) € Q(>). Pero por construccién de >,

tenemos que u(k) = « 0(k). Luego, T no puede ser una coalicién de bloqueo fuerte para y cuando las
preferencias son ;*, una contradiccién. m]

9.2. Detalle con calculos de la seccién 7.1

Escenario 1. Considere el siguiente mercado [N, C, (>;)ien] con tres agentes y en el cual las
preferencias son caracterizadas por:

1: c¢ca3>101, c¢€3>1c01, C2®cC3.
2: €1 >9C3>9Co.
3: 1 >3Cq>3Cs3.

Las posibles asignaciones son:
a1 =1[(1,c1), (2, c2), (3, c3)]
pe = [(1,c1),(2,c¢3),(3,c2)]
s = [(1,¢2),(2,¢1), (3, c3)]
pa = [(1,¢2),(2,¢3), (3, c1)]
=[(1,¢3),(2,¢1), (3, c2)]
te = [(1,¢3),(2,c2), (3, c1)]

Se puede ver que p1 ¢ Cw, pues esta asignacién es fuertemente bloqueada por la coalicién {2, 3}
a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)]. Asimismo, ps ¢ Cw, pues es fuertemente bloqueada por la
coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3),(3,c1)]. De esto sabemos que las asignaciones pq y Lo
no estan en ninguno de los nicleos. El resto de asignaciones no tienen coaliciones de bloqueo fuerte.

8Note que esto siempre se puede hacer, pues para cada i € N es suficiente que en la etapa 2 de la aplicacién
Algoritmo CST a la preferencia >;, se elija (u(i), 0(i)) antes que cualquier otro elemento de Z(>;) y se fije u(i) >; a(i).
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Note que us ¢ Cg pues esta asignacién es ®-bloqueada la coalicién {1,3} a través del acuerdo
[(1,c3),(3,¢c1)]. Ademds, us ¢ Cg pues es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo
[(1,c2),(2,c1). Las asignaciones p4 y Hs no tienen coaliciones de ®-bloqueo.

Por otro lado, 4 ¢ Cg, pues es @-bloqueada por la coalicién {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, ¢1)].
De igual forma, us ¢ Cg es &-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1).
Las asignaciones 3 y pe no tienen coaliciones de ©-bloqueo.

Como Cg N Cg = 0, tenemos que Cs = @. Concluimos entonces que:
Cw = {3, s, ps, ie},  Co = {us, e}
Co = {#4,,115}/ Cs = 0.

Las siguientes tablas resumen las relaciones de dominancia y cobertura en este ejemplo para las
asignaciones dentro de Cyy.

Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
s D g {1, 2} a través del acuerdo (1, c2), (2, c1)
ts D s {1,2, 3} a través del acuerdo (1, c3),(2,c1), (3, c2)

ts Dug A e D s Para ps D g, se tiene {1, 2} a través del acuerdo (1, c2), (2, c1)
Para g D i3, se tiene {1, 3} a través del acuerdo (1, c3), (3,c1)

(pa Dus) A ~(us D pa)

ta D g {1,2, 3} a través del acuerdo (1, c2), (2, c3), (3, c1)
te D s {1, 3} a través del acuerdo (1, c3), (3, c1)
Cobertura

U3 y Ha no son C-comparables
Us y ts no son C-comparables
Us y pe no son C-comparables
ta y Us no son C-comparables
Ha y e no son C-comparables
Us y e no son C-comparables

Este ejemplo ilustra las diferencias entre dominancia y cobertura: note que us D u3, pero ain asi
Us no cubre pz (pues ps D py pero ps y pa no son comparables bajo relacién de dominancia).

Concluimos que:
Cc = {us, pa, p5, pi}-

Escenario 2. Ahora agregamos una nueva incompletitud, al hacer que las alternativas en el top de
la preferencia del agente 2 ya no sean comparables entre si. Las nuevas preferencias son:

1: c9>1¢01, C€3>1C1, Co2®cC3.
2: c¢1>3¢C3, C3>20C2, C1®2C3.
3: 1 >3C2>3C3.
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Re-escribimos las posibles asignaciones:
p1=1(1,¢1),(2,c2), (3, c3)]

p2 = [(1,¢1),(2,¢3),(3, c2)]
ps =[(1,¢2),(2,¢1),(3,c3)]
pa = [(1,c2),(2,¢3),(3,c1)]
ps = [(1,e3),(2,¢1), (3, c2)]
pe = [(1,¢3),(2,c2), (3, c1)]-

Por la IG-monotonfa que cumplen los nicleos Cw y Cg, sabemos que en este nuevo escenario se
cumple que {us, us} € Co vy {Us, ta, s, ie} S Cw. Note que tal como en el escenario 1, {2,3} a
través del acuerdo [(2, ¢3), (3, c2)] es una coalicién de bloqueo fuerte para u; y {1,3} a través del
acuerdo [(1, c3), (3, ¢1)] es una coalicién de bloqueo fuerte para ps. Por tanto, {1 y pa no estén en
ningin nicleo. Se tiene entonces Cw = {3, tla, U5, t6 }, por lo que el nicleo débil se mantiene como
en el escenario 1.

[
[

Note que ps ¢ Cg, pues es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Esto implica que us ¢ Cs.

Por otro lado, note que ahora se cumple que s € Co y pHa € Cs. En efecto, al agregar una
incompletitud en el top de la preferencia del agente 2, la asignacién p4 es tal que no es posible que
ningin agente mejore estrictamente su situacién. Luego, no hay coaliciones de bloqueo de ningiin

tipo para .

Tenemos que ps € Cg, pues es @-bloqueada por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo ([1, c3), (3, ¢1)].
Esto implica que us ¢ Cs. A diferencia del escenario 1, ahora ps ¢ Cg, pues esta asignacién es ®-
bloqueada por la coalicién {1,2, 3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].

Finalmente, note que g ¢ Cg pues es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo
[(1,c2), (2, c1)]. Esto implica que g € Cs.
Concluimos entonces que:
C@ = {”3/ H4/ ,uﬁ}/
Co = {ua}-
Cs = {ua}-

Se agrandé el nicleo Cg y el nicleo fuerte dejé de ser vacio. Intuitivamente, 14 antes no estaba en
el nicleo fuerte porque el individuo 2 podia mejorar al recibir la casa c; en vez de c3 y se podia
armar una coalicién con el agente 2. Al agregar la incompletitud al top de la preferencia del agente
2, ahora ocurre que ya no se puede mejorar estrictamente al agente 2 cuando este esta con cs.

Las siguientes tablas resumen las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro
de Cw en el escenario 2.
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Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
ta D us {1,2,3} a través del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)].
Us D us {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
s Due A e D us | Para us D g, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
Para g D 3, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
ta D s {1,2,3} a través del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)]
ta D g {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)].
te D s {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].

Cobertura

pa € s
s € s
Us y pe no son C-comparables
paC s
pa € s

Us y te no son EC-comparables

Note que hay algunas cambios en las relaciones de dominancia y cobertura respecto al escenario 1.
Por ejemplo, 14 domina estrictamente ug, y ocurria lo inverso en el escenario base. En el escenario
base ningin par de asignaciones dentro del nticleo débil eran €-comparables, mientras que ahora
se puede ver que cualquier asignacién distinta a p4 es cubierta por otra. Tenemos entonces que

Cc = {ua}-

Note que el paso del escenario 1 al escenario 2 ilustra que Cc no cumple la propiedad de monotonfa.
De hecho, este nicleo disminuyé considerablemente su tamano hasta coincidir con el nucleo fuerte.

Escenario 3. Ahora agregamos una incompletitud en el top de la preferencia del agente 3. Las
nuevas preferencias son:

1: Co >1 Cq, Cc3 >1 Cq, Co ®q C3.
2: ¢y >3¢9, C3>2C3, C(1®cC3.

3: c1 >3 C3, Co >3 C3, Cc1 ®3 Ca.

Re-escribimos las posibles asignaciones:

p1 =1[(1,¢1),(2,¢2), (3, ¢3)]

p2 = [(1,¢1), (2, c3), (3, c2)]
ps =[(1,¢2),(2,¢1),(3,¢3)]
Ha = [(1/ C2)r (2/ C3)/ (3/ Cl)]
Us = [(11 63)/ (2/ Cl)/ (31 C2)]
pe = [(1,¢3),(2,¢c2),(3,c1)].
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Por la propiedad de IG-monotonia, sabemos que se cumple {[J3, Ha, Us, [.16} CCwy {[J3, Ua, }16} -
Cs- Note que i1 es fuertemente bloqueada por la coalicién {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)],
por lo que no estd en ningun nucleo.

Note que ahora no existen coaliciones de &-bloqueo para o. Entonces, s € Cw y 2 € Cq. Por
otro lado, p2 es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1,c2), (2, c1)]. De esto
concluimos que s € Cg y t2 ¢ Cs.

La asignacién us es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1,c3), (3,c1)]. Por
tanto, us ¢ Ce y U3 € Cs. Las asignaciones 4 y us no tienen coaliciones de bloqueo de ningtn tipo,
por lo que estdn en todos los nicleos. Finalmente, la asignacién pg es ®-bloqueada por la coalicién
{1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Por tanto, ug ¢ Cs y e ¢ Cs. Concluimos hasta ahora
que:

Cw = {p2, ps, pa, pis, p6},
Co = {2, 3, ta, s, e},
Ceo = {H4,H5},

Cs = {ua, ps}.

Note que respecto al escenario 2, los nucleos Cy y Cq se agrandaron y coinciden, mientras que el
nicleo fuerte se agrandé hasta coincidir con Cg.

La siguientes tablas muestra las relaciones de dominancia y cobertura entre las asignaciones dentro
de Cw .

Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
e D s A Uz Do Para 1o D s, se tiene {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)].
Para 13 D po, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].

ta D o {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
ps D o {1,2,3} via [(1, c3),(2,c1), (3, c2)]-
He D e A e D o Para 1 D g, se tiene {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)].
Para g D o, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
ta D us {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
Us D us {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
Us D e A e D s Para us D g, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, ¢1)].

Para g D s, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].

~(pa Dps) A —(us D pg)
ta D g {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
s D e {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
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Cobertura
t2 ¥ us no son C-comparables
paC o
ts € o
U2 y te no son C-comparables
pa € s
ps € s

U3 y e no son C-comparables
fa 'y Us no son C-comparables
pa € g
ts € g

Se puede ver que las unicas asignaciones no cubiertas por otra son g y ps. Asi, Cc = {ta, ts}-
De esta manera, Cc crecié con respecto al caso anterior, coincidiendo con el ntcleo fuerte.
Escenario 4. Se agrega una nueva incompletitud en la preferencia del agente 1. Las nuevas prefe-
rencias son:

1: c3>1¢1, C2®1¢c1, C2®cC3.

2: €1 >9Cy, C3>9Co, C1®3cC3.

3: c¢1>3¢C3, C2>3C3, C1®3cCo.

Re-escribimos las posibles asignaciones:
U1 = [(]-/ Cl)/ (2/ C?)/ (3/ CS)]/

=[(1,¢1),(2,¢3), (3, c2)],
[(1, c2),(2,¢1),(3,¢3)],
[(1,c2),(2,¢3),(3,c1)],
ps = [(1,¢3),(2,¢1), (3, c2)],
pe = [(1,c3),(2,c2),(3,c1)].

Por la propiedad de monotonia, tenemos que {2, ts, tta, ks, e} S Cw y {H2, s, pa, ts, tie} € Co-
Note que i es fuertemente bloqueada por la coalicién {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)].
Por tanto, esta asignacién no estd en ningin nucleo. Podemos concluir desde ya que Cw = Cg =

{Mz, us, ta, s, #6}-

Note que la asignacién us es ®-bloqueada por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Por tanto, us ¢ Cg v 2 € Cs. Tal como en el escenario 3, la asignacién p3 es ®-bloqueada por la
coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, ¢1)]. Por tanto, us ¢ Ce y i3 ¢ Cs. Las asignaciones
Ha Y Us no tienen coaliciones de bloqueo de ningtn tipo, por lo que estdn en todos los nicleos. La
asignacién ug es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c1)], por lo que
e no estd en Cg ni en Cs. Concluimos entonces que Cg = Cs = {4, ts}.

Uz
H3
Ha
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Las siguientes tablas muestran las relaciones de dominancia y cobertura entre las asignaciones
dentro de Cw.

Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
to D s {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)].
(2 D pg) A (s Do)
ts D o {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].

U2 D e A e D o Para g D g, se tiene {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, ¢2)].
Para g D o, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, ¢1)].
ta D us {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)].
ts O s {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
Uz Due A e D s Para 13 D pg, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
Para g D 3, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1,c3), (3, c1)].

—(pa D ps) A =(ps D pa)
ta D g {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, ¢2), (2, c3), (3, c1)].
ts D U {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].

Cobertura

po C s
t2 ¥ Ha no son C-comparables
ts € s
U2 y te no son EC-comparables
pa € s
s € s
U3y e no son C-comparables
ta y Us no son C-comparables
HaC s
is € s

Es directo que tal como en el escenario anterior, us y ps son las Unicas asignaciones no cubiertas
por otra. Asi, concluimos que Cc = {4, Us}-

Escenario 5. Agregamos una nueva incompletitud a la preferencia del agente 2.
1: c3>1c01, Cc2®1¢1, C2®cC3.
2: €1 >2C2, C(C3®5Cy, C1®:2cC3.

3: c¢1>3¢C3, C2>3C3, C1®3¢Co.
Re-escribimos las posibles asignaciones:
H1 = [(1/ Cl)r (2/ 02)/ (3/ C3)]

U2 = [(1/ Cl)/ (2/ CS)/ (3/ CZ)]
ps = [(1,¢c2),(2,c1),(3,c3)]
”4 = [(11 62)/ (2/ C3)/ (3/ Cl)]
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Us = [(1/ C3)/ (2/ Cl)/ (3/ C2)]
te = [(L, ¢3), (2, c2), (3, c1)].

Por la propiedad de IG-monotonia, tenemos que {us, s, pa, s, b6} S Cw v {f2, U3, pa, s, e} S
Co. Note que i es fuertemente bloqueada por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Por tanto, esta asignacién no estd en ningiin nicleo. Concluimos que Cw = Cg = {2, U3, ta, Us, te}-

La asignaciones (g y U3 son ®-bloqueadas por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Luego, estas dos asignaciones no estdn en Cg ni en Cs. Las asignaciones p4 y ps no tienen coaliciones
de bloqueo de ningun tipo, por lo que estdn en todos los nicleos. Finalmente, ug es ®-bloqueada por
la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1,c2), (2, ¢1)]. Por tanto, tg ¢ Ce v ts ¢ Cs. Concluimos

que Cg = Cs = {4, s}

Las siguientes tablas muestran las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro
de Cw.

Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
to D s {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)].
—(p2 Dpa) A ~(pa D po)
ts D o {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, ¢c2)].
te D o {1, 3} a través del acuerdo [(1,c3), (3, c1)]-
ta D s {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
Us D us {1, 2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
Uz D e A e D s Para s D g, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
Para g D s, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
~(pa Dps) A ~(us D pa)
~(pa D ps) A (16 D pta)
Us D Ue {1/ 2r 3} via [(1/ CS)/ (2r Cl)/ (3r C2)]'
Cobertura
pa € s
U2 y Ha no son C-comparables
ps € g
t2 y te no son C-comparables
paC s
ps € s
U3 y e no son C-comparables
Ua y ts no son C-comparables
ta y te no son C-comparables
Hs € pe

Podemos ver que solamente 4 y s son las inicas asignaciones no cubiertas por otra. Luego, se
mantiene que Cc = {4, ts}-
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Escenario 6. Agregamos una nueva incompletitud a la preferencia del agente 3.

1: c3>1¢1, €2®1¢c1, C2®cC3

2: €1 >2C, €3®C, C1®C3

3: ¢1>3¢C3, C(2®3C3, C1®302
Re-escribimos las posibles asignaciones:

,ul = [(1/ Cl)/ (2/ CQ)/ (3/ C3)]

p2 = [(1,c1),(2,¢3), (3, c2)]
ps =[(1,c2), (2, ¢1), (3, c3)]
pa =1[(1,¢2),(2,¢3),(3,c1)]
s =1[(1,¢3),(2,c1), (3, c2)]
pe = [(1,¢3),(2,c2), (3, c1)].

Por la propiedad de IG-monotonia, tenemos que {us, s, pa, s, b6} S Cw v {t2, 43, pa, s, e} S
Co. Note que i es fuertemente bloqueada por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Por tanto, esta asignacién no estd en ningiin nicleo. Concluimos que Cw = Cg = {2, U3, ta, s, t6}-

Las asignaciones iy y t3 son ®-bloqueadas por la coalicién {1, 3} a través del acuerdo [(1, ¢3), (3, c1)].
Por tanto, estas asignaciones no estdn en Cg ni en Cs. Las asignaciones (4 y s no tienen coaliciones
de bloqueo de ningtn tipo, por lo que estdn en todos los niicleos. La asignacién pg es ®-bloqueada
por la coalicién {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)], por lo que g € Co v s ¢ Cs. Concluimos
que Cg = Cs = {4, U5}, por lo que nuevamente estos nicleos se mantienen igual.

Las siguientes tablas muestran las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro
de Cw.

Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos
—(p2 D pz) A =(ps D o)
(2 D pg) A (g D po)

ts D o {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
te D o {1, 3} a través del acuerdo [(1,c3), (3, c1)]-
Ha D[JS {1/2'3} via [(1/ C2)/ (2/ CS)/ (3r Cl)]'
—(u3 Dps) A ~(us D ps)
Uz D e A te D s Para s D g, se tiene {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].

Para g D s, se tiene {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].

~(pa D ps) A ~(us D pg)
~(pa D pe) A ~(pe D pha)
ts D g {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
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Cobertura

t2 ¥ us no son C-comparables
t2 ¥ Ha no son C-comparables

ts € o

te € o

pa s
U3 y us no son C-comparables
U3 y e no son C-comparables
fa 'y Us no son C-comparables
Ua y te no son C-comparables

ts € g

Vemos que nuevamente solo 14 y 5 son asignaciones no cubiertas por otra, por lo que Cc = {4, 5 }-

Escenario 7. Agregamos una nueva incompletitud a la preferencia del agente 1, haciendo que no
sepa comparar ninguna alternativa.
1: ¢c3®1¢c1, c2® ¢y, Co2®cC3.
2: C€1>9Cy, C€3®3Cy, C1Q3cC3.
3: 1 >3 C3, C2®3¢C3, (1 ®3Co.
Re-escribimos las posibles asignaciones:
H1 = [(1/ Cl)l (21 C2)/ (31 C3)]r

=[(1,¢1),(2,¢3), (3, c2)],
[(1,c2),(2,¢1),(3,c3)],
[(1,c2),(2,¢3), (3, c1)],
ps = [(1,¢3),(2,¢1), (3, c2)],
pe = [(1,¢3),(2,c2),(3,c1)].

Por la propiedad de IG-monotonia, tenemos que {us, s, pa, s, e} S Cw v {H2, U3, pa, ts, e} S
Co. Note que ahora iy no tiene coaliciones de bloqueo fuerte ni de ®&-bloqueo. De esto concluimos

que Cw =Cq = {,111,[12/#3/#41[15/#6}-

Las asignaciones p; y pz es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a traves del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Ademds, ug es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a trdves del acuerdo [(1, c2), (2, c1)]. Por ende,
ninguna de estas asignaciones estd en Cg 0 en Cs. Por otro lado, las asignaciones pa, fa y ts no
tienen coaliciones de bloqueo de ningun tipo. Por ende, estas asignaciones estdn en Cg y en Cs.
Concluimos entonces que Cg = Cs = {2, ta, Us}-

Uz
Us
Ha

Las siguientes tablas muestran las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro
de Cw .
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Dominancia Coaliciones que implementan y sus movimientos

(g1 Dpg) A ~(p2 Duy)

Us Dy {1,2} a traves del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
s Dy {1, 2,3} a traves del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)].
Us D pq {1,2,3} a traves del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
te Oy {1, 3} a traves del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].

~(p2 D pz) A =(us D o)
(2 D pg) A (g D pa)
(g2 D ps) A =(ps D o)
(2 Dug) A =(ue D o)

ta D s {1,2,3} a traves del acuerdo [(1, ¢c2), (2, c3), (3, c1)].
(3 Dus) A =(us D s)
Uz D e A e D s Para s D g, se tiene {1, 2} a traves del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].

Para g D s, se tiene {1, 3} a tréves del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].

~(pa Dps) A ~(us D pa)
~(pa D pe) A (e D pha)
ts D g {1,2,3} a traves del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].

Cobertura

U1y He no son C-comparables

s €y

pa €

s €y

te €
U2 y s no son C-comparables
t2 ¥ Ha no son C-comparables
f2 ¥ s no son C-comparables
U2 y te no son EC-comparables

pa € s
Us y ps no son C-comparables
U3 y e no son C-comparables
Ha y Us no son C-comparables
Ua y te no son C-comparables

ps € g

Vemos que ahora g, {4 ¥ l5 son las asignaciones no cubiertas por otra. Por tanto, Cc = {2, ta, s }-

9.3. Detalle con calculos de la seccion 7.2

Escenario 1. Considere el siguiente mercado [N, C, (>;);en] con tres agentes y donde las preferen-
cias vienen caracterizadas por:

1: ¢c1>1¢9, C€1>1C3, Co2®cC3.

2: €1 >9C3 >3 Co.

3: €1 >3¢C2>3C3.
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Las posibles asignaciones son:
= (1r Cl)r (21 C2)r (3/ Cg)],

(1,¢1),(2,¢3), (3, c2)],
(1,¢2),(2,c1),(3,¢3)],
=[(1,¢2),(2,¢3),(3,c1)],
s = [(1,¢3),(2,c2), (3, c1)],
pe = [(1,¢3),(2,c1), (3, c2)]-

Note que cualquier asignacién en que el agente 1 estd con una casa distinta a ¢ no es individualmente
racional (es fuertemente bloqueada por {1} a través del acuerdo [(1,¢1)]) y por tanto no estd en
ningin nicleo. Ademsds, la asignacién p es fuertemente bloqueada por la coalicién {2, 3} a través
del acuerdo [(2, c3), (3, c2)], por lo que no estd tampoco en ningtin ntcleo. Por tanto, tenemos que
todos los nicleos coinciden y contienen solo a la asignaciéon pa.

H1 [
U2 [
us [
Ha [

Escenario 2. Se agrega una incompletitud adicional a la preferencia del agente 1. Considere ahora
que las preferencias son:

1: ¢c1®1¢ce, c1>1C3, C2®cC3.
2: 1 >3 C3>9Co.
3: 1 >3C9 >3 C3.
Las posibles asignaciones son:
=[(1,¢1),(2,¢2),(3,c3)],
(1,¢1),(2,¢3), (3, c2)],
(1,¢2),(2,¢1),(3,c3)],
=[(1,¢2),(2,¢3),(3,c1)],
ps =[(1,¢3),(2,¢2), (3, c1)],
te = [(L, ¢3), (2, c1), (3, c2)].

Como los nicleos Cw y Co son IG-mondtonos, sabemos que ps € Cw y 2 € Cq. Por otro lado,
note que la asignacién p; es fuertemente bloqueada por la coalicién {2,3} a través del acuerdo
[(2,c3),(3,¢c2)], por lo que no estd en ningin nidcleo. Ademés, las asignaciones s y pg no son
individualmente racionales para el agente 1, y por tanto son fuertemente bloqueadas por la coalicién
{1} a través del acuerdo [(1,c1)]. Por ende, no estdn en ningtin nicleo. Las asignaciones ps y Ha
no tienen coaliciones de bloqueo fuerte ni de &-bloqueo.

H1 [
U2 [
U3 [
Ha [

Nétese que po es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1,c2),(2,c1)]. Asi,
Uz € Co y p2 ¢ Cs. La asignacién us es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuer-
do [(1,c3),(3,c1)]. La asignacién p4 es &-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo
[(1,c2),(2,c1)], y no tiene coaliciones de ®-bloqueo. Luego, 4 € Co y pa ¢ Cs. En resumen:

Cw = {2, s, a},
C@ = {#2/ H3}/
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C® = {(u4}/
Cs =0.

Noétese que comparando con el escenario 1, podemos concluir que el niicleo fuerte no es IG-monétono.
Respecto de las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro de Cy:

Dominancia Coaliciones posibles y sus movimientos
Uz D Lo {1,2} a través del acuerdo [(1,c2),(2,c1)].
ta D o {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
s D g {1,2} a través del acuerdo [(1,c2), (2, c1)].
Cobertura
s €y
ta € o
U3 ¢ Ha

Concluimos entonces que:
Cc = {us}.
Escenario 3. Considere ahora que las preferencias son:
1: ¢1®1¢c2, Cc1®c3, (3 cC3.
2: C1 >9 C3 >2 Co.
3: €1 >3Co>3C3.

Las posibles asignaciones son:
pr =1[(1,c1),(2,c2),(3,c3)]
2 = [(1,¢1), (2, c3), (3, c2)]
ps = [(1,c2),(2,c1), (3, c3)]
pa = [(1,¢c2),(2,¢3),(3,c1)]
s = [(1,¢3),(2,¢2), (3, c1)]
e = [(1,¢3),(2,¢1), (3, c2)].

Por la IG-monotonia de los niicleos Cw y Cg, tenemos que {us, ts, ta} € Cw y {u2, s} € Co. La
asignacién (; es fuertemente bloqueada por la coalicién {2, 3} a través del acuerdo [(2, c3), (3, c2)],
por lo que esta asignacion no esta en ningun nicleo. El resto de asignaciones no tienen coaliciones
de bloqueo fuerte. Luego, Cw = {2, U3, Ha, s, te }-

[
[

Note que g es ®-bloqueada por la coalicién {1,2} a través del acuerdo [(1,c2),(2,c1)]. Ademds,
la asignacién ug es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo [(1,c3),(3,c1)]. Por
ende, estas dos asignaciones no estdn en Cg ni en Cs. La asignacién ps no tiene coaliciones de
®-bloqueo. Las asignaciones ps y s son ®-bloqueadas por la coalicién {1,2} a través del acuer-
do [(1,c2),(2,c1)]. La asignacién ps es ®-bloqueada por la coalicién {1,3} a través del acuerdo
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[(1,¢c3),(3,¢c1)]. Las asignaciones {4 y pe no tienen coaliciones de ®-bloqueo. De todo esto, con-
cluimos que Co = {U2, s, s} v Co = {tta, tis}. Como Cg N Cg = 0, concluimos que Cs = 0.

Respecto de las relaciones de dominancia y cobertura para las asignaciones dentro de Cy:

Dominancia Coaliciones posibles y sus movimientos
ts D o {1, 2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
ta D po {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
Us D o {1, 3} a través del acuerdo [(1,c3), (3, c1)]-
te D po {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
ts D Uy {1,2} a través del acuerdo [(1, c2),(2,c1)].
ts Dps A s D s Para us D ps se tiene {1,2} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c1)].
Para s D g se tiene {1,3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
te D s {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c3), (2, c1), (3, c2)].
ta ® s {1,2,3} a través del acuerdo [(1, c2), (2, c3), (3, c1)].
(s D pg) A (e D pg)
Us D e {1, 3} a través del acuerdo [(1, c3), (3, c1)].
Cobertura
s € o
pa o
ts C s
te €z

Us y pa no son C-comparables
Us y ts no son C-comparables
Us y pe no son C-comparables
Ha y Us no son C-comparables
Ha y e no son C-comparables
Us y e no son C-comparables

Por tanto, tenemos:

CC = {[J.g, [Ll4, [J5, IJG}
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