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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA PARCIAL RIGIDEZ DE
SISTEMAS DE CANTOR

El objetivo de esta tesis es estudiar la parcial rigidez de sistemas de Cantor minimales de
rango finito y en particular los sistemas substitutivos. Se da énfasis al desarrollo de condi-
ciones necesarias y suficientes para tener parcial rigidez y en el calculo de las constantes de
parcial rigidez. Un sistema dindmico abstracto (X, B, u,T") es parcialmente rigido si existe
v € (0,1] y una subsucesion (ng)reny C N tal que para todo A € B, lim u(ANT ™ A) > yu(A).
Ademas, llamamos constante de parcial rigidez al supremo de las constantes que cumplen lo
anterior, y la denotamos d,,.

Al representar los sistemas de Cantor minimales de rango finito a través de un diagrama de
Bratteli, se entrega una condicion necesaria y suficiente para que estos sistemas sean parcial-
mente rigidos (Teorema 2.23). Esta condicion utiliza torres de Kakutani-Rokhlin engendradas
por palabras especiales definidas desde cada nivel del diagrama. A partir de esa condicién
se deducen criterios suficientes que involucran herramientas clasicas en la literatura: criterio
de alturas (Teorema 2.28), criterio de orden (Teorema 2.33), criterio de palabras de retorno
(Teorema 2.43) y criterio algebraico (Teorema 2.55). Cabe destacar que todos estos criterios
son tutiles para determinar si estos sistemas no son mezcladores fuertes para la medida.

Como consecuencia de lo anterior, se estudian criterios necesarios y suficientes para la
rigidez de los sistemas simbdlicos de rango finito, es decir, cuando v = 1. Estos criterios,
en su mayoria, involucran a la complejidad del sistema, pg(n), y a la cantidad de palabras
completas de largo n, go(n). En particular, los sistemas dados por substituciones de largo
constante son rigidos en medida si y s6lo si lim sup go(n)/pa(n) = 1 (Corolario 3.17). Ademaés,
para sistemas Sturmianos, se demuestra que existe una sucesién creciente (1, )nen tal que para
todon € N, po(r,+1) —qq(r,+1) = 2 (Teorema 3.18). Esto tltimo recupera que los sistemas
Sturmianos son rigidos en medida.

Por ultimo, utilizando nuevamente las torres de palabras, se encuentra una expresién para
la constante de parcial rigidez 0, de sistemas de Cantor minimales de rango finito. Gracias
a dicha caracterizacion, se logra demostrar que en esta clase de sistemas el supremo que
define a §,, es un maximo (Teorema 4.3). Posteriormente, se logra simplificar la expresién
anterior para sistemas substitutivos de largo constante (Teorema 4.5). Esta formula permite
calcular la constante de parcial rigidez de varios sistemas substitutivos, en particular, para la
substitucion de Thue-Morse este valor es 2/3 | lo cual era desconocido hasta el momento. A su
vez, se demuestra que una gran familia de sistemas substitutivos, que llamamos de tipo Thue-
Morse, no son rigidos en medida y se entrega una cota superior para su constante de parcial
rigidez (Teorema 4.13). Finalmente, se demuestra que el ntimero 1 es punto de acumulacién
para el conjunto de las constantes de parcial rigidez de las substituciones (Corolario 4.15).
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Introduccion

A lo largo de esta tesis se trabaja con ciertas familias de sistemas dinamicos, en particular
con los sistemas llamados de Bratteli-Vershik (ver seccién 1.2.1 para una definicién detallada).

Un sistema de Bratteli-Vershik es un sistema de Cantor cuyos elementos son paseos infi-
nitos en un tipo de grafo especial con un orden determinado. Esta clase de grafo se conoce
como diagrama Bratteli y fue introducida en 1972 por O. Bratteli para estudiar propiedades
en la teoria de dlgebras de operadores en [Bra72]. Posteriormente A. M. Vershik en [Ver85],
gener6 una dinamica en estos grafos que es conocida hoy como mapeo de Vershik y que dio
origen a esta area de estudio. Un resultado que mostro la potencia de esta herramienta en el
contexto dindmico fue realizado por H. Herman, I. F. Putnam y C. F. Skau [HPS92] quie-
nes de demostraron que todo sistema de Cantor minimal es isomorfo topolégicamente a un
sistema de Bratteli-Vershik.

Nos concentraremos en una clase de sistemas que son de especial interés dentro de esta
teoria: los sistemas de Cantor de rango topoldgico finito.

Estos sistemas, a grandes rasgos, son aquellos en los que el diagrama de Bratteli sobre el
que estan construidos tiene un nimero acotado de vértices por nivel. Poseen caracteristicas
que los vuelven atractivos de estudiar, en particular, el rango es una cota tanto para el nimero
de medidas ergddicas [BKMS13], como para el rango racional de su grupo de dimensién
[GPS95, GHH18]. Ademés, o bien son expansivos, o bien son equicontinuos [DMOS].

Por dltimo, todos tienen entropia cero, de hecho los ejemplos clésicos de sistemas de
Cantor minimales de entropia cero son de rango finito: odémetros, shifts substitutivos, shifts
linealmente recurrentes o codificaciones simbolicas de intercambios de intervalos. Ademas, en
[DDMP21], se demostr6 que los subshits con complejidad no-superlineal también tendrian
rango topoldgico finito. Gran parte de estos resultados se pueden leer en el libro de F. Durand
y D. Perrin [DP22] que sirvié como libro de apoyo constante en el desarrollo de la tesis.

La motivacién inicial de esta investigacion surgié por la constatacion de que no se conoce
ningun sistema de Cantor de rango finito que posea una medida invariante mixing y, de hecho,
todo parece indicar que aquello no es posible. En efecto, hasta la fecha se ha demostrado que
los siguientes sistemas no poseen medidas invariantes mixing: sistemas substitutivos [DK78],
intercambios de intervalos [Kat80], sistemas linealmente recurrentes [CDHMO03], sistemas de
Cantor de rango exacto finito [BKMS13] y subshifts de complejidad sublineal [Fer96].

La investigacion derivé naturalmente en una propiedad un poco mas fuerte que no-mixing:
la rigidez parcial de una medida.

Una medida invariante se dice parcialmente rigida si existe v > 0 y una subsucesion
creciente (ng)reny tal que para todo conjunto medible A, limu(A N T™A) > yu(A). En
ese caso también decimos que es y—rigida. Al igual que para la ausencia de mixing, los
intercambios de intervalos, los sistemas linealmente recurrentes, los sistemas de rango exacto
finito [Dan16] y los subshifts no superlineales [Cre22] son parcialmente rigidos para todas sus
medidas ergddicas. Asi la pregunta que guia gran parte de la investigacion es:
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.Es posible demostrar que toda medida ergddica de un sistema de Cantor minimal de
rango topologico finito es parcialmente rigida?

Cabe destacar que la pregunta es pertinente, pues los sistemas de Bratteli-Vershik de
rango finito son un contexto natural para generalizar técnicas o resultados de sistemas subs-
titutivos o linealmente recurrentes. Es el caso, por ejemplo, del estudio de los valores propios
[BDMO05, BDM10] y el estudio de factores topologicos [GH22, Esp20, Esp22]. De forma ana-
loga, problemas que primero fueron trabajados en shifts no-superlineales, tienen resultados
similares en rango finito, por ejemplo, en ambos casos el grupo de automorfismos Aut(X,T")
es virtualmente Z [EM22].

En esta tesis no se entrega una respuesta tajante a la pregunta. Sin embargo, se logra
formular una condicidon necesaria y suficiente para la parcial rigidez, gracias al limite de las
medidas de torres de Kakutani-Rokhlin engendradas por una clase de palabras especiales
(Teorema 2.23). Esto tultimo abre tres lineas de andlisis: condiciones para asegurar parcial
rigidez, estudio de la rigidez y calculo de la constante de parcial rigidez. Esta ultima, de forma
intuitiva, corresponde a la constante 7y mas grande con la que una medida p es y—rigida.
Esas tres direcciones coinciden justamente con los capitulos 2, 3 y 4 respectivamente.

Esa organizaciéon sugiere un método para estudiar la parcial rigidez de estos sistemas, en el
que primero nos preguntamos: jpodemos asegurar que es parcialmente rigido? Si la respuesta
es si, nos preguntamos: jes rigido? Si la respuesta es no, entonces tratamos de calcular su
constante de parcial rigidez.

Conocer la constante de parcial rigidez puede ser de mucho interés, ya que es invariante
bajo conjugaciones medibles y sélo puede crecer via factor. Asi, como todos los sistemas
tienen entropia cero, esta constante podria servir para clasificarlos. En este trabajo se logra
aproximar y en algunos casos calcular la constante de parcial rigidez de varios sistemas.

Como se habia adelantado antes, la tesis se divide en cuatro capitulos que consisten en:

e Capitulo 1: En este capitulo introductorio se describen las conocidas relaciones entre
las nociones de mezcla y rigidez en sistemas dindmicos abstractos. Ademas, se definen
los sistemas de Cantor y se describen someramente tres clases de sistemas dinamicos que
apareceran en los siguientes capitulos constantemente: los sistemas de Bratteli-Vershik,
los sistemas substitutivos y los sistemas S—adicos. Se agrega una seccién en la que se
relacionan estas tres familias.

Cabe destacar que en esta tesis, generalmente, ese trabaja con sistemas de Bratteli-
Vershik medibles (donde el mapeo de Vershik no necesariamente es continuo). Esta
pequena flexibilidad practicamente no tiene ninguna importancia para el andlisis del
capitulo 2, pero resulta crucial para poder hacer calculos explicitos en el capitulo 4.

En ese sentido, la generalidad que se utiliza a lo largo de la tesis, no responde a una
ambicion tedrica, sino a posteriores simplificaciones en la combinatoria y, por lo tanto,
en las cuentas.

e Capitulo 2: Al comienzo del capitulo se describen las subtorres de Kakutani-Rokhlin
con las que se demuestran la mayoria de las proposiciones del capitulo. Luego se presenta
el Teorema 2.14 que estaba de forma oculta en gran parte de la bibliografia ya citada
sobre parcial rigidez. Aquel teorema es una condicién suficiente para asegurar parcial
rigidez, pero en seguida se presenta una modificaciéon que resulta ser una condiciéon
necesaria y suficiente (Teorema 2.23).

Con la ayuda de ambos resultados, se desprende una serie de criterios, nuevos en
su mayoria, que permiten asegurar que en ciertos contextos las medidas ergddicas del
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sistema son parcialmente rigidas. Estos criterios son de distinta indole, algunos dependen
solamente de la forma del diagrama de Bratteli (seccién 2.3.1 y 2.3.4) y otros dependen
sobretodo del orden en el conjunto de las aristas (seccién 2.3.2 y 2.3.3).

En general, a lo largo del capitulo se encuentran cotas inferiores para la constante

de parcial rigidez (ver tabla 2.1), sin embargo, estas cotas probablemente pueden ser
mejoradas.
La seccién final del capitulo consiste en un ejemplo que ilustra lo dificil que seria tratar
de construir un sistema que no sea parcialmente rigido cuando el rango es mayor o igual
a 2 (para rango 1 siempre es rigido). En ese sentido, podria servir para alguien que
intente construir un contraejemplo, es decir, un sistema de Cantor de rango finito con
medidas ergddicas que no son parcialmente rigidas.

Capitulo 3: En este capitulo se trabaja con la nociéon de rigidez, la cual ha sido mucho
mas estudiada que la parcial rigidez. Existen muchas forma de asegurar que un sistema
es rigido, en particular, via conjugaciones medibles con rotaciones en grupos (es el caso
de los sistemas Toeplitz, Sturmianos y odémetros).

Se introducen nuevas maneras para demostrar la rigidez de una medida ergddica
sobre todo en el contexto simbdlico, primero para sistemas linealmente recurrente y
luego para substituciones. Se estudia el limite del cociente entre go(n) y pa(n) con el
cual se desprende una condicién necesaria para la rigidez, que en el caso de substituciones
de largo constante resulta ser una condicién necesaria y suficiente.

Ademas, se demuestra que para todo sistema Sturmiano existe una secuencia (7, )nen
tal que qo(r, +1) = pa(r, +1) —2 =1, y con ella se demuestra que todo Sturmiano es
rigido en medida.

Capitulo 4: En este tltimo capitulo se estudia la constante de parcial rigidez para las
medidas ergddicas.

En primer lugar, se logra caracterizar esta constante para todo sistema de Bratteli-
Vershik de rango finito usando las mismas subtorres que en el capitulo 2. La expresién
restante es dificil de ocupar, sin embargo, en el caso de las substituciones de largo
constante se logra simplificarla. Gracias a ella se calcula la constante de parcial rigidez
del shift de Thue-Morse: 2/3. Esto se generaliza para una clase de sistemas llamados
de tipo Thue-Morse, para los cuales se logra demostrar que no son rigidos y ademas
encontrar una cota superior para la constante de parcial rigidez.

Gracias a esto, en muchos casos, solo sera necesario conocer la medida de un nimero
finito de cilindros para calcular la constante maxima rigidez, lo cual resulta bastante
simple gracias a los conocidos resultados del libro de M. Queffélec [Que87].

Finalmente, dentro de esta misma familia de substituciones, se demuestra que para
todo € > 0 se puede encontrar un sistema que no es rigido, pero que es (1 — ¢)—rigido.



Capitulo 1

Nociones basicas de dinamica
topoldgica y simbdlica

En este capitulo se definen varios conceptos basicos para el desarrollo de la tesis con el
objetivo de fijar notaciones y volver la lectura lo més auto-contenida posible. La mayoria
de los conceptos han sido traducidos al espanol, sin embargo, para ciertos casos se optod por
conservar su nombre en inglés. Los resultados de este capitulo se presentan sin demostracion,
sin embargo, la mayoria puede encontrarse en [DP22, Que87, DDMP21, EFHN15, BKMO0S,
BKMS13].

1.1. Sistemas dinamicos topolégicos y abstractos

Decimos que una tupla (X, X, u,T) es un sistema dinamico abstracto si (X, X, ) es un
espacio de probabilidad y T': X — X es una transformacion X — X medible que satisface:

W(T1A) = u(A) VA€ X. (1.1)

Cuando una transformacién T' satisface (1.1) decimos que T preserva la medida p o que
p es T—invariante. Cuando ademds T es biyectiva y 77! es X — X medible, decimos que
el sistema es invertible. Decimos ademas que (X, X, u,T) es ergddico (o simplemente que
la medida p es ergbdica) si para todo A € X tal que u(AAT'A) = 0 entonces u(A) = 0
o u(X\A) = 0. Si consideramos ahora dos sistemas dindmicos abstractos (X, X, u,T) e
(Y, V,v,S5), decimos que la funciéon 7 : X — Y X — Y medible es un factor medible si
noT =Sorm pu—cs. ypurn'B) = v(B) para todo B € Y (ver Figura 1.1). Si ademds
7 es invertible casi seguramente con inversa medible, decimos que es un isomorfismo o una
conjugacion medible.

Existe a su vez una version continua de los conceptos anteriores, asi se entendera que
un sistema dindmico topoldgico (o simplemente sistema dindmico) es un par (X,T) en el
que X es un espacio métrico compacto y T : X — X es un homeomorfismo. Denotamos
Or(z) = {T"x : n € Z} (o simplemente O(x)) a la 6rbita de x € X. Un punto z € X es
periddico si su 6rbita O(z) es un conjunto finito, en el caso contrario decimos que es aperiddico.
Decimos que un sistema dinamico es aperiddico si todos sus puntos son aperiédicos y que es
minimal si para todo x € X la érbita O(x) es densa en X. En los sistemas minimales todos
los puntos son uniformemente recurrentes, es decir, para toda vecindad abierta U de xz € X,



Figura 1.1: Diagrama conmutativo que representa a un factor .

el conjunto N(z,U) ={n € Z : Tz € U} es sindético. ! Notar que si (X,7T) es minimal con
X de cardinalidad infinita, entonces X no posee puntos peridédicos. Ademas, basta que las
érbitas positivas {T"x : n > 0} de cualquier punto = sea densa para asegurar la minimalidad
de X (lo mismo para érbitas negativas).

Denotamos M(X,T') al conjunto de medidas de probabilidad regulares T'—invariantes
en los Borelianos de X y £(X,T) el conjunto de las medidas de probabilidad ergédicas.
Claramente £(X,T) C M(X,T). Para un sistema dindmico topolégico, es bien sabido que
E(X,T) siempre posee al menos un elemento. Cuando |E(X,T)| = 1, entonces (X,T') posee
una unica medida de probabilidad T'—invariante y decimos que 7" es inicamente ergddico.

En esta tesis es de especial interés comprender propiedades de las medidas invariantes
de un espacio topolégico. Claramente, para u € M(X,T), si B(X) denota la o—algebra de
los Borelianos de X, entonces (X, B(X), 1, T') es un sistema dindmico abstracto. Cuando se
quiera hacer referencia a propiedades medibles de un sistema dindmico topologico para una
medida p € M(X,T) particular, se escribird simplemente (X, p, T') en vez de (X, B(X), u, T').

Al igual que en el contexto medible, un factor entre dos sistemas dinamicos topolédgicos
(X,T) e (Y,S) es una funcién continua sobreyectiva 7 : X — Y que cumple que moT = Som,
es decir satisface el mismo diagrama conmutativo de méas arriba. De existir tal funcién =
decimos que (Y, S) es un factor de (X,T) y que (X, T) es una eztension de (Y, .S). Si ademés
7 es biyectiva, decimos que 7 es una conjugacion y que (X,T) e (Y,.S) son conjugados, esto
ultimo lo denotaremos (X, T) = (Y, .S). Notar que como X es un espacio compacto, la inversa
de una funcién continua y biyectiva de X a Y es continua, en particular una conjugacion es
también un homeomorfismo entre los espacios X e Y.

Decimos que una propiedad P se hereda via factor si se cumple que cuando (X, T') satisface
la propiedad P, entonces todo factor (Y,S) también satisface P. Podemos notar que la
minimalidad y la tinica ergodicidad se heredan via factor. En el contexto medible, decimos
que la propiedad P se hereda de via factor medible si cumple la condicion anterior pero para
factores medibles. Por ejemplo, la ergodicidad de un sistema dinamico abstracto se hereda
via factor medible. Gran parte de las nociones que se veran en la seccién siguiente se heredan
via factor medible.

I Recordar que un conjunto N C Z es sindético si existe un conjunto finito F C Z tal que N + F = Z.
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1.1.1. Nociones de mezcla y rigidez para medidas invariantes

Como bien se dijo en la introduccién, en esta tesis se van a estudiar propiedades de mezcla y
rigidez de ciertos sistemas dinamicos topolégicos. Antes de definir formalmente estas nociones,
vale la pena recordar que un sistema dindmico abstracto (X, X, u, T)) es ergddico si y sélo si

le > WT AN D) 2% w(A) - p(B). (1.2)

Por varias razones la nocion de ergodicidad es clave en el estudio de sistemas dinamicos
y teoria ergddica. Inspirado en el estudio de limites similares al de (1.2) nace una serie de
nociones sobre las medidas invariantes que son de gran interés. Entre ellas destacamos las
siguientes:

Definicién 1.1 Sea (X, X, u,T) un sistema dindmico abstracto, decimos que el sistema (o
la medida de probabilidad 1) es

1. weak-mixing si para todo A,B € X

3 X T ANE) ~ uld) - u(B)] 222 0 (13)

2. mild-mizing si para todo A € X con u(A) € (0,1)
lim inf )(AAT™™A) > 0, (1.4)

3. mixing (o strong-mizing) si para todo A, B € X

(T~ ANB) === p(A) - u(B), (1.5)

4. y—rigida o parcialmente rigida si para una constante v > 0, existe una secuencia
(ng)keny € N con ng k2 o tal que para todo A € X

lim p(ANT™A) > vyu(A), (1.6)

k—00
y sty =1 decimos que i es rigida.
Observaciéon 1.2 Todas las nociones anteriores se heredan via factor medible, en particular,

la constante -y se mantiene para la rigidez parcial. En efecto, si (Y, Y, v, S) es factor medible
de un sistema (X, X, u, T') que es y—rigido, entonces para B € )/

: —ng . H -1 —ng
kh_}rgoy(Bﬁ ST B) ]}Lrgou(ﬁ (BN S™™B))
= lim p(r'BNT ™ (77 'B))
k—o0
> yu(r'B) = w(B).



Si por otra parte suponemos que 7' es invertible, también podemos asegurar que las propie-
dades se tienen para T!. Ademas, se tiene la siguiente relacién entre las nociones anteriores

mixing mild-mixing ——— weak-mixing ———— ergddica

rigida ———— parcialmente rigida

Figura 1.2: Relaciones entre las nociones de mezcla y rigidez

A lo que se suma que no existen sistemas que sean simultaneamente rigidos y mild-mixing.
Para ver esto, basta notar que si suponemos que p es rigida, tomando A € X" arbitrario (con

p(A) € (0,1)) y usando la identidad de conjuntos BNC = B\(B\C) = C\(C\B) queda que:

p(A) = p(ANT™(A)) = p(ANT™"A)
p(A) = (T (ANA) = p(AN T A) pues pu(A) = p(T""A),

sumando y tomando limite

Tim {271(A) — p(AAT " A)} = 251(A).
—00
Asi

: i
]}1_{{)10 p(AAT™A) <0 (1.7)

lo cual claramente contradice (1.4). Cabe destacar que la expresién (1.7) es una igualdad y
es la forma en la que generalmente se define la rigidez de una medida invariante.

Por ultimo, también es claro que para una medida g no-atémica ser strong-mixing es
incompatible con ser parcialmente rigida, en efecto, si suponemos que es y—rigida basta
tomar A € X con u(A) <+, de donde:

lm p(ANT™™A) > yu(A) > p(A)*

con lo que se llega a una contradiccién. Veamos ahora un primer resultado sobre rigidez:

Proposicién 1.3 Sea G un grupo compacto métrico, i su medida de Haar, « € G yT, : G —
G la traslacion por « por la derecha. Si el sistema dindmico (G,T,) es minimal, entonces
es rigida.

DEMOSTRACION. Sea e € G el neutro del grupo, como (G,T,) es minimal, existe (ng)ren
. . . . k—o0 .

subsucesién que tiende a infinito tal que a™ = T"*e —— e. Luego para esa misma subsu-

cesion y un z € G arbitrario, como la traslacion por x por la izquierda es continua, se tiene

que T7*x = x - o™ koo re = y, por lo tanto, para todo conjunto medible A € X,
p(AAT ™ A) = 0. m



Observacién 1.4 La propiedad anterior es relevante para establecer que las rotaciones en
T¢, el toro d—dimensional, son rigidas para la medida de Lebesgue y, por ende, todo fac-
tor medible de una rotacién en el toro tiene medida rigida. Esto implica que todo sistema
equicontinuo es rigido (consultar [Aus88]).

Por ltimo cabe destacar que para la rigidez parcial, si (X, X', u, T') es y—rigido, entonces
claramente es d—rigido para 0 < § <+, lo cual motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.5 Para un sistema dindmico abstracto (X, X, u, T') parcialmente rigido se de-
fine la constante de parcial rigidez 6, € (0,1] de la siguiente forma

0, =sup{y € (0,1] : u es v — rigido para T'}. (1.8)

Cuando (X, X, 1, T) no es parcialmente rigido decimos que 6, = 0.

Encontrar esta constante para ciertos sistemas es motivo de estudio en los capitulos pos-
teriores.

Observacién 1.6 No es claro si el supremo de (1.8) se alcanza, por lo que no se puede
asegurar a priori que todo sistema parcialmente rigido es también ¢, —rigido. Sin embargo,
como veremos mas adelante, gracias al Lema 4.2, dicho supremo siempre se alcanza en los
sistemas que se estudiaran en esta tesis.

Nuevamente por la heredabilidad via factor medible, se tiene que si (X, X, u, T) es exten-
si6n de (Y,Y,v,S) entonces 0 < 6§, < 6, < 1, es decir, la constante de parcial rigidez sélo
puede crecer o mantenerse via factor (en particular es invariante via conjugacion).

Esto ultimo puede ser de especial interés para clasificar ciertos sistemas, en particular,
los sistemas de rango finito que definiremos més adelante siempre tienen entropia 0, pero
presentan una diversidad de valores para J, (ver capitulo 4). Ademés, la constante 0, se
podria interpretar como una especie de distancia con el factor equicontinuo maximal, en
particular, cuando 9, < 1, el sistema no es isomorfo en medida al sistema equicontinuo
maximal.

Observacién 1.7 Finalmente, como ya se mencion6 en la observacion 1.2, si una medida es
parcialmente rigida (y no atémica), entonces no es mixing. En los sistemas de rango finito
que introduciremos mas adelante, las transformaciones tendran un niimero finito de medidas
de probabilidad ergdédicas que serdan no-atéomicas. Ahora bien, una condiciéon necesaria para
que una medida sea mixing, es que sea ergodica, por lo tanto, para completar el estudio sobre
la ausencia de mixing basta restringirse a estudiar las medidas ergodicas.

Para el resto de las medidas invariantes, si se quisiera asegurar que son parcialmente
rigidas, al ser combinaciones convexas de medidas ergddicas u;, se deberia demostrar que las
sucesiones de parcial rigidez asociadas (nf)ren comparten una misma subsucesion.



1.2. Sistemas de Cantor

Decimos que (X, T) es un sistema de Cantor si es un sistema dindmico topologico y X
es un espacio de Cantor, es decir, es un espacio métrico y compacto, totalmente disconexo y
sin puntos aislados. Los espacios de Cantor tienen una base numerable de vecindades clopen
(abiertas y cerradas) y son de dimensién 0.

En esta seccion se introduciran dos grandes familias de sistemas de Cantor, las torres de
Kakutani-Rokhlin y cémo se relacionan entre ellas.

1.2.1. Sistemas de Bratteli-Vershik

Antes de definir a los sistemas de Bratteli-Vershik, vale la pena mencionar que en esta tesis
se van a considerar tanto sistemas de Bratteli-Vershik topolégicos (que son los usuales en la
literatura), como sistemas de Bratteli-Vershik medibles. En ambos casos el espacio de fase
Xp sera un espacio de Cantor y la trasformacién Tg serd invertible, pero en el segundo caso
la trasformacién Tz no sera continua. La idea de trabajar con esta generalidad es que no solo
nos interesan los sistemas de Bratteli-Vershik por si solos, sino también como representantes
de otros sistemas topoldgicos y muchas veces resulta mas 1til considerar una representacion
medible (estos conceptos se definen formalmente més adelante). En esta seccién comenza-
remos definiendo los sistemas de Bratteli-Vershik topolégicos y posteriormente indicaremos
qué cambia en el caso medible. Para ello tenemos que introducir la estructura basica de estos
sistemas:

Un diagrama de Bratteli B = (V, E) es un (multi)grafo con un conjunto de vértices y
arcos numerables que cumplen las siguientes propiedades

* V posee una particién numerable Vg, Vi, ..., V,,, ... tales que cada conjunto V,, es finito y
Vb posee un tnico vértice vy. A los vértices v € V,, se les llama vértices en el nivel n y el
diagrama de Bratteli normalmente se representa con los niveles de arriba hacia abajo.

e F también posee una particiéon numerable Fq, s, ..., E,, ... tal que todos los arcos en
FE,, unen un vértice de V,,_; a uno de V,,, en particular no hay arcos entre vértices del
mismo nivel, ni con vértices a dos o mas niveles de diferencia. A los arcos e € E,, se les
llama arcos del nivel n.

e Ademas, definimos la funcién source s : E, — V,,_1 y range v : E, — V,, de tal forma
que para e € F, que conecta a u con v, con u € V,,_1 y v € V,, entonces s(e) = u y
r(e) = v. Todo diagrama de Bratteli debe cumplir que para todo n > 1, s7'({u}) # 0
para u € V,,_1 y 7 ({v}) # 0 para todo v € V,.

Haciendo un pequenio abuso de notacién, cuando |V,| = d,, muchas veces escribiremos
Vi, ={1,...,d,}. Para n > 1, definimos la matriz de adyacencia M 1(3") € NV»xVa-1 (o simple-
mente M ™) como la matriz tal que la celda (v,u) € V,, x V,,_; corresponde a la cantidad
de arcos que unen a u con v, es decir, M{") = [{e € E, : s(e) = uy r(e) = v}|. Cuando
M® = (1,..,1)7, decimos que B es simple-hat.

Decimos que € = ejes - - - ¢4 es un paseo de largo £ si r(e;) = s(e;41) paratodo 1 <i</ly
para m > n denotamos E(n, m) al conjunto de paseos de largo m — n que unen a vértices del
nivel n con vértices del nivel m. Asf definimos M ™™ = M pfm=1) ... pf(ntD) ¢ NVmxVa
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en que las celdas (v,u) € V,, x V,, equivalen a la cantidad de paseos en E(n,m) que unen a
los vértices u y v (en particular M ™ = M®=17)) Decimos que B = (V, E) es simple si para
todo n € N existe m > n tal que M™™ > 0, es decir, tal que para cada vértice u € V,, y
v € V,, existe al menos un paseo € que los conecte.

Definimos Xp = {(xn)n>1 € [lns1 En ¢ 7(2n) = s(2p1) Vn > 1} al espacio generado
por el diagrama de Bratteli B. Si Xp tiene cardinalidad infinita y lo dotamos de la topologia
producto, entonces X g es un espacio de Cantor. En particular, se lo puede dotar de la métrica
dp dada por

d((n)n>1, (Yn)n>1) = o—inf{n=1: znFynt  qonde consideramos 2-%° = 0.

Notar que los cilindros de los paseos finitos € = (e,11, ..., €,,) € E(n,m) dados por [€]x, =
{(xn)n>1 € XB @ Tpy1 = €pi1y ey Ty = €, 1 forman una base de la topologia. Ademas, el
espacio Xp es infinito si y sélo si la cardinalidad de r~1({v}) es estrictamente mayor que 1
para una cantidad infinita de vértices v € V. En este trabajo sélo consideramos diagramas
de Bratteli que cumplan lo anterior (salvo que se escriba explicitamente lo contrario).

Para los elementos de Xpg decimos que x,y € Xp son cofinales si tienen la misma cola, es
decir, si existe n > 1 tal que x = y; para todo k > n. Cuando x e y son cofinales escribimos
x ~ 1y . Notar que cada clase de equivalencia dada por ~ es densa cuando Xp es infinito y B
es simple.

Para definir la dindmica que nos interesa estudiar en Xp, es necesario dotar al diagrama
de Bratteli de un orden parcial en el conjunto de arcos F, asi decimos que B = (V, E, <) es
un diagrama de Bratteli ordenado si (V, E) es un diagrama de Bratteli y < es una relacion de
orden parcial en E donde dos arcos e, f € E son comparables si y sélo si r(e) = r(f). Esta
relacién de orden induce a su vez un orden en el conjunto de los paseos finitos que llamamos
orden lexicogrifico: para e, f € E(n,m), decimos que €,,1- - €mn < fur1-* - fm si y sblo si
existe i con n < i < m tal que ¢; < f; y e; = f; para todo i < j < m.

Para © = (2,)n>1 € Xp denotamos v, (z) = r(z,) el n—ésimo vértice de x y definimos
Xmar como el conjunto de puntos x € Xp tales que x,, es el arco maximal en ! ({v,(z)})
para todo n > 1. De forma anéloga se define X", Es claro que los conjuntos Xme* y Xmin
son no vacios y cuando X% = {Zpee} v X5 = {Zmin} (es decir los paseos maximales
y minimales infinitos son tnicos), entonces decimos que el diagrama B = (V, E, <) es pro-
piamente ordenado. Con esto ultimo ya estamos en condiciones de introducir el mapeo de
Vershik.

Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli decimos que T : Xp — Xp es un mapeo de
Vershik u homeomorfismo de Vershik si cumple las siguientes tres propiedades

(V1) T es un homeomorfismo,
(V2) Tp(XE) = Xp™

(V3) y para © ¢ X} entonces sea k > 1 el entero mas pequetio tal que x; no es un arco

méximal en r~!({v(2)}), sea fr. € ' ({vr(x)}) el sucesor de zy v (f1, fo, -+, fx_1) €
E(0,k — 1) el paseo minimal tal que 7(fx—1) = s(fx), con ello

Tp(x) = (fi, fo, s Joo1s fior Tht1s Thtos --)

Cuando el diagrama de Bratteli es propiamente ordenado y simple, sélo existe una funcién
Tg que cumpla (V2) y (V3) pues X7 y X7 tienen un solo elemento. Mds atin, dicha
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funcién es un homeomorfismo, es decir, cumple (V1). Ademas, la funcién inversa de Tg viene
dada por considerar el orden > en vez de <.

Por lo estudiado anteriormente, cuando Xp tiene cardinalidad infinita, (Xpg,Tg) es un
sistema de Cantor que llamamos sistema de Bratteli- Vershik. En la pagina siguiente, la Figura
1.3 ilustra gran parte de lo descrito en esta seccion, en donde los niimeros en los arcos indican
el orden parcial del diagrama de Bratteli.

Notar que por construccién, para B = (V, E, <) propiamente ordenado y simple, se puede
notar que si & € Or, (Timaz), entonces Oz, () = [Tmin]~U[Tmaz|~ ¥ 81 T & Ory (Timaz), €ntonces
Or, () = [x]~, donde [z]. indica la clase de equivalencia de x con respecto a la relacion cofinal
~. En la seccién 1.3 cuando se caracteriza el conjunto de medidas Tz —invariantes, se ve otra
consecuencia de esta observacién: las medidas invariantes no dependen de la dindmica (y, por
tanto, del orden <) sino que pueden expresarse tinicamente con respecto a la relaciéon cofinal
(v, por lo tanto, solo a la estructura de (V, E)). Por tltimo, nuevamente en el contexto de
B = (V, E, <) propiamente ordenado y simple, gracias a que para todo = € Xp las clases de
equivalencia [z]. son densas, se tiene que (Xp,Tp) es minimal.

Como se adelanté al principio de la seccién, cuando B = (V) E, <) no cumple alguna de
las hipotesis anteriores, todavia podemos definir una dinamica en el contexto medible. En
efecto, si una funcién invertible Tp : Xp — Xp cumple (V2) y (V3), pero es sélo Borel-
medible y con inversa Borel-medible, decimos que es una transformacion medible de Vershik,
pero generalmente seguiremos refiriéndonos a ella como mapeo de Vershik. Si ademas u es
una medida Tp—invariante decimos que (Xp, B(Xp), i, T) es un sistema de Bratteli- Vershik
medible. Hay que hacer notar que los tinicos puntos de discontinuidad podrian estar en las
orbitas de los puntos de X3'**. Es decir si Opee = Uye X Or,(y), luego para z € Xp\Onas
la transformacién es continua en ese punto. Como se ve en la secciéon 1.3, en los casos de
interés, el conjunto X3 tiene medida 0 para las medidas invariantes y, como las érbitas son
numerables, O,,., también tiene medida 0. Por lo tanto, el estudio en el contexto medible no
es muy distinto al caso continuo en todo punto.

Hay algunas nociones que son muy utiles para relacionar los sistemas de Cantor minimales
con los sistema de Bratteli-Vershik (ver seccién 1.2.6), una de ellas es la operacion telescoping.
Se define el telescoping de B = (V, E, <) con respecto a la sucesion creciente de enteros
(mn)nen al diagrama de Bratteli ordenado B = (V' E’',<’) dado por V! = V,,,., E/ =
E(mp,mu11) y <" el orden inducido por < en el conjunto E!. Las matrices de adyacencia
cumplen que M gf) =M ém”’m”“) para todon € Ny que B es simple si y solo si via telescoping
puede dar origen a un diagrama de Bratteli de matrices estrictamente positivas.

Otra nocién importante es la de rango. Decimos que el diagrama de Bratteli B = (V, E, <)
es de rango finito si existe un entero ¢ y una infinidad de V,, C V tales que |V,,| < ¢. De
no existir dicho ¢, decimos que es de rango infinito. Ademas, decimos que B tiene rango d
si d > 1 es el entero mas pequeno que cumple lo anterior. Por otra parte el diagrama de
Bratteli es de rango uniformemente finito d si para todo n > 1 |V,| = d. Resulta que, via
telescoping, todo diagrama de Bratteli B = (V| F, <) de rango finito d puede dar origen a un
diagrama de rango uniformemente finito d B’ = (V’, E’, <), para ello basta tomar la sucesién
(Mmn)neny = {0} U{m > 1:|V,,| =d} (con 0 =mg < my < may < ...).

Para finalizar esta seccion vamos a definir tres familias notables de sistemas de Bratteli-
Vershik. Decimos que (Xp,T5) (0 que B) es

i) estacionaria si existe una matriz M tal que M ](Bn) = M para todo n > 2.
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Figura 1.3: [lustracion de la dindmica en un diagrama de Bratteli ordenado
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ii) linealmente recurrente si existe un conjunto finito de matrices M, tales que (M ™), cx C

M.

iii) tipo Toeplitz si existe (¢, )nen tal que para todon > 1, v € V, se tenga que |r~'({v})| =
qn, es decir, 3", ey | Mé"u) = Q.

Notar que la nociéon de tipo Toeplitz en este contexto no necesariamente coincide con
la nocién de Toeplitz usual (ver definicién en [DP22]), pero por [GJ00] sabemos que todo
sistema Toeplitz puede escribirse como un sistema de Bratteli-Vershik con B de tipo Toeplitz
(que no necesariamente es de rango finito).

1.2.2. Torres de Kakutani-Rokhlin

Vamos a introducir una estructura caracteristica de los sistemas de Cantor que estd muy
ligada a los sistemas de Bratteli-Vershik.

Sea (X,T) un sistema dindmico de Cantor, decimos que una particion P de la forma
P={T"By:1<k<d,0<j<h} esuna particion (clopen) de Kakutani-Rokhlin si d > 1
y Bi, ..., B4 son subconjuntos clopen disjuntos y hq, ..., hg son enteros positivos. Decimos que
By, es la k—esima base de P, T, = U?ial TIBy, es la k—esima torre y T7 By, con 0 < j < hy, es
el j—esimo piso de la k—esima torre.

Sea ahora una secuencia de particiones de Kakutani-Rokhlin:

(P(n) = {T 7 By(n) : 1 < k < dyp,0 < j < W })en (1.9)

con B(n) = U{~, B(n) la base de P(n) y P(0) = {X}. Decimos que (P(n))nex es anidada
si para todo n € N satisface

(KR 1) B(n+1) C B(n)
(KR 2) P(n+1) = P(n) (ie para todo A € P(n + 1) existe A’ € P(n) tal que A C A').
Cuando (P(n)),en es anidada, también nos gustaria que cumpla que

(KR 3) N,en B(n) consiste en un solo punto.

(KR 4) La secuencia de particiones genera la topologia de X, es decir, para todo punto = € X
y vecindad abierta U C X de z, existe n € Ny P € P(n) talquex € Py P CU.

Luego se tiene que:

Teorema 1.8 Sea (X,T) un sistema de Cantor minimal y xo € X un punto arbitrario.
Luego existe una secuencia de particiones de Kakutani-Rokhlin que cumple (KR 1) - (KR4)
en donde ademds N,eny B(n) = {xo}

La estructura del diagrama de Bratteli ordenado B = (V| F, <), induce naturalmente una
secuencia de torres de Kakutani-Rokhlin, Pg(n) = {T}B,(n) : v € V,,,0 < j < h{™} donde
B,(n) y h{™ son respectivamente la base y la altura de la torre asociada al vértice v € V,, de
la siguiente forma: B,(n) = {x € Xp : 11 = €1,T3 = €9,...,x, = €,} con €(vg,v) = ejez--- €,
el paseo minimal para el orden en E(vg,v) = {f € E : s(f1) = vo,r(fn) = v} (los caminos
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que empiezan en vy y terminan en v). La altura h{(" es la cardinalidad del conjunto E(vg,v)
y, como antes, B(n) = Uy, By(n). Para v € V,, escribiremos X la torre dada por el

vértice v en el nivel n, ie X = {x € Xp : s(x,,1) = v}. Notar que X[ = U?g;)*l T5B,(n).

No es dificil notar que para todo diagrama de Bratteli propiamente ordenado y simple,
(Pp(n))nen cumple (KR1)-(KR4), mas atn, N,>; B(n) = {Znn}. Mas generalmente, en el
caso T : Xp — Xp una transformacion medible de Vershik para B = (V, E, <) un diagrama
de Bratteli ordenado (no necesariamente simple ni propiamente ordenado), (Pg(n)) sigue
siendo una secuencia de particiones de Kakutani-Rokhlin clopen que es anidada y que genera
a la topologia, sin embargo, sélo cumple que N, B(n) = X (es decir cuando | X" > 1
no satisface (KR3)).

En ambos contextos (topolégico y medible) decimos que 7 es una sub-torre de X(™ si

() »
TCXMy T =R, TLH(T N B,(n)), en tal caso diremos que T N B,(n) es la base de T~
En la seccién 2.1 se introduciran unas sub-torres de especial interés para esta tesis.

Volviendo al caso general, sea (X, T') un sistema de Cantor minimal y U C X un conjunto
clopen. Sea la funcién continua ny : U — N dado por ny(xz) = inf{n > 1: T"z € U} el primer
tiempo de retorno a U, como X es minimal tenemos que para todo z € U, ny(z) < oo y por
compacidad toma una cantidad finita de valores. Definimos Ty : U — U la transformacion
inducida por 7" en U como la aplicacién z + T @)z, con ello se tiene que (U, Ty) es un
sistema de Cantor minimal. En particular cuando consideramos U = B(n) la base de una

particién de torres de Kakutani-Rokhlin, se tiene que ny(z) = h,(c”) cuando = € By(n).

Figura 1.4: Ejemplo de diagrama de Bratteli del sistema inducido en B(2)

En el contexto de (X,T") = (Xp,Tg) denotamos (B(m), T,,) al sistema dindmico inducido
por T en la base B(m).

Luego definimos B™ = (V™ E™, <™) el diagrama de Bratteli dado por V™ = {vy} U
{Vitosm, ETY = {(vo,v) : v € Vi, }, E™ = E" U{E, }ns>m v <™ el mismo orden que < en
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Ein-1 = E]". Es decir, se borran los primeros m — 1 niveles, se une el vector vy con los del
nivel m con un tnico arco y el resto del diagrama se mantiene igual (ver ejemplo Figura 1.4).
Podemos observar que dada esa construccion (B(m),T,,) = (Xpm, Tpn). Ademés, cuando el
diagrama B es estacionario y simple-hat, entonces (Xpg,Tg) = (B(m), T,,) para todo m.

1.2.3. Sistemas simbodlicos

A un conjunto finito A lo llamaremos alfabeto y a sus elementos, letras. Para un ¢ € N
fijo, decimos que los elementos w € A° son palabras de largo ¢ y escribimos w = wy - - - wy
con w; € A. Por convencién escribimos A° = {c} donde ¢ es la palabra vacia. Denotamos
A" =Upen A" y AT = U,>1 A" al conjunto de palabras y al conjunto de palabras no vacias.

Denotamos |w]| el largo de la palabra w. A* se dota de la operacién concatenacion, donde
para w,v dos palabras de largo n y m, wid es la palabra de largo n + m dada por wi =
wy - wpthy - - Y, La palabra vacia € es el neutro para la concatenacion, es decir, para todo
weEA* we =cw=w.

Para dos conjuntos W, W' C A*, escribimos W' = {ww' € A* : (w,w') € W x W'} si
W = {w} una unica palabra, escribimos simplemente wW’ (y andlogamente para W’ = {w'})
y se extiende de forma natural para una coleccién finita de conjunto Wy, ..., W, C A* .

Para una palabra w = w; - - -w, de largo n, escribimos ¥ = wy; jj = Wy j4+1) = Wiliy1 ** - W;
para todo 1 < i < j < n. En tal caso decimos que i es una ocurrencia de ¥ en w y que
es una subpalabra de w. Aquello lo denotamos como ¥ C w. Cuando 7 = 1, diremos que 9 es
prefijo de w, mientras que cuando j = n, diremos que ¥ es sufijo de w. Ademas para a € A
denotamos |w|, el nimero de ocurrencias de a en w.

Sea AZ el conjunto de palabras bi-infinitas dotado con la topologia producto. A (AZ,S) se
le conoce como el full-shift con S : A2 — A% dado por (z;)icz = (Tiz1)icz. X es un espacio
de Cantor que podemos dotar de la métrica d dada por:

d((z:)iez, (Yi)iez) = o~ nf{lil : @Ay} donde consideramos 27°° = 0.

Podemos notar que S es un homeomorfismo, por lo tanto, (AZ, S) es un sistema de Cantor.
A la funcién S la llamamos shift. Por lo demds, para todo conjunto 2 C A% cerrado y S-
invariante (es decir, S7!Q = Q), la tupla (Q, S|g) también es un sistema de Cantor que
llamamos subshift o sistema simbdlico. En tal caso, para S|g vamos a escribir simplemente S.
En esta tesis, generalmente vamos a utilizar la letra {2 para designar los sistemas simbolicos
y X para el resto de los sistemas dinamicos.

Para (€2, 5) un subshift, si x = (x;);cz € Q2 al igual que para las palabras finitas, se define
W= T = Tjija1) = Ti%ipr -2 € AT para —oo < i < j < oo y también escribimos
que w C z. Para z € Q denotamos L(z) = {w € A* : w C z} el lenguaje de la secuencia
ry L(Q) := Uyeq L(x) el lenguaje de Q. A su vez, para m € N, L,,(z) = L(x) N A™ y
L,,(2) = L(Q) N .A™. Por dltimo, para w € L() definimos el cilindro [w - ¥]q como el
conjunto:

[w . Q?]Q = {CL’ e: T—|w|,]9]) = wﬁ},

donde si w = ¢ la palabra vacia, entonces escribimos simplemente [J]g. Los cilindros
definen una subbase de conjuntos clopen para la topologia de €.

Finalmente, decimos que £(£2) es uniformemente recurrente si para toda palabra w € £(12)
existe m > |wl, tal que w es subpalabra para toda palabra en £,,(€2). Con el lenguaje se puede
recuperar mucha informacion del sistema, un ejemplo de esto es la siguiente proposiciéon:
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Proposicion 1.9 Para un subshift (2,.S) los siguientes son equivalentes
1. (Q,S5) es minimal
2. L(2) es uniformemente recurrente

3. Todo x € Q es uniformemente recurrente y L(z) = L(€2).

En particular, para cualquier z € Q, Q = Og(x). En tal caso escribimos Q = Q(x) .

1.2.4. Sistemas substitutivos

Los sistemas substitutivos son un ejemplo de sistemas simbolicos que se estudian a fondo
a lo largo de esta tesis y que seran muy utiles para ilustrar algunos resultados.

Para dos alfabetos A, B finitos, decimos que o : A* — B* es un morfismo si o(e) = ¢
y para todo w,¥ € A*, o(wd) = o(w)o (V). Dado lo anterior, es claro que para conocer los
valores de o basta con saber como actia en las letras del alfabeto A, pues para m > 1y
we A" o(w) = o(wy) - 0(wm). Si A = B, decimos que es un endomorfismo. Denotamos
lo| = max,ealo(a)] v (o) = mingea|o(a)|. Cuando (o) = |o| decimos que o es de largo
constante. Decimos ademés que un endomorfismo o es creciente si lim(c™) = oo y que ¢ no
borra letras si o(a) # ¢ para todo a € A.

Para un endomorfismo o : A* — A*, definimos

Lo)={we A" |In>1,ae A:w T o"(a)}.

El estudiante debe entregar copias en papel de la memoria en Secretaria de Titulacién
del Departamento o Programa para distribucion a la comision, y firmar el formulario de
Autorizacién de Tesis Electronica

A su vez, definimos Q(c) como el conjunto de secuencias y € AZ tales que toda subpalabra
de y pertenece a L(0), es decir, L(y) C L(o) . Notar que por definicién L(2(o)) C L(0), pero
la igualdad no siempre se alcanza. Decimos que ¢ es una substitucion si es un endomorfismo
que no borra letras y cumple que £(0) = L(€(c)). Cuando o es una substitucién decimos
que (o) es un sistema substitutivo.

Para un morfismo o : A* — B* definimos la matriz de incidencia M (o) € NP*4 dada por
Mp,o = |o(a)|p, es decir el nimero de ocurrencias de b en o(a). Notamos que para o : A* — B*
yT:B* = C* M(roc) = M(1)M(0). Decimos que una substitucién o : A* — A* es positiva
si M(o) > 0y primitiva si existe n € N tal que ¢” es positiva (lo cual es equivalente a que
la matriz M (o) sea primitiva). La nocién de primitividad es clave, pues se tiene la siguiente
propiedad:

Proposicién 1.10 Para toda substitucion primitiva o : A* — A*, Q(o) es minimal.

El morfismo o es propio si existen b, b’ € B tales que para todo a € A, o(a) € bB*Y. Un
endomorfismo se dice eventualmente propio si existe un entero p tal que o? es propio. Muchas
substituciones primitivas de interés no son propias, sin embargo, existe una construccién que
“las vuelve propias” en el siguiente sentido:

Proposicién 1.11 Todo sistema substitutivo minimal (Q(c),S) es conjugado a un sistema
substitutivo (2(7),S) con T : B* — B* eventualmente propio y primitivo.

La construccion de la substitucién 7 en la proposicién anterior se puede leer en [DP22,
capitulo 6.

16



1.2.5. Sistemas S—adicos

Una generalizacion natural de los sistemas substitutivos son los sistemas S—adicos. A
una secuencia de morfismos de la forma o = (0, : A | — A¥),en, la llamamos secuencia
directiva. Solo se consideran secuencias directivas en las que todos los morfismos no borren
letras.

En el contexto de secuencias directivas, se definen conceptos heredados de las substitu-
ciones, por ejemplo, decimos que o es propia si para todo n > 1 ¢, es un morfismo propio
y es positiva si para todo n > 1 o, es un morfismo positivo. Notese que no pedimos que oy
sea propio o positivo para ambas definiciones y de hecho, en general, no lo es. De hecho, en
muchos casos de interés, se pide que g : A* — B* sea de tipo gorro, es decir, que |A| = |B]
y que og|4 sea una biyeccién entre ambos alfabetos.

Para 0 < i < j < oo denotamos oy; j 0 0};j—1] al morfismo o; 0 0441 0 -+ 0 0;_1. Decimos
que o es primitivo si para todo i € N existe j > i tal que M (oy; j)) > 0. Para n € N definimos
el lenguaje L™ (o) del nivel n asociado a o dado por:

LM(a) ={w e A% w C pm(a) para algin a € A, con m > n}

y Q" como el conjunto de puntos = € AZ tal que L(z) C L™ (o) que llamamos el subshift
generado por L™ (o). Al igual que en la seccién anterior, podrfa darse el caso que £(Q0)
esté estrictamente contenida en E(”)(U), pero en el caso primitivo ambos conjuntos coinciden
y Q) es minimal. Finalmente, decimos que Q(a) = Q) es el sistema S—adico generado
por la secuencia directiva o .

Si consideramos una secuencia directiva constante & = ¢ con o : A* — A* morfismo,
entonces la nociones de primitividad, positividad y ser propio coinciden en ambos contextos.
En particular cuando ¢ es primitiva (y por lo tanto o) entonces Q(o) = Q(o).

La ultima nocién clave para el estudio de los sistemas S—adicos es la nocion de reconoci-
bilidad, para ello sea o : A* — B* un morfismo y x € BZ. Si x = S*o(y) para algin y € AZ y
k € Z decimos que (k,y) es una o—representacion de x y siy € Q C AZ decimos que (k,y) es
una o—representacion de x para Q. Ademads, si 0 < k < |o(yo)|, entonces decimos que (k, y)
es una o—representacion centrada de x para Q. De [BSTY19] decimos que o es reconocible
en ) si para todo x € B” tiene a lo mas una o—representacion centrada en 2. Similarmente,
si para todo punto x € BZ aperiédico tiene a lo mas una o—representacion centrada en €,
entonces decimos que o es reconocible en ) para puntos aperiédicos.

Para que o sea reconocible para puntos aperiédicos, basta que cumpla una de las siguientes
tres hipotesis:

* rg(M(0)) = | Al
* |A] =20 que

e 0 sea un morfismo permutable por izquierda o por derecha, es decir, si para todo par
de letras a # b, la primera (resp. Gltima) letra de o(a) es distinta a la primera (resp.
ultima) letra de o(b).

Dado lo anterior, decimos que o = (0, : Ay, — A,) es reconocible en el nivel n si o,
es reconocible en QY. La secuencia directiva o es reconocible si es reconocible en cada
nivel n > 0. Decimos que o es eventualmente reconocible si existe m € N tal que todo o, es

reconocible para n > m.
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1.2.6. Relacion entre sistemas S—adicos y Bratteli-Vershik

Gran parte de los resultados que se enuncian en los capitulos siguientes son demostrados
en el contexto de diagramas de Bratteli, sin embargo, los sistemas de Bratteli-Vershik tienen
una relaciéon intima con los sistemas S—adicos. En particular, dada una secuencia directiva o
generalmente es posible establecer una representacion explicita en un diagrama de Bratteli.
Para motivar esto vamos a enunciar un teorema central para el estudio de los sistemas de
Cantor:

Teorema 1.12 (Herman, Putman, Skau) Para todo sistema de Cantor minimal (X, T)
existe un diagrama de Bratteli simple y propiamente ordenado B = (V, E, <) tal que (X,T)
es conjugado topologicamente a (Xp,Tg).

-

La demostracion de este teorema viene dada por el Teorema 1.8. En la seccién 1.2.2 se
muestra como la estructura de los diagramas de Bratteli induce naturalmente una secuencia
de torres de Kakutani-Rokhlin y la idea de la demostracion de este teorema es que se puede
hacer el camino inverso, es decir, de una secuencia de torres de Kakutani-Rokhlin que cumple
(KR1)-(KR4) se puede construir un diagrama de Bratteli ordenado cuyo sistema de Bratteli-
Vershik asociado es conjugado al sistema (X, T') original. La demostracién de ambos teoremas
se puede leer en [DP22; capitulos 5 y 6].

Si para un diagrama Bratteli simple y propiamente ordenado B = (V, E, <) se tiene que
(Xp,T8) = (X,T), decimos que B es una BV-representacion de (X,T). El teorema anterior
establece que todo sistema de Cantor minimal tiene una BV-representacién, sin embargo, no
se precisa como sera dicha representacion.

Como se menciond, para algunos sistemas S—adicos se puede establecer una BV- represen-
tacion explicita. Antes de pasar a ese teorema, hay que mencionar que las BV-representaciones
no son unicas, pero cumplen una estructura comun. En efecto, decimos que dos diagramas de
Bratteli simples y propiamente ordenados B = (V, E, <)y B’ = (V', E’, <’) son equivalentes,
que denotamos B ~ B’| si existe un tercer diagrama de Bratteli ordenado B” = (V" E", <")
que es generado por ambos via telescoping . Con ello se tiene que:

Proposicién 1.13 Sea B = (V,E,<) y B' = (V', E',<') dos diagramas de Bratteli propia-
mente ordenados y simples. Entonces B ~ B’ si y solo si (Xp,T5) = (Xp, Th)

Con ello definimos el siguiente concepto clave

Definicién 1.14 Sea (X,T') un sistema de Cantor, si existe B = (V, E, <) una BV- repre-
sentacion de rango finito de (X, T), decimos que (X,T) es de rango topoldgico finito, si
ademds toda BV-representacion tiene rango al menos d, decimos que su rango topoldgico
es d.

Observacion 1.15 Es importante notar que se han introducido hasta el momento dos nocio-
nes de rango. La primera es el rango de un diagrama de Bratteli ordenado y la segunda es el
rango topoldgico de un sistema de Cantor minimal. A lo largo de esta tesis se trabajara con la
hipétesis de que B es de rango finito y bueno (ver definicién 1.29), lo cual es ligeramente maés
general que rango topoldgico finito, pues B no siempre serd simple y propiamente ordenado.

La familia de sistemas de Cantor minimales de rango topdlogico finito es interesante pues
retine a los odémetros, los shifts substitutivos, los shifts de complejidad sublineal y gran parte
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de los sistemas S—adicos. En el resto del capitulo nos preocupamos de explicitar ese tltimo
punto.

Para un diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E, <) definimos la secuencia de morfismos
que se leen en B, 78 = ({rP : V', = Vi },>1 U {78 : V" — E}}, dada por

70 () = ex(v)ea(v) - - eg(v) para v € V}
75 (0) = s(e1(v))s(ea(v)) - - - s(eg(v)) para v € V1,

donde estamos escribiendo r~*({v}) = {e1(v) < ex(v) < -+ < e(v)} C E,qq con < el

orden del diagrama de Bratteli en 7~!({v}). Decimos que el morfismo 7.2 se lee en el nivel

n+1 de B. Cuando B es simple y propiamente ordenado, por la unicidad de Z,.0z ¥ Tmin,

podemos suponer, via telescoping, que 72 es propio. Ahora definimos

con m, : Xgp — FE, la proyecciéon dada por 7,(zr) = z,. Sea la funciéon ¢y : Xp —
Qp dado por ¢o(z) = (m(TEx))rez, entonces ¢y es sobreyectiva, medible y cumple que
¢o(Tpz) = (m(TETpr))ez = (M(T'%))kez = S(dor). Ademés cuando B es simple y
propiamente ordenado ¢ es continua. Por lo tanto, ¢g es factor (medible o topoldgico) entre
(XB,T8) v (2p,5) que lamamos factor natural. Ahora, dado B™ el diagrama de Bratteli
ordenado dado por la base B(n), definimos Qg) = Qpgn y el factor natural en la base n
On : Xpn — Qg). En particular, cuando B es simple y propiamente ordenado (de rango

Y

mayor o igual a 2) queda que (Qg), S) = (QS_%), S), para esto ultimo solo hay que notar que
) = Ugen S0 (r(257).

Via telescoping, siempre podemos suponer que nuestro diagrama de Bratteli cumple que,
para todo v € Vi, [r7'({v})| = 1, es decir, B se vuelve simple-hat (basta agregar F; al
conjunto de vértices entre V5 y V). Bajo la hipdtesis de simple-hat, podemos considerar que

la secuencia de morfismos que se leen en B, es simplemente 77 = (7.7 : V* | — V¥),>1, pues

n
78 no hace mas que renombrar las letras. Aquello es consistente con la construccién anterior,
pues cuando B es simple-hat B = B!,

Asi en la Figura 1.5 se puede ver un resumen de los resultados anteriores:

(X To) —2 (@ s) = (Qr?),9)
Inducidoi
(B(m),T,y) @S = @S

Figura 1.5: Relaciones entre los sistemas S—adicos y los de Bratteli-Vershik.

Con ello solo resta saber en qué casos se puede asegurar que ¢y no es sélo un factor sino
una conjugaciéon. Asi de [DDMP21] tenemos que:
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Teorema 1.16
Sea o = (0, 1 Apr1 — Ap)n>o una secuencia directiva reconocible y propia, con oy
un morfismo tipo gorro. Entonces, el subshift S—adico generado por o es topoldogicamente

conjugado al sistema de Bratteli-Vershik (Xg, Tg) con B tal que 8 = o.

A su vez de forma reciproca tenemos que

Sea (X, T) un sistema minimal de Cantor dado por B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli
ordenado. Si (X,T) es expansivo, entonces la secuencia de morfismos que se leen en B,

78 = (7 Vi = Vi )uso es eventualmente reconocible. Mds ain, (X,T) es topoldgicamente

conjugado al subshift S—adico generado por una secuencia directiva o propia y reconocible
obtenida de TP (via contraccién) al hacer telescoping en B.

En ambos casos el factor natural ¢y : Q(o) — Xp es la conjugacion.

Observacién 1.17 Vale la pena explicitar que el teorema anterior solo tiene sentido cuando
el sistema de Cantor (X,T') tiene rango topoldgico estrictamente mayor que 1, pues por
[DMO8] es conocida la dicotomia que para sistemas de Cantor minimales de rango topolégico
finito: tener rango topoldgico igual a 1 implica ser equicontinuo, mientras que para rangos
estrictamente mayores que 1 implica ser expansivo y por lo tanto conjugado a un subshift.

Observacion 1.18 Notar que la notaciéon de las matrices puede llevar a algunas confusiones,
pues se tiene que
MY = MERT vn>1

Observacion 1.19 Dado el teorema anterior y la Proposicion 1.11, salvo conjugacioén, la
familia de sistemas de Cantor dados por un diagrama de Bratteli propiamente ordenado,
estacionario y simple-hat es idéntica a la familia de sistemas substitutivos (el resultado es
originalmente de [DHS99]). Sin embargo, la substitucién conjugada a la original que cumpla
ser propia y primitiva, generalmente es mas compleja combinatorialmente lo cual puede
complicar el estudio de las medidas invariantes. Es por esto que en lo que sigue introducimos

una nocion similar, pero un poco mas flexible, que es valida inicamente en el contexto medible
y que facilita bastante los calculos.

Decimos que B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado (no necesariamente sim-
ple ni propiamente ordenado) es una BV-representacion medible del sistema (Y, Y, v, S), si
(Xp,B(Xp), 1, Tg) es isomorfo a ese sistema, donde p es una medida Tp—invariante. Notar
que como estamos considerando conjugaciones medibles, no es necesario que Y tenga las
mismas propiedades topoldgicas que Xp.

Por lo demads, cabe destacar que si Ty S son transformaciones medibles en (X, X) e
(Y,Y) respectivamente y consideramos una funcién = : X — Y biyectiva, medible y con
inversa medible, que conmuta con las dindmicas (7 o T = S o 7), entonces las medidas
invariantes para S inducen medidas invariantes T (y viceversa), tomando simplemente y = v
(o v = =i respectivamente). Mencionamos esto pues generalmente cuando se trabaja con
factores medibles se considera que 7 es invertible c.s. para ciertas medidas u y v particulares
de los espacios respectivos, sin embargo, en nuestro caso, los isomorfismos que definen las
BV-representaciones medibles seran invertibles en todo punto (y no sélo para conjuntos de
medida 1). Por lo tanto, se realiza el analisis con cualquiera de las medidas invariantes de la
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misma forma que se hace cuando se trabaja con conjugaciones topoldgicas.

En esa linea, siguiendo con el estudio de [BSTY19] tenemos la siguiente proposicién (ge-
neralizacion de un resultado de [Liv88]) que no pide que o sea propio como en el Teorema
1.16, pero aun asi establece una conjugaciéon medible entre el sistema S—adico con secuencia
directiva o y sistema de Bratteli-Vershik medible dado por el diagrama B, :

Teorema 1.20 Sea o una secuencia directiva primitiva y (Xp,T) el sistema de Bratteli-
Vershik medible asociado naturalmente a o (es decir con o = T8). Entonces (o), S)
es factor medible de (Xp,T) y si ademds o es reconocible, entonces ambos sistemas son
conjugados en medida.

Observacion 1.21 En el teorema anterior, el factor medible en cuestion es justamente la
funcién ¢y : (Xp,T) — (o), S) definida mas arriba. Cuando este es el caso, tanto en
el contexto medible como topolégico, diremos que B es la BV-representacion natural de
(), 9).

Finalmente, podemos mencionar que en la version original de este teorema en vez de pedir
que o = (0, : Ay, — A%)nen sea primitivo, piden que sea creciente en todas partes, es
decir, limy, o Minge 4x 0po.n)(a) = 00. En ese caso, en vez de asegurar que §)(o) es minimal,
aseguran que no tiene puntos periédicos.

1.3. Medidas invariantes

En esta secciéon, antes de estudiar las medidas invariantes en el contexto de los sistemas de
Bratteli-Vershik, presentamos la nocién de medidas invariantes con respecto a una relacién
de equivalencia. Esa nocién es 1til para definir a las medidas invariantes con respecto a la
relacion cofinal ~.

Definicién 1.22 Sea (X, X') un espacio medible y Aut(X,X) el conjunto de automorfismos
medibles, es decir, de funciones biyectivas medibles con inversa medible. Sea G C Aut(X, X)
un grupo, decimos que G actia sobre X y escribimos generalmente gr en vez de g(x) para
r € X y g€ G. Pordltimo denotamos Gz = {gx : g € G}.

Un ejemplo de un grupo G es {T™ :n € Z} para T € Aut(X, X).

Sea ademds R una relacion de equivalencia numerable (es decir con clases de equivalen-
cia numerables), cuyas clases de equivalencia son conjuntos pertenecientes a la o—dlgebra
X. Decimos que un grupo G C Aut(X,X) genera a R si para todo x € X [z]g = Gu.
Decimos ademds que una medida p es R— invariante si es G—invariante para todo grupo
G C Aut(X, X) numerable tal que genera a R (es decir VA € X,g € G u(gA) = u(A)).

Proposicién 1.23 Sea G, H C Aut(X,X) dos grupos numerables tales que Gx = Hx para
todo x € X y p una medida G—invariante de X entonces p es H—invariante.

DEMOSTRACION. Sea A € X' y h € H arbitrarios, como Gx = Hx para todo z, se tiene que
para todo a € A, existe g € G tal que ga = ha (pues ha estd en Ga). Con ello se define el
conjunto medible A, = {a € A : ga = ha}. Sin perdida de generalidad se puede suponer que
la familia de conjuntos {A,}eq es disjunta dos a dos, de lo contrario se puede construir una
familia similar de forma inductiva en la que se quitan los puntos repetidos (recordar que G
es numerable). Con ello se tiene lo siguiente:
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hAg) =L (U gAg) (definicién de Ay)

geG
= u(gdy) => n(4y) (G — invarianza)
geG geG
= u(A)

]

Observacion 1.24 La propiedad anterior implica que en la definiciéon de medidas R—invariantes,
puedo reemplazar “para todo grupo G numerable que genera a R” por “para algin gru-

po G numerable que genera a R”. En particular, si M*(R) es el conjunto de las medidas

R —invariantes y M*(G), M*(H) el conjunto de las medidas invariantes respectivas para
G,H C Aut(X,X) dos grupos niimerables que generan a R, entonces M*(R) = M*(G) =
M*(H).

Observacion 1.25 De forma similar, se definen las medidas ergddicas con respecto a una
relacion de equivalencia R, es decir, si G un grupo numerable de automorfismos medibles que
genera a R y p una medida R—invariante, entonces se dice ergddica si u(AAgA) =0 Vg € G
< pu(A) =0V u(A°) =0.

Definicién 1.26 Decimos que una relacion de equivalencia R es aperiodica si todas las
clases de equivalencia tienen cardinalidad infinita.

Proposiciéon 1.27 Sea p una medida de probabilidad R—invariante con R aperiodica, en-
tonces p es no atomica, es decir, Vo € X p({z}) = 0.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo que genera a R, si existe u({z}) = a > 0, entonces como R
es aperiddica, el conjunto Gz tiene cardinalidad infinita y, por lo tanto, u(Gz) = |Gz|a = oo
lo cual contradice el hecho que i sea medida de probabilidad. Il

Observacion 1.28 En la proposicion anterior, se estd suponiendo implicitamente que la
o—algebra del espacio X' contiene a los singletones, lo cual es cierto en los casos que nos
interesa estudiar.

Como se mencion6 queremos aplicar lo anterior para la relacién de equivalencia cofinal ~ en
un diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E/, <). En particular, bajo hipdtesis minimas sobre
B, el conjunto de las medidas de probabilidad regulares invariantes para una transformacién
medible de Vershik coincide con el de las medidas de probabilidad regulares (~)—invariantes.
Para poder enunciar esto apropiadamente, definimos la siguiente nociéon que sera la hipotesis
estandar a lo largo de la tesis:

Definiciéon 1.29 Decimos que B = (V, E, <) es bueno si

1. X no posee puntos aislados,

2. la relacion cofinal es aperiddica, es decir, no existen clases de equivalencia [x].. finitas.
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Observacién 1.30 Ninguna de las dos condiciones anteriores dependen del orden. Ademés,
como se comento en la seccion 1.2.1, si B es simple y X g es infinito, entonces B es bueno. En
particular, todos los enunciados sobre sistemas de Bratteli-Vershik medibles cuyo diagrama
de Bratteli ordenado B es bueno y de rango finito serdn validos para los sistemas de Cantor
minimales de rango topoldgico finito.

Definicién 1.31 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, ~ la relacion cofinal
entre los paseos infinitos. Escribimos M(Xp,~) y E(Xp,~), el conjunto de medidas de
probabilidad regqulares (~)—invariantes y ergddicas respectivamente.

Observacion 1.32 Notamos que en la definicién 1.22 siempre se pide que un cierto subgrupo
numerable de los automorfismos medibles G' genere a R, pero que exista dicho grupo G no
es evidente. Sin embargo, en el contexto de la relacién cofinal podemos asegurarlo, més atn
es subgrupo de los homeomorfismos de Xp en si mismo. Como no es el objetivo de esta tesis,
no se ahondard més en aquello, sin embargo, los detalles se pueden encontrar en [GPS04].

Observaciéon 1.33 Gracias a la Proposicion 1.27, podemos asegurar que las medidas en
M(Xp,~) no pueden ser atémicas cuando B es bueno. Bajo esa hip6tesis, entonces sabemos
que X3 tiene medida 0 y, por lo tanto, O,,,, también tiene medida 0. Con ello podemos
notar tres cosas:

e Como para ¢ € Xp\Onaz, Org(z) = [2]~ y ademds O,,q, tiene medida cero pa-
ra toda medida en M(Xp,~), entonces se tiene que, al igual que en la observacién
1.24, M(Xp,~) = M(Tg) donde M(Tj) el conjunto de las medidas de probabilidad
Tp—invariantes (sin importar si T es continuo en todo punto).

e Ademds, como ),z B(n) = XF" queda que pu(B(n)) “—> 0.

* A su vez, haciendo un pequefio abuso de notacion, atin en lo casos en los que el diagrama
de Bratteli no sea propiamente ordenado, se hablara de “el” mapeo de Vershik dado por
el diagrama de Bratteli ordenado B, porque para cualquier medida de probabilidad inva-
riante, las transformaciones medibles de Vershik dadas por B coinciden y son continuas
en el conjunto Xp\Opa: que es de medida 1.

Notemos que el primer punto nos indica que las medidas invariantes con respecto al mapeo
de Vershik no dependen del orden, sino tnicamente de la forma del diagrama de Bratteli.
Mas aun, en [BKMS13] muestran que las medidas de probabilidad invariantes se pueden ca-
racterizar completamente con las matrices de adyacencia. De dicho estudio, vamos a destacar
la siguiente proposicion:

Proposiciéon 1.34 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado bueno, simple-hat
y de rango uniformemente finito d. Entonces se puede contraer B de tal forma que

e Para i una medida ergédica, si W, = {v € {1,...,d} : inf,>, (X)) > 0}, entonces
W, # 0 (donde se estd usando el abuso de notacion V,, = {1,...,d} para todon >1).

* Para j1 # v dos medidas de probabilidad ergddicas, entonces W, N W, = ()

* Para ji una medida ergddica y para todo v & W,
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5 (X < o0

n>1

n—oo

En particular p(X™) 2= 0.

Bajo esas hipétesis, escribimos n(y) = sup{n > 0: u(X™) >n, Yo € W,,n > 1}

Observacion 1.35 En lo que sigue cuando un diagrama B sea bueno, simple-hat y de rango
uniforme finito d, se supondra que esta contraido de tal forma que la proposicién anterior
sea valida.

Definicién 1.36 Para un diagrama de Bratteli ordenado bueno, simple-hat y de rango uni-
formemente finito d, si existe una medida ergddica p tal que W, = {1, ..., d}, entonces decimos
que el diagrama es de rango exacto.

Esta condicién implica que i es la inica medida invariante.

1.3.1. Medida invariante de las substituciones

Lo que sigue es la reescritura de parte del capitulo 5 del libro de Queffélec [Que87] en la
que se genera un método explicito para calcular la medida de los cilindros dados por la tinica
medida ergddica de los sistemas substitutivos. En el capitulo 4 se escriben directamente las
medidas de los cilindros de ciertas substituciones, por lo que vale la pena dejar bien descrita
la metodologia con la que se llega a dichos valores.

Primero vale la pena mencionar que los sistemas substitutivos minimales son tinicamente
ergddicos. Mas aun, para o primitiva, la medida invariante v de (o) se puede caracterizar
de la siguiente forma:

Sea T una potencia de o tal que w = 7°°(a) es un punto fijo para 7 (es decir, 7(7°(a)) =
7°°(a)), donde 7°(a) = lim7"(a). De ser asi L(w) = L(0) y se tiene que para ¥ € L(0)

o([9) = tim W E L N} 20 = wiarian ]

N—oo N

es decir la frecuencia de las ocurrencias de ¢ en w. Si bien a priori no es directo, resulta
que no importa la eleccién del punto fijo w con la que caracterizamos a v, pues la frecuencia
siempre sera la misma.

Para construir las medidas invariantes de los cilindros vamos a estudiar los valores y
vectores propios de las matrices M (o) y M(o,) (por definir). Para ello, serd crucial el teorema
de Perron-Frobenious:

Teorema 1.37 (Perron-Frobenius) Sea M una matriz primitiva. Entonces

a) M admite un valor propio 0 real y positivo tal que el resto de los valores propios A
cumplen que |A| < 6.

b) Eziste un vector propio asociado a 0 que es positivo.
¢) 0 es un valor propio simple.

En el contexto de substituciones primitivas o : A* — A* M(o) es primitiva y por lo
tanto cumple las hipotesis de Perron-Frobenius. Asi al valor propio maximal 6 de M(o) lo
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llamamos el valor propio de Perron-Frobenius de o. Cabe destacar que cuando o es primitiva
y de largo constante L, entonces el valor propio de Perron-Frobenius de o es L.

1 1
Por ejemplo, para Thue-Morse o(a) = ab, o(b) = ba se tiene que M(o) = < 11 ) el

1/2
valor propio de Perron-Frobenius es 2 y un vector propio positivo es ( 1§2 )

Para una substituciéon primitiva ¢ : A — A y un ndmero natural ¢ > 2, definimos
o¢: Lo(0)* = Ly(0)* como sigue, para w = wy -+ -wy € Ly(0) se tiene que

o(w) =9 =71 Do) Vo@n+1 " Vo@wn)|o@iwa)+1 " Vlo(wrwn-—wp)|

Con ello, escribimos

or(w) = (V1 Do) V2 o)+1) Do) Vjotwn)+6-1)

Es decir o/(w) es una lista ordenada de las primeras |o(w;)| subpalabras de largo ¢ de w.
En particular |oy(w)| = |o(w1)]. En [Que87] demuestran que si o es primitiva, entonces oy
también lo es. Ademas, si # es el valor propio de Perron-Frobenius de o también es el valor
propio de Perron-Frobenius de o,. Finalmente, la proposiciéon que nos interesa es la siguiente:

Proposicién 1.38 Sea (v,)aea €l vector propio positivo y normalizado asociado a 6 el valor
propio de Perron-Frobenius de o, entonces la medida de los cilindros de largo uno viene dado
por

v(lal) = va

Mas aiin, para £ > 2, si (V,)wer, (o) €l vector propio asociado a 0 el valor propio de Perron-
Frobenius de o, (es decir con respecto a M(oy)), entonces la medida de los cilindros de largo
{ viene dado por

v([w]) = v
Los valores del siguiente ejemplo se usan en el capitulo 4:
Ejemplo Seao : A — Alasubstitucién de Thue-Morse. Con ello Lo(0) = {(aa), (ab), (ba), (bb)}

tenemos que o(aa) = abab y por lo tanto o9((aa)) = (ab)(ba).

De la misma forma, o9((ab)) = (ab)(bb), oo((ba)) = (ba)(aa) y o3((bb)) = (ba)(ab). Asi

M(oq) =

O~ = O

0 1
10
0 1
10

O = = O

Por ltimo, el vector propio positivo y normalizado asociadoa § = 2 esiguala (1/6,1/3,1/3,1/6)

y, con ello, v([aa]) = v([bb]) = ¢ ; v([ab]) = v([ba]) = 5
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Capitulo 2

Parcial rigidez en sistemas de Cantor

2.1. Torres de palabras

En esta secciéon vamos a considerar B = (V) E, <) un diagrama de Bratteli ordenado
y bueno, (Xp,B,Tg, 1) un sistema de Bratteli-Vershik medible dado por B. Tal como se
comentd en la seccién 1.2.2 gran parte del estudio de la parcial rigidez de los sistemas de
Bratteli-Vershik se hace gracias a sub-torres de X(™ (con v € V,,). Dichas torres son las torres
de palabras:

Definicién 2.1 Sea w € V¥ una palabra de largo A (w = wy ---wy). Se define B, (n) como
el conjunto de paseos infinitos x € Xp tales que x € By, (n), Th x € B, (n), T +h5Y g €

(n) (n) (n)
By, (n), ..., Thoxathexotthel s e B (n).

m_y
Ademds, se define X" = U?;”(l) ! T'B,(n). Al conjunto X\™ lo llamamos sub-torre de

la palabra w en el nivel n y a B,(n) la base de dicha torre.

Observacién 2.2 Es claro por construccion que X es sub-torre de ng), que B,(n) =
B, (n) N XYy que n(XSV) = hi) u(B.,(n)).

Observacién 2.3 Una manera de pensar el conjunto anterior es la siguiente: para w € V*

(w=w;---wy), X representa el conjunto de caminos infinitos = que pasan por el vértice

wy en el nivel n (ie x € Xf)f)) y son tal que los vértices de origen de las A —1 aristas siguientes
entre el nivel n y n+ 1 a z,,1 segiin el orden <, son las letras wo, ..., wy.

Observaciéon 2.4 Si se piensa el diagrama B™ introducido en la seccién 1.2.6 como un sub-
diagrama de B, entonces el conjunto B, (n) nace naturalmente de considerar a la preimagen
de [W]Qf;” via ¢y, es decir, B,(n) = gzﬁgl([w]ﬂg))

Observacién 2.5 Sea A > 1 fijo, luego

Xp= ) X

weVR

donde V) es el conjunto de palabras de largo \ sobre el alfabeto V.
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Proposicion 2.6 Sea ¥,w € V¥, luego se tiene que
 Si ¥ es prefijo de w entonces X[ es subtorre de Xq(gn).
o Si, ni Y es prefijo de w, ni w de ¥, entonces X N Xé") =0

e 519 C w entonces

DEMOSTRACION.

. . (n)
e Como ¥ es prefijo de w, si x € B,(n) entonces * € B, (n), T"1x € B,,(n),
() (n) () :
ThoxaThex ... They g € B, (n), en particular, se cumple para todas las letras de 9.

Por lo tanto B, (n) C By(n), luego x € X[ si y slo si existe 0 < £ < h{" = hfﬁ) e
y € B™ tal que Ty = x. Asi v € Xé").

ceey

* Sea j tal que por primera vez w; # ;. Luego si x € B,(n) N By(n) queda que
(n) (n) n
Tha T T e B, (n) N By,(n), pero esto no se puede, ya que B, (n), By, (n)

son disjuntos. Asi vemos que B, (n) N By(n) = 0 y con ello se concluye para X y Xén).
* Siguiendo el primer razonamiento: si ¥ C w, sea r la posicién donde parte la palabra
enwy q=>!-{ hV, luego para todo x € B, (n), T%z € By(n) con ello:
1(By(n)) = p(T*By(n)) < p(By(n))

Con esto tenemos que:

p(XE) _ p(X")
) R

]

*

Proposicién 2.7 Sea 7 = (7, : Vi, — V) la secuencia de substituciones que se lee en un
diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E,<). Sea w € V5, y ¥ = 7,(w) entonces

B,(n+1) C By(n) N By, (n+ 1) (2.1)

DEMOSTRACION. Primero hay que notar que B,(n + 1) C B,,(n+ 1) C By, (n) (esto ultimo
pues ¥ es el primer vértice de 7, (w)).

Supongamos * € B, (n+1) con w = wy - - -w)y y denotamos t; = |7,,(w;)|, t = X7, t;. Luego
como x € B,(n+1) C B, (n+ 1), entonces por definicion de 7,:

"y
Tty By, (n) Vi<ji<t
A su vez, tenemos que A" = Y1 hg;) y € B,(n+ 1), por lo tanto,
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A 4 n (Y (n)
T g =T"'z € B,,(n+1)C By, ,,(n)

donde la tltima inclusion se tiene porque ¥, 11 es la primera letra de 7, (ws). Asi, se puede
(n)

(1 s .. . . . i—1 o i—1 i
hacer un analisis similar al anterior para ver que si s; = >, 1t Y ¢ij = D e Dorer hﬁ%H

entonces:

qi,j+hf£)_+ et h (Y

T 1 Ysitiz € By, (n) Vi<i< A VI<j<t

Con ello se concluye que x € By(n) y con lo anterior x € By(n) N B, (n + 1).

Observacién 2.8 Con esta propiedad tenemos que si ¥ = 7, (w) entonces

w

h(") - h("+1)

a1 w1

p(Xy") _ p(xg)

Observacién 2.9 La igualdad en (2.1) se deberia dar en varios casos. Por ejemplo, si 7,, es
de largo constante y 7,,(v) # 7,(u) para todo u # v entonces se tiene la igualdad en (2.1).

Otro caso interesante en el que la igualdad se alcanza es cuando w € V7, | es una sola letra
a, es decir, para a € V1

B,(n+1) = BTn(a)(n) N By(n+1),

es decir, By(n 4+ 1) C B, (4)(n). Si ademas 7,,(v) no es prefijo de 7,(a), ni 7,(a) de 7,(v),
para ningun v € V,,;1\{a}, entonces

By(n+1) = By, (o(n) N B(n + 1)

2.2. Teoremas de parcial rigidez

En esta secciéon primero demostramos un resultado suficiente para la parcial rigidez y
luego un teorema necesario y suficiente. Para ello citamos un lema de [Dan16] gracias al cual
se puede demostrar parcial rigidez en diferentes sistemas. En particular, en el paper recién
citado, Danilenko demuestra que los sistemas de Bratteli-Vershik dados por un diagrama de
rango exacto son parcialmente rigidos para su tinica medida invariante. Para enunciar el lema
necesitamos definir el operador de Koopman:

Definicién 2.10 Para (X, X, pu, T) un sistema dindmica abstracto, se define el operador de
Koopman Uy : L*(1) — L*(u) como Urf = foT para todo f € L*(p).

Lema 2.11 (Danilenko) Sea (X, X, u, T') un sistema dindmico abstracto invertible con p una
medida ergodica. Sea (A )nen una secuencia de conjuntos medibles de X, tal que lim,, . p(A,)
n—oo

=v>0y HUT]lAn - ]lAnHQ — 0.
Entonces para cada boreliano B C X se tiene que (BN A,,) — yu(B).
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. 2
DEMOSTRACION. Por teorema ergédico de Von-Neumann se tiene que % Z§v2—01 Uilp SN w(B)
y, por lo tanto, para un € > 0 arbitrario, existe un N € N tal que

€ >

1 N—-1 . 1 N— .
<N Y U%nB,nAn> — (B = |+ z (15, 05714, — (B)n(A,)
i=0 i=0

para todo n € N. Ademads, considerando que por hipédtesis |Ur1 4, —14, |2 — 0y utilizando
que Ur es operador unitario en L?(u) y la desigualdad triangular, queda que para N fijo

|U7 14, —1a, ]2 =0 Vje{0,1,..,N—1}
Asi,

1 = .
e > limsup | Z <]lB, Urp’1a, — 1An> + (I, 1a,) — p(An) u(B)
n—oo | IV j=o ——
—0 =u(BNAy,) —

= limsup|u(B N Ay) — yu(B)]

n—oo

y finalmente se concluye notando que como € > 0 era arbitrario: limsup,, ., .|pu(BNA,) —
Yu(B)| = liminf,oo|[pn(B N Ay) —yu(B)[ =0 O

Observacion 2.12 En las préximas demostraciones se utiliza que por definiciéon de Ur,

|UrLa — Lall2 = p(AATA)

En lo que sigue, dado un espacio de Cantor X, B denota a la c—algebra de los Borelianos.
El siguiente lema también es clave para la demostracion del Teorema 2.14:

Lema 2.13 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado y bueno. Sea ademds X =
Xg y T el mapeo de Vershik dado por B y p una medida T—invariante. Si (w(n) € V,5)p>1

es una secuencia de palabras, entonces lim,, u(XU(f(Li)AT Xi(zl)) =0.

DEMOSTRACION.
Es claro por definicién de las torres de Kakutani-Rokhlin que X SZ;L)AT (X(ff(lzl)) C B(n),
luego
P AT X)) = pXC AT(XE)) < p(B(n) #2250
[

Estamos en condiciones de enunciar uno de los teoremas principales de este capitulo:

Teorema 2.14 Sea B = (V,E,<) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango
uniforme d. Sea ademds X = Xp, T el mapeo de Vershik dado por B y p una medida ergodica
T—invariante. Si (w(n))n>1 C {1,...,d}* es una secuencia de palabras de largo mayor o igual
a 2, las cuales empiezan y terminan con la misma letra y ademds existe v > 0 tal que
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HXC0) 2y (2.2)
para una infinidad de n € N, entonces (X, B, u,T) es y—rigido.

DEMOSTRACION. S6lo para no sobrecargar la notaciéon vamos a escribir w(n) como w, pero
hay que tener en cuenta que las palabras pueden ser distintas por nivel. Escribimos también
W= Wiwy Wy con w; = wy = a. Sea ademas N = {n € N : u(X/™) > v} que por enunciado
es infinito.

Con ello para n € N, se define la secuencia ¢, = h{™ + hgg) + -+ hg;)_l, que podemos
suponer creciente via subsucesion en N. Como w = awsws - - - wy_1a, por definicién de B, (n)
se tiene que para todo 0 < ¢ < h(™:

T B, (n) C T'By(n). (2.3)

Sea A C X con pu(A) > 0 tal que es la unién de pisos de una de las torres del nivel ng,
digamos A = U,c; 77 By(no) con J C {0,1,..., hl()no) — 1}, siendo b una letra arbitraria del
alfabeto. Notemos que como (X ") > v para n € N tenemos que lim sup,,_, . nepr t(X5) >

7. Asi tomando subsucesién, escribimos lim, u(X(™) = § > ~. Ademéas, por Lema 2.13,
tenemos que ,u(XLS")ATleU(J")) — 0 y asi por Lema 2.11 tenemos que

pANXED) 2= ou(A). (2.4)

Sea D,, = AN X(™, por (2.4) tenemos que para una infinidad de n € N, u(D,) > 0.
Ahora bien como las torres de Kakutani-Rokhlin estan anidadas, entonces para todo 0 <
¢ < b o bien, T'B,(n) es disjunta de T7B,(ng) (para j € J) o bien estd incluido. Asi, si
x € D, entonces existe un 0 < £ < h{™ y un j € J tales que x € T'B,(n) y © € T? By(ny),
es decir, no son disjuntos, por lo tanto, T*B,(n) C T7 By(ny).
Con esto, usando la relacién (2.3) se tiene que si x € D,, entonces Tz € T+ B, (n) C

T*Ba(n) C T By(ng) C A, por lo tanto

D, CANT ™A

Juntando aquello con (2.4), queda que:

lim (A N T~ A) > lim u( D,) = 6p(A) > yp(A) (2.5)

Con lo que se concluye.

Observacion 2.15 En la demostracién anterior, cuando se toman subsucesiones de n € N,
estas nunca dependen del conjunto A, s6lo dependen de la secuencia de conjuntos X S(Lzl)
esto podemos asegurar que la subsucesion que entrega la rigidez parcial es (g, )nenr donde
N’ C N es el subconjunto infinito de N en el que todo funciona.

Cabe destacar que si w(n) = w(n); - - -w(n),,, la secuencia (g, ) esta dada por ¢, = hf}ﬂ&)l +
cee B

w(n)ap—1"
Notar que en la demostracién se usa implicitamente que las torres de Kakutani Rokhlin

generan la topologia (y con ello a los borelianos), por lo tanto, los borelianos son aproximados
por conjuntos de la forma

y con
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=U4=U U 7Bim)

=1j€eJ,

Y como las uniones son disjuntas, se tiene que:

d d
mpu(ANT "A) =) limpu(A,NT "A,) > 0> pu(Ay) = opu(A)

u=1

Observacion 2.16 Esta tesis estd enfocada en sistemas de Cantor de rango finito, sin em-
bargo, la demostracién del Teorema 2.14 no requiere en ningin momento que el diagrama
de Bratteli sea de asi. Para demostrar el caso general basta que las palabras de la secuencia
(w(n))n>1 pertenezcan respectivamente a V,*, es decir, no se tendria el mismo alfabeto en
cada nivel. Mas atn, en el contexto de rango finito, tampoco es necesario que sea de rango
uniformemente finito. No se demostro el teorema con toda esta generalidad para no generar
confusiones innecesarias con la notacion.

Observaciéon 2.17 En la demostracién podemos notar que se puede pedir una condicién mas
débil que (2.2), que es que limsup,,_, . (X 0%)1)) > ~, sin embargo, para las demostraciones
de parcial rigidez es més recurrente encontrar la hipétesis como se enuncia en el teorema (ver

la seccion 2.3).

Ejemplo Un corolario directo del Teorema 2.14 es el hecho de que los odémetros son rigidos.
Este resultado es muy conocido, basta recordar que los odémetros son equicontinuos. Sin em-
bargo, aqui lo demostramos sin utilizar ese hecho. Cabe destacar que la definicién que vamos
a presentar a continuacion no es la usual, pero es la que nos servira para esta demostracion.
Para una sucesién q = (¢, )nen de enteros mayores estrictamente que 1, se define (X,,T') al
sistema de Bratteli-Vershik dado por el diagrama de Bratteli B con 1 vértice y ¢, aristas por
nivel.

Con esto, vamos a llamar simplemente a al vértice de los distintos niveles, es decir, V,, =
{a}. Es claro que X" = X,, por lo tanto, si p es su tinica medida invariante, z(X (”)) =1
para todon > 1. A31, por Teorema 2.14 (X, T') es 1—rigido para pu, es decir, (X4, T') es rigido
en medida.

El Teorema 2.14 puede ser visto como un corolario del Teorema 2.23 que se lee més
adelante. Para ello se definen un par de nociones previas:

Definicién 2.18 Para A un alfabeto finito y L C A* un conjunto de palabras, se define
el conjunto de palabras completas de L como CL = J,cqaA*aN L. Para a € A fijo
también se usard la notacion L, = aA*aN L, es decir, CL = Uzeu La-

Cabe destacar que el adjetivo completo hace referencia a la nociéon de palabra de retorno
completa que se puede encontrar en el paper [BDD*17].

Definiciéon 2.19 Para un diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E, <) ym > 1 se define el

lenguaje en la base B(m) que denotamos L™ (B) o simplemente L™ como las subpalabras
de las proyecciones de los elementos en la base via ¢, (ver seccion 1.2.6).
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Observacién 2.20 Recordar que ¢, : (B(m),T,,) — (an), S) no siempre define una con-
jugacion topoldgica. Por ejemplo, para un diagrama de Bratteli de rango uniformemente 1 se
tiene que para todo m > 1 ¢,,(B(m)) = {a™}, es decir, (an), S) es el sistema trivial de un
solo elemento. Este caso sigue siendo de interés, pues se puede asegurar que £ = {a}* y,
como ya se vio en el ejemplo mas arriba, eso implica que los odémetros son rigidos en medida

Observacién 2.21 Notar que w € L™ (B) siy sdlo si X&) #£ (.

Definicion 2.22 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, definimos la relacion
de equivalencia en CL™ (B) dada por

|w[—1 [9]-1

Gl & KD = Y
k=1

=1

Denotamos [w], a la clase de equivalencia de w € CL™(B) u [w] cuando no hay ambigiie-
dad. Por dltimo denotamos:

X(” U X(”)

Con estos elementos se demuestra el siguiente teorema que entrega una condiciéon necesaria
y suficiente para que un sistema de Bratteli-Vershik sea parcialmente rigido:

Teorema 2.23 Sea B = (V,E,<) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango
finito d. Sea ademdas (X, B, u,T) un sistema de Batteli-Vershik medible dado por B con p
una medida ergédica y sea v > 0 una constante. Entonces, (X, B, u,T) es y—rigido si y sélo
si existe una sucesion de palabras completas (w(n) € CL™ (B)),>1 tal que

lim sup ,u(X[w()n)]) >y (2.6)
n—oo

DEMOSTRACION.

Sea (w(n))nen como en el enunciado y N/ C N tal que

lim U(X[(w()n)]> = hmsupu(X[( ™ )=06>7>0

neN ,n—oo n—+00

Al igual que para el Lema 2.13 se tiene que:

N(X yAT™ 1X[E:L()n)]) = M(T(X(n

pANXEL) 255 su(A) (2.7)



Desde ahora fijemos n € N, 0 € [w(n)]n, a = = Vg y ¢ = SR Notemos
que por definiciéon de ~,, el valor ¢, es el mismo para todas las palabras 19 € [w(n)ln.
Podemos suponer que (g,).en €s creciente, sino basta tomar subsucesién y renombrar
el conjunto V.

Ahora bien, al ser ¥ una palabra completa, por definicién de By(n) se tiene que para
todo 0 < ¢ < h(W

T By(n) C T*B,(n) (2.8)

Vamos a suponer que el Boreliano A C X de medida positiva es del tipo

U A.= U U T/Bu(no). (2.9)

UEVrg UEVrg jETu

donde ng < ny J, C {0,...,h{") — 1}, es decir, los A, son uniones de pisos de la torre
X (o) Cabe destacar que las uniones en (2.9) son disjuntas.

Si llamamos Dy = AN Xé"), por (2.7) podemos suponer que pu(Dy) > 0, si no se toma
un n € N maés grande u otra palabra 9 € [w(n)],.

Ahora bien como las torres de Kakutani-Rokhlin estdn anidadas, entonces para todo
0<?¢<h™yuecV,,obien T*B,(n) es disjunta de T7B,(ng) (para j € J,) o bien
estd incluido. Con ello, si € Dy, entonces existe un 0 < ¢ < A{™ un v € V,, y un
j € Jy tales que x € T*B,(n) y x € TVB,(ng), es decir, no son disjuntos, por lo tanto,
T*B.(n) C TV B,(ng).

Usando la relacién (2.8) se tiene que si ¥ € Dy entonces Tz € T4 *By(n) C
T*B,(n) C T?B,(ng) C A, por lo tanto:

Dy C ANT ™A

Esto se cumple para todo ¥ € [w(n)] (con u(Dy) > 0) y, por lo tanto, si escribimos:

V€w(n)]

al juntarlo con (2.7), queda que:

lmpu(ANT™"A) > lim pu(D,) = du(A) > yu(A) (2.10)

Se concluye notando que los conjuntos A de la forma (2.9) generan la o—algebra de los
borelianos.

En efecto, fijemos ¢ y por el momento fijemos un nivel m > 1, tenemos por y—rigidez,
que existe k., € N tal que para todo a € V,,

pBa(m) O T Bo(im) 2 u(Bo(m)) = - V> ke (2.11)
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donde p,, = ey, RI™.

Luego notamos que x € B,(m)NT ™ B,(m) si y solo si existe w = wjws - - -wy € LI™(B)
tal que A{™ + -+ h{™ = ng y 2 € B,(m). Con ello,

Wx—1

B,(m)NT™" B,(m) C U By(m)
elwlmnLl™ (B)

Por lo tanto,

DE[w]mNLL™

> 1 (Ba(m) N T~ B, (m)

> h{™ (w(Ba(m)) — ;)

Como a € V,, era arbitrario, se tiene que

s(a) (U ) sa U

VE€[w]m a€Vm ﬂe[w]mﬁﬁgm)

>y <W(X§m’) - hff”)€> =y—¢

a€Vm

Cabe destacar que w depende de m, pero para no saturar la notaciéon se habia obviado
la dependencia. Como ahora resulta relevante escribimos w(m), asi

limsup (X)) > 7 — ¢

m— 00

Y como ¢ > 0 era arbitrario, se concluye haciéndolo tender a 0.

]

Observaciéon 2.24 Notemos que la observacion 2.16 también es valida para el Teorema 2.23,
es decir, la hipétesis de rango finito esta demas.
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Finalmente se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.25 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango
finito. Sea ademdas (X, B, u,T) un sistema de Batteli- Vershik medible dado por B con u una
medida ergédica. Entonces, (X,B,u,T) es rigido si y sélo si existe (w(n) € CL™),en tal que

hinjogp ,u(X[(;()n)]) =1 (2.12)
DEMOSTRACION. Basta tomar 7 = 1 y usar el Teorema 2.23 0

Con los tres resultados principales de esta seccion se abren tres lineas de investigacion que
se van a desarrollar en los siguientes capitulos:

La primera, que ocupa el resto de este capitulo, es demostrar que ciertos sistemas son
parcialmente rigidos. Generalmente dichas demostraciones involucran tinicamente el Teorema
2.14 que entrega una condicion suficiente para ser parcialmente rigido.

A partir del Corolario 2.25, se desprende una segunda linea de investigacién, en la cual
se desarrolla una serie de condiciones tanto necesarias como suficientes para que ciertos
sistemas de Cantor sean rigidos, particularmente para sistemas substitutivos y para subshifts
linealmente recurrentes.

Finalmente, en el capitulo 4, se retoma el estudio de la parcial rigidez, pero esta vez
enfocadndose en encontrar el valor exacto de la constante de parcial rigidez de cada sistema.
En este, una versiéon més fina del Teorema 2.23 nos permite encontrar una expresion para
la constante que luego aplicada a subshift de substitucién de largo constante nos permite
aproximar e incluso encontrar dichas constantes para ciertos sistemas.
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2.3. Criterios de parcial rigidez en sistemas de Cantor

En esta seccién aplicamos los teoremas anteriores y con ellos deducimos criterios suficientes
para asegurar parcial rigidez. A continuacién insertamos una tabla que resume los resultados
mas relevantes de esta seccion, cabe senalar que muchos de los conceptos y las notaciones
seran definidas a lo largo de la seccion.

Bajo la hipétesis de B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado de rango uniforme d,
simple-hat y bueno, la tabla muestra algunos criterios para que el sistema sea parcialmente
rigido, junto con una cota inferior para la constante de parcial rigidez que se desprende de
las demostraciones correspondientes y que, en muchos casos, seguramente no es la éptima.

* Criterio Cota para ¢,
Teorema 2.26 B de rango exacto n(p)/d?
(n)

Existe v € W, tal que lims hy = < oo
Teorema 2.28 Xl p 0 RS TSR n(p)/d?

para todo u € W,
Proposicién 2.36 | B m—consecutivo (m—1)/dm
Teorema 2.37 B m—consecutivo y tipo Toeplitz (m—1)/m

Existe un vértice a € W, y una constante
Proposicién 2.42 | C' > 0 tal que |R(™(a)| < C para una infini- | n(u)/C
dad de n

Existe C' > 0 tal que Y,cy, [R™(a)] < C

Teorema 2.43 para una infinidad de n

Existe una matriz estrictamente positiva M
Corolario 2.57 que se repite una infinidad de veces en la se- | 1/dC
cuencia { M5 }nen

Tabla 2.1: Resumen con los principales criterios suficientes para la parcial
rigidez

Cabe destacar que el primer resultado es de [Dan16] que es una generalizacién de [BKMS13].
A su vez, el tercer resultado es una generalizacién de otro teorema de ese mismo paper. Bus-
cando en la bibliografia, todo indica que el resto de los resultados son nuevos.
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2.3.1. Criterio de crecimiento de las alturas

En esta seccién comenzamos demostrando que bajo la hipdtesis de rango exacto (defini-
cién 1.36) los sistemas de Bratteli-Vershik son parcialmente rigidos para su tnica medida
invariante. Como ya se mencioné, aquel resultado proviene de [Dan16] y la demostracion serd
la misma, pero utilizando la notacion introducida al principio de este capitulo. Después de

aquello se escribird una pequena generalizacion que involucra las velocidades de crecimiento
de las alturas h(™.

Teorema 2.26 Sea B = (V, E,<) un diagrama de Bratteli de rango uniforme finito d,

bueno y de rango exacto, entonces (X, B, u,T), el sistema de Bratteli-Vershik dado por B, es
parcialmente rigido.

DEMOSTRACION. Recordemos que la definicion de rango exacto asegura que existe una cons-
tante n = n(u) > 0 tal que para todon > 1y v € {1,....d} =V, se tiene que u(X™) > 7.

Fijemos un nivel n > 1, para dicho nivel sea ag € {1, ..., d} tal que j1(B,,(n)) = maxaeq,...qp (Ba(n)).
Luego sea a; € {1,...,d} tal que

p(Boy(m) 1 T B, () > £ P )

De la misma forma fijamos as € {1, ...,d} tal que

$(Bay (1))

2
apay - --aq € {1,...,d}*. Luego
i < j <dtal que a; = a;. A

11(Bay (n) N T (B, (n) N T4 By, (n)))

v

Se repite esto inductivamente hasta formar una palabra w
como el largo de la palabra es d 4+ 1, tenemos que existe 0
dicha letra la llamaremos a y notaremos ¥ = a;a;1; - - - a;.

Con ello se deduce que:

IA I

i(Bay () _ p(Ba(n))
dd - de

Con esto al multiplicar por h(™ a ambos lados queda que

p(By(n)) =

p(XE)
O
Asi para cada nivel n, existe una palabra ¥ = ¥(n) tal que ,u(Xén)) >n-d~¢y se concluye
con el Teorema 2.14.

]

Antes de escribir una pequena generalizacion del Teorema 2.26, enunciamos un lema que
puede ser de interés en si mismo

Lema 2.27 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli de rango uniforme finito d, simple-
hat, bueno y que no es de rango exacto. Sea ademads p una medida ergodica, entonces si para
todo u ¢ W, se cumple que:




entonces (X, B, u, T), el sistema de Bratteli-Vershik dado por B, es parcialmente rigido.

DEMOSTRACION. Si repetimos la construccién de la demostracion del Teorema 2.26 para todo
n > 1 podemos encontrar una palabra 9(n) =9 € CL™(B) tal que

dd
Donde a,, € V,, es tal que pu(B,, (n)) = max,ey, p(B,(n)). Via subsucesién vamos a suponer
que a, es siempre el mismo vértice a € {1, ...,d}. Veamos que a € W, para ello supongamos

que a ¢ W, luego por hipdtesis %((:)))) 7% 0 lo que implica que

< u(By(n))

Cu(B0)  Suen n(Bu(m) _ ; p(Ba() wome
LB T aBw) Y aBmy) (2:13)

Lo cual es una clara contradiccion. A su vez, nuevamente via subsucesion, podemos suponer
que ¥(n) siempre parte con la misma letra b € {1, ..., d}. Veamos que dicho vértice b también
pertenece a W,. En efecto, de lo contrario, por exactamente la misma razén anterior:

1 p(Ba(n)) _ p(Bo(n)) _ (By(1) nsoc,
d* p(B(n)) = w(B(n)) = w(B(n))
Lo que que llevaria a la misma contradiccién anterior que las desigualdades de (2.13).

Finalmente, podemos usar la misma idea que para la demostracion del Teorema 2.26, pues
se tienen las siguientes desigualdades:

p(By(n))
de

0

IN

((Ba(n))
dd

< < p(By(n))

y multiplicando a ambos extremos por hl()n) queda que

(n)
n(p) _ u(Xy") (n)
dd S dd S (Xﬁ )
y se concluye usando el Teorema 2.14

Asi se deduce el siguiente teorema:

Teorema 2.28 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado simple-hat, bueno y de
rango uniformemente finito d. Sea T' : Xp — Xpg el mapeo de Vershik y sea jn una medida
ergodica. Si consideramos una de las siquientes hipotesis:

1. W, ={1,...d}

(n)
2. Existe v.e W, tal que limsup,, Z(n) < 00 para todo u ¢ W,

entonces (Xp, B, u, T) es parcialmente rigido.

DEMOSTRACION. Si consideramos la hipdtesis 1 estamos en el caso de rango exacto y simple-
mente hacemos uso del Teorema 2.26.
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Para lo que sigue, consideraremos la hipdtesis 2 y veamos que para todo u ¢ W,

n—00 . (n) .
% 7% 0. En efecto, como para todo u & w, hmsupn% < 00, se puede fijar

c € ]0,00) tal que (n) <c (Vu ¢ W, y una infinidad de n > 1).
Asi para u ¢ W “arbitrario se tiene que

sy SBA) i, 1Bl
) = (Butn)
! f(Bu(n))
= hmsup < n)> hmsup < M(Bv(n))>
< 77(#) lim Sup A p(By(n)) = 0 (ver Proposicién 1.34)

Y se concluye con el Lema 2.27.

]

A continuacién desarrollamos un par de ejemplos que permiten ilustrar el Teorema 2.28 y
mostrar que efectivamente es una generalizacién del Teorema 2.26, es decir, se logra salir de

la hipétesis de rango exacto. La construcciéon de este tipo de ejemplos fue tomada de la tesis
de Alexander Frank [FM14].

Ejemplo Sea B, un diagrama de Bratteli ordenado y simple-hat que tiene 3 vértices por
nivel y cuya secuencia de substituciones que se leen en B, viene dada por o = (0,,),>1 de la
siguiente forma:

12)7"(3)"71 si w=1
on(v) =14 1(2)7(3)7 11 si v=2
12)7(3)"71 si v=3
Es directo que B, es simple y propiamente ordenado. Con ello, el sistema (X, T") dado por

B, es minimal. Veamos que en el diagrama B, se cumplen las siguientes desigualdades para
n > 2.

e < b < h§"

2.14
Y < Th{Y < T8hY (2.14)

Esto tltimo es directo de induccién y de que, denotando H™ = (hﬁ”), h YT

2 v T2
H(n+1) -3 7 71 H(”)
2 T T

Veamos que el diagrama B, posee una unica medida invariante para la relacion cofinal
y ademds si denotamos por g su tGnica medida invariante, entonces W, = {2,3}. En efecto,

consideremos una medida ergddica g y un entero n > 1 y estudiemos ,u(Xl(n)), para esto
notemos que por las desigualdades anteriores queda que
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hgn—H) > 7n+2h§n) > 7n—1hg”)
e e e

e e

Y por lo tanto,

. . 2[1, X(n+1) 3,LL X(n+1) Q,M X(n+1) 3
M(Xlu):hg)( ) | BOET) | 2

h(n+1) h(n+1) h(n+1)

1 3

Repetimos un andlisis similar para ,u(XQ(")), para n > 1:

2 3
N heY hy !
hgnJrl) thn) + 7nhgn) + 7n+5h§”) T+l

(n+1) (n+1) (n+1)
() _ oy [RXGTTT) (X)) p(XgT)
p(X3") = T"hs ( h§n+1) + R D * Rt

Donde la ultima desigualdad no es 6ptima y para llegar a ella se volvieron a utilizar las
desigualdades (2.14). De igual forma se puede demostrar que u(X{") > 1/77+1. Con ello
queda claro que los vértices 2 y 3 tienen que pertenecer a W, mientras que el vértice 1
no. Asf, como los conjuntos W, son disjuntos para distintas medidas ergodicas queda que
solo puede haber una. Ademas, es directo de (2.14) que se cumple la segunda hipdtesis del
Teorema 2.28, por lo tanto (X, T') tiene una unica medida que es parcialmente rigida.

Observacién 2.29 Este sistema cumple que para todo u,v € {1, ...,d} existe C' > 0 tal que
para todo n > 1: (" > Ch{™. Y esta clase de sistemas claramente cumplen las hipétesis del
Teorema 2.28. Segun el Corolario 6.8 de [DDMP21] esto implica que el sistema de Cantor
es conjugado a un sistema que tiene complejidad no-superlineal, por lo que se podria haber
concluido esto mismo utilizando el resultado ya mencionado del paper [Cre22]. Veamos en-
tonces un ejemplo que sigue cumpliendo las hipotesis del Teorema 2.28 pero que no cumple
esta proporcionalidad entre las alturas de las torres:

Ejemplo Sea como antes, B, un diagrama de Bratteli ordenado y simple-hat que tiene a
3 vértices por nivel y cuya secuencia de substituciones que se leen en B, viene dada por
o = (0,)n>2 que se define como sigue:

1(2)¥(3)*1 si v=1
on(v) =14 1(2)2°(3)¥"11 si v=2
12)2"(3)>"1  si v=3
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Notamos que

2 on on
H"D = |3 on 920 | () (2.15)
2 on on

Y por lo tanto,

2.16
hénJrl) < 2”hgﬂ+1) _ 2nh§n+1) ( )

Al igual que antes, es directo que B, es simple y propiamente ordenada, con ello, el sistema
(X,T) dado por B, es minimal. Veamos que B, es tinicamente ergbdico y que W, = {2, 3}.
En efecto, sea p una medida ergéddica, luego

h(n+1) hgn+1) h(n+1)

. . 2“ X(n+1) 3;1, X(n+1) 2,“ X(n+1)
M(le):hg)( (1Y) 3u(XY) | 2u(x)

1 3

n+1 n+1 n n
oy (205Y) | Bu(XTY) 2T mY
- onp (M 92n (M) onp{m | = on-1p(®
Con esto Y-, (X fn)) < 00, es decir 1 € W,,. Para las desigualdades anteriores se us6 que
P > gnp(m) Bt s g2np )t s oy Gue se deducen directamente de (2.15).
Veamos ahora que 3 € W,:

(n+1) n, (v (D) (n+1)

Wy onp) [(HXT)2Mu(X) u(XgT)

p(Xs") = 2" ( p (D) T R D) + p(nt)
1 2 3

n+1 n+1
- Ry 3h{" + 2nh§Y + 220p (Y
n+1 n+1 n+1
5 2np) p(") ™) e
- 3h§n) + 22n—1h§”) 4 22nhg”) 4% + % 192 = 6

Con esto 3 € W, si 2 € W,,. Se puede hacer un calculo similar y llegar a la conclusién de
que 2 € W, si 3 € W,. Es decir 2 € W, si y solo si 3 € W, pero como W, es no vacio y
1 ¢ W, queda que W, = {2,3} y concluimos que y es la tinica medida invariante. Ahora bien,

(n)
notemos que ™ = h{", por lo tanto, si tomamos v = 3 se cumple que lim sup % =1l< o0

y podemos concluir que B, es parcialmente rigida. Lo que es interesante es que si en vez del
(n)

vértice 3 € W, consideramos 2 € W, podemos notar que lim % = 00. En efecto:
1
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R = 2+ 2R + 2R

<252+ 2M)A™ 4 2nplY (%)
< 25 HRM 4 oonplm
< 22”h§n) + 2"h§n) pues n > 1

Con esto

(%) = 2%<hgn+1) _ 2nhén)) + thgn) < hgn-i-l)

. ( 2"h§”)) 2npi”  pytY
= 22 (1-— <
n+1 n+l) — n+1
hg +1) hg +1) hg +1)
np(n)
Ahora bien 0 < Z(:’iﬁl) < 1 y es decreciente, en particular si consideramos hgl) = 1,
1
h§1+1) = 6, se llega a que % < 1/6. Ademas, % es un termino positivo, por lo tanto
1 a
(n+1)
Sot < 2
6 — h(n+1)

1
Con lo que se concluye el limite.

Para finalizar, a modo de recuerdo, en cada secciéon vamos a destacar que estos criterios
también sirven para asegurar que los sistemas (X, B, u, T) no son mixing. Para estos enun-
ciados nos restringiremos a diagramas de Bratteli simples y propiamente ordenados, puesto
que es en este contexto en el que podrian tener mas relevancia.

Corolario 2.30 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli simple, propiamente ordenado,
simple-hat y de rango uniformemente finito d. Sea T : X — Xp el mapeo de Vershik y sea
i una medida ergodica. Si consideramos una de las siguientes hipotesis:

1. W, ={1,...d}

(n)
2. Existe v.e W, tal que limsup,, Z;’n) < 00 para todo u ¢ W,

entonces (Xp, B, 1, T) no es mizing.

DEMOSTRACION. Directo de que i es no-atémica por la simplicidad y del Teorema 2.28. O
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2.3.2. Criterio de orden par-consecutivo

En esta seccién incluimos una generalizacion de un segundo resultado de [Danl6] que
también proviene de tomar una propiedad sobre la ausencia de mixing en [BKMS13] y trans-
formarla en una demostracién de parcial rigidez. Para ello, vamos a definir los diagramas de
Bratteli con orden consecutivo (introducidos en [Durl0]).

Definicién 2.31 Decimos que un diagrama de Bratteli B = (V, E, <) tiene orden conse-
cutivo si se tiene que para todo vérticev € V,, (n > 1) sie, f,g € r~'(v) (es decir, tres arcos
con el mismo rango) y tales que s(e) = s(g) ye < f < g, entonces s(e) = s(f) = s(g).

En [Danl6] se demuestra que estos sistemas son parcialmente rigidos, pero solo puede
demostrarlo cuando le exigen una hip6tesis extra: para todo nivel si e € r~!(v) entonces
existe al menos una arista f # e tal que s(e) = s(f). Es decir, si u € V,, estd conectado
con v € V, 1 entonces existen al menos dos arcos que los conecten. Resulta que suponiendo
orden consecutivo, esto implica que para todo e € r~!(v) siempre se podra asegurar que la
arista que viene justo antes o justo después comparte el mismo origen. Esta ultima hipotesis
es la realmente necesaria para poder concluir, lo cual motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.32 Decimos que B = (V, E, <) cumple con ser par-consecutivo si para
todo v € V,, y para todo e; € r~(v) se cumple que

s(e;) = s(ei—1) V s(e;) = s(eit1)

donde los arcos e; son tales que r~1(v) = {e; < ey < ... < ey}

Teorema 2.33 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado de rango finito d,
bueno y par-consecutivo. Entonces todas las medidas ergodicas del mapeo de Bratteli- Vershik

i_ s
son 55—rigidas.

DEMOSTRACION. Sea N el conjunto de niveles n tales que |V,| = d. Sea ademaés a,, € V,, tal
que (X ™) > p(X{HV) para todo v € V;,. Con ello es claro que p(X™) > 1.

Sea ahora U1 = {u € V,,11 : Je € E tal que s(e) = a, y r(e) = u}, es decir, si u € U,41,
X g? N X+ £ (). Fijemos ahora un u € U, arbitrario, luego se tiene que

XMnxmh = | ) [eelx, (2.17)

ecE(vg,an) s(e)=an,r(e)=u

Luego como B es par-consecutivo, sabemos que para toda arista e tal que s(e) = a,
y r(e) = u tiene como sucesor o antecesor directo una arista f que también cumple que
s(f) = a, y r(f) = w. En particular, al menos la mitad de las aristas que cumplen que
s(e) = a, y r(e) = u tienen como sucesor directo a una arista f que también lo cumple. A ese
conjunto lo denotamos FE,,,, , es decir, B, 4, = {e; € r71(u) : s(e;) = an,r(e;) = uns(eiyr) =
an,7(€i41) = u}, donde estamos usando la escritura r ' (u) = {e; < ey < ... < e}

Es directo de la definicién de E,,,, que si z € [e]x, con e € E, ,, entonces z € X{") N
X ("+1) Como la mitad de las aristas cumplen esto y la medida j es invariante para ~, gracias
a la igualdad (2.17) se tiene que

M(X(n) le(Ln—H)) >

Anan

p(XM N XY

N
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pero como u € U, era arbitrario tenemos que

p(XE) = > uX, nXIY)

uGUn+1 fnn
> Y Lux®nx(e)
uEUn+1
1 1
— (X)) >
2u( o) > 54

Asi tomando (w(n))pen como w(n) = a,a,, se concluye con el Teorema 2.14.

]

Observacion 2.34 Tal como se mencioné, la proposicién anterior incluye a los sistemas con
orden consecutivo, con la hipotesis extra de poseer al menos dos aristas entre los vértices que
estan conectados.

Este teorema ofrece uno de los criterios més simples de verificar para asegurar que un
sistema es parcialmente rigido con respecto a sus medidas ergodicas, basta que los morfismos
que se leen en el diagrama 72 cumplan que

B ki ko

7. (v) = aj'as ---alge con a; € V,,, k; > 2, para todo v € V,, 1

Otro aspecto que vuelve estd nocion interesante es que, a diferencia de los diagramas que
poseen un orden consecutivo, la propiedad de ser par-consecutivo se preserva via telescoping.

Observacion 2.35 Tal como se ha comentado para otras proposiciones, también se puede
caracterizar cudl es la secuencia (ng)ren que vuelve a la medida u 2—1d—rigida y es simplemente
ng = h[(z],? con k € N como se describe en la demostracion.

Aligual que los diagramas de Bratteli ordenados par-consecutivos se puede definir de forma
natural los diagramas trio-consecutivos o mas generalmente m—consecutivos (con m > 2), es
decir, para todo v € V,, si denotamos r7!(v) = {e; < ey < ... < ¢4}, entonces para todo e; se
tiene que existe k,j € N, talesque 7 #£0, k+j=my

s(ei—k) = s(€i—gt1) = ... = s(&;) = ... = s(€i1j-1)

Claramente ser m—consecutivo implica ser par-consecutivo, por lo tanto, la parcial rigidez
se hereda de forma natural, pero se puede mejorar la cota inferior de la constante de parcial
rigidez:

Proposiciéon 2.36 Sea B = (V,E, <) un diagrama de Bratteli ordenado de rango finito
d, bueno y m—consecutivo. Entonces todas las medidas ergodicas del mapeo de Vershik son
(m_l . l) —rigidas.

m d

DEMOSTRACION. Basta repetir la demostracion del Teorema 2.33 reemplazando la constatacion
de que “al menos la mitad de las aristas que cumplen s(a,) = e = r(u) tienen como sucesor
directo a una arista f que también lo cumple”, por “una proporcién de al menos m7—1 de las
aristas que cumplen...” y con eso se cambia el % del teorema anterior por el 7”7_1 O]
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Vamos ahora a escribir una aplicacién interesante del Teorema 2.23 que involucra a los
sistemas tipo Toeplitz y m—consecutivos. Recordemos que un diagrama de Bratteli es de
tipo Toeplitz si existe (¢,)nen tal que para todo n > 1, v € V,, se tenga que |r~'({v})| = ¢n,
es decir, Y ey, Mé’}) = ¢,. Asi tenemos que
Teorema 2.37 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado bueno, simple-hat, tipo
Toeplitz y m— consecutivo (no necesariamente de rango finito). Entonces todas las medidas

ergodicas del mapeo de Bratteli- Vershik son mT_l—m'gidas.

DEMOSTRACION. Vamos a usar el Teorema 2.23 que por la observacion 2.24 sabemos que no es
necesario exigir rango finito. En lo que sigue repetiremos gran parte de la demostracion del
Teorema 2.33 introduciendo algunos pequeiios cambios:

Para un nivel n > 1, vamos a denotar g, = > ¢y, _, M, (™) que no depende de la eleccién de
v € V,, por ser tipo Toeplitz. Fijemos a € V,, arbitrario y deﬁnamos el conJunto Un+1 = {u €
Vg1 @ de € E tal que s(e) = a y r(e) = u}, es decir, si u € U, 1, entonces X (™ ) £ (.
Asi, fijamos también u € U, arbitrario, luego se tiene que

XMWaxth = | ) [eelx, (2.18)

e€E(vo,a) s(e)=a,r(e)=u

Como B es m—consecutivo, una proporcién de al menos m?_l de las aristas que cumplen
que s(e) = a y r(e) = u tienen como sucesor directo a una arista f que también lo cumple, a
ese conjunto lo denotamos F,, (es decir E,, = {e; € r™(u) : s(e;) = a,r(e;) = u A s(eir1) =
a,r(eiy1) = u}, donde estamos usando la escritura r~(u) = {e; < ey < ... < ey }).

Es directo de la definicién de E,, que si z € [e]x, con e € E,, entonces x € X N X {"+1),
Como una proporcion m—l de las aristas cumplen esto y la medida p es invariante para ~,
gracias a la igualdad (2. 18) se tiene que

m—1

(X N X)) = (X N X

m
Pero como u € U,,,; era arbitrario tenemos que

m—1
XY = 3 p(XAxey > Y BT xm A x iy = 2 (xmy (2.19)
u€U7L+1 u€U7L+1 m m

Ahora bien, al estar en el caso tipo Toeplitz, tenemos que para todo b € V,,, las alturas
h,()n) tienen un valor constante igual a ¢,_1 - ... - ¢1 y, por lo tanto, se tiene que para todo

a,b e V,, aa ~, bb. Asi de la ecuacion (2.19) como a € V,, era arbitrario tenemos que

[aa Z K Xbb Z ( an))> =

beVn, beVy

m—1
m

Asi concluimos con el Teorema 2.23.

Para finalizar, al igual que en la seccién anterior, incluimos el siguiente corolario
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Corolario 2.38 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli simple, propiamente ordenado
y par-consecutivo. Si cumple al menos una de las siguientes hipotesis:

1. B es de rango finito.
2. B es de tipo Toeplitz
entonces (Xp, B, 1, Tg) no es mizing para ninguna de sus medidas ergddicas.

DEMOSTRACION. Directo de los Teoremas 2.33 y 2.37. O]

2.3.3. Criterio de las palabras de retorno

En el estudio de los sistemas simbdlicos, las palabras de retorno juegan un rol muy im-
portante, lo cual, también resulta cierto en el caso de la parcial rigidez. Partimos con la
definicién en un contexto general y luego analizamos sus consecuencias.

Definicién 2.39 Sea (2,S) un sistema simbdlico en un alfabeto finito A. Si w € L(Q),
se define el conjunto de palabras de retorno por la derecha de w, Rq(w) como las palabras
v € L(N) tal que wd € L(), w es sufijo propio de wd y la palabra w tiene solo dos ocurrencias
en wd. De forma andloga se define Rg,(w) el conjunto de palabras de retorno por la izquierda
de w.

Observacion 2.40 Si (€2,.5) es minimal y w € £(2), entonces Rq(w) es un conjunto finito.
Igualmente para R (w).

Observacion 2.41 Una de las caracteristicas de las palabras de retorno es que para € un
sistema simbolico, entonces

wlo=|J [wila
YERQ (UJ)
Volviendo a los sistemas de Bratteli-Vershik dados por B = (V, E, <), cuando w € L™ (B)
denotamos Rg) (w), o simplemente R™ (w), al conjunto de palabra de retorno por la derecha
de w en le). Con lo anterior, podemos ver que

X =y X
9eR Y (w)

En esta seccién estamos suponiendo implicitamente que (25, S) es un sistema de Cantor,
o dicho de otra forma que Xp no es un odémetro. En el contexto topologico, basicamente
estamos suponiendo que (Xp,Tg) es expansivo, de lo contrario Qg seria finito y la nocién de
palabra de retorno un poco artificial (ver la discusién de la seccién 1.2.6).

Proposicion 2.42 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli bueno, de rango uniforme d
y simple-hat. Sea ademds (X,T) = (Xp,Tp) y p una medida ergodica. Si existe un vértice
a € W, y una constante C > 0 tales que |[R"™(a)| < C para una infinidad de n, entonces
(X, B, i, T) es parcialmente rigido.

DemosTRACION. Como a € W, tenemos que u(X() > n(u) = n para todo n > 1, en
particular paran € N = {k > 1: |R®™(a)| < C}. Luego como
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xXp - U X

a

weR™) (a)
Entonces se tiene que para todo n € A existe w(n) € aR™(a) tal que M(XSZL)) >
Ry = & ¥ se concluye con el Teorema 2.14. O

Puede ser de interés saber una cota inferior para la constante de parcial rigidez. En la
proposicién anterior, tal como en la mayoria de las proposiciones enunciadas en este capitulo
se usa la constante () para el calculo de la cota, pero n(u) no es facil de estimar en general.
Con esto, el siguiente teorema cobra especial importancia dado que el valor de n(u) no esta
involucrado.

Teorema 2.43 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli bueno, de rango uniforme d y
simple-hat. Si existe C > 0 tal que Y,cy, |[R™(a)] < C para una infinidad de n, entonces
(X,B,u, T) es %—rigido para a toda medida ergodica fi.

DeEMOSTRACION. En efecto, notemos que para todo n > 1

x=U U xu (2.20)

acVy, wGR(”) (a)

La unién anterior es disjunta con lo cual siempre existe a,, € V,, y w(n) tal que w(n) €
a,R™ (a,) tal que p(X, (T(L?)@)) > m > L y se concluye con el Teorema 2.14.

w

]

Observacién 2.44 Notar que en este caso la hipdtesis de rango uniformemente finito no
es necesaria, pues bastarfa hacer telescoping en los niveles en los que Y,cy. [R™(a)] < C,
(esto no modifica la cardinalidad de las palabras de retorno en esos niveles) y volver a hacer
telescoping para que quede de rango uniforme. Notar que esto tltimo es posible ya que si
Saev, IR™(a)] < C, en particular |V,,| < C con lo que la constante C' también acota el
rango.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario:

Corolario 2.45 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli bueno, de rango uniforme d y
simple-hat. Si existe C > 0 tal que para todo a € {1,...,d}, |R"™(a)| < C para una infinidad

de n, entonces (X, B, u,T) es %—r{gido para toda medida ergddica p.

DeMOSTRACION. Es claro que Y,y [R™(a)| < dC'y se concluye con el Teorema 2.43. O

Observacion 2.46 Tanto el Teorema 2.43 como el Corolario 2.45 son validos cuando consi-
deramos las palabras de retorno por la izquierda de Qg), que escribimos R'™(a), ya que se
puede realizar la misma demostracién reemplazando la igualdad (2.20) por

x-U U xp

A€V weR/(™) (a)
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Al igual que en las secciones anteriores, deducimos lo siguiente con respecto a la ausencia
de mixing de esta clase de sistemas:

Corolario 2.47 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli simple, propiamente ordenado
y de rango finito. Sea (X,T) el sistema de Bratteli-Vershik dado por B. Si existe C' > 0 tal
que Yuey, |IR™(a)| < C para una infinidad de n, entonces (X, B, 1, T) no es miving para
ninguna medida T'—invariante L.

DEMOSTRACION. Basta recordar que como (X, T) es de rango finito, tiene un niimero finito de
medidas ergddicas que, por el Teorema 2.43, sabemos que seran parcialmente rigidas y luego
se concluye gracias a la observacion 1.7. O]

En lo que sigue listamos una serie de ejemplos en los que estos criterios son relevantes.
Muchos de ellos vienen motivados por la codificaciéon de sistemas con origen geométrico.
Estos sistemas son S—adicos, pero por las mismas razones citadas varias veces en esta tesis,
se pueden ocupar los resultados de forma directa.

Ejemplo De [BBY22, BST20] rescatamos las substituciones de Jacobi-Perron. Estas substi-
tuciones son dadas por tuplas de enteros (a,b) en la malla K = {(a,b) e N>: 0 < a < b,b # 0}

1 — 2
Oapb - 2 = 3
3 — 12230

Denotamos S;p al conjunto de las substituciones de Jacobi-Perron. Luego si 0,4, 0cq € Syp
tenemos que

1 — 3
Oap©O0cd:y 2 + 12430
3 = 239(1223%)¢
Sea ahora una secuencia ¢ C S;p y n > 1 arbitrario, si 0,41 = 0ap ¥ 0 = 0cqd ¥
suponemos que a # 0 entonces

R™ (1) C {273%1,23%23°1, 22331, 2°3%323°1}
R™(2) C {2,3%2,3%12,3°32, 3312}
R™(3) C {3,13,23,1223}
Para lo anterior podemos notar primero que como (a,b) € K, b > 1y, por lo tanto,
11,21 € L™ para todo m > 1. Asi, si suponemos que hay una infinidad de o,, = 0,, 5, tales
que a, # 0, entonces tenemos que los conjuntos de las palabras de retorno de cada letra tiene

cardinalidad finita y, por lo tanto, {2(o) es parcialmente rigido con respecto a cualquiera de
sus medidas ergddicas (con constante al menos v = 1/12).

Ejemplo Otros sistemas relevantes son los sistemas de Cassaigne-Selmer dados por Scg =
{71, 72} donde
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ars q ar b
b ac b3 ac
e b e ¢

Se puede notar que para toda letra ¢ € {a,b, c}

a Ty ov(f) bE 0y 0m(f)

c C y2072(f) b C 1072 072(f)
a & vy 0v207(f) bE ypov 0y 0m(l)
cC v 071 07%(f) b y1 072071 072(f)

Con lo anterior se demuestra que para toda letra £ € {a, b, c} existe una constante C' > 0
y una infinidad de n € N tales que |R™(¢)| < C

Mostremos un solo ejemplo, sea o C S¢g tal que 0, = 71 ¥ 0,1 = 71, luego siw € R™(a),
entonces es claro que existe £,¢' € {a,b,c} tales que aw C 0,0,.1(00') = ('), ya que a
aparece tanto en 72(£) como en ~2(#). Con ello |R™(a)| < 321il. Asi podemos concluir
usando el Teorema 2.43.

Ejemplo (Shifts dendricos) Finalizamos esta seccién con una familia de subshifts particular:
los sistemas dendricos.

Estos sistemas tienen una serie de propiedades muy interesantes que son citadas sin de-
mostracion de [DP22; Capitulo 7). La idea es que gracias al Corolario 2.45 se puede asegurar
que para €2 un shift dendrico en un alfabeto A tiene medidas ergddicas W—rigidas:

Para definir los sistemas dendricos, debemos primero construir el grafo £q(w), asi sea {2
un sistema simbolico sobre el alfabeto Ay w € L£(Q2), denotamos

Low)={aec A:aw e L(N)}
Ro(w)={be A:wbe L(Q)}
Eq(w) = {(a,b) € Lo(w) x Ro(w) : awb € L(Q)}

Con ello se define el grafo de extensién de w, que denotamos Eq(w), como el grafo bipartito
cuyo conjunto de vértices es la unién disjunta de Lg(w) y Ro(w) y cuyos arcos son los
elementos de Fq(w). Cuando no hay ambigiiedad denotaremos a estos conjuntos L(w), R(w),
E(w) y £(w) en vez de Lg(w), Ro(w), Eq(w) v Ea(w).

Cabe destacar que nada asegura que L(w) y R(w) sean disjuntos, por lo tanto, para la
construccién de E(w) lo que se hace formalmente es una copia de ambos conjuntos que se
denotan 1 ® L(w) y R(w) ® 1 y asi se fuerza a que los conjuntos sean disjuntos.

Definicién 2.48 Decimos que un subshift Q es dendrico si para todo w € L(Q), el grafo
Ea(w) es un drbol. Si ) es dendrico, decimos que L(2) es un conjunto dendrico.

Resulta que varios sistemas relevantes son dendricos, en particular los sistemas Sturmianos
y, mas generalmente, los de Arnoux-Rauzy.
En lo que sigue enumeramos una serie de propiedades que cumplen estos sistemas y que
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estan lejos de ser triviales de constatar en la definicién. Sea {2 un shift dendrico y minimal
en el alfabeto A con A C L(2) y |A] = d > 2 podemos asegurar que

1. Para toda palabra w € L£(£2), el conjunto Rqo(w) es base del monoide libre A*. En
particular, |Rq(w)| = d.

2. En un alfabeto A, se define la familia de automorfismos elementales como la familia que
contiene a las permutaciones en A y los automorfismos de la forma

ab si c=a 5 ba si c=a
Qap(c) = { . Y Qap(c) = { .

c st c#a c si c#a

A dicha familia la denotamos S, y podemos asegurar que (€2, S) puede escribirse como
un sistema S,—&adico primitivo. Mas ain, si 7 = (7, )nen € Se es la secuencia directiva,
se tiene que para todo n > 1, Q(T”) es dendrico para el mismo alfabeto A.

3. Ademas, dicha escritura S—adica es conjugada topolégicamente a su BV-representacion
natural.

Con esas tres propiedades se puede asegurar que

Proposicién 2.49 Sea (Q2,5) un sistema dendrico y minimal en un alfabeto A con |A| =
d > 2, luego toda medida ergodica p es d%—m/gida.

DEMOSTRACION. Por el punto 2 y 3, podemos considerar el diagrama de Bratteli propiamente
ordenado dado por la secuencia = (7,,)nen € Se. Luego, todo sistema le) es dendrico y
minimal en el alfabeto A (nuevamente por el punto 2). Asi por el punto 1 tenemos que
VYa € A,n>1 |R™(a)| = |A| = d y gracias al Corolario 2.45 se concluye lo deseado. O

Observacion 2.50 Se sabe que todo shift dendrico tiene complejidad sublineal, por el resul-
tado de [Cre22] es directo mostrar que los sistemas dendricos son parcialmente rigidos. Sin
embargo, con la demostracién anterior, se entrega una cota inferior a la constante de rigidez
de los sistemas dendricos (d, > d~?) y dicha constante solo depende de la cantidad de letras
del alfabeto A (|.A| = d), lo cual destaca una caracteristica especial de los sistemas dendricos.

2.3.4. Criterio de la matriz repetida infinitas veces

En esta seccién se entrega uno de los criterios mas simples verificar para asegurar que un
sistema de Bratteli-Vershik (medible) es parcialmente rigido y que involucra solamente a la

secuencia de matrices { M gl)}nzl. Esto es consecuencia del criterio de las palabras de retorno
de la seccién anterior (Teorema 2.43). Para lo que sigue vamos a introducir una notacién que
solo se usard en esta seccion, pero que es util para la demostracion:

Definicién 2.51 Para B = (V, E,<) un diagrama de Bratteli ordenado cuya familia de
matrices de adyacencia es {M™},>1, denotamos

(™ =2 max > M
u€Vni1 vEV, 7
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Observacion 2.52 Otra manera equivalente de escribir la constante anterior es

(™ =2 max |Tf(u)|
uEVp41

Resulta que (™ es una cota natural para la cardinalidad de Rg) (v) en una gran cantidad
de casos:

Lema 2.53 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado. Para un nimero entero
n> 1y una letra a € V, fijos, si M{") > 1 para todo u € V,,;1 entonces, |Rg)(a)| <.

*

DEMOSTRACION. Sea x € X arbitrario y 7, : V7., — V;* el morfismo que se lee en B en el
nivel n. Luego sea u € V,,11 tal que u = r(z,,41), escribimos:

To(Uu) = vivg -« - g

u

Sea e; tal que z,,1 = e;, es decir x pasa por la arista e; entre el nivel n y n + 1, como
T € XC(L”) es claro que s(e;) = v; = a. Luego si existe i < j < k, tal que v; = a, entonces se
tiene que x € 5%“,,,%, donde claramente |v;v;11 - --v;| < (™ y v vj € R™ (a).

Ahora bien si e; es la ultima arista tal que s(e;) = v; = a, es decir, si i < k, es tal que
vi=aywv; #a Vi <j <k, entonces se tiene que después de pasar por v;; Vo - - Uy, S€
salta a otro vértice 4 € V11 (que podria ser u nuevamente pero no necesariamente lo es).
Luego escribimos:

Tn(ﬂ) = ’171172 o Uks

U

Sabemos que a ocurre en 7, (@) (pues M{") > 1 para todo u € V1), por lo tanto, sea
1 < ¢ < kg la primera ocurrencia de a, con ello se tiene que si w = v;V;41 - - - Vg, V109 - - - Uy,
entonces x € X(™. Para concluir es claro que |w| < (™ y, como con ello se tienen todos los
casos, se concluye. O]

Observacién 2.54 Recordamos nuevamente que M) > 1 es equivalente a |7,%(u), > 1

Con ello podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.55 Sea B = (V,E,<) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango
uniforme d. Sea (X,T) el sistema de Bratteli-Vershik dado por B y p una medida ergédica.
Si existe una matriz M que cumpla que para un vértice v € W, es tal que M,, > 1 para todo
u € {1,...,d} y tal que se repite una infinidad de veces en la secuencia {M™},cx, entonces
(X, B, 1, T) es parcialmente rigido.

DEMOSTRACION. Directo del Teorema 2.43, del Lema 2.53 O

Con ello se tienen dos corolarios, el primero es un poco técnico, pero util en ciertos casos
(ver ejemplo més abajo) y el segundo es quizés el resultado més importante de la seccién
porque las hipotesis son simples de chequear.

Corolario 2.56 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado de rango uniforme d
y bueno. Sea (X, T) el sistema de Bratteli-Vershik dado por B y T la secuencia directiva que
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se lee en B. Si existe un conjunto substituciones oy, ...,04 que cumplen que |oq(u)|, > 1 para
todo a € {1,...,d} y tal que se repiten una infinidad de veces en T, entonces (X, B, u,T) es
parcialmente rigido medida ergodica p.

DEMOSTRACION. Para p medida ergédica, basta usar o, con v € W, y el Teorema 2.55 con la
observacién 2.54. ]

Corolario 2.57 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, de rango uniforme
d y bueno. Sea (X,T) el sistema de Bratteli-Vershik dado por B. Si existe una matriz es-
trictamente positiva M tal que se repite una infinidad de veces en la secuencia {M™},cx,
entonces (X, B, u, T) es parcialmente rigido para su inica medida invariante p.

DEeEMOosTRACION. Directo del Corolario 2.56. OJ

Observacion 2.58 Que el sistema del tltimo corolario sea tinicamente ergddico puede leerse
como consecuencia de [Vee78] y [BKMS13].

Ejemplo Un ejemplo en el que se usa directamente el Corolario 2.56 es en el de la familia
de substituciones de Arnoux-Rauzy (ver [ACFH21]) con 3 letras que se pueden escribir como
sistemas S—adicos con substituciones en Sqr = {ay, ag, a3} donde

a1 g as
ar—a ar—=ba ar>ca
b ab b3 b b s b
a1 a2 a3
c— ac c— be c—>c

Por reconocibilidad (ver seccién 1.2.6) las secuencias directivas en Sqgr dan origen a un
sistema Sqr—adicos conjugado en medida al sistema de Bratteli-Vershik dada por la misma
secuencia. Con ello, si cada substitucion a; € Sag se repite una infinidad de veces en la
secuencia directiva, entonces se cumplen las hipotesis del Corolario 2.56 donde o, = g,
o, = as y 0. = az. Asi se concluye que toda medida ergddica de dichos sistemas sera
parcialmente rigida.

Finalizamos con la versién mixing del Corolario 2.57:

Corolario 2.59 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli simple y propiamente ordenado,
de rango finito. Sea (X,T) el sistema de Bratteli-Vershik dado por B. Si existe una matriz
estrictamente positiva M tal que se repite una infinidad de veces en la secuencia {M"™},en,
entonces (X, B, u, T) no es mizing para ninguna medida T —invariante fi.

DEMOSTRACION. Directo del Corolario 2.57 y de la observacion observacion 1.7. O]
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2.4. Ejemplo que no cumple los criterios

Llegado este punto, es claro que hay poco espacio para que un sistema de Bratteli-Vershik
de rango finito posea una medida ergodica que no sea parcialmente rigida. Si alguien quisiera
construir explicitamente un sistema que no sea parcialmente rigido, este no podria cumplir
ninguno de los criterios anteriores.

En esta seccién construimos un sistema que no cumple ninguno de los criterios de la seccién
2.3, pero que no sabemos si deja de cumplir el Teorema 2.23. El objetivo es dar una idea
de lo raro que tendria que ser un hipotético sistema de rango finito que no sea parcialmente
rigido:

Ejemplo Vamos a escribir primero todo de una forma general, para que se entienda la
naturaleza de los resultados y, al final del capitulo, se presenta el sistema de forma explicita.

En lo que sigue suponemos que B = (V, E, <) es un diagrama de Bratteli propiamente
ordenado y simple. Més atin suponemos que las matrices de adyacencia M ™ son positivas.
Generalmente, vamos a usar el abuso de notacion V,, = V,,_; = {a, b}, pero cuando sea nece-
sario hacer la diferencia escribimos V,, = {a(n),b(n)}. Ademas, fijamos (X,T) = (Xp,Tp) y
T = (Tn)nen la secuencia que se lee en B con 7y del tipo gorro (es decir B es simple-hat).

Como consideramos solamente 2 vértices por nivel, distinguimos F, = A, UB,UC,UD,,
donde A, = E(a(n),a(n + 1)), B, = E(b(n),a(n + 1)), C,, = E(a(n),b(n+ 1)) y D, =
E(b(n),b(n + 1)). Por tltimo notemos que

M — < 1Ta(a)]a [Ta(@)s ) _ ( |Anl Byl ) _. < an by )
1T (0)|a |70 (D)]b |Cnl| | Dyl Cn dy
Ahora bien, si tomamos una medida ergddica en (X, T"), como estamos tratando de analizar
los casos donde la parcial rigidez podria fallar, lo primero es suponer que el diagrama no es

de rango exacto. Con ello, sin perdida de generalidad fijamos que W, = {a}, por lo tanto, se
tienen los siguientes limites:

donde el primer limite implica que

1= nhﬁrgD ,u(X(gn) N Xé"ﬂ)) _ ggoﬂ ( U [G]X) (2.21)
ecA,

Si se quisiera trabajar este tipo de sistemas en detalle habria que considerar dos casos:
primero, cuando (a,)nen tiene una subsucesién acotada y segundo, cuando (ay)nen diverge.
No es dificil demostrar que cuando se esta en el primer caso y la subsucesion (ng)reny cumple
que a,, > 2 para todo k € N, entonces el sistema es parcialmente rigido. Basicamente las
aristas en A,, tendrian todo el peso y al ser finitas se podria acotar inferiormente la constante
de parcial rigidez 9,,.

Por lo anterior, es necesario suponer que (a,)nen diverge, lo cual via telescoping puede
reemplazarse por la hipdtesis que (a,),en €s una sucesion estrictamente creciente.
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Figura 2.1: Construccién rango 2 problemético

Asi suponiendo que (a,)nen €8 una sucesion de enteros estrictamente creciente, se tiene
que
n—r0o0,
Ay —— 00 (2.22)

Si se restringe un poco el analisis para aproximarnos al ejemplo que queremos mostrar,
consideramos que (¢,)neny =1y (dy)neny = 1 (ver Figura 2.1), es decir,

M(n) _ (7% bn
1 1
Notemos que si suponemos que existe K € N tal que b, < Ka, entonces existe k €
{0, ..., K} tal que

1
pX0,) 2 p(X N X{)

abka a

Con lo que, por el Teorema 2.14, (X, B, p, T') serfa +—rigido (ver limite (2.21)). Esto se
debe basicamente a que por la desigualdad anterior, para algun k € {0, ..., K} se tiene que
cumplir que ab*a tiene que leerse al menos |%2] veces en 7,(a) y, con ello, al menos | %]

cilindros [e]x con e € A, serian subconjunto de ng,ga.
Por lo tanto, suponemos que:

% n= g (2.23)

Cabe destacar que las alturas estan dadas por A"+ = a, b0 +b, h{™ y b = h{m +n{™,
con lo cual, como a, — oo queda claro que
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h(”) .
b ) (2.24)
hi

Asi, ya podemos notar que se incumplen las hipdtesis del Teorema 2.28. Ahora debemos
notar que en esta familia el no ser de rango exacto no es gratis:

W,={a} < lim ,u(XlSn)) =0

n—00

L —
& lim h(n+1)u(Xa ) + h(n+1)M<Xb ) [=0
a b
esto tiende a 0 por (2.24)
bnh(n)
< lim o) b (n),u(X(gnﬂ)):O
=00 g hi 4 b, Al
, 1
om0
L+ s
a,h{
< lim T = 00
n—>00 bnhl()n)

Donde en la cuarta equivalencia se utiliz6 que de derecha a izquierda es trivial (dado que
((X ")) en es una sucesién acotada) y de izquierda a derecha que como a € W, sabemos
que existe n > 0 tal que u(X"+Y) > para todo n. Ahora estudiamos ese tltimo limite:

L hi)
lim “nte (2.25)
n—00 bnhz(;n)
Notemos lo siguiente:
hgn—l)
O Y Y )
n) ) n—1 n—1 = (n—1)
O I R =
b
Anan— a h(nil)
- b ! + ﬁb”—lhgnfl)
o h("_l)
W +1
(n—1) (n—1)
pGp—1  Qpbo_1 hy hy,
~ b, + b . =) pues pr=y —0

Ahora bien, queremos que lo tltimo converja a infinito y para ello, al menos uno de los
dos sumandos tiene que converger a infinito. Supongamos que el segundo sumando lo hace y
recordemos que por (2.25) tenemos que
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lim -y

n—o0

@ — 0
anflha

Luego

boahy™  apb, BTV b,

an,lht(znfl) B bn . ht(znil) 'an—lan
—_———
—0 —oo

n—r0o0
Por lo tanto 71 —— 0. Con ello, volviendo a la expresion original, vemos que cuando
TL ’ﬂ

el segundo sumando converge a infinito implica que el primer sumando también. Por lo tanto,
si se cumple (2.25) también se va a cumplir

anZn—l n— 00 00 (226)

Quizas sea interesante destacar que como (an)nen es creciente, esto implica que necesitamos

por una parte que * — 0y a la vez que o — 00, lo cual reduce bastante los candidatos.

Otro criterio que se podria aplicar para "demostrar que un sistema es parcialmente rigido,
es el de las palabras de retorno (Proposicién 2.42) que en este caso serfa que si [R™ (a)| < C,
entonces (X, T, ) es parcialmente rigido. Ahora bien, en este caso nos podemos concentrar
solamente en las palabras de retorno w que aparecen en 7,(a), puesto que esos seran las
que podrian engendrar torres del tipo X éZ) que tengan peso. A ese conjunto lo llamaremos
Rg")(a) C R™(a). Para que no se cumpla el criterio entonces se tiene que cumplir que

= IRM(a)] 2225 .

Notemos que las palabras de retorno en este caso son todas de la forma b*a con abfa € L™
Por lo tanto, para que se lean z, palabras de retorno en 7,(a) tienen que existir z, valores
distintos de k, tales que ab*a C 7,(a) y, en particular, tienen que haber al menos z, letras a,
con ello:

Zn—1

Z k= (e = 1) < b, (2.27)
2y < ay (2.28)

Es interesante notar que no se puede alcanzar la igualdad en (2.28) pues al juntarla con

2
(2.27) quedaria que a2 — a, < 2b, lo que contradiria que = =0y Z—” — 00. Con ello la
desigualdad en (2.28) tiene que ser estricta, mas atin, bajo la misma argumentacion, se tiene

que cumplir que

Znono ) (2.29)

Qn

Ahora si con todo el analisis anterior podemos construir el siguiente ejemplo dado por T
de la forma
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*

T Vo = V)
To(a) =(ab’ab® - - - ab" ) (ab® - - - ab" T ab?) - - - (ab" T ab® - - - ab™)

To(b) =ab

Dicho sistema cumple que

ap=n
b ~ n*(n+3)
2
Zn =T

satisfaciendo cada una de las desigualdades (2.22) - (2.29)

Notemos ademas que para este sistema de Bratteli-Vershik tampoco se puede cumplir la
desigualdad (2.2) del Teorema 2.14, es decir, para toda sucesién de palabras (w(n)),ey en
C{a,b}* se cumplira que:

p(x™ 1y 22 (2.30)

w(n)

En efecto, si algunas palabras de la secuencia (w(n))neny comienzan con b, entonces la
torre X u(f(lzl) CX ,ﬁ"), pero sabemos que (X é")) 2%, (0. Supongamos entonces que la palabra
empieza con a, notemos que en el lenguaje del nivel n > 1 no se lee la palabra aa, por lo
tanto (X () = 0. Vemos que aR™(a) = {aba, ab?a, ..., ab"a, ab"a} y que por lo tanto no
se cumple el Teorema 2.43.

Maés atn, para el caso aba, por la forma de las substituciones tenemos que X, Sgg cxMn
XIS"H) y por la misma razén de antes su medida converge a 0. Finalmente, para ab*a con
2 < k < n+ 1 notamos que

n

X(EZ’za = U [ei+5n]X
1,6=0,
i+¢ modn = k—2

donde los e; son las aristas de A,, = {eg < e; < ... < e,2_1}. Con ello

n n n .

SRS

Con lo que nuevamente se irfa a 0. Por dltimo, si ahora w(n) es cualquier palabra que
empieza y termina con a, sabemos que se va a poder escribir como w(n) = awjws - - - w, con
w; € R(a), por lo tanto, gracias a la Proposicién 2.6, quedaria que:

u(XU0) < (X))

n awl

y con ello, también tenderfa a 0. Con lo que se concluye (2.30), por lo que si fuera par-
cialmente rigido la tinica herramienta que queda para demostrarlo es el Teorema 2.23, pero

no queda claro como formar conjuntos X [(:f()n)]n lo suficientemente grandes.
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Observacion 2.60 En el ejemplo anterior el orden es importante, puesto que si escribimos

*

on Vi =V
on(a) =(ab’ab®- - - ab" )"

on(b) =ab

Esto daria origen al mismo diagrama pero con un orden distinto. Mas atn, se seguiria
teniendo que:

ap, =N

b ~ n*(n+3)
" 2
Zn = N,

pero se puede demostrar que es rigido, puesto que si ordeno A, = {eg < e} < ... < ep2_1}

con el orden inducido, queda claro que los primeros n? — n cilindros [e;]x cumplen con ser

subconjuntos de X" donde w(n) = ab®ab®- - - ab™ta, pues cumplen que
[w(n)]n

(n) | n(n+3) 4 (n)
iZ‘W’Lh(;L + 3 hbn [ez]X _ [ez+n]X g X((ln)

Con ello, como todos los cilindros [e;]x pesan lo mismo, queda que

2 _
Mo —

()] . :U’(Xén) QXC(LTL+1)) n—00 1
n n

Y se concluye usando el Teorema 2.23.
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Capitulo 3

Rigidez en sistemas simbdlicos

En este capitulo se centra en la rigidez de ciertos sistemas de Cantor, particularmente
para subshift linealmente recurrentes y para sistemas substitutivos.

Las propiedades del capitulo son, en su mayoria, consecuencia del Corolario 2.25. Como
se trabaja sobre todo en el contexto simbélico, los resultados del primer capitulo que ligan a
los sistemas de Bratteli-Vershik con los sistemas simbdlicos juegan un rol muy importante.
A lo largo de este capitulo se entiende que los shifts de rango finito son aquellos sistemas
simbdlicos (£2,.5) que tienen una BV-representacién medible B = (V, E, <) de rango finito y
bueno.

Ademas, se usa una notacién que es muy comun cuando se trabaja con palabras finitas
en un alfabeto finito A la cual consiste en considerar la operacién concatenacién como una
operacién de grupo: para una letra a € A escribimos a~! al elemento tal que aa™! = a 'a = ¢
con ¢ la palabra vacia. A su vez, para una palabra w € A* escribimos w™! de tal forma que

ww™t = w lw = € y que se puede escribir en funcién de sus letras de manera obvia.

3.1. Rigidez en shifts de rango finito

Comenzamos esta seccién escribiendo una condicién necesaria para que un sistema sea
rigido:

Proposicion 3.1 Sea (£2,5) un shift sobre el alfabeto A, minimal y de rango finito. Sea
ademds v una medida ergodica y rigida para S, entonces

V( U [w]n)] =1 (3.1)
WECLm (Q)

DEMOSTRACION. Sea (X,T) = (Xp,Ts) el sistema de Bratteli-Vershik que es conjugado (al
menos en medida) a (£2,.5) dado por B = (V, E, <) de rango finito y bueno. Por el Corolario
2.25 sabemos que existe una sucesion (w(n) € CLM™), ey tal que

lim sup
m— o0

lim sup N(X[(:;L()n)]n) =1

n—o0

Para un n fijo, consideremos ¥ € [w(n)], y fijamos ¢ = o[y, (¥1)], donde & = (0 )nen
es la secuencia que se lee en el diagrama de Bratteli B. Para 0 < k < ¢ denotamos pﬂl’n al

k—esimo prefijo de oy (91) (ie [py""| = k y es prefijo de oy (91)) y denotamos s, al
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J1,n

k—esimo sufijo de a79,,) (1) (ie [s)*"| = € —k y es sufijo de oy (91)). Notar que py*" v s,
son la palabra vacia.
Luego tomando ¢g : (X,T) — (€2, 5) la conjugacién natural se tiene que:

do(X5") € U [wlo
weCy
donde  Cj = {(p*"™) o () (s 0 < k <} C A

Notar que las palabras de Cj son aquellas representadas en azul en el esquema siguiente:

o0,n) (Y1) a[0,n) (¥1)
opo,n) (V) = @oay - - - Qr—1 AxQrtr - - Gp—1 Tpo ) (Vo - - Vygj—1) QoG - - - Ap—1Q Qg1 - -+ Qg1
— — N—_— —

v1,n 91,m
Py Sk¥1

De la misma forma tenemos entonces que
¢0(X[w(n)};")) - U U [w]Q (3‘2>
v€lw(n)], weCy

Para concluir hay que notar que por definicién de ~,,, se tiene que si w', w? € Usewmny, Co
entonces w! y w? tienen el mismo largo (que llamaremos m,,) y ademds son palabras completas
(empiezan y terminan con la misma letra). Es decir,

we |J Cy=welLl,,(Q) (Yn>1)
vefw(n)]

Y por lo tanto

1 = limsup p(Xp(ny,) < limsup v ( U U [w]g)
n—oo

oo Dew(n)], weer

< limsup v ( U [w]sz)
()

n—reo WECLm,,

]

Observacién 3.2 Dada la demostracién anterior, se puede caracterizar la subsucesiéon (1, ),en
tal que v (Uwecﬁmn @) [w]Q) 7% 1, en efecto

My =1+ [070,n) (w1 (n)wa(n) - - - Wiy -1(n))]|

En particular, cuando el diagrama de Bratteli es estacionario, es decir, o, = ¢ para todo
n (con o una substitucion), entonces

My, =1+ |o"(wi(n)wa(n) - - Wy -1(1))]
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En algunos casos de interés, ver ejemplo de la secuencia de Fibonacci en la seccion 3.3, se
podra asegurar que m,, = 1 + |0"™(a)|, es decir, podiamos elegir w(n) = aa.

3.2. Rigidez en shifts linealmente recurrentes

Decimos que un shift (2,.5) es linealmente recurrente si es minimal y existe K > 0 tal
que para todo u € L(2) y toda palabra de retorno por la derecha w de u se cumple que
lw| < K|u|.

En [DP22, capitulo 6] se construye una BV-representacion para los shift linealmente que
resulta ser simple, propiamente ordenada y cuyas matrices {M é")}neN son positivas y perte-
necen a una familia finita de matrices, es decir, son linealmente recurrente en el sentido del
capitulo 1. Con ello podemos usar los resultados de [CDHMO03] como la tnica ergodicidad y
otras desigualdades tutiles.

En este tipo de sistemas, la rigidez se observa directamente en el lenguaje:

Teorema 3.3 Sea (2, S) un shift minimal linealmente recurrente y v su medida invariante.
Si v es rigida para S, entonces

1 go(m)
1m sup

Con pa(m) = |Ln(Q)] y ga(m) = [CLM ()]

—1 (3.3)

Para demostrar este teorema usamos el siguiente lema que puede ser de interés en si mismo

Lema 3.4 Sea (£2,5) un shift linealmente recurrente y (W, )nen C L(Q) una secuencia de
conjuntos con palabras de largo n (es decir w € W, = |w| = n). Para una subsucesion
(ng)reny € N se cumple que

W, 0o . : Y
W | L N y solo si v U [w]o =0
pa(n) wEWn,

DEMOSTRACION.
Notemos que como (£2,5) es linealmente recurrente, existe L > 0 tal que

Yu,w € L,(0), v([ulo) < Lv([w]g) (3.4)

Sillamamos wy,, u, € L,(€) tal que v([w,]o) = maxyer, @) v([wla) y v([un]o) = mingez, @)
v([w]g), tenemos que
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1/( U [w]g) = VUew, [wo) dividiendo por 1

V(Uweﬁn(ﬂ) [w]a)
|Wn|’/([wn]ﬂ)
Lo () ([unle)
Wl v(fwal)
= @] o((wale)
A
B LPQ(")

IA

por (3.4)

Asi si ;QW(Z’; ‘) — 0 entonces v(Uyew,, [w]o) — 0. De igual forma

V(UwGWn[w]Q) e e 1s
v (wg% [w]ﬂ) PUner, o [wla) dividiendo por 1
[Walv([un]o)
— La( Q)] ([wnle)
~ LIL(Q) v([un]a)
_ 1 W
n Lpg(n)

por (3.4)

Wn
Wl ),

Asi si I/(UweWnk [w]g) — 0 entonces o

DEMOSTRACION. (del Teorema 3.3)
Por la Proposicién 3.1 como v es rigida se tiene que

R
)

weCLy,

Con ello, al considerar W, = L, (2)\CL,, (2), por el Lema 3.4 queda que

lim ’Wk|

k- po(nk) -

(Wil ao(ne) _
pa(nk)  pa(ng)

Luego como 1 para todo k£ > 1, se concluye el resultado.

A partir de ahora gq(n) siempre se refiere a la cardinalidad del conjunto CL,(€2) con
(€, .5) un sistema simboélico y po(n) es la cardinalidad del conjunto £, (£2) que es usualmente
conocida como la complejidad del sistema. Cabe destacar que el limite sefialado anteriormente

solo se alcanza en el infinito, més precisamente:

Proposicién 3.5 Sea (2,S) un shift y L(2) su lenguaje. Si existe m € N tal que CL,,(£2)

L,,(2) entonces L(2) es finito y por lo tanto Q es finito.
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DeMOSTRACION. Tomemos m tal que CL,,(2) = L£,,(€2) y una palabra 9 = ajas - - - a,, € L, ()
arbitraria y veamos que es unicamente extensible por la derecha. Supongamos que b € A
cumple que ¥b € L(), eso implica que as---a,b € L,(2) y, por lo tanto, as---a,,b €
CL,,(Q) y asi b= ay con lo que se concluye. O

Ejemplo Gracias al Teorema 3.3, estamos en condiciones de demostrar que el subshift de
Thue-Morse no es rigido (de hecho en la seccién 4.2.1 se demuestra que su constante de
parcial rigidez es 2/3). Recordemos que el subshift de Thue Morse (§2(¢), S) viene dado por
o:a+>ab,b— ba.

Si escribimos p(n) = |£,(0)], ¢(n) = |CL,(0)] v G(n) = |Ln(0)| — |CL,(0)|, entonces

p(2n) = p(n) +p(n +1)

q(2n) =q(n) +q(n+1)

q(2n) = q(n) + q(n +1
p(2n+1) =2p(n+1)
q2n+1) =2¢(n+1)
g(2n+1)=2q(2n+1)

Esto es directo del hecho que si v € CL,,41(0) entonces v = xv'z (con x € {a,b},v" €
L, 1(0)), luego v da origen de manera tnica ? alas palabras 270 (v')2ZT € Loy, 2(0)\CLoms2(0)
, 2o (V) x, To (V' )2T € CLopy1(0) y To(v' )z € Lon(0)\CL2 (o). Donde se uséd la notacién
r =a < T =b. Lo mismo se puede hacer para el caso v € L,,11(c)\CL,+1(0). Por lo tanto
para saber los valores de p(n),q(n) y g(n) basta saber que p(2) = 4,q(2) =2y g(2) = 2
(pues Lo(0) = {aa, ab, ba, bb}).

Afirmacion: para todo n > 2 se tiene que

1 < M <
37 p(n) ~

En efecto, por induccién (fuerte) supongamos que es verdad para todo k < 2n y demos-

trémoslo para 2n y 2n + 1. Para el caso 2n, primero notemos que si «, 5, 7,7, s, s' positivos

cualesquiera con a < < By a< 75"—: < B entonces a < gig: < S, por lo tanto,

[GSRR )

L_g)tgntl) _2 1 _glw) _2 1 _qn) _2
37 p(n)+pn+1) — 3 37 p(2n) — 3 37~ p(2n) ~ 3
El caso 2n + 1 es mucho mas simple, pues ZE;ZE; = ZEZ}:; Con ello, la sucesién (}%)%N

vive acotada en el intervalo [1/3,2/3] (con lo que no puede converger a 1) y por el Teorema
3.3 se concluye que el shift de Thue-Morse no es rigido.

Vamos a terminar esta seccién con el siguiente lema:

2 En la seccién 4.2.1 esto se estudia més formalmente
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Lema 3.6 Sea (X,T) un sistema de Bratteli-Vershik linealmente recurrente y p su inica
medida invariante. (X, B, u,T) es rigido si y solo si existe (w(n) € CL(N))nen tal que

(Bl (1))

lim sup =1 (3.5)
novoot (i(B(n))
donde By, (n) = Uwelwm)] By(n).
DEMOSTRACION.
Sea la subsucesiéon ' C N tal que
Bw n
li P Been () _

2y w(B(n))

Supongamos que d es la cardinalidad maxima de vértices por nivel del diagrama de
Bratteli (es claro que d < oo puesto que el diagrama presenta un ndmero finito de
matrices). Mas atin, como estamos trabajando via subsucecién, podemos suponer que
V,, tiene la misma cardinalidad d para todo n € N (escribiremos V,, = A = {1, ...,d}).
Veamos que aquello implica que

: m \_
A, 1 Xoy) =1

De lo contrario, si denotamos C,, = X\ X [(5()”)] tendriamos que salvo subsucesion existe
una constante p > 0 tal que u(C,) > p. Luego existe (a,)nen C A tal que

1(Cr N Xc(z:)) >

QUID

Podemos suponer (via subsucesién nuevamente) que para todo n € N, a, = a para
cierta letra a € A. Como X [(5()”)] N X es una unién disjunta (posiblemente vacfa) de
subtorres de X (™ queda que C,, N X (™ también es una subtorre de X (™ asi

p
1(Cr N By(n)) > T

Luego usando la lineal recurrencia, sabemos que existe L > 0 tal que h{ < th()n) para
todo n. Asi

#(Cn N By(n)) > _P 1 _Pr 1
p(B(n)) — — dn{” w(B(n)  dpiY s>, 4 u(By(n))
p 1 p

>

d LY yeuh u(By(n)) Ld

(CnNBga(n)) neN 0
w(B(n)) n—o00 ’

lo cual es una contradiccién con el hecho que £
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(es exactamente el mismo razonamiento)

Partamos ahora de que por el Corolario 2.25 existe una secuencia (ng)ren tal que
(X [(o?(k,zk)]) — 1 y supongamos rumbo a contradiccion que

B, (1)
lim inf
k=00 w(B(ng))

Con ello si consideramos C,, = B(ny)\ By, (1) queda que

=p<l1

limsupwzl—p>0

koo (B (1))

Sea entonces A,, = C,, N By(ng) con a el vértice (via subsucesion) que cumple que
Midng) > 1op (con d como antes). Ahora bien A,, es la base de una subtorre
W(Bg) = d o k

de X(™)  dicha torre es el conjunto Tn, = U?;Ok -1 T'A,, que por construccién estd en

el complemento de X [(L:L(’“n)k)]. Luego

lim sup,,

L—p _ .. R p(Any)
0 < ——— < limsup ¢ g
d = h u(B(ng))
< limsup L [i(z;”“) = L - limsup u(7,,)
e TS T B

HBloting () koo,

Como T,, € X\X () . llegamos a una contradiccion y asi B

[w(nk)ln

3.3. Estudio rigidez en shift de substitucion

En esta seccién nos concentramos en un caso particular de los shifts linealmente recurrentes
que son los shifts de substitucién. Antes de aquello, vamos a definir una nueva relacién de
equivalencia similar a ~,,, pero que es mucho mas facil de observar.

Definicién 3.7 Para un alfabeto finito A llamamos funcion de abelianizacion fy : A* — RA
a la funcion dada por w — (|w]a)aca-

Con ella, para un lenguaje L C A* se define la relacion de equivalencia ~gy en CL dada
por

W & falwwd) = faluu))

y denotamos [wlgo a la clase de equivalencia dada por ~q.

Ejemplo

* abcaa ~qy baach pues

1

abcaaa™! = abca, baacbb~t = baac y
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labca|, = |baac|, =2 ; |abcal, = |baacl, =1 ; |abcal. = |baac|. =1

* Si Q(o) el shif de Fibonacci

[abaaba)oy = CLs(0) = {abaaba, baabab, aababa, ababaa, babaab}

Observaciéon 3.8 Si juntamos esta nocién con la de la seccion 2.2 notamos que Yw,u €
CLM W ~pg = W~y .

A partir de ahora, consideramos o : A* — A*, seguimos denotando (§2(c),S) al shift
generado por o y (X,T) al sistema de Bratteli-Vershik dado por el diagrama de Bratteli
B, = (V, E, <) estacionario generado por la secuencia & = ¢. Vamos a suponer que o es
reconocible y que §2(0) tiene cardinalidad infinita, asi como ya se ha comentado (£2(o), S)
es conjugado en medida a (X,T') para su Unica medida invariante.

Cabe destacar que en este contexto para w,u € CL(0)

W u & falo"(wwy,)) = falo" (uug,))

Observacion 3.9 Como los niveles del diagrama de Bratteli B, son idénticos, se tiene que
LM = £M = £(5) para todo n,m > 1.

Definicién 3.10 Sea w € CL(0), se define C,, el cilindro de la clase de equivalencia de w
en Q(o) como

”LUE[w}oo

Con [wlg = {x € Q(0) : T,jw)) = w} el cilindro dado por la palabra w. Similarmente,

wE[w]n

Con esta notaciéon podemos enuncia el siguiente proposicion

Proposicién 3.11 Sea v la dnica medida invariante para (o), S). Si existe una secuencia
de palabras w(n) € CL(o) tal que

limsup v(Cymy) = 1 (3.6)

n—oo

Entonces (o), B, v, S) es rigido.

DeMOSTRACION. En efecto si (B(m), T,,) el sistema inducido por (X, T) en las bases del nivel
m, fm = gy la medida inducida y ¢y, : (B(m),T,,) — (2(0),S) la conjugacién natural
(m)

oo POT lo tanto

entre ambos sistemas, se tiene que ¢ 'C,, = B

66



1 = limsup v(Cym))

m—0o0
— 1 (m)
N llrrnnjolip 'um(B[w(m)]oo)
(m)
- (Bitn..)
< lim sup (por la obs 3.8)

ol Tu(B(m)

(Bm )

. it
Por lo tanto, lim sup,,,_, ., W

Bomy— = 1y se concluye con el Lema 3.6. O

Ahora vamos a escribir una condicion similar a la de la Proposicién 3.11 pero involucrando
tnicamente las palabras en L£(o), es decir, sin considerar la medida de los cilindros que
engendran:

Teorema 3.12 Si eziste una subsucesion (ng)gen Yy una secuencia de palabras (w(k) €
CL,,(0))ken tal que

|[w(k)]oo| koo,
pa(ne) > 1 (3.7)

Entonces, (2(o),v,S) es rigido (donde v es su tunica medida invariante).

[Wy| k—oo

DEMOSTRACION. Definimos Wy, = £, (0)\[w(k)]oo- Por (3.7) se tiene que oty —— 0y por

Lema 3.4 se tiene que

V( Lgv[w]g) LNy

Luego como v (UwGWk [w]g) + v(Cuky) = 1 para todo k > 1 queda que

lim I/(Cw(k)) =1

k—o00

Y se concluye con la Proposicién 3.11

]

Ejemplo Vamos a mostrar lo que deberia ser una demostracion tipica de rigidez usando el
teorema anterior. La idea seria estudiar ciertos shift de substitucién (o) tales que exista

(nk)keN y (w(k;) € Cﬁnk (U))kEN tal que
* [w(k)loo = CLy, (0)

o da(ng) k—oo
pa(nk) 1

Para ello estudiemos qué sucede con el shift de Fibonacci (en la seccién 3.4, se ve que
todos los Sturmianos presentan un comportamiento similar):

Sea A = {a,b} y ¢ : A* — A* la substitucion de Fibonacci dada por ¢(a) = ab y
¢(b) = a. Sea w(n) = ¢™(b)a que para todo n > 1 pertenece a CL(c), pues ¢"(b)a C ¢™(ba) =
¢"(b)¢"(a) y para todo w € AT, ¢(w) siempre comienza con a.
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Luego notamos que |w(n)| = ¢, + 1 con (@, )nen la secuencia de Fibonacci

Y1 = 1
Yo =
Pn+1 = Pn + Pn—1 n Z 1

Se demostrara por induccién que |CL,,11(¢)| = ¢, ¥ con ello como po(p, +1) = ¢, + 2

queda que ZZEZ:E; = ‘pffﬂ "% 1. En efecto, se verd que |aA*aN Ly, 11] = @n1y [BADHN

Ly, +1| = @n—2. Al mismo tiempo, se demuestra que para todo v € CL,,, 11(¢) |97 0 = @n1
v |97, = ©n_a, es decir, ¥ ~qo w(n).
Por induccién tomemos como caso base @3 +1 =5+ 1:

CLs(¢) = {ababaa, aababa, abaaba} U {babaab, baabab}

lo cual cumple todas las hipdtesis que requeriamos. Luego supongamos que aquello se tiene
hasta n, asi si

*weCL, 1 NbA*D entonces *weCL, +1NaA"a entonces

~ ¢(w) €CL,, 11 NaAa — p(w)b™t € CL,, .1 NaA*a
—al'¢(w) € CL,, ,,+1 NDA*D
Cabe destacar que los tres casos anteriores dan origen a palabras distintas y que cons-

tituyen la tnica forma de crear palabras en CL,, ., +1(¢), por lo tanto, usando la hipétesis
inductiva queda que

CL,. . 41 NaA*al = [CL,, .1 VDA™Y + |CL,, 11 N aA™dl

= Yp-2+ On-1=Pn
|C£§0n+1+1 N bA*b| = |C£§0n+1 N CL.A*CL|

= Pn—1

Ademads, con estas mismas expresiones queda claro que si ¥ € CL,, ., +1(¢), entonces
107 9a = 0n v [97"9]y = @n_1, con lo que se concluye.

En lo que sigue, presentamos un teorema similar al anterior, pero usando la relacién ~,,
en vez de ~g. Este caso es dificil de aplicar, pero también es mas general. Posteriormente,
en el caso de substituciones de largo constante, se deduce un criterio muchisimo mas simple.
Para ello, es necesaria una ultima definicién

Definicién 3.13 Para w € CL(0) se define su radio n—esimo r,(w) como

ro(w) = max{|u| : u ~, w}

Y llamaremos P, (w) al conjunto de palabras de largo r,(w) que tengan como prefijo una
palabra ¥ € [w],, es decir,

Pp(w) ={w € L, (o) : TV € [w], tal que ¥ es prefijo de w}
Finalmente denotamos Cp, () = Uwep, w) W]
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Observacién 3.14
CPn(w) = CLL

Esto es directo de que para cualquier palabra w

wle= U e
YELm (0):
w es prefijo de ¢

con m > |w| para que tenga sentido.

Ahora introducimos un lema que es muy similar a la Proposicién 3.11 y cuya demostra-
cién es exactamente igual. La tnica diferencia es que en este caso no es sélo una condicién
suficiente, sino una equivalencia.

Lema 3.15 Sea v la unica medida invariante para (2(o),S). (2(0),v,S) es rigido si y solo
si existe una secuencia de palabras w(n) € CL(o) tal que

limsup v(Cj,)) =1 (3.8)

n—oo
DeEMOSTRACION. En efecto sea (B(m), T,,) el sistema inducido por (X, T') en las bases del nivel
M, fon = Sy 1a medida inducida y ¢y, - (B(m),T,,) — (2(0),S) la conjugacién natural
(m)

entre estos dos sistemas dindmicos, se tiene que ¢, 1C™ = B

por lo tanto,

1 =limsup v(C,,)
m—r0o0

= Lim Sup fim (¢, Clit,y)

m— 00

= lim sup um(B(m) )

msu [w(m)lm

Luego se concluye con el Lema 3.6 (notar que todos los pasos son equivalencias).

Con esto enunciamos la siguiente propiedad:

Proposicion 3.16 (€2(0),S) es rigido con respecto a su iunica medida invariante v si y solo
si existe una secuencia de palabras (w(n) € CL,(0))nen tal que

S 1 C0)]

S () (3.9)

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la observacién anterior, el Lema 3.4 y el Lema
3.15 siguiendo el esquema de demostracion del Teorema 3.12. O]

Como se adelanté anteriormente se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.17 Sea 0 : A* — A* una substitucion de largo constante y v la unica medida
invariante de (2(0),S). Entonces, (2(o),v,S) es rigido si y solo si
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1i go(m)
1m sup
m—oo  PQ (m)

—1 (3.10)

DEMOSTRACION. Si fijamos m > 1, como la substitucion tiene largo constante es claro que para
todo w,¥ € CL,,(0) se tiene que |0™(w)| = |o™(¥)|, por lo tanto, w ~, ¥ (sin importar el
valor de n).

Con ello, para todon > 1y w € CL,,(0) [w]n = CLyu(0) = Po(w) y rp(w) = m (es decir
n no juega ningun rol). Asi queda que:

Pallm)| - ga(m)

limsup ———————~— = limsup
m—oo pQ(Tm(w(m))) m—o0 pg(m)

donde w(m) es cualquier palabra completa de largo m y se concluye con la Proposicién
3.16. =

3.4. Rigidez en sistemas Sturmianos

En esta secciéon se estudia la rigidez de los sistemas Sturmianos. Estos sistemas simbolicos
tienen relevancia historica, puesto que son aquellos que tienen la funciéon de complejidad
n — po(n) mas pequenia posible, es decir, p(n) = n + 1. Estos sistemas cumplen varias
propiedades interesantes y la mayoria de estas puede leer en [MH40, BHZ06, DP22]. Listamos
un par antes de mostrar los resultados:

Primero se sabe que los sistemas Sturmianos coinciden con la codificacion en dos letras de
una rotacién en el toro 1—dimensional T por un irracional a € (0,1). Dicho irracional tiene
una Unica escritura infinita en fracciones continuas de la siguiente forma:

1
“- 1
ay + 1
as + 1
as + 1
(g + %T
donde los coeficientes a; son enteros mayores o iguales a 1. Esto tltimo se denota com-
pactamente como « = [0; ay, ag, as, ...]. Estos coeficiente juegan un rol muy particular en los

sistemas Sturmianos, en efecto, se puede demostrar que si

LO:O'_)Ole()HlO
1 — 01 1 — 1

Entonces el sistema S—adico dado por la secuencia directiva 7 = L3 ' L{2 L L{* ... es el
sistema Sturmiano original. Ademds de [KT64] si llamamos (r,),en & la secuencia dada por
ro =0, = 1,741 = a,r, + 1,1, entonces r,« 7% 0 mod 1, es decir r,, es una secuencia
de rigidez para la rotacién por «, (T, R,). Como (€2, r,S) es conjugado en medida, entonces
también es rigido con la misma secuencia (r,),en.

La idea de esta seccion es primero constatar algo muy curioso sobre la relacion entre la
secuencia (r,)nen v €l lenguaje L£(Q) que refuerzan la idea de que la secuencia (go(n))nen
estd estrechamente relacionada con la rigidez. Ademaés, se demuestra de forma alternativa
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y gracias a un resultado del capitulo 4, que los sistemas Sturmianos son rigidos. Para ello,

en lo que sigue, cuando se hable de sistema Sturmiano, se considera bajo su representacion
S—adica

Teorema 3.18 Sea (2, S) un shift Sturmiano dado por o = [0;ay, as,as,...]. Si escribimos
ro=0,71 =1y Thi1 = aprp + rn_1, entonces para todo n > 2

go(rn+1)=palrn+1)—2=r,

Mas aun, st ay > 1:

(L L3 L L5 (0)0)oo = CLa 1y (2)
[L§' L L Lo™ ™ (1)0]o0 = CLusry,., (Q)

ysta; =1:

[LS2Lg?...L7*(0)1]oo = CL14r,, (2)
[L32 LG ... Le™ ™ (1) 10 = CLA%rgy,, (Q)

DeEMOSTRACION. Es claro que po(r, +1) —2=r,+1+1—2 =r,, por lo que para la primera
igualdad solo resta demostrar que gq(r,+1) = r,. Con esa misma demostracion las igualdades
de conjuntos listadas posteriormente seran directas.

Vamos a verlo de forma inductiva. Sin perdida de generalidad (salvo intercambiar los
roles de las letras 0 y 1), supongamos que a; > 1, esto ultimo es solo para dejar establecido
que la secuencia directiva 7 = L3 'L{2L33 L% .. realmente comienza con una potencia de la
substitucién L.

Notemos que todos los sistemas Q™ son infinitos y, con ello, tanto 01 como 10 estdn en
LM (1), en particular 10 € L&) (7) y luego L{?(10) = 11%20. Asi como ay > 1, entonces
11 £ 11920 y con ello 11 € LY (7).

Por lo tanto, L&' ~'(11) = 04~110%~'1 € £(7). Notemos que

[Lg' 1 (1)0]op = {07 10" " }{17t U {10™ "1}

Luego la cardinalidad de la ~gy —clase de equivalencia de Lgl_l(l)O es o = ay. (Notar que
si se hace el mismo anélisis cuando a; = 1 se demostraria que card([L{*(0)1]gpp) = as + 1 =
r3). Cabe destacar que los otros dos elementos en Li,,(7) son 01 y 10, con lo que
efectivamente q(ro + 1) = a3 = ro.

Es claro que lo anterior no solo se puede hacer en el primer nivel, sino también en todos los
niveles, lo tinico que hay que tener en cuenta es la paridad: si estamos en £ (1), entonces se
tendrd exactamente lo mismo, en el caso £2¥1(7) hay que intercambiar los roles de las letras
0 y 1 (aqui estamos usando implicitamente que los sistemas Q™ también son Sturminaos).

Veamos ahora qué sucede cuando consideramos dos niveles y con esto se deduce cémo se
comporta para una cantidad de niveles arbitrarios:

Por el andlisis anterior (atin en el caso a; > 1) tenemos que 00 € L (7), luego al igual
que antes L{?(00) = 1920120 y con ello destacamos las palabras de la forma 1/01%27'~% con
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1 <1< as y 01?20 . Luego

Lgl_l (1i01a2+1—i) — (Oa1—1 1)2'0(0(11—1 l)ag-‘rl—i

La observacién clave es considerar la palabra 0~'1 como un bloque que se repite al
principio y final de la palabra, asi para i fijo se construye el siguiente grupo de palabras
quitando y dejando simétricamente las letras de ese bloque:

Wi j = 0/1(0% 11 )i~ Lo(0m 11 )2 —igm
191- = 1(Oal—l1)i—10(0a1—11>a2+1_i

que son claramente distintas para todo 1 <i <as y 1 <j < a; — 1. Lo mismo vale para
L&~1(01%20) = 0(0%1~11)*20. Vamos a escribir

w = 0(0"7"1)*0

Notar que las palabras de la forma w; j son as(a; — 1), las de la forma 9; son ay, y queda
la palabra w. En total son as(a; — 1) + ag + 1 = asa; + 1 = r3. Ademas, todas tienen largo
asa; + 2 = r3 + 1 y, por construccion, son todas distintas y ~gy — equivalentes. Con ello,
volvemos a concluir. Notar que, en este caso podemos decir que cada palabra 1°01%2+1~% dio
origen a a; — 1 palabras que comenzaban y terminaban con 0 y 1 palabra que empezaba y
terminaba con 1, en cambio 01?20 sé6lo dio origen a una palabra.

El resto de los casos se realiza de forma analoga, donde dependiendo de por cual letra
parta implicard cuantas palabras nuevas forma (para el caso n = 3 se escribirds palabras de
la forma w;jr, w; ;Ui y § para 1l <i <az, 1 < j < ap, 1 <k < a—1 que estarfan
construidas de palabras como las que se analiz6 en el caso 2, dependiendo de si parten o no
con 0).

m

Observacién 3.19 Este teorema muestra que la rigidez en la secuencia (1, ),en es bastante
fuerte, pues no solo se cumple un criterio similar al del Teorema 3.12, sino que hay sélo 2
palabras en £, ,1(0) que no son completas. Interpretado como rotacién, esto nos dice que
dentro de las r, + 2 trayectorias de largo r, + 1 posibles, solo 2 no vuelven al intervalo de
donde partieron.

Lo otro que hay que notar es que los sistemas Sturmianos no necesariamente son substitu-
ciones, de hecho no necesariamente son linealmente recurrentes (esto depende exclusivamente
de los coeficientes de la fraccién continua), por lo que, si ahora queremos demostrar que es
rigido para su medida invariante, no podemos utilizar las técnicas vistas previamente en es-
te capitulo. De hecho, para el proximo teorema necesitamos usar uno de los resultados del
proximo capitulo: el Teorema 4.3. Para ello vamos a demostrar que para todo Sturmiano

(62,5)

1 = inf { sup M(X[(g])n)}

nzl | yecL ()

y, como se verd, esto implica que son 1—rigidos.
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Teorema 3.20 Sea (2, S) un shift Sturmiano, entonces es rigido en medida para su inica
medida invariante.

DEMOSTRACION. La idea es la siguiente, si 7 = L§' ' L{?L§* - - - la secuencia directiva del shift
Sturmiano, entonces Q™ (7) también es un shift Sturmiano (asociado a a™ = [0;a,.; +
L, any2, pys,-]).

Luego, para todo n > 1 por el Teorema 3.18 queda que existe una secuencia (7} )gen ¥ una
secuencia de palabras completas (w,(fn)) ken que tienen largo rp + 1, tales que para todo k € N

[w,gn)]oo - Cﬁﬁ)rg (1) cuya cardinalidad es r}.

Con esto, para n > 1 fijo y arbitrario, hay sélo dos palabras en el Eﬁ)rz (T) que no son
completas y que llamamos Jy y 9).. Asi:

pX" > px™ y=ul U xW

[T ™ Too
i * wGCEE%Ll (T)
= ,u(X\(quz) U X(Z))) LaEN (pues p no atémica)

Con esto, para todo n > 1, sup,,ccrm M(X[(an) = 1y, por lo tanto, el infimo sobre n
también es 1. Asi, usando el Teorema 4.3, queda que el sistema es rigido para su tnica
medida invariante.

O
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Capitulo 4

Constante de parcial rigidez

En este capitulo se estudiara la constante de parcial rigidez de algunos sistemas de Cantor.
Para ello, recordemos la definicién de la constante de parcial rigidez:

Definicién Para un sistema dindmico abstracto (X, X, u,T') parcialmente rigido se define
la constante de parcial rigidez d,, € (0,1] de la siguiente forma

6, = sup{y € (0,1] : p es v — rigido para T'}. (4.1)

Cuando (X, X, 1, T) no es parcialmente rigido decimos que 4, = 0.

Observacion 4.1 Se deduce de la definicién anterior que:
 si (X, X, p,T) es rigido entonces 9, = 1.
o (X,X,u,T) es y—rigido para todo v € (0,4,,)

Como se comento en el capitulo 1, no se sabe si en el caso general los sistemas dinamicos
abstractos son d,—rigidos, pero como veremos en la seccién siguiente para los sistemas de
Bratteli-Vershik de rango finito (con B bueno) esto si se cumple. En otras palabras, el supremo
en (4.1) es un méaximo.

4.1. Constante para sistemas de Bratteli-Vershik de
rango finito

A continuacion se presenta, en forma de lema, una primera caracterizacion de la constante
de parcial rigidez para una gran cantidad de sistemas. Con este lema, somos capaces de
entregar una version mas amigable de esta constante en el Teorema 4.3. Finalmente, al
adaptar este resultado a casos particulares, en la seccion 4.2 se realizan algunos calculos
explicitos de constantes de parcial rigidez.

Lema 4.2 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango finito d.
Sea ademas | una medida ergodica. Entonces,

9, = lim sup{ sup M(X[(g])n)} (4.2)

n—oo wGCﬁ(")

Mids ain, (Xp,B, 1, Ts) es 6,—rigido.
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DeEMOSTRACION. Llamemos M al lado derecho de la igualdad (4.2). Es claro que para toda
secuencia de palabras (w(n) € CL™),en

lim sup X)) < M (4.3)

Es decir, todas las posibles constantes de rigidez de (Xg, B, u, Tg) estan acotadas por M
(ver Teorema 2.23). Ahora, para todo n > 1, elegimos una palabra w(n) € CL™ tal que
SUD,pecr(n) u(X[(g})n) -1< ,LL(X[(:}()”)]") (que siempre existe por definicién de supremo). Con
ello,

M > limsup p(X [(w(n)]n)

n—oo

1
> limsup{ sup ,u(X[(w])n) - } =M

n—o0 welLm) n

Es decir, nuevamente por el Teorema 2.23, (Xp, B, u,Ts) es M —rigido y a la vez M es
una cota superior. Por lo tanto, §, = M y el sistema es ,—rigido.
]

Con el lema anterior estamos en condiciones de escribir el teorema principal de esta seccion:

Teorema 4.3 Sea B = (V, E, <) un diagrama de Bratteli ordenado, bueno y de rango finito
d. Sea ademds p una medida ergodica. Entonces,

5, = inf { sup ,u(X[w]) )} (4.4)
n2l {weccm "
Mids ain, (Xp,B, 1, Tg) es 6,—rigido.
DEMOSTRACION.
Basta demostrar que limsup,,_, {Supwecﬂ(n) M(X[(g])n)} = infnzl {Squecan) M(X[(g])n)} y
concluir con el Lema 4.2. Para ello, notemos que si w € CE con w = aias - - - G, (donde
a; = a,,) y para todo i € {1, ..., m} escribimos 7,,(a;) = (con T la secuencia que se lee en

el sistema de Bratteli-Vershik), tenemos que:

X(n+1)g U X(n)

w S¢w2"'wm71pi

con £ = |w'|, s = w; 4 ¥ pj = wj ;; (esto es directo de la definicién).
2 m—1

Ahora, notemos que la palabra ¢/ = s;w?---w™ 'p; comienza y termina con la misma
letra wj, pero mds importante atin, para todo j,j" € {1,...,£} se tiene que V¥ ~, 9. Para
esto basta notar que, sin importar el valor de j, se tiene que Zw =1 =ym it al ”“

Por lo tanto,

1 (
X0 C X,
Y con el mismo razonamiento se tiene entonces que:
(n+1) (n)
Kl S Xjoil,

[Wlnt1 =

1)



Con ello, finalmente podemos asegurar que:

sup (X)) < sup (X

[w]n
weCL(n+1) weCLm)

Asi, como la sucesion es decreciente, dicho limite no es mas que un infimo. Il

Observaciéon 4.4 Dado lo comentado anteriormente y el Teorema 4.3, en el contexto de
sistemas de Bratteli-Vershik de rango finito, podemos plantear la definicién de 4, de una
forma més intuitiva: la constante de parcial rigidez J,, € (0, 1] es aquel niimero que hace que
p sea 0, —rigido, pero que no sea (0, + ¢)—rigido para todo € > 0.

Sélo para reforzar el punto, en este contexto, se pueden asegurar propiedades mas fuertes
que las vistas en la observacién 4.1, en efecto:

* (X,B,1,T) es rigido si y so6lo si 6, = 1.
* (X,B,1,T) es y—rigido para todo v € (0,6,

4.2. Constante de parcial rigidez para substituciones
de largo constante

En esta seccion se trabaja con substituciones de largo constante en las que se puede
caracterizar la constante §, mas sencillamente.

Teorema 4.5 Sea o : A* — A* una substitucion de largo constante, primitiva y reconocible.
Para (o), v, S) se tiene que la constante de parcial rigidez es

8, = sup {1/ ( J MQ) }
n=2 wECLn (o)

DEMOSTRACION. Es facil notar que si consideramos el diagrama de Bratteli estacionario con-
jugado (en medida) a (2(0), S), la simetria entrega que para todo a,b € Ay m > 1
W =" = lo(a)|™ = |o(0)|" (4.5)

Ahora bien, si denotamos como en capitulos anteriores p,,(-) = p(-)/pu(B(m)) tenemos
que para w € CL(0)

= (con a = wy)



Luego, tenemos que al considerar ¢, : (B(m), i, Tr) — (2(0),r,S) la conjugacién
natural entre el sistema inducido en las bases y el shift de substitucion dado por o queda
que:

v([w]a) = pim(Bo(m)) = p(X™) (sin importar el valor de m) (4.6)

Por otro lado, tenemos que para w,¥ € CL(0): w ~y, U siy solo si Z' WL pm) —
)

SRS, pero por (4.5), ST RO = (Jw| — 1)|o (9 2“"1h§?=<wr—1>ra<w1>|m,
as1

W e |wl =19

Por lo tanto, se tiene que:

Vm > 1,Yw € CL(0) : [w]m = CLy,(0) (4.7)
Juntando (4.6) y (4.7) queda que

i (X[f])k) =1 (X[(ﬁl) =v ( U [19]Q> Vm,k >1
)

19€C£|w|(0'

Por lo tanto, el limite del Teorema 4.3 se puede escribir como

o, = inf ¢supv | | MQ) }
H m>1 {n22 (wGCﬁn(U)

que no depende de m con lo que se concluye.
m

Notar que una de las principales virtudes de este teorema es que permite de forma relativa-
mente sencilla encontrar una cota inferior para d,,, pues basta conocer el valor de los cilindros
de un cierto largo, lo cual se puede hacer con la metodologia de [Que87]| que copiamos en la
seccion 1.3.1.

Observacion 4.6 Notar que con este teorema también se podria haber hecho una demos-
tracion alternativa del Corolario 3.17 que establece que los sistemas dados por substituciones

de largo constante son rigidos si y sélo si lim sup,, % =1

4.2.1. Constante de parcial rigidez para la substitucién de Thue-
Morse

En esta seccion calculamos la constante de parcial rigidez del subshift de Thue-Morse.
Este resultado puede leerse como un corolario de los resultados de la seccién siguiente, sin
embargo, vale la pena redactar esta demostracion de manera independiente pues la notacion
es mas clara y porque la substitucion de Thue-Morse tiene una importancia por si sola. Para
el desarrollo de esta seccién resultaron muy ttiles los estudios realizados en [Balll] y en
[Dek92].

Antes de comenzar, fijemos ciertas nociones y notacién. Para una substitucion o : 4* — A*
fija, i,j € Ny v € AT definimos o; ;(v) como la palabra que se obtiene de o(v) borrandole
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las primeras i letras y las ultimas j letras (pedimos que i + j < |o(v)]). Decimos que w €
A* admite una interpretacién s = (vivg- -V, 1,7) si 0 j(v1v2 - vy) = w donde a(s) =
v U, € AT e i < |o(v1)], § < |o(vn)|. Decimos que la palabra a(s) es ancestro de w € A*.
Al conjunto de interpretaciones de w lo llamamos I(w).

El siguiente lema es consecuencia de [Fri98]:

Lema 4.7 Sea 0 : At — A* una substitucion primitiva y \ el valor propio de Perron-
Frobenious de la matriz M (o). Si v es la inica medida invariante en Q(o) con respecto al
shift, entonces

W) =5 Y vllals))
sel(w)
Resulta que para una substitucién primitiva de largo constante ¢, el valor propio de Perron-
Frobenious de la matriz M (o) es simplemente £.
Para Thue-Morse se puede demostrar que toda palabra w de largo estrictamente mayor
que ¢ = 2 posee un unico ancestro (abusando de la notacién anterior, denotamos a(w) a dicho
ancestro). En particular se tiene que:

1
v([w]) = Sv(la(w)])
De hecho, al igual que en el ejemplo de la seccién 3.2, se puede demostrar lo siguiente:
Siv € CL, (o) entonces escribimos xv'z (con x € {a,b} y v’ € L,,_1(0)) luego v es ancestro
de aTo (V' )2, xTo(v' )z, To(v')aT, To(v')z (estamos usando la notacién x = a <= T =b).
Con ello,

1
Sv([]) = v(famo(V)az]) = v([2To (v)2]) = v([To(v')2T]) = v([zo(v)2])
De la misma forma si v € CL,(0) = L,(0)\CL,(c) entonces escribimos zv'T (con x €
{a,b}) luego v es ancestro de xxo (V' )Tx, 2To(V')T, xo(v')Tx, To(v')T. Asi, al igual que antes,
1
S ([]) = v(fzmo(V)za]) = v([2To (v')7]) = v([To(v)72]) = v([To(v)2])
Asi, una palabra de w € CLy,(0) tiene como tnico ancestro, o bien una palabra v €
CL, (), o bien una palabra v' € CL,,,1(c). Con estas observaciones, se deduce que

1
V( U MQ) = 2 vle)=5 > v(a@le)
w€eCLon (o) weCLan (o) weCLon (o)
1
=5 2 v+ X v(l]e)
vECLy (o) v'€CLp11(0)
1 /
=517 U el +v U e
vECLy (o) v'e€CLp41(0)

De la misma forma que podemos demostrar que:
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(o)L o)L )
w€CLon+1(0) vECLp+1(0) vECLp+1(0) vECLp+1(0)

y por ultimo que

v( U h%)é{v(Lme%)+v< U w%)}
W€C£27L(G') veCLy U’€C£n+1(o‘)
v ( U [w}9> =v ( U [U]g) .

WGCLZTH»I(O) U€C£n+1(0')

Con ello, por induccién, para todo m € N, el valor de v (Uwecﬁm(g) [w]g) es una combina-

cién convexa de los valores {V (Uwecﬁz(g) [w]9> vV (Uwem@ [w]g)} y por lo tanto aplicando
el Teorema 4.5 queda que:

5, < max 1/( U [w]g),y U [wle (4.8)
(o)

weCLy weCLa2(0)

En particular, se concluye que:

Teorema 4.8 La constante de rigidez parcial para (2(o),v,S) el shift de Thue-Morse es

_ 2
o, =3

DEMOSTRACION. Basta notar que por lo calculado en la seccion 1.3.1:

v([aa]) = v([b0]) =
v([ab]) = v([ad]) =

W] — | =

Por lo tanto, v (UwGCEQ(U) [w]Q) =iyv (Uwe@(a) [w]Q) = 2. Asf, usando la desigualdad
(4.8) queda que 6, < 2.

Ademas por la recurrencia anterior, tenemos que v (Uwecﬁg((,) [w]g) =v (Uwecﬁg((,) [w]g> =

syv (Uwech(a) [w]Q) =v (Uwe@(a) [w]Q) = 2y, con ello,

v( U(&m):; U Bla] vl U W

weCLy

Asi usando el Teorema 4.5 queda que % < d,, con lo que se concluye la igualdad.
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4.2.2. Las substituciones del tipo Thue Morse no son rigidas

Sea (A, ) un grupo abeliano finito. Para una palabra 6§ = 6105 ---6, en A*, se define el
morfismo oy : A* — A* como

oo(g) = (01-g)(02-g)--- (- g) € A”

En particular, si consideramos A4 = {0,1} con la suma modulo 2 y # = 01 obtenemos el
shift de Thue-Morse (reemplazando 0 por a y 1 por b para que esté escrito como en la seccion
anterior).

Para una palabra # como antes, decimos que oy es la substitucion del tipo Thue-Morse
engendrado por 6.

Recordemos que 7 : A* — A* es permutable por la izquierda si para todo a # b tales que
u = 7(a) y v =7(b), entonces u; # vy (es decir las primeras letras son distintas). Es facil
demostrar que para todo § € A", gy : A* — A* es permutable por la izquierda. Para ello,
basta notar que si og(a); = og(b)1, entonces 0 - a = 0 - by por cancelabilidad a = b.

Asi por resultados de [BSTY19] ya citados en el capitulo 1, al ser permutable por la
izquierda, cuando oy es primitiva, entonces es reconocible. Con ello, si la substitucion oy
genera un shift Q(oy) infinito, este ultimo serd conjugado en medida a la BV-representacion
natural. Dicha representacion es estacionaria y buena.

Dadas estas definiciones presentamos el siguiente lema que nos permite generalizar el
resultado de la secciéon anterior:

Lema 4.9 Sea (2(0y),v,S) como antes, con |0] = £. Entonces se tiene la siguiente recurren-
cia: para todon > 1 ei e {1,...,(}:

V(Creri(-g)) = 2 ( Z_ZV(OH+1('elc_ii—l - g)) + Zi: V(Cn+2(‘91;1 Op—it1 9)))

k=1 k=1
donde
Cm(-g) = U [w]
w=w1 - wmEL(0p)
tal que wm=w1-g
DEMOSTRACION. Definamos W,,(-g) = {w = wy---w,, € L(op) : w, = wy - g} (con ello

Cinl-9) = Unewo ).

Para g € A, n>1ei€{1,..,0} fijos, sea w € Wy,1(-g) vy supongamos que w al tener
largo al menos ¢+ 1, tiene una tnica interpretacion y, por lo tanto, un unico ancestro v = a(w)
(esta hipdtesis no juega ningtn rol més alla de simplificar la notacién ver observacion 4.10).

Notar que v, al ser ancestro de w, sélo puede tener largo n +1 o n + 2.

Si vl =n+1y (0g)j;; = w se tiene necesariamente que |og(v1)| — j + |0 (vp41)| — 7' +
log(va---v,)| = (n+ 1) —j — 5" = |w| = nl +i por lo tanto £ — i = j + j', es decir
j €{0,...,0 —1}. Luego, si k = j+ 1 queda que ¢ — j' = k+ ¢ — 1. Juntando las siguiente tres
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igualdades

wy = op(v1)k, = Ok - 11
Wi = 09(Vnt1)ktim1 = Okri1 - Unt1
Wpe4i = W1 - g (pues w e Wénﬂ'('g))

podemos ver que O - vy - g = Ogri1 - Va1 Y, con ello, (aqui es el inico momento en
que la abelianidad de (A, -) juega un rol) queda que v,11 = (0 ;_; - Ok - g) - v1, es decir
v € Wit (03l Ok - 9).

Se usa un razonamiento similar para el caso [v| = n+2 en el que se llega a que 0_;1-v1-g =
Op - a1 y asiv € Wn+2(0,;1 Ok_iy1-9g) para k € {1,....;i — 1}.

Por tltimo es claro que toda palabra v € Wo1(-05 i1 - Ok - 9) U Waia (-0 Oh—ii1 - g) es
ancestro de una palabra w € W,1i(-g). Asi, al usar el Lema 4.7 queda que:

v(Cusi(g)) = > v([w])

1
— Y ffatw)
wEWan(g)
1
% D SRR FARND DINRY(15)
VEWn11(-0; ;1 0k°9) VEWn12(-0; Ok it 1)

1 (+1—1i i—1
— ( Z V(C"Jrl('el;iifl “Op-g)) + Z V(Crya (05" O g))>

k=1 k=1

]

Observacién 4.10 En la demostracion se supone de manera artificial que si w € Wy, 14(-g),
entonces tiene un unico ancestro, sin embargo, es posible hacer la misma demostracion sin
esa hipotesis. Esto se debe a que si tuviera méas de una interpretacion, estas aparecerian cada
una por si sola en la iltima sumatoria de la demostracion. En rigor, la tltima sumatoria de
la demostracion corresponde exactamente a la siguiente expresion

DS (Z v<[a<s>])>

wWEWpn4i(-g) \s€l(w)

Que no es mas que la medida de Cy,44(-g) (ver Lema 4.7).

Observacién 4.11 De lo anterior notamos que cuando e € A es el neutro del grupo (A, -)
queda que:

V(Chesi(-€)) = 2 ( ilV(le('@ﬁi—l -O)) + i V(Crpa (-0 '9k—i+1))>

k=1 k=1

y que para todo g € A se cumple que
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V(Cre41(-9)) = v(Crya(-9))

Lema 4.12 Bajo las mismas hipdtesis del lema anterior, para todom > 2 y g € A se cumple
que

v(Cn(g)) <1

DEMOSTRACION. Se plantea el mismo razonamiento que para la demostracion de la Proposicién
3.5:

Si v(C(-g)) = 1 entonces todas las palabras de tamano m cumplirian que w,, = w; - gy,
por lo tanto, toda palabra seria inicamente extensible ya que para a € A si wjws - - - w,,a €
L(0p) entonces wy - - - wpma € Lyy,(0g) y por lo tanto a = wy - g. Con esto p(m) = p(m + 1) lo
cual implicaria que el sistema es periddico y se llega asi a una contradiccion. Il

Gracias a la recurrencia del Lema 4.9 y al lema anterior, podemos concluir que ninguno
de estos sistemas son rigidos:

Teorema 4.13 Sea (A,-) un grupo abeliano, y 0 € A*. Si og es primitiva, Q(oy) de cardi-
nalidad infinita y v su dnica medida S—invariante, entonces el sistema (2(cy),v,S) no es
rigido. Mas atun, se tiene que

T ie{2,...,0}
geA

0, < max v(Ci(-g)) (4.9)

DeMOSTRACION. Notemos primero que si e € A es el neutro del grupo (A4, ), entonces por el
Teorema 4.5 y usando la notacién del Lema 4.9 tenemos que

9, = sup v(Cp,(-€))
m>1

Luego por induccién se tiene que para todo m > 2, v(C,,(-e)) siempre serd la combinacién
convexa de los elementos del conjunto de valores {v(C;(-g)) € [0,1) : 2 <i < {,g € A}y, por
lo tanto, para todo m > 2 se tiene que v(Cp,(-e)) < max{v(Ci(-g)) € [0,1):2<i < /{, g € A}
con lo que se concluye la desigualdad (4.9).

Usando el Lema 4.12, es claro que dicho maximo es estrictamente menor que 1 y, por lo
tanto, el sistema no es rigido. O

Ejemplo Sif = 0100y .A = {0, 1,2} pensado como grupo con la suma mddulo 3, queda que

9(0) = 0100
oo(1) = 1211
o0(2) = 2022

Se tiene que todos los cilindros de palabras largo 2 miden 1/9, es decir, v(]00]) = v([11]) =
v([22]) = v([01]) = v([12]) = v([20]) = v(]02]) = v(][10]) = v([21]) = 1/9. Con ello,
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Por otro lado v([000]) = »([020]) = v([101]) = v([111]) = v(]212]) = »([222]) = 1/36,
v([010]) = v([121]) = v([202]) = 1/12, v([001]) = v([112]) = v(][220]) = 1/18, v([002]) =
A([012)) = w([110)) = v([120)) = v(211)) = v([221]) = 1/36 y p([022]) = w([100]) =
v([211]) = 1/12. Con ello,

~— —

V(Cy(+0)) = (C5(+2)) = 5/12; U(Ca(+1)) = 1/6

Finalmente para las palabras de largo 4, todos los cilindros miden 1/36 salvo v([0010]) =
v([1121]) = v([2202]) = 1/12. Con ello

v(Cy(+0)) = 1/2;0(Cy(4+1)) = v(Cy(+2)) = 1/4

Asi por el Teorema 4.13 queda que 0, < max{1/6,1/4,1/3,5/12,1/2} = 1/2, pero también
se tiene que v(Cy(+0)) = 1/2 y por lo tanto 6, = 1/2.

Observacion 4.14 Se puede asegurar que el shift de Thue-Morse no es conjugado en medida
al sistema del ejemplo anterior, puesto que sus constantes de parcial rigidez son distintas.

Para finalizar este capitulo, vamos a enunciar una consecuencia muy interesante de los
Teoremas 4.5 y 4.13. El corolario que se enunciara a continuacién, esta muy relacionado con
una serie de preguntas interesantes que quedan abiertas y que seran discutidas en el Anexo.

Corolario 4.15 Para todo ¢ > 0 existe una substitucion primitiva o : A* — A* tal que
1 —e<d, <1, donde v es la inica medida invariante para (2(o),S).

DemosTRACION. En el alfabeto A = {0, 1} y para j > 1 definimos la substitucién o, : A* — A*
dada por

0;(0) = 01
10/

Es claro que o; es primitiva y define un sistema de Cantor (2(c;),.S) minimal. Ademas, o
es un substitucién de tipo Thue-Morse engendrada por la palabra § = 017. Asi por el Teorema
4.13 queda que 5 < 1. Para la segunda desigualdad veremos que para j fijo - = = v(Cs(+0))
y por lo tanto ; + < 0,. En efecto, vamos a calcular las medidas de los cilindros de largo 2
siguiendo la metodologia de introducida en la seccion 1.3.1:

Definamos ¢; : Ay — Ay (con Ay = {(00), (01),(10), (11)}) dado por los primeros j + 1
subloques de las palabras 00,01,10,11 respectivamente. Por ejemplo ¢;(00) = 017017 por
lo tanto ¢;((00)) = (01)(11)771(10). Los otros valores son ¢;((01)) = (01)(11)7 , ¢;((10)) =
(10)(00)7 y ¢;((11)) = (10)(00)?~*(01). Construimos asi la matriz

0 04 j—1
1 10 1
1 01 1

j—1 340 0

M(¢) =

Resulta que la medida de los cilindros esta dada por el vector propio normalizado del valor
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propio de Perron-Frobenious (que en este caso es j+ 1). Con ello no es dificil notar que dicho

vector es (2(jj+2)> jﬁ, jﬁ, 2(j12)) y por lo tanto,

Y(Ca(+0)) = w([00]) + v([11]) = 2(},‘12) +2(jj+2) =J.12

Con ello JJ@ < ¥,. Finalmente como j]@ 7% 1 basta tomar un j lo suficientemente

grande que satisfaga 1 — ¢ < Jjﬁ y se concluye.

]

Observacion 4.16 Cabe destacar que otra familia de substituciones que también servia para
esta demostracion eran las substituciones en el alfabeto {0,...,d — 1} (pensado como grupo
con la suma médulo d) y con # = 1707, pues por el Teorema 2.37 se tendria que =2 < 6,,.
Esto ultimo es bastante interesante, pues no importa el tamano del alfabeto. Se opto por
demostrarlo de la otra forma para depender lo menos posible de resultados de capitulos
anteriores.
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Preguntas abiertas

Para concluir, vamos a mencionar algunas preguntas abiertas que pueden servir como
puntos de partida para investigaciones futuras.

Primero, notamos que todavia queda sin responder la pregunta que motivo en un principio
esta tesis, json todos los sistemas de Cantor minimales de rango topoldgico finito parcialmente
rigidos para cada una de sus medidas invariantes? Creo que, en un futuro, los resultados del
capitulo 2 pueden servir para poder responder definitivamente esta respuesta.

En otra direccion, seria interesante utilizar alguno de los criterios del capitulo 3 para ver
si todo sistema substitutivo de Pisot es rigido con respecto a su unica medida invariante.
Si esto se pudiera demostrar, seria una evidencia mas para apoyar la conjetura de Pisot
que sugiere que todas las substituciones de Pisot son conjugadas en medida a una rotacion
en un toro d—dimensional. Para informacién sobre la conjetura de Pisot ver por ejemplo
[PD14, ABB*15].

Por otra parte, aquello que deja mas preguntas abiertas es la nocién de constante de parcial
rigidez. En primer lugar, pensando solo en sistemas dinamicos abstractos, seria interesante
saber si existe un caso en el que el supremo con el que se define la constante de parcial rigidez
no se alcanza, es decir encontrar un sistema (X, X', u, T') tal que sea parcialmente y—rigido
para v € (0,9,), mas no para y = d,.

Ya pensando en el contexto de sistemas de Cantor de rango finito, seria interesante encon-
trar un algoritmo que, en una cantidad finita de pasos, sea capaz de calcular la constante de
parcial rigidez. Notar que se estd muy lejos de aquello, en particular lo mas cercano a lo que
se llegd en esta tesis fue a que, en un contexto limitado (substituciones de tipo Thue-Morse),
se encontraron cotas superiores e inferiores que cuando coincidian podiamos llegar al valor
exacto.

Surgen a su vez, preguntas sobre el conjunto

A={0€]0,1]: § =6, para u medida ergbdica de un sistema de Cantor de rango finito},

en particular, jqué elementos viven en ese conjunto? Lo mismo vale para Ay, = {J €
[0,1] : § = 4, para u la tunica medida invariante de un sistema substitutivo}. En esa linea,
gracias al Corolario 4.15 sabemos que el niimero 1 es un punto de acumulacién para ambos
conjuntos. Para demostrar un resultado del mismo estilo, pero para el nimero 0 en vez del
numero 1, esto se vuelve bastante mas complejo, pues las formulas del capitulo 4 dependen
de un supremo, por lo que es mas sencillo acotar por abajo. Ademas, como la cantidad de
substituciones posibles son numerables, sabemos que el conjunto A, también lo seria, por
lo que no podria ser todo (0, 1], sin embargo, posiblemente sea denso en ese conjunto. En
cambio, para A quizas sea posible demostrar la igualdad con (0, 1].

Por lo demas, en el estudio particular de ciertos sistemas, especialmente de origen geomé-
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trico, la pregunta por la rigidez es bastante recurrente. En particular, se sabe que casi todos
los intercambios de intervalos son rigidos (ver [Vee82]), sin embargo, existen varios ejemplos
en los que esto no se cumple. Ver, por ejemplo, [FH17, FZ11, FHZ05]. Asi para estos mismos
ejemplos, con alguna interpretacion geométrica y técnicas de esta tesis, quizas se pueda dar
una nocién mas cuantitativa de qué tan poco rigidos son y si aquello tiene alguna implicancia
mas profunda.

Por 1ultimo, hay dos direcciones méas alejadas del foco de esta tesis, pero que podrian ser
exploradas. La primera seria caracterizar la constante de parcial rigidez en otras familias de
sistemas dinamicos, en particular, en aquellos casos en los que se sabe que la respuesta es no
trivial. Vale decir, evitar los sistemas rigidos (§, = 1) o mixing (J, = 0). La segunda seria
definir una nocién de parcial rigidez topolégica (ya existen nociones de rigidez topolégica, ver
por ejemplo [GM89]), que permita definir una constante de parcial rigidez topolégica y que
ojalad cumpla alguna propiedad similar al principio variacional de la entropia (de existir, como
la constante de parcial rigidez crece via factor, dicho principio variacional probablemente
deberfa estar dado por un infimo en vez de un supremo).
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