UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS

o DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

ANALISIS DEL ALGORITMO DE DESCENSO DE GRADIENTE
ESTOCASTICO DE LANGEVIN Y APLICACION EN EL PROBLEMA DE
TOMOGRAFIA SISMICA PASIVA

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

BRUNO NICOLAS HERNANDEZ PEREIRA

PROFESOR GUIA:
JOAQUIN FONTBONA TORRES

MIEMBROS DE LA COMISION:
AXEL OSSES ALVARADO
CRISTOBAL GUZMAN PAREDES
JORGE PRADO GUZMAN

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por:
CMM ANID BASAL FB210005

SANTIAGO DE CHILE
2023



RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR AL GRADO

DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS

RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO
DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: BRUNO NICOLAS HERNANDEZ PEREIRA
FECHA: 2023

PROF. GUIA: JOAQUIN FONTBONA TORRES

ANALISIS DEL ALGORITMO DE DESCENSO DE GRADIENTE
ESTOCASTICO DE LANGEVIN Y APLICACION EN EL PROBLEMA DE
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En el siguiente trabajo se presenta el algoritmo de Descenso de Gradiente Estocastico
de Langevin (SGLD, sigla por su nombre en inglés), algoritmo de minimizacién basado en
los algoritmos de descenso de gradiente estocéstico con la caracteristica de anadir ruido
Gaussiano exégeno con el fin de esquivar 6ptimos locales. Se recopila y desarrolla el marco
tedrico necesario para justificar el uso del algoritmo SGLD para el problema de riesgo esperado
empirico en una base de datos finita, basado en los resultados principales de Borkar y Mitter,
1999 y Raginsky y col., 2017, en busca de las condiciones y parametros que permitan la
convergencia del algoritmo hacia el punto 6ptimo de la funcién objetivo del problema. Se
muestra que el marco de condiciones y pardmetros propuestos no asegura convergencia hacia
el 6ptimo, pero, gracias al comportamiento asintotico del error medio encontrado en la Seccién
4.6, es posible controlar el sesgo del valor de la funcién objetivo encontrada con el algoritmo
SGLD.

En la segunda parte de este trabajo, se presenta el problema de tomografia sismica pasiva
y la formulacién y resolucion presentada en Delplancke y col., 2020. Junto con los resultados
de Delplancke y col., 2023, se muestra cémo el problema de tomografia puede enmarcarse en
un problema de riesgo esperado empirico con el fin de usar la teoria mostrada previamente
y encontrar soluciéon mediante el algoritmo SGLD. Se muestran las diferencias entre los
rendimientos del algoritmo SGLD y el algoritmo de descenso de gradiente estocastico usual
para la tomografia. Entre estas diferencias se puede destacar la mejora en resolucion y detalles
para los campos de velocidades de ondas sismicas estimados mediante el algoritmo SGLD.
Finalmente se discute la eleccion de los parametros y bajo qué contexto el uso del algoritmo
SGLD es mas beneficioso que el método de gradiente usual.
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Introduccion

El algoritmo de descenso de gradiente estocastico

El estudio de los algoritmos de optimizacién ha tenido un crecimiento importante en los
ultimos anos; mas aun, dado el gran interés en el analisis masivo de datos. Entre ellos, el
algoritmo de descenso de gradiente se ha convertido en la herramienta favorita para la bis-
queda de 6ptimos de una funcién, desde su origen, atribuido al matematico francés, Augustin
Louis Cauchy, en su articulo Méthode générale pour la résolution des systémes d’équations
simultanées en octubre de 1847, hasta el dia de hoy. Sin embargo, este algoritmo posee mul-
tiples limitaciones en su uso: la regularidad de la funciéon objetivo, la temprana detencion
de sus iteraciones en minimos locales, el dificil ajuste del pardmetro de aprendizaje y direc-
cién de decrecimiento y, con el aumento en la cantidad de datos, el costo computacional del
calculo del gradiente de la funciéon objetivo. Para el ultimo de estos problemas, han surgi-
do numerosas variaciones del algoritmo, siendo (quizds) el més importante el algoritmo de
gradiente estocdstico (SGD?), originado por las ideas de Herbert Robbins y Sutton Monro,
en la publicacion A stochastic approzimation method de 1951. Este algoritmo esté encargado
de resolver el problema del calculo del gradiente de la funcién objetivo, intercambiandolo
por un estimador insesgado de este con menor costo computacional. En Ma y col., 2015, se
propuso un método general de construccion de cierta familia de algoritmos SGD. Alguno
de los algoritmos que se describen mediante este método son: Monte Carlo Hamiltoniano
(HMC), Gradiente Estocastico Monte Carlo Hamiltoniano (SGHMC), Gradiente Estocéstico
con Termostato de Nosé-Hoover (SGNHT), Gradiente Estocastico de Dinamica de Langevine
Riemanniana (SGRLD) y Gradiente Estocdstico de Dindmica de Langevin (SGLD).

Hasta ahora, las investigaciones se han limitado a observar cémo el algoritmo SGD per-
mite reducir la complejidad del calculo de gradiente, esquivando el problema de los minimos
locales, restringiendo los casos a aquellos problemas de optimizacion cuya funcién objetivo es
convexa. Una de estas investigaciones se puede encontrar en Bottou, 1998, donde se realiza
un analisis profundo sobre la convergencia del algoritmo tradicional de gradiente estocastico
bajo aproximaciones mediante martingalas, para funciones objetivos convexas. El algoritmo
que si intenta resolver el inconveniente de los minimos locales es el algoritmo SGLD, cuya par-
ticularidad es el ruido aleatorio exdgeno en cada paso del descenso, evitando que el algoritmo
se estanque en puntos criticos de la funcion, dando la oportunidad de observar otros puntos
en caso de caer en un 6ptimo local. Ademas, en Borkar y Mitter, 1999 se prob6 que la ley de
la recursion del algoritmo SGLD converge, cuando el paso tiende a 0, a la ley de transicion
de un proceso de difusién, dado por una ecuacién diferencial estocastica particular o proceso
de difusion de Langevin, dando origen al nombre de la variante de descenso estocastico.

Diversos estudios se han centrado en el andlisis del algoritmo SGLD y su relacién con los

I Cada sigla de los algoritmos sera originada por los nombres respectivos en inglés.
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procesos de difusion. En Chiang y col., 1987, se probé que la ley de transicion del proceso
de difusién de Langevin converge débilmente a la distribucién de Gibbs asociada a la fun-
cién objetivo del problema de minimizacion, ley que, bajo valores altos de su parametro de
temperatura, distribuye uniformemente sobre el conjunto de éptimos globales de la funcion,
incluso cuando la funcién objetivo resulta no ser convexa. En Li y col., 2017, se ocup6 teoria
de control 6ptimo para describir el paso y el ruido necesario para lograr acercarse a esta
distribucion limite. A pesar de que el conocimiento sobre el proceso de difusiéon da a entender
que existe un acercamiento entre el algoritmo SGLD y el 6ptimo de la funcién objetivo, hasta
recientemente no se habia realizado un andlisis completo que vinculara las realizaciones del
algoritmo SGLD con el punto éptimo. El trabajo que més se ha acercado a esto ultimo es el
realizado en Raginsky y col., 2017, que impone condiciones necesarias sobre el contexto del
problema, para concluir que el valor esperado de las realizaciones del algoritmo SGLD esta
(en cierto sentido) cerca del valor 6ptimo de la funcién. Lo cierto es que, con el resultado
mostrado en Raginsky y col., 2017, no es posible observar que la cercania concluida garantice
una verdadera convergencia, con el fin de generar una heuristica de parametros para usar en
la practica.

El objetivo general de la primera parte de este trabajo es estudiar un marco de condiciones
necesarias en el contexto de los problemas de optimizacion, para describir la proximidad
del valor esperado de las realizaciones del algoritmo SGLD al valor del éptimo global de la
funcion objetivo, utilizando herramientas matematicas vinculadas a los procesos estocasticos,
estadistica y analisis funcional, con el fin de garantizar, bajo ciertas condiciones verificables,
la proximidad entre estos valores, cuantificar su sesgo y cuestionar el uso de la herramienta.
Para ello, se estudiaron y complementaron principalmente los resultados de los trabajos de
Borkar y Mitter, 1999 y Raginsky y col., 2017, que comparten el enfoque deseado.

Tomografia sismica

La tierra estd en constante deformacion debido a esfuerzos internos o externos. Si consi-
deramos un bloque de tierra bajo pequenos esfuerzos, existirda deformaciéon, pero en caso de
acumulaciones, eventualmente ocurrird una fractura en el terreno. Una fractura implica una
liberacion repentina de energia y genera ondas sismicas de naturaleza elastica, que viajan a
través de la tierra (Lee y col., 1981). Para el sector minero, el estudio de la sismicidad in-
ducida por la propia mineria es de particular interés, pues tal conocimiento permite generar
e implementar nuevas politicas de seguridad para sus trabajadores, que se sitiian constante-
mente en medios con mucha acumulaciéon de tensién producida por las faenas. En Lee y col.,
1981, capitulo 4, se presenta un modelo de rayos sismicos bajo la regla del tiempo minimo de
viaje de las ondas sismicas en un medio, ley fisica que se representa por la ecuacion eikonal,
ecuacion diferencial que vincula el tiempo minimo de viaje con el campo de lentitud (propio
del medio).

Como el campo de lentitud es una funcién desconocida en la practica, el cdlculo de los
tiempo minimos mediante la resolucién de la ecuacién eikonal no es un procedimiento fac-
tible, lo que crea la necesidad de buscar métodos equivalentes para estimar los campos de
lentitud, como lo descrito en Tarantola, 2004, Nolet, 2008 y Nowack y Li, 2009, utilizando el
principio de Fermat para expresar el tiempo total de viaje entre dos puntos. En Delplancke
y col., 2020, se desarroll6 un algoritmo de estimacién del campo de lentitud basado en el
estimador maximo a posteriori (MAP), cuya justificacién tedrica se abordaria con més pro-
fundidad posteriormente en Delplancke y col., 2023. El método para producir un estimador

2



MAP a partir de una base de datos tiempo-espacial de sismos se llevd a cabo mediante la
maximizacion de la densidad posteriori del modelo, ocupando el algoritmo SGD, dada la
gran cantidad de dimensiones que poseer el parametro, que se adapta al contexto de muchos
sistemas de la gran mineria.

Como objetivo particular, este trabajo tiene el propdsito de ajustar el modelo de estimaciéon
del campo de lentitud con el fin de verificar, completa, nula o parcialmente, los criterios de
convergencia para el uso del algoritmo SGLD, comparando ambos algoritmos y enumerando
los puntos a favor y en contra del uso de cada método. Para cumplir este objetivo, se trabajara
con el modelo de datos simulado, descrito en Delplancke y col., 2020, en el lenguaje de
programacion python.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Elementos de probabilidades y estadistica

Durante todo este trabajo, y cada vez que se presente alguna variable aleatoria, se asumira
que cada variable estd definida sobre un espacio de probabilidad (2, F,P), donde Q es el
conjunto de eventos, F es una o-algebra sobre {2 y P es una medida de probabilidad sobre
el espacio medible (€2, F). Si se dice que esta variable aleatoria, digamos Y, toma valores
en algin conjunto A, entonces se asumird que la aplicacion Y : € — A es una funcién
F — G-medible, para G una o-algebra sobre A y se obviara la dependencia de w € €2, por lo
que escribiremos Y := Y (w) a menos que sea necesario su uso. En caso de no especificar G,
se asumird que esta corresponde a la o-algebra boreliana de A (ver Definicion 1.1.9 de San
Martin, 2015) y se denotara como Z(A), en tal situacién se marcaran dos casos particulares;
el primero serd aquel que A C RY, para algiin d € N, donde se utilizard la topologfa traza
en A heredada por la topologfa de la norma Euclideana en R? (ver Capitulo 3 de Simmons,
1983), el segundo caso serda cuando A corresponda a un conjunto discreto, donde se usard la
topologia discreta (ver Simmons, 1983, Capitulo 3, Ejemplo 2).

SiY es una variable aleatoria sobre (€, F,P) a valores en R, con d € N, entonces podemos
definir la ley de Y, £(Y") como (ver Seccién 3 de Billingsley y col., 1999)

LY)(A) =P (Y'(4)),

para cualquier conjunto A € Z(R?). El caso mds recurrente para este estudio sera aquel en
que L(Y) posea una densidad de probabilidad con respecto a la medida de Lebesgue en RY,
M(+). La siguiente definicién y notacién sera utilizada posteriormente.

Definicién 1.1 (Definicion 4.1.2 en San Martin, 2015) Sean u y v, medidas de probabilidad
sobre el mismo espacio medible (X,T). Se dird que v es absolutamente continua con
respecto a pu (lo que notaremos como v < ), si para todo A € T se tiene que u(A) =0 =
v(A) =0.

Notando que, tanto A%(-) como £(Y") son medidas de probabilidad sobre Z(R?), si L(Y) <
A% por el teorema de Radon-Nikodym (Teorema 4.1.3 en San Martin, 2015), existe una
funcién py : R — R, tal que

LI)(A) = [ py(@)da,



la cual seréd llamada la funcién de densidad de probabilidad (o tan sélo la densidad) de
Y. Cabe destacar que la Definicion 1.1 se puede extender al caso cuando v es una medida con
signo, e incluso cuando las medidas son medidas con signo no necesariamente finitas, bajo
ciertas condiciones de 7. Sin embargo, estos casos no seran mencionados ya que no tendran
cabida en los contextos posteriores.

A una variable aleatoria Y, cuya realizaciones sean registrables, serd llamada observable.
Si Y es v.a. observable y {y;}!, es un conjunto de observaciones de Y, se dird que las
realizaciones son independientes e idénticamente distribuidas (desde ahora i.i.d.) si
cada una de ellas son independientes a pares de cualquier otra del conjunto y cada una
posee ley L(Y). Si la medida de probabilidad no es especificada previamente, serd posible
denotar por £(Y)-i.i.d. para senalar lo anterior con respecto a la ley £(Y’). Un conjunto D
serd llamado muestra aleatoria simple (desde ahora M.A.S.) de Y (de tamafio n € N) si
estd compuesto por n realizaciones £(Y)-i.i.d..

La siguiente definiciéon es una modificacién de las definiciones 2.4.4 y 2.4.5, en conjunto
con el Teorema 2.4.6 de San Martin, 2015.

Definicién 1.2 Sea (X, T, p) un espacio de medida, y sea f : Q — R? una funcién T —
B(RY)-medible. Diremos que f es una funcién integrable si

[1f1dn < oo

Esta definicién es extensible a variables aleatorias. Si la medida p es de probabilidad, e
Y una variable aleatoria en X, entonces decimos que Y es una v.a. integrable si cumple la
Definicién 1.2 como funcién T — Z(R¢)-medible y denotamos por

E(Y) = [Yan,

al valor de su integral.

El siguiente teorema cléasico justifica los métodos de aproximacion de problemas de riesgos
que se mencionaran en los capitulos siguientes y es conocido como la Ley de los Grandes
Numeros (desde ahora LGN), en sus versiones débil y fuerte.

Teorema 1.1 (Teoremas 9.9.1 y 9.9.3 de San Martin, 2015) Supongamos que {yy, k > 1} es
una coleccion de realizaciones L(Y')-i.i.d. de una variable aleatoria integrable Y, con E(Y') =
u. Entonces

n
lim — =u
n%oon];lyk ’

donde la convergencia se cumple en probabilidad (versién débil), casi sequramente y en L'
(version fuerte).

1.2. Elementos procesos markovianos y desigualdades
logaritmicas de Sobolev
En este capitulo se revisaran algunos aspectos importantes sobre los procesos markovianos

de difusion y desigualdades logaritmicas de Sobolev que seran mencionados en el analisis de
los capitulos posteriores.



1.2.1. Semigrupo markoviano

Consideremos una familia de operadores P = (F;);>¢ definidos sobre un conjunto de
funciones medibles, a valores reales, sobre un espacio medible (X,7), y que cumplen las
siguientes propiedades:

i) Para cada t > 0, P, es un operador lineal que manda cada funcién medible y acotada
de (X, T) en otra funcién medible y acotada.

ii) Py = Id, el operador identidad. (condicion inicial)
iii) P;(1) =1, donde 1 es la funcién constante, igual a 1. (conservacién de masa).
iv) Si f > 0, entonces P,(f) > 0. (preserva positividad)

v) Para cada t,s > 0, P,y s = P, o P;. (propiedad de semigrupo)

Definicién 1.3 (Definicion 1.2.1 de Bakry y col., 2013) (Medida Invariante) Dada una
familia de operadores P = (Py)i>0 que cumplan las condiciones (i) — (v) anteriores, sobre un
espacio medible (X,T), una medida o-finita p sobre (X,7T) se dird invariante para P si para
cada funcion medible y acotada f: X — R y cada t > 0,

[ Rsdn= [ fap.

Sea P = (P,)i>0, una familia de operadores que satisfaga las condiciones (i) — (v) anteriores.
Supongamos que ahora posee una medida invariante p. Entonces,

vi) Para cada f € L*(X, T, u), P; f converge a f, en L*(X, T, u), cuando t — 0. (propiedad
de continuidad).

vii) Para cada 1 < p < oo, el operador P, con t > 0, es una contraccién en cada LP(X, T, u).

(Ver Capitulo 1 de Bakry y col., 2013)

Definicién 1.4 (Definiciéon 1.2.2 de Bakry y col., 2013) Una familia de operadores P =
(P)i>0 definidas sobre funciones medibles y acotadas de (X,T) con medida invariante f,
o-finita, que cumpla las condiciones desde (i) hasta (vi) se dird semigrupo markoviano.

1.2.2. Desigualdades logaritmicas de Sobolev y entropia

Para una medida p, no necesariamente finita sobre un espacio medible (X, 7)), se define
para todas las funciones positivas integrables f tal que [y f|log f|du < oo, la entropia de
la funcion f, bajo la medida p, como

Enty() = [ Hlog fdu— ([ fdu)iog ([ fan). (1.1)

Si p es una medida de probabilidad, decimos que satisface la desigualdad logaritmica de
Sobolev, de constante ¢ < oo, si

Ent,(f2) < e [ IV Iy (1.2)
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para toda funcién diferenciable f : X —— R. Denotamos por cpg := crs(i) a la constante
més pequena que cumple esta desigualdad (ver Barthe y Strzelecki, 2021, Cattiaux y col.,
2008 y Gross, 1993).

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica en R™, con n € N,

dX = b(X0)dt + o(XO)dB,, X& =a, (1.3)

donde el super indice a indica el punto inicial del proceso continuo X; y (Bi)i>o es un
movimiento Browniano estandar. La funcién b, conocida como drift, es una funcién a valores
en R", y o, conocida como la volatilidad, una matriz de dimensiones n x n. Ambas funciones
son diferenciables.

Sea By(R™), el conjunto de funciones medibles y acotadas a valores en R". Se define (F;):>0
como

(P f)(@) :=E[f(X[)], =0, feBy(R"), (1.4)

a la familia (P,);>0 es conocida como el semigrupo Markoviano asociado al proceso X;.

En (1.4) la esperanza E es tomada con respecto a la ley de probabilidad de X;. En el caso
de que interactien mas variables aleatorias en las expresiones se agregara un super indice
para indicar la ley de la variable aleatoria por la cual se esta tomando esperanza, en el caso
anterior serfa EX*(-). En caso de que la esperanza sea tomada con respecto a una ley conjunta
que involucre a mas de una variable, tan solo se agregaran las variables respectivas al super
indice. Por ejemplo, si h : R? — R es un funcién medible, escribimos

EYY [h(X, V)],

si (X,Y) es un par aleatorio.

Los siguientes resultados intentan caracterizar la convergencia de las distribuciones de
un subgrupo markoviano, cuyo caso aplica también para la distribuciéon de un proceso de
difusién como el presentado en la ecuacién estocastica (1.3).

Sea P = (P,);>0 un semigrupo markoviano, tal que p sea su medida de probabilidad
invariante.

Teorema 1.2 (Teorema 5.2.1 en Bakry y col., 2013) (Decaimiento exponencial en entropia)
La desigualdad logaritmica de Sobolev (con constante crs) para la medida pu es equivalente a
decir que para cada funcion positiva f € L*(X, T, 1) (con entropia finita) cumple que

Ent, (P, f) < e ?/ts Ent,,(f) (1.5)

para cada t > 0.

Para dos medidas de probabilidad p y v se puede definir la entropia relativa o diver-
gencia de Kullback-Lieber (ver Raginsky y col., 2017, Borkar y Mitter, 1999 y Cattiaux
y col., 2008).

Definicién 1.5 Se define la divergencia de Kullback-Liebler o entropia relativa (divergencia



KL) de una medida de probabilidad u con respecto a otra, v, como

[ log (g—:) dv, v<p
D(v|| ) = (1.6)
+00 otro caso.

Si py v son medidas en RY y, suponiendo que existen funciones, q(x) y p(x), densidades de
probabilidad respecto a la medida de Lebesque en R? de las medidas pn y v, respectivamente,
entonces podemos escribir a divergencia KL de la forma

DWlu) = [

R4

plo)tog (201} e (17)

Como v < pu, tomando f = %’ la derivada de Radon-Nikodym, tenemos que D(v || u) =
Ent,(f). Entonces, el Teorema 1.2 puede ser interpretado como

D(vi || ) < e/ D(w || ), (1.8)

donde dvy = P, fdu, t > 0.
Sea P(X) :=P(X,T) el espacio de medidas de probabilidad del espacio medible (X, T),
entonces la variacion total entre medidas de probabilidad, definida como

e = vllry = sup [u(A) = v(A)],
AeT

es una distancia en P(X). Ademaés, se cumple la desigualdad de Pinsker-Csizsdr-Kullback,

1
I = VI3 < 500 11 1).

Por lo tanto, bajo control de D(vyg || 1), el Teorema 1.2 (junto a (1.8)) implica una convergencia
fuerte de 1 hacia p en variacién total. (Bakry y col., 2013, capitulo 5.2)

1.3. Elementos de transporte 6ptimo

Definicién 1.6 (Acoplamiento) Un acoplamiento (o Coupling) entre dos medidas de proba-
bilidad en un espacio medible (X, T), u y v, es otra medida m € P(X x X), tal que sus leyes
marginales sean p y v (ver Bakry y col., 2013, capitulo 9).

La forma principal de medir la convergencia en leyes de los procesos analizados en este
trabajo serda mediante la distancia de 2- Wasserstein. Para dos medidas de probabilidad u, v €
P(X), se define la distancia 2- Wasserstein como

Wi, v) = inf {(EX’Y X =y )" =), v = E(Y)} , (1.9)

donde el infimo se toma sobre todos los “acoplamientos” entre p y v, infimo que siempre se
puede alcanzar por el hecho de que el conjunto de los acoplamientos resulta ser un conjunto
relativamente compacto al interior de las medidas conjuntas P(X x X'). La Proposicién 9.1.2
de Villani, 2003 nos asegura la existencia de acoplamiento éptimo para cuales quiera dos leyes



en P(X). Cada vez que sélo dos leyes, digamos L£(X) y L(Y') para X e Y v.a/s, participen
por separados en una expresion, como por ejemplo en

E* (9(X)) = E" (f(Y)),

para g y f funciénes medibles en el espacio respectivo, entonces, sin pérdida de generalidad,
podemos generar el espacio adecuado para que cada una de esas esperanzas estan tomadas
mediante la ley marginal del acoplamiento 6ptimo que genera la distancia de Wasserstein. Es
decir,

E*(9(X)) —E"(f(Y)) = BV (9(X) - f(YV)), (1.10)

con

VEXY(|X = Y|[2) = W(L(X), £(YV)). (1.11)

Aunque la expresién (1.10) se cumpla para cualquier ley conjunta entre X e Y, podemos
asegurar la expresién (1.11), lo que representa una herramienta de gran utilidad para los
desarrollos futuros.

En el Teorema 7.3 de Villani, 2003, la distancia de Wasserstein representa una métrica
en el espacio de las medidas de probabilidad, P(X). Més atn, esta distancia caracteriza la
convergencia débil de medidas de probabilidad en el espacio Py (X), el espacio de las medidas
de probabilidad con segundo momento finito, mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.3 (Teorema 7.12 de Villani, 2003) Sea (pux)ren una sucesion de medidas de pro-
babilidad en Po(X), y sea pu € Po(X). Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) W(g, ) — 0, cuando k — oo.

i) ur — p cuando k — oo, en el sentido débil, y (. )ren satisface la siguiente condicion
de tension: Para todo xog € X

lim lim sup |z — x0||*dur(x) = 0. (1.12)

B=0 ksoo  Jlz—wol>R

ii1) p — w1 cuando k — oo, en el sentido débil, y existe convergencia de los momentos de
orden 2: Para cualquier xo € X,

[ e = wolPduta) — [ lle = xolPdu(z), (1.13)
cuando k — oo.

iv) Cuando una funcién ¢ definida en X satisface la condicion de crecimiento, |p(x)| <
C(1+ ||z — x0||?), para algin xg € X, C € R. Entonces

/soduk — /sodu, (1.14)
cuando k — oo.

Finalmente, se enuncia la desigualdad de trasporte de costo cuadratico que vincula la
distancia de Wasserstein con la Definicién 1.5, de la Seccién 1.2.2.



Definicién 1.7 (Definicién 9.2.2 de Bakry y col., 2013) Decimos que u € Po(X) satisface la
desigualdad de trasporte de costo cuadrdtico (desde ahora tan sdlo desigualdad de trasporte)
con constante C' > 0, si para cada v € P(X),

W(u,v)? <20 D(v || ). (1.15)

Ejemplo (Desigualdad de Talagrand) Sea dyu(z) = (27) "/2e~1*°/2dz la medida Gaussiana
estandar en los conjuntos borelianos de R™. Entonces, por el Teorema 9.2.1 de Bakry y col.,
2013, para cada v € P(R"), tenemos que

W(p,v)* <2D(v | ),

es decir, la ley gaussiana cumple la desigualdad de transporte de la Definicién 1.7 con cons-
tante igual a 1.
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Capitulo 2

Problema de riesgo esperado y de
maxima verosimilitud

2.1. Funcién de riesgo y riesgo empirico
Consideremos el siguiente problema de optimizacién

minimize F(x) = E”[f(x, 2)] = / (o, 2)P(d2), (2.1)
donde z € R? y Z es una variable aleatoria fija definida en algin espacio de probabilidades
(Q, F,P) y que toma valores en un espacio Z al que se llamara espacio muestral. La funcién
[ RYx Z — Res B(R x Z)-medible y es conocida como la funcién de riesgo del problema.

En el supuesto de que la medida de probabilidad P es desconocida, el problema (2.1) se
vuelve infactible, o su tratamiento estara sujeto a aproximaciones o estimaciones de la funciéon
F(-). Sise supone que la variable Z es observable y se considera z = (z;)"_, € Z", una muestra
aleatoria simple de tamano n de esta variable, entonces gracias a la LGN (Teorema 1.1), la
funciéon

Be) = =3 (e, )

1

SRS

)

llamada riesgo empirico, es un aproximador
de que converge a ella cuando n — oo.
Asi, el problema a resolver se suele reemplazar por

—~

o “estimador”) de la funcién F(+), en el sentido

minimize F,(z). (2.2)

r€R4
Investigaciones y resultados indican que la resolucién del problema (2.2) entrega usualmente
un buen estimador del valor éptimo del problema (2.1) (ver capitulo 3 de Vapnik, 2000).
Esta metodologia de resolucién de problemas estocéasticos explica como algunos sistemas

estan dotados de la capacidad del aprendizaje a base de una muestra finita observaciones.
(ver Bottou, 1998, Vapnik, 1979)
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2.2. Problema de maxima verosimilitud

Un ejemplo simple de un problema de riesgo empirico esperado es el problema de maxima
verosimilitud. En la siguiente seccién se definen los elementos de este problema. (Ver Held y
Bové, 2013, Capitulo 2)

2.2.1. Verosimilitud y Log-Verosimilitud

Sea D un conjunto de realizaciones del vector aleatorio Z con masa de probabilidad o
funcién de densidad conjunta py(D). La funcién py(D) depende de las realizaciones z € D'y
de un parametro, usualmente desconocido, 6. El conjunto de todas las posibles realizaciones
de la variable Z es el espacio muestral Z, que en este caso se considera un subconjunto de
R! para [ € N, mientras que el conjunto de todos los valores que 6 puede tomar, serd llamado
espacio de pardmetros, denotado por ©. Tipicamente, © serda un subconjunto de algiin espacio
de dimension finita, en este caso se considerarda a R™ con n € N.

El objetivo de la inferencia estadistica es inferir € a partir de un conjunto de valores
observados D. De esta forma se define la funcion de verosimilitud

L(6;D) = py(D), 0 €O, (2.3)

visto como funcién de 6 para D fijo. Usualmente escribimos L(f) para la verosimilitud si no
cabe duda de la dependencia de D.

Definicién 2.1 (Definicién 2.1 en Held y Bové, 2013) La funcion de verosimilitud L(0)
es la masa de probabilidad conjunta o funcion de densidad conjunta del conjunto de datos
observados D, visto como una funcion del parametro desconocido 6.

2.2.2. Estimador de maxima verosimilitud

Definicién 2.2 (Definicién 2.2 de Held y Bové, 2013) El estimador de mdzima verosimilitud

o estimador mdzimo verosimil (EMV) Opary del pardmetro 0 es aquel que mazximiza la funcion
de verosimilitud
QEMV = arg Iglaé( L(@) (24)
€

Para calcular el estimador EMV, es posible ignorar valores constantes que multipliquen
a la funcién L(#) sin cambiar el punto 6ptimo, sin embargo, se verda que esta facilidad de
ponderar la funcién de verosimilitud sin cambiar el valor del estimador EMV sera de utilidad
para reformular el problema de optimizacién respectivo a un problema de riesgo esperado.
En ocasiones, es numéricamente conveniente el uso de la funcion de log-verosimilitud

[(0) = log L(6),

el logaritmo natural de la verosimilitud, para el célculo el estimador EMV. Como el logaritmo
es una funcién creciente, entonces

Opyy = arg max 1(0).

Ademas, se puede observar que el estimador sigue siendo el mismo cuando se tienen funciones
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iguales salvo ponderacién por valores constantes positivos. Si el valor ponderante es negativo
el problema es equivalente a uno de minimizacion, sin embargo, el punto éptimo se mantiene.

2.2.3. Formulacién del problema

Sea D = {z;}, una M.A.S. de la variable Z. Ademads se asume que existe 0* € O tal que
la distribuciéon de Z corresponde a una ley con densidad py«, perteneciente a una familia
paramétrica de densidades P = {py : 6 € O}. Dado que la muestra es independiente, se
puede escribir la densidad conjunta de la muestra como

pe(D) = [ pe(2), (2.5)
i=1
por lo tanto, la funciéon de log-verosimilitud es

1(6) = " log pa(=). (26)

=1

Como la ponderacién de la funcién [(6) no afecta al punto maximo, el problema de encontrar
el estimador de maxima verosimilitud Oz, puede escribirse como

.. 1 &
minimize —— Z:ZI log pg(z;). (2.7)
Este problema es equivalente al problema de riesgo empirico (2.2) tomando f(0, z;) = — log py(2;).

De la misma forma, tomando n suficientemente grande, gracias a la ley de los grandes nu-
meros se tiene que la funcién objetivo converge a una esperanza dependiente de la verdadera
distribucion de la muestra, caracterizada por el parametro 6*.
— logpe(z) — Ef. (logpe(Z)) cuando n — oo,
i=1

donde EZ. denota la esperanza de la funcién bajo la ley de probabilidad de Z con densidad py-.
De esta forma, también se puede definir el problema del estimador de méaxima verosimilitud
como

mi%ierélize EZ. (—logpe(2)) . (2.8)

Esta ultima formulacién equivale al planteamiento de problema de optimizacion estocastica
presentado en el problema (2.1). El siguiente lema asegura que el problema (2.8) efectivamente
se resuelve en el parametro buscado.

Lema 2.1 Si 0* € O, entonces el minimo del problema (2.8) se alcanza, al menos, en 0*.
(Donde 6 es el parametros real, es decir Z ~ pg«)

DEMOSTRACION. El objetivo de esta demostracion serd probar que

Ef. logpe(Z)] < EF. [logpe-(Z)] VO € ©. (2.9)

2 Acs se destaca la diferencia con respecto a la notacién, donde la variable a optimizar x es reemplazada por
0 en la nueva formulacién.
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De esta forma, si 0* € ©, entonces resuelve el problema (2.8) escrito en forma de maximiza-
cion.
Notemos que

Eg. [log po(2)] — Ef. [log pe-(Z)] = E. llog (;i((ZZ))ﬂ <log (EHZ* Lfei<(ZZ))]> ., (2.10)

donde la ultima desigualdad corresponde a la desigualdad de Jensen, utilizando la concavidad
de la funcién logaritmo. Sin embargo, como py- es la densidad real de la distribucion de 7,
tenemos que

z |Po(Z) | _ [pel2) o N
EZ lpe*@)] = [ 22 [mz)z<1, voeeo, (2.11)

dado que cada una de las funciones py son densidades de probabilidad. De la expresion (2.11),
cabe destacar que la integral puede estar definida sobre el soporte de la funciéon py-, es decir
{z : pg-(2) > 0}, puesto que el valor esperado se toma sobre esta ley. Sin embargo, este
conjunto no necesariamente corresponde al soporte de la funcién py, por lo que podria ser
que la integral no alcanzara a completar la masa total de esta densidad y, por esta razon, la
ultima parte corresponde a una desigualdad. Finalmente, juntando la desigualdad (2.10) y la
expresion (2.11), tenemos que

EZ. [logpe(Z)] — EZ. [logpe-(Z)] <0, VO €O, (2.12)
completando la demostracion. Il

No precisamente existe un tnico parametro que alcance el 6ptimo, pues dos densidades
que se diferencien tan sélo en un conjunto de medida nula podrian llegar de la misma manera
al 6ptimo. Sin embargo, esto puede restringirse pidiendo que la familia P sea identificable,
esto es, que el mapeo # — py sea inyectivo en ©.

Otra observacion importante es que el problema (2.8) es independiente de cualquier mues-
tra, por lo tanto (en caso de resolverse) una soluciéon debiese ser el pardmetro mismo y no
tan s6lo un estimador de éste. Finalmente, sélo queda aclarar de qué forma, o en qué nivel,
el estimador de maxima verosimilitud éE mv aproxima al valor real 6*.

Definicién 2.3 Sea 0, un estimador de 0, que depende de una muestra aleatoria (Zy, Za, -+ , Zy).

Se dird que 0, es un estimador consistente si 0, LN 0, es decir
P (|0, — 0] > €) — 0, Ye>0,

cuando n — o0.

El siguiente lema conecta la idea de que, para muestras suficientemente grandes, el EMV
entrega (con gran probabilidad) la densidad real que rige la ley de probabilidad de la muestra,
bajo condiciones de regularidad recurrentemente usuales en el contexto de modelos paramé-
tricos de estimacion.

Lema 2.2 (Lema 2.5 en Newey y McFadden, 1994) Suponga que z;, coni € {1,2,---} son
muestras i.i.d. con densidad pg~, 0* € O, tal que se cumplan las siguientes condiciones:

14



1. La familia P = {pg, 0 € O} es identificable.
2. © es compacto.
3. El mapeo 0 — log pe(z;) es continuo c.s. para todo z;.

4. E (supgee log po(zi)) < oc.

Entonces el estimador mdximo verosimil de 0 es consistente.

Esto asegura que los problemas (2.7) y (2.8) corresponden a los problemas propuestos
en (2.2) y (2.1) (respectivamente), y por lo tanto; el problema del estimador de maxima
verosimilitud corresponde a un problema de riesgo esperado (tanto teéricamente como en su
versién empirica).
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Capitulo 3
Algoritmo SGLD

Resolver (2.2) usando el método usual de descenso de gradiente requiere el calculo de n
gradientes en cada actualizacién del nuevo valor (uno por cada z;) y resulta un proceso muy
caro cuando n es un valor demasiado alto. Alternativamente a este enfoque, surge la formula-
cién estocastica del algoritmo de gradiente, llamado descenso de gradiente estocastico (SGD,
por su nombre en inglés). Para su formulacién, es conveniente definir el ordculo de gradiente
estocdstico u ordculo estocdstico de primer orden, siguiendo, por ejemplo, a Raginsky y col.,
2017, Ghadimi y Lan, 2012 y Ghadimi y Lan, 2013.

Definicién 3.1 Sea g : R x U — R?, una funcion medible, donde U es cierto espacio
medible conveniente, y U, una variable aleatoria en U que solo depende de la muestra z, bajo
el contexto del problema (2.2). Se dird que g y U, conforman un mecanismo de ordculo de
gradiente estocastico de primer orden para F, si

EY (¢(z,U,)) = VF,(z), Vz € R (3.1)

De esta forma, dado el vector de observaciones z, el algoritmo SGD puede ser escrito de
la forma

Lk4+1 = Tk — ng<xk7 UZ,k); (32)

donde n > 0 es el parametro de aprendizaje o tasa de aprendizaje y g(xy, U, ) es un estimador
insesgado de VF,(x)) mediante el mecanismo de ordculo con U,y, realizaciones i.i.d. de U,.
Esto puede escribirse en funciéon del oraculo de gradiente estocédstico como gx, = g(zg, Uzi)
cuando no quepa duda de la dependencia de las variables U, ;. Generalmente, la variable U,
aparecera implicitamente en la practica, pero su existencia engloba un amplio espectro de
estimadores insesgados de V F,.

Cuando la funcién de riesgo f(x, Z) no es convexa en la variable z, el problema se dificulta
considerablemente, por esta razon se introduce una variante del algoritmo SGD que incluya
un término de error que permita al algoritmo evitar caer en (o poder salir de) minimos
locales. Tal variante es llamada Gradiente Estocastico de dindmica de Langevin (SGLD, por
su nombre en inglés) y estd dada por la recursién

Tp41 = T — NGk + 4/ 201, (3.3)

donde &, es una variable gaussiana estdndar en R? y 3 > 0 es el pardmetro de temperatura.

16



El nombre de este algoritmo viene dado del hecho de que el proceso Markoviano discreto
definido por (3.3) puede verse como la discretizacion de un proceso de difusion de Langevin
a tiempo continuo, o una aproximacion de este, dado por la ecuacion diferencial estocastica
de Ito

dXt = —VFZ (Xt) dt + 26_1dBt7 t> 0, (34.)

con {B;}+>o un movimiento browniano estandar en R?. Segtin Raginsky y col., 2017,Chiang
y col., 1987 y Ma y col., 2015, bajo ciertas condiciones de f, es posible demostrar que, para
una realizacién z dada, la medida de Gibbs

o (dz) o< exp (—FF,(x))

es la tinica distribucién invariante de (3.4) y que la distribucién de X; converge a 7, cuando
t — oo. Mas aun, para valores suficientemente altos de [, la distribuciéon 7, se tiende a
concentrar en el conjunto de 6ptimos globales de F,(z). (ver Raginsky y col., 2017, Chiang
y col., 1987 y Hwang, 1980)

Denotaremos por p,, = L (xx|Z = z) a la ley del proceso definido en (3.3) y por v,; =
L(X:|Z =1z) a la ley de (3.4). La aproximacién que tiene el algoritmo SGLD para lograr
6ptimos de los problemas (2.1) y (2.2) son diferentes en el sentido que todas las distribuciones
de los procesos definidos (f, %, Vst ¥ 7,) estan construidos a partir de la funcion F, y de
la muestra z, muy presentes en el problema (2.2), a diferencia del problema (2.1), que es
independiente de la muestra. En la realidad, las aplicaciones se restringen directamente a
una muestra dada, por lo que es mas realista la formulacién aproximada del problema que
tomar el valor esperado de la ley desconocida. Por ultimo, la diferencia entre los sesgos de
los problemas (2.1) y (2.2) difieren tan sélo en un término proporcional a 1/n, donde n es
la cantidad de la muestra (ver Raginsky y col., 2017), por lo que el enfoque completo se
recupera con un tamano suficientemente alto de la muestra.
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Capitulo 4
Aproximacion al é6ptimo

El objetivo de esta seccion es evidenciar la aproximacion del valor de salida del algoritmo
xr v el punto 6ptimo de la funcién de riesgo esperado empirico F},, cuando k£ € N es un valor
suficientemente alto. El valor de z;, es una variable aleatoria con ley i, , la pregunta recae
en: si * es el valor minimo de la funcién F,, entonces ;jqué tan cerca estd E (F,(zy)) de
F,(x*), cuando la esperanza es tomada con respecto a la ley p,;?, jqué tan grande debe ser
k para que la aproximacién sea buena?

Para ser realista con el contexto en que se desenvuelve este problema, se debe aclarar que
muchos de los enfoques que se consideran para este analisis en general en la literatura son
del tipo asintético, cuando t — oo, puesto que la distribucion de Gibbs, 7, es el limite débil
de la variable X; definida en (3.4). Sin embargo, en la aplicacién es imposible simular esta
variable hasta lograr la convergencia, por lo tanto, se parte reconociendo que siempre existira
un error de estimacién (el cual se busca cuantificar o justificar) y que toda aproximacion se
hard en un intervalo de tiempo finito, [0,75], donde Tj es de la forma nK, con K € N, la
cantidad final de iteraciones del algoritmo SGLD.

Se impondrén las siguientes hipdtesis sobre el conjunto de elementos del problema (2.2).

4.1. Condiciones requeridas

La primera condiciéon tiene que ver con la suavidad de la funcion F,. Ademas de ser
diferenciable para poder asegurar la existencia de su gradiente, pediremos que este gradiente
sea una funcién acotada y de clase Lipschitz para cierta constante que no dependa de la
realizacion z.

Condicién 1 (A.1-A.2 en Raginsky y col., 2017, A.1 en Borkar y Mitter, 1999) Para cada
z € Z, la funcién V f(-, z) es L-Lipschitz. Es decir, existe una constante L > 0 fija, tal que

IVf(z,2) =V f(v,2)]| < Lllz —vl, Va,u€R™ (4.1)

Ademés, la funcién Vf(-,z) es acotada en algtin punto de R?. Es decir, existe € R, tal
que existe una constante R > 0 finita que cumpla que

\Vf(Z,2)| <R, VzeZ. (4.2)

La siguiente condicién es tomada por Raginsky y col., 2017 y juega un rol importante al
momento de acotar la varianza de xy.
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Condicién 2 (A.3 en Raginsky y col., 2017) La funcién f(-,z) es (m,b)-disipativa, para
cada z € Z. Esto es; para algin m >0y b > 0,

(£, Vf(z,2)) >m|z||*> b, VzeRVzeZ. (4.3)

Las siguientes condiciones propuestas en Raginsky y col., 2017 y Borkar y Mitter, 1999,
son impuestas para restringir la eleccién del mecanismo de ordculo estocastico (definicién
3.1).

Condicién 3 (A.4 en Raginsky y col., 2017, A.2 - (i) en Borkar y Mitter, 1999) Existe
una constante d € [0, 1), y dos constantes G, N > 0 finitas, tal que para todo z € Z",

EY (|lg(x, Uy) — VE,(x)|?) <26 (G?||=]* + N?), Vo eR (4.4)

Finalmente, imponemos condiciones sobre la distribucién del punto inicial del algoritmo
v la brecha espectral uniforme.

Condicién 4 (A.5 en Raginsky y col., 2017) La ley de probabilidad pg del punto inicial del
algoritmo xg, tiene densidad py acotada y

Ko := log /Rd el71 po(2)dz < oo, (4.5)

Definicién 4.1 Se define la brecha espectral uniforme como

{fRd IVylPdm,

A = inf inf
inf in [ o g2dm,

zEZ™

g€ C'RY N L (n,), g # 0, /Rdgdﬂz :O} (4.6)

Bajo ciertas condiciones es posible asegurar que A, > 0 (ver Raginsky y col., 2017, Seccién
4).

4.2. Lemas utiles

Se introduce la siguiente notacion: E,(-) = E(-|Z = z), ya que en el andlisis general, se
considera que la muestra aleatoria simple representa otra variable con la opciéon a cambiar
en cada experimento independientemente de este algoritmo.

Los siguientes lemas seran de utilidad para la conclusion de esta seccion.

Lema 4.1 Bajo la Condicion 1, existe una constante finita B tal que
IVf(z,2)| < Llz] + B, (4.7)

para todo x € RY, y todo z € Z.

DEMOSTRACION. Simple consecuencia de la Condicion 1 y de la desigualdad triangular de la
norma en RY. En efecto, sea # € R? el valor mencionado en la Condicién 1, en (4.2),
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supongamos que ||Z|| = M, se cumple que |V f(Z, z)|| < R para todo z € Z, entonces

IVf(z,2)l < |IVf(x,2) = V(@ 2|+ VF(E,2)]
<L|z—Z]|+R

< L|jz|| + LM + R := L||z|| + B,
donde se definea B= LM + R < 0. OJ

Recordemos que X; era el proceso definido por la ecuacion diferencial estocastica

dXt = —VFZ<Xt)dt + 1/ 26_1dBt7 t > O,

que, gracias a la Condiciéon 1, nos asegura la existencia de una tnica solucién fuerte para
cada condicién inicial, en el sentido de los procesos adaptados a la filtraciéon candnica del
movimiento Browniano B;.

El siguiente lema es una modificaciéon del Lema 3 en Raginsky y col., 2017.

Lema 4.2 (Cota uniforme L? del algoritmo SGLD) Bajo las Condiciones 1, 2, 8 y 4, para

t0d00<77<1/\m ytOdOZEZn,

1 d
sup B2 [l 12 < ro + 2 (1 A ) <b+ B’ 4 N? + ) (4.8)
k>0 m I6]

Ei(tHXtuz < K06—2mt + b+TcrlL/B(1 _ 6—2mt>
(4.9)
< g+ 422

donde B corresponde a la constante que nace del Lema 4.1 y la primera desigualdad de (4.9)
se cumple para todo t > 0.

Gracias a este ultimo lema, podemos definir (Seccién 3 en Borkar y Mitter, 1999)

K =supEj* [||xk||2} : (4.10)
k>0

y asegurar que K < oo, cuya utilidad sera visualizada en los lemas posteriores.

Lema 4.3 (Integrabilidad exponencial de la difusién, Lema 4 en Raginsky y col., 2017) para
todo 3 > 2/m, tenemos

log B [elX4°] < g + 2 (b + g) t (4.11)

El siguiente lema es una consecuencia de la Condiciéon 3 y el Lema 4.2.

Lema 4.4 FExiste una constante positiva C < oo, tal que

sup B¢ g (g, Upi) = VE (i) |* < C, (4.12)
k
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donde, recordemos que, xi y U, con variables independientes.

DeEMoOSTRACION. Notemos que, condicionando al valor de x; tenemos que
BV (g, Un) — VE, (wi)|* = B (B ([lg(wk, Unk) — VE(@)]* |2))

usando que la Condicién 3 es para todo valor de z € R?, y por la monotonia de la esperanza,

B (lg(ew, Uai) = V(i) |* ) < 26(G2Ja|* + N?) (4.13)
y, por lo tanto,
BV |g(wr, Unr) — V(i) | < Eg* (26(G?[|lze]) + N?)) . (4.14)
Definiendo
C :=25(G*K + N?),
con K dada por (4.10), se concluye el resultado. O

Observacion: Un aspecto a destacar del lema anterior es que la constante encontrada es
independiente de 7, implicando una cota uniforme en este pardmetro.

Por ultimo, se define una variacion del proceso utilizado en Borkar y Mitter, 1999, el
proceso continuo x(t), dado para t > 0 por

—:L‘O—/ (Ls/nIn), Uy, |s/n))ds + /2871 By, (4.15)

donde (By);>0 es el mismo movimiento browniano estdndar en R? que aparece en la definicién
de X, en la Ecuacion (3.4). Gracias a los crecimientos Brownianos y a la composicién de

x(t), notamos que x(kn) y xy son iguales en ley para todo k € N. En efecto, paran > 0y
ke N;

(k+1)n
(b 1m) =30 [ g(@(ls/nn). Unin)ds + /287 By (4.16)
(k+1)n
= wo—/ w(Ls/nn), Ug,jsny)ds — /kn g(x(Ls/n]n), Uz sm)ds+1/287 Biryayy, (4.17)
como z(|s/n|n) = z(kn) para todo s € [kn, (k + 1)n), y reescribiendo
B(kJrl)n = Bkn + (B(kJrl)n - Bkn) )
tenemos que

P (k4 1m) =0 [ glalls]), Uniopy)ds + 251 By
+ (=ng(alkn), Uns) + /287 (B, = B) )

es decir;
z((k+1)n) = x(kn) —ng(x(kn), Uzx) + /267 (Bk+1yn — Bin)- (4.18)

Finalmente, gracias a las propiedades de saltos independientes y reescalamiento del movi-
miento Browniano, tenemos que B(yy1), — By 2 B, < \/7_]5 , donde é corresponde a una
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variable normal estandar multivariada d-dimensional e independiente al pasado del movi-

miento Browniano hasta el tiempo kn, y el simbolo 2 indica que la igualdad corresponde a
una igualdad en distribucién. Entonces, para los tiempos de la forma kn tenemos la siguiente

recurrencia R
((k + 1)) £ 2(kn) — ng(a(kn), Upk) + /20871, (4.19)

que corresponde a la misma recurrencia de la definicién de zj, en (3.3). Anadiendo la misma
condicién inicial a ambos procesos y dado que los & son independientes podemos concluir

que tanto z(kn) como xj son iguales como proceso, es decir (z(kn) : k € N) 4 (x : k € N).
El proceso x(t) por lo tanto corresponde a una extensién continua, en todo punto, de las
realizaciones del algoritmo SGLD. Por lo tanto, deberia existir convergencia en alguna norma
cuando la discretizacion del tiempo sea lo suficientemente fina. Esto se prueba en el siguiente
lema.

Lema 4.5 E*®)1/m) (”:L‘(t) — Z|t/n HZ) — 0 cuando n — 0, para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Sea t > 0,0 <ny k € N tal que kn <t < (k+ 1)1, tenemos que

o) = o= [ glalls/nln),Uson)ds + /267 B,
= 1’0—/Okng(fﬁ(LS/ﬁJW%Uz,Ls/nDdS—/kig(w(LS/an),Uz,Ls/nJ)dS+ 287" (B + (Bt = Bin))

= allon) = [ g(alls/n)1),Uniopy)ds + /257 (Bi = Buo).

Nuevamente, ocupando las propiedades del movimiento Browniano, tenemos que B; — By, <
Vit —kn &, con & ~ N(0,1). Asi, recordando que z(kn) 2 Ty, = T|y/y|, tenemos que

£L‘(t) = X|t/n] i - /k; g(iE(LSJ), Uz,LS/T]J)dS + Y 25_1(t - kn)ék (420>

Como kn <t < (k + 1)n, entonces

t
. atalLs/nin). Usyoyay)ds = (¢ = kn)g(a(kn), Us). (121)
Reemplazando en la ecuacién (4.20) tenemos que

|2(t) = 2pemI* < (& = k) Ng(w(kn), U ) I” + 267" (¢ = kn)[[1&]1> (4.22)

Por la definicién de k tenemos que t — kn < 7. Ademaés, gracias a los lemas 4.1, 4.2 (definicién
4.10) y 4.4, tenemos la siguiente cota

B Ve (k). Uy < 2(C + 2122 + 252). (1.23)

Asi, como E {ka\ﬂ = d, tomando esperanza a ambos lados de (4.22) y acotando, tenemos
que

s ([la(t) = wpmI7) < 2(C + 202K + 2B)if? + 267 dn. (4.24)
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Basta con notar que el lado derecho de (4.24) sélo depende de 7, y tiende a cero cuando n — 0.
El resultado se mantiene cuando la esperanza es tomada sobre la distribucién conjunta que
incluye a la variable Z, que fue condicionada en esta demostracion. ]

También es posible ver al proceso z(t) como el proceso continuo que aproxima la parte de
variacién acotada del proceso (3.4) (integral) mediante un proceso simple y replica la parte
correspondiente a la martingala (Browniano). De esta forma, x(t) toma el rol de proceso
intermedio entre el algoritmo SGLD x|,/ v el proceso de difusion X;.

Lema 4.6 (Lema 3.1 en Borkar y Mitter, 1999) V1, > 0, V¢ € (0, Tp], WX [||2(t) — X¢||?] —
0, cuando n — 0. Donde x(t) el proceso descrito en (4.15).

En Borkar y Mitter, 1999 ademés es posible encontrar la siguiente desigualdad para la
diferencia cuadratica entre z(t) y X, para t € (0,7Tp),

To
Et). X {||x(t) B thﬂ < L/o E()X0 {ll:r(s) — Xs||2} ds+

n*T <LIC+C’+;>L+77(TO+1) <C+2;>.

Usando el lema de Gronwall se encuentra la siguiente cota:

EyOX [|lo(t) — X% < <772To (L/c +C+ ;) L+n(To+1) (C + 2;)) et (4.25)

Por ultimo, es posible notar que, tanto el Lema 4.5 como el Lema 4.6, no dependen de los
acoplamientos entre ;| y x(t), o entre x(t) y Xy, por lo tanto, esta conclusiéon también
puede expresarse en términos de la métrica de Wasserstein. En particular, se tiene que cada
tiempo de la dindmica X, de ley v,, se aproxima en distribucién por algtn paso del algoritmo
SGLD de la forma x|y, de ley pig|¢/y|, cuando n — 0, si t € (0,Tp).

Esto se refleja en el siguiente corolario, que surge como consecuencia de los lemas 4.5 y
4.6.

Corolario 4.1 Vt € (0,70), W(tta,|t/n] Var) — 0, cuando n — 0. Mds ain, tenemos la
siguiente cota para la distancia de Wasserstein entre pi, |t/y| Y Vat:

W(,uz,bt/nj ) Vz,t)2 < anQ + Qan (426)
donde
Q, =2 <T0 (LIC +C + Z) Le™ 4+ 2(C + 2L°KC* + 232)> : (4.27)
2b
Q, =2 ((To +1) (C + 5) elto 4 Qﬁ‘1d> : (4.28)

DEMOSTRACION. Sea E®Lt/7)%t(.) el valor esperado bajo la ley conjunta entre Tym Yy X¢ que
induce la distancia de Wasserstein. Ocupando desigualdad triangular de la norma Euclideana
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tenemos que
Wt tn)s Vad)” = BP0 ([l2gg/) — Xol?)

< 2 (B (g — o)) + B (laft) - X))
Ocupando las cotas (4.24) y (4.25), y reagrupando términos, se concluye el resultado. ]

Observacion: Es necesario mencionar la importancia de considerar la dindmica en un
intervalo finito de tiempo, puesto que el factor exponencial e, en (4.28), no le permite a
n disminuir el valor de EZ®-X¢ [||z(¢) — X;||%] si Ty — oo, como se aprecia también en (4.25).
Este punto sera de importancia en el anélisis final de la aproximacion de la solucién, puesto
que uno de los errores relacionados al error cuadratico del algoritmo depende de horizonte
temporal en que se busca discretizar el proceso continuo. Por tltimo, otro punto importante
de mencionar es la dependencia del parametro (3, cuyo valor usualmente es alto, sin embargo,
por muy grande que sea, tanto la cota como la conclusion del lema anterior siguen siendo
validas.

Para comparar el valor de F, obtenido con el algoritmo SGLD y su valor 6ptimo ocupa-
remos la siguiente descomposicion: para t € (0,7})

EZ1t/n) <Fz(xwm)) —F = E=Lt/n) Xt (Fz(l‘wm) — Fz(Xt)> +

ENX (B (X)) = F(X) +EY (F(X7) - ),

donde F es el valor éptimo de la funcién F,(x), x|/, iteracion del algoritmo SGLD hasta
el tltimo entero menor a t/n, distribuido como fi, , /) X, es la variable aleatoria resultante
de la dinamica (3.4) en el tiempo ¢, distribuido como v,; y X* es una variable aleatoria
distribuida por la medida de Gibbs, 7,. La descomposicién anterior analiza tres términos;
el primero, E®Lt/n)-Xt (Fz(xtt nl) — FZ(Xt)), corresponde al error de aproximacién desde el al-
goritmo SGLD al proceso de difusion y serd principalmente controlado por la convergencia
débil que existe desde fi,, ¢/, hacia v,;. El segundo término, EXtX" (F,(X;) — F,(X*)), co-
rresponde al error de aproximacion desde la dinamica X; a su distribucién estacionaria m,.
Finalmente, EX™ (F,(X*) — F}) corresponde al error de estimacién por parte de la medida
de Gibbs al 6ptimo de la funcion.

Cabe mencionar que en otras investigaciones (como Raginsky y col., 2017 y Borkar y
Mitter, 1999) se realiza un andlisis parecido anadiendo un error extra proveniente de la apro-
ximacion del problema de riesgo esperado por el problema de riesgo empirico. Este andlisis
se evitd por dos simples motivos: el primero corresponde al trabajo ya realizado en investiga-
ciones al respecto, donde se prueba que la convergencia se logra cuando la cantidad de datos
es suficientemente grande (por ejemplo Vapnik, 1979 y Vapnik, 1991). La segunda razén es
la importancia practica, ya que el problema de riesgo empirico se relaciona directamente con
aplicaciones como el problema de tomografia sismica que se planteara posteriormente.

Recordamos que, sin pérdida de generalidad, tanto la esperanza E*l/7%Xt como EXtX"
pueden ser tomadas bajo la ley que induce el acoplamiento éptimo que genera a la distancia 2-
Wasserstein. Para las siguientes secciones se tomando a Raginsky y col., 2017 como principal
referencia.
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4.3. Error de discretizacion

Gracias a las condiciones anteriores y los lemas mencionados antes logramos obtener el
siguiente resultado.

Teorema 4.1 Bajo las condiciones (1), (2), (3) y (4), para todo t € (0,Tp], existe una
constante C; > 0 que no depende de n, tal que

B (Fu(@iesm)) — EX (Fu(X0)| < CON(ta /) V), (4.29)
con
C, = \/20%6% + 2B, (4.30)
6t ER, y
61 < ko + btj/@ (4.31)

Ademds, por el Corolario 4.1, se tiene que

B (Fulwiem)) — EX (Fu(X0)| = 0, (4.32)

z

cuando n — 0.

Observaciéon: Tanto este teorema, como los lemas anteriores utilizan la esperanza con-
dicional a la observacion z, E,, pero dado que las cotas encontradas no dependen de esta
variable, notamos que estos resultados también logran ser validos bajo la ley conjunta total
de Fz(x|s/y)) v Fz(Xy), donde Z ahora es una variable aleatoria en Z", independiente del
algoritmo.

DEMOSTRACION. (Teorema 4.1) Gracias a la condicion (1), sabemos que la funcion f(-, z) es
continuamente diferenciable para todo z € Z. Sean z,w € R? y z € Z, entonces

flw,2) = flw,2) + /01<x —w, Vit + (1= tw, 2))dt, (4.33)

entonces, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto interno en R?,

f(@,2) = flw,2)] <Lz —w, Vflte+(1—thw,2))|dt

(4.34)
< [l = wll - IV FG + (1= tyw, 2)]dt.
Juntando la desigualdad (4.34) y el Lema 4.1, tenemos que
1
[f(z,2) = flw, )] <[z —wl|| - [[Vf(tz + (1 = thw, 2) | dt.
1
<z —wl| (Lf el + (1 = t)||w]dt + B) (4.35)

< e — wll (£(lle] + ) + B).

Sea [,/ ’Xt( -), el valor esperado para el acoplamiento 6éptimo que genera la distancia de
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Wasserstein, es decir

T|¢/n) Xt
\/Ez“J 2 /m) = Xell?] = Wit 1/n) Va)- (4.36)

Entonces, dado un vector de observaciones z € Z" y t € (0, Ty, tenemos que

L) (Fz(%/m)) —EX (Fz(Xt))‘ —

B, (Fy(aym) — Fo(X0)|

X
< EZLt/nJ t (

1 = T\t Xt
Ey(@4/m)) — Fz(Xt)D = SR (|f($Lt/nJ7Zi) - f(Xt7Zi>|>
=1

T|¢/n] Xt L
< B (lloggay = Xl (G Ulesmpll + 10) + B) )

Finalmente, usando la desigualdad de Cuachy-Schwarz, esta vez para la esperanza condicio-
nal,

Z\¢/n , Xt L
B2 (lhatam = Xell (5 Ularmll + 10) + B) )

T\t T\ )Xt
< W (B2 (o amy 12) + BXe (1 X]12)) + 232@; M ey — Xall2]

Recordando que |£/n] es un valor k € N de iteracién, es posible definir 62 = E, /™ (|

EXt (|| X¢]|?). Gracias al lema 4.2, 62 es finito y no depende de 7. Asf,
R2Le/n) (Fz(fELt/nJ)) —EX (Fz(Xt))‘ <\/2L2%63 + 232\/]E§Lt/npxt {wa,ﬂ — Xt||2]
< \2L268 + 2B* Whis, 1/n] s Vart)-

Ocupando el Corolario 4.1, concluimos que

|21 /m) 1)V

B (Fu@iem)) — EX (Fu(X2)| = 0

cuando n — 0, para todo t € (0, Tp]. O

Se vuelve a recalcar lo mencionado en el Lema 4.6, donde el peso de la importancia de los
supuestos cae en que esta aproximacion sélo se asegura bajo horizontes temporales finitos.

4.4. Error de distribucion estacionaria

En esta seccién se propone una forma de cuantificar el sesgo existente entre la estimaciéon
hecha por la distribucién de la dindmica hasta un tiempo finito, Ty > 0, y la estimacioén hecha
por la distribucién de Gibbs, ley estacionaria de la dinamica anterior.

En el caso del contexto de la dindmica (3.4), el siguiente resultado de Raginsky y col.,
2017, nos asegura que la medida 7, cumple la desigualdad logaritmica de Sobolev (1.2) y nos
facilita una cota para la constante crg.

Lema 4.7 (Proposicion 9 en Raginsky y col., 2017) Bajo las condiciones (1), (2), (3) y (4),
para B > 2/m, todas las distribuciones de Gibbs 7, cumplen la desigualdad logaritmica de
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Sobolev, con constante

om?+8L2 1 (6L(d + ) N 2) (4.37)

< 2 T L 2
LSS0 rE T\ m
Ademds, segun Raginsky y col., 2017, Cattiauz y col., 2008 y Bakry y col., 2013, por el

teorema de Otto y Villani, tenemos que la distribucion de Gibbs cumple con la desiqualdad
de transporte-entropia de orden 2 o costo cuadrdtico de transporte (Definicion 1.7):

W (v, m)? < 2¢cpsD(ml|m,), (4.38)

donde m € P(R?), arbitraria.

El siguiente Lema nos entrega una cota para la discrepancia que existe entre la ley inicial
del algoritmo SGLD, p,, y la distribucion de Gibbs, cuando p, o cumple la condicién (4).
Sin embargo, hace uso una pequena condicién extra.

Condiciéon 5 Existe una constante A > 0 tal que

1£(0,2)] <A, Vze 2. (4.39)

Lema 4.8 (Lema 5 en Raginsky y col., 2017) Suponiendo las condiciones (1), (2), (3), (4)
y (5) Se tiene que para todo z € 2",

d 3 b
D(pzp]|mz) < log ||polles + 108;6%-5( +B\/_+A+log3> (4.40)

donde pg es la densidad de 1,0 con respecto a la medida de Lebesgue.

Con este tltimo lema, el Lema 4.7 (desigualdad 4.38), junto al teorema de decaimiento
exponencial (Teorema 1.2), que implica la relacién

D(s ]| ) < Dlwgg [|ma)e /s,

y recordando que en el instante ¢ = 0 tenemos que p,9 = V0, Nos permite enunciar el
siguiente resultado, que corresponde a una leve modificacién del Lema 9 de Raginsky y col.,
2017.

Lema 4.9 V\/(uzﬂmrz)2 — 0 cuando t — oo. Mas atun, se tiene la siguiente cota de conver-
gencia
W(Vz,taﬂ-z) S CQG_t/BCLS; (441)

con

d 3r b

La importancia de la constante Cy yace en la independencia de ¢ y de z, aspectos que seran
de gran importancia en el resultado principal de este apartado. Sin embargo, para un analisis
en conjunto del algoritmo, escribiremos Co = Ca() o Cy := Co(—log(B), 5) para recalcar la
dependencia de (. Por otro lado, lo que se encuentra al interior de la raiz cuadrada en la
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definicién de Cy es positivo, y define de buena forma la constante, para todo valor de [ si se
cumple que
6me [ Lro b 2/d
— | =+ Byko+ A+ =log3 | ||po||ZL* > 1. (4.43)
dm 3 2
De lo contrario, si estas constantes (positivas), no cumplen la tltima condicién expuesta, de
todas formas Cy estard bien definido como ntimero real para valores suficientemente altos de
5. En efecto, considerando que 2c¢pg es un valor positivo, notamos que la expresion

d. 3 Lk b
log [|polfoo + §logm—6 + 8 <30 + By/ko + A+ 210g3>

es convexa como funciéon de [, por lo que posee un tnico punto minimo, con valor

d 67 ([ Lk b d
log [[pol|oc + 5 log [dm <3 + By/Ro + A+ 210g3>1 + 5

Imponiendo que este valor sea positivo y ocupando la monotonia de la funcién exponencial, se
encuentra el valor expresado en (4.43). Finalmente notamos que la expresién tiende a infinito
cuando 3 — oo, por lo tanto, encontrando valores suficientemente grandes podemos asegurar
que la raiz esté bien definida en caso de que (4.43) no se cumpla.

Teorema 4.2 Bajo las condiciones (1), (2), (3), (4) y (5), se tiene que V3 > 0,

EY (Fy(X0) — By (Fu(X")| < CW(, ), ¥t >0, (4.44)
donde
Cs = \/2L262 + 2B2, (4.45)
con 63 ER, y
b+d
52 < 2B (4.46)
m

Ademds, por el Lema 4.9 tenemos que

B (Fo(X0)) = B (F(X7)] < CaCoe™ 00, (4.47)

(donde Cy corresponde a la constante del Lema 4.9) y, por lo tanto,

BN (F (X)) — BY (F(X")| =0, (4.48)
cuando t — oo.

DemosTRACION. Recordando la cota utilizada en el Teorema 4.1, desigualdad (4.35),
L
f@2) = fw, )] < o —wl (Ul + ol + B), VzeZz. — (449)

Sea EXtX"(.), la esperanza tomada en el acoplamiento 6ptimo tal que EXt%" (]| X, — X*[|?) =
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W Vg4, m2)%. Entonces, ocupando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

(Fo(X0) = EX (F(X7))| (4.50)

<22 BX(1X]2) + B (1X7]2) + 2BVES Y (

| Xe — X*[?) (4.51)

Por el Lema 4.9, sabemos que W(v,, 7,) — 0. Combinado con el Teorema 1.3 podemos
concluir que X; converge débilmente a X*, cuando ¢t — co. Ademéds, tomando el punto i)
del mismo teorema, tenemos que

b+d/6

/||w||2d7rz - hm/||w||2d Var < (4.52)

donde la tltima desigualdad viene de la cota (4.9) del Lema 4.2. De esta forma, definiendo
52
G5 como

b+d/p
m Y

53 = By (1% 01°) vEZ (I1X7]1%) <

(4.53)

tenemos que

B (Fu(X0) — BY (F(X")| < /22263 + 2B EX (

Xe- X2 (454)

Recordando que EXtX" definfa la distancia de Wasserstein, se concluye la desigualdad (4.44).
O

Se vuelve a destacar la presencia del parametro [ en las constantes Co y C3, cuya con-
sideracion serd importante en los resultados posteriores. Por el momento sélo se dira que,
cualquiera sea el valor de (5, ambas constantes mantienen su caracter de finitas, aun cuando
B pueda tomar valores positivos tan grandes como se quiera.

4.5. Error de estimacién del 6ptimo

Es bien sabido desde Raginsky y col., 2017, Chiang y col., 1987 y Hwang, 1980, que la
ley de probabilidad 7, converge débilmente a una distribucién uniforme en el conjunto de
puntos 6ptimos globales de la funcién F,(z) cuando 5 — oo. De poderse generar muestras
de esta distribucién, el problema de minimizacién estaria resuelto, pues F,(x) = F,, casi
seguramente, donde F) representa el valor 6ptimo de la funcién. Sin embargo, al tratarse de
un comportamiento asintético, es infactible lograr esta convergencia, por lo tanto se buscara
cuantificar el nivel de sesgo que tendra el valor esperado de F,(X*) cuando X* distribuya
como 7, para valores de 3 suficientemente altos.

El siguiente resultado de Raginsky y col., 2017 nos entrega una cota para este error.

Teorema 4.3 (Proposicién 11 en Raginsky y col., 2017) Para todo > 2/m,

EX (Fy(X*) — FF < Qdﬁ log<m (bcf + )) (4.55)
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En particular, tenemos que

EX"(Fy(X*) — Ef| — 0, (4.56)

cuando 3 — co.

4.6. Sesgo del algoritmo SGLD

Basta con juntar los resultados de los Teoremas 4.1, Teorema 4.2 y Teorema 4.3, acompa-

nado del Lema 4.9, para enunciar la cota de error que podemos encontrar con el algoritmo
SGLD.

Teorema 4.4 Sea Ty > 0, 8 > 2/m. Bajo las condiciones (1), (2), (3), (4) v (5), tenemos
que el error esperado entre la realizacion del algoritmo SGLD vy el optimo de la funcion,
cumple que

E*1To/n) (Fz(wLTo/nj)) — FZ’ <’ 90<77) +C3C2(ﬁ)67T0/ﬁCLS

d eL (b3
oLt (m (dH)),

donde Cy y p(n) corresponde a las constantes del Teorema 4.1 y el Corolario 4.1, es decir

C, = /20262 + 2B2, (4.57)

o) = (2B + ©(8m)"”, (4.58)
con
Q,(B) =2 (To (LIC +C + Z) Le™0 +2(C + 2L2K* + 232)> Ly (4.59)
Qx(B) =2 <(T0 +1) <C + 2;) elTo 4 2B‘1d> . (4.60)
Co(B) y Cs corresponden a las constantes del Lema 4.9 y Teorema 4.2, es decir
d 3 L b
Co(B) = JQCLS <log lpo oo + 3 log mg + 0 (;0 + By/ko+ A+ 3 log 3)), (4.61)

Cy = \/2L2%62 + 2B2. (4.62)
Ademds, tenemos que
b+d/p

A2 A2
01, 09 S m

(4.63)

Observamos que, a diferencia de los resultados anteriores, este teorema ocupa la esperanza
total del modelo, dejando a la muestra aleatoria de Z™ como la variable Z que no esta fija. Esto
no es problema desde que las cotas encontradas en los teoremas anteriores no dependen de la
muestra z, por lo que es posible encontrar el mismo resultado para la esperanza condicional
y concluir por la monotonia de la esperanza.
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4.6.1. Codependencia entre 7, Ty y f.

Una pregunta interesante es evaluar la posibilidad de obtener un valor minimo de la cota
del Teorema 4.4, para algun Tj, poder evaluar el comportamiento del error cuando 5 — oo
y, en el mejor de los casos, encontrar condiciones para cumplir que

d el (b3
“To/fers 4 Zlog [ (22 4 1)) — 0.
C3C26 + QB Og( (d + )) 0

Lamentablemente esto no es posible. El analisis anterior parte cuantificando el error que
se obtiene al momento de discretizar la dindmica y finaliza trabajando con la distribucién
estacionaria de la dinamica que se quizo discretizar inicialmente. Usualmente, para llegar a
esa distribucién estacionaria, el proceso estocastico debe recorrer hasta un tiempo infinito, lo
que claramente no es factible de implementar. En este apartado se describira la codependencia
entre las variables n, Ty vy f3.

Partiremos notando que cualquier tipo de sucesion tal que Ty — 0o no es compatible con
el resultado del Lema 4.6,cuya condicién exige que el valor de T} sea finito. Esto implica que
el primer término de error en el Teorema 4.4, es decir;

C1o(n),

con 1/
p(n) = (Qun* + Qan)

diverge cuando T — oo, puesto que los valores de Q; (ver (4.59)) y Qs (ver (4.60)) lo hacen
para todo par de valores n > 0 y 8 > 0. Por lo tanto, podemos concluir que la condiciéon
de finitud para Ty es necesaria en el resultado. Por ultimo, recordemos que, como Tj es el
tiempo final del proceso que replica el algoritmo SGLD, la relacion respecto a n es de la forma
Ty = Kn, con K € N, algtin natural finito que representa la cantidad de pasos del algoritmo.
Por lo tanto, podriamos afirmar que tomar un 7 tan chico como sea necesario es posible si
asumimos que el algoritmo es ejecutable para cualquier cantidad de pasos.
El tercer término del error del algoritmo SGLD del Teorema 4.4 es

d el (b5
%log (m (d + 1)) ,

y corresponde al error de aproximacion del valor medio de la funcion, bajo la distribucion
de Gibbs, al valor 6ptimo de la funcién objetivo, expresado en el Teorema 4.3. No es dificil
mostrar que este valor converge a 0 cuando f — oo, lo que implica la convergencia de la
distribucion y la disminucion del error del algoritmo. Sin embargo, el segundo término de
error sera aquel que dificulte el movimiento de 5. En efecto, dicho término esta dado por

C3CQ€7TO/BCLS, (464)
con
d 3 Lk b
Cy = \IQCLS <log llPol|oe + ilog@ + 3 <30 + By\/ko + A+ 210g3>>,

Cy = \/20262 + 2B2.
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Podemos simplificar la expresion (4.64) considerando que C3 no depende de (3, ni de Tp, y
que todos los demas términos que aparecen son constantes positivas. De esta forma podemos
reescribir (4.64) como

<\/A log§ +CB+ D> e~ To/Bers (4.65)

donde A, B,C, D > 0 son constantes. Notamos que, para valores de T constantes, el valor
de la expresion (4.65) crece hacia infinito cuando f — oo. Por lo tanto, es necesario que T
crezca lo suficiente como para contrarrestar el crecimiento provocado por #. Supongamos que
Ty es de la forma ', con [ > 1, entonces tenemos que:

\/Alog% +Cﬂ+D)

B —To/ﬂCL S (
<\/A log 3 +CB+ D) e S = Sy : (4.66)

Para valores altos de 3, el numerador de la expresion anterior crece a un ritmo parecido
al de /B, lo que se ve completamente dominado por el crecimiento de la exponencial en el
denominador, puesto que [ —1 > 0. Por lo tanto, esta condiciéon basta para para asegurar
el control sobre el segundo término del error medio del algoritmo SGLD. Sin embargo, la
conclusién anterior condiciona el valor de Ty a una cantidad de al menos 3', por lo que
la convergencia del error para § — oo esta condicionada a Ty — o0, tendencia que ya se
argumentd como infactible.

A pesar de lo anterior, es posible ajustar los parametros para obtener valores pequenos
(pero no nulos) para el error acotado por el Teorema 4.4, justificado por la convergencia del
término Cy(B)e~¥PeLs . En efecto, sea ¢ > 0. Existe 3y > 0, tal que V3 > S, tenemos que

C4<5)e—t/5%s <e.

Como C3Cy()e L5 es decreciente en 3, la peor eleccién que cumpla un error del orden de &
serd [y. Esta eleccion de peor valor puede ser reemplazada por otro electo con el criterio de ser
el mas “barato” en términos de la ejecucion del algoritmo (tiempo, memoria computacional,
etc.), acd se asumira que la eleccién es la misma.

Para el resto del error, basta con una eleccién de Ty tal que By < Tg lo suficientemente
grande para asegurar un valor pequeno, que contrarreste el crecimiento otorgado por el alto
valor de S, (puesto que Cy(3)e~/%Ls es creciente con respecto a 3). De esta forma, un error
“pequeno” del sesgo del algoritmo SGLD cuando n — 0, estard dado por

C3Ca(Bo)(Bo)e  To/Pocrs e < ¢,

Buscar un 7, que mayore a lo suficiente no deberia ser tan costoso en comparacion con
0 0

Bo, sin embargo, esto dependera fuertemente del aporte de las constantes que participan en
Cy y Cs. Si el orden de las constantes es notoriamente mas pequeno que el orden numérico de
Bo, entonces pequenos aumentos de Ty asegurarian errores deseados.

Observacion: Para cerrar esta discusion, se agregard que el andlisis recién incluido no

b

considera la repercusion que puede representar en el costo o la dificultad que puede existir al
querer ejecutar el algoritmo simulando una dindmica en un tiempo Ty alto, pero finito, con
7 pequeno.
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Capitulo 5

Algoritmo SGLD para el problema de
EMYV

Recordamos el estimador del estimador de maxima verosimilitud, valor que resuelve el
problema de optimizacién (escrito en forma de minimizacién esta vez) (2.7):

n

1
rnuélrénze - ; log pg(2;). (5.1)

Equivalente el problema de riesgo empirico esperado (2.2), tomando f(0,z;) = — logps(z;)
como la funcién a minimizar evaluado en una muestra aleatoria z;.
El algoritmo SGLD expresado en (3.3), para este caso particular tiene la forma

Op+1 = Ok — ngr + /2087 1&. (5.2)

La variable g, es un estimador insesgado del gradiente de la funcién objetivo, es decir:

1 n
Egr.=Vy <—n210gp6k(zz ) =

=1

n

>

=1 pek

vﬁpﬁk (zz)

3\’—‘

Una de las elecciones usuales para gi es la usada en el método de mini-batch, esto es; para
h, un nimero natural tal que h < n, se selecciona un subconjunto de indices aleatoriamente,
I C{1,---,n}. Méas precisamente, eligiendo

1 1
gk = —7 Vope, (zi),
h ZEZ[ p9k( ) S
si [ = (i1,---,%,) es una variable aleatoria que distribuye uniformemente entre todos los
subconjuntos de {1,--- ,n} de tamafio h, entonces g es un estimador insesgado con respecto

al gradiente total de la funcion objetivo. Mas atn, si se cumple la Condicién 1, entonces, para
este estimador, también se cumple la Condicién 3 con § = 1/h. En efecto, podemos definir
el mecanismo de oraculo de gradiente estocastico (Definicién 3.1) tomando U, = I junto a la
funcién g : RY x {1,--+ ,n}" — R? definida como

9(0,U, = 1) ———ZVfH,zZ (5.3)

zEI
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De esta forma tenemos que g es un estimador insesgado para el gradiente de la funcién
objetivo del problema de minimizacién definido en (2.7) y

2) - —EI (ZHW 0, 2 ||2[ lef—zr)  5a)

2
Podemos notar que el término [Iliel - Zd] < 1 para todo ¢ entre 1 y n, puesto que h < n.
Por lo tanto, el ultimo valor esperado puede escribirse de forma implicita sumando sobre la

familia Z de los (Z) subconjuntos de tamano h, presentando la siguiente desigualdad

]EI(H ZVszZ :LG:VfQZZ

el

&(ﬁJVﬂaamﬂmg—zr)<E4§]erawﬁ AR

=1 I€T i=1

un pequeno argumento combinatorial nos permite mostrar que, por cada indice ¢ entre 1 y n,
existen Zj subconjuntos de tamafio h que contengan a ¢, por lo que doble suma anterior
se reduce a

IeT =1

6Zi|lvf(9,%)ll2 = (E )1) D_IVEO, )] = ZHVf (0, z)|*

Si asumimos que se cumple la Condicién 1, entonces, por el Lema 4.1 tenemos que
IVF(0, )| < 2(L%|10)* + B), Vi=1,--,n

Juntando con la desigualdad (5.4) tenemos que

[\

E; (H ZVfG 2i) —Tllzn:VfG 2i)

el

2
1
)<mh%@WW+B%§ﬁﬁWW+W%

cumpliéndose la Condicién 3 con G =L, N=By d=1/h.
De esta forma, el algoritmo descrito en (5.2), para la funcién de log-verosimilitud, eta
dado por

Ort1 =0k + Z ( )Vepek zi) + /20871, (5.5)

zEI

con { I }r>1 una coleccién de variables i.i.d. que distribuyen uniformemente sobre {1,--- ,n}™,
{& }r>1 una coleccién de variables i.i.d. normales estandar d-dimensionales, independientes
de {Ik}k:ZL n > Oy 6 > 0.

En el contexto de este problema nos interesa dos casos tipicos de verosimilitud de una
muestra: el primer caso ocurre cuando la funcién de densidad corresponde a una densidad
posteriori p(f|D). El estimador resultante de este problema es conocido como FEstimador
Mazimo a Posteriori (MAP). El segundo caso se presenta cuando la variable Z no es el inico
fendémeno aleatorio, sino que forma parte de algin vector aleatorio observable. En este caso
serd necesario marginalizar la densidad conjunta, integrando en las variables que no sean
parte del problema de optimizacién.
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5.1. Estimador maximo a posteriori

El principal proposito de este contexto es encontrar el pardmetro 6 de una ley de proba-
bilidad de densidad pg, que mejor explique una muestra D de datos i.i.d. finita de ley py. Sin
embargo, es de esperarse que, para el conjunto de observaciones D fijo, el parametro # pueda
tener, no sélo uno, sino un rango de valores y hasta su propia distribucién de probabilidad.
Este punto de vista tiene logica bajo la idea de que la muestra D fue extraida aleatoriamente
segtn la ley pyg, por lo que encontrar una ley éptima sélo para el conjunto finito D y no para
cualquier muestra, podria llevarnos al sobreajuste.

Las siguientes definiciones extraidas de Held y Bové, 2013 (seccién 6) nos ayudardn a
introducir los principales elementos de la estadistica bayesiana.

Definiciéon 5.1 Sea D un conjunto de observaciones de una variable aleatoria Z con funcion
de densidad p(z|0). Se define la densidad de la distribucion a posteriori como

pOID) = D) o pDI0)c(6) (5:6)

donde la funcion <(0) es una densidad de probabilidad para 6, denominada distribucion a
PTIOTI.

Supongamos que el conjunto D = {z;}_; corresponde a variables i.i.d., entonces podemos
escribir la ley conjunta de D como

n

p(D10) = [ 1 p(zil0).

i=1

Si modificamos el problema de verosimilitud, y se considera a la ley posteriori, p(0|D), en
vez de la verosimilitud, L(6; D), entonces la funcién objetivo del problema (2.7) se transforma

en3

A

n
F,(0) == —logg(0) — TllZlogp(zi\H), (5.7)
i=1
A un valor de # que resuelva esta nueva modificacién del problema es conocido como estimador
mazximo a posteriori, pues maximiza la distribucion posterior de la muestra. Desde el punto
de vista del problema de minimizacién expuesto, E, sélo difiere del problema original de
verosimilitud en el término log¢(f), que representa un término de regularizacién adecuado al
contexto de la naturaleza del parametro 6.

En Ma y col., 2015, Chen y col., 2014 y Welling y Teh, 2011, la funcién E, es llamada
funcion de energia potencial y es posible analizarla desde el punto de vista de una dindmica
Hamiltoniana, aprovechando algunas propiedades peculiares que se logran ver. Esto permite
otros tipos de enfoques de estudio, sin embargo, este aspecto no sera abarcado en este trabajo.

A continuacion, veremos condiciones suficientes sobre los datos del problema que permitan
aplicar los resultados del Capitulo 4, justificando el uso del algoritmo SGLD en este contexto.

1. Condicion de suavidad

Para asegurar la Condicién (1) bastarda con pedir que, tanto log p(z;|0) como log¢(#) perte-

3 El 6ptimo de p(f|D) se mantiene para todas las funciones que sea proporcionales a ella, por lo que puedo
intercambiarla por p(D]6)s() aunque no sean completamente iguales.
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nezcan por separado a alguna familia de distribuciones tal que la derivada de su densidad sea
una funcién Lipschitz. Si consideramos a f(6, z;) = —log p(z;|0) — log¢(6) en el contexto del
problema (2.2), tenemos que; como la condicién se mantiene bajo aditividad de funciones,
f(0, z;) también las cumplira.

En efecto, asumiendo la diferenciabilidad de log¢(f) y logp(z,0) con respecto a la va-
riable 6, y suponiendo que ambos gradientes son Lipschizt para €, de constantes L; y La,
respectivamente. Sea z; € Z, arbitrario, entonces tenemos que

IV f(61,2:) = V f(ba, 2)]| =
|V 1ogs(8y) — Vogs(6r) + Viogp(zi|02) — Vlog p(z]61)||
< [V log o(62) — Vlog o(62)]| + |7 log plz:16s) — ¥ log p(=161)
< Ly|6h = Oof| + La|61 — 62| = (L1 + L2)[|61 — o]

Otra forma de corroborar esta condicién es asegurar diferenciabilidad de segundo orden para
estas funciones. En caso de poseer segunda derivada acotada, aplicando el teorema de valor
medio, podemos encontrar opciones de valores para Ly y Lo, de la forma

Ly =supV?logs(#), vy, Ly=sup max V2 log p(z0) (5.8)
0 g =1, n

2. Condicién de disipatividad

Para las Condicién (2) el procedimiento es parecido. Suponiendo que —V log p(z;|0) cumple
la condicién de disipatividad con constantes my y by y —V log¢(f) la cumple con constantes
mso y by, entonces si

(0, =Vlogp(z0)) = mal|0]|* — by,

(0, —Vlog<(0)) = mal|0]* — bz

tenemos que

(0, —=Vlog p(z]0) — Voge(6)) > ms|0])* — bs, (5.9)

conm3:m1+m2yb3:bl+bg.

Ejemplo (Distribucién Normal multivariada) Sean ji € R? y X ~ N (ji,¥), donde X es
una matriz cuadrada de dimensiones d x d, simétrica, invertible y definida positiva. Sea
X = {x;} , una muestra finita de observaciones de X, suponiendo que el pardmetro /i es
desconocido, pero que si poseemos la informacion de cémo es la matriz ¥, la funcién de
verosimilitud dado el parametro fi esta dada por

. 1 1 T S
p<x’/JJ) = (27'(')"/2 | det 2|1/2 exp (_Q(x - M)Tz 1<$ o /JJ)) ) (51())
por lo tanto
— Vilogp(z|fi) = Z7' (i — ) (5.11)
Y T—1 Ty—1
(i, =Vlogp(a|f)) = "X ji— i ¥ . (5.12)
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Cumplir la Condicién (2), es decir, encontrar valores m,b > 0 tal que
(i, =Valogp(z|f)) = m||f]* -,
es equivale a cumplir la siguiente desigualdad
At (ST = ml) i — @S+ b >0, (5.13)

donde I es la matriz identidad de dimensiones d X d. Sean a1 > ag > -+ > a4 > 0 los
valores propios de Y71, entonces si tomamos m € (0, ay), la expresiéon a la izquierda de la
desigualdad (5.13) es una forma cuadratica convexa para fi, cuyo valor minimo es

I pe1 (vt ]
—42"% (27 —ml) =7z +b.
Imponiendo que esta tltima expresion sea mayor que cero y tomando el maximo en x € X
para que la desigualdad se cumpla en todo punto de la muestra, tenemos que si m € (0, ay),
entonces el b > 0 necesario cumple que

-1

1 Ty—1 (y—1 -1
b>1r;1€a)§{ DY (E —m]I) Y. (5.14)

3. Otras Condiciones

Las condiciones faltantes: desigualdad (4.2) de la Condicién (1), Condicién (3), Condicién
(4) y Condicién (5), dependeran directamente del caso particular que se tome, es decir; de
la verosimilitud, densidad a priori ocupada, el estimador de VF,(6) y la eleccién inicial del
algoritmo.

De esta forma, aplicando el algoritmo especificado en (5.5) para este caso, tenemos la
siguiente regla de actualizacion para 6:

n n 1
0 =0, + ———Vyc(0.) + = E ——Vop(zl|0 +4/2 B=LE. 1
k+1 k §(0k) .9§( k) hielk ( Z|9k) 927( | k) n k (5 5)

El algoritmo anterior puede verse bastante beneficiado en casos en que las leyes son tomadas
de algtin caso particular (pero comin) como lo son las familias exponenciales, donde perdemos
la dependencia del término divisor en el paso y el calculo de los gradientes llega a simplificarse
de una manera importante, como lo es (por ejemplo) en los modelos normales.

5.2. Distribucién marginal desde distribuciones con-
juntas

Actualmente es dificil pensar en modelos matematicos que describan de buena forma un
fenémeno natural o social con tan sélo una variable. Lo usual y conveniente es encontrar
modelos multidimensionales. De esta forma, si nuestro interés es estimar una distribucion de
alguna variable Z no observada, sera natural buscar una regla, dependencia o distribucion
conjunta con respecto a otra variable Y, cuyas realizaciones si se observan.

Sea py(z,y) la distribucion conjunta del vector aleatorio (Z,Y), entonces la distribucién
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marginal, objeto de interés del problema de verosimilitud, esta dada por:

po(2) = /pe(% y)dy. (5.16)

Al aplicarle logaritmo a esta funciéon y asumir la diferenciabilidad suficiente por parte de la
funcion 6 — pe(z,y), tenemos que el gradiente estard dado por la expresiéon

Vopo(z,y)d
o - 7

(5.17)

Sobre la cual se puede verificar si se cumplen las condiciones revisadas en los capitulos
anteriores.

A diferencia del caso anterior, con la densidad posteriori, en el caso de la densidad mar-
ginal no hay variadas generalidades que se puedan tomar mas que ver en cada caso cual
es la forma de la funcién de log-verosimilitud (5.17). Puede ocurrir que el espacio donde se
encuentra definido la variable Y sea acotado o de medida finita, en tal caso, la condiciéon de
suavidad puede caer solo sobre el integrando de la expresion anterior. En efecto, sean 6 y
0, supongamos que la funcién Y& o5 Jocalmente Lipschitz, de constante L > 0, para
la variable 6, y que la variable aleatoria Y sélo toma valores en el conjunto acotado ) con
medida de Lebesgue finita #()), entonces

Vope, (2, y) Vope, (2, y) Vope,(2,y)  Voepe,(z,y) H
S D gy — | 2 gyl < - d
/y po(z) Y /y pon(z) Y —/y e pe(z) ||
< [ LII6s — balldy = #(D)L]6: — ba]. (518)
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Capitulo 6

Aplicacion: Tiempo minimo de viaje y
tomografia sismica

A continuacion, se establecera el contexto del problema inverso del tiempo minimo de
viaje para ondas sismicas en un dominio acotado, que consiste en reconstruir la distribucion
de velocidades de onda del medio por donde se propagan a partir de una base de registros
de llegadas de sismos a un conjunto de sensores. Este problema, conocido como el problema
de tomografia sismica, tipicamente es un problema inverso mal puesto, su modelamiento y
soluciones han representado un reto en el area de las matematicas y datos, por lo que un
método de solucién numérico sera el desafio propuesto para el algoritmo SGLD.

En los siguientes capitulos se modelard la funcién del tiempo minimo de viaje de una
onda sismica y su relacién con el campo de lentitud fijo en un medio, y como estos elementos
pueden incluirse en un modelo paramétrico de estimacién. Conseguir el nivel de diferenciacion
necesaria para aplicar el algoritmo SGLD y analizar de qué forma se podria (o no) verificar
las condiciones necesarias para aplicar el resultado mostrado en capitulos anteriores.

6.1. Tiempo minimo de viaje y campo de lentitud

El siguiente capitulo recopila y resume el desarrollo expuesto en Delplancke y col., 2023
para la comprension de la eleccion del modelo de prueba del algoritmo SGLD y las hipotesis
necesarias para su uso. En lo que sigue se trabajara en un espacio tridimensional, sin embargo,
esta teoria es aplicable en dos dimensiones, caso que se observara en los resultados de la
aplicacion.

Sean a,b € R* dos puntos, se define el conjunto de los caminos entre a y b como Py, es
decir; si p € P,y entonces p = {v(t) : t € [0,¢,]}, donde vy es una parametrizacién de este
camino, Lipschizt continua, y ¢, es el tiempo en que se demora en llegar por primera vez
desde a hasta b, es decir; v(0) = a y y(t,) = b, con ~(t) # b para todo t € (0,¢,).

Ademas se denota por B(R?,(0,00)) en conjunto de las funciones medibles y acotadas
desde R? al conjunto (0,00). Se dota a B(R3,(0,00)) por la norma uniforme | - || y el
producto natural entre él y su dual, (-, -).

Para cada p € P, se define la aplicacién lineal T, : B(R?, (0,00)) — R,a la que a cada
campo S € B(R?, (0,0)), le asigna su integral a través del camino p, es decir

(T5) = [ 5= [ SO (6.1)
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Es posible mostrar (ver Delplancke y col., 2023) que la aplicacién I', no depende de la
parametrizacién 7, es continua y puede identificarse como una medida de Radon sobre R3.
De esta forma se define, en funcién de S € B(R3, (0,00)), la ecuacién del tiempo minimo de
viaje entre los puntos a y b a través de S como

ds(a,b) = inf (I',,5), (6.2)

pepa,b

donde S es interpretado como un campo de lentitud finito, es decir, el inverso de una velocidad
no nula, isotrépica y finita en R*. Si v : [0,¢,] — R? es una parametrizacién Lipschitz con
una lentitud establecida por el campo S € B(R?, (0,00)), se cumple que |7 (¢)|S(v(t)) = 1.
Por lo tanto, si v(0) = a, y(t,) = by v(t) # b para todo t € (0,%,), el tiempo de viaje desde
a hasta b estara dado por

<va S) = ty,

donde p € P, es el camino parametrizado por 7.

Asi, para S € B(R?, (0,00)), el valor dg(a, b) representa el tiempo minimo de viaje de una
particula mediante un camino Lipschitz entre a y b cuya velocidad en el punto z € R? esté
dado por 1/5(x).

También es posible trabajar este mismo valor, dg(a,b), como la solucién viscosa de la
ecuacion eiokonal, como se hace en Lee y col., 1981, Noble y col., 2014 y Tarantola y Valette,
1982. En efecto, para a € R3 fijo, si S toma valores en la cerradura de G C R3, al igual
que los caminos que unen a con b. Si S es suave tendremos que dg(a, ) es la solucién de la
ecuacion

IVu®d)| = S(b), VbeG, ula)=0. (6.3)

A continuacién, se buscard realizar estimaciones sobre el campo S(z), para todo = es
un conjunto acotado G C R?, mediante estimadores de méxima verosimilitud, por lo que
es necesario imponer un modelo probabilistico sobre alguna base de datos relacionadas con
este fenémeno fisico. Ademas, como el campo S tiene infinitos valores en un subconjunto
de R3, serd necesario discretizar el dominio en el que se encuentren los datos disponibles e
interpretar el resultado anterior para poder derivar la funcién de verosimilitud y aplicar el
algoritmo SGLD con el parametro adecuado.

6.2. Modelo de estimacion de S

Tanto la construccién de la base de datos, como el modelo paramétrico de estimacion del
campo es tomado de Delplancke y col., 2020, donde se desarrolld6 un método basado en el
algoritmo SGD clasico. Los resultados de ese experimento serdn citados mas adelante como
comparacion con respecto al rendimiento obtenido con el algoritmo SGLD.

Considerando un campo de lentitud fijo S € B(R3,(0,00)), se centra el andlisis en un
conjunto acotado G C R3 desde el cual se han realizado registros de la posicién y tiempo
en que M € N sismos independientes, de origen espacio-temporal desconocido, llegan a un
conjunto de sensores. Cada sismo es etiquetado con el super-indice ¢ € {1,---, M} y cada
registro consiste en un par ordenado, tiempo y posicion, (t;, 7"}), correspondientes al j-ésimo
sensor (7 € {1,-+-, N'}) para cada uno de los N’ € N sensores, en el i-ésimo sismo.
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6.2.1. Parametrizacion del campo

Dado que el campo S € B(R?,(0,00)) es un pardmetro continuo en funcién de la posiciéon
espacial y los modelos de verosimilitud convencionales s6lo ocupan parametros de dimension
finita, es necesario un método de discretizacién para S. Sea G C R3, el conjunto acotado
contiene a todas las posiciones de los sensores que recolectaron la informacion de los sismos,
r; Particionando el conjunto G en d subdominios y definiendo un valor para el campo de
manera constante en cada subdominio, podemos expresar el campo S como un elemento de
R?. En Delplancke y col., 2023 se muestra que existe una relacién lineal e inyectiva entre
S € B(G, (0,00)) y su parametrizacién construida como se acaba de mencionar, s € R, Esto
permite definir la funcién céncava T : RE — R, que expresa el tiempo minimo de viaje
entre los puntos a y b en funcién de s. El siguiente Teorema* de Delplancke y col., 2023,
permite asegurar la diferenciabilidad de la funcién de s, una parametrizacion del campo S.

Teorema 6.1 (Teorema 4.3 de Delplancke y col., 2023) Sea § € R? la parametrizacion por
bloques respectiva de S; € B(R3,[0,00)), se define el cono abierto de parametrizaciones de
campos no neqativos como

Sy = {§ eR?: S € |J B(R?, [m, oo))} (6.4)

m>0

Entonces, la funcion s — T (s) es diferenciable c.t.p. en S;. Mds ain, para s € Sy — c.t.p.,
existe un unico vector w(s) € RY tal que

T(s) = (w(s), s)re = ds(a,b), (6.5)

D.T(h) = (VT(s), h)gs = (w(s), h)ga, Yh € R (6.6)
6.2.2. Funcion de verosimilitud

Sea {t; 1< j <N, 1<i< M} el conjunto de los tiempos correspondientes a M
sismos registrados. t; corresponde al tiempo de la primera vez en que se registra la 2-ésima
onda sismica por el j-ésimo sensor (del total de N* sensores para tal sismo) ubicado en el
punto espacial r%.

Se asume que cada t;- € [0,00) corresponden a valores positivos y T‘;» € R3, y que existen
origenes de cada sismo (#',7") que serdn parametros desconocidos. Ademds, se asume que
cada sismo se comporta de manera independiente con los M — 1 restantes y la relacion entre
estos tiempos y el capo de lentitud s es de la forma’®

to=t"+dy(r',r) + &, 1<j< N, (6.7)

donde €§-, ie{l,---, M}, je{l,--- N} representan medidas de error de medicién corre-
pondientes a variables aleatorias gaussianas centradas de varianza comin o2 > 0. En palabras
simples, el tiempo registrado debe ser igual al tiempo de referencia origen del sismo mas el
tiempo minimo de viaje ente el punto de origen del sismo 7’ y el punto de registro del sensor

4 La demostracion del Teorema 6.1 se puede encontrar en el Anexo A.
5 Desde ahora y en adelante se tomaran sélo campos discretizados, justificado por lo mencionado anterior-
mente.
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rj-, perturbado por un error de medicién independiente del fenémeno, donde o estd definido
completamente por la calibracion de los sensores.

Tal como se menciona en Delplancke y col., 2020 y Tarantola y Valette, 1982, es posible
modificar los datos disponibles para perder la dependencia del origen temporal de los sismos.
Para ello se trabajara con vectores de datos temporales centrados

. S A
t = tj—ﬁth :
=) acieni

i i i 1 X i g
F(r',s) .= (ds(r ,rj) N st(r ,7"]-))
i=1

1<j<N?

Con esta modificacién se satisface la siguiente ecuacién
t'=F(r',s)+¢, Vi=1,--- M (6.8)

donde €’ son vectores gaussianos N'-dimensionales. Si denotando por Iy, la matriz identidad
de RV xRY" y por 1, a la matriz cuadrada en RV x RY" que s6lo contiene 1 en sus entradas,
entonces la matriz de covarianzas de €' estara dada por

Y= o? (INZ- - ;ANI-) : (6.9)

Dado que la matriz ¥ es singular y no es invertible, el vector € no posee densidad en
RY". Sin embargo, como se menciona en el Capitulo 8 de Rao, 1973, es posible encontrar
una densidad para este vector Gaussiano en un subespacio vectorial contenido en RY". En el
siguiente lema de Delplancke y col., 2023, cuya demostracion se puede encontrar en el Anexo
B, se muestra que este subespacio es aquel espacio ortogonal al vector (1,---,1) en RN, Por
lo tanto, es posible encontrar funcién de densidad concentrada en RV 1.

Lema 6.1 (Lema 3.1 en Delplancke y col., 2023) Para cada sismo i = {1,--- , M}, sea H el
hiperplano de RN" ortogonal al vector (1,---,1), € un vector gaussiano en RN" con matriz
de covarianzas X!, y € € RNI_I las coordenadas de €; con respecto a una base ortonormal de
H dada. Entonces €; € RN =1 admite la siguiente funcion de densidad

Ni-1 — Ni-1 i
UV (Y Y e
2mo 202 ono 202 |’

donde || - || es la norma Buclideana en RN~ o RN".

Por los argumentos mencionados anteriormente, la densidad del vector Gaussiano t*, con-
dicionado al valor de s € ]R‘i y al punto de origen del sismo r* es

p(ti|’l“i,8) — <1> ) exp <_ th — F(Tia 3)”2> . (610)

2ro 202

Como no se tiene informacion alguna sobre los pardmetros de hipocentro de origen del sismo
serd necesario imponer una distribucién a priori para encontrar, marginalmente, la distribu-
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cién de t* condicionada ahora sélo a s. Esta es
p(t']s) = /p(ti,ri|s)dri = /p(ti|ri,s)pprior(ri)dri, (6.11)

donde pyrior(1*) es la densidad a priori para los hipocentros 7.

Finalmente, ocupando que los sismos aparecen de manera independiente, e imponiendo una
distribucion a priori para el campo s esta vez, podemos encontrar una distribucion conjunta
para la base de datos D = {t'},. Gracias a la independencia de los sismos, definimos como

M

p(Dls) = [] p(t']s), (6.12)

=1

a la verosimilitud de D, condicionada a s. Llamando a p.i.r(s) a la distribucién a priori para
s, por lo visto en el capitulo 5.1, obtenemos nuestra funciéon de riesgo esperado empirico, a
minimizar, dada por

1 X :
L(s,D) = —logs(s) — 77 >_log p(t']s)
i=1

1 M o o
= —logs(s) — i Zlog/p(tz\rl, ) Pprior (1")dr*. (6.13)
i=1

Vale la pena notar que, dada la distribucién a priori impuesta para 7%, la integral que aparece
en la funcién de pérdida no necesariamente tiene que estar integrando todo R?. En la practica,
esta densidad tendra soporte en un conjunto acotado G, lo suficientemente grande.

La forma en que se buscara optimizar esta funcién objetivo es el algoritmo SGLD. Como
el campo S es una funcién de R? a R, es necesario generar una discretizacién del campo
en algtin subconjunto de su dominio para generar una estimaciéon, por lo tanto, también sera
necesario conocer de qué forma representar el diferencial Dg en esta discretizacion, para ser
usado en el algoritmo de gradiente.

6.3. Discretizacién del campo de lentitud y existencia
del gradiente

Ya obtenida la funcién de log-verosimilitud en (6.13), el algoritmo amerita el célculo del
gradiente de la funciéon objetivo para el algoritmo SGLD. Afortunadamente, el Teorema 5.1
de Delplancke y col., 2023 nos asegura la existencia de V p(t|s).

Teorema 6.2 (Teorema 5.1 de Delplancke y col., 2023) El mapeo s — p(t'|s), definido en
(6.11), es diferenciable en casi todo punto del cono Sy C R, definido en (6.4). Mds atin,
tenemos que

V., log p(t'|s) = /G(VS log p(t']7", 8))ppost (' [t", 8)dr", (6.14)
donde , .
Ppos (11, ) o exp (_ It = Pl s>||2> o o) 615
y
V. logp(ti|r', s) = o 2[V,F(r,s)]  (t' — F(r', s)), (6.16)
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con Vs F(rt,s) la matriz de dimensién N* x d, en que la j-ésima fila estd dada por el vector

wi(s) — — Zw;(s) c RY (6.17)

y donde wi(s) es aquel el inico elemento de R? tal que ds(r',r!) = (wi(s), s)ge, mencionado

en el Teorema 6.1, cuando s € R? es la parametrizacion constante por bloques del campo de
lentitud S € B(G, (0, 00)).

La demostracion del Teorema 6.2 se encuentra disponible en el Anexo C. En base a lo
descrito, ya es posible formular el algoritmo SGLD para tomografia sismica, resolviendo el
problema de maxima verosimilitud equivalente a resolver el siguiente problema de minimiza-
cion

min L(s, D), (6.18)

d
S€R+

donde L(s, D) es la funcién expresada en (6.13).

6.4. Aplicacion del algoritmo

La seccion anterior explica las razones por la cual el gradiente de la funcién objetivo de-
pende fuertemente de los factores w;- que variaran segun la parametrizacion utilizada en la
discretizacion del campo. Por lo tanto, lo primero en el algoritmo sera establecer la parame-
trizacion utilizada, en pos de identificar los parametros w;

Idealmente, las funciones objetivos de los problemas de optimizacion en los que se plantea
el uso del algoritmo SGLD son tales que se puedan cumplir la condiciones necesarias para
presentar los resultados anteriores (como el del Teorema 4.4). Sin embargo, en el presente
contexto no es posible asegurar cada una de estas condiciones. Por este motivo se discutiran
formas en que el algoritmo sigue funcionando si se relajan o se cambian condiciones por
otras de la misma naturaleza, condiciones mas débiles pero faciles de hallar en casos de la
aplicacion o simulacién computacional.

6.4.1. Parametrizacion por bloques

El Ejemplo 4.1 de Delplancke y col., 2023 se esquematiza el siguiente método de parame-
trizacion por bloques. Sean (Hj)i<p<q una particion de G C R? en d € N bloques, para cada
s € R se escribird el campo de lentitud de la forma S(z) = -¢_, sx 1y, (), para todo = € G.

Para a,b € G fijos, sea p € P, el camino que minimiza el tiempo de viaje entre a y b,
entonces tenemos que

ds(a,b) = fﬁS
= i1 5k Jp L,
(6.19)
= 2221 skLen(ﬁ N Hk)

= ((Len(p N Hk))1§k§d , 8)Rd,
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donde Len(pN Hy) es el largo total del segmento de p que cruza por el sector de la particién
Hy.. De esta forma, wj(s) = (Len(pN Hy)),<;<q cuando p sea el camino que minimice el
tiempo de viaje entre 7* y r} del sismo que pase a través del campo parametrizado s.

El algoritmo SGLD para la estimacién de s € R? quedara definido por la siguiente iteracion

Ski1 = Sk — NV L(s,D) + \V 21871k, (6.20)

donde L(s,D) es una estimador insesgado de la funcién de riesgo L(s, D). Recordando la
regla de actualizacion definida en (5.15), el método de batches como estimador insesgado
del gradiente, y el gradiente de la log-verosimilitud dado por (6.14), la forma expandida del
algoritmo en (6.20) se expresa como

st = i+ < Vas(n) + L 0 [ (Valogp(t (s, ) ppos(r1t', $)dr' + 257 m&e, (6.21)

<(s) il

donde ¢(s) es la distribucién a priori (diferenciable) de s, I es el batch de tamano m selec-
cionado en la iteracién k-ésima, & son variables normales estdndar multivariada en R? y G
es el conjunto acotado en que se encuentran los hipocentros r°.

6.4.2. Condicion de suavidad

Para asegurar que el comportamiento asintético del algoritmo converja a un punto que
minimice la funcién de riesgo, es necesario verificar las condiciones solicitadas a la funcion
objetivo para recurrir al resultado del Teorema 4.4 y estimar un sesgo. En ocasiones, estas
condiciones no se cumplen con la misma rigurosidad en que fueron enunciadas en Seccion 4.1,
sino que se recurre a argumentos de finitud de iteraciones, conjuntos de observaciones finitos
y conjuntos de parametros acotados. Ciertamente, tomar conjuntos acotados de parametros
anade restricciones que inicialmente no son consideradas en el problema original pero que
nunca seran restricciones activas en los puntos 6ptimos encontrados en el algoritmo, tan sélo
conocemos su existencia por el contexto del problema y del hecho de que; como la cantidad
de iteraciones es finita, también lo sera la cantidad de estimaciones encontradas. Actualmente
en la literatura no existe el andlisis de la convergencia del algoritmo SGLD cuando hablamos
de un conjunto de parametros que deba responder a cierta restriccion, sino que se considera
completamente el conjunto R?, esto no suele ocurrir en la practica.

Si observamos la forma de la funcién V, log p(t'|s),

V,log p(t'|s) = /G (Vs log p(t°]r", 8))ppost (1|8, s)dr", (6.22)

notamos que corresponde a una funciéon que integra sobre todos los puntos posibles de hipo-
centros r’. Esto impulsa a utilizar la observacién (5.18), de la seccién 5.2, que nos indica que
podemos obtener una constante de Lipschitz para V, log p(t’|s) si el integrando de la funcién
también resulta ser una funcién Lipschitz, dado que el conjunto en que se estd integrando,
(G, es acotado. Sin embargo, probar que la funcion

s — (Vs log p(t'[r", 5))ppost (1|t 5)

es una funcién uniformemente Lipschitz en 7% y t!, no es una tarea sencilla. Para abordar
este problema, se recurre a la observaciéon (5.8), del capitulo 5.1, donde se concluye que si
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la funcién posee segunda derivada acotada, entonces tendremos un candidato a constante de
Lipschitz.

El procedimiento mencionado equivale a verificar la diferenciabilidad de orden superior
del mapeo s — T (s), definido en (6.5). Afortunadamente, dado lo mencionado en la seccién
6.2.1, la funcién T(s) es una funcién céncava, con esta informacién podemos recurrir un
resultado de Alberti y Ambrosio, 1999 referentes a funciones convexas, también aplicable a
funciones concavas.

Teorema 6.3 (Proposicién 7.11 en Alberti y Ambrosio, 1999) Sea R un subconjunto con-
vexo y abierto en R%. Si f : R — R es una funcion conveza, entonces Df es un operador
mondtono, y D*f es una medida positiva y simétrica (a valores en las matrices cuadradas de
dimension d X d y localmente acotada). Por otro lado, si f € L}, .(R) y D*f es una distribu-
cion positiva (a valores en matrices) en R, entonces f coincide en casi todo punto de R con
una funcion convexa g con R C Dom g.

El teorema anterior nos asegura la existencia de D?7T para casi todo punto s € DomT.
Esto motiva a la bisqueda de

Ve ((Volog p(6'[r, )ppost ([, 5)) =
Ve (02 [V, 8)] (4 = F(17, ))ppost (1]t 5)) -

Para a,b € R3, fijos, sea w(s) € R? el vector tal que, para la parametrizacién del campo
S, s € DomT C R% se cumple que

T(s) = (w(s),s)re, vy (VT(8),h)ga = (w(s), h)re, Yh € R (6.23)

Dado que la funcién T es céncava, por el Teorema 6.3, D27 existe, es una aplicacién bilineal
y cumple que
DT (s)[h,v] = (V*T(s)v, h)ga, Vv, h € R% (6.24)

donde V2T (s) = Vw(s) es una matriz cuadrada de dimensiones d x d, simétrica y definida
negativa (en caso de la funcién céncava). De esta forma, caracterizamos a V2F(r’, s) como
el tensor de rango 3, es decir, un arreglo vectorial de dimensiones N’ x d x d, tal que en la
j-ésima posicion en la primer dimension se sitia a la matriz

1N

Vwi(s) — N ;Vw;.(s) € R4, (6.25)

donde w;. corresponde a los vectores definidos por 6.5.
Con lo anterior mencionado, definimos la derivada de segundo orden de la funcién objetivo
como

V:logp(t'|s) = /G Vo ((Valog p(ti[r', $))ppost (1|t 5) ) dr’ (6.26)

=0 /Gppost(ri|tia s) ([ViF(ri, Tt —F(r',s)) — [V F(r, s)]" VF(r', s)) (6.27)

VDot (Pt ) ([VE (G, )] (& — F(ri,s))) drf,  (6.28)
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donde la operaciéon [VZF(r?, s)]7 (' — F(r', s)) se define como la matriz cuadrada de dimen-
siones d x d tal que su (m, k)-componente es

VIR~ B ok = 3 2 5 e, (6:29
s 5 5 m,k = 83ma$k J J ’ ’ '
donde
. 0*F;(s)
2 i _ J
Fi(r',s) = ds(r',r st y (vSF(T ’S)>j,m,k  O0smOsy

o , . , T
Y el producto Vppes:(r*|t’, s) ([VSFO“Z, s))T (¢ — F(r, s))) es la multiplicacién del vector

V sPpost (r'[t?, s), de dimensién d x 1, con el vector ([VSF(W, s)]T (¢t — F(r?, s)))T, de dimensién
1 x d, formando una matriz cuadrada de dimensiones d x d.

Basta la verificacién de que V2 log p(t']s) es localmente acotado, sumado a la precompaci-
dad de G, es posible asegurar una constante para el criterio de suavidad del algoritmo SGLD.

Observacién: Atn cuando sélo hemos verificado la existencia de D?*7 (s) (mas no una expre-
sién cerrada), podemos notar que: para a,b € R3 fijos y sea s € ]Ri un punto donde D?7 (s)
existe, como w(s) es aquel vector que minimiza el tiempo minimo de viaje entre a y b, bajo
el campo de lentitud s, entonces el valor (w(s), s) es minimo por sobre cualquier eleccién de
s. Mdas auin, por la unicidad de w(s), este valor también es minimo bajo cualquier eleccién de
w € RY. Entonces, tomando h € R‘i y t > 0 suficientemente pequenio para que s + th € Ri,
tenemos que

(w(s), s)ra < (w(s + th), s)ga
es decir,
0 < <w(8 + th)a S>Rd - <w(8)7 S>Rd7
< (w(s+th) —w(s),s)rs, , VheR? vyt pequedo.

Dividiendo por ¢ > 0 y haciendo ¢ | 0, tenemos que

0 < (lim w(s +th) —w(s)
tl0 t

y S>Rd.

Por otro lado, tomando ¢ < 0 y haciendo ¢ 1 0 tal que s+ th € Ri para todo ¢, al dividir por
t invertimos la desigualdad, por lo tanto

w(s +th) — w(s)

02> (lim ; , S)Rd-
Recordando que w(s) = V7T(s), y recordando el Teorema 6.3, w(s) es diferenciable (en

particular) en el sentido de Gateaux, entonces

lim w(s +th) —w(s) — lim w(s + th) — w(s)

_ Ty 2 T d
10 t 10 ; = Vuw(s)"h = V*T(s)"h, VheR"

Al juntar ambas desigualdades, encontramos una condicién necesaria para el céalculo de
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VAT (),
(V2T (5)Th,s)ga =0, VheRY,

es decir,
R'V2T(s)s =0, VheR? = V*T(s)s=0¢cR"%

6.5. Implementacion

6.5.1. Generacion de datos

La metodologia de implementacion replica el experimento realizado en Delplancke y col.,
2020. Utilizando una grilla fina del campo de velocidades del modelo Marmousi en 2 dimen-
siones de Versteeg, 1994, que representa un espacio bidimensional de 10000 x 3000 metros, se
sitian 48 puntos equiespaciados que representaran los sensores que puedan registrar la base
de datos de tiempos de sismos al interior del campo. Se entendera al dominio G, como el
interior del campo de lentitud original del modelo.

Ejez

Eje X

Figura 6.1: Campo de velocidades original del modelo Marmousi 2D, dis-
cretizado en una grilla de 1000 x 30 bloques.

Usando los mismos métodos numéricos que en Delplancke y col., 2020, se simulan M =
10000 sismos sintéticos cuyos hipocentros distribuyen uniformemente en el dominio y se
asume que son registrados sélo en los primeros N* = 30 sensores que captan la onda sismica.
De estos registros se formard la base de datos de tiempos {t; c1<j<N 1<i<M }
ignorandose la posicion del hipocentro y el tiempo inicial del inicio del sismo simulado. Por
ultimo, de esta base de datos se separara un subconjunto de 500 datos, denominado conjunto
Test, que se ocupara para evaluar la funciéon objetivo y observar el desempefio del algoritmo.
El resto de la base de datos, es decir, todo el conjunto menos el conjunto Test, serd ocupado
para la extraccion de los batchs en el algoritmo.
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Figura 6.2: Distribucién de sensores en el dominio, posicién fija, estilo grilla.

6.5.2. Método de cascada

La resoluciéon del problema de tomografia sismica mediante los algoritmos de descenso
de gradiente estocéstico resulta ser muy sensible a la elecciéon del punto inicial, para valores
muy alejados y empeora cuando aumenta la dimensionalidad del pardmetro a estimar (el
campo de lentitud). Por esta razén se propone, en Delplancke y col., 2020, un método de
refinamiento del campo de lentitud (método de cascada), que consiste en una serie de rutinas
de optimizacion usando el descenso de gradiente tal que en cada nueva rutina se aumenta la
dimensién de la parametrizacion del campo, otorgando control al algoritmo de minimizacién.

En cada rutina de gradiente estocastico (desde ahora loop), se utiliza el algoritmo de des-
censo con la cantidad de iteraciones necesarias para que el valor de la funcién objetivo alcance
cierta estabilidad. Posteriormente, se propone una parametrizacion mas fina, subdividiendo
cada bloque en 4 sub-bloques de igual tamano, se utiliza la tltima estimacion del loop an-
terior como punto de inicio de una nueva rutina de descenso de gradiente estocastico con
parametros reajustados ad hoc a la nueva dimensién del campo.

Partiendo de un campo subdividido por una particién de 3 x 8 bloques se tiene una
parametrizacion de 24 bloques de valores constantes. Por lo tanto, realizando la division
senalada anteriormente, a través de 5 loops se llega a un total de 6144 bloques, es decir, una
particion del campo de 48 x 128 bloques.
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Figura 6.3: Esquema de evolucion de las velocidades en cada iteracién. Cada

500 iteraciones (cambio de loop, para 5 loops) cada valocidad se subdivide
en 4 diferentes dada la refinacion de los bloques.

6.5.3. Parametros de la simulacion

Cada loop del método de implementacion amerita un reajuste de los parametros del mode-
lo. En el caso de la desviacion estandar del modelo paramétrico de verosimilitud, o, a través
de los 5 loops va presentando el siguiente decrecimiento: 0.05, 0.03, 0.01, 0.0075, 0.006. Estos
valores han sido ajustados manualmente bajo repeticiones de pruebas, donde se ha observa-
do que, con varianzas mayores que estas, el algoritmo de descenso de gradiente no presenta
disminucién del valor objetivo del problema.

En cuanto al parametro de temperatura, se establece una regla de aumento de la tempe-
ratura en cada iteracion que pudiese seguir el incremento comentado en la Seccién 4.6.1. De
esta forma, el criterio de temperatura se rige por la siguiente férmula,

B =10 x 4%,/ (iter + 1)n, (6.30)

donde loop es el nimero del loop actual (de 0 a 4), iter es el nimero de la iteracion del
algoritmo de gradiente que va desde 0 a 499 (un total de 500 iteraciones) y el pardmetro 7
corresponde al paso del algoritmo de descenso de gradiente.

Con respecto a este ultimo parametro, el paso del algoritmo SGD o SGLD, 7, su naturaleza
es constante en cada iteracién, mas puede ser reajustado al cambiar de loop. El criterio de
ajuste es tal que, en la primera iteracion de cada loop, el campo de lentitud pueda presentar
una variacién maxima de 1/200 s/m en alguno de sus bloques. Posteriormente se discutira el
uso de un paso adaptativo variable en cada iteracion.

El tnico parametro que se decido mantener constante durante todo el experimento es el ta-

mafio de batch para la estimacion del gradiente de la funciéon objetivo, cuyo valor corresponde
a m = 500.
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6.5.4. Iniciacién del algoritmo

Para iniciar el algoritmo se propuso un punto inicial de 24 valores iguales en el campo de
lentitud, es decir, para los 3 x 8 bloques iniciales del primer loop, el algoritmo inicia con el
campo de valor 1/4000 s/m en cada uno de los bloques.

6.6. Resultados

Los dos aspectos importantes a considerar al momento de presentar los resultados son:
primero el valor de la log verosimilitud del modelo, puesto que el principal fin del algoritmo
es maximizar la verosimilitud. Dado que en este caso disponemos del campo de velocida-
des real del modelo de donde se extrajo la base de datos, el segundo aspecto a considerar
es la semejanza del campo estimado con respecto al real, sin embargo, en este caso no se
cuantificara esta “semejanza” y mas delante se explicara por qué esta decision y qué tipo de
cuantificacion es posible realizar.

Lo primero que podemos observar, en la Figura 6.4, es lo que a simple vista se nota sobre
el campo estimado por el algoritmo SGLD y el estimado por el algoritmo SGD en Delplancke
y col., 2020, ambos comparados con respecto al campo real. En este caso, los detalles mas finos
se destacan de mejor manera en la estimacion realizada con el algoritmo SGLD, reflejando
la textura y tendencias del campo real, mientras que en la version SGD, estos detalles se
difuminan perdiendo presencia los valores mas altos (rojos). Sin embargo, cabe destacar que
tanto los batch como cantidad de loops en la estimaciéon podrian no ser los mismos, por lo
que no es posible generar una comparacion “mas justa” con el campo estimado en Delplancke
y col., 2020.

En la Figura 6.5, se puede comparar una estimacion del campo realizada por el algoritmo
SGD y una estimacion del campo realizada por el algoritmo SGLD. Esta vez la comparacién
es tal que, tanto los puntos iniciales de los algoritmos, los batches utilizados y la cantidad
de loops e iteraciones son las mismas, reflejando tan sélo el efecto del ruido gaussiano en
cada iteracion. En la version SGLD se vuelve a encontrar mejor detalle en el centro de la
imagen, que en la version SGD, a pesar de que ambos algoritmos tuvieron los mismos niveles
de refinamiento. Por lo que aquellos bloques de mayor tamafio que se pueden encontrar en
la version SGD, impidiendo definir detalles mas pequenos, solo se pueden explicar debido a
cercania con algin 6ptimo local de la funcién objetivo que evité que esos bloques siguieran
variando.
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Figura 6.4: Desde arriba para abajo: En la primera imagen, la representacion
del campo original del modelo Marmousi. La segunda imagen corresponde
a la estimacion realizada por Delplancke y col., 2020 mediante el algoritmo
SGD de 7 loops, con 100 iteraciones en cada loop. La tercera imagen es una
estimacién del campo realizada con el algoritmo SGLD, con 5 loops de 500
iteraciones en cada loop. Los tres campos con discretizaciéon de 1000 x 300
bloques.

En cuanto a los valores de la funcién objetivo del problema, se compara la evoluciéon a
medida que avanza cada iteracién en cada loop, para las rutinas de optimizacion que resultan
en las estimaciones de la Figura 6.5, para ambas versiones (SGD y SGLD). Los valores de la
Log-verosimilitud negativa mantienen una tendencia de decrecimiento, sin embargo, como el
algoritmo SGLD presenta una naturaleza aleatoria extra, este decrecimiento se ve perturbado
por el ruido, como se puede observar en la Figura 6.6.
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Figura 6.5: En la imagen superior, la estimacién generada por el algoritmo
SGD. En la imagen inferior, la estimacién generada por el algoritmo SGLD.
Ambas estimaciones del campo se realizaron con una rutina de 5 loops, con
500 iteraciones por loop. Ambas discretizaciones de 1000 x 300 bloques.
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Figura 6.6: Decrecimiento de la funcién objetivo para los algoritmos SGD
(en azul) y SGLD (en rojo), para 5 loops con 500 iteraciones en los primeros
4 loops, 700 en el dltimo. Es posible notar al ruido generado por el algoritmo
SGLD, particularmente al final del primer loop.
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Figura 6.7: Dos casos del tltimo loop (500 iteraciones) de la comparacién de
los algoritmos. Caso 1 (arriba): en algoritmo SGLD se mantiene oscilando al
rededor del algoritmo SGD, manteniendo una tendencia de decrecimiento,
pero en ocasiones, encontrando valores mayores al del SGD y, en ocasiones,
menores. Caso 2 (abajo): El algoritmo SGLD logra separarse del algoritmo
SGD al cambiar de loop encontrando valores siempre menores que el algo-
ritmos SGD. Ambos algoritmos mantienen la tendencia de decrecimiento.




La diferencia entre los valores de la funcién objetivo al inicio del algoritmo con los valores
obtenidos al final del algoritmo es tan grande que no se logra visualizar diferencia alguna
en las ultimas iteraciones. Sin embargo, al hacerle un acercamiento al grafico en los tltimos
dos loops, podemos encontrar comportamientos como los mostrados en la Figura 6.7. En el
primer caso, el ruido exdgeno del algoritmo SGLD provoca que los valores oscilen en torno al
valor de su contraparte SGD. Para este caso el algoritmo SGLD podria (o no) detenerse en
iteraciones en que el valor objetivo sea menor que el del algoritmo SGD, dando argumentos
para decir que la modificacién ruidosa favorece el descenso y la bisqueda del minimo (recalcar
que la conclusion podria ser la contraria en caso de detener el algoritmo en un valor mayor
al del otro método). En el otro caso (segunda imagen de la Figura 6.7), en alguna de las
iteraciones, el ruido puede provocar que el algoritmo salga de (o entre en) alguna vecindad
en torno a un 6ptimo local creando una bifurcacién entre los valores objetivos que genere
una notoria diferencia entre los algoritmos. En cual quiera de los dos casos, uno bien podria
generar un criterio de detencién para garantizar la posible mejora de la funciéon objetivo a
través del algoritmo SGLD.

6.7. Discusion de resultados

6.7.1. Modelo de sensores, bordes y parametros adecuados

Comparando visualmente el campo real y el generado por el algoritmo SGLD en la Figura
6.4, se puede notar que los sectores de mas diferencias son los més cercanos a la frontera (los
bordes del campo). Esto es explicado por la configuracién del modelo de sensores en forma
de grilla. La configuracién de sensores en forma de grilla provoca que no se puedan registrar
datos en los bordes (puesto que no hay sensores), por lo tanto, el algoritmo de descenso
del gradiente no justifica la evolucién de los bloques por los que no pasan sismos, menos
atun la modificacion ruidosa del algoritmo. En respuesta a esta irregularidad se propuso una
configuracion de sensores de manera aleatoria, donde cada posicion del sensor es una variable
independiente uniformemente distribuida en el dominio, tal como lo muestra en la Figura
6.8. Esta nueva configuracion replica de manera més realista el contexto del problema real de
tomografia sismica e intenta reducir los espacios vacios que puedan dejar bloques sin datos
(aunque el problema de los bloques sin datos realmente esta sujeto al tamano de los bloques
y la cantidad de datos).
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Figura 6.8: Distribucién de sensores en el dominio, posicién aleatoria.
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Si bien, la configuracién aleatoria de sensores mejora los errores en el borde de los campos
estimados, no logra mejorar significativamente el rendimiento de los algoritmos SGD o SGLD
bajo el criterio de la optimizacion de la verosimilitud, por lo que no se consideré como parte
del analisis. Mas atin, genera otro problema que dificulta la comparacion de las simulaciones:
el reajuste de parametros.

En la seccion anterior se dio a conocer los valores de las varianzas del modelo utilizadas
en cada loop, o, mencionando que se ha observado un comportamiento erratico cuando estos
valores son demasiado altos. En efecto, este parametro se encuentra explicito en el calculo del
gradiente de la funcién objetivo, en la Ecuacién (6.16), por lo que su definicién debe tomarse
con cuidado y dependerd tanto de la varianza original con la que se simularon los datos,
como del tamano de los bloques de la discretizacion del campo. Sin embargo, se ha podido
reconocer (mas no probar) que este pardametro es sensible a la aleatoriedad del modelo y del
algoritmo. Por ejemplo, una modificacion del algoritmo SGD que se propuso, fue generar un
paso v adaptado y dependiente de la condicion inicial del campo. Esta condicion inicial es
de caracter aleatoria desde el segundo loop, por lo que el pardmetro o ha de necesitar un
valor menor en el segundo loop al valor necesario en el segundo loop si el paso se hubiese
considerado constante. El no reajuste de las varianzas del modelo puede provocar valores
absurdos en la funcién objetivo, incluso la divergencia del algoritmo. Caso similar ocurre con
la configuracion aleatoria de sensores.

Para finalizar esta discusion, al inicio de la seccion de Resultados se mencioné formas de
cuantificar la semejanza entre los campos. Estas formas corresponden a las normas L' y L?
de las matrices, es decir; las sumas de los mdédulos o la suma cuadratica, de la diferencia entre
los campos. El modelo de sensores aleatorio influia directamente en estos tipos de errores,
pero no en verosimilitud, que corresponde al indicador principal de estos experimentos, por
lo que tal analisis no se agreg6 a este trabajo.

6.7.2. Ajuste del parametro de temperatura (3

En la ecuacién (6.30) se presento el criterio de temperatura a utilizar en cada paso del
algoritmo. La presencia de la raiz cuadrada estd justificada por el intento de replicar la
relacion entre la temperatura y el tiempo de simulacion del proceso de difusién expresado
en la Seccién 4.6.1, sin embargo, esto no es suficiente para lograr buenas estimaciones. El
buen ajuste del pardmetro de temperatura implica un buen control del ruido gaussiano.
Es importante que este ruido no sea demasiado grande, para no desviar al algoritmo de la
direccién de decrecimiento de la funcién objetivo, ni demasiado pequefio, para que exista
influencia aleatoria que lo diferencie del algoritmo de descenso de gradiente estocastico usual
SGD.

En cada refinamiento de bloques se busca aumentar detalles de la estimacion del campo,
esto provoca que la estimacion se vuelva mas sensible al ruido a través de los loops. El término
4loor en (6.30), cumple la funcién de disminuir el ruido a medida que la discretizacién del
campo se hace mas fina, precisamente mantiene la varianza del ruido gaussiano por unidad
de 4rea en toda la rutina de estimacién. Por tltimo, el valor 10° en (6.30) se buscé de
manera heuristica y representa el valor base para la temperatura inicial que permita reflejar
variaciones sin desviar completamente la direccién de descenso. Sin embargo, ;qué tanto ruido
puedo considerar sin arriesgar la optimizacién de la funcién objetivo? o jcudl es la varianza
6ptima para el ruido exégeno en el algoritmo SGLD?

Para intentar responder estas preguntas se tomo el caso de las simulaciones correspon-
dientes a las Figuras 6.5 y 6.6. Ambas simulaciones sélo se diferencian en el ruido exégeno,
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poseen el mismo punto inicial y, en cada iteracion, se mueven en la direcciéon del gradiente
calculado con los mismos batch de datos. Estos casos se compararan con tres versiones leve-
mente modificadas de la version SGLD. Recordemos que el algoritmo SGLD tiene un ruido
correspondiente a /2n5~1¢, donde 7 es el paso, 3 es la temperatura definida en (6.30) y £ es
un vector normal estandar. Las nuevas tres simulaciones tendran los mismos batch en cada
iteracién, pero tendran un ruido de la forma a+/2n5-1€, con o tomando los valores 2, 5y 10
(es decir; 2, 5y 10 veces la desviacién estandar del algoritmo SGLD original).

X107

Log-Verosimilitud Negativa

500 1000 1500 2000 2500
Iteraciones

Figura 6.9: Valor de la funcién de Log-Verosimilitud para tres simulaciones
del caso a = 2.
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Figura 6.10: Valor de la funcién de Log-Verosimilitud para tres simulaciones
del caso a = 5.
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Figura 6.11: Valor de la funcién de Log-Verosimilitud para tres simulaciones
del caso a = 10.

De cada simulacién (es decir, para cada «/), se realizaron 3 muestras de cada rutina comple-
ta (5 loops), cuya diferencia radica sélo en el conjunto de normales estdndar que se utilizaron
en cada iteracion, independientes una de otra. El punto mas distinguible en las Figuras 6.9,
6.10 y 6.11 es el ruido del primer loop, mucho menor al visto en las simulaciones anteriores
(Figura 6.6). Para el caso o = 10, a partir del tercer loop, notamos que el descenso de la fun-
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cién objetivo se pierde. Mas aun, la estimacion tiende a empeorar en optimalidad a medida
que avanza el algoritmo desde ese punto (ver Figura 6.11).
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Figura 6.12: Comparacién de las tres simulaciones por cada uno de los tres
casos de aumento de ruido en el algoritmo SGLD.
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Figura 6.13: Comparacion del ultimo loop para los casos a = 2 y a = 5.
El caso a = 2 mantiene valores menores de la funcién objetivo en todo
momento.

En la Figura 6.12 se pueden observar las 9 simulaciones, para distinto valores de a. Cada
una de ellas son facilmente distinguibles en los dos primeros loops, pero a partir del tercero
el caso @ = 10 marca una diferencia notable ante los otros dos casos que continian su
decrecimiento. Este cambio en el comportamiento de la version o = 10 puede deberse a
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Figura 6.14: Comparacion de las simulaciones para el caso a = 2 con los
algoritmos SGD y SGLD usuales, correspondientes a la Figura 6.6.
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Figura 6.15: Comparaciéon del tultimo loop de las simulaciones para el caso
«a = 2 con los algoritmos SGD y SGLD usuales, correspondientes a la Figura
6.6. Se puede observar cémo las tres simulaciones del caso @ = 2 logran
llegar a valores menores que los dos algoritmos usuales, incluso manteniendo
decrecimientos méas pronunciados durante todo el loop.

que el ruido a partir del tercer loop es lo suficientemente grande como para inestabilizar el
algoritmo cuando se encuentra en ese nivel de discretizacion del campo, recordando que el
campo es mas sensible al ruido a medida que aumenta su dimensionalidad. El detalle de la
diferencia entre el caso @ = 2 y a = 5 en los tltimos loops se puede observar en la Figura 6.13,
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en que el algoritmo con menor ruido logra siempre un menor valor de la funciéon objetivo.

Hasta este punto, la funcién objetivo del problema ha tenido valores peores a medida
que se aumenta el ruido en el algoritmo SGLD. Sin embargo, al momento de comparar los
métodos usuales con la modificacién o = 2 se logra observar que un aumento leve de ruido
logra disminuir la funciéon objetivo atin méas de lo que ocurria con el algoritmo SGD y el SGLD
usual (Ver Figuras 6.14 y 6.15). El hecho de que fuesen, no solo una, sino que las 3 muestras
independientes del algoritmo con la modificacion a = 2, da la impresion de que la mejora
encontrada realmente sea provocada por el aumento del ruido (puntualmente por el factor 2,
en este caso). Dado que se encontr6 un reajuste del ruido que favorece al algoritmo, quedard
pendiente la pregunta de cudl es el ponderador 6ptimo en esta aplicacién del algoritmo SGLD
y qué relacion pueda tener con el contexto del problema.

6.7.3. Efecto y uso adecuado de la aleatoriedad

De acuerdo a lo observado en la Seccién 6.6 y en particular, en la Figura 6.7, el com-
portamiento del valor objetivo de la funcién, bajo las condiciones especificas de paso v y
temperatura (3, puede ser de las siguientes formas: oscilacion en torno al descenso sin altera-
ciones y oscilacion cuya media difiere de los valores tomados por el algoritmo SGD (en este
ultimo caso la media puede ser mayor o menor que el entregado por el algoritmo SGD). Sin
embargo, una observacion muy importante que no se debe dejar pasar es que en ambos casos
la tendencia del algoritmo siempre es en la direccién de descenso (a pesar de existir momentos
en que el valor objetivo aumente, mas recurrentemente visto en el algoritmo SGLD). Esto
permite idear un plan de accién al momento de usar el algoritmo SGLD para el problema
de tomografia, con los siguientes pasos: en caso de que el algoritmo SGLD presente movi-
mientos ruidosos al rededor del valor de decrecimiento, mantener la tendencia y aumentar la
cantidad de iteraciones, puesto que eso hara disminuir el ruido de acuerdo a la definicion de
temperatura en funcién de la cantidad de iteraciones propuesta en (6.30). De esta forma el
valor del algoritmo SGLD sera cercano al del algoritmo SGLD. También existe la opcion de
disiminuir de forma mas rapidamente el ruido cuando la oscilacién se encuentre en un valor
favorable para el algoritmo SGLD, con tal de forzar un mejor rendimiento.

En el caso de que el ruido provoque un salto de la funciéon objetivo que se diferencie
considerablemente del valor tomado por el algoritmo SGD, tenemos el sub caso en que esta
diferencia es favorable para el algoritmo SGD (es decir, el algoritmo SGD tome valores mas
bajos). Esto no implica que el algoritmo SGLD no pueda optimizar la funcién hasta llevar a
los valores que pueda tomar el algoritmo SGD, puesto que el valor sigue en decrecimiento,
simplemente que demorard mas iteraciones en disminuir al rango de valores del algoritmo
SGD.

El dltimo caso es el descrito por la segunda imagen de la Figura 6.7, en que el salto
favorece al algoritmo SGLD, ahorrando iteraciones y llevando el valor objetivo a valores
siempre menores que los encontrados por el algoritmo SGD. Un indicador de este caso podria
ser una cantidad importante de iteraciones en que el algoritmo SGLD mantenga la ventaja,
con poca variabilidad en la distancia entre los valores objetivos de ambos algoritmos.

Para finalizar, es necesario comentar que el comportamiento de decrecimiento de ambos
algoritmos fue propio del contexto del problema (cantidad de bloques, funcién del problema,
etc) y se recomienda su comprensiéon como método de ajuste para este caso particular mas que
una heuristica de uso. Si bien, el mejor caso encontrado fue en aquel que el salto aleatorio
separd la funcion objetivo del algoritmo SGLD con el del algoritmo SGD, favoreciendo al
primero de ellos, nunca se logré verificar que tal salto efectivamente representaba posicionarse
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en la vecindad de otro punto critico (lo que realmente se buscaba), puesto que los valores no
alcanzaban a estabilizarse. Por lo tanto, para otros problemas, no es seguro que el algoritmo
SGLD vaya a tener un rendimiento como el encontrado en estos experimentos, puesto que el
riesgo de caer en un punto critico peor existe. No obstante, la naturaleza del algoritmo SGLD

siempre le da la probabilidad de esquivar o salir de tales puntos, a diferencia del algoritmo
SGD.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el marco del andlisis del algoritmo de descenso de gradiente estocastico de Langevine,
se encuentra una cota para el sesgo respecto al valor 6ptimo global de la funcién objetivo
del problema de riesgo empirico. A diferencia de Raginsky y col., 2017, que también intenta
ejemplificar este error, la cota encontrada es explicita y clara en su dependencia hacia todos
los parametros y variables del problema. Del desglose detallado de las dependencias del sesgo
es posible afirmar que la metodologia de andlisis del algoritmo utilizada en este trabajo no
logra concluir la existencia de convergencia entre el valor esperado de la funciéon objetivo
evaluada en el algoritmo y el valor 6ptimo de la funcién, sino que genera una interaccion de
trade off, como bien se explica en la Seccion 4.6.1.

Las condiciones para el resultado general del algoritmo SGLD resultan un punto impor-
tante para la aplicacion del Teorema 4.4, sin embargo, esto no restringe el uso del algoritmo.
Los resultados de proximidad de la Secciéon 4 son descritos a través del valor esperado de
los errores con respecto al valor 6ptimo de la funcién, esto quiere decir que la existencia
conjuntos de medida nula (en las respectivas leyes de los procesos involucrados) en la que
las condiciones no se cumplan, no afectara los resultados encontrados. Por lo tanto, todas las
condiciones se pueden reemplazar por sus versiones c.t.p., como lo visto para la condicién de
suavidad (Condicién 1) en el caso de la tomografia (Seccién 6.4.2).

En la Seccion 4.6.1 se habla sobre un ajuste que permite controlar el error entre valor de
la funcién objetivo obtenida con el algoritmo SGLD y el 6ptimo de esta funcién, en la que el
rol de los parametros usuales de los algoritmos del tipo SGD se sigue cumpliendo, esto es: el
paso del algoritmo, n, siempre debe tender a cero y el nimero final de iteraciones K, siempre
sera favorable de aumentar. Mientras que el nuevo parametro, el término de temperatura f3,
cuya funciéon es controlar la varianza del ruido gaussiano, debe ser lo suficientemente grande,
del orden de una potencia del “tiempo de simulacion” del algoritmo n x iteracion, para que
el ruido sea lo suficientemente pequenio en cada paso. Sin embargo, aunque esta eleccion de
parametros de control sobre el error, la cantidad de ruido inicial parece ser importante en la
practica. En la Seccion 6.7.2 se menciona que al parametro de temperatura se le pondera un
elevado valor con el propodsito de partir con ruido suficientemente pequeno desde la primera
iteracion porque, de lo contrario, el gradiente no logra influir lo suficiente para mostrar un
decrecimiento de la funcién objetivo. No se muestra de forma implicita la forma de este valor
ponderado en este trabajo, pero se sospecha que dependera de la funcién objetivo y de como
varia solamente por efecto del ruido.

En el marco del problema de tomografia sismica, se ocupa la teoria formulada en Del-
plancke y col., 2023 para construir el algoritmo SGLD. Se recurre a técnicas de célculo y del
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resultados de Delplancke y col., 2023 y Alberti y Ambrosio, 1999, para probar la existencia
del diferencial de segundo orden para la funciéon de tiempo minimo de viaje entre dos puntos
T (s), ademds de una caracterizacién necesaria para D>T.

Entre los resultados numéricos para resolucién del problema de tomografia se muestra que
el algoritmo SGLD logra recuperar mejores detalles que el campo estimado en Delplancke
y col., 2020. Sin embargo, las funciones objetivos de estas estimaciones no son comparables
por la eleccién de parametros que influyen en estos valores. Por otro lado, fijando los para-
metros de ambos algoritmos, podemos notar que el mismo efecto se puede encontrar en una
comparacion “mas justa” entre el algoritmo SGD y SGLD, como la mostrada en la Figura
6.5, en que el algoritmo SGD presenta bloques de mayor tamano impidiendo definir formas
mas detalladas, para el mismo rendimiento de funcién objetivo (Figura 6.6).

En cuanto a los comportamientos de la funciéon objetivo notamos que, bajo una buena
eleccion de temperatura, el algoritmo SGLD logra mejores rendimientos que el algoritmo
SGD. Si ambos algoritmos se usan paralelamente, se muestra la heuristica que le dé, al
algoritmo SGLD, la opcién de mejorar siempre el valor final de la funcién objetivo.

Se analizan los efectos del modelo de sensores y el parametro de temperatura. En cuanto a
este tltimo, se logra observar que un leve aumento del ruido favorecia atin mas la disminucion
del valor objetivo con respecto al algoritmo SGD. Al mismo tiempo, mayores niveles de ruido
perjudicaban esta mejora, incluso llegaban a perder la direccién de decrecimiento en el loop
mas fino de discretizacion.
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Anexos:
Demostraciones complementarias

A. Demostracion Teorema 6.1

Previo a la demostracion del Teorema 6.1, los siguientes resultados y anélisis estan extrai-
dos de Delplancke y col., 2023, que enmarcan el contexto de parametrizaciones de campos y
son elementales en los resultados ocupados en este trabajo.

Recordando que P, es el conjunto de caminos Lipschitz continuos entre los puntos a y b
en R?, definidos en la Seccién 6.1. Sip € P, v ¥(t) es su parametrizacion continua, entonces
podemos definir el largo del camino p como

t"/
Len(p) := [ |1/l

donde ¢, es el tiempo en que la curva pasa por primera vez el punto b. Ademds se cumple

que [(I',, S)| < ||S]|ecLen(p), donde (I'y, S) es la integral de camino definida en (6.1).
Partiremos enunciando algunas propiedades del tiempo minimo de viaje entre dos puntos

fijos, a y b, cuando el tiempo se ve como una funcién de un campo escalar arbitrario S €

B(R3 R). Definimos
T : B(R*,R) N {—occ}, por T(S) := ds(a,b)
cuyo dominio Dom T contiene a B(R3, [0, c0)).

Proposicién 7.1 (Proposicién 2.3 en Delplancke y col., 2023) El mapeo S € B(R,R) — T(S)
es propio, céncavo, semi-continuo superior y IntDomT contiene a U,,-o B(R?,[m,0)),
el cono abierto de campos positivos y acotados lejos de 0. En particular, en cada S €
B(R3,[m,00)) con m > 0, T es continuo y su super-diferencial OsT es no vacio. Por il-
timo, si para S € DomT existe p € Payp tal que T(S) = [, S, entonces I', € OsT.

DEMOSTRACION. (Proposicién 7.1) Como infimo de una familia de funciones lineales y con-
tinuas, T es céncava y semi-continua superior. Claramente, si S € B(R?,[m,00)) enton-
ces T(S) > 0. Para el resto de la demostracién, consideramos S € B(R3, [m,00)) fijo
con m > 0. Para todo S’ € B)R3 R) tal que ||S'(z) — S(z)]lec < m/2, tenemos que
S'(z) > S'(x) — S(x) + m > m/2, esto es S” € B(R? [m’,00)) con m’ = m/2. Tomando
(Pn)nen € Pap una sucesion tal que T'(S) < [, S < T(S)+27", tenemos que T'(S") =T(S) <
Jon 8" = [, S 427" por lo tanto T'(S") — T'(S) < 18" — S| Len(p,) + 27". Pero, de la cota
Jp, S < T(S)+ 27" también tenemos que Len(p,) < m~" (T'(S)+27"). Por lo tanto, dado
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que ds(a,b) < ||S]|wlla = b||, haciendo tender n — oo encontramos que
T(S") = T(S) < IS = S'lloem ™ [|Sllssla — b (7.1)
Procediendo de forma similar, intercambiando los roles de S y S’, también tenemos que

T(S) = T(5) <I8" = Slloo(m) " [["llsclla — bl

< 115" = Sllaolm) 1 (]l + m/2) lla — b]. (7:2)

De esto se sigue que |T'(S") — T(9)| < Cr(S)[|S” — 5| para alguna constante C,(S) > 0
dependiente de m y de S. Finalmente, si para S € Dom T se cumpliera que T'(S) = [, S para
algin camino p € P,;, entonces para cada S” € Dom T tendriamos que

T(8") — T(S) < /S” - /S —(,.8" — 8.

]

Sea J : R? — B(R?,R) un operador lineal inyectivo y continuo, interpretado como la para-
metrizacion lineal de algiin subespacio de campos acotados. Denotamos por J* : B(R?, R)* —
(RY)* = R%, el operador adjunto de J, esto es, el mapeo lineal continuo que cumple que

(J*T,r)ga = (T, Jr), VI € BR3R)*, rc R

En particular, J* : B(R? R) — R? incrusta el conjunto de los caminos Lipschitz entre los
puntos a y b, {I', : p € Pasp}, en algin conjunto de “caminos finito-dimensionales represen-
tativos”

J*({T, : p € Pap}) C RL

Dado un campo de lentitud, S, acotado lejos de 0, siempre un “camino representativo mini-
mizante” entre dos puntos en esta configuraciéon de parametrizaciones finitas, independiente
de la regularidad de S:

Proposiciéon 7.2 (Proposicion 4.2 de Delplancke y col., 2023) Sea m > 0 y S = Js €
J(RYNB(R3, [m, 00)) para algin s € R, Entonces, eziste w € CL(J* ({T): p € Pap})) C R
tal que®

ds(a, b) = <w7 S>Rda

donde (-, -)ga denota el producto escalar en R

DEMOSTRACION. (Proposicién 7.2) Por simplicidad escribimos dg(a,b) = T(S). Sea (pn)nen
una sucesion en P, tal que

T(S) <(T},,S) <T(S)—2" (7.3)

para todo n € N, y definimos los vectores w, := J*I',, € R Entonces, tenemos que
(W, $)gpa — T'(S) cuando n — oo, y deducimos que

lwall = sup [Ty, Jr)| < sup [ lloo Len(pn) < (| lopLen(pn),

6 La notacién Cl(A) indica la clausura del conjunto A.
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donde || - ||, denota la norma del operador. Dado que S € B(R?, [m, 00)) obtenemos de (7.3)
que Len(p) < m~YT(S) + 1) para todo n € N. Por lo tanto, ||w,|| es acotado y existe una
subsucesién de (w,, )nen que converge a un vector w € R? que cumple que (w, s)ga = T(S). O

Desde ahora fijaremos los puntos a y b en R3, y la notacién T'(S) := dgs(a,b). Denotamos
por T a la funcién concava

T:=ToJ:R* - RU{—oc0}

y escribimos D,T (h) para la derivada direccional en s € DomT en direccién h € R?, cuando
exista.
Con lo aclarado anteriormente, podemos iniciar la demostracién del Teorema 6.1.

DEMOSTRACION. (Teorema 6.1) Sea s € S;. Por la Proposicién 7.2 existe una sucesién de
caminos (p, )ney €n P,y w € R? tal que J*T',,, — w en R? cuandon — 0o,y (w, $)ga = T (s).
En particular, para alguna sucesién €, — 0 y cualquier s’ € S; tenemos

T(s)—T(s) < (JT,,,s) — (JT,,.s) + en.

Tomando n — oo tenemos que T (s') — T (s) < (w,s" — s)pa, esto es, w € 05T es super-
gradiente.

Ahora, como U,,~q B(R3, [m,00)) C IntDom T, por lo visto en la Proposicién 7.1, junto a
la continuidad de J : RY — B(R3,R), implica que S; C IntDom T. En efecto, si s € Sy con
Js € B(R?,[0,m)) para algin m > 0, para todo s’ € Sy con ||s — §'|| < m/(2||J|,p) se tiene
que

Js' > Js— ||Js' — Js|leo = Js — || I |loplls = §'I| = m/2,

de donde se infiere que s’ € Dom(T) para cada s’ de esa forma. En consecuencia, T es
localmente Lipschitz en subconjuntos acotados de §; y, por el teorema de Rademacher, es
diferenciable c.t.p. en S;. En particular, para s € S;-c.t.p. el conjunto 9,7 = {VT(s)}
es un singleton, con lo que existe un tnico w = w(s) € CI(J*({I', : p € Pap})) tal que
T (s) = (w, s)ga y tenemos que DT (h) = (VT (s), h)ge = (w, h)ge, para todo h € RY. O

B. Demostracion Lema 6.1

DEMOSTRACION. (Lema 6.1)

Por simplicidad se tomard N = N* durante la demostracién. Sea {u, -+ ,ux_1} la base
ortonormal de . Definimos uy := N~V2(1,---,1)7. La matriz P := [uy, - ,uy_1, uy]| €s
ortogonal y sus columnas forman una base ortonormal de vectores propios de (Iy — %1 N)
Deducimos de (6.9) que

Y = ¢?Pdiag(l,---,1,0)P" = Pdiag(c? ---,0% 0)P". (7.4)
Escribiendo ahora P := [ug, -+ ,un_1], tenemos que € = PTé es un vector Gaussiano

centrado con matriz de covarianzas

i = pPTyip

= O-QIN—la
donde la ultima igualdad sale de (7.4). El primer lado de la expresién de la densidad de € es
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inmediata. El segundo lado surge de que ||é||* = (ei)Téf_’Tei, notando que PP es la matriz
de proyeccién ortogonal (Iy — +1x) y por lo tanto PPTe' = ¢’ ya que ¢ € H. O

C. Demostracion Teorema 6.2

Previo a presentar la demostracion del Teorema 6.2, extraida de Delplancke y col., 2023,
es necesario enunciar el Lema 2.1 del mismo articulo:

Lema 7.1 (Lema 2.1 de Delplancke y col., 2023) Asumiendo que S € B(R3, [m, 00)) conm >
0. Entonces ds : (R?)? — [0,00) define una distancia equivalente a la métrica Fuclideana.

A continuacién, procederemos con la demostracién del Teorema 6.2, extraida de Delplancke
y col., 2023.

DEMOSTRACION. (Teorema 6.2)

Por el Teorema 6.1, para cada conjunto dado {r*,r%,j =1,--- N’} CR? s F(r',s) =
F(r', Js) (donde Js es el campo parametrizado visto como elemento de B(R?, (0, 00)), como
se presenta en el Anexo 7) es diferenciable en Sj-c.t.p., con cierta derivada dado por el
Teorema. Se sigue de (6.11) y del teorema de Fubini que para todo s en un conjunto medible
@ C S, con medida de Lebesgue completa, se cumple que

V.p(t]a', s) = <\/21_M>N1_1 exp (- It - gc(:’S”'Q) o2V, F(r, )| (' — F(r',s)) (7.5)

para cada r € R3 c.t.p. Mostremos ahora que para cada s € @), tenemos
/R3 IV sp(t|7, 8) [Pprior (r)dr < o0,
lo que implicaria la derivabilidad de s — p(t‘|s) en ese conjunto, y que
Vop(t]s) = /R VD1 )Py () (7.6)

Por (7.5), y dado que el soporte de ppior-(r) es el conjunto compacto G C R3, es suficiente con
mostrar que la funcién r* — [V, F(r, s)]T (t' = F(r%, s)) (donde t’ es constante) es acotada en
G. Por el Lema 7.1, el factor (t' — F(r?, 5)) es acotado cuando r* € G. Méas atin, gracias a los
resultados y argumentos de la demostracién de la Proposicién 7.2 (Ver Anexo 7), obtenemos
la siguiente cota

[wi ()| < (1 lopm ™" ([S ool = 751l + 1),

donde m > 0 es tal que S € B(R? [0,m)). La tltima cantidad también es acotada par
rt € G, y la integrabilidad afirmada se obtiene tomando en cuenta la expresiéon obtenida para
VF(r',s). Por lo tanto, la expresién (7.6) se cumple. Prosigamos para concluir la expresién
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(6.14). Por (7.6), tenemos que

V.p(t']s)

p(t']s)
1 L . .
= : s t' z’ rior )dr'
p(tl|3) R3vp( |T S)pp (T) r
_ / [V log p(t'|r", 8)|p(t'|r", 5)Pprior (1)
R3

p(t's)
- ‘/R:s(vs logp(tzhﬂlu 8))ppost(ri|ti7 S)d’/‘i,

Vs log p(t']s)

dr’

donde usamos el teorema de Bayes para obtener la igualdad. Esto concluye la demostracion.
O
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