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gante, para luego obtener su licenciatura en F́ısica en la Facultad de Ciencias de la

Universidad de Chile. Su interés en el conocimiento puede rastrearse hasta su her-

mana Alejandra Tapia Tapia, quién le enseñó a leer a temprana edad y fomentó su
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RESUMEN

Estudiamos las dinámicas macroscópicas fuera del equilibrio que se obtienen a

partir del principio de máximo calibre, determinando las hipótesis y restricciones que

dan lugar a procesos irreversibles. Mostramos que los fenómenos difusivos se relacio-

nan con restricciones en el promedio del cuadrado de la velocidad de las part́ıculas

que describen el comportamiento microscópico del sistema. Mostramos también cómo

incluir restricciones que permiten describir sistemas difusivos no-homogéneos, y esta-

blecimos una equivalencia entre estas descripciones y las soluciones de las ecuaciones

de Fokker-Planck.

Obtuvimos las soluciones asociadas al problema retrodictivo en sistemas difusi-

vos. Llamamos situaciones retrodictivas a las dinámicas que son estimadas a partir

de información sobre el estado del sistema en dos instante de tiempo distintos. El

principio de máximo calibre puede ser usado para estudiar este tipo de situaciones,

lo que permite falsear las hipótesis que se suponen sobre el estado de un sistema al

inferir su dinámica. Mostramos que estas soluciones difieren cualitativa y cuantitati-

vamente con las dinámicas observadas en sistemas difusivos, lo que valida de forma

a posteriori las estimaciones predictivas de la descripción usual.
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ABSTRACT

We studied the macroscopic, out-of-equilibrium, dynamics that are obtained using

the principle of maximum caliber. We determined the hypotheses and constraints

that are consistent with irreversible processes. We show that diffusive phenomena

can be related to a constraint in the mean value of the square of the velocities of the

particles that describe the behavior of the microscopic system. We also show how

to include constraints that are consistent with the description of non-homogenous

diffusive systems. We establish an equivalence between these descriptions and the

solutions of the Fokker-Planck equations.

We obtained the solutions associated with the the retrodictive problem in diffusive

systems. We call retrodictive situations to the dynamics that are estimated using

information about the state of the system in two different instants. The principle

of maximum caliber can be used to study this type of situations. With this we can

falsify the hypotheses that are supposed about the state of a system when we infer its

dynamic. We show that these solutions differ qualitatively and quantitatively with

the dynamics observed in diffusive systems. This is an a posteriori validation of the

predictive hypotheses of the usual description.



Caṕıtulo 1

Introducción

La termodinámica es una de las disciplinas más antiguas de la f́ısica, y cumple

un rol fundamental en el campo de la ingenieŕıa y en el desarrollo de nuevas tec-

noloǵıas. Se ocupa de la descripción de los sistemas macroscópicos en equilibrio, y

de la relación entre estos equilibrios cuando distintas restricciones son aplicadas o

removidas del sistema. Su estudio comienza de forma experimental en el siglo XVII,

pero sus bases teóricas se consolidaron a fines del siglo XIX, con el surgimiento de

la mecánica estad́ıstica.

La mecánica estad́ıstica es un formalismo para el tratamiento de sistemas f́ısicos

cuya descripción microscópica involucra una gran cantidad de variables. En estas

situaciones las variables microscópicas manifiestan comportamientos colectivos, ha-

ciendo posible una descripción precisa del sistema a partir de una cantidad reducida

de variables que no dependen de la configuración espećıfica del sistema, sino de su

comportamiento conjunto. Esto resulta ventajoso, pues permite estimar las propie-

dades macroscópicas de la materia a partir de la descripción de sus constituyentes

microscópicos. El éxito de estas ideas ha influenciado otras áreas de la f́ısica, prin-

cipalmente en la teoŕıa de información, donde las ideas de la mecánica estad́ıstica

1
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pueden ser aplicadas en sistemas de muchos datos, obteniendo modelos macroscópi-

cos que pueden ser contrastados y ajustados usando la información microscópica.

Pero además de esto, la mecánica estad́ıstica justifica las descripciones microscópi-

cas de la materia en situaciones en que la información respecto a estas variables es

inaccesible experimentalmente, y más aún, permite interpretar variables intensivas

que microscópicamente no tienen análogo, como lo son la temperatura y la entroṕıa.

La entroṕıa es una de las cantidades más enigmáticas y malentendidas de la

f́ısica [1, 2]. La mecánica estad́ıstica en conjunto con la teoŕıa cinética de los ga-

ses, ofrece una interpretación probabiĺıstica de esta cantidad que permite estudiar

su comportamiento. El rol de la entroṕıa es protagónico en la termodinámica, don-

de su comportamiento en función del tiempo determina el sentido de los procesos

espontáneos en un sistema aislado. Este comportamiento, que distingue entre las

direccionalidades temporales presente-futuro y presente-pasado, es aún objeto de in-

vestigación [3–5], pues las teoŕıas que describen el comportamiento de las variables

microscópicas de los sistemas suelen ser reversibles1. Esto ha sido señalado como

una incompatibilidad en la formulación de las teoŕıas fuera del equilibrio [6, 7]. Es-

ta incompatibilidad ha sido fuertemente estudiada, siendo aún un tema controversial.

La entroṕıa también toma un rol fundamental en la mecánica estad́ıstica a través

del principio de máxima entroṕıa. Este principio variacional pone a la entroṕıa en

un lugar análogo a la acción clásica, estableciendo que el estado macroscópico de un

sistema en equilibrio es el que maximiza la entroṕıa, permitiéndose la inclusión de

1Diremos que una teoŕıa es reversible cuando al invertir el sentido del tiempo (t → −t) para una
solución de la teoŕıa, la función obtenida es solución de la misma teoŕıa (posiblemente bajo una
transformación de parámetros, como inversión en la carga, u otras cantidades).
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restricciones en la dinámica para describir la interacción del sistema con su entorno.

Este principio variacional fue generalizado por E. T. Jaynes [8] para permitir la des-

cripción de sistemas macroscópicos fuera del equilibrio. Esta generalización, conocida

como principio de máximo calibre [9–11] se propone como candidato para una teoŕıa

unificadora de la mecánica estad́ıstica fuera del equilibrio. Esto resulta prometedor,

principalmente en el área de los fundamentos de la f́ısica, ofreciendo un camino para

intentar resolver las controversias que aquejan las distintas formulaciones que son

aceptadas en la actualidad, como la incompatibilidad entre la irreversibilidad ma-

croscópica y la reversibilidad de las teoŕıas microscópicas.

1.1. Motivación de la investigación

El principio de máximo calibre ha sido utilizado para estudiar distintos siste-

mas [12–14]. También se ha demostrado que las soluciones obtenidas a partir de este

formalismo son consistentes con distintas relaciones conocidas para sistemas fuera

del equilibrio [9–11, 15–17]. Recientemente, en el trabajo de D. González [18] se ha

discutido cómo obtener distribuciones de probabilidad dependientes del tiempo a

partir de las distribuciones dependientes de trayectorias que se obtienen maximizan-

do el calibre. Además, en el mismo trabajo, se mostró que las soluciones obtenidas

al restringir la expectación un término cinético2 se obtienen distribuciones tiempo-

dependientes que obedecen una dinámica difusiva.

Las investigaciones mencionadas previamente se basan fuertemente en la inferen-

2Proporcional al cuadrado de la velocidad.
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cia estad́ıstica 3. El proceso de maximización del calibre involucra la actualización de

la información disponible de manera que esta incluya la evidencia de la que se dispo-

ne. Esta evidencia en general se incluye en la forma de expectaciones de funcionales

y la información previa se supone uniforme. En este tratamiento, las condiciones ini-

ciales de la distribución tiempo-dependiente ocupan un lugar ajeno a la descripción

de trayectorias, ya que son incluidas de forma posterior a la maximización del calibre.

En el contexto de la irreversibilidad, las condiciones iniciales juegan un rol fun-

damental, ya que fuera del equilibrio la descripción de la dinámica macroscópica

requiere de una descripción más detallada para la caracterización del estado de un

sistema. Aśı, las teoŕıas más dominantes en el estudio de sistemas fuera del equili-

brio, como lo son la teoŕıa cinética de los gases y la teoŕıa de procesos estocásticos,

se ocupan de estimar la evolución temporal de los sistemas macroscóscópicos a partir

de una condición inicial.

La formulación de estas teoŕıas puede ser modificada fácilmente para entregar una

descripción de la dinámica en función de una condición final en vez de una condi-

ción inicial, pero no es aśı de directo realizar modificaciones para incluir condiciones

inicial y final a la vez. Esto se debe a que la evolución del sistema es usualmente

descrita a través de una ecuación diferencial que queda sobredeterminada al impo-

ner condiciones de frontera adicionales. Esto muestra un paradigma determinista,

en que la descripción del sistema es tal que la información necesaria para estimar el

comportamiento de un sistema está contenida en un mismo instante.

3Proceso de sacar conclusiones respecto a un parámetro que se quiere medir o estimar [19].
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Pero en el contexto de la mecánica estad́ıstica, una pregunta sobredeterminada

por las condiciones de frontera puede ser entendida como una correlación entre va-

riables aleatorias; si bien no es posible encontrar una solución general con condición

inicial y final arbitraria, es posible determinar los casos en que ambas condiciones son

compatibles, y describir este comportamiento a través de una distribución de proba-

bilidad. Aśı, el principio de máximo calibre ofrece una alternativa para determinar la

dinámica de sistemas que son descritos por condiciones de frontera asociadas a más

de un instante. Esto puede ser útil por sus aplicaciones en el área de la teoŕıa de la

información, pero también permite falsear la hipótesis impĺıcita que establece que la

información necesaria para describir un sistema está contenida en un instante.

1.2. Objetivos de la Investigación

Este trabajo tiene por objetivo caracterizar los fenómenos irreversibles en el con-

texto del principio de máximo calibre. Esto significa determinar bajo qué condicio-

nes la maximización del calibre da lugar a dinámicas irreversibles, considerando las

distintas restricciones que dan lugar a la dinámica, como también las posibles con-

diciones de frontera que dan cuenta de la información que se tiene sobre el sistema.

Para esto, se ampliará el marco teórico para incluir las condiciones de frontera

directamente en la maximización del calibre, haciendo expĺıcito nuestro conocimien-

to sobre el sistema en la descripción de la dinámica. Esto permitirá generalizar las

condiciones de frontera para permitir el estudio de sistemas cuya dinámica dependa

no sólo de una condición inicial, sino que también de una condición final.
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Resolveremos expĺıcitamente la dinámica del fenómeno de difusión browniana

estándar [20] a partir del principio de máximo calibre. Esto lo haremos asumiendo

una dinámica que dependa sólo de condiciones iniciales del estado macroscópico del

sistema, y también asumiendo una dinámica que dependa a la vez de las condiciones

inicial y final del sistema. Compararemos estas dos soluciones y veremos que sólo las

estimaciones realizadas a partir del modelo dependiente de condiciones iniciales son

consistentes con la evolución temporal de los sistemas f́ısicos. Estudiaremos en deta-

lle los casos en que estas teoŕıas dan cuenta de dinámicas similares, mostrando que

la solución que no tiene sentido f́ısico falla al estimar la temperatura o la dinámica

tiempo-dependiente de las cantidades macroscópicas.

Por otro lado, estudiaremos qué restricciones dan lugar a dinámicas difusivas para

sistemas no-homogéneos. Para esto, restringiremos directamente la distribución de

probabilidades tiempo-dependiente, mostrando que este procedimiento es equivalente

a fijar un potencial. Mostraremos que al restringir la distribución de probabilidades y

la densidad de corriente de dicha distribución se obtiene una descripción microscópi-

ca análoga a la de una part́ıcula en un campo electromagnético. Esta descripción

presenta una libertad de gauge que puede ser aprovechada para relacionar la des-

cripción obtenida desde el principio de máximo calibre con las dinámicas descritas

por las ecuaciones de Fokker-Planck. Mostraremos expĺıcitamente cómo utilizar esta

libertad de gauge a partir de una serie de ejemplos.
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1.3. Definiciones y exclusiones

En el desarrollo se centrará en la irreversibilidad de los sistemas macroscópicos

y en las hipótesis que suponemos al estudiar estos sistemas. Es por esto que resulta

importante aclarar de forma preliminar algunos de los conceptos que serán centrales

en nuestra investigación.

1.3.1. Estimación, predicción y retrodicción

En este trabajo distinguiremos el uso de las palabras estimación y predicción.

Usaremos la palabra estimación para referirnos a la acción de asignar un comporta-

miento o un valor a una propiedad de un sistema a través de un proceso argumen-

tativo. Esto en contraste con la palabra medición, que hace referencia a la acción de

asignar valores o comportamientos a través de un procedimiento experimental.

En la f́ısica, y también en muchas otras ciencias, se suele decir que un modelo

predice los resultados de un experimento. Nosotros reservaremos el uso de la palabra

predicción para referirnos a la acción de estimar el estado futuro de un sistema con

información sobre su pasado. La mayoŕıa de las teoŕıas que permiten hacer predic-

ciones, permiten también estimar estados previos a partir de información sobre su

futuro. No obstante, diremos que un problema en particular es predictivo cuando

la información que se tiene sobre el estado del sistema hace referencia a un único

instante de tiempo. Esto incluye los casos en que la información que se tiene es sobre

el futuro del sistema, por lo que hablaremos también de predecir el pasado cuando

las estimaciones consideran la misma dinámica.
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Aśı, por ejemplo, la mecánica clásica puede ser utilizada para resolver problemas

predictivos, pues permite describir el comportamiento de los sistemas cuando se co-

nocen las posiciones y momentos lineales del sistema en un instante dado. Esta teoŕıa

permite también describir el comportamiento de los sistemas cuando se conocen las

posiciones finales e iniciales de las part́ıculas, pero los sistemas quedan sobre deter-

minados si imponemos condiciones inicial y final tanto en las posiciones como en las

velocidades. Esto hace que existan preguntas que no pueden ser tratadas usando este

formalismo.

Diremos que un problema no es predictivo cuando su solución involucra realizar

una estimación con información asociada a más de un instante temporal. En el con-

texto del ejemplo anterior, vemos que la mecánica clásica permite solucionar algunos

problemas no predictivos, pero en general no admite soluciones con condiciones de

frontera arbitrarias en la posición y las velocidades. Este problema puede ser aborda-

do a partir de un tratamiento estad́ıstico de la mecánica clásica, en que se le asigna

una distribución de probabilidades a las distintas condiciones de frontera del sistema.

En el contexto de los problemas no predictivos, nos enfocaremos en el caso par-

ticular de la retrodicción. Este tipo de tratamiento fue introducido por S. Watana-

be [21] y ha sido estudiado en el contexto de la estad́ıstica [22, 23] y en la mecánica

cuántica [24–26]. A diferencia de la predicción, que permite establecer propiedades

del futuro con información del pasado, llamaremos retrodicción al acto de estimar

el estado previo de un sistema con información sobre su futuro. Para esto no basta

con suponer un estado final conocido para realizar la estimación, sino que también

es necesario plantear una hipótesis para un posible estado inicial. Esta hipótesis se
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valida a posteriori4, y es necesario considerarla, pues establece expĺıcitamente que el

sistema se encontraba en un estado definido de forma previa a la medición.

De esta manera, las soluciones de los problemas retrodictivos no entran conflicto

con las soluciones de la dinámica de las soluciones predictivas, sino que responden a

otro tipo de preguntas. Los problemas no predictivos mencionado en el ejemplo de

la mecánica clásica corresponden a problemas retrodictivos y pueden ser abordados

mediante un tratamiento estad́ıstico incluso cuando la teoŕıa mecánica queda sobre

determinada por la información.

1.3.2. Reversibilidad, Irreversibilidad

La reversibilidad es una caracteŕıstica de los procesos5 que pueden ser invertidos

temporalmente sin producir efectos netos en ninguno de los sistemas involucrados

en la dinámica [28]. Esta descripción cualitativa se sobre entiende en el contexto

de la termodinámica, en que las variables macroscópicas extensivas caracterizan el

estado de los sistemas, y por lo tanto cualquier efecto neto produciŕıa un cambio en

estas variables (en espećıfico, un aumento en la entroṕıa). En el caso de la mecánica

estad́ıstica, el efecto neto se asocia a cantidades promedio, y por lo tanto podŕıan

existir diferencias en la descripción microscópica que no se manifiesten en el com-

portamiento de las variables macroscópicas.

Usaremos dos criterios de reversibilidad. Primero, el criterio macroscópico, en que

4Locución latina; literalmente ’de lo posterior’. Primera acepción: Después de examinar el asunto
de que se trata [27].

5Cambios en un sistema desde un estado inicial hasta un estado final
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diremos que un proceso es reversible si al invertir el tiempo (es decir, al considerar

el proceso que va desde el estado final hasta el estado inicial a través de la misma

trayectoria) se obtiene un proceso que también corresponde a una posible realización

del sistema, es decir, es solución del mismo modelo. Por otro lado, en el contexto

de una descripción estad́ıstica de trayectorias, usaremos un criterio microscópico de

reversibilidad, donde diremos que un proceso o situación es reversible cuando la dis-

tribución de probabilidades no cambia al invertir los microestados, que serán tratados

como funciones del tiempo. Diremos que una situación es irreversible macroscópica

o microscópicamente, respectivamente, para referirnos a cada uno de estos criterios,

o bien indicaremos claramente a cual criterio nos referimos.

Diremos también que un sistema o un modelo es reversible cuando todas las

posibles realizaciones del sistema, o soluciones del modelo, son reversibles. Por el

contrario, diremos que un proceso o sistema es irreversible cuando dicho proceso o

sistema no corresponde a un proceso reversible.

Los procesos irreversibles son objeto de gran interés en la f́ısica y se asocian

comúnmente con fenómenos macroscópicos disipativos [20]. En este trabajo discuti-

remos las restricciones e hipótesis asociadas a la obtención de procesos irreversibles

desde el principio de máximo calibre. Los dos criterios que definimos para caracte-

rizar la irreversibilidad de los fenómenos pueden ser aplicados tanto en problemas

predictivos como en problemas retrodictivos, por lo que discutiremos bajo esta pers-

pectiva las diferencias entre estas dos situaciones.
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1.3.3. Certeza

Usaremos la palabra certeza para indicar el grado de conocimiento que se tiene

sobre el valor o comportamiento de alguna propiedad. Si bien el estudio de los sis-

temas f́ısicos siempre involucra incertezas asociadas a los instrumentos de medición,

las teoŕıas buscan estimar las propiedades de los sistemas de manera uńıvoca. Los

formalismos estad́ısticos, por su parte, son útiles para describir sistemas con infor-

mación incompleta, y por lo tanto permiten describir situaciones en las que existe

incerteza en la información sobre las variables microscópicas.

Veremos que en el contexto de la mecánica estad́ıstica existen cantidades que per-

miten cuantificar el concepto de certeza. Por ejemplo, para sistemas caracterizados

por distribuciones gaussianas, el ancho cuadrático medio resulta ser un buen indica-

dor para describir la incerteza que se tiene en la información: mientras mayor es el

ancho de la distribución, mayor es la incerteza que se tiene en el valor de expectación

de la variable aleatoria. Veremos más adelante que la entroṕıa también constituye

un buen indicador para caracterizar la certeza en una distribución de probabilidad.

Durante el estudio estad́ıstico de los sistemas macroscópicos, nos enfrentaremos

a situaciones en que la información que se tiene sobre el sistema es completa, es

decir, el valor o el comportamiento de las variables microscópicas que caracterizan el

estado del sistema es conocido uńıvocamente. Diremos que ésta es una situación de

certeza absoluta. Más aún, nos encontraremos con casos en los que existe incerteza

en las variables microscópicas del sistema, pero se conoce con seguridad el valor o

comportamiento de alguna propiedad del sistema; diremos que ésta es una situación

de certeza absoluta en dicha propiedad.
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En el apéndice A discutiremos cómo abordar sistemas que describen una situa-

ción de certeza absoluta en la evolución de las variables microscópicas a través de un

formalismo de trayectorias. Este tipo de situaciones no será discutida en el cuerpo

central de la tesis, debido a su dif́ıcil tratamiento en el contexto del principio de

máximo calibre. Las dinámicas obtenidas a partir de la restricción de expectaciones

manifiestan incertezas inherentes a la naturaleza macroscópica asociada a una ex-

pectación. Para obtener dinámicas que describan situaciones de certeza absoluta es

necesario incorporar restricciones más detalladas de las variables microscópicas. El

estudio de este tipo de sistemas es de gran importancia, pues es aqúı donde surgen

las controversias respecto a la irreversibilidad de las descripciones. A pesar de esto,

decidimos excluir las situaciones de certeza absoluta en la dinámica microscópica

para caracterizar de forma correcta las dinámicas irreversibles que ya han sido en-

contradas en trabajos previos, y que pueden obtenerse restringiendo expectaciones

de cantidades microscópica. Esto debido a que su estudio involucra herramientas ma-

temáticas que se encuentran disponibles en la literatura [29] y son suficientes para

describir una gran cantidad de dinámicas.

1.4. Organización del trabajo

En los próximos caṕıtulos expondremos una revisión bibliográfica de las teoŕıas

y herramientas matemáticas relevantes para el desarrollo de esta tesis. Definiremos

también el marco teórico que se utilizará en este trabajo. Esto para luego exponer

los resultados de nuestra investigación a partir del caṕıtulo 4. A continuación descri-

bimos brevemente el contenido de los próximos caṕıtulos.
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En el caṕıtulo 2 revisaremos el formalismo de la mecánica estad́ıstica. Discutire-

mos las distintas herramientas y corrientes de pensamiento que permiten describir

sistemas en equilibrio y fuera del equilibrio. Discutiremos las distintas definiciones

de entroṕıa y enunciaremos el principio de máxima entroṕıa y sus aplicaciones en la

mecánica estad́ıstica en equilibrio. Fuera del equilibrio, discutiremos las principales

hipótesis que permiten la descripción de estos sistemas, y discutiremos en profundi-

dad las distintas formas de caracterizar el fenómeno de difusión browniana estándar,

que será uno de los objetos de estudio de esta tesis.

El tema principal del caṕıtulo 3 es el principio de máximo calibre y el formalismo

de trayectorias. Definiremos el marco teórico que será utilizado en este trabajo, con

un énfasis particular en la incorporación de las condiciones iniciales en la dinámica.

Enunciaremos el principio de máximo calibre y presentaremos sus soluciones cuando

la cantidad restringida corresponde a la expectación de una cantidad dependiente

del tiempo. Discutiremos la aplicación del principio de máximo calibre en la solución

de problemas predictivos y problemas retrodictivos.

En el caṕıtulo 4 resolveremos los problemas predictivo y retrodictivo asociados al

fenómeno de difusión browniana estándar, para sistemas difusivos homogéneos. De-

terminaremos las soluciones del sistema a través del cálculo de las probabilidades de

transición. Discutiremos la reversibilidad de los procesos hallados y contrastaremos

las soluciones de estos problemas.

En el caṕıtulo 5 estudiaremos la dinámica de los sistemas difusivos no-homogéneos.
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Mostraremos cuales son las cantidades restringidas que dan origen a esta dinámica.

Mostraremos que las inhomogeneidades pueden ser descritas a través de un potencial

que de cuenta de las interacciones entre un sistema y su medio, y discutiremos cómo

relacionar las soluciones obtenidas con las soluciones de una ecuación de Fokker-

Planck [30]. Mostraremos expĺıcitamente este procedimiento a través de una serie de

ejemplos.

Finalmente, en el caṕıtulo 6 expondremos nuestras conclusiones. Resumiremos

brevemente nuestros resultados. Discutiremos posibles aplicaciones para las solucio-

nes obtenidas. Y analizaremos el impacto de nuestros resultados en relación con el

desarrollo del principio de máximo calibre.



Caṕıtulo 2

Mecánica Estad́ıstica en Equilibrio
y fuera del Equilibrio

La mayoŕıa de los sistemas f́ısicos presentes en nuestra vida cotidiana correspon-

den a sistemas macroscópicos. Esto se debe a que las moléculas y los átomos que

constituyen la materia que nos compone y que nos rodea son mucho más pequeños

que nosotros y los objetos con los que interactuamos. La definición precisa de sistema

macroscópico vaŕıa según el autor, habiendo quiénes establecen condiciones (número

de part́ıculas, tamaño del sistema, etc) o propiedades (ser visible a simple vista, o

a través de microscopios ópticos) que un sistema debe cumplir para ser macroscópico.

En el contexto de este trabajo diremos que un sistema es macroscópico cuando el

comportamiento de sus componentes microscópicas puede ser resumido a través de

propiedades extensivas y cantidades intensivas promedio. Esta condición podŕıa ser

considerada demasiado amplia o vaga, pero evita la ambigüedad de establecer una

condición cuantitativa sobre alguna propiedad determinada. Además, esta condición

cualitativa garantiza la presencia de propiedades macroscópicas emergentes. Decimos

que un sistema es macroscópico cuando puede ser descrito como tal.

15
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Muchas de las propiedades macroscópicas de los sistemas, como por ejemplo su

enerǵıa, son heredadas directamente de sus propiedades microscópicas. Estas can-

tidades corresponden a valores de expectación o promedios de las propiedades mi-

croscópicas. Las cantidades intensivas se relacionan con estos valores de expectación

a partir de ecuaciones de estado. La mecánica estad́ıstica se encarga de entregar

el formalismo necesario para relacionar las ecuaciones de estado con la teoŕıa mi-

croscópica subyacente y de proponer teoŕıas que expliquen el comportamiento de

distintas situaciones macroscópicas.

El uso de herramientas estad́ısticas en el estudio de estos sistemas se justifica en

nuestra dificultad para resolver las ecuaciones diferenciales que describen la dinámica

microscópica y en la imposibilidad de determinar experimentalmente las condiciones

necesarias para resolverlas; se argumenta en la ergodicidad de las interacciones no

lineales presentes en los sistemas dinámicos y en la evidencia experimental del éxito

de ideas como la teoŕıa de ensambles y el principio de equipartición de la enerǵıa; se

respalda en más de cien años de concordancia entre las estimaciones predichas por

distintas teoŕıas, tanto en equilibrio como fuera de este; pero aún existen múltiples

interpretaciones de la naturaleza probabiĺıstica de la dinámica macroscópica de los

sistemas. En palabras coloquiales, parece evidente por qué las teoŕıas funcionan, pero

no exactamente cómo.

En este caṕıtulo discutiremos las herramientas más caracteŕısticas del formalismo

de la mecánica estad́ıstica y algunas de las teoŕıas dominantes dentro de esta disci-

plina. Comenzaremos definiendo el formalismo matemático, y su uso en el estudio

de sistemas macroscópicos en equilibrio. Luego discutiremos la extensión de estos
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conceptos para sistemas fuera del equilibrio. Resolveremos en extenso el problema

de difusión en una dimensión. Mostraremos las distintas descripciones microscópicas

de este fenómeno y discutiremos las distintas interpretaciones de este fenómeno.

2.1. Mecánica Estad́ıstica

El objetivo de la mecánica estad́ıstica, según la Enciclopedia Británica, es pre-

decir y explicar las propiedades medibles de un sistema macroscópico a partir de

las propiedades y el comportamiento de los constituyentes microscópicos de dicho

sistema [31]. Su principal aplicación se encuentra en el estudio de las propiedades

termodinámicas de la materia. Estas propiedades son un comportamiento emergen-

te que puede ser entendido a partir de las propiedades mecánicas de las part́ıculas

microscópicas que constituyen el material: átomos y moléculas. Las ideas desarrolla-

das en el estudio de los sistemas mecánicos pueden ser extendidas para otro tipo de

sistemas macroscópicos, como lo son por ejemplo los sistemas magnéticos. No obs-

tante estas ideas pueden ser aplicadas al estudio de sistemas ajenos a la f́ısica, como

lo son los sistemas biológicos, sociales o económicos. Todos estos sistemas presentan

comportamientos colectivos que pueden ser entendidos a partir de la dinámica de sus

variables microscópicas y pueden, por lo tanto, ser considerados sistemas macroscópi-

cos. El formalismo que ofrece la mecánica estad́ıstica permite estimar el comporta-

miento de las propiedades macroscópicas a partir de una descripción microscópica

conocida. Esto resulta no sólo útil, permitiendo diseñar sistemas con propiedades es-

pećıficas, sino que también ofrece una descripción microscópica para fenómenos que

sólo entendemos en escalas macroscópicas, lo que aporta a nuestro entendimiento

sobre la realidad que habitamos y valida nuestras hipótesis sobre el comportamiento
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microscópico de la materia.

Considerando las delimitaciones mencionadas previamente, para establecer las

propiedades de un sistema macroscópico es necesario proponer una descripción para

sus componentes microscópicas. Supongamos, de forma general, que el estado mi-

croscópico del sistema es caracterizado por un microestado x ∈ X, donde X denota

el espacio de posibles realizaciones que la variable x puede tomar. En el caso de los

sistemas mecánicos, X corresponde al espacio de fases, por lo que el microestado

x = (q,p) corresponde a las coordenadas y momentos de cada part́ıcula del sistema.

Algunas descripciones podŕıan incluir grados de libertad orientacionales, como mo-

mentos dipolares o el spin de cada part́ıcula, o cualquier otro grado de libertad que

resulte necesario para describir las propiedades microscópicas del sistema. Teniendo

esto en cuenta, seguiremos denotando la variable aleatoria del sistema con la letra

x, asumiendo que tanto su estructura como la del espacio completo X pueden ser

arbitrarias. Supondremos que el microestado x corresponde a una variable continua

para explicitar las definiciones del formalismo, no obstante es posible también incluir

variables discretas, y estas corresponden a un caso particular del formalismo conti-

nuo si se admiten distribuciones temperadas.

Una descripción estad́ıstica de un sistema macroscópico involucra un estado mi-

croscópico cuyo valor no es conocido de forma precisa. Esto quiere decir que el mi-

croestado x corresponde a una varaiable aleatoria. Esta descripción corresponde a

una descripción formal del comportamiento del sistema, y no implica que el sistema

no se encuentre en un estado determinado, como se supone en algunas de las inter-

pretaciones de la mecánica cuántica. La hipótesis ergódica establece que los sistemas
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f́ısicos recorren completamente el espacio de posibles microestados, garantizando que

una descripción estad́ıstica sea equivalente a las descripciones microscópicas exactas

cuando estas se promedian en tiempos suficientemente largos. Esto comunmente ocu-

rre en escalas de tiempo mucho más cortas que las que acostumbramos en nuestra

vida cotidiana, y cuando es aśı, la descripción estad́ıstica coincide con el comporta-

miento macroscópico de los sistemas.

Para caracterizar el estado macroscópico de un sistema se define una distribución

de probabilidades ρ(x) que asigna un número real no negativo a cada microestado

posible. De esta forma se establece cuál es la contribución de cada microestado en

la dinámica colectiva del sistema, y es posible determinar el valor de expectación

de cualquier propiedad microscópica. La distribución de probabilidad debe estar

normalizada ∫
X

ρ(x) dx = 1 , (2.1)

para garantizar que el espacio de posibles estados constituye la totalidad de situa-

ciones posibles en que se puede encontrar el estado microscópico del sistema. Las

cantidades microscópicas A pueden ser escritas como funciones de las variables mi-

croscópicas A(x), y sus valores de expectación ⟨A(x)⟩ son interpretados como canti-

dades macroscópicas que pueden ser calculadas mediante la distribución de probabi-

lidades ρ según la relación

⟨A(x)⟩ =
∫
X

ρ(x)A(x) dx . (2.2)

En situaciones en que el sistema es descrito por más de una variable, como por

ejemplo para el caso de una distribución de probabilidad de dos variables ρ(x, y),

es posible obtener distribuciones ρx, ρy, llamadas marginales, que caracterizan el
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comportamiento de una sóla de estas variables (x e y, respectivamente) a partir

de estudiar el comportamiento promedio de la otra variable. Este procedimiento es

conocido como marginalización y puede ser descrito usando la distribución Delta de

Dirac a través de las relaciones

ρx(x
′) =

∫
ρ(x′, y) dy = ⟨δ(x− x′)⟩ , (2.3)

ρy(y
′) =

∫
ρ(x, y′) dx = ⟨δ(y − y′)⟩ . (2.4)

Además de las distribuciones marginales, resultará útil definir la distribución

condicional ρ(x|y), que describe la probabilidad de medir valores de x cuando se

conoce con certeza el valor de y. En esta notación, la barra vertical | separa variables

aleatorias (a la izquierda de la barra) de cantidades conocidas (a la derecha de la

barra). Se define análogamente la distribución de probabilidades condicional ρ(y|x)

asociada a la medición y cuando el valor de x es conocido. Estas distribuciones pueden

ser relacionadas a través de

ρ(x, y) = ρx(x)ρ(y|x) = ρy(y)ρ(x|y) . (2.5)

El formalismo estad́ıstico indica cómo relacionar las cantidades macroscópicas

con los microestados del sistema. Es necesario incluir expĺıcitamente una descripción

para la caracterización de los microestados, y también es necesario incluir expresio-

nes expĺıcitas para el cálculo de los observables macroscópicos. Estas especificaciones

establecen un v́ınculo entre las propiedades microscópicas y macroscópicas, no obs-

tante no bastan para especificar la distribución de probabilidad ρ.

La distribución de probabilidad debe ser obtenida a partir de consideraciones más

especificas sobre la naturaleza del sistema. El tratamiento de ensambles desarrollado
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por Gibbs ofrece una teoŕıa a través de la cual es posible explicar la descripción

macroscópica de los sistemas a partir de consideraciones microscópicas. Estas situa-

ciones corresponden a sistemas que se encuentran en equilibrio y la teoŕıa permite

expresar una distribución de probabilidades consistente con las ecuaciones de estado

presentes en la naturaleza. Las distribuciones de probabilidad que caracterizan las

distintas situaciones posibles en que un sistema puede encontrarse en equilibrio pue-

den ser obtenidas a partir de la marginalización de una situación conocida, o también

a través del principio de máxima entroṕıa, que condensa las ideas de la estad́ıstica

bayesiana en un principio variacional que puede ser usado metódicamente para ca-

racterizar los sistemas a partir de restricciones.

En general (fuera del equilibrio), la distribución de probabilidades depende del

tiempo, y su comportamiento depende a su vez de la dinámica microscópica y de

consideraciones espećıficas sobre el sistema estudiado, como lo son las condiciones

iniciales. Existen distintas teoŕıas que permiten estudiar situaciones que se corres-

ponden con distintos reǵımenes fuera del equilibrio. Estas teoŕıas permiten estudiar

cómo evoluciona la distribución de probabilidades a partir de una condición inicial,

como lo hacen, por ejemplo, la teoŕıa cinética de los gases y el formalismo de pro-

cesos estocásticos. El formalismo común entre estas teoŕıas es el de las ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales, no obstante las consideraciones microscópicas

expĺıcitas difieren tanto en forma como en tratamiento entre una situación y otra.
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2.2. Mecánica Estad́ıstica en Equilibrio

Los sistemas que se encuentran en equilibrio con su entorno son descritos por una

distribución de probabilidad estacionaria en donde las propiedades macroscópicas

intensivas del sistema toman los mismos valores que las propiedades de su entorno.

Existen distintas situaciones de equilibrio, dependiendo de cómo es la interacción del

sistema con su entorno. La mecánica estad́ıstica permite relacionar estas distintas

situaciones usando distribuciones de probabilidad para caracterizar el estado ma-

croscópico del sistema. El formalismo relaciona distintas situaciones macroscópicas

asociadas a distintos tipos de equilibrios entre śı, y también con la descripción mi-

croscópica del sistema a través del concepto de ensambles [32, 33].

Los distintos ensambles conocidos en el ámbito de la mecánica estad́ıstica en equi-

librio asocian restricciones macroscópicas (cantidades macroscópicas que se mantie-

nen fijas, como temperatura, presión, volumen, cantidad de part́ıculas, enerǵıa total

o promedio) con una distribución de probabilidades que depende de los microes-

tados del sistema. Dentro de ellas podemos encontrar el ensamble microcanónico,

en que la dinámica microscópica se realiza manteniendo el volumen, la enerǵıa y

la cantidad de part́ıculas constantes; el ensamble canónico, asociado a sistemas en

contacto con un baño térmico, en que el volumen, la temperatura y la cantidad de

part́ıculas se mantienen constantes; el ensamble gran canónico, en que se permite

la fluctuación del número de part́ıculas en el sistema, manteniéndose constantes el

volumen, la temperatura y el potencial qúımico; entre otros. Cada uno de estos en-

sambles es caracterizado por una distribución de probabilidad que permite relacionar

la dinámica microscópica de los sistemas con sus propiedades macroscópicas a través
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de expectaciones. Estas ideas pueden ser aplicadas a una gran variedad de sistemas,

permitiendo explicar las propiedades macroscópicas de la materia en equilibrio.

A partir de los ensambles conocidos es posible obtener las distribuciones de proba-

bilidad asociadas a otras situaciones de equilibrio a través de la inferencia estad́ıstica,

pero resulta imposible deducir la distribución de probabilidad sólo en función de las

restricciones macroscópicas asociadas al equilibrio. La hipótesis necesaria para poder

determinar la distribución de probabilidad que caracteriza un régimen particular de

equilibrio es conocida como hipótesis de igual probabilidad a priori [34]. Esta hipóte-

sis establece que, durante un peŕıodo prolongado de tiempo, la probabilidad de que

los microestados de un sistema tomen un determinado valor es igual para todos los

microestados indistinguibles [34]. En el contexto de la mecánica estad́ıstica, esto sig-

nifica que todos los estados con igual enerǵıa tienen la misma probabilidad. Esta

condición permite obtener la distribución de probabilidad asoaciada al ensamble mi-

crocanónico, y a partir de ella inferir las distribuciones asociadas a otros ensambles.

Esta es la forma usual en que los distintos ensambles son presentados en los li-

bros de texto, e ilustra el procedimiento histórico en que se desarrolló la mecánica

estad́ıstica. En esta tesis nos enfocaremos en otras formas de obtener distribuciones

de probabilidad que también se basan en la hipótesis de igual probabilidad a priori.

Con ánimo de presentar y discutir las diferencias entre estos procedimientos, expon-

dremos brevemente el tratamiento usual para la deducción de las distribuciones de

los distintos ensambles.

Consideremos un sistema aislado cuyo estado microscópico puede ser representado

por una variable x que pertenece a un espacioX de posibles estados. El Hamiltoniano

del sistema está dado por H(x) = E y su valor se mantiene constante durante la

dinámica para sistemas aislados. La hipótesis de igual probabilidad a priori establece
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que todos los estados microscópicos compatibles con dicha enerǵıa tienen la misma

probabilidad, por lo que la distribución de probabilidades puede escribirse como

ρ(x|E) = 1

Ω(E)
δ(H(x)− E) . (2.6)

En esta notación, la barra vertical en el argumento de la distribución de probabilidad

separa variables aleatorias (a la izquierda de la barra) de cantidades conocidas. En

la ecuación (2.6) Ω(E) es un número real y positivo que representa la cantidad de

microestados con enerǵıa E. La función δ denota la distribución delta de Dirac, que

permite caracterizar estados de certeza absoluta para sistemas de variable aleatoria

continua.

En la ecuación (2.6), la cantidad que se mantiene fija es la enerǵıa, expresada a

través del Hamiltoniano del sistema microscópico. Esta distribución de probabilidad

es la distribución asoaciada al ensamble microcanónico1.

Es posible usar la ecuación (2.6) para obtener la distribución de probabilidad del

ensamble canónico [32]. El procedimiento usual involucra extender el sistema para

incluir en él también su entorno. De esta manera, el sistema conjunto es estudiado

como un sistema aislado que es descrito por el ensamble microcanónico, mientras que

el sistema original está contenido en este sistema conjunto. Las variables microscópi-

cas que caracterizan el estado del entorno pueden ser integradas para obtener la

distribución marginal asociada a la porción del sistema de interés. Esta distribución

1El ensamble microcanónico considera también otras cantidades paramétricas asociadas a res-
tricciones (el volumen del sistema y el número de part́ıculas). Estos parámetros aparecen al escoger
una representación expĺıcita para los microestados x del sistema y al espacio X de posibles va-
lores que estos microestados pueden tomar. Para simplificar la notación trataremos el ensamble
microcanónico explicitando sólo la restricción en la enerǵıa.
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marginal corresponde a

ρ(x) =
1

Z(β)
exp (−βH(x)) , (2.7)

donde la función Z(β) es referida como la función partición del sistema, corresponde

a la constante de normalización de la distribución, y permite relacionar el parámetro

β con la enerǵıa promedio del sistema a partir de la relación

⟨H(x)⟩ = − ∂

∂β
lnZ(β) . (2.8)

La distribución definida por la ecuación (2.7) corresponde a la distribución del en-

samble canónico. El parámetro β = 1/kBT se relaciona con la temperatura T del

sistema, donde kB = 1, 380649×10−23J/K es la constante de Boltzmann. La situación

de equilibrio descrita por este ensamble se asocia a la representación de un sistema

en que su temperatura se mantiene constante, y es igual a la de su entorno. Esta

restricción se encarga de fijar la enerǵıa promedio del sistema de tal manera que

ésta tome un valor que sea consistente con las relaciones termodinámicas del sistema

macroscópico.

En el procedimiento descrito anteriormente, se mostró que es posible obtener

la distribución que caracteriza al ensamble canónico a partir de la distribución que

caracteriza el ensamble microcanónico. Para esto se tomó una cantidad que era cono-

cida con precisión absoluta, y se relajó esta restricción para estudiar sistemas en que

la enerǵıa se mantiene fija sólo en promedio. Este procedimiento puede repetirse con

otros parámetros macroscópicos que aparecen en las distribuciones de probabilidad,

como lo son por ejemplo el número total de part́ıculas y el volumen del sistema. Esto

permite obtener las distribuciones de probabilidad del resto de los ensambles de la
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termodinámica.

Existen procedimientos alternativos para la obtención de una distribución de

probabilidades a partir de información conocida. Entre ellos, el método de Darwin-

Fowler y el principio de máxima entroṕıa [10, 35], que será enunciado y expuesto en

la sección 2.2.2. Para ello debemos definir primero la entroṕıa.

2.2.1. Entroṕıa

En f́ısica existen distintos conceptos que se conocen como entroṕıa [1, 2]. La pri-

mera acepción de este término se relaciona con la termodinámica de los sistemas

macroscópicos, donde es posible observar lo que llamaremos entroṕıa de Clausius o

entroṕıa f́ısica, que corresponde a una función de estado de las variables macroscópi-

cas. Esta cantidad juega un rol de suma importancia en los sistemas macroscópicos,

pues la segunda ley de la termodinámica establece que esta cantidad es siempre cre-

ciente en sistemas aislados, lo que significa una asimetŕıa temporal en la evolución

de los sistemas.

Dentro del contexto de la mecánica estad́ıstica, la entroṕıa corresponde a una me-

dida de la incerteza presente en un sistema. Para el caso del ensamble microcanónico,

esta cantidad se define como Sboltz = kB lnΩ(E), donde Ω(E) es la constante de nor-

malización que aparece en la ecuación (2.6) y representa la cantidad de microestados

que satisfacen H(x) = E. La entroṕıa en el contexto del ensamble microcanónico

es será llamada entroṕıa de Boltzmann, y al ser proporcional al tamaño del sistema,

da cuenta del nivel de orden en este, siendo su valor menor para sistemas con una
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cantidad reducida de configuraciones microscópicas.

La entroṕıa de Boltzmann es un caso particular de la entroṕıa de información.

Usaremos este nombre para referirnos a los funcionales de la distribución de proba-

bilidades, como los propuestos por Gibbs y Shannon, que se definen de la forma

Sinfo[ρ] = −kB
∫
X

ρ(x) ln ρ(x) dx . (2.9)

La integral debe ser tomada sobre el conjunto de posibles valores que la distribución

puede tomar. Esto quiere decir que los microestados en los que la distribución de

probabilidad se anula no deben ser considerados al calcular la entroṕıa de informa-

ción.

Este funcional es compatible con la entroṕıa de Boltzmann cuando es calculada

en el ensamble microcanónico, y en general coincide con la entroṕıa de Clausius para

los sistemas termodinámicos cuando se aplica a cualquiera de los ensambles discuti-

dos previamente.

En este trabajo usaremos una generalización de este funcional que llamaremos

entroṕıa de Jaynes, y definiremos como

SJaynes[ρ] = −kB
∫
ρ(x) ln

ρ(x)

p(x)
dx . (2.10)

Esta cantidad corresponde a una entroṕıa relativa, donde p(x) es conocida como

distribución a priori2, y representa un estado de conocimiento que se supone de

2“Locución latina que significa literalmente a partir de lo que precede. En el ámbito de la filosof́ıa,
se usa, como locución adjetiva o adverbial, para referirse al conocimiento deductivo, esto es, al que
se adquiere independientemente de la experiencia, yendo de las causas a los efectos y de lo universal
a lo particular”(extráıdo textualmente desde [36])
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forma previa a la experiencia. Esto quiere decir que la información contenida en la

distribución a priori da cuenta de las hipótesis que se suponen al realizar el análi-

sis estad́ıstico. La entroṕıa de Jaynes coincide con el negativo de la divergencia de

Kullback-Leibler, una medida asimétrica de la similitud o diferencia entre dos dis-

tribuciones de probabilidad [37]. Esto nos permitirá incluir las hipótesis de manera

expĺıcita en la formulación de los sistemas estudiados. De aqúı en adelante nos refe-

riremos a la entroṕıa de Jaynes SJaynes como la entroṕıa, denotada por una letra S,

sin sub́ındices. Tomaremos también la convención kB = 1.

La entroṕıa es una cantidad fundamental en la mecánica estad́ıstica en equilibrio.

No sólo da cuenta del grado de certeza en la información representada por distintos

modelos estad́ısticos, sino también permite relacionar las propiedades macroscópicas

y los parámetros a través de relaciones de estado, tomando el rol de un potencial

termodinámico. Veremos a continuación que la entroṕıa también puede ser utilizada

para obtener la distribución de probabilidades que caracteriza los ensambles termo-

dinámicos a través de un principio variacional en que toma el rol de la acción.

2.2.2. Principio de Máxima Entroṕıa

Consideremos un sistema cuyos microestados x pertenecen a un espacio de fases

X cuyo volumen Ω(X) =
∫
X
dx es finito. La entroṕıa S[ρ] es un funcional de la

distribución de probabilidades ρ(x), por lo que su valor depende de la distribución

que caracteriza el estado macroscópico del sistema. Es posible obtener la distribución

ρmax(x) que corresponde a la distribución que maximiza la entroṕıa. Para esto, pode-

mos calcular la derivada funcional de ρ(x) incluyendo la condición de normalización

⟨1⟩ = 1 a través de un multplicador de Lagrange λ. De esta manera, ρmax(x) está
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dado por

0 =
δ

δρ(x)
(S[ρ]− λ (⟨1⟩ − 1))

∣∣∣∣
ρ=ρmax

=
δ

δρ(x)

(
−
∫
X

ρ(x) ln
ρ(x)

p(x)
dx− λ

(∫
X

ρ(x) dx− 1

))∣∣∣∣
ρ=ρmax

= − ln
ρmax(x)

p(x)
− 1− λ . (2.11)

Vemos que la distribución ρmax obtenida es proporcional a la distribución a priori

y corresponde a

ρmax(x) = p(x)e−λ−1 , (2.12)

donde λ debe ser escogido de tal manera que garantice la condición de normalización.

En el caso en que la distribución a priori se escoge normalizada, entonces λ = −1.

Luego, en ausencia de restricciones adicionales, la distribución que maximiza la

entroṕıa de un sistema, dentro de todas las posibles distribuciones normalizadas,

corresponde a la distribución a priori. Esto significa que si consideramos un espacio

de fases X conformado por todas las configuraciones que tienen una misma enerǵıa,

la elección de la distribución a priori como una distribución uniforme es equivalente

a la hipótesis de igual probabilidad a priori. La distribución de probabilidades que

maximiza la entroṕıa es entonces consistente con el ensamble microcanónico cuando

las únicas consideraciones que tomamos sobre el sistema son su normalización y la

uniformidad de la distribución a priori.

En general, el principio de máxima entroṕıa establece que la distribución pro-

babilidades que mejor caracteriza el comportamiento de un sistema macroscópico

del que se tiene información incompleta corresponde a la distribución que maximiza
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la entroṕıa y que es compatible con las restricciones. Esto se justifica en el hecho

de que la entroṕıa relativa es coincide con la divergencia de Kullback-Leibler. Aśı,

maximizar la entroṕıa entrega la distribución más cercana a la distribución a priori

que es compatible con las restricciones [37].

Es posible incluir restricciones en la forma de expectaciones de funciones de los

microestados ⟨F (x)⟩ = f a través del uso de multiplicadores de Lagrange. Aśı, la

distribución que maximiza la entroṕıa está dada por

0 =
δ

δρ(x)
(S[ρ]− λ (⟨1⟩ − 1)− β (⟨F (x)⟩ − f))

∣∣∣∣
ρ=ρmax

= − ln
ρmax(x)

p(x)
− 1− λ− βF (x) . (2.13)

Despejando esta última ecuación, podemos escribir la distribución de probabilidades

como

ρ(x) = p(x)e−λ−1e−βF (x) . (2.14)

El parámetro λ debe ser escogido de manera que la distribución esté normalizada,

mientras que β corresponde al multiplicador de Lagrange asociado a la restricción

del valor de expectación de F (x). Vemos que si F (x) = H(x) se escoge de manera

que coincida con el Hamiltoniano del sistema, y si tomamos una distribución a priori

uniforme, recuperamos el ensamble canónico.

El principio de máxima entroṕıa puede ser utilizado para deducir los ensambles

termodinámicos más usados al describir sistemas en equilibrio. La distribución a

priori permite incluir la hipótesis de igual probabilidad a priori en las suposiciones

que rigen el comportamiento del sistema de manera expĺıcita, no sólo en la deducción

del ensamble microcanónico, sino en la derivación de cada uno de estos ensambles.

El procedimiento para la obtención de las distribuciones de los distintos ensambles
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no se hace a través de la descripción de un ensamble previo, sino que directamente

a partir de las restricciones macroscópicas que describen la naturaleza del sistema y

a partir de las hipótesis que se suponen en la descripción estad́ıstica. Veremos como

resultado de esta tesis que explicitar las hipótesis a través de una distribución a priori

facilitará la generalización de distintas situaciones macroscópicas.

El uso de un principio variacional permite incluir las restricciones como multi-

plicadores de Lagrange. La entroṕıa, en este contexto, juega un rol análogo al que

juega la acción clásica en la descripción de los sistemas mecánicos. Las descripciones

obtenidas a partir de este principio variacional no sólo permiten describir situaciones

termodinámicas, sino también otros sistemas macroscópicos asociados a otras áreas

tanto en la f́ısica como en otras ciencias.

Fuera del equilibrio, distintas ideas han sido propuestas para generalizar el princi-

pio de máxima entroṕıa [8,38]. Existen cŕıticas respecto a la fiabilidad de las predic-

ciones obtenidas con este tipo de procedimientos [39]. Estas cŕıticas serán discutidas

más adelante, a la luz de nuestros resultados, una vez hayamos definido cómo enten-

deremos la generalización del principio de máxima entroṕıa en este trabajo.

A continuación, discutiremos las distintas corrientes de la mecánica estad́ıstica

fuera del equilibrio, con énfasis en la teoŕıa de procesos estocásticos y el estudio de

sistemas difusivos. Discutiremos las herramientas que han sido desarrolladas para

tratar este tipo de sistemas, pues serán el eje central de la investigación de esta tesis.
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2.3. Mecánica Estad́ıstica fuera del Equilibrio

El equilibrio termodinámico generalmente se asocia con la existencia de variables

macroscópicas estacionarias. No obstante, esta condición no basta como una defini-

ción, pues existen situaciones en que los sistemas macroscópicos se encuentran en

configuraciones estacionarias que no corresponden a equilibrios. Estos estados son

conocidos como estados metaestables y corresponden a configuraciones en que el

sistema no depende del tiempo, pero que al ser perturbadas tienden a una configura-

ción diferente. Existen sistemas fuera del equilibrio en los que es posible extender las

nociones de presión, temperatura y otras cantidades termodinámicas a partir de su

descripción en equilibrio. No obstante, existen también sistemas donde no es posible

realizar esta generalización. Por todo lo anterior, es complicado entregar una correcta

definición de sistema fuera del equilibrio.

En este trabajo definiremos los sistemas fuera del equilibrio a través de la nega-

ción simple del equilibrio. Definiremos los estados de equilibrio de manera análoga a

la definición entregada en [40]. Diremos que un sistema macroscópico se encuentra

en equilibrio cuando (1) el comportamiento de las cantidades extensivas es estacio-

nario y (2) el estado del sistema depende sólo del valor de estas cantidades. Por el

contrario, diremos que un sistema se encuentra fuera del equilibrio cuando existen

cantidades extensivas que dependen del tiempo o cuando el estado macroscópico no

es completamente caracterizado por el valor de las variables extensivas.

La mecánica estad́ıstica fuera del equilibrio extiende los conceptos de la mecáni-

ca estad́ıstica en equilibrio, pero incluyendo el tiempo como una variable en la des-
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cripción macroscópica de los sistemas. Las cantidades macroscópicas extensivas son

expectaciones de una función de los microestados x que se calculan a través de una

distribución de probabilidades ρ(x|t). En general, el tiempo t (a diferencia de los

microestados x) no es considerado una variable aleatoria, sino un parámetro, como

indica la notación. Las expectaciones dependen del tiempo a través de la distribución

ρ.

La distribución de probabilidad ya no puede ser determinada uńıvocamente sólo

a partir de saber cómo interactúa el sistema con su entorno, sino que además resulta

necesario proporcionar una condición inicial para la distribución de probabilidades.

Esto muestra expĺıcitamente que el comportamiento de los sistemas fuera del equi-

librio requiere de una descripción más detallada de dicho sistema. Es por esto que

las estimaciones realizadas a partir de las teoŕıas fuera del equilibrio corresponden

a predicciones. Esto quiere decir que el formalismo estad́ıstico permite obtener las

propiedades f́ısicas de un sistema en un tiempo determinado, siempre y cuando se

conozca el estado del sistema en un tiempo previo.

Existen generalizaciones que permiten estudiar situaciones con condiciones fi-

nales en lugar de condiciones iniciales (por ejemplo la ecuación reversa de Kolmo-

gorov [41]), o incluso incluir condiciones iniciales y finales a través de inferencia

bayesiana (como en los modelos retrodictivos de Watanabe [21]). El segundo de es-

tos modelos da cuenta de otro tipo de preguntas que pueden ser respondidas usando

estad́ıstica, y tienen aplicaciones en distintas áreas de la ciencia, como la ciencia de

datos y la teoŕıa de información. No obstante, la hipótesis de que la información

necesaria para estudiar la evolución de los sistemas está contenida en un mismo ins-
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tante es transversal a la mayoŕıa de las situaciones f́ısicas. A partir del caṕıtulo 4

discutiremos en detalle el problema de la retrodicción, y las hipótesis que asumire-

mos en su estudio. Por ahora nos limitaremos a estudiar situaciones predictivas en

el contexto de la mecánica estad́ıstica fuera del equilibrio.

El formalismo matemático que es usado con mayor frecuencia para describir la

evolución temporal de una distribución de probabilidad tiempo-dependiente es el

de las ecuaciones diferenciales. En un sistema cerrado, la probabilidad se conserva

localmente, lo que puede ser escrito diferencialmente a través de una ecuación de

continuidad, dada por

∂ρ

∂t
= − ∂

∂x
· J . (2.15)

La ecuación de continuidad relaciona la derivada parcial de la distribución de proba-

bilidad con la divergencia del flujo J = J(x|t). El flujo, o densidad de corriente, es un

campo vectorial que necesita ser especificada para cerrar la teoŕıa y poder predecir el

comportamiento de la distribución de probabilidades. Corresponde al promedio local

de las derivadas de los microestados x, y su obtención requiere de una descripción

microscópica del comportamiento del sistema.

La descripción microscópica más fundamental para sistemas mecánicos de part́ıcu-

las clásicas, puede obtenerse directamente a partir de suponer que los microestados

x = (q,p) satisfacen las ecuaciones de Hamilton. Esto puede conseguirse escribiendo

el flujo es de la forma J(q,p|t) = (∂H/∂p, ∂H/∂q)ρ(q,p|t), donde H = H(q,p) es

el Hamiltoniano del sistema. Reemplazando este flujo en la ecuación de continuidad
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(2.15) se obtiene la ecuación de Liouville

∂ρ

∂t
=
∂H

∂p
· ∂ρ
∂q

− ∂H

∂q
· ∂ρ
∂p

. (2.16)

Resolver exactamente la ecuación de Liouville para la distribución de probabilida-

des de los microestados del sistema completo es equivalente a resolver las ecuaciones

de Hamilton para las variables microscópicas. Esto resulta imposible para sistemas

macroscópicos de dimensiones cotidianas. La ecuación de Liouville para el sistema

completo, en general es usada como un punto de partida para encontrar aproxima-

ciones que permitan describir distintas situaciones fuera del equilibrio. Los ejemplos

más notables de esta realización son la Teoŕıa cinética de los gases [42] establecida

por Boltzmann y la teoŕıa de perturbaciones desarrollada por Prigogine [43]. Es-

tas dos permiten estudiar un amplio rango de sistemas, teniendo aplicaciones en la

qúımica, en el estudio de plasmas, fluidos y sólidos. La mayoŕıa de estas descripciones

involucra aproximaciones, generalmente necesarias al reducir el número de variables

para obtener un modelo resoluble. Algunas de estas aproximaciones son necesarias

para observar un comportamiento propiamente irreversible a partir de la ecuación

de Liouville. En particular, el teorema H de Boltzmann se sustenta en la hipótesis

de caos molecular, y no se deduce de la ecuación de Liouville. Esto fue señalado por

Lochsmidt [6] como una incompatibilidad entre la descripción microscópica reversi-

ble y la dinámica macroscópica reversible que se origina por razones externas a la

dinámica.

Existen distintas teoŕıas fuera del equilibrio que permiten describir situaciones

irreversibles. Algunas de ellas pueden ser deducidas a partir de la ecuación de Liou-

ville, mientras que muchas otras utilizan otro tipo de aproximaciones para conseguir
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una descripción microscópica, como por ejemplo la teoŕıa de procesos estocásticos.

En general, estas descripciones macroscópicas corresponden a ecuaciones diferencia-

les en derivadas parciales de orden uno en el tiempo, de la forma

∂ρ

∂t
= Lρ , (2.17)

donde L es un operador, en la mayoŕıa de los casos lineal y diferencial, que des-

cribe la evolución del sistema a partir de una condición inicial. Dentro de estas

ecuaciones, podemos encontrar las ecuaciones de Fokker-Planck que permiten descri-

bir dinámicas difusivas para un sistema que interactúa térmicamente con su medio.

Otras generalizaciones como las ecuaciones de difusión fraccionaria, o la difusión no

lineal, permiten también estudiar sistemas macroscópicos que evolucionan irrever-

siblemente con el tiempo, y que pueden ser descritas además microscópicamente a

través del uso de ecuaciones de Langevin o integrales de camino. Ejemplificaremos

explicita y detalladamente la descripción macroscópica de estos sistemas a través del

fenómeno de difusión browniana estándar, que corresponde a una de las situaciones

más simples en que podemos observar irreversibilidad.

2.3.1. Difusión browniana estándar

La difusión es un fenómeno ampliamente estudiado en la f́ısica, y también en

otras ciencias como la bioloǵıa y la qúımica. Corresponde al estudio del movimiento

neto de una cantidad macroscópica, como lo son la masa, el calor o la carga en un

sistema de muchas part́ıculas. La cantidad macroscópica es transportada a través del

movimiento microscópico de las part́ıculas, no obstante la descripción macroscópica

del fenómeno puede hacerse sin considerar la naturaleza microscópica del sistema.

Esto se debe a que el efecto colectivo del comportamiento microscópico muchas veces
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puede ser modelado usando una cantidad manejable de parámetros.

En la mayoŕıa de las situaciones difusivas, el movimiento neto de la cantidad

ocurre localmente desde un sitio de mayor concentración hacia un sitio de menor

concentración, hasta conseguir un estado de equilibrio en que la cantidad se distri-

buye uniformemente. Para sistemas no homogéneos, la interacción del sistema con

su medio puede conducir a un estado estacionario de equilibrio no uniforme. Estas

situaciones en que el sistema evoluciona hacia una situación de equilibrio pueden ser

caracterizadas como dinámicas irreversibles bajo el criterio macroscópico de inver-

sión del parámetro temporal.

A continuación caracterizaremos el fenómeno macroscópico de difusión brownia-

na estándar [20] en una dimensión. Llamaremos difusión browniana estándar a la

situación macroscópica en que la densidad de corriente se relaciona con la densidad

de probabilidad del sistema a partir de la ecuación emṕırica

J(x|t) = −D∇ρ(x|t) . (2.18)

La ecuación (2.18) es llamada emṕırica pues relaciona dos cantidades macroscópi-

cas, sin involucrar consideraciones microscópicas en esta relación. Es decir, es una

relación que puede observarse experimentalmente, sin tener acceso a la descripción

microscópica del sistema. Reemplazando la ecuación (2.18) en la ecuación de conti-

nuidad (2.15) se obtiene la ecuación de difusión browniana estándar

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
. (2.19)

La ecuación (2.19) es una ecuación irreversible (las soluciones con tiempo invertido

no son soluciones de la misma ecuación) que describe la evolución temporal de una
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distribución de probabilidades que parte desde un estado inicial conocido ρ(x|ti) =

ρ0(x) y luego de un tiempo infinito alcanza un estado estacionario uniforme.

La solución ρ(x|t), para un sistema unidimensional con bordes en x = ±∞ puede

ser expresada en función de las condiciones iniciales ρ0(x) como

ρ(x|t) = 1√
4πDt

∫ ∞

−∞
exp

(
−(x− x′)2

4Dt

)
ρ0(x

′) dx′ . (2.20)

Vemos que la solución depende linealmente de la condición inicial a través de una

convolución. El kernel del sistema corresponde a la probabilidad de transición

P (x|t;x′) = 1√
4πDt

exp

(
−(x− x′)2

4Dt

)
. (2.21)

Esta cantidad es solución de la ecuación (2.19) con condición inicial de certeza absolu-

ta ρ(x|ti) = δ(x−x′). La ecuación (2.20) es conocida como la ecuación maestra del sis-

tema y es equivalente a (2.19), conteniendo toda la información necesaria para descri-

bir la evolución temporal del sistema. El ancho cuadrático medio σ2(t) = ⟨(x− ⟨x⟩t)⟩t
aumenta estrictamente con el tiempo de la forma σ2(t) = σ2(ti) + 2Dt. El fenómeno

de difusión browniana estándar puede ser descrito cualitativamente como un proceso

gaussiano, y cuantitativamente a través de una media constante y un ancho cuadráti-

co medio que aumenta linealmente con el tiempo.

Esta descripción, completamente macroscópica, es útil para caracterizar una gran

cantidad de fenómenos. Esto se debe a que existen muchas descripciones microscópi-

cas compatibles con la caracterización macroscópica del fenómeno de difusión. La

descripción microscópica más general involucra una colección de part́ıculas no inter-

actuantes que se mueven aleatoriamente en un medio isotrópico. Este fenómeno es

también conocido como movimiento browniano.. Si bien existen modelos discretos

que en el ĺımite continuo coinciden con esta descripción macroscópica, el fenómeno
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puede ser explicado microscópicamente en el continuo a través de una ecuación dife-

rencial estocástica [44,45] de la forma

γẋ(t) = η(t) , (2.22)

donde η(t) es un ruido3 blanco, es decir, un forzamiento estocástico con media nula

⟨η(t)⟩η = 0 y correlaciones dadas por ⟨η(t)η(t′)⟩ = 2Dδ(t− t′). γ es la mobilidad de

la part́ıcula en el medio, que puede ser calculada como el cociente entre la veloci-

dad terminal de la part́ıcula bajo un forzamiento constante y la magnitud de dicho

forzamiento. Esta ecuación describe el comportamiento de una part́ıcula sobreamor-

tiguada, donde tanto el forzamiento aleatorio como la viscosidad dependen de las

colisiones de la part́ıcula con las part́ıculas del medio. La constante de difusión se

relaciona con la temperatura del medio a través de la relación de Einstein D = γkBT .

Las expectaciones definidas como ⟨·⟩η corresponden a expectaciones sobre todos los

forzamiento aleatorios posibles. El estado macroscópico del sistema, si tomamos una

realización conocida del ruido, puede escribirse como

ρ(x|t; η) = δ

(
x− x0 −

1

γ

∫ t

ti

η(t′) dt′
)

. (2.23)

Es decir, si conocemos el forzamiento con certeza absoluta, la ecuación estocástica

pasa a ser una ecuación ordinaria y puede encontrarse una solución única. Aśı, las

situaciones de certeza absoluta, tanto para la dinámica de la part́ıcula como para sus

condiciones iniciales, aseguran una situación de certeza absoluta en la posición para

todo tiempo. Esta situación de certeza se refleja en la ecuación (2.23), donde vemos

que la distribución de probabilidad es nula, salvo para las posiciones que coinciden

3El concepto de ruido en f́ısica (en especial en el contexto de teoŕıa de información) hace refe-
rencia a cualquier señal no deseada que interfiere con otras señales que están siendo medidas. En la
mayoŕıa de las situaciones, el ruido tiene un comportamiento aleatorio e impredecible. Decimos que
el ruido es blanco cuando se manifiesta en todas las frecuencias del espectro medible con la misma
intensidad [46].
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con la solución de la dinámica microscópica.

Luego, el efecto del forzamiento puede ser promediado para escribir la distribución

de probabilidades tiempo-dependiente para el sistema estocástico. En este caso, como

la condición inicial da cuenta de una situación de certeza absoluta en la posición de

la part́ıcula, la distribución tiempo-dependiente corresponde a una probabilidad de

transición y está dada por

P (x|t;x0) =
〈
δ

(
x− x0 −

1

γ

∫ t

ti

η(t′) dt′
)〉

η

=

∫
δ

(
x− x0 −

1

γ

∫ t

ti

η(t′) dt′
)
ρ[η]Dη̃

(2.24)

La distribución de probabilidades para el ruido ρ[η] es una distribución gaussiana, y

la delta de Dirac puede expresarse usando exponenciales para resolver la integral y

obtener la probabilidad de transición que caracteriza la difusión browniana estándar,

dada por la ecuación (2.21). Este cálculo debe hacerse cuidadosamente, pues la distri-

bución de probabilidades para el ruido es un funcional y la expectación corresponde

a una integral de caminos4 como las que son usadas en la mecánica cuántica y en el

estudio de la materia condensada [29]. Comúnmente en el cálculo de estas integrales

aparecen cantidades divergentes que deben ser regularizadas.

Se usa una distribución gaussiana para describir el comportamiento estad́ıstico

del ruido de manera que la interacción de las part́ıculas con el medio sea isotrópica

y descorrelacionada para tiempos distintos. Esto es consistente con la suposición de

que las part́ıculas del medio son mucho más pequeñas que las part́ıculas que confor-

man el sistema. La descorrelación para distintos tiempos da cuenta de una situación

4En el caṕıtulo 3 discutiremos en detalle cómo enfrentar el cálculo de estas cantidades, ya que
será un tema central en el desarrollo de esta tesis.
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en que la escala de tiempo en que las colisiones ocurren es mucho más pequeña que

la escala de tiempo macroscópica en que se realiza la medición. La constante de di-

fusión relaciona la viscosidad del medio con su temperatura. Esto da cuenta de que

tanto la difusión y el roce son respuestas cinéticas del medio. Esto quiere decir que

el movimiento de las part́ıculas microscópicas que constituyen el medio son respon-

sables de estos fenómenos macroscópicos emergentes en una realización del teorema

de fluctiación-disipación [20].

Si bien el formalismo de Langevin involucra distribuciones de probabilidades fun-

cionales (es decir, densidades que asignan un peso a funciones que dependen del

tiempo), la variable aleatoria η(t) es una variable auxiliar y no representa los mi-

croestados del sistema. Más aún, la descripción estad́ıstica de esta variable aleatoria

es introducida de manera emṕırica, aunque esta vez corresponde a una suposición

microscópica.

Una descripción microscópica más apropiada puede conseguirse siguiendo el ra-

zonamiento recursivo de Feynmann para escribir la probabilidad de transición como

una integral de caminos. Usando la ecuación de difusión browniana estándar (2.19),
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podemos escribir su solución luego de un tiempo corto ∆t como

ρ(x|ti +∆t) ≈ ρ(x|ti) +D∆t
∂2

∂x2
ρ(x|ti)

=

∫
δ(x− x′)

(
ρ(x′|ti) +D∆t

∂2

∂x′2
ρ(x′|ti)

)
dx′

=

∫
ρ(x′|ti)

(
1−D∆t

∂2

∂x′2

)
δ(x− x′) dx′

=

∫
ρ(x′|ti)

(
1 +D∆t

∂2

∂x′2

)
1√
2π

∫
eik(x−x′) dk dx′

=

∫
ρ(x′|ti)

∫ (
1−D∆tk2

) 1√
2π
eik(x−x′) dk dx′

≈
∫ (

1√
2π

∫
exp

(
ik(x− x′)−D∆tk2

)
dk

)
ρ(x′|ti) dx′

=
1√

2πD∆t

∫
exp

(
−(x− x′)2

2D∆t

)
ρ(x′|ti) dx′ . (2.25)

Si repetimos esta aproximación recursivamente para escribir la solución para la dis-

tribución luego de N pasos de duración ∆t, se tiene

ρ(xN |ti +N∆t) ∝
∫ [∫

exp

(
−

N∑
n=1

(xn − xn−1)
2

2D∆t

)
dx1 . . . dxN−1

]
ρ(x0|ti) dx0 ,

(2.26)

donde el factor de proporcionalidad corresponde a 1/(
√
2πD∆t)N−1 En el ĺımite

en que ∆t → 0 y N → ∞, esta relación recursiva entrega una expresión para la

probabilidad de transición escrita como una integral de trayectorias de la forma

P (x|t;x′) ∝
∫ x̃(t)=x

x̃(ti)=x′
exp

(
− 1

2D

∫ t

ti

˙̃x2(t′) dt′
)
Dx̃ . (2.27)

En esta notación, x̃ representa una trayectoria sobre el espacio de posibles estados

microscópicos, es decir, una función del tiempo. En el ĺımite en que ∆t tiende a 0,

las variables de integración xn pueden ser interpretadas como los valores aleatorios

que puede tomar una función del tiempo x̃(tn) = xn. La integral es una integral fun-

cional, es decir, una suma respecto a todas las trayectorias posibles, y por lo tanto la
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exponencial puede ser interpretada como la densidad de probabilidad de las trayecto-

rias. La relación es una relación de proporcionalidad pues el factor de normalización

resulta divergente. No obstante la probabilidad de transición asociada a la evolución

temporal del sistema puede ser calculada de forma exacta en el ĺımite continuo usan-

do la expresión discreta de la ecuación (2.26) y su valor es finito y coincide con (2.21).

Al igual que la descripción de Langevin, esta última descripción asocia el tiempo

a la dinámica de una variable aleatoria microscópica, no obstante en este caso la va-

riable microscópica coincide con la variable aleatoria de la descripción macroscópica.

El integrando en la ecuación (2.27) aparece como un candidato para una distribución

funcional de probabilidades, no obstante la divergencia de la constante de norma-

lización impide la asignación de un valor numérico para esta cantidad. En general

estos funcionales son utilizados en forma de cocientes de probabilidades de distintas

trayectorias, pues las divergencias se cancelan en expresiones de este tipo. El for-

malismo de trayectorias puede usarse como punto de partida en la descripción de

una teoŕıa. La distribución tiempo-dependiente satisface la ecuación de Feynman-

Kac [47] asociada al Lagrangiano de la teoŕıa.

En esta sección mostramos tres distintas interpretaciones del fenómeno de difu-

sión. Los lenguajes matemáticos asociados a estas tres interpretaciones son los de las

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, las ecuaciones diferenciales estocásti-

cas y las integrales funcionales. Estas tres descripciones permiten no sólo estudiar

el proceso de difusión browniana estándar, sino que los modelos pueden ser genera-

lizados comenzando desde cualesquiera de estos tres planteamientos. El formalismo

más usual corresponde al de las ecuaciones de Fokker-Planck, que corresponde a
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una generalización lineal y de segundo orden de la ecuación de difusión browniana

estándar. Esta generalización permite dar cuenta de part́ıculas que presentan interac-

ciones con un medio no-homogéneo. Esta interacción puede ser introducida a través

de una fuerza F (x) que permiten escribir una ecuación de Langevin de la forma

γẋ(t) = η(t) + F (x) . (2.28)

La descripción de su comportamiento macroscópico puede obtenerse a partir de la

ecuación de Fokker-Planck asociada a este sistema, que corresponde a

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
+

∂

∂x
(F (x)ρ) . (2.29)

La probabilidad de transición o kernel de la ecuación de Fokker-Planck puede escri-

birse como una integral de caminos de la forma

P (x|t;x0) ∝
∫ x̃(t)=x

x̃(ti)=x0

exp

(
−
∫ t

ti

( ˙̃x− F (x̃(t)))2

2D

)
Dx̃ , (2.30)

donde el factor de proporcionalidad es el mismo que en el caso de la difusión brow-

niana estándar. Estas tres últimas ecuaciones representan una tŕıada que ha sido

nombrada por algunos autores como las fórmulas de Feynman-Kac [47]. Cada una

de ellas describe la dinámica del sistema macroscópico desde distintas perspectivas

que resultan útiles en distintos contextos. Por ejemplo, el formalismo de Langevin

resulta útil para realizar simulaciones tipo Monte Carlo, mientras que el formalis-

mo de trayectorias es útil para realizar teoŕıa de perturbaciones para aproximar las

distribuciones de probabilidades. En general, tanto en el desarrollo de simulaciones

como en el tratamiento de datos experimentales, los datos están formados por un

conjunto discreto de valores, por lo que en la práctica el tiempo debe tratarse como

una cantidad discreta. Esto fomenta el uso de expresiones discretas en el desarrollo
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de cálculos y permite evitar las divergencias inherentes al formalismo de trayectorias.

Existen generalizaciones de estas teoŕıas que también pueden ser entendidas en

este esquema de niveles descriptivos. Un ejemplo de esto son los llamados sistemas

fuertemente no-lineales [48], en donde es posible establecer modelos en que existe

un acoplamiento entre la descripción macroscópica (Fokker-Planck) y la descripción

microscópica (tipo Langevin). En este trabajo nos limitaremos a estudiar el modelo

lineal descrito por la tŕıada de ecuaciones previamente listadas, para caracterizar

apropiadamente bajo qué restricciones es posible conseguir estas dinámicas y cómo

el principio de máximo calibre permite interpretar estas dinámicas a través de res-

tricciones.



Caṕıtulo 3

Estad́ıstica de Trayectorias y el
Principio de Máximo Calibre

3.1. Trayectorias y Funcionales

En el marco teórico que ofrece la estad́ıstica tiempo-dependiente, vimos la impor-

tancia del espacio de fases X de un sistema. Los microestados x ∈ X caracterizan

el estado microscópico del sistema, y la totalidad del espacio de fases define el hi-

pervolumen de integración sobre el cual se calcularán las expectaciones. Definimos

una trayectoria como una función x̃ : [ti, tf ] → X que a cada tiempo t en un in-

tervalo determinado, le asigna un punto en el espacio de fases x̃(t). De esta forma,

una trayectoria es una curva contenida en el espacio de fases del sistema. El conjun-

to de todas las posibles trayectorias que están contenidas en un espacio de fases lo

denotaremos como X̃(ti, tf ).

Por otro lado, existen cantidades que dependen de las trayectorias (la velocidad

en cierto tiempo, la enerǵıa, el trabajo mecánico, etc). Esta dependencia no tiene por

qué ser local: los observables pueden depender de la trayectoria simultaneamente en

diferentes tiempos. Aśı, en general, definiremos los observables como funcionales de la

trayectorias F [x̃]. Los funcionales serán importantes durante el resto de este trabajo,

46



47

por lo que plantearemos un marco teórico mediante el cuál podamos operar con ellos.

Este marco teórico es el del cálculo de variaciones [49].

Definiremos la derivada de una trayectoria respecto a śı misma como

δx̃(t)

δx̃(t′)
= δ(t− t′) . (3.1)

Esta relación establece la independencia entre grados de libertad asociados a tiempos

distintos. Podemos interpretar la trayectoria evaluada en un tiempo dado x̃(t) como

un grado de libertad que es independiente de los valores que toma la trayectoria

en otros tiempos x̃(t′). No confundir independencia con descorrelación. Si bien las

variables son independientes, estas pueden estar correlacionadas a través de una

descripción estad́ıstica.

Vemos que la definición (3.1) es consistente con la representación

x̃(t) =

∫ tf

tf

δ(t− t′)x̃(t′) dt′ . (3.2)

Usando esta representación, podemos calcular expresiones de la forma

δ ˙̃x(t′)

δx̃(t)
= −δ′(t− t′) . (3.3)

Si consideramos un funcional de la forma

F [x̃] =

∫ tf

ti

L(t, x̃(t), ˙̃x(t)) dt , (3.4)
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podemos usar la definición (3.1) para escribir su derivada como

δF

δx̃(t)
=

δ

δx̃(t)

∫ tf

ti

L(t′, x̃(t′), ˙̃x(t′)) dt′ (3.5)

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂x

δx̃(t′)

δx̃(t)
+
∂L

∂ẋ

δ ˙̃x(t′)

δx̃(t)

)
dt′ (3.6)

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂x
δ(t− t′)− ∂L

∂ẋ

′
δ′(t− t′)

)
dt′ (3.7)

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂x
− d

dt′
∂L

∂ẋ

)
δ(t− t′) dt′ (3.8)

=
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
. (3.9)

La derivada obtenida, al igualarla a cero, coincide con la ecuación de Euler-Lagrange

del sistema. Esto nos permite aproximar el funcional en una expansión en Taylor

F [x̃0 +∆x̃] ≈ F [x̃0] + δF (3.10)

= F [x̃0] +

∫
δF

δx̃(t)

∣∣∣∣
x̃=x̃0

∆x̃(t) dt , (3.11)

donde vemos que δF/δx̃ actúa como un gradiente y entrega una aproximación lineal

para el valor de un funcional en una vecindad de cierta trayectoria.

Podemos comparar este comportamiento con el de una función de varias variables

y(x0, . . . , xN). Vemos que las distintas coordenadas son independientes, cumpliéndose

que

∂xi
∂xj

= δij . (3.12)

Las derivadas parciales ∂y/∂xj son las componentes de una cantidad vectorial lla-

mada gradiente. En analoǵıa con esto, vemos cómo la derivada funcional depende

del tiempo al igual que las trayectorias, heredando la dimensionalidad de la varia-

ble independiente. Vemos también que la aproximación en Taylor para una función
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vectorial es de la forma

y(x0 +∆x0, . . . xN +∆xN) ≈ y(x0, . . . , xN) +
N∑

n=0

∂y

∂xn
∆xn . (3.13)

Esta expresión es equivalente a la expresión que hallamos para la derivada de

un funcional, donde la suma discreta puede asociarse con la integral temporal que

aparece en la expresión funcional.

Vemos entonces que un funcional puede interpretarse como una función de varias

variables en que la etiqueta que identifica las distintas coordenadas corresponde a

un parámetro continuo en vez de discreto.

Si escogemos una partición del intervalo [ti, tf ] definida a partir de tn = ti+(tf −

ti)n/N (n = 0, . . . , N), podemos identificar el vector de coordenadas xn = x̃(tn) como

una aproximación de la curva continua x̃(t). Luego, dado un funcional F [x̃], podemos

encontrar una representación discreta F̄ (N) de dicho funcional que corresponde a una

función de N+1 variables reales, y que se relaciona con el funcional continuo a través

de

F [x̃] = ĺım
N→∞

F̄ (N)(x0, . . . , xN) . (3.14)

La derivada fucional también puede escribirse como el ĺımite de una expresión dis-

creta, dado por

δF

δx̃(t)
= ĺım

N→∞

1

∆t

∂F̄ (N)

∂xk
, (3.15)

donde vemos que el ĺımite N → ∞ debe ser tomado considerando k/N → (t −

ti)/(tf − ti). El ancho del intervalo ∆t = (tf − ti)/N es constante para una discreti-

zación dada, pero depende de la cantidad de puntos que involucra la discretización

escogida. Si consideramos un funcional de la forma (3.4), el lado derecho de la ex-

presión se reduce a una discretización de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Vemos que la derivada funcional es proporcional al gradiente de la representación

discreta. No obstante, la constante de proporcionalidad es divergente en el continuo,

por lo que todos los ĺımites deben ser tomados cuidadosamente.

También es necesario hacer énfasis en que las discretizaciones deben hacerse de

una forma consistente. Por ejemplo, si se escoge una representación retardada para

las derivadas

˙̃x(tn) = ĺım
N→∞

xn − xn−1

∆t
, (3.16)

entonces es necesario tomar una expresión adelantada para las integrales

∫ tf

ti

(. . .) dt = ĺım
N→∞

N∑
n=1

(. . .)∆t . (3.17)

La representación discreta que hemos discutido en esta sección será particular-

mente útil para calcular integrales de trayectorias. Las integrales de trayectorias o

integrales funcionales corresponden a sumas de funcionales sobre todos los posibles

valores que las trayectorias puedan tomar. Veremos que, al igual que en el cálculo

de variable real, la integración es mucho más obscura que la diferenciación. Mientras

que las derivadas poseen propiedades que permiten que su cálculo sea directo, la

efectividad de los métodos para resolver integrales depende de la función que está

siendo integrada.

En la representación discreta que conseguimos particionando el intervalo [ti, tf ],

los funcionales son representados por funciones multivariables. En esta representa-

ción, una integral de trayectorias corresponde simplemente a una integral multidi-

mensional

∫
F [x̃]Dx̃ = ĺım

N→∞

∫
F̄ (N)(x0, . . . , xN) dx0 . . . dxN . (3.18)



51

Esto permite escribir formalmente el elemento de volumen del espacio de trayec-

torias X̃ como Dx̃ =
∏tf

t=ti dx̃(t). Este elemento de volumen es consistente con la

independencia temporal que discutimos previamente: los microestados evaluados en

un tiempo determinado no dependen de los microestados evaluados en otros tiempos.

Esto supone que, en principio, las trayectorias son aleatorias. Cualquier dependencia

que se observe en el comportamiento de los grados de libertad evaluados en tiempos

distintos será interpretada como una correlación.

Existen otras herramientas para calcular integrales de trayectorias. La represen-

tación discreta que señalamos en esta sección es equivalente al método de Riemann

de integración, que es el cálculo por definición. Si bien es una de las representaciones

más usuales para una integral de caminos, no siempre es el procedimiento más útil

para realizar los cálculos, y no siempre funciona (por ejemplo cuando el funcional

posee singularidades).

Otros métodos involucran la incorporación de una base ϕ̃n(t) que permita repre-

sentar las trayectorias como una combinación lineal x̃(t) =
∑

n anϕn(t). La elección

de esta base tiene que hacerse de tal manera que simplifique el cálculo, por lo que

también dependerá directamente del funcional que se esté integrando. Si la base es

completa, podemos representar el elemento de volumen del espacio de trayectorias

como Dx̃ =
∏

n dan.

Existen también aproximaciones útiles para estimar estas cantidades, como lo son

por ejemplo la aproximación de punto de silla, y el método de stepest descent.

Finalmente, es posible usar teoŕıa de perturbaciones tiempo dependiente para

aproximar las soluciones de una teoŕıa en función de las soluciones de otra teoŕıa

más simple. Este procedimiento involucra métodos de renormalización que resultan

necesarios para lidiar con las divergencias que se obtienen en los resultados.
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En general, las integrales funcionales son cantidades divergentes. Existen métodos

de regularización con los que es posible obtener cantidades finitas a partir de estas

integrales. En este trabajo, en lugar de concentrarnos en reparar estas divergencias,

intentaremos interpretarlas f́ısicamente.

3.2. Estad́ıstica de Trayectorias

Consideremos un sistema macroscópico cuya variable aleatoria corresponde a una

trayectoria x̃ : [ti, tf ] → X. El sistema macroscópico queda descrito a través de una

distribución de probabilidad ϱ que asigna a cada trayectoria x̃ un número real positivo

ϱ[x̃]. Esta distribución es un funcional, como la acción clásica que fue definida en

el Caṕıtulo 2. La distribución de probabilidad debe estar normalizada. Esto quiere

decir que debe cumplirse la relación∫
ϱ[x̃]Dx̃ = 1 . (3.19)

La integral que aparece en la ecuación (3.19) es una integral funcional. Corresponde

a una suma sobre trayectorias, donde hemos usado el diferencial Dx̃ con una letra

“D” caligráfica para distinguir esta integral de las integrales de variable vectorial que

acostumbramos usar.

Esto permite describir fenómenos macroscópicos a partir del comportamiento

tiempo-dependiente de sus componentes microscópicas. Es posible calcular expecta-

ciones de cantidades arbitrarias del sistema mecánico. Por ejemplo, podemos expresar

el valor de expectación de las derivadas de la variable aleatoria
〈
˙̃x(t)
〉
. Esto es al-

go que el marco conceptual de la estad́ıstica tiempo-dependiente no admite, puesto

que la variable microscópica no depende expĺıcitamente del tiempo y no puede ser

derivada.
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Los observables f́ısicos de una teoŕıa pueden escribirse como funcionales arbitra-

rios F [x̃] de la trayectoria. Estos funcionales pueden sólo depender localmente de la

trayectoria evaluada en un tiempo f(x̃(t), ˙̃x(t)), por lo que es posible definir cantida-

des macroscópicas dependientes del tiempo. Para un funcional arbitrario, es posible

calcular su valor de expectación como

⟨F [x̃]⟩ =
∫
F [x̃]ϱ[x̃]Dx̃ , (3.20)

que en el caso en que el funcional depende localmente de la trayectoria, puede escri-

birse como 〈
f(x̃(t), ˙̃x(t))

〉
=

∫
f(x̃(t), ˙̃x(t))ϱ[x̃]Dx̃ . (3.21)

Vemos que los funcionales, o funciones que dependen de otras funciones, apare-

cen constantemente en este marco teórico. Tanto en la distribución de probabilidad

como en los observables f́ısicos que pueden ser considerados. Es posible aprovechar

las propiedades de estos funcionales para calcular expectaciones. Por ejemplo, la

expectación de la derivada de un funcional puede escribirse como

〈
δF

δx̃(t)

〉
=

∫
δF

δx̃(t)
ϱ[x̃]Dx̃ (3.22)

= −
∫
F [x̃]

δϱ

δx̃(t)
Dx̃ (3.23)

= −
〈
F [x̃]

δ

δx̃(t)
ln ϱ[x̃]

〉
. (3.24)

Esta expresión resulta útil en la demostración del teorema de variable conjugada

para funcionales [50–52].

Vemos que esta descripción estad́ıstica permite relacionar el tiempo con la va-

riable microscópica. Esto es útil, pues permite calcular expectaciones de variables

dinámicas, como derivadas e integrales. Además, el estado macroscópico del sistema,



54

representado por la distribución de trayectorias ϱ no es una cantidad dinámica. Las

cantidades dinámicas son las trayectorias, y la dinámica macroscópica se hereda de la

descripción estad́ıstica de los posibles comportamientos de la variable microscópica.

3.3. Marginalización y probabilidades de transición

En el formalismo de trayectorias también es posible realizar marginalizaciones.

La marginalización nos permitirá describir el comportamiento de un subconjunto del

sistema completo.

Por ejemplo, en el caso de un sistema de dos trayectorias x̃, ỹ, podemos repre-

sentar su estado a través de una distribución de probabilidad conjunta ϱ[x̃, ỹ]. Esta

distribución permite obtener también la distribución de probabilidad que describe

el comportamiento de una sola de las variables (x̃, por ejemplo). Si buscamos una

descripción del comportamiento de una de las trayectorias x̃, es necesario considerar

todas las posibles realizaciones que puede adpotar la trayectoria ỹ con su respectivo

comportamiento aleatorio que es descrito por la distribución conjunta ỹ. De esta

forma, podemos escribir la distribución de una sola variable (x̃) como

ϱ[x̃] =

∫
ϱ[x̃, ỹ]Dỹ . (3.25)

Esto quiere decir que la distribución que caracteriza el comportamiento de x̃ viene

dada por la suma de la distribución conjunta evaluada en todos los posibles com-

portamientos de la trayectoria ỹ. Esta relación puede expresarse usando la delta de

Dirac funcional, obteniéndose

ϱ[x̃] =

∫
δ[x̃− x̃′]ϱ[x̃′, ỹ′]Dx̃′Dỹ′ . (3.26)

Esta forma de marginalización es análoga a la marginalización que puede realizar-

se en un sistema multivariable que no depende de trayectorias. No obstante, cuando
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trabajamos con variables dinámicas es posible realizar otro tipo de marginalizaciones.

Consideremos un sistema de una sola trayectoria y un tiempo t dado. El valor

de la trayectoria evaluada en dicho tiempo x̃(t) también corresponde a una variable

aleatoria y su comportamiento está descrito por la distribución de trayectorias ϱ[x̃].

Esta distribución puede interpretarse como una probabilidad conjunta que describe el

comportamiento de todos los valores locales x̃(t′) con t′ ∈ [ti, tf ]. La distribución que

que describe el comportamiento de la variable local x̃(t) puede obtenerse sumando

la distribución conjunta sobre todos los valores locales asociados a todos los otros

tiempos distintos a t. Usando la delta de Dirac, esto puede escribirse como

ρ(x|t) =
∫
δ(x̃(t)− x)ϱ[x̃]Dx̃ . (3.27)

La distribución obtenida a partir de este tipo de marginalización es una distribución

tiempo-dependiente. No depende de trayectorias, sino que de una variable puntual x.

Por esta razón la denotamos con el śımbolo ρ para distinguirla de las distribuciones

funcionales. El tiempo no es una variable aleatoria, sino que actúa como una etique-

ta. Nosotros escogemos en que valor del tiempo evaluar la distribución. La variable

aleatoria es el valor que toma la trayectoria en dicho tiempo.

La ecuación (3.27) es conocida como la Ecuación del Corte Temporal [17], y nos

permitirá calcular distribuciones dependientes del tiempo a partir de distribuciones

de trayectorias. Esto permitirá dos cosas: (a) relacionar teoŕıas estad́ısticas tiempo-

dependientes conocidas con teoŕıas dependientes de trayectorias y (b) obtener dis-

tribuciones tiempo-dependientes para nuevas teoŕıas formuladas desde el formalismo

funcional.
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Si bien la asociación entre integrales de camino y probabilidades de transición es

fuertemente aceptada, en general las teoŕıas de integrales de camino no involucran

distribuciones funcionales de probabilidad. Las sumas sobre trayectorias son inter-

pretadas como expectaciones, no obstante el integrando no es asociado formalmente

con una distribución de probabilidades, aśı su normalización no es un tema de in-

terés, sino la normalización de la probabilidad de transición resultante.

En el formalismo de trayectorias que aqúı se describe, la distribución tiempo-

dependiente obtenida como una marginalización está normalizada por construcción,

pues ∫
ρ(x|t) dx =

∫ ∫
δ(x̃(t)− x)ϱ[x̃]Dx̃ dx (3.28)

=

∫
ϱ[x̃]Dx̃ (3.29)

= 1 . (3.30)

La distribución tiempo-dependiente está normalizada. Y como el instante en el

cual se realiza la marginalización es arbitrario, entonces esta normalización se conser-

va. De hecho, la distribución tiempo dependiente satisface la ecuación de continuidad

por construcción, teniéndose que

∂ρ

∂t
=

∂

∂t
⟨δ(x̃(t)− x)⟩ (3.31)

=
〈
˙̃x(t)δ′(x̃(t)− x)

〉
(3.32)

= −
〈
˙̃x(t)

∂

∂x
δ(x̃(t)− x)

〉
(3.33)

= − ∂

∂x

〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
. (3.34)

Esta relación nos permite identificar una expresión para la densidad de corriente
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(o flujo) J(x|t), dada por

J(x|t) =
〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
. (3.35)

La ecuación de continuidad no es una ecuación cerrada para la distribución de

probabilidad. En general, en el contexto de la estad́ıstica dependiente del tiempo,

la ecuación de continuidad se usa en conjunto con alguna expresión fenomenológica

que relacione la distribución de probabilidad ρ con la densidad de corriente J . De

esta manera, se obtiene un sistema de ecuaciones cerrado, permitiendo encontrar so-

luciones. En el contexto del formalismo de trayectorias, vemos que tanto la densidad

de corriente J como la distribución de probabilidad ρ dependen de la distribución

funcional ϱ. Esto quiere decir que cualquier relación fenomenológica entre estas can-

tidades debe estar contenida en la distribución de trayectorias ϱ.

3.4. Principio de Máximo Calibre.

En función de una teoŕıa tiempo-dependiente es posible definir una probabilidad

funcional ϱ que se relacione con la distribución tiempo-dependiente ρ a través de

la ecuación del corte (3.27). Pero en este procedimiento surgen dos dificultades: (a)

no existe un procedimiento único para obtener distribuciones funcionales a partir

de la teoŕıa tiempo-dependiente. Dependiendo de la teoŕıa microscópica (determi-

nista o estocástica) existen distintos procedimientos para escribir la probabilidad

de transición como una integral de caminos. Por otra parte (b), la distribución de

trayectorias ϱ contiene más información que la distribución tiempo dependiente ρ.

Mostramos, de hecho, como obtener la segunda a partir de la primera. Es por esto

que, en principio, podŕıa existir más de una distribución de trayectorias que coincida
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con la distribución dependiente del tiempo. Esto, además de representar un proble-

ma, es inconsistente con el marco teórico propuesto, pues la distribución funcional

debeŕıa ser construida considerando el comportamiento temporal de los microesta-

dos, y no a partir del comportamiento de una distribución macroscópica.

En esta sección, mostraremos un camino alternativo para construir la distribu-

ción funcional ϱ que caracteriza el sistema a partir de consideraciones microscópicas

y macroscópicas sobre el comportamiento del sistema. Para esto, nos basaremos en

las ideas propuestas por Jaynes para describir este tipo de sistemas.

El calibre C es una generalización de la entroṕıa de información para sistemas en

que la variable aleatoria corresponde a una trayectoria. Corresponde a un funcional

de la distribución de trayectorias ϱ, y cuantifica la certidumbre que ofrece la descrip-

ción estad́ıstica del sistema.

El calibre C[ϱ] se define como

C[ϱ] = −
∫
ϱ[x̃] ln

ϱ[x̃]

π[x̃]
Dx̃ , (3.36)

donde π[x̃] es una distribución a priori. Esto quiere decir que el calibre es una en-

troṕıa relativa en el espacio de trayectorias, donde la distribución a priori describe

las hipótesis que se suponen para el sistema de manera previa a la inclusión de res-

tricciones.

El principio de máximo calibre establece un procedimiento para la obtención de

distribuciones funcionales a partir de restricciones sobre la evolución de su dinámica.
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Podemos enunciarlo de la siguiente manera: Dado un conjunto de restricciones y una

distribución a priori π[x̃], la distribución de probabilidad funcional ϱ que describe

de forma menos sesgada (es decir, sin agregar información adicional) el comporta-

miento de las restricciones, es la que maximiza el calibre. La distribución ϱ obtenida

actualiza la información contenida en la distribución a priori para que incluya las

restricciones de la mejor manera.

Si consideramos como restricciones las expectaciones de un conjunto de funciona-

les ⟨Fn[x̃]⟩ = fn, con n = 1, . . . ,M , éstas pueden ser inclúıdas usando multiplicadores

de Lagrange λn. Debemos también incluir la condición de normalización como restric-

ción ⟨1⟩ = 1 con multiplicador de Lagrange λ. Si maximizamos el calibre incluyendo

estas restricciones, se obtiene

0 =
δ

δϱ[x̃]

(
C[ϱ]− λ ⟨1⟩ −

∑
n

λnFn[x̃
′]

)
(3.37)

= − ln
ϱ[x̃]

π[x̃]
− 1− λ−

∑
n

λnFn[x̃] , (3.38)

donde hemos usado que

δ

δϱ[x̃]
⟨F [x̃]⟩ = F [x̃] , (3.39)

debido a que las expectaciones son lineales en la distribución ϱ. Luego, si despejamos

la distribución funcional ϱ, se obtiene

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z(λ1, . . . , λM)
exp

(
−
∑
n

λnFn[x̃]

)
. (3.40)

Esta solución mantiene la misma estructura que las soluciones obtenidas con el

principio de máximo calibre. La función partición Z(λ1, . . . , λM) es una constante de

normalización, dada por

Z(λ1, . . . , λM) =

∫
π[x̃] exp

(
−
∑
n

λnFn[x̃]

)
Dx̃ , (3.41)
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y que permite relacionar las restricciones con los multiplicadores de Lagrange a través

de la expresión

fn = ⟨Fn⟩ = − ∂

∂λn
lnZ(λ1, . . . , λM) . (3.42)

Estas ecuaciones son análogas a las soluciones obtenidas con el principio de máxima

entroṕıa para sistemas macroscópicos en equilibrio; la distribución de probabilidad

depende exponencialmente de las cantidades restringidas y el valor que dichas res-

tricciones toman puede obtenerse a partir de derivadas del logaritmo de la función

partición Z respecto a los multiplicadores de Lagrange λn.

La ventaja de este formalismo, en comparación con la estad́ıstica tiempo-dependiente,

es que en este caso podemos calcular expectaciones de funcionales que dependen

explicitamente del tiempo. Esta dependencia puede ser tan general como preten-

damos, pero nos concentraremos en funcionales G que dependen localmente del

tiempo a través de las trayectorias. Es decir, tomaremos expectaciones de funciones

G(x̃(t), ˙̃x(t)) que dependen de los valores de la trayectoria y su derivada evaluadas

en un instante determinado. Vemos que esta cantidad depende expĺıcitamente de

la trayectoria, pero además depende del tiempo. Eso quiere decir que su valor de

expectación también puede depender del tiempo.

Consideremos restricciones dependientes del tiempo, de la forma G(x̃(t), ˙̃x(t)) =

gn(t) (n = 1, . . . ,M). Al maximizar el calibre, esta restricción debe cumplirse para

todo tiempo t ∈ [ti, tf ], por lo que para incluirla usando multiplicadores de Lagrange,

es necesario considerar también multiplicadores de Lagrange tiempo dependientes
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λn(t). Luego, el funcional auxiliar a maximizar toma la forma

C̄[ϱ] = C[ϱ]− λ ⟨1⟩ −
∑
n

∫ tf

ti

λn(t)
〈
Gn(x̃(t), ˙̃x(t))

〉
dt . (3.43)

Tomando la derivada fucional de esta cantidad respecto a ϱ, se obtiene

0 =
δ

δϱ

(
C[ϱ]− λ ⟨1⟩ −

∑
n

∫
ti

tfλn(t)
〈
Gn(x̃

′(t), ˙̃x′(t))
〉
dt

)
(3.44)

= − ln
ϱ[x̃]

π[x̃]
− 1− λ−

∑
n

λn(t)Gn(x̃(t), ˙̃x(t)) dt . (3.45)

Despejando la distribución ϱ obtenemos nuevamente una solución exponencial de la

forma

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z[λ1, . . . , λM ]
exp

(
−
∑
n

∫ tf

ti

λn(t)Gn

(
x̃(t), ˙̃x(t)

)
dt

)
. (3.46)

Esta vez la función partición es un funcional de los multiplicadores de Lagrange,

dada por

Z[λ1, . . . , λM ] =

∫
π[x̃] exp

(
−
∑
n

λn(t)Gn(x̃(t), ˙̃x(t)) dt

)
. (3.47)

La relación entre las restricciones y los multiplicadores de Lagrange mantiene la

misma estructura formal, no obstante las derivadas respecto a λn deben ser tomadas

como derivadas funcionales, pues ahora estas cantidades dependen del tiempo

gn(t) =
〈
Gn(x̃(t), ˙̃x(t))

〉
= − δ

δλn(t)
lnZ[λ1, . . . , λM ] . (3.48)

Vemos como el principio de máximo calibre permite obtener descripciones tiempo-

dependientes para sistemas macroscópicos. La descripción obtenida dependerá de las

restricciones impuestas, de la descripción de la variable microscópica (que se hereda

desde la descripción del espacio de fases), y también de la distribución a priori esco-

gida π[x̃].



62

El procedimiento detallado aqúı permite describir sistemas tiempo-dependientes

a partir de restricciones. Una vez especificadas las restricciones y la distribución a

priori, la maximización del calibre entrega una descripción única para dicho siste-

ma. Este procedimiento muestra un camino para la caracterización de ensambles

tiempo-dependientes a partir de restricciones, en un formalismo unificador que per-

mitiŕıa describir la mecánica estad́ıstica fuera del equilibrio de una manera análoga

a la descripción que la maximización de entroṕıa otorga a la mecánica estad́ıstica en

equilibrio.

Las restricciones en forma de expectaciones se relacionan con la dinámica ma-

croscópica. Esto, en el contexto de la estad́ıstica tiempo-dependiente, está relaciona-

do con la ecuación de evolución para la distribución de probabilidad. En la siguiente

sección, veremos como la distribución a priori puede ser utilizada para describir la

naturaleza predictiva de los sistemas f́ısicos estudiados.

3.5. Problemas predictivos

La distribución a priori que aparece en la definición del calibre permite hacer

consideraciones expĺıcitas sobre el estado del sistema. Esta distribución de probabili-

dades, que en el contexto del principio de máxima entroṕıa hace expĺıcito el principio

de igual probabilidad a priori, en general, en otros trabajos previos también es con-

siderada uniforme. En nuestro caso, usaremos la distribución a priori para distinguir

entre la dinámica del sistema, y la información que se tiene sobre el estado del siste-

ma, que da cuenta de la naturaleza del problema que se busca resolver.



63

En el caso de la mecánica estad́ıstica fuera del equilibrio, la única información

ajena a la dinámica que se tiene sobre el sistema son las condiciones iniciales para la

distribución tiempo dependiente ρ(x|ti) = ρ0(x). Esta información a priori, que en

este caso śı hace referencia a un estado previo en el pasado, será representada a través

de la distribución a priori π[x̃] = ρ0(x̃(0)). La maximización del calibre actualiza la

información del estado inicial de manera que su evolución temporal sea compatible

con las restricciones.

Las teoŕıas tiempo-dependientes presentes en la mecánica estad́ıstica fuera del

equilibrio usualmente tratan un problema predictivo. Esto significa que realizan es-

timaciones sobre el comportamiento de un sistema a partir de información sobre su

pasado. En el contexto del principio de máximo calibre, diremos que nuestros mo-

delos describen un problema o situación predictivas cuando la distribución a priori

que asumimos para caracterizar el comportamiento de un sistema depende sólo de la

condición inicial de las trayectorias. Si consideramos una distribución de trayectorias

de la forma ϱ[x̃] = π[x̃]e−G[x̃]/Z vemos que la expectación de un funcional arbitrario

F [x̃] puede escribirse de la forma

⟨F [x̃]⟩ =

∫
π[x̃]

Z
exp (−G[x̃])F [x̃]Dx̃ (3.49)

=

∫
ρ0(x̃(0))

Z
exp (−G[x̃])F [x̃]Dx̃ (3.50)

=

∫ (∫
δ(x̃(0)− x′)

Z
exp (−G[x̃])F [x̃]Dx̃

)
ρ0(x

′) dx′ . (3.51)

Luego, la expectación del funcional F puede escribirse como la convolución

⟨F [x̃]⟩ =
∫

⟨F [x̃]⟩x̃(ti)=x′ ρ0(x
′) dx′ , (3.52)

donde la expectación ⟨F [x̃]⟩x̃(ti)=x′ es una expectación que debe ser tomada conside-
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rando sólo trayectorias que satisfacen la condición inicial x̃(ti) = x′. Esta expectación

corresponde a un sistema con una distribución a priori que describe una situación de

certeza absoluta, de la forma π[x̃] = δ(x̃(ti)−x′). La ecuación (3.52) muestra que las

soluciones para distribuciones a priori que dependen arbitrariamente de las condicio-

nes iniciales de los microestados pueden ser calculadas a partir de una convolución

entre la solución con condiciones iniciales de certeza absoluta y la distribución de a

priori del sistema.

Esto permite definir operadores para calcular expectaciones de cantidades que

dependen explicitamente de las trayectorias, pero en el marco de trabajo tiempo-

dependiente. Por ejemplo, el flujo puede escribirse como la convolución

〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
=

∫ 〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
x̃(ti)=x′ ρ0(x

′) dx′ . (3.53)

Si proveemos una expresión expĺıcita para la distribución de trayectorias, es posible

calcular la expectación con condición inicial de certeza absoluta
〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
x̃(ti)=x′

como una función de las variables x, x′ y t. Con esto, es posible expresar el flujo como

una convolución que depende sólo del estado inicial y que no involucra trayectorias

de forma expĺıcita, pues estas ya están consideradas en el cálculo de la expectación〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
x̃(ti)=x′ .

Un caso de particular interés ocurre si evaluamos la identidad (3.52) en la ecuación

del corte (3.27). La expresión obtenida para la distribución tiempo-dependiente como

función de la distribución de condiciones iniciales describe la evolución temporal del

sistema y corresponde a

⟨δ(x̃(t)− x)⟩ =
∫

⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′ ρ0(x
′) dx′ , (3.54)
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donde podemos identificar la expectación ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′ con la probabilidad de

transición del sistema

P (x|t;x′) = ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′ =

∫
exp (−G[x̃])

Z
δ(x̃(ti)−x′)δ(x̃(t)−x)Dx̃ . (3.55)

La probabilidad de transición (3.55) contiene toda la información necesaria para des-

cribir la dinámica del sistema, y permite obtener la distribución tiempo-dependiente

del sistema con condiciones iniciales arbitrarias. La ecuación (3.55) muestra expĺıci-

tamente como calcular esta cantidad a partir de la distribución de trayectorias.

Teniendo una expresión expĺıcita para la distribución de probabilidad de tra-

yectorias es posible construir una ecuación diferencial para la distribución tiempo-

dependiente ρ(x|t) a través de la ecuación de continuidad. Esta ecuación coincide

con la ecuación de Feynman-Kac del sistema. La probabilidad de transición definida

en la ecuación (3.55) también satisface la ecuación de Feynman-Kac del sistema, con

condiciones iniciales de certeza absoluta P (x|t = ti;x
′) = δ(x− x′).

3.6. Problemas no-predictivos

En la sección anterior mostramos que la estructura de la distribución a prio-

ri puede ser utilizada para describir sistemas predictivos. Pero, como mencionamos

previamente, la información a priori antecede a la dinámica de forma jerárquica, no

temporal. Aśı, podemos considerar distribuciones a priori que no sólo describan la

condición inicial del sistema, sino también información relacionada con el sistema en

otros instantes.
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Aśı, la estructura de la distribución a priori puede ser escogida de manera que

la dinámica del sistema macroscópico se vea influenciada por información tanto del

pasado, como también de tiempos futuros. Por ejemplo, si tomamos una distribución

de la forma π[x̃] = ρ0(x̃(ti), x̃(tf )), podemos considerar situaciones en que se conoce la

distribución de estados iniciales y finales de cada una de las trayectorias. La dinámica

obtenida al considerar una distribución a priori de esta forma será compatible con

las condiciones iniciales y finales descritas, e interpola esta información para tiempos

intermedios ti < t < tf usando la información de la distribución actualizada ϱ[x̃] que

se obtiene maximizando el calibre.

3.6.1. Retrodicción

La distribución a priori π[x̃] = ρ0(x̃(ti), x̃(tf )) descrita en el párrafo anterior

permite realizar retrodicción en sistemas macroscópicos. La retrodicción consiste en

una estimación de las caracteŕısticas del sistema a partir de información de un estado

futuro [21]. Como se mencionó en el caṕıtulo 1, nos referiremos a un problema como

retrodictivo cuando se busque determinar las propiedades de un sistema tiempo-

dependiente conociendo el estado del sistema en un tiempo inicial y en un tiempo

final, simultáneamente.

La retrodicción, en sistemas descritos por una distribución de probabilidades

tiempo-dependiente ρ(x|t), consiste en la estimación de esta distribución a partir de

asumir conocidas una distribución inicial ρi(x|ti) y una distribución final ρf (x|tf ).

En sistemas descritos usando el principio de máximo calibre, la retrodicción puede

llevarse a cabo considerando como información a priori una distribución para los

estados finales e iniciales del sistema π[x̃] = ρ0(x̃(ti), x̃(tf )). Esta es una distribu-

ción de probabilidad conjunta para los valores inicial y final de las trayectorias. La
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llamaremos, por su estructura, distribución a priori retrodictiva.

Si consideramos distribuciones de trayectorias obtenidas a través de la maximi-

zación del calibre, de la forma ϱ[x̃] = π[x̃]e−G[x̃]/Z, podemos definir la expectación

con condiciones de certeza absoluta

⟨F [x̃]⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ =

∫
exp(−G[x̃])

Z
δ(x̃(ti)− x′)δ(x̃(tf )− x′′)Dx̃ , (3.56)

que permite calcular las expectaciones como una convolución de la distribución con-

junta

⟨F [x̃]⟩ =
∫ ∫

⟨F [x̃]⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ ρ0(x
′, x′′) dx′dx′′ . (3.57)

De igual forma que en el caso predictivo, podemos identificar la probabilidad de

transición P (x|t;x′, x′′) = ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ que permite escribir la distribución

tiempo dependiente

⟨δ(x̃(t)− x)⟩ =
∫ ∫

P (x|t;x′, x′′)ρ0(x′, x′′) dx′dx′′ . (3.58)

Esta probabilidad de transición representa un subconjunto de las trayectorias

del caso predictivo. La retrodicción es una estimación que actualiza la información

predictiva. Esta relación se puede escribir expresamente como

⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′ =

∫
⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ dx′′ . (3.59)

La distribución tiempo dependiente satisface las condiciones de borde

⟨δ(x̃(ti)− x)⟩ =
∫
ρ0(x

′, x′′) dx′′ , (3.60)

y

⟨δ(x̃(tf )− x)⟩ =
∫
ρ0(x

′, x′′) dx′ , (3.61)
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mientras que la probabilidad de transición P (x|t;x′, x′′) satisface las condiciones de

borde

⟨δ(x̃(ti)− x′)⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ = δ(x− x′) , (3.62)

y

⟨δ(x̃(tf )− x′′)⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ = δ(x− x′′) . (3.63)

En el caso en que las condiciones iniciales y finales se miden de forma independiente

con distribuciones ρi y ρf , respectivamente, la distribución conjunta ρ0 toma la forma

ρ0(x
′, x′′) = ρi(x

′)ρf (x
′′).

3.7. Recursividad en las integrales

Para obtener cantidades macroscópicas a partir de las teoŕıas descritas por el

formalismo del principio de máximo calibre, tendremos que resolver integrales fun-

cionales de la forma

Ī(x, t∗;x′, ti, tf ) =

∫
δ(x̃(ti)− x′)δ(x̃(t∗)− x) exp

(
−
∫ tf

ti

L(t, x̃(t), ˙̃x(t)) dt

)
Dx̃ .

(3.64)

La segunda delta de Dirac en el integrando la evaluamos en un tiempo intermedio

ti ≤ t∗ ≤ tf . A través de esta integral podremos evaluar la función partición tanto

del modelo predictivo como del modelo retrodicitivo, y también podremos evaluar

las probabilidades de transición asociadas a dicho sistema.

Podemos discretizar esta cantidad de la forma

ĪN =

∫
exp

(
−

N∑
n=1

L(tn, xn,
xn − xn−1

∆t
)∆t

)
dx1 . . . dxk−1dxk+1 . . . dxN

∣∣∣∣∣
xk=x

x0=x′

,

(3.65)

donde escogemos el punto k de la discretización tal que el tiempo asociado a este

punto tk sea el más cercano a t∗. Vemos que el caso en que sólo el tiempo inicial
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está fijo puede obtenerse integrando I respecto a x. Además, si el tiempo fijo t∗ no

coincide con los extremos del intervalo temporal, la integral puede separarse de la

forma

ĪN = Īk+1

(∫
exp

(
−

N∑
n=k+1

L(tn, xn,
xn − xn−1

∆t
)∆t

)
dxk+1 . . . dxN

)∣∣∣∣∣
xk=x

, (3.66)

Luego, todas las integrales pueden expresarse en función de la integral con tiempo

inicial y tiempo final fijos

I(x′′, tf ;x
′, ti) = Ī(x′′, tf ;x

′, ti, tf )

=

∫
δ(x̃(ti)− x′)δ(x̃(tf )− x′′) exp

(
−
∫ tf

ti

L(t, x̃(t), ˙̃x(t)) dt

)
Dx̃ .

(3.67)

Esta integral es divergente incluso en las situaciones más simples. Las funciones

partición del caso predictivo y retrodictivo pueden expresarse, respectivamente, como

Zpred =

∫
I(x′′, tf ;x

′, ti) dx
′′ , (3.68)

Zretro = I(x′′, tf ;x
′, ti) . (3.69)

Al ser cantidades divergentes, estas funciones partición deben ser expresadas en for-

ma discreta en cada una de las expectaciones que se calculen. Aśı, en el caso discreto,

existen expectaciones para las cuales los términos divergentes se cancelan. En par-

ticular, las probabilidades de transición de los sistemas estudiados en este trabajo

resultan ser finitas y pueden escribirse como

Ppred(x|t;x′) =
∫
I(x, t;x′, ti)I(x

′′, tf ;x, t) dx
′′∫

I(x′′, tf ;x′, ti) dx′′
, (3.70)

Pretro(x|t;x′, x′′) =
I(x, t;x′, ti)I(x

′′, tf ;x, t)

I(x′′, tf ;x′, ti)
. (3.71)
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En estas dos últimas expresiones, las integrales y los cocientes deben ser calculadas en

la representación discreta para tomar posteriormente el ĺımite continuo. La expresión

discreta de esta integral

IN =

∫
exp

(
−

N∑
n=1

L(tn, xn,
xn − xn−1

∆t
)∆t

)
dx1 . . . dxN−1

∣∣∣∣∣
xN=x′′

x0=x′

, (3.72)

puede ser calculada a partir de la relación recursiva

IN =

∫
exp

(
−L(tN , xN ,

xN − xN−1

∆t
)∆t

)
IN−1dxN−1

∣∣∣∣xN=x′′

x0=x′
. (3.73)

La validez de estas expresiones se restringe a la convergencia de las integrales.



Caṕıtulo 4

Sistemas difusivos homogéneos

La mecánica estad́ıstica en equilibrio permite relacionar la temperatura de los

sistemas macroscópicos con la enerǵıa promedio de sus componentes microscópicas.

La temperatura de un sistema es la manifestación macroscópica del movimiento

microscópico de sus moléculas, lo que otorga un carácter cinético a los fenómenos

térmicos a través del principio de equipartición de la enerǵıa [53].

Fuera del equilibrio, la naturaleza cinética de la temperatura puede evidenciar-

se en el fenómeno del movimiento browniano. Como Einstein propuso, a partir de

consideraciones termodinámicas y el uso de la teoŕıa cinética [54], el movimiento de

una part́ıcula suspendida en un medio viscoso puede ser explicado a partir de la

interacción entre la part́ıcula y las moléculas del medio. El movimiento estocástico

de la part́ıcula depende expĺıcitamente de la temperatura del medio y da cuenta del

intercambio de enerǵıa producido por las colisiones entre la part́ıcula estudiada y las

part́ıculas del medio. Estudiaremos cómo esta dinámica macroscópica surge desde

restricciones sobre el promedio de la enerǵıa cinética de las part́ıculas y calcularemos

expĺıcitamente las probabilidades de transición.

71
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El modelo predictivo de este sistema es ampliamente discutido en la literatura.

No obstante, contrastaremos estos resultados con las soluciones obtenidas para el

modelo retrodictivo. Además, consideraremos una restricción tiempo-dependiente,

por lo que los resultados obtenidos pueden ser interpretados como sistemas en los

que la temperatura del medio cambia en función del tiempo. Discutiremos las dife-

rencias entre estos dos modelos en el contexto de la irreversibilidad de las soluciones.

4.1. Difusión browniana estándar

Consideremos la distribución de probabilidad de trayectorias que se obtiene al

maximizar el calibre para una part́ıcula unidimensional tomando como restricción la

expectación del término cinético

〈
˙̃x2(t)

〉
= k(t) . (4.1)

En esta restricción, hemos decidido no incluir la masa. Su ausencia será justificada

al ajustar los parámetros del modelo.

La distribución de trayectorias para este sistema se puede obtener fácilmente

con los métodos ya estudiados en la sección anterior. La solución corresponde a una

distribución gaussiana en las velocidades dada por

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z[β]
exp

(
−
∫ tf

ti

β(t) ˙̃x2(t) dt

)
. (4.2)

Esta distribución es una distribución gaussiana diagonal en las velocidades, en el

sentido de que no existe un acoplamiento entre velocidades correspondientes a tiem-

pos distintos. Esto quiere decir que la velocidad ˙̃x(t) asociada a un tiempo espećıfico,
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sólo presenta correlaciones consigo misma, y no con velocidades correspondientes a

otros tiempos, resultando en una dinámica Markoviana [55]. Esta estructura de la

distribución de probabilidad es consecuencia directa de la restricción escogida.

Las trayectorias más probables para este sistema pueden obtenerse a partir de la

derivada funcional de la distribución de trayectorias, que corresponde a

δϱ

δx̃(t)
=

(
d

dt

[
2β(t) ˙̃x(t)

])
ϱ[x̃] . (4.3)

Vemos entonces que las trayectorias más probables, que se obtienen al igualar esta

derivada a cero, satisfacen

d

dt

(
β(t) ˙̃x(t)

)
= 0 . (4.4)

Para calcular expĺıcitamente la función partición, el promedio de la enerǵıa cinética

y la distribución tiempo-dependiente, es necesario especificar cuál es la estructura

de la distribución a priori π[x̃]. Esto requerirá distinguir entre sistemas predictivos

y retrodictivos.

4.1.1. Predicción

Para sistemas predictivos en los que la distribución a priori toma la forma π[x̃] =

ρ0(x̃(ti)), podemos realizar los cálculos considerando una distribución con condiciones

iniciales de certeza absoluta π[x̃] = δ(x − x′) y luego convolucionar los resultados

con la distribución inicial arbitraria que representa el estado inicial del sistema.

La trayectoria más probable del sistema satisface la ecuación (4.4). La condición

inicial de certeza absoluta x̃(ti) = x′ no es suficiente para obtener una solución única

a partir de esta ecuación diferencial. No obstante, la probabilidad de las trayectorias

depende de el cuadrado de las velocidades, y alcanza su mayor valor cuando la
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part́ıcula no se mueve. Por lo tanto, de todas las trayectorias que satisfacen (4.4), la

trayectoria más probable para el sistema predictivo corresponde a x̃(t) = x′.

A pesar de esto, la trayectoria más probable es sólo resultado del comportamien-

to colectivo de las trayectorias. Las trayectorias individuales son estocásticas y en

general no diferenciables. Esto se debe a que sus velocidades se encuentran descorrela-

cionadas para distintos tiempos. La figura 4.1 representa un muestreo de trayectorias

al suponer una distribución gaussiana para las velocidades en un intervalo de tiempo

∆t discreto. Las trayectorias dan cuenta de la certeza absoluta en las condiciones

iniciales del modelo predictivo. Además, es posible ver la descorrelación en las ve-

locidades, que en un intervalo de tiempo ∆t → 0 manifiesta un comportamiento

fractal.

Por otro lado, podemos expresar la función partición del sistema (con condiciones

iniciales de certeza absoluta) como

Z[β] =

∫
δ(x̃(ti)−x′) exp

(
−
∫ tf

ti

β(t) ˙̃x(t)

)
Dx̃ =

∫
x̃(ti)=x′

exp

(
−
∫ tf

ti

β(t) ˙̃x(t)

)
Dx̃ ,

(4.5)

Usando la discretización que definimos en el caṕıtulo anterior, esta integral puede

ser representada como

Z[β] →
∫

exp

(
− 1

∆t

N∑
n=1

βn (xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxN . (4.6)

Esta integral puede ser calculada recursivamente, comenzando con la integral de

xN . Vemos que cada término xn aparece en dos cuadrados, salvo los valores inicial y

final de la trayectoria, que aparecen en sólo uno. Si comenzamos integrando el valor

final de la trayectoria, obtendremos una integral idéntica a la anterior, pero con un
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Figura 4.1: Muestreo de trayectorias discretas representativo del problema difusivo
homogéneo que estamos estudiando. El muestreo se hizo usando un intervalo discreto
de duración ∆t = 0.1 en que a partir de una condición inicial x′ = 3, se escogió una
velocidad aleatoria a desde una distribución gaussiana y se evolucionó la posición
para 1000 semillas con la misma condición inicial. La distribución de velocidades
se escogió de manera que fuese consistente con la distribución de trayectorias del
sistema, usando un multiplicador de Lagrange constante β = 1.

factor multiplicativo y con una variable de integración menos. Esto quiere decir que

al hacer el cálculo recursivo se obtiene

Z[β] →
∫

exp

(
− 1

∆t

N∑
n=1

βn (xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxN (4.7)

=

√
π∆t

βN

∫
exp

(
− 1

∆t

N−1∑
n=1

βn (xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxN−1 (4.8)

= (π∆t)N/2
N∏

n=1

1√
βn

. (4.9)

En el ĺımite continuo ∆t → 0 y N → ∞, esta integral no converge a un valor
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finito. Podemos usar la expresión discreta para escribir el promedio de la enerǵıa

cinética como

〈
˙̃x2(tk)

〉
x̃(ti)=x′ →

1

∆t

∂

∂xk
lnZ(N) , (4.10)

donde Z(N) es la función partición predictiva discretizada Z(N) = (π∆t)N/2∏N
n=1 1/

√
βn.

Si evaluamos esta cantidad, obtenemos que el promedio del término cinético corres-

ponde a

〈
˙̃x2(tk)

〉
x̃(ti)=x′ →

1

2βk∆t
. (4.11)

Esta cantidad nuevamente es divergente. Pero esta divergencia es consistente con la

correlación de velocidades

〈
˙̃x(t) ˙̃x(t′)

〉
x̃(ti)=x′ =

δ(t− t′)

2β(t)
, (4.12)

que se obtiene a partir de una distribución gaussiana. Esto quiere decir que la diver-

gencia puede interpretarse como

〈
˙̃x2(t)

〉
= ĺım

∆t→0

1

2βk∆t
=

δ(0)

2β(t)
. (4.13)

Vemos que la restricción que impusimos al promedio de la enerǵıa cinética conduce a

un sistema cuyas velocidades se encuentran descorrelacionadas a distintos tiempos.

La presencia de una divergencia es consistente con estas correlaciones, pero impide

ajustar el multiplicador de Lagrange β(t) usando la expectación restringida, pues

esta cantidad no posee un valor finito.
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Probabilidad de Transición

La probabilidad de transición del sistema predictivo puede escribirse como la

expectación

P (x|t;x′) = ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′ . (4.14)

La representación discretizada de esta integral de trayectorias puede escribirse como

P (x|t;x′) → 1

Z(N)

∫
exp

(
−

N∑
n=1

βn
∆t

(xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxk−1dxk+1 . . . dxN

∣∣∣∣∣
xk=x

x0=x′

.

(4.15)

La ecuación (4.15) corresponde a una integral multidimensional de N − 1 variables.

La función partición Z(N) corresponde a la expresión discreta que obtuvimos previa-

mente, mientras que en la integral múltiple, el valor de la trayectoria en tiempo tk

no es integrado, al igual que el valor de la trayectoria en el tiempo inicial ti. Para

recuperar una expresión en el continuo para esta cantidad, es necesario tomar el

ĺımite con k/N → (t− ti)/(tf − ti) de manera que el tiempo marginalizado coincida

con el tiempo de interés.

La integrales en (4.15) pueden resolverse desde xk+1 hasta xN , de donde aparece

un término multiplicativo que se cancela con parte del producto que aparecen en la

función partición. Vemos que esto indica que la probabilidad de encontrar la part́ıcula

en la posición x en tiempo t dependerá sólo de información sobre su pasado. Aśı, es

posible escribir la probabilidad de transición como

P (x|t;x′) →
∏N

n=1

√
βn

(π∆t)k/2

∫
exp

(
−

k∑
n=1

βn
∆t

(xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxk−1

∣∣∣∣∣
x̃(t)=x

x̃(ti)=x′

.

(4.16)

La integral restante no es equivalente a la función partición, pues vemos que xk

no está siendo integrado. Esta integral puede ser resuelta recursivamente usando la
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identidad∫ ∞

−∞
exp

(
(y − x)2

A
+

(z − y)2

B

)
dy =

√
πAB

A+B
exp

(
(z − x)2

A+B

)
, (4.17)

obteniéndose la expresión discreta

P (x|t;x′) →

(
π∆t

k∑
n=1

β−1
n

)− 1
2

exp

(
− (x− x′)2

∆t
∑k

n=1 β
−1
n

)
. (4.18)

En esta expresión, el ancho del intervalo temporal ∆t siempre está acompañado de

una suma, por lo que al tomar el ĺımite continuo se recupera una expresión finita,

dada por

P (x|t;x′) =
(
π

∫ t

ti

β−1(t′) dt′
)−1/2

exp

(
(x− x′)2∫ t

ti
β−1(t′) dt′

)
. (4.19)

La probabilidad de transición obtenida también es una distribución gaussiana, cen-

trada en el estado inicial x′ para todo tiempo. La figura 4.2 muestra una gráfica de

esta solución para distintos tiempos. El ancho cuadrático medio σ2(t) de la distribu-

ción aumenta con el tiempo para funciones positivas β(t) > 0 y está dado por

σ2(t) =
1

2

∫ t

ti

dt′

β(t′)
. (4.20)

La solución general para la distribución tiempo dependiente, con condiciones ini-

ciales arbitrarias ρ(x|ti) = ρ0(x) puede escribirse usando la probabilidad de transición

ρ(x|t) =
∫
P (x|t;x′)ρ0(x′) dx′ . (4.21)

Vemos que la posición promedio, calculada usando la distribución tiempo-dependiente

⟨x⟩t no cambia, pues

⟨x⟩t =

∫
xρ(x|t) dx

=

∫ (∫
xP (x|t;x′) dx

)
ρ0(x

′) dx′

=

∫
x′ρ0(x

′) dx′

= ⟨x⟩ti . (4.22)
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Figura 4.2: Probabilidad de transición para el problema difusivo predictivo descrito
en esta sección. Los parámetros de la solución representada son equivalentes a los
del muestreo representado en la figura 4.1.

Aśı mismo, el ancho cuadrático medio de la solución general crece de la misma manera

que el ancho cuadrático medio σ2(t) de la probabilidad de transición, teniéndose que

〈
(x− ⟨x⟩t)

2
〉
t
=
〈
(x− ⟨x⟩ti)

2
〉
ti
+

1

2

∫ t

ti

dt′

β(t′)
. (4.23)

Podemos escribir la ecuación diferencial que satisface la distribución de probabili-

dad tiempo-dependiente a partir de expresar la probabilidad de transición en tiempos

cortos. Para ∆t≪ 1, podemos escribir la distribución de probabilidad y la densidad

de corriente como

ρ(x|t+∆t) =

∫
1

Z
e−β(t)

(x−x′)2
∆t ρ(x|t) dx′ , (4.24)

y

J(x|t) =
∫

1

Z

(x− x′)

∆t
e−β(t)

(x−x′)2
∆t ρ(x|t) dx′ . (4.25)
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de donde vemos que

∂

∂x
ρ(x|t+∆t) =

∂

∂x

1

Z

∫
e−β(t)

(x−x′)2
∆t ρ(x|t) dx′

= −2β(t)

Z

∫
(x− x′)

∆t
e−β(t)

(x−x′)2
∆t ρ(x|t) dx′ . (4.26)

Se tiene entonces que se satisface la relación

J(x|t) = − 1

4β(t)

∂

∂x
ρ(x|t) . (4.27)

Reemplazando esta expresión para la densidad de corriente en la ecuación de continui-

dad, se obtiene la ecuación de difusión, con constante de difusión tiempo-dependiente,

dada por

∂ρ

∂t
=

1

4β(t)

∂2ρ

∂x2
. (4.28)

La ecuación (4.28) es la ecuación de Feynman-Kac de este sistema. La probabilidad

de transición P (x|t;x′) es solución de esta ecuación, con condición inicial de certeza

absoluta P (x|ti;x′) = δ(x− x′).

Podemos ver que el multiplicador de Lagrange β(t) puede ser ajustado a partir de

la evolución del ancho cuadrático medio de la distribución. La dependencia temporal

se ve suprimida en el caso de difusión browniana estándar, en que β = 1/2D se

relaciona con la constante de difusión del sistema.

La relación de Einstein D = γkBT permite relacionar la constante de difusión

de un sistema con su temperatura T , donde γ es la movilidad de la part́ıcula en un

medio viscoso. Esto permite escribir el multiplicador de Lagrange de la forma

β = 1/(4γkBT ) , (4.29)

mostrando expĺıcitamente como las restricciones en la enerǵıa cinética de la part́ıcula

son consistentes con la idea de que está interactúa térmicamente con el medio.
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En el caso general en que β depende del tiempo, podemos interpretar esto co-

mo una dependencia temporal en la temperatura del sistema. Y podemos cerrar la

descripción del sistema a partir de la relación

1

β(t)
= 2

d

dt

〈
(x− ⟨x⟩t)

2
〉
t
, (4.30)

que puede ser ajustado usando información medible sobre el sistema f́ısico.

4.1.2. Retrodicción

Consideraremos ahora el caso retrodictivo con condiciones iniciales de certeza

absoluta dado por la distribución a priori π[x̃] = δ(x̃(ti) − x′)δ(x̃(tf ) − x′′). Cal-

cularemos de nuevo las cantidades que calculamos para el sistema predictivo. En

particular, el cálculo de la probabilidad de transición de este sistema nos permitirá

escribir la solución general con distribución a priori retrodictiva arbitraria.

Vemos en este caso que la trayectoria más probable, descrita por la ecuación

diferencial (4.4), queda uńıvocamente determinada por la condición inicial y final

de la trayectoria, que es información conocida con certeza absoluta. Esta trayectoria

corresponde a

x̃(t) =
x′
∫ tf
t
dt′/β(t′) + x′′

∫ t

ti
dt′/β(t′)∫ T

0
dt′/β(t′)

. (4.31)

Un muestreo de trayectorias (figura 4.3) puede realizarse a partir del mismo pro-

cedimiento discreto que en el caso predictivo. En este caso, sólo las trayectorias que

satisfacen tanto la condición final como la condición inicial tienen probabilidades

no nulas, por lo que debe filtrarse las trayectorias obtenidas aleatoriamente. Es-

to da cuenta del tipo de situaciones que permite describir un modelo retrodictivo.

Son situaciones en que el espacio de trayectorias se ve restringido por una condi-

ción inicial conocida, pero sin cambiar su estructura previa a esta suposición. Esto
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puede reflejarse tanto en situaciones f́ısicas en que existen atractores para la dinámi-

ca microscópica, o en aplicaciones estad́ısticas para la interpretación de datos con

información incompleta.

Figura 4.3: Muestreo de trayectorias discretas representativo del problema difusivo
homogéneo con una restricción tanto en las condiciones iniciales como en las condi-
ciones finales de las trayectorias. El muestreo se hizo usando un intervalo discreto
de duración ∆t = 0.1 y multiplicador de Lagrange β = 1, en que a partir de una
condición inicial x′ = 3 se escogió una velocidad aleatoria desde una distribución
gaussiana y se evolucionó la posición para 360000 semillas con la misma condición
inicial. De estas trayectorias, sólo las consistentes con la condición final retrodictiva
x′′ = 10 en tiempo tf − ti = 15 se muestran en la figura. Estas trayectorias repre-
sentan el espacio completo del sistema. La condición final fue seleccionada con una
sensibilidad de 0.2 para obtener una cantidad representativa de trayectorias.

La función partición del sistema puede expresarse de forma discreta como

Z[β] →
∫

exp

(
−

N∑
n=1

βn
∆t

(xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxN−1

∣∣∣∣∣
xN=x′′

x0=x′

. (4.32)
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Esta integral gaussiana es análoga a la que resolvimos mientras buscábamos la proba-

bilidad de transición del caso predictivo. Su resultado puede obtenerse recursivamente

y corresponde a

Z[β] →
√

(π∆t)N−1∏N−1
n=1 βn

exp

(
− (x′ − x′′)2

∆t
∑N−1

n=1 1/βn

)
. (4.33)

Esta cantidad, al igual que en el caso predictivo, no es finita en el ĺımite continuo. Po-

demos usar esta expresión discreta para evaluar su logaritmo y obtener una expresión

para el valor de expectación de la velocidad al cuadrado como

〈
˙̃x2(t)

〉x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ → (x′ − x′′)2(
∆t
∑N−1

n=1 1/βn

)2 1

β2
k

+
1

2∆tβk
. (4.34)

De nuevo vemos que aparece un término divergente, que puede ser asociado a la des-

correlación entre velocidades de distintos tiempos. No obstante, en este caso aparece

un término finito, que corresponde al cuadrado de la velocidad de la trayectoria más

probable. Podemos escribir esta expectación en el continuo como

〈
˙̃x2(t)

〉x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ =
δ(0)

2β(t)
+

(
x′ − x′′

β(t)
∫ tf
ti
dt′/β(t′)

)2

. (4.35)

Igual que en el caso predictivo, las velocidades de las trayectorias para tiempos dis-

tintos se encuentran descorrelacionadas. No obstante, la correlación para velocidades

en tiempos iguales se ve afectada por la condición de certeza absoluta en el estado

final.

Probabilidad de Transición

La probabilidad de transición de este sistema puede expresarse como

P (x|t;x′, x′′) = ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(tf )=x′′

x̃(ti)=x′ . (4.36)
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Esta cantidad puede ser representada de forma discreta como

P (x|t;x′, x′′) = 1

Z(N)

∫
exp

(
−

N∑
n=1

βn
∆t

(xn − xn−1)
2

)
dx1 . . . dxk−1dxk+1dxk+N ,

(4.37)

donde Z(N) es la función partición discreta que obtuvimos para este problema, y la

expresión debe ser evaluada en x0 = x′, xN = x′′ y xk = x. Podemos separar la

integral múltiple en dos integrales múltiples más pequeñas (desde 1 a k − 1 y desde

k + 1 hasta N − 1). Esta vez las integrales para valores de la trayectoria en tiempos

mayores a t no se cancelan con la función partición, por lo que vemos que esta

probabilidad de transición si se verá influenciada por eventos del futuro. Resolviendo

las dos integrales de igual forma como calculamos la función partición del sistema, se

obtiene nuevamente una expresión convergente, que en el ĺımite continuo corresponde

a una distribución gaussiana con media ⟨x⟩t igual a la trayectoria más probable x(t)

⟨x⟩t =
x′
∫ tf
t
dt′/β(t′) + x′′

∫ t

ti
dt′/β(t′)∫ tf

ti
dt′/β(t′)

, (4.38)

y ancho cuadrático medio

〈
(x− ⟨x⟩t)

2
〉
t
=

1

2

(∫ t

ti
dt′/β(t′)

)(∫ tf
t
dt′/β(t′)

)
∫ tf
ti
dt′/β(t′)

. (4.39)

El valor esperado de la trayectoria coincide con la trayectoria más probable del

sistema e interpola las condiciones iniciales, como es de esperar. Vemos también que

el ancho cuadrático medio es trivialmente 0 para t = ti y t = tf , lo que es consistente

con la condición de certeza absoluta para los valores inicial y final de las trayectorias.

Esto indica que la entroṕıa del sistema no aumenta estrictamente, lo que sugiere que

la irreversibilidad de los sistemas macroscópicos se relaciona con la condición de in-

certeza del estado futuro del sistema. Esto puede evidenciarse tanto en el muestreo

de trayectorias de la figura 4.3 como en la gráfica de la probabilidad de transición
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de la figura 4.4.

Figura 4.4: Probabilidad de transición para el problema difusivo retrodictivo de esta
sección. Los parámetros de la solución representada son equivalentes a los del mues-
treo representado en la figura 4.3.

La solución general para la distribución tiempo-dependiente, con distribución

a priori retrodictiva arbitraria π[x̃] = ρ0(x̃(ti), x̃(tf )) puede obtenerse como una

convolución, utilizando esta probabilidad de transición a través de la expresión

ρ(x|t) =
∫
P (x|t;x′, x′′) ρ0(x′, x′′) dx′dx′′ . (4.40)

La media de esta distribución dependiente del tiempo se obtiene reemplazando x′

y x′′ por las expectaciones x′ y x′′, respectivamente; que se obtienen a partir de la

distribución conjunta ρ0(x
′, x′′).
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El sistema descrito por este modelo no corresponde a una situación f́ısica que se

presente aśı en la naturaleza, sino a una situación en la descripción macroscópica

surge desde nuestro conocimiento del sistema. Es claro que el espacio de trayecto-

rias retrodictivas de certeza absoluta es un subconjunto del espacio de trayectorias

predictivas de certeza absoluta. Aśı, la distribución tiempo-dependiente obtenida in-

terpola la distribución de valores iniciales y finales de las trayectorias para tiempos

que se encuentran entre estos dos instantes.

4.2. Reversibilidad en las soluciones retrodictivas

Discutiremos los resultados de la sección anterior en el contexto de la irreversi-

bilidad y de la validez de nuestros modelos. La solución del problema retrodictivo

responde un tipo distinto de preguntas que la del caso predictivo, y descartamos su

para el estudio del comportamiento espontáneo de los sistemas f́ısicos debido a las

hipótesis en las cuales se basa el modelo. Espećıficamente, decimos que las solucio-

nes retrodictivas no dan cuenta de situaciones f́ısicas pues la dinámica obtenida se

ve influenciada por información del futuro a la vez que por las interacciones con el

medio y sus condiciones iniciales.

Pero las hipótesis que se suponen sobre un sistema no pueden ser validadas tam-

bién de forma a priori. La validez de las hipótesis se justifica en la precisión y exacti-

tud de sus estimaciones, es decir, las hipótesis se validan a posteriori. En ese sentido,

el modelo retrodictivo presentado corresponde a una manera de falsear la hipótesis

predictiva. Mostraremos que las estimaciones resultantes de la teoŕıa retrodictiva

no coinciden con el comportamiento observado en sistemas difusivos. De esta forma
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justificaremos las soluciones predictivas y, por lo tanto, las hipótesis que dan cuenta

de estas dinámicas.

En primera instancia, parece evidente que las soluciones retrodictivas presentan

un comportamiento cualitativamente distinto al de las soluciones predictivas. Las

soluciones retrodictivas admiten procesos reversibles que no pueden darse en los sis-

temas con una dinámica predictiva. Pero en los casos con condiciones de frontera

arbitrarias, podemos estudiar sistemas retrodictivos en los que las condiciones inicial

y final son compatibles con una dinámica irreversible. Esto quiere decir que podŕıan

existir procesos retrodictivos consistentes con las soluciones predictivas, y es por es-

to que resulta importante estudiar las soluciones generales y determinar si es que es

posible distinguir claramente entre los contextos predictivo y retrodictivo.

Consideremos un sistema retrodictivo descrito por la probabilidad de transición

P (x|t;xi, xf ) ∝ exp

(
(x− µ(t;xi, xf ))

2

2σ2
R(t)

)
, (4.41)

que describe la probabilidad de medir la trayectoria del sistema en la posición x en

tiempo t, cuando se sabe que su posición inicial es xi en tiempo ti y su posición

final es xf en tiempo tf . Consideraremos que la temperatura del medio es constante.

Esto se relaciona con un multiplicador de Lagrange β que no depende del tiempo. En

estos casos, la expectación de la posición y el ancho cuadrático medio para la proba-

bilidad de transición están dadas por las ecuaciones (4.38) y (4.39), y corresponden

respectivamente a

µR(t;xi, xf ) =
xi(tf − t) + xf (t− ti)

tf − ti
, (4.42)

σ2
R(t) =

1

2β

(tf − t)(t− ti)

tf − ti
. (4.43)
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La solución general ρ(x|t) para un proceso con condición inicial ρi(x) y condición

final ρf (x) puede escribirse como la convolución

ρ(x|t) =
∫ ∫

P (x|t;xi, xf )ρi(xi)ρf (xf ) dxi dxf . (4.44)

Estudiar el problema con condiciones inicial y final arbitrarias resulta demasiado

complicado. Por esto, estudiaremos lo que ocurre cuando tanto la condición inicial

y final corresponden a distribuciones gaussianas. Supondremos que ρi(x) y ρf (x) co-

rresponden a distribuciones gaussianas con media y ancho cuadrático medio dados

respectivamente por µi y σ
2
i para la distribución inicial, y µf y σ

2
f para la distribución

final.

La distribución tiempo-dependiente ρ(x|t) para soluciones retrodictivas con con-

diciones inicial y final gaussianas, también corresponde a una distribución gaussiana.

Denotaremos por µ(t) y σ2(t) a su media y ancho cuadrático medio como funciones

del tiempo. Estas cantidades pueden ser calculadas expĺıcitamente en función de los

parámetros de las condiciones de frontera, y corresponden a

µ(t) =
µi(tf − t) + µf (t− ti)

tf − ti
, (4.45)

y

σ2(t) = σ2
i +

tf − ti − 4βσ2
i

2β(tf − ti)
(t− ti)−

tf − ti − 2β(σ2
i + σ2

f )

2β(tf − ti)2
(t− ti)

2 . (4.46)

Vemos que el ancho cuadrático medio de la solución retrodictiva es en general una

función cuadrática del tiempo. Este comportamiento es cualitativamente distinto al

comportamiento del ancho cuadrático medio de la solución predictiva, que depende

linealmente del tiempo, y aumenta monótonamente. Para comparar las soluciones
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retrodictivas con las soluciones predictivas, clasificaremos las soluciones retrodicti-

vas de acuerdo a su comportamiento cualitativo. Distinguiremos entre las soluciones

retrodictivas que tienen un ancho cuadrático medio que cambia monótonamente con

el tiempo y las que no.

El ancho cuadrático medio dado por la ecuación (4.46) tiene un máximo en un

tiempo t = t∗ dado por

t∗ =
t2f − t2i − 4β(tfσ

2
i + tiσ

2
f )

2(tf − ti − 2β(σ2
i + σ2

f ))
. (4.47)

Si este máximo t∗ se encuentra entre los tiempos inicial ti y final tf de la dinámica,

entonces la solución interpolada presenta un cambio en el crecimiento de su ancho

cuadrático medio. Si este máximo se encuentra fuera del intervalo, esto quiere decir

que el crecimiento de la solución interpolada es monótonamente creciente o monóto-

namente decreciente. Este comportamiento depende sólo de los anchos cuadráticos

medios inicial σ2
i y final σ2

f , por lo que es posible utilizar este criterio para distinguir

las soluciones. La figura 4.5 muestra un diagrama de fases en el que se muestran los

valores de σ2
i y σ2

f que son consistentes con una dinámica irreversible. Las regiones

blancas de la gráfica muestran las zonas en que los anchos inicial y final dan origen a

un proceso irreversible (monótonamente creciente o decreciente). La región en que las

soluciones son macroscópicamente irreversibles depende del valor del multiplicador

de Lagrange β. Para cada valor de β existe un proceso con σ2
i = σ2

f = (tf − ti)/(4β)

que no evoluciona en el tiempo. Su distribución corresponde a una distribución gaus-

siana y su ancho es el mismo durante toda la dinámica.

Dentro de los procesos que manifiestan un comportamiento monótono, estudiare-
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Figura 4.5: Diagrama de fases de las soluciones retrodictivas con condiciones de
frontera gaussianas con ancho cuadrático medio inicial σ2

i y final σ2
f y β = 0.1.

La región blanca muestra las condiciones iniciales que dan lugar a una dinámica
retrodictiva donde el ancho cuadrático medio cambia monótonamente con el tiempo,
mientras que la región negra muestra las regiones en las que el ancho cuadrático medio
presenta un máximo o un mı́nimo en el intervalo [ti, tf ]. Vemos que el diagrama es
simétrico ante reflexiones entorno al eje σ1 = σ2, dando cuenta de la reversibilidad
en la dinámica.

mos dos casos que podŕıan llevar a una confusión con la dinámica predictiva. Estos

casos son los que coinciden con las soluciones predictivas en algún sentido. El pri-

mero de estos casos es el caso ĺımite en que el ancho cuadrático medio del proceso

retrodictivo crece linealmente con el tiempo. El segundo caso es cuando el incremento

desde el ancho cuadrático inicial hasta el final es igual al incremento que ocurriŕıa en

el caso predictivo. Estas dos situaciones comparten caracteŕısticas con las soluciones

predictivas, y resulta importante determinar si es posible distinguirlas.
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En el primer caso, tenemos que si el ancho cuadrático medio dado por la ecuación

(4.46) se comporta linealmente, debe cumplirse entonces que

β =
tf − ti

2
(
σ2
i + σ2

f

) . (4.48)

De esta relación se desprende que el ancho final puede escribirse en función del ancho

inicial, la temperatura y el tiempo transcurrido como

σ2
f = −σ2

i +
tf − ti
2β

. (4.49)

Esta expresión difiere de la expresión para el ancho cuadrático medio para la so-

lución predictiva (4.23), salvo cuando σ2
i = 0. En general, para σ2

i ̸= 0, se tiene

que la solución retrodictiva que crece linealmente con el tiempo es cualitativamente

igual a la solución del caso predictivo. No obstante, estas soluciones corresponden a

distintos valores de β en cada uno de los modelos. Esto quiere decir que es posible

verificar cuál de las dos descripciones es la descripción correcta de un sistema f́ısi-

co a partir de comparar la estimación del parámetro β con la temperatura del medio.

Por otro lado, analizaremos el caso en que el ancho cuadrático medio final se

relaciona con el ancho cuadrático inicial a través de σ2
f = σ2

i + (tf − ti)/(2β). Esto

es, cuando el incremento en el ancho cuadrático medio es el que se esperaŕıa en un

modelo predictivo con el mismo valor de β que en el caso predictivo. Vemos que si

se cumple esta relación, el ancho cuadrático medio puede ser escrito en función del

ancho cuadrático medio inicial como

σ2(t) = σ2
i +

tf − ti − 4βσ2
i

2β

t− ti
tf − ti

+ 2σ2
i

(
t− ti
tf − ti

)2

. (4.50)
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De esta relación, se desprende que el comportamiento del ancho cuadrático medio

es cuadrático en el tiempo. Por lo tanto, en el caso en que el incremento en el an-

cho cuadrático medio es consistente con las soluciones del problema predictivo, se

tiene que la solución obtenida en el caso retrodictivo manifiesta diferencias cualitati-

vas respecto a la solución predictiva. En espećıfico, cuando el incremento del ancho

cuadrático medio de las soluciones retrodictivas es igual al incremento espontáneo

que ocurriŕıa en una situación predictiva, su dependencia temporal es cuadrática, a

diferencia de la dependencia lineal que se observa en el caso predictivo. Nuevamente,

el único caso en el que las soluciones predictiva y retrodictiva coinciden ocurre para

σ2
i = 0.

El análisis anterior permite concluir que para distinguir entre una dinámica brow-

niana obtenida a partir de hipótesis predictivas y una obtenida desde hipótesis retro-

dictivas, basta con variar el ancho inicial de las condiciones iniciales estudiadas. Sólo

para soluciones con certeza absoluta en la condición inicial microscópica del sistema

existen soluciones que coinciden entre ambos casos. En el resto de las situaciones, es

posible distinguir entre ambas soluciones, ya sea por motivos cualitativos o cuanti-

tativos. Esto permite justificar el uso de una hipótesis predictiva en el estudio del

comportamiento de sistemas difusivos.

4.3. Sistemas de extensión finita

Consideraremos ahora el caso en que el sistema tiene una extensión finita, es decir,

la variable que describe microscópicamente está acotada. Pensemos en el mismo

caso difusivo en que se restringe el promedio del cuadrado de la velocidad de la



93

part́ıcula, y consideremos además una situación predictiva de certeza absoluta en que

la distribución a priori puede ser escrita como π[x̃] = δ(x̃(ti) − x′). La distribución

de probabilidad del sistema está dada por la ecuación (4.2), no obstante en este

caso, las integrales de trayectoria deben realizarse considerando un espacio acotado

X = [0, L].

Para sistemas difusivos, la probabilidad no depende del valor de las trayectorias,

sino que sólo de su derivada. Más aún, la distribución de probabilidad depende de los

cuadrados de las velocidades, por lo que incluso si existiera una colisión con las pare-

des que produjera una reflexión de la trayectoria, esta no cambiaŕıa la probabilidad

de la misma, siempre y cuando esta reflexión mantenga las velocidades descorrelacio-

nadas. Bajo estas condiciones, podemos tomar las integrales de trayectorias sobre un

espacio infinito, donde es posible resolver fácilmente las integrales gaussianas, y luego

relacionar este espacio infinito con el espacio real, finito durante la marginalización

tiempo dependiente.

Figura 4.6: Representación de la relación de correspondencia entre un sistema unidi-
mensional de tamaño infinito y (a) un sistema periódico y (b) un sistema con paredes
reflectantes. Las ĺıneas verticales sólidas representan la posición de las paredes, mien-
tras que las ĺıneas segmentadas rojas representan posiciones del sistema infinito que
equivalen a un mismo sitio del sistema finito. En la subfigura (b), las paredes son
inequivalentes, pues estas reflejan la part́ıcula en direcciones opuestas. Por esto son
representadas con distintos colores. La inversión de momentum producida al colisio-
nar con una pared es representada a través de las flechas horizontales.
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Un procedimiento similar puede verse en [56], donde se resuelve un sistema con-

sistente en un anillo. Si consideramos un sistema periódico de periodo L, podemos

escribir la probabilidad de transición de dicho sistema como

Pper(x|t;x′) =
∞∑

n=−∞

⟨δ(x̃(t)− x− nL)⟩x̃(ti)=x′ , (4.51)

donde la expectación ⟨δ(x̃(t)− x− nL)⟩x̃(ti)=x′ corresponde a la probabilidad de

transición para el sistema predictivo que ya calculamos, pero evaluada en una tras-

lación discreta de x. La figura 4.6.(a) muestra la relación entre el sistema infinito

hipotético y el sistema finito real. Vemos que podemos dividir el sistema finito en

cajas de igual tamaño, donde todos los puntos que se encuentran a igual distancia

de la pared izquierda más próxima son equivalentes. Esto justifica la marginalización

de la ecuación (4.51).

Usando la probabilidad de transición obtenida previamente para el sistema sin

bordes, se tiene

Pper(x|t;x′) =

(
π

∫ t

ti

β−1(t′) dt′
)−1/2 ∞∑

n=−∞

exp

(
(x− x′ + nL)2∫ t

ti
β−1(t′) dt′

)

= ⟨δ(x̃(t)− x)⟩x̃(ti)=x′

∞∑
n=−∞

exp

(
−n

2L2 + 2nL(x− x′)∫ t

ti
dt′/β(t′)

)

=
1

L
ϑ3

(
π(x− x′)

L
, e

− π2

L2

∫ t
ti

dt′
β(t′)

)
, (4.52)

donde ϑ3 es una de las funciones theta de Jacobi [57], que son conocidas por ser

solución de la ecuación de calor y otros sistemas difusivos restringidos a espacios

acotados.

Si consideramos bordes reflectantes, debemos suponer que cada vez que la tra-

yectoria en el sistema infinito atraviesa una pared, esta invierte su momentum. Las
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paredes no son equivalentes, como lo era para el sistema periódico, por lo que existen

dos tipos de sitio, ubicados adyacentemente, en los que los valores de la trayectoria

son equivalentes. Podemos ver en la figura 4.6.(b) que los sitios equivalentes pueden

establecerse a partir de su distancia con la pared más próxima, que sea equivalente a

la pared izquierda. Esto permite escribir la probabilidad de transición para el sistema

de tamaño L con bordes reflectantes como

Pref(x|t;x′) =
∞∑

n=−∞

[
⟨δ(x̃(t)− x− 2nL)⟩x̃(ti)=x′ + ⟨δ(x̃(t) + x− 2nL)⟩x̃(ti)=x′

]
.

(4.53)

Si reemplazamos la probabilidad de transición del sistema de tamaño infinito, obte-

nemos

Pref(x|t;x′) =
1

2L

[
ϑ3

(
π(x− x′)

2L
, e

− π2

4L2

∫ t
ti

dt′
β(t′)

)
+ ϑ3

(
−π(x+ x′)

2L
, e

− π2

4L2

∫ t
ti

dt′
β(t′)

)]
.

(4.54)

Las dos probabilidades de transición obtenidas en esta sección están normalizadas

en cualquier intervalo de tamaño L, y pueden ser usadas para obtener la evolución

temporal de una distribución inicial arbitraria. Esto permite extender los resultados

obtenidos a través de la maximización del calibre para sistemas homogéneos con

bordes.



Caṕıtulo 5

Sistemas difusivos no-homogéneos

Si bien mostramos que restricciones cinéticas son consistentes con el fenómeno de

difusión, es dif́ıcil estimar cuáles son las restricciones que se asocian a las distintas

dinámicas macroscópicas presentes en la realidad.

Para estudiar esta relación, estudiaremos lo que ocurre al restringir la densidad de

probabilidad tiempo-dependiente, como se muestra en [17]. Esto se hace con el fin de

estudiar la estructura de las distribuciones de trayectorias obtenidas, para aśı poder

relacionar el formalismo del principio de máximo calibre con otras teoŕıas tiempo-

dependientes. Si maximizamos el calibre considerando como restricción (además de

la normalización y las restricciones térmicas) la expectación

p(x, t) = ⟨δ(x̃(t)− x)⟩ , (5.1)

debemos incluir un multiplicador de Lagrange ϕ que dependa tanto del tiempo t

como del espacio x, de modo que la distribución de probabilidad que se obtiene toma

la forma

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

(
β(t) ˙̃x2(t) +

∫
ϕ(t, x)δ(x̃(t)− x) dx

)
dt

)
(5.2)

=
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

(
β(t) ˙̃x2(t) + ϕ(t, x̃(t))

)
dt

)
. (5.3)

96
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En la expresión obtenida, el argumento de la exponencial es un funcional que se

asemeja a la acción clásica. Esta expresión puede ser útil para realizar análisis ma-

temáticos de las distribuciones de trayectorias, como por ejemplo teoŕıa de pertur-

baciones, no obstante no facilita el cálculo de integrales de trayectorias. A diferencia

de la mecánica cuántica, en que las integrales son oscilatorias debido a la naturaleza

compleja de la teoŕıa, en este formalismo las integrales deben decaer para obtener

convergencias.

Por esta razón, además de restringir la distribución tiempo-dependiente, restrin-

giremos la densidad de corriente

j(t, x) =
〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
, (5.4)

de manera que la distribución de probabilidad obtenida puede escribirse como

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

(
β(t) ˙̃x2(t) + A(t, x̃(t)) ˙̃x(t) + ϕ(t, x̃(t))

)
dt

)
, (5.5)

donde A(t, x) es el multiplicador de Lagrange asociado a la restricción de la densi-

dad de corriente. Vemos ahora que el funcional dentro del argumento de la expo-

nencial presenta una libertad de gauge, pues es invariante bajo la transformación

ϕ → ϕ + ∂ψ/∂t, A → A + ∂ψ/∂x, con ψ arbitrario. Esta libertad de gauge surge

a partir de que las restricciones que escogimos no son independientes, pues la den-

sidad de probabilidad y la densidad de corriente del sistema se relacionan a través

de la ecuación de continuidad. Si escogemos una función de gauge ψ que satisfaga la

relación

∂ψ

∂t
=

1

4β(t)
∇ ·
(
A(t, x) +

∂ψ

x

)
− ϕ(t, x) + A2(t, x)/4β(t) , (5.6)

podemos escribir la distribución de trayectorias como

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

[
β(t)

(
˙̃x(t) + Ā(t, x̃(t))

)2
+

1

2
∇ · Ā(t, x)

]
dt

)
, (5.7)
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con Ā = (A + ∂ψ/∂x)/2β(t). Vemos que esta distribución de trayectorias decae,

pues el argumento de la exponencial es negativo. La distribución obtenida es gaus-

siana con respecto a ˙̃x + Ā(t, x̃), por lo que esta cantidad puede asociarse con un

forzamiento externo η(t) descorrelacionado a distintos tiempos, i.e. un rudio blanco,

proporcionando una ecuación microscópica estocástica de la forma

˙̃x(t) + Ā(t, x̃(t)) = η(t) , (5.8)

donde η satisface ⟨η(t)⟩η = 0 y ⟨η(t)η(t′)⟩η = δ(t− t′)/2β(t).

Si escribimos la aproximación diferencial para el sistema predictivo

ρ(x|t+∆t) =
1

Z

∫
e
−β(t)

(
(x−x′)

∆t
+Ā(t,x)

)2
∆t
ρ(x′|t) dx′ , (5.9)

J(x|t) =
1

Z

∫
(x− x′)

∆t
e
−β(t)

(
(x−x′)

∆t
+Ā(t,x)

)2
∆t
ρ(x′|t) dx′ , (5.10)

vemos que en el ĺımite ∆t→ 0 se tiene

∂ρ

∂x
= −2β(t)(J(x|t) + Ā(t, x)) , (5.11)

que en conjunto con la ecuación de continuidad permite escribir una ecuación de

Fokker-Planck para la distribución tiempo dependiente

∂ρ

∂t
=

1

2β(t)

∂2ρ

∂x2
+

∂

∂x

(
Ā(t, x)

∂ρ

∂x

)
. (5.12)

El parámetro Ā puede ser ajustado en función de la distribución de equilibrio

del sistema. La solución estacionaria de los sistemas que satisfacen la ecuación

(5.12) con parámetros independientes del tiempo es ρeq(x) ∝ exp (−ϕ̄(x)), donde

Ā(x) = ∇ϕ̄(x). Esto muestra expĺıcitamente la equivalencia entre la elección de un

potencial y la restricción en la distribución de probabilidad tiempo-dependiente. En

particular, podemos decir que restringir un potencial que no depende expĺıcitamente
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del tiempo es equivalente a restringir la distribución de equilibrio del sistema.

Previamente se hab́ıa mostrado que las ecuaciones de Fokker-Planck pueden ser

obtenidas a partir del principio de máximo calibre [58], no obstante la distribución

obtenida a partir de la maximización del calibre en dicha demostración es la de una

variable aleatoria real, por lo que no se utiliza el formalismo de trayectorias en la

descripción estad́ıstica. Más aún, las restricciones que los autores definen no distin-

guen entre las propiedades del medio y el estado de conocimiento sobre el estado

del sistema, y las deducciones involucran aproximaciones adicionales en el compor-

tamiento de los parámetros.

La deducción que aqúı mostramos permite derivar ecuaciones diferenciales para

las distribuciones tiempo-dependientes que caracterizan un sistema a partir de res-

tricciones. Esta derivación aporta una descripción microscópica que es consistente

con los modelos y teoŕıas previamente reportados, pero además permite interpretar

las restricciones de manera microscópica, donde los parámetros no dependen del es-

tado previo del sistema, sino de las propiedades del medio.

Si bien la libertad de gauge que mencionamos también aparece al restringir un

potencial, el procedimiento involucra la elección de restricciones espećıficas que ilus-

traremos a partir de los siguientes ejemplos.

5.0.1. Forzamiento externo

Una de las generalizaciones más sencillas que podemos estudiar en el contexto de

difusión ocurre al incluir un forzamiento externo. Si bien esto no representa direc-
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tamente una inhomogeneidad, en sistemas de más de una dimensión el forzamiento

externo tendrá una dirección. Este ejemplo es útil no sólo porque permite modelar

situaciones difusivas en presencia de campos gravitatorios, sino que también por las

aplicaciones que esta solución ofrece para el desarrollo de una teoŕıa de perturbacio-

nes.

Consideremos entonces un sistema dónde además de restringir el cuadrado de la

velocidad, restringimos el valor de la trayectoria ⟨x̃(t)⟩. La distribución de trayecto-

rias que maximiza el calibre bajo estas restricciones corresponde a

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z[β, J ]
exp

(
−
∫ tf

ti

(
β(t) ˙̃x2(t) + F (t)x̃(t)

)
dt

)
. (5.13)

Nos centraremos en el caso predictivo de certeza absoluta en que π[x̃] = δ(x̃(ti)−

x′). El argumento en la exponencial se asemeja al Lagrangiano de una part́ıcula

sometida a un forzamiento dependiente del tiempo. La trayectoria más probable

satisface

d

dt

(
β(t) ˙̃x(t)

)
= F (t) . (5.14)

La probabilidad de transición es proporcional a la integral funcional discretizada

IN , definida como

IN =

∫
exp

(
−

N∑
n=1

(
βn
∆t

(xn − xn−1)
2 + Fnxn∆t

))
dx1 . . . dxN−1 , (5.15)

donde x0 y xN se mantienen fijos. Esta integral puede escribirse en forma recursiva

como

IN =

∫
exp

(
−βN
∆t

(xn − xn−1)
2 − FNxN∆t

)
IN−1 dxN−1 . (5.16)

Luego, se puede demostrar por inducción que su valor corresponde a

IN =

√√√√ 1

β′
N

(π∆t)N−1

N∏
n=1

1/βn exp (−G) , (5.17)
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con

G = −(xN − x0)
2

∆tb′N
− F ′

NxN∆t+
N∑

n=2

[
(∆t)3b′N−1

4βNb′N
(F ′

N−1)
2 − x0∆t

βNb′N
F ′
N−1

]
, (5.18)

y con la recursión

b′k =
k∑

m=1

1

βm
, (5.19)

F ′
k =

1

b′k

k∑
m=1

m∑
n=1

Fm

βn
. (5.20)

Podemos identificar la dependencia en xN para construir la probabilidad de transición

del sistema, dada por

ρ(x|t) ∝ exp

− 1∫ t

ti
dt′/β(t′)

(
x− x0 +

1

2

∫ t

ti

F (t′)

∫ t′

ti

dt′dt′′

β(t′′)

)2
 . (5.21)

Esta es una distribución gaussiana, cuyo ancho cuadrático medio crece de igual for-

ma que en el caso difusivo estudiado anteriormente. El valor medio de la trayectoria

esta vez depende del tiempo a través del forzamiento F . Este forzamiento apare-

ce convolucionado con el multiplicador de Lagrange β(t) asociado a la restricción

cinética.

La distribución de probabilidades tiempo-dependiente de un proceso gaussiano

con media µ(t) y ancho cuadrático medio σ2(t) satisface la ecuación diferencial

∂ρ

∂t
= σ(t)σ̇(t)

∂2ρ

∂x2
− µ̇(t)

∂ρ

∂x
. (5.22)

Para la distribución tiempo-dependiente que obtuvimos en esta sección se tiene

∂ρ

∂t
=

1

2β(t)

∂2ρ

∂x2
+ F (t)

∫ t

ti

dt′

β(t′)

∂ρ

∂x
. (5.23)

Vemos que esta ecuación es la ecuación de Fokker-Planck para un sistema cuya

distribución de trayectorias es de la forma ϱ[x̃] ∼ exp
(∫ tf

ti
β(t)

(
˙̃x(t)− v(t)

)2
dt
)
,
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con v(t) = F (t)
∫ t

ti
dt′/β(t′). Esta distribución es la que se obtiene al realizar la

transformación de gauge que mencionamos en la subsección anterior. Esto se puede

obtener restringiendo también las derivadas de las cantidades de interés para el sis-

tema. En el ejemplo presente en esta sección, la restricción adicional que tiene que

ser incluida para poder hacer esta transformación es
〈
˙̃x(t)
〉
.

Esto muestra cómo puede establecerse una conexión entre las restricciones im-

puestas sobre el sistema y las dinámicas macroscópicas para la evolución de la distri-

bución de probabilidades. Las probabilidades de trayectorias pueden ser manipuladas

de manera en que se pueda escribir una ecuación de Fokker-Planck que caracterice

la evolución de la distribución de probabilidad tiempo-dependiente.

5.0.2. Oscilador Armónico

La restricción del cuadrado del valor de la trayectoria ⟨x̃2(t)⟩ conduce a una

distribución de probabilidad dada por

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z[β, ω]
exp

(
−
∫ tf

ti

[
β(t) ˙̃x2(t) + ω(t)x̃2(t)

]
dt

)
. (5.24)

Para simplificar el cálculo, podemos considerar como restricción la derivada del cua-

drado del valor de la trayectoria, es decir
〈
2x̃(t) ˙̃x(t)

〉
, para obtener una distribución

de trayectorias de la forma

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z[β, ω, α]
exp

(
−
∫ tf

ti

[
β(t) ˙̃x2(t) + 2α(t)x̃(t) ˙̃x(t) + ω(t)x̃2(t)

]
dt

)
. (5.25)

Vemos que la distribución de trayectorias es invariante bajo la transformación de

parámetros α(t) → α(t) + ψ(t) y ω(t) → ω(t) + ψ̇(t). Luego, si completamos el

cuadrado en las velocidades, podemos ver que la distribución ϱ puede escribirse
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como

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

[
β(t)

(
˙̃x(t) +

α(t)

2β(t)
x̃(t)

)2

+

(
ω(t)− α2(t)

4β(t)

)
x̃2(t)

]
dt

)
.

(5.26)

Luego, si escogemos ψ(t) tal que

ψ̇(t) =
(α(t) + ψ(t))2

4β(t)
− ω(t) , (5.27)

podemos escribir la distribución de probabilidad como

ϱ[x̃] =
π[x̃]

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

β(t)
(
˙̃x(t) + λ(t)x̃(t)

)2
dt

)
, (5.28)

donde λ = (α + ψ)/2β es un nuevo parámetro dependiente del tiempo que debe

ser ajustado de acuerdo a la evolución del sistema. Este parámetro puede escogerse

con α = 0, y relajar la restricción sobre la derivada del potencial, para recuperar

la situación inicial. No obstante, la dependencia temporal expĺıcita de λ debe ser

ajustada a partir de la dinámica macroscópica.

La trayectoria más probable está dada por la ecuación

β(t)¨̃x(t) + β̇(t) ˙̃x(t) + (β̇(t)λ(t) + λ̇(t)β(t)− β(t)λ2(t))x̃(t) = 0 , (5.29)

no obstante la dinámica microscópica que mejor describe el sistema corresponde a la

ecuación estocástica

˙̃x(t) + λ(t)x̃(t) = η(t) , (5.30)

donde η(t) es un ruido blanco. En ambas descripciones microscópicas el problema se

puede asociar al de un oscilador armónico amortiguado.
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La integral vectorial

IN =

∫
exp

(
−

N∑
n=1

βn
∆t

(xn − xn−1 + λnxn∆t)
2

)
dx1 . . . dxN−1 (5.31)

=

∫
exp

(
−βN
∆t

(xN − xN−1 + λNxN∆t)

)
IN−1 dxN−1 , (5.32)

permite expresar la función partición y calcular la probabilidad de transición del

sistema. Su valor corresponde a

IN =

(
(π∆t)N−1∏N

n=1 β
−1
n∑N

n=1 β
−1
n

∏n−1
m=1 (1 + λm∆t)

2

) 1
2

exp

−

(
xN
∏N

n=1 (1 + λn∆t)− x0

)2
∆t
∑N

n=1 β
−1
n

∏n−1
m=1 (1 + λm∆t)

2

 .

(5.33)

Los productos
∏N

m=1 (1 + λm∆t) son productos integrales en el ĺımite continuo, co-

nocidos como integrales de Volterra de la primera especie [59], y su valor corresponde

a
N∏

m=1

(1 + λm∆t) ≡
tf∏

t=ti

(1 + λ(t) dt) = exp

(∫ tf

ti

λ(t) dt

)
. (5.34)

Con esto, se puede ver que la probabilidad de transición del sistema P (x|t;x′) es

convergente y corresponde a una distribución gaussiana con ancho cuadrático medio

σ2(t) =
e
−2

∫ t
ti
λ(t′) dt′

2

∫ t

ti

e
2
∫ t′
ti

λ(t′′) dt′′

β(t′)
dt′ . (5.35)

y valor esperado

µ(t) = x′ exp

(
−
∫ t

ti

λ(t′) dt′
)
. (5.36)

La distribución de probabilidad obtenida es una distribución gaussiana, con cen-

tro en la condición inicial que decae exponencialmente hacia el origen, y un ancho

cuadrático medio que tiende a un valor fijo mientras el tiempo crece hacia infinito.

El valor medio de la posición µ es proporcional a la posición inicial de la part́ıcula

x′. El cociente entre estas dos cantidades depende sólo de las propiedades del medio
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a través del parámetro λ. Los parámetros λ y β pueden ser ajustados a partir de

estas expectaciones tiempo-dependientes.

La ecuación de Feynman-Kac de este sistema, es decir, la ecuación de Fokker-

Planck para la distribución tiempo-dependiente, corresponde a

∂ρ

∂t
=

1

2β(t)

∂2ρ

∂x2
+ λ(t)

∂

∂x
(xρ) . (5.37)

Este sistema corresponde al proceso estocástico de Orstein-Uhlenbeck [20], con paráme-

tros tiempo-dependientes que pueden ser ajustados a partir del valor esperado de la

posición y el ancho cuadrático medio. En el caso en que los parámetros son constan-

tes λ(t) = λ y β(t) = β, el ancho cuadrático medio de la probabilidad de transición

toma la forma

σ2(t) =
1

2βλ

(
1− e−2λ(t−ti)

)
, (5.38)

y su media

µ(t) = x′e−λ(t−ti) , (5.39)

de manera en que en el ĺımite cuando t → ∞ se obtiene como solución estacionaria

una distribución gaussiana centrada en el origen, con ancho constante igual a 1/4βλ.

Este proceso resulta de interés para el estudio de sistemas macroscópicos, pues las

soluciones estacionarias son distribuciones gaussianas en lugar de distribuciones uni-

formes.

5.0.3. Sistemas bidimensionales

Difusión

El estudio de sistemas de dimensión mayor a uno es de interés por varios motivos.

Primero, la realidad que tiene tres dimensiones espaciales, por lo tanto resulta útil

tener herramientas para estudiar sistemas multidimensionales. Pero por otro lado, en
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sistemas multivariables podemos realizar marginalizaciones, lo que nos permite estu-

diar cómo se ve afectada la trayectoria de una cantidad f́ısica cuando no conocemos

con certeza la información sobre otra trayectoria.

Como ejemplo básico, pensemos en el problema de difusión anisotrópica

ϱ[x̃, ỹ] =
1

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

˙̃r
T
(t)B(t) ˙̃r(t) dt

)
, (5.40)

donde

B(t) =

(
a(t) b(t)
b(t) d(t)

)
(5.41)

es una matriz tiempo-dependiente, de 2x2 y simétrica, que da cuenta de las corre-

laciones entre las velocidades de las trayectorias ˙̃x(t) y ˙̃y(t) para tiempos iguales.

En el caso en que las variables son descorrelacionadas, esto es, cuando b(t) = 0, la

distribución puede separarse en un producto de la forma

ϱ[x̃, ỹ] = ϱ[x̃]ϱ[ỹ] , (5.42)

donde las distribuciones de una sola variable corresponden a procesos difusivos uni-

dimensionales como el que resolvimos previamente. Los multiplicadores de Lagrange

de estos procesos difusivos toman valores a(t) para el proceso relacionado con x̃ y

d(t) para el proceso relacionado con ỹ. La probabilidad de transición de este siste-

ma corresponde también al producto entre las probabilidades de transición de los

sistemas unidimensionales.

En el caso general en que b(t) ̸= 0, vemos que existen correlaciones entre las

trayectorias. Si B(t) = B no depende del tiempo, el sistema se puede desacoplar

a partir de diagonalizar la matriz B. Esto permite identificar los ejes principales

de difusión, los cuales se encuentran descorrelacionados. Esto hace posible resolver

la integral bidimensional como un producto de dos integrales unidimensionales. Si
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B(t) depende del tiempo, entonces el cambio de base que permite realizar la diago-

nalización también dependerá del tiempo, y por lo tanto es más dif́ıcil encontrar la

probabilidad de transición del sistema.

Incluso en el caso B(t) = B constante existen casos anómalos. Por ejemplo, si

detB = 0, podemos ver que existe un valor propio de B que es nulo. Esto quiere decir

que existe una dirección en que el sistema se comporta como si tuviera temperatura

infinita, por lo que es de esperar que la distribución de probabilidades a lo largo de

dicho eje sea uniforme. El otro caso extremo que puede obtenerse con una matriz

de coeficientes constantes es el caso en que alguno de los valores propios es infinito.

Esto ocurre cuando la temperatura a lo largo de dicho eje es nula, y por lo tanto no

existe difusión, sino un comportamiento determinista. Aśı, la componente asociada

a dicha dirección mantendrá la distribución de probabilidades inicial.

Los dos casos extremos que mencionamos para el caso en que las correlaciones

no dependen del tiempo pueden también darse en el caso tiempo-dependiente, en

cualquier instante. Es por esto que es necesario tratar cuidadosamente el problema

bidimensional con parámetros dependientes del tiempo. Vemos que, en general, los

sistemas bidimensionales se comportan de forma similar a los sistemas unidimensio-

nales, no obstante existen situaciones especiales que son más dif́ıciles de prever que

en el caso unidimensional, ya que la existencia de valores propios no siempre puede

evidenciarse a simple vista a partir de la matriz de correlaciones.

Esta vez, en lugar de resolver la integral de trayectorias del sistema, resolveremos

la ecuación de Feynman-Kac equivalente, que se obtiene de la relación para los flujos

∇⟨δ(r̃(t)− r)⟩ = 2B(t)
〈
˙̃rδ(r̃(t)− r̃)

〉
. (5.43)
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A partir de aqúı se desprende que el flujo del sistema corresponde a

J(r|t) = −1

2
B−1(t)∇ρ(r|t) , (5.44)

por lo que la ecuación para la distribución tiempo-dependiente correspondiente a

este sistema está dada por

∂ρ

∂t
=

1

2
∇ ·
(
B−1(t)∇

)
ρ (5.45)

=
1

2

d(t)

detB(t)

∂2ρ

∂x2
+

1

2

a(t)

detB(t)

∂2ρ

∂y2
− b(t)

detB(t)

∂2ρ

∂x∂y
. (5.46)

La probabilidad de transición asociada a este sistema puede encontrarse usando

transformadas de Fourier para las variables espaciales x, y, obteniéndose la distribu-

ción gaussiana

P (r|t; r′) = 1

π
√
detM(t)

exp

(
−1

2
rTM(t)r

)
, (5.47)

donde la matriz de correlaciones M(t) es la matriz inversa de

M−1(t) =

( ∫ t

ti

d(t′)
detB(t′)

dt′ −
∫ t

ti

b(t′)
detB(t′)

dt′

−
∫ t

ti

b(t′)
detB(t′)

dt′
∫ t

ti

a(t′)
detB(t′)

dt′

)
. (5.48)

El sistema estudiado en esta sección permite estudiar fenómenos macroscópicos en

que las variables del sistema presentan correlaciones dependientes del tiempo. Las

correlaciones presentes en la distribución tiempo-dependientes se heredan de las co-

rrelaciones de las velocidades presentes en la distribución de trayectorias, mas no

son equivalentes. La distribución tiempo-dependiente muestra efectos de memoria a

través de las integrales de los parámetros. Esto quiere decir que los ejes principales

de la distribución de velocidades no necesariamente coinciden con los ejes principales

de la distribución tiempo-dependiente.

Correlaciones Antisimétricas

El sistema bidimensional que estudiamos previamente muestra cómo se pueden

inducir correlaciones en sistemas a través de la dependencia temporal de los paráme-
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tros del sistema. Concentrémonos ahora en el sistema descrito por las restricciones〈(
˙̃x(t) + ωỹ(t)

)2〉
y
〈(

˙̃y(t)− ωx̃(t)
)2〉

. Tomaremos ambas restricciones con el mis-

mo multiplicador de Lagrange, asumiendo equipartición, para escribir la distribución

de trayectorias como

ϱ[x̃, ỹ] =
1

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

β(t)
[(

˙̃x(t) + ωỹ(t)
)2

+
(
˙̃y(t)− ωx̃(t)

)2])
. (5.49)

Si las restricciones escogidas fueran simétricas, el sistema descrito por esta distribu-

ción de probabilidad correspondeŕıa a un proceso de Orstein-Uhlenbeck bidimensio-

nal. No obstante, como las restricciones que escogimos son antisimétricas, la dinámica

macroscópica será diferente. Veremos que esta es otra manera de inducir correlaciones

entre las variables del sistema.

La ecuación de Feynman-Kac asociada a este sistema corresponde a

∂ρ

∂t
=

1

2β(t)

(
∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂y2

)
+ ω

(
y
∂ρ

∂x
− x

∂ρ

∂y

)
(5.50)

=
1

2β(t)
∇2ρ− ωẑ · r×∇ρ . (5.51)

La probabilidad de transición se puede obtener a partir de resolver la integral de

caminos. Si escribimos el sistema en coordenadas polares, vemos que la distribución

de trayectorias puede escribirse como

ϱ[r̃, θ̃] =
1

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

β(t)

[
˙̃r2(t) + r̃2(t)

(
˙̃θ − ω

)2]
dt

)
. (5.52)

La trayectoria más probable es una órbita circular con frecuencia angular ˙̃θ = ω.

Vemos que si sometemos el sistema a una rotación tiempo-dependiente con sentido

opuesto a la rotación de la trayectoria más probable usando las variables ũ y ṽ

definidas como (
ũ(t)
ṽ(t)

)
=

(
cosωt sinωt
− sinωt cosωt

)(
x̃(t)
ỹ(t)

)
, (5.53)
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entonces la distribución de trayectorias puede escribirse en función de las variables

ũ y ṽ como

ϱ[ũ, ṽ] =
1

Z
exp

(
−
∫ tf

ti

β(t)
(
˙̃u2(t) + ˙̃v2(t)

)
dt

)
, (5.54)

donde el cambio de variables es directo debido a que la transformación es unitaria.

La distribución de trayectorias para las variables ũ y ṽ corresponde a un proceso

difusivo bidimensional con variables descorrelacionadas, por lo que la probabilidad

de transición escrita en este sistema de coordenadas es la distribución gaussiana que

calculamos en la subsección anterior. Si deshacemos el cambio de variables, vemos

que la probabilidad de transición puede ser escrita como

P (r|t; r0) =
(
π

∫ t

ti

dt′/β(t′)

)−1

exp

(
−(r− Ω(t)r0)

2∫ t

ti
dt′/β(t′)

)
, (5.55)

donde Ω(t) es una rotación entorno al eje z definida como

Ω(t) =

(
cosωt sinωt
− sinωt cosωt

)
. (5.56)

Vemos que el sistema descrito por las correlaciones antisimétricas es equivalente a

una part́ıcula browniana bidimensional interactuando con un medio que se encuentra

rotando. Esto muestra cómo las correlaciones de las trayectorias se manifiestan como

fuerzas relativas al sistema macroscópico. En este caso, asociamos las correlaciones

antisimétricas con la fuerza centŕıpeta de un sistema en rotación.



Caṕıtulo 6

Discusión y Conclusiones

El principio de máximo calibre fue propuesto por Jaynes como una generaliza-

ción del principio de máxima entroṕıa para sistemas fuera del equilibrio. En trabajos

previos se mostró que al restringir cantidades macroscópicas, escritas como expecta-

ciones de funciones de las variables microscópicas, las soluciones obtenidas al maxi-

mizar el calibre son consistentes con dinámicas difusivas, como las descritas por las

ecuaciones de Fokker-Planck.

En este trabajo se estudiaron las restricciones e hipótesis que dan lugar a este

tipo de dinámicas. Vemos que los sistemas difusivos están relacionados con restric-

ciones en el cuadrado de la velocidad de las part́ıculas que conforman el sistema. El

multiplicador de Lagrange β asociado a esta restricción (que recuerda a la enerǵıa

cinética de las part́ıculas) se relaciona con la temperatura del medio circundante al

sistema a través de la relación de Einstein β = 1/(γkBT ). Mostramos que las so-

luciones del problema predictivo asociado a la difusión browniana estándar pueden

ser obtenidas a través de la maximización del calibre. Obtuvimos la probabilidad de

transición de este sistema, y también la solución con condiciones iniciales arbitrarias.
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La inclusión de las condiciones iniciales en la dinámica del sistema se consiguió

a partir de asociar la distribución a priori que permite incluir información del sis-

tema en la maximización del calibre con la distribución de condiciones iniciales del

sistema. Aśı, es posible utilizar la distribución a priori para plantear situaciones más

generales que el problema predictivo usual. Una de estas situaciones es la situación re-

trodictiva en que se busca interpolar el comportamiento de un sistema en función del

tiempo, a partir de suponer conocidas sus condiciones inicial y final. Se encontraron

las soluciones retrodictivas asociadas al fenómeno de difusión browniana estándar.

Se caracterizó su comportamiento y se compararon las soluciones predictivas y re-

trodictivas.

Estudiamos también el procedimiento para la obtención de sistemas difusivos

no-homogéneos a través del principio de máximo calibre. Mostramos que este tipo

de sistemas puede obtenerse a partir de restringir la distribución de probabilidades

tiempo-dependiente del sistema. Mostramos que este procedimiento es análogo a fijar

un potencial adicionalmente a las restricciones en el cuadrado de la velocidad. La

distribución de probabilidades dependiente de trayectorias obtenida manifiesta una

libertad de gauge que puede ser aprovechada para mostrar una correspondencia en-

tre las dinámicas obtenidas y las soluciones de las ecuaciones de Fokker-Planck. Esta

transformación permite ajustar los parámetros del modelo usando la distribución de

equilibrio del sistema. Este procedimiento se detalla a través de una serie de ejemplos.



113

6.1. Validación a posteriori de la hipótesis predic-

tiva

En este trabajo se estudiaron los sistemas irreversibles que se obtienen a partir de

la maximización del calibre. El procedimiento utilizado permite distinguir dos tipos

de información que se incluyen de forma independiente en la maximización del calibre:

la descripción de las interacciones entre el sistema y su medio, que puede ser incluida

en la forma de expectaciones de cantidades microscópicas cuyo comportamiento o

valor son conocidos (1); y la información que se tiene sobre el estado del sistema,

que pueden ser condiciones iniciales para una distribución tiempo-dependiente, o

condiciones de frontera más generales, que dan cuenta de la naturaleza del problema

que se quiere resolver, y se incluyen a través de la distribución a priori del sistema (2).

Como se mencionó previamente, se determinó que las restricciones de expecta-

ciones dan cuenta de las distintas dinámicas macroscópicas irreversibles asociadas a

las ecuaciones de Fokker-Planck cuando se abordan problemas predictivos. La ma-

ximización del calibre permite obtener soluciones expĺıcitas para las probabilidades

de transición del sistema. La irreversibilidad de los modelos obtenidos puede ser

explicada debido a la aleatoriedad de la dinámica microscópica. La restricción de

expectaciones asigna probabilidades no nulas a todas las trayectorias posibles, por

lo que la dinámica microscópica no se conoce con certeza. Esto hace que la certeza

en la información que se tiene del sistema disminuya con el tiempo para situaciones

predictivas en que lo que se conoce es el estado inicial del sistema; dando origen a

una dinámica irreversible.



114

Para sistemas retrodictivos, se mostró que las soluciones obtenidas pueden co-

rresponder a procesos reversibles y no estacionarios. Más aún, las condiciones de

frontera que son compatible con los procesos irreversibles obtenidos como soluciones

al problema predictivo difieren con estas soluciones. Esto quiere decir que la misma

evidencia experimental que respalda el uso de soluciones predictivas para describir los

sistemas f́ısicos, permite descartar las soluciones retrodictivas para la descripción de

dichos sistemas. Esto consiste en una validación a posteriori de la hipótesis predictiva.

Esto permite concluir que el principio de máximo calibre puede ser usado para

falsear las hipótesis que se suponen en un sistema. Más aún, se puede argumentar que

la hipótesis predictiva resulta esencial en la descripción de los sistemas macroscópi-

cos irreversibles, y en general, en la descripción de los sistemas fuera del equilibrio.

Las estimaciones realizadas al asumir hipótesis retrodictivas pueden ser fácilmente

descartadas al contrastarlas con evidencia experimental.

Si bien este argumento descarta el uso de modelos retrodictivos para describir

situaciones f́ısicas, este tipo de modelos puede encontrar aplicaciones en el estudio

de sistemas cuando se tiene información incompleta. La interpolación que ofrecen las

soluciones retrodictivas pueden ser útiles para ajustar los parámetros en sistemas en

que el muestreo del espacio de trayectorias no es completo, como por ejemplo en el

caso de las distribuciones que se obtienen por medio de simulaciones de Monte Carlo

o a través de mediciones experimentales.



Apéndice A

A.1. Situaciones de certeza absoluta

El ensamble microcanónico es una situación en que la enerǵıa del sistema se co-

noce con certeza absoluta. Esto se escribe formalmente a través de funciones delta.

Para la estad́ıstica dependiente de trayectorias, no existe una teoŕıa formal de

distribuciones temperadas. Aún aśı, existen representaciones para la delta de Dirac

funcional a partir de integrales de trayectorias, como por ejemplo

δ[x̃− ỹ] ∝
∫

exp

(
−i
∫ tf

ti

ω̃(t) (x̃(t)− ỹ(t))

)
Dω̃ . (A.1)

Además de esta definición, podemos pensar la delta de Dirac como una extensión de

la delta de Dirac vectorial, que corresponde de deltas reales, que en el ĺımite continuo

puede ser representado como

δ[x̃− ỹ] =

tf∏
t=ti

δ(x̃(t)− ỹ(t)) . (A.2)

En general, los sistemas f́ısicos deterministas son descritos por una ecuación di-

ferencial de la forma ˙̃x(t) = v(t, x̃(t)). Esta situación f́ısica en que la dinámica mi-

croscópica de las trayectorias se conoce con certeza será representada a través de la

distribución de trayectorias
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ϱ[x̃] = π[x̃]δ[ ˙̃x− v( , x̃)] . (A.3)

Si consideramos una distribución a priori predictiva y de certeza absoluta, la in-

formación sobre la dinámica de la trayectoria, en conjunto con la condición inicial

conocida, son suficientes para determinar una única trayectoria posible para el sis-

tema, por lo que la probabilidad de transición puede escribirse como una delta de

Dirac

P (x|t;x′) = δ(x− x̃cl(t;x
′)) , (A.4)

donde x̃cl es la solución a la ecuación diferencial y depende expĺıcitamente de la

condición inicial x′ de la trayectoria. La ecuación diferencial para la distribución

tiempo dependiente puede ser escrita como

∂

∂t
⟨δ(x̃(t)− x)⟩ = − ∂

∂x

〈
˙̃x(t)δ(x̃(t)− x)

〉
(A.5)

= − ∂

∂x
(v(t, x) ⟨δ(x̃(t)− x⟩) . (A.6)

La representación en el espacio de trayectorias de sistemas deterministas permite

escribir la ecuación diferencial para la distribución tiempo-dependiente que caracte-

riza dichos sistemas de forma directa. No obstante, para evaluar la probabilidad de

transición, es necesario conocer la solución exacta de la ecuación diferencial para la

trayectoria microscópica. De esta manera, para sistemas deterministas, el formalismo

estad́ıstico de trayectorias no aporta métodos para encontrar soluciones.

Como una ilustración de las dinámicas descritas en esta sección, consideremos

la ecuación diferencial ˙̃x(t) = −λx̃(t). La ecuación diferencial para la distribución

tiempo-dependiente que describe la dinámica macroscópica del sistema corresponde

a

∂ρ

∂t
= λ

∂

∂x
(xρ) . (A.7)
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Dada una condición inicial x̃(0) = x′, la solución a la ecuación diferencial para la

dinámica microscópica corresponde a x̃cl(t;x
′) = x′e−λt. Luego, la probabilidad de

transición del sistema corresponde a P (x|t;x′) = δ(x − x′e−λt). Luego, la solución

general con condición inicial ρ0(x) arbitraria corresponde a

ρ(x|t) =

∫
δ(x− x′e−λt)ρ0(x

′) dx′ (A.8)

= eλtρ0(xe
λt) . (A.9)

Es directo verificar que la entroṕıa de Gibbs-Shannon para esta solución toma la

forma

S[ρ] = −
∫
ρ(x|t) ln ρ(x|t) dx

= −eλt
∫
ρ0(e

λtx) ln eλtρ0(e
λtx) dx

= −
∫
ρ0(u) ln e

λtρ0(u) du

= S[ρ0]− λt , (A.10)

donde vemos que disminuye estrictamente con el tiempo. Esto se debe a la naturaleza

de las trayectorias, que decaen al origen luego de tiempo infinito. La distribución de

equilibrio, corresponde a la solución de certeza absoluta ρ(x) = δ(x), cuyo centro es

el único atractor del sistema dinámico ˙̃x(t) + λx̃(t) = 0.

Vemos que el comportamiento macroscópico de los sistemas deterministas depen-

de directamente del comportamiento de su descripción microscópicas. Los sistemas

mecánicos son conservativos, por lo que no es de esperarse que su comportamiento

macroscópico muestre una disminución de la entroṕıa.
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A.2. Sistemas Mecánicos

Los sistemas que hemos estudiado en este caṕıtulo corresponden a sistemas

no-deterministas, en los que la dinámica de la variable microscópica no se cono-

ce con exactitud. Las dinámicas que encontramos pueden asociarse con dinámicas

microscópicas estocásticas, donde se observa la acción de un forzamiento aleatorio

actuando sobre las part́ıculas.

En esta sección estudiaremos el comportamiento de los sistemas en que es posible

escribir ecuaciones diferenciales ordinarias para describir la dinámica de la variable

microscópica. Si consideramos un sistema mecánico aislado de N part́ıculas de masa

m, la evolución microscópica coincidirá con trayectorias que satisfacen las ecuacio-

nes de Newton. Las ecuaciones de Newton son ecuaciones diferenciales de segundo

orden, lo que dificulta el desarrollo de las integrales de trayectorias. Para evitar es-

te problema utilizaremos el formalismo de las ecuaciones de Hamilton. Para esto

describiremos el sistema usando coordenadas generalizadas q̃ = (q̃1, . . . , q̃3N), y sus

respectivos momentos generalizados p̃ = (p̃1, . . . , p̃3N). De esta forma, las ecuaciones

que describen la dinámica microscópica del sistema pueden escribirse como

˙̃q =
p̃

m
, (A.11)

˙̃p = −V ′(q̃) , (A.12)

donde asumimos un Hamiltoniano de la forma

H =
p̃2

2m
+ V (q̃) . (A.13)

Como vimos en el caṕıtulo 4, es posible describir la dinámica macroscópica del sis-

tema a partir de una distribución delta, de la forma

ϱ[q̃, p̃] = π[q̃, p̃] δ[ ˙̃q− p̃/m] δ[ ˙̃p+V′(q̃)] , (A.14)
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donde π[q̃, p̃] = ρ0(q̃(ti), p̃(ti)) es la distribución a priori, que en este caso conside-

raremos como una distribución predictiva.

Consideremos una distribución inicial de certeza absoluta ρ0(q,p) = δ(q−q′)δ(p−

p′). Si además incorporamos la ecuación diferencial para la variable microscópica,

existe una única trayectoria que satisface ambas condiciones, la cual denotaremos

(q̃cl(t;q
′,p′), p̃cl(t;q

′,p′)) usando el sub́ındice cl para explicitar que corresponde a

la solución clásica del sistema, y además haciendo expĺıcita su dependencia respecto

a las condiciones iniciales.

Como en este caso la trayectoria queda determinada por las condiciones iniciales,

la distribución tiempo-dependiente con condiciones iniciales de certeza absoluta, se

mantendrá en una situación de certeza absoluta durante el desarrollo de la dinámica.

Esto quiere decir que podemos identificar la probabilidad de transición del sistema

como

P (q,p|t;q′,p′) = δ(q− q̃cl(t;q
′,p′))δ(p− p̃cl(t;q

′,p′)) (A.15)

La solución general para la distribución de probabilidad tiempo-dependiente, con

condiciones iniciales arbitrarias, puede obtenerse a partir de la convolución de la

probabilidad de transición con la distribución de probabilidad inicial. Vemos que

el formalismo de trayectorias permite mostrar que la distribución se mantiene en

una situación de certeza absoluta, no obstante, para poder obtener distribuciones

tiempo-dependientes es necesario conocer expĺıcitamente las soluciones clásicas de la

dinámica microscópica. Esto quiere decir que las distribuciones tiempo-dependientes

obtenidas a partir de distribuciones de trayectorias deterministas requieren el co-

nocimiento de la solución exacta del sistema determinista. Esto quiere decir que el

formalismo de trayectorias no ofrece una ventaja para conseguir soluciones.

Para estudiar el sistema en el contexto macroscópico sin necesidad de conocer la
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solución microscópica, obtendremos la ecuación diferencial que describe el compor-

tamiento de la distribución tiempo-dependiente ρ(q,p|t). Sabemos que esta distri-

bución satisface la ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
= − ∂

∂q
· Jq −

∂

∂p
· Jp , (A.16)

donde los flujos Jq y Jp pueden escribirse como expectaciones de trayectorias de la

forma

Jq(q,p|t) =
〈
˙̃q(t) δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)

〉
, (A.17)

Jp(q,p|t) =
〈
˙̃p(t) δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)

〉
. (A.18)

Como la dinámica microscópica es determinista, podemos reemplazar las derivadas

usando las ecuaciones de Hamilton (A.11) y (A.12), de manera en que

Jq(q,p|t) =
〈
˙̃q(t) δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)

〉
=

〈
p̃(t)

m
δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)

〉
=

p

m
⟨ δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)⟩

=
p

m
ρ(q,p|t) , (A.19)

y

Jp(q,p|t) =
〈
˙̃p(t) δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)

〉
= −⟨V ′(q̃(t)) δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)⟩

= −V ′(q) ⟨ δ(q̃(t)− q) δ(p̃(t)− p)⟩

= −V ′(q)ρ(q,p|t) . (A.20)

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuación de continuidad, se obtiene la ecua-

ción de Liouville

∂ρ

∂t
= V ′(q) · ∂ρ

∂p
− p

m
· ∂ρ
∂q

. (A.21)



121

Esta es la ecuación diferencial que satisface la distribución de probabilidad del espacio

de fases de un sistema aislado. Con esto se recupera el comportamiento macroscópico

conocido para los sistemas mecánicos.

Los sistemas deterministas descritos por las ecuaciones de Newton muestran una

dinámica macroscópica reversible cuando nuestra información sobre el estado mi-

croscópico inicial es absolutamente precisa. Con condiciones iniciales arbitrarias, la

entroṕıa del sistema se mantiene constante (esto puede ser demostrado a partir de

la ecuación de Liouville [2, 3]), por lo que cumple con un criterio de reversibilidad.

Pero para que una trayectoria (q̃(t), p̃(t)) tenga igual probabilidad que su inver-

sión (q̃(tf − t),−p̃(tf − t)), la distribución de condiciones iniciales debe satisfacer la

relación

ρ0(q̃cl(tf ;q
′,p′), p̃cl(tf ;q

′,p′)) = ρ0(q
′,p′) . (A.22)

Como podemos escoger el tiempo final del sistema tf de manera arbitraria, la única

forma de que (A.22) se cumpla es que la distribución de condiciones iniciales dependa

de las variables del espacio de fase a través de una cantidad conservada durante

la dinámica microscópica. Si esto se cumple, la distribución tiempo-dependiente es

estacionaria y la realización del proceso es reversible. No obstante en general, se tiene

que si ρ(q,p|t) es una solución de la ecuación de Liouville, entonces la inversión de

su distribución ρ−(q,p|t) = ρ(q,−p| − t) también es solución de la ecuación de

Liouville.

La solución y su inversión no satisfacen las mismas condiciones iniciales, sino que

estas difieren en el signo del momentum. Prigogine y su grupo de trabajo mostraron

que sólo una de estas soluciones tiene sentido f́ısico [60]. Esto muestra que, para ob-

tener una dinámica irreversible en el contexto de los sistemas mecánicos es necesario

restringir las posibles condiciones iniciales del sistema. El criterio para establecer



122

cuáles condiciones iniciales son admitidas por el sistema es poco claro. Se ha ob-

servado también que al transformar la ecuación de Liouville a través de un cambio

de variables, no todas las soluciones de la ecuación nueva corresponden a soluciones

de la primera ecuación [61]. Esto también produce una restricción en las condiciones

iniciales admitidas para dicho problema. Es posible que exista una transformación de

la ecuación de Liouville que sólo admita las soluciones que son consistentes con una

dinámica irreversible, y tal vez esta ecuación es más fundamental que la ecuación de

Liouville que conocemos.

A.2.1. Acoplamiento entre part́ıculas

Consideremos un sistema determinista de dos part́ıculas de coordenadas q̃1 y q̃2

y momentos p̃1 y p̃2. Supondremos que ambas part́ıculas interactúan a través de

un potencial central V (|q̃1 − q̃2|), de manera en que la distribución de trayectorias

puede ser expresada como

ϱ[q̃1, q̃2, p̃1, p̃2] = ρ0(q̃1(ti), q̃2(ti), p̃1(ti), p̃2(ti))δ[ ˙̃q1 − p̃1/m]δ[ ˙̃q2 − p̃2/m]

δ[ ˙̃p1 +∇V(|q̃1 − q̃2|)]δ[ ˙̃p2 −∇V(|q̃1 − q̃2|)] , (A.23)

donde asumimos una dinámica predictiva, y además asumimos que la dinámica de

las part́ıculas depende sólo de la interacción entre ellas: no existe interacción entre

las part́ıculas y su medio.

La distribución de probabilidad tiempo-dependiente para el sistema conjunto

ρ(q1,q2,p1,p2|t) = ⟨δ(q̃1(t)− q1)δ(q̃2(t)− q2)δ(p̃1(t)− p1)δ(p̃2(t)− p2)⟩ (A.24)

satisface la ecuación de Liouville

∂ρ

∂t
= ∇V ·

(
∂ρ

∂p1

− ∂ρ

∂p2

)
− p1

m

∂ρ

∂q1

− p2

m

∂ρ

∂q2

. (A.25)
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Nos interesa saber cómo afecta la incerteza en la información sobre una part́ıcula

en la dinámica de la otra part́ıcula. Para esto, estudiaremos el comportamiento de

la distribución tiempo-dependiente ρ1 definida como

ρ1(q,p) =
1

2
(⟨δ(q̃1(t)− q)δ(p̃1(t)− p)⟩+ ⟨δ(q̃2(t)− q)δ(p̃2(t)− p)⟩) . (A.26)

A partir de esta definición vemos que la distribución de probabilidad ρ1 representa

estad́ısticamente la probabilidad de medir el estado de alguna part́ıcula en tiempo t,

sin distinguir cuál part́ıcula es la que se encuentra en dicho estado. Esta distribución

de probabilidad satisface la relación

∂ρ1
∂t

= −1

2

∂

∂q

2∑
i=1

〈
˙̃qiδ(q̃i(t)− q)δ(p̃i(t)− p)

〉
−1

2

∂

∂p

2∑
i=1

〈
˙̃piδ(q̃i(t)− q)δ(p̃i(t)− p)

〉
. (A.27)

Utilizando la información sobre la dinámica microscópica diferencial que determina

el comportamiento del sistema, podemos reemplazar las derivadas en los promedios

para escribir

∂ρ1
∂t

= − p

m

∂ρ1
∂q

+
1

2

∂

∂p

2∑
i=1

⟨∇V (|q̃j ̸=i(t)− q|)δ(q̃i(t)− q)δ(p̃i(t)− p)⟩ . (A.28)

Notamos que es posible escribir la distribución tiempo-dependiente para la medición

del estado de una part́ıcula en función de la distribución tiempo dependiente conjunta

definida en la ecuación (A.24). Estas dos cantidades se relacionan a través de la

expresión

ρ1(q,p|t) =
1

2

(∫
ρ(q,q2,p,p2|t) d3q2 d3p2 +

∫
ρ(q1,q,p1,p|t) d3q1 d3p1

)
.

(A.29)

Aśı, podemos reescribir la ecuación (A.28) como

∂ρ1
∂t

= − p

m

∂ρ1
∂q

+

∫
∇V (|q− q′|)

(
∂

∂p′ −
∂

∂p

)
ρ(q,q′,p,p′|t) d3q′d3p′ . (A.30)
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Vemos que la ecuación que se obtiene para la distribución de una sola part́ıcula es

consistente con la ecuación de Boltzmann, donde el término colisional depende de la

distribución de dos part́ıculas del sistema. Vemos que, en el caso de un sistema de

N part́ıculas, se recupera la jerarqúıa BBGKY ya conocida para distribuciones de

part́ıculas mecánicas.

La distribución conjunta ρ(q1,q2,p1,p2|t) depende del estado inicial de ambas

part́ıculas a través de la distribución a priori. La evolución temporal de la distribu-

ción ρ1(q,p|t) depende, a su vez, de la distribución conjunta, por lo que la dinámica

del sistema reducido de una sola part́ıcula depende de las condiciones iniciales de

ambas part́ıculas.

En el formalismo propuesto por Boltzmann para la evolución de la probabilidad

de una sola part́ıcula, la dinámica para la distribución ρ1 es irreversible debido a

la hipótesis de caos molecular. Esto significa suponer que la distribución de dos

part́ıculas da cuenta de una descorrelación entre ellas, es decir,

ρ(q1,q2,p1,p2|t) = ρ1(q1,p1)ρ1(q2,p2) . (A.31)

Esta aproximación permite cerrar la descripción del sistema de una sola part́ıcula sin

considerar la información del sistema completo. Además, al tomar esta aproximación

estamos ignorando la dependencia de las condiciones iniciales del sistema de dos

part́ıculas, resumiendo la dinámica del sistema conjunto en la dinámica obtenida

para la distribución marginal ρ1.

La hipótesis de caos molecular genera conflictos al interpretar el significado f́ısico

de la descripción de los sistemas macroscópicos. De hecho, a partir de este resultado

es que surge la paradoja de Loschmidt, pues la hipótesis de caos molecular no puede

ser fundamentada en las ecuaciones deterministas del sistema.
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El formalismo de trayectorias, permite estudiar el comportamiento de los siste-

mas al reducir el número de variables. En este caso, podemos desarrollar el término

colisional incluyendo las condiciones iniciales de ambas part́ıculas a través de la dis-

tribución a priori del sistema de trayectorias. Esto es equivalente a resolver el sistema

conjunto formado por las ecuaciones (A.25) y (A.30).

El acercamiento usual, en que no son consideradas las condiciones iniciales de to-

das las part́ıculas, sino que se asume alguna aproximación para simplificar el término

colisional de la ecuación (A.30) de manera en que no sea necesario utilizar la ecua-

ción (A.25) para cerrar el sistema. Para esto, el principio de máximo calibre puede

ser utilizado a partir de un sistema conjunto de dos part́ıculas. Vemos que el primer

término del miembro derecho de la ecuación (A.30) es el término determinista que

relaciona los momentos lineales con la derivada temporal de las coordenadas. Esto

quiere decir que la dinámica de dos part́ıculas debe relacionar deterministamente

el momentum con la velocidad. Si además de esta restricción determinista en el es-

pacio de fases consideramos una restricción macroscópica sobre el comportamiento

promedio de la dinámica del sistema, podemos describir el sistema a partir de una

distribución de trayectorias de la forma

ϱ[q̃1, q̃2, p̃1, p̃2] = π[q̃1, q̃2, p̃1, p̃2]
δ[ ˙̃q1 − p̃1/m]δ[ ˙̃q2 − p̃2/m]

Z(β)

× exp

(
−β
∫ tf

ti

F ( ˙̃p1(t), ˙̃p2(t), p̃1(t), p̃2(t), q̃1(t), q̃2(t))dt

)
,(A.32)

donde la expectación restringida F debe ser definida de manera en que refleje el

comportamiento esperado para la distribución de una sola part́ıcula para cierta apro-

ximación en particular. La elección de F reflejará información sobre las interacciones

microscópicas presentes en el sistema. La definición en función de un sistema de dos

part́ıculas permite estudiar estas dinámicas microscópicas a partir de interacciones
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de a pares, y no sólo las interacciones de cada part́ıcula con su medio.

Además de escoger las interacciones a través de la cantidad F , es necesario to-

mar aproximaciones sobre las correlaciones presentes en las condiciones iniciales del

sistema de dos part́ıculas. Esto se puede conseguir a partir de escoger las dependen-

cias de la distribución a priori π que aparece en la definición de la distribución de

probabilidad. Como ya hemos comentado ampliamente, la estructura de la distribu-

ción a priori debe ser tal que de cuenta de la predictividad de las teoŕıas: es decir,

debe depender sólo de las condiciones iniciales de las trayectorias. No obstante, más

condiciones pueden ser impuestas sobre esta distribución, que permiten inducir co-

rrelaciones a partir de las condiciones iniciales entre ambas part́ıculas, sin disminuir

la arbitrariedad del modelo de una sola part́ıcula.

Todas estas consideraciones deben ser hechas al momento de plantear una teoŕıa

fuera del equilibrio. Las aproximaciones que se expresan en la elección de las restric-

ciones muestran cómo se manifiesta la dinámica microscópica del sistema, mientras

que las distribuciones tiempo-dependientes que pueden ser obtenidas marginalizando

las distribuciones de trayectorias dan cuenta de la dinámica macroscópica que puede

ser observada en los sistemas f́ısicos.

A.2.2. Dinámicas reducidas de una sola part́ıcula

Consideremos un sistema mecánico de una sola part́ıcula, descrita por sus coor-

denadas q̃(t) y su momentum p̃(t) como funciones del tiempo. Si consideramos una

relación determinista entre posición y momentum de la forma usual ˙̃q(t) = p̃(t)/m,

y además tomamos una restricción cuadrática en la derivada del momentum, obte-
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nemos una distribución de trayectorias de la forma

ϱ[q̃, p̃] =
ρ0(q̃(ti), p̃(ti))

Z(β)
δ[ ˙̃q− p̃/m] exp

(
−β
∫ tf

ti

(
˙̃p(t)− A(p̃(t), q̃(t))

)2
dt

)
.

(A.33)

Este sistema está formado por una sóla part́ıcula que interactúa estocásticamente

con su medio. Las interacciones estocásticas dan cuenta de las interacciones de la

part́ıcula con su medio. Las distintas dinámicas posibles que el medio podŕıa ofrecer

se obtienen al escoger cierta forma funcional para la cantidad A(p,q). Esta dinámica

puede considerarse como la dinámica de un sistema de muchas part́ıculas en que se

escoge sólo una part́ıcula y la dinámica del resto de las part́ıculas es descrita a partir

de una ecuación estocástica que resume el comportamiento del sistema.

Podemos ver que si escogemos A de la forma

A(p,q) = −γp+∇V (q) , (A.34)

podemos escribir la dinámica microscópica a partir de la ecuación determinista ˙̃q(t) =

p̃/m y la ecuación estocástica

˙̃p(t) = −γp̃(t)−∇V (q̃(t)) + η(t) , (A.35)

donde η(t) corresponde a un ruido blanco con media nula y correlaciones

⟨ηi(t)ηj(t′)⟩η =
δ(t− t′)δij

2β
. (A.36)

La distribución de trayectorias para este sistema puede escribirse como

ϱ[q̃, p̃] =
ρ0(q̃(ti), p̃(ti))

Z(β)
δ[ ˙̃q− p̃/m] exp

(
−β
∫ tf

ti

(
˙̃p(t) + γp̃(t) +∇V (q̃(t))

)2
dt

)
.

(A.37)

Vemos que en este caso, la distribución tiempo-dependiente ρ(q,p) = ⟨δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)⟩



128

satisface la ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
= − ∂

∂q
·
〈
˙̃q(t) δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)

〉
− ∂

∂p
·
〈
˙̃p(t) δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)

〉
.

(A.38)

Usando la relación determinista para la derivada de las coordenadas, podemos ex-

presar uno de los flujos como

〈
˙̃q(t) δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)

〉
=

p

m
ρ(q,p|t) . (A.39)

El otro flujo puede obtenerse mediante la derivada de la distribución tiempo-dependiente

respecto al momentum, teniéndose

∂ρ

∂p
= −2β

〈(
˙̃p(t) + γp̃(t) +∇V (q̃(t))

)
δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)

〉
(A.40)

= −2β
(〈

˙̃p(t)δ(q̃(t)− q)δ(p̃(t)− p)
〉
+ γpρ+∇V (q)ρ

)
. (A.41)

Luego, podemos escribir una ecuación diferencial en derivadas parciales cerrada para

la distribución de tiempo-dependiente, correspondiente a

∂ρ

∂t
= − p

m

∂ρ

∂q
+

1

2β

∂

∂p
· ∂ρ
∂p

+
1

2β
∇V (q) · ∂ρ

∂p
+

γ

2β

∂

∂p
· (p ρ) . (A.42)

La ecuación (A.42) corresponde a la ecuación de Klein-Kramers para dinámicas es-

tocásticas de sistemas brownianos sin sobre amortiguamiento.
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[35] S. Guiasu y A. Shenitzer, The mathematical intelligencer 7, 42 (1985).

[36] R. A. E., a priori (Junio 2023). Extráıdo el 27 de Junio de 2023 desde:
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