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RESUMEN

Estudiamos las dindmicas macroscopicas fuera del equilibrio que se obtienen a
partir del principio de méximo calibre, determinando las hipétesis y restricciones que
dan lugar a procesos irreversibles. Mostramos que los fenémenos difusivos se relacio-
nan con restricciones en el promedio del cuadrado de la velocidad de las particulas
que describen el comportamiento microscopico del sistema. Mostramos también cémo
incluir restricciones que permiten describir sistemas difusivos no-homogéneos, y esta-

blecimos una equivalencia entre estas descripciones y las soluciones de las ecuaciones

de Fokker-Planck.

Obtuvimos las soluciones asociadas al problema retrodictivo en sistemas difusi-
vos. Llamamos situaciones retrodictivas a las dinamicas que son estimadas a partir
de informacién sobre el estado del sistema en dos instante de tiempo distintos. El
principio de maximo calibre puede ser usado para estudiar este tipo de situaciones,
lo que permite falsear las hipdtesis que se suponen sobre el estado de un sistema al
inferir su dindamica. Mostramos que estas soluciones difieren cualitativa y cuantitati-
vamente con las dindamicas observadas en sistemas difusivos, lo que valida de forma

a posteriori las estimaciones predictivas de la descripcién usual.
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ABSTRACT

We studied the macroscopic, out-of-equilibrium, dynamics that are obtained using
the principle of maximum caliber. We determined the hypotheses and constraints
that are consistent with irreversible processes. We show that diffusive phenomena
can be related to a constraint in the mean value of the square of the velocities of the
particles that describe the behavior of the microscopic system. We also show how
to include constraints that are consistent with the description of non-homogenous
diffusive systems. We establish an equivalence between these descriptions and the

solutions of the Fokker-Planck equations.

We obtained the solutions associated with the the retrodictive problem in diffusive
systems. We call retrodictive situations to the dynamics that are estimated using
information about the state of the system in two different instants. The principle
of maximum caliber can be used to study this type of situations. With this we can
falsify the hypotheses that are supposed about the state of a system when we infer its
dynamic. We show that these solutions differ qualitatively and quantitatively with
the dynamics observed in diffusive systems. This is an a posteriori validation of the

predictive hypotheses of the usual description.



Capitulo 1

Introduccion

La termodindmica es una de las disciplinas mas antiguas de la fisica, y cumple
un rol fundamental en el campo de la ingenieria y en el desarrollo de nuevas tec-
nologias. Se ocupa de la descripcién de los sistemas macroscopicos en equilibrio, y
de la relacién entre estos equilibrios cuando distintas restricciones son aplicadas o
removidas del sistema. Su estudio comienza de forma experimental en el siglo XVII,
pero sus bases tedricas se consolidaron a fines del siglo XIX, con el surgimiento de

la mecdanica estadistica.

La mecanica estadistica es un formalismo para el tratamiento de sistemas fisicos
cuya descripcion microscépica involucra una gran cantidad de variables. En estas
situaciones las variables microscépicas manifiestan comportamientos colectivos, ha-
ciendo posible una descripcion precisa del sistema a partir de una cantidad reducida
de variables que no dependen de la configuracion especifica del sistema, sino de su
comportamiento conjunto. Esto resulta ventajoso, pues permite estimar las propie-
dades macroscopicas de la materia a partir de la descripcién de sus constituyentes
microscopicos. El éxito de estas ideas ha influenciado otras areas de la fisica, prin-

cipalmente en la teoria de informacién, donde las ideas de la mecanica estadistica



pueden ser aplicadas en sistemas de muchos datos, obteniendo modelos macroscopi-

cos que pueden ser contrastados y ajustados usando la informacién microscopica.

Pero ademas de esto, la mecénica estadistica justifica las descripciones microscépi-
cas de la materia en situaciones en que la informacion respecto a estas variables es
inaccesible experimentalmente, y mas ain, permite interpretar variables intensivas
que microscopicamente no tienen analogo, como lo son la temperatura y la entropia.

La entropia es una de las cantidades mas enigmaticas y malentendidas de la
fisica [1,2]. La mecédnica estadistica en conjunto con la teorfa cinética de los ga-
ses, ofrece una interpretacion probabilistica de esta cantidad que permite estudiar
su comportamiento. El rol de la entropia es protagénico en la termodindmica, don-
de su comportamiento en funciéon del tiempo determina el sentido de los procesos
espontaneos en un sistema aislado. Este comportamiento, que distingue entre las
direccionalidades temporales presente-futuro y presente-pasado, es aun objeto de in-
vestigacién [3-5], pues las teorfas que describen el comportamiento de las variables
microscépicas de los sistemas suelen ser reversibles'. Esto ha sido senalado como
una incompatibilidad en la formulacién de las teorias fuera del equilibrio [6,7]. Es-

ta incompatibilidad ha sido fuertemente estudiada, siendo atin un tema controversial.

La entropia también toma un rol fundamental en la mecanica estadistica a través
del principio de maxima entropia. Este principio variacional pone a la entropia en
un lugar analogo a la accién clasica, estableciendo que el estado macroscopico de un

sistema en equilibrio es el que maximiza la entropia, permitiéndose la inclusién de

!Diremos que una teorfa es reversible cuando al invertir el sentido del tiempo (¢t — —t) para una
solucién de la teorfa, la funcién obtenida es solucién de la misma teorfa (posiblemente bajo una
transformacién de pardmetros, como inversién en la carga, u otras cantidades).



restricciones en la dindmica para describir la interaccién del sistema con su entorno.
Este principio variacional fue generalizado por E. T. Jaynes [8] para permitir la des-
cripcion de sistemas macroscopicos fuera del equilibrio. Esta generalizacién, conocida
como principio de mdzimo calibre [9-11] se propone como candidato para una teoria
unificadora de la mecénica estadistica fuera del equilibrio. Esto resulta prometedor,
principalmente en el area de los fundamentos de la fisica, ofreciendo un camino para
intentar resolver las controversias que aquejan las distintas formulaciones que son
aceptadas en la actualidad, como la incompatibilidad entre la irreversibilidad ma-

croscopica y la reversibilidad de las teorias microscopicas.

1.1. Motivacién de la investigacién

El principio de méximo calibre ha sido utilizado para estudiar distintos siste-
mas [12-14]. También se ha demostrado que las soluciones obtenidas a partir de este
formalismo son consistentes con distintas relaciones conocidas para sistemas fuera
del equilibrio [9-11,15-17]. Recientemente, en el trabajo de D. Gonzalez [18] se ha
discutido cémo obtener distribuciones de probabilidad dependientes del tiempo a
partir de las distribuciones dependientes de trayectorias que se obtienen maximizan-
do el calibre. Ademas, en el mismo trabajo, se mostré que las soluciones obtenidas
al restringir la expectacién un término cinético? se obtienen distribuciones tiempo-

dependientes que obedecen una dindmica difusiva.

Las investigaciones mencionadas previamente se basan fuertemente en la inferen-

2Proporcional al cuadrado de la velocidad.



cia estadistica 3. El proceso de maximizacién del calibre involucra la actualizacién de
la informacién disponible de manera que esta incluya la evidencia de la que se dispo-
ne. Esta evidencia en general se incluye en la forma de expectaciones de funcionales
y la informacion previa se supone uniforme. En este tratamiento, las condiciones ini-
ciales de la distribucion tiempo-dependiente ocupan un lugar ajeno a la descripcion

de trayectorias, ya que son incluidas de forma posterior a la maximizacion del calibre.

En el contexto de la irreversibilidad, las condiciones iniciales juegan un rol fun-
damental, ya que fuera del equilibrio la descripciéon de la dindmica macroscépica
requiere de una descripcion mas detallada para la caracterizacién del estado de un
sistema. Asi, las teorias mas dominantes en el estudio de sistemas fuera del equili-
brio, como lo son la teoria cinética de los gases y la teoria de procesos estocasticos,
se ocupan de estimar la evolucion temporal de los sistemas macroscéscépicos a partir

de una condicién inicial.

La formulacién de estas teorias puede ser modificada facilmente para entregar una
descripcion de la dindmica en funcion de una condicién final en vez de una condi-
cion inicial, pero no es asi de directo realizar modificaciones para incluir condiciones
inicial y final a la vez. Esto se debe a que la evolucién del sistema es usualmente
descrita a través de una ecuacién diferencial que queda sobredeterminada al impo-
ner condiciones de frontera adicionales. Esto muestra un paradigma determinista,
en que la descripcion del sistema es tal que la informacién necesaria para estimar el

comportamiento de un sistema esta contenida en un mismo instante.

3Proceso de sacar conclusiones respecto a un pardmetro que se quiere medir o estimar [19].



Pero en el contexto de la mecanica estadistica, una pregunta sobredeterminada
por las condiciones de frontera puede ser entendida como una correlacion entre va-
riables aleatorias; si bien no es posible encontrar una soluciéon general con condiciéon
inicial y final arbitraria, es posible determinar los casos en que ambas condiciones son
compatibles, y describir este comportamiento a través de una distribucion de proba-
bilidad. Asi, el principio de méximo calibre ofrece una alternativa para determinar la
dindamica de sistemas que son descritos por condiciones de frontera asociadas a mas
de un instante. Esto puede ser 1til por sus aplicaciones en el area de la teoria de la
informacion, pero también permite falsear la hipdtesis implicita que establece que la

informacion necesaria para describir un sistema esta contenida en un instante.

1.2. Objetivos de la Investigacion

Este trabajo tiene por objetivo caracterizar los fenémenos irreversibles en el con-
texto del principio de maximo calibre. Esto significa determinar bajo qué condicio-
nes la maximizacion del calibre da lugar a dindmicas irreversibles, considerando las
distintas restricciones que dan lugar a la dindmica, como también las posibles con-

diciones de frontera que dan cuenta de la informacién que se tiene sobre el sistema.

Para esto, se ampliara el marco tedrico para incluir las condiciones de frontera
directamente en la maximizacién del calibre, haciendo explicito nuestro conocimien-
to sobre el sistema en la descripcion de la dindamica. Esto permitird generalizar las
condiciones de frontera para permitir el estudio de sistemas cuya dinamica dependa

no sélo de una condicién inicial, sino que también de una condicion final.



Resolveremos explicitamente la dindmica del fenémeno de difusion browniana
estandar [20] a partir del principio de méximo calibre. Esto lo haremos asumiendo
una dindmica que dependa solo de condiciones iniciales del estado macroscépico del
sistema, y también asumiendo una dinamica que dependa a la vez de las condiciones
inicial y final del sistema. Compararemos estas dos soluciones y veremos que sélo las
estimaciones realizadas a partir del modelo dependiente de condiciones iniciales son
consistentes con la evolucion temporal de los sistemas fisicos. Estudiaremos en deta-
lle los casos en que estas teorias dan cuenta de dinamicas similares, mostrando que
la solucién que no tiene sentido fisico falla al estimar la temperatura o la dindmica

tiempo-dependiente de las cantidades macroscépicas.

Por otro lado, estudiaremos qué restricciones dan lugar a dinamicas difusivas para
sistemas no-homogéneos. Para esto, restringiremos directamente la distribucién de
probabilidades tiempo-dependiente, mostrando que este procedimiento es equivalente
a fijar un potencial. Mostraremos que al restringir la distribucion de probabilidades y
la densidad de corriente de dicha distribucién se obtiene una descripcién microscépi-
ca analoga a la de una particula en un campo electromagnético. Esta descripcion
presenta una libertad de gauge que puede ser aprovechada para relacionar la des-
cripcién obtenida desde el principio de maximo calibre con las dindamicas descritas
por las ecuaciones de Fokker-Planck. Mostraremos explicitamente como utilizar esta

libertad de gauge a partir de una serie de ejemplos.



1.3. Definiciones y exclusiones

En el desarrollo se centrard en la irreversibilidad de los sistemas macroscopicos
y en las hipdtesis que suponemos al estudiar estos sistemas. Es por esto que resulta
importante aclarar de forma preliminar algunos de los conceptos que serdan centrales

en nuestra investigacion.

1.3.1. Estimacioén, prediccién y retrodiccion

En este trabajo distinguiremos el uso de las palabras estimacion y prediccion.
Usaremos la palabra estimacion para referirnos a la accién de asignar un comporta-
miento o un valor a una propiedad de un sistema a través de un proceso argumen-
tativo. Esto en contraste con la palabra medicion, que hace referencia a la accion de

asignar valores o comportamientos a través de un procedimiento experimental.

En la fisica, y también en muchas otras ciencias, se suele decir que un modelo
predice los resultados de un experimento. Nosotros reservaremos el uso de la palabra
prediccion para referirnos a la accion de estimar el estado futuro de un sistema con
informacion sobre su pasado. La mayoria de las teorfas que permiten hacer predic-
ciones, permiten también estimar estados previos a partir de informaciéon sobre su
futuro. No obstante, diremos que un problema en particular es predictivo cuando
la informacion que se tiene sobre el estado del sistema hace referencia a un unico
instante de tiempo. Esto incluye los casos en que la informacion que se tiene es sobre
el futuro del sistema, por lo que hablaremos también de predecir el pasado cuando

las estimaciones consideran la misma dinamica.



Asi, por ejemplo, la mecéanica clasica puede ser utilizada para resolver problemas
predictivos, pues permite describir el comportamiento de los sistemas cuando se co-
nocen las posiciones y momentos lineales del sistema en un instante dado. Esta teoria
permite también describir el comportamiento de los sistemas cuando se conocen las
posiciones finales e iniciales de las particulas, pero los sistemas quedan sobre deter-
minados si imponemos condiciones inicial y final tanto en las posiciones como en las
velocidades. Esto hace que existan preguntas que no pueden ser tratadas usando este

formalismo.

Diremos que un problema no es predictivo cuando su solucién involucra realizar
una estimacién con informacién asociada a mas de un instante temporal. En el con-
texto del ejemplo anterior, vemos que la mecanica clasica permite solucionar algunos
problemas no predictivos, pero en general no admite soluciones con condiciones de
frontera arbitrarias en la posicion y las velocidades. Este problema puede ser aborda-
do a partir de un tratamiento estadistico de la mecanica clasica, en que se le asigna

una distribucion de probabilidades a las distintas condiciones de frontera del sistema.

En el contexto de los problemas no predictivos, nos enfocaremos en el caso par-
ticular de la retrodiccion. Este tipo de tratamiento fue introducido por S. Watana-
be [21] y ha sido estudiado en el contexto de la estadistica [22,23] y en la mecanica
cudntica [24-26]. A diferencia de la prediccién, que permite establecer propiedades
del futuro con informacién del pasado, llamaremos retrodiccion al acto de estimar
el estado previo de un sistema con informacién sobre su futuro. Para esto no basta
con suponer un estado final conocido para realizar la estimacién, sino que también

es necesario plantear una hipdtesis para un posible estado inicial. Esta hipdtesis se



valida a posteriori?, y es necesario considerarla, pues establece explicitamente que el

sistema se encontraba en un estado definido de forma previa a la medicion.

De esta manera, las soluciones de los problemas retrodictivos no entran conflicto
con las soluciones de la dinamica de las soluciones predictivas, sino que responden a
otro tipo de preguntas. Los problemas no predictivos mencionado en el ejemplo de
la mecéanica clasica corresponden a problemas retrodictivos y pueden ser abordados
mediante un tratamiento estadistico incluso cuando la teoria mecanica queda sobre

determinada por la informacion.

1.3.2. Reversibilidad, Irreversibilidad

La reversibilidad es una caracteristica de los procesos® que pueden ser invertidos
temporalmente sin producir efectos netos en ninguno de los sistemas involucrados
en la dindmica [28]. Esta descripcion cualitativa se sobre entiende en el contexto
de la termodindmica, en que las variables macroscépicas extensivas caracterizan el
estado de los sistemas, y por lo tanto cualquier efecto neto produciria un cambio en
estas variables (en especifico, un aumento en la entropia). En el caso de la mecanica
estadistica, el efecto neto se asocia a cantidades promedio, y por lo tanto podrian
existir diferencias en la descripcion microscépica que no se manifiesten en el com-

portamiento de las variables macroscopicas.

Usaremos dos criterios de reversibilidad. Primero, el criterio macroscépico, en que

4Locucién latina; literalmente ’de lo posterior’. Primera acepcién: Después de examinar el asunto
de que se trata [27].
5Cambios en un sistema desde un estado inicial hasta un estado final
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diremos que un proceso es reversible si al invertir el tiempo (es decir, al considerar
el proceso que va desde el estado final hasta el estado inicial a través de la misma
trayectoria) se obtiene un proceso que también corresponde a una posible realizacién
del sistema, es decir, es solucién del mismo modelo. Por otro lado, en el contexto
de una descripcion estadistica de trayectorias, usaremos un criterio microscépico de
reversibilidad, donde diremos que un proceso o situacion es reversible cuando la dis-
tribucion de probabilidades no cambia al invertir los microestados, que seran tratados
como funciones del tiempo. Diremos que una situacion es irreversible macroscépica
o microscopicamente, respectivamente, para referirnos a cada uno de estos criterios,

o bien indicaremos claramente a cual criterio nos referimos.

Diremos también que un sistema o un modelo es reversible cuando todas las
posibles realizaciones del sistema, o soluciones del modelo, son reversibles. Por el
contrario, diremos que un proceso o sistema es irreversible cuando dicho proceso o

sistema no corresponde a un proceso reversible.

Los procesos irreversibles son objeto de gran interés en la fisica y se asocian
comtnmente con fenémenos macroscopicos disipativos [20]. En este trabajo discuti-
remos las restricciones e hipétesis asociadas a la obtencion de procesos irreversibles
desde el principio de maximo calibre. Los dos criterios que definimos para caracte-
rizar la irreversibilidad de los fenémenos pueden ser aplicados tanto en problemas
predictivos como en problemas retrodictivos, por lo que discutiremos bajo esta pers-

pectiva las diferencias entre estas dos situaciones.
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1.3.3. Certeza

Usaremos la palabra certeza para indicar el grado de conocimiento que se tiene
sobre el valor o comportamiento de alguna propiedad. Si bien el estudio de los sis-
temas fisicos siempre involucra incertezas asociadas a los instrumentos de medicion,
las teorias buscan estimar las propiedades de los sistemas de manera univoca. Los
formalismos estadisticos, por su parte, son utiles para describir sistemas con infor-
macion incompleta, y por lo tanto permiten describir situaciones en las que existe

incerteza en la informacion sobre las variables microscépicas.

Veremos que en el contexto de la mecanica estadistica existen cantidades que per-
miten cuantificar el concepto de certeza. Por ejemplo, para sistemas caracterizados
por distribuciones gaussianas, el ancho cuadratico medio resulta ser un buen indica-
dor para describir la incerteza que se tiene en la informacién: mientras mayor es el
ancho de la distribucion, mayor es la incerteza que se tiene en el valor de expectacién
de la variable aleatoria. Veremos mas adelante que la entropia también constituye

un buen indicador para caracterizar la certeza en una distribuciéon de probabilidad.

Durante el estudio estadistico de los sistemas macroscépicos, nos enfrentaremos
a situaciones en que la informacién que se tiene sobre el sistema es completa, es
decir, el valor o el comportamiento de las variables microscopicas que caracterizan el
estado del sistema es conocido univocamente. Diremos que ésta es una situacion de
certeza absoluta. Mas aun, nos encontraremos con casos en los que existe incerteza
en las variables microscopicas del sistema, pero se conoce con seguridad el valor o
comportamiento de alguna propiedad del sistema; diremos que ésta es una situacion

de certeza absoluta en dicha propiedad.
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En el apéndice A discutiremos cémo abordar sistemas que describen una situa-
cion de certeza absoluta en la evolucién de las variables microscépicas a través de un
formalismo de trayectorias. Este tipo de situaciones no sera discutida en el cuerpo
central de la tesis, debido a su dificil tratamiento en el contexto del principio de
maximo calibre. Las dinamicas obtenidas a partir de la restriccion de expectaciones
manifiestan incertezas inherentes a la naturaleza macroscépica asociada a una ex-
pectacién. Para obtener dindamicas que describan situaciones de certeza absoluta es
necesario incorporar restricciones mas detalladas de las variables microscépicas. El
estudio de este tipo de sistemas es de gran importancia, pues es aqui donde surgen
las controversias respecto a la irreversibilidad de las descripciones. A pesar de esto,
decidimos excluir las situaciones de certeza absoluta en la dindamica microscépica
para caracterizar de forma correcta las dindmicas irreversibles que ya han sido en-
contradas en trabajos previos, y que pueden obtenerse restringiendo expectaciones
de cantidades microscépica. Esto debido a que su estudio involucra herramientas ma-
tematicas que se encuentran disponibles en la literatura [29] y son suficientes para

describir una gran cantidad de dindamicas.

1.4. Organizacién del trabajo

En los proximos capitulos expondremos una revisién bibliografica de las teorias
y herramientas matematicas relevantes para el desarrollo de esta tesis. Definiremos
también el marco tedrico que se utilizara en este trabajo. Esto para luego exponer
los resultados de nuestra investigacion a partir del capitulo 4. A continuacién descri-

bimos brevemente el contenido de los préximos capitulos.
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En el capitulo 2 revisaremos el formalismo de la mecanica estadistica. Discutire-
mos las distintas herramientas y corrientes de pensamiento que permiten describir
sistemas en equilibrio y fuera del equilibrio. Discutiremos las distintas definiciones
de entropia y enunciaremos el principio de maxima entropia y sus aplicaciones en la
mecanica estadistica en equilibrio. Fuera del equilibrio, discutiremos las principales
hipdtesis que permiten la descripcion de estos sistemas, y discutiremos en profundi-
dad las distintas formas de caracterizar el fenémeno de difusién browniana estandar,

que serd uno de los objetos de estudio de esta tesis.

El tema principal del capitulo 3 es el principio de maximo calibre y el formalismo
de trayectorias. Definiremos el marco teérico que sera utilizado en este trabajo, con
un énfasis particular en la incorporacién de las condiciones iniciales en la dinamica.
Enunciaremos el principio de méximo calibre y presentaremos sus soluciones cuando
la cantidad restringida corresponde a la expectacién de una cantidad dependiente
del tiempo. Discutiremos la aplicacion del principio de méaximo calibre en la solucién

de problemas predictivos y problemas retrodictivos.

En el capitulo 4 resolveremos los problemas predictivo y retrodictivo asociados al
fenémeno de difusién browniana estandar, para sistemas difusivos homogéneos. De-
terminaremos las soluciones del sistema a través del calculo de las probabilidades de
transicién. Discutiremos la reversibilidad de los procesos hallados y contrastaremos

las soluciones de estos problemas.

En el capitulo 5 estudiaremos la dindmica de los sistemas difusivos no-homogéneos.
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Mostraremos cuales son las cantidades restringidas que dan origen a esta dindmica.
Mostraremos que las inhomogeneidades pueden ser descritas a través de un potencial
que de cuenta de las interacciones entre un sistema y su medio, y discutiremos cémo
relacionar las soluciones obtenidas con las soluciones de una ecuacion de Fokker-
Planck [30]. Mostraremos explicitamente este procedimiento a través de una serie de

ejemplos.

Finalmente, en el capitulo 6 expondremos nuestras conclusiones. Resumiremos
brevemente nuestros resultados. Discutiremos posibles aplicaciones para las solucio-
nes obtenidas. Y analizaremos el impacto de nuestros resultados en relaciéon con el

desarrollo del principio de maximo calibre.



Capitulo 2

Mecanica Estadistica en Equilibrio
y fuera del Equilibrio

La mayoria de los sistemas fisicos presentes en nuestra vida cotidiana correspon-
den a sistemas macroscopicos. Esto se debe a que las moléculas y los atomos que
constituyen la materia que nos compone y que nos rodea son mucho més pequetios
que nosotros y los objetos con los que interactuamos. La definicién precisa de sistema
macroscopico varia segin el autor, habiendo quiénes establecen condiciones (ntimero
de particulas, tamano del sistema, etc) o propiedades (ser visible a simple vista, o

a través de microscopios épticos) que un sistema debe cumplir para ser macroscépico.

En el contexto de este trabajo diremos que un sistema es macroscopico cuando el
comportamiento de sus componentes microscopicas puede ser resumido a través de
propiedades extensivas y cantidades intensivas promedio. Esta condicion podria ser
considerada demasiado amplia o vaga, pero evita la ambigiiedad de establecer una
condicion cuantitativa sobre alguna propiedad determinada. Ademas, esta condicién
cualitativa garantiza la presencia de propiedades macroscépicas emergentes. Decimos

que un sistema es macroscopico cuando puede ser descrito como tal.

15
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Muchas de las propiedades macroscépicas de los sistemas, como por ejemplo su
energia, son heredadas directamente de sus propiedades microscépicas. Estas can-
tidades corresponden a valores de expectacién o promedios de las propiedades mi-
croscopicas. Las cantidades intensivas se relacionan con estos valores de expectacion
a partir de ecuaciones de estado. La mecanica estadistica se encarga de entregar
el formalismo necesario para relacionar las ecuaciones de estado con la teoria mi-
croscOpica subyacente y de proponer teorias que expliquen el comportamiento de

distintas situaciones macroscopicas.

El uso de herramientas estadisticas en el estudio de estos sistemas se justifica en
nuestra dificultad para resolver las ecuaciones diferenciales que describen la dindamica
microscopica y en la imposibilidad de determinar experimentalmente las condiciones
necesarias para resolverlas; se argumenta en la ergodicidad de las interacciones no
lineales presentes en los sistemas dinamicos y en la evidencia experimental del éxito
de ideas como la teoria de ensambles y el principio de equiparticion de la energia; se
respalda en mas de cien anos de concordancia entre las estimaciones predichas por
distintas teorias, tanto en equilibrio como fuera de este; pero ain existen multiples
interpretaciones de la naturaleza probabilistica de la dindmica macroscopica de los
sistemas. En palabras coloquiales, parece evidente por qué las teorias funcionan, pero

no exactamente como.

En este capitulo discutiremos las herramientas mas caracteristicas del formalismo
de la mecanica estadistica y algunas de las teorias dominantes dentro de esta disci-
plina. Comenzaremos definiendo el formalismo matematico, y su uso en el estudio

de sistemas macroscopicos en equilibrio. Luego discutiremos la extension de estos
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conceptos para sistemas fuera del equilibrio. Resolveremos en extenso el problema
de difusion en una dimension. Mostraremos las distintas descripciones microscépicas

de este fenomeno y discutiremos las distintas interpretaciones de este fenémeno.

2.1. Mecanica Estadistica

El objetivo de la mecanica estadistica, segin la Enciclopedia Britanica, es pre-
decir y explicar las propiedades medibles de un sistema macroscopico a partir de
las propiedades y el comportamiento de los constituyentes microscopicos de dicho
sistema [31]. Su principal aplicacién se encuentra en el estudio de las propiedades
termodinamicas de la materia. Estas propiedades son un comportamiento emergen-
te que puede ser entendido a partir de las propiedades mecanicas de las particulas
microscopicas que constituyen el material: &tomos y moléculas. Las ideas desarrolla-
das en el estudio de los sistemas mecanicos pueden ser extendidas para otro tipo de
sistemas macroscopicos, como lo son por ejemplo los sistemas magnéticos. No obs-
tante estas ideas pueden ser aplicadas al estudio de sistemas ajenos a la fisica, como
lo son los sistemas bioldgicos, sociales o econémicos. Todos estos sistemas presentan
comportamientos colectivos que pueden ser entendidos a partir de la dinamica de sus
variables microscopicas y pueden, por lo tanto, ser considerados sistemas macroscopi-
cos. El formalismo que ofrece la mecéanica estadistica permite estimar el comporta-
miento de las propiedades macroscopicas a partir de una descripcion microscépica
conocida. Esto resulta no sélo 1util, permitiendo disenar sistemas con propiedades es-
pecificas, sino que también ofrece una descripcién microscopica para fenémenos que
solo entendemos en escalas macroscopicas, lo que aporta a nuestro entendimiento

sobre la realidad que habitamos y valida nuestras hipotesis sobre el comportamiento
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microscopico de la materia.

Considerando las delimitaciones mencionadas previamente, para establecer las
propiedades de un sistema macroscépico es necesario proponer una descripcion para
sus componentes microscopicas. Supongamos, de forma general, que el estado mi-
croscopico del sistema es caracterizado por un microestado x € X, donde X denota
el espacio de posibles realizaciones que la variable x puede tomar. En el caso de los
sistemas mecanicos, X corresponde al espacio de fases, por lo que el microestado
x = (q, p) corresponde a las coordenadas y momentos de cada particula del sistema.
Algunas descripciones podrian incluir grados de libertad orientacionales, como mo-
mentos dipolares o el spin de cada particula, o cualquier otro grado de libertad que
resulte necesario para describir las propiedades microscopicas del sistema. Teniendo
esto en cuenta, seguiremos denotando la variable aleatoria del sistema con la letra
x, asumiendo que tanto su estructura como la del espacio completo X pueden ser
arbitrarias. Supondremos que el microestado = corresponde a una variable continua
para explicitar las definiciones del formalismo, no obstante es posible también incluir
variables discretas, y estas corresponden a un caso particular del formalismo conti-

nuo si se admiten distribuciones temperadas.

Una descripcién estadistica de un sistema macroscopico involucra un estado mi-
croscopico cuyo valor no es conocido de forma precisa. Esto quiere decir que el mi-
croestado = corresponde a una varaiable aleatoria. Esta descripcién corresponde a
una descripcién formal del comportamiento del sistema, y no implica que el sistema
no se encuentre en un estado determinado, como se supone en algunas de las inter-

pretaciones de la mecanica cuantica. La hipotesis ergddica establece que los sistemas
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fisicos recorren completamente el espacio de posibles microestados, garantizando que
una descripcién estadistica sea equivalente a las descripciones microscopicas exactas
cuando estas se promedian en tiempos suficientemente largos. Esto comunmente ocu-
rre en escalas de tiempo mucho mas cortas que las que acostumbramos en nuestra
vida cotidiana, y cuando es asi, la descripciéon estadistica coincide con el comporta-

miento macroscépico de los sistemas.

Para caracterizar el estado macroscépico de un sistema se define una distribucién
de probabilidades p(z) que asigna un nuimero real no negativo a cada microestado
posible. De esta forma se establece cudl es la contribuciéon de cada microestado en
la dindamica colectiva del sistema, y es posible determinar el valor de expectacion
de cualquier propiedad microscépica. La distribucién de probabilidad debe estar
normalizada

/ plx)dr =1, (2.1)

X
para garantizar que el espacio de posibles estados constituye la totalidad de situa-
ciones posibles en que se puede encontrar el estado microscépico del sistema. Las
cantidades microscépicas A pueden ser escritas como funciones de las variables mi-
croscopicas A(z), y sus valores de expectacion (A(z)) son interpretados como canti-
dades macroscopicas que pueden ser calculadas mediante la distribucion de probabi-

lidades p segun la relacién

(A()) = /X p(2) A() da (2.2)

En situaciones en que el sistema es descrito por mas de una variable, como por
ejemplo para el caso de una distribucién de probabilidad de dos variables p(z,y),

es posible obtener distribuciones p,, p,, llamadas marginales, que caracterizan el
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comportamiento de una séla de estas variables (x e y, respectivamente) a partir
de estudiar el comportamiento promedio de la otra variable. Este procedimiento es
conocido como marginalizacién y puede ser descrito usando la distribuciéon Delta de

Dirac a través de las relaciones

pu(a’) = / oo y) dy = (6(z — o)) (2.3)
py(y') = / p(x,y)de = (0(y —y)) . (2.4)

Ademas de las distribuciones marginales, resultara ttil definir la distribucién
condicional p(z]y), que describe la probabilidad de medir valores de x cuando se
conoce con certeza el valor de y. En esta notacion, la barra vertical | separa variables
aleatorias (a la izquierda de la barra) de cantidades conocidas (a la derecha de la
barra). Se define andlogamente la distribucién de probabilidades condicional p(y|x)
asociada a la medicién y cuando el valor de x es conocido. Estas distribuciones pueden

ser relacionadas a través de

p(z,y) = po(x)p(ylz) = py(y)p(zly) . (2.5)

El formalismo estadistico indica céomo relacionar las cantidades macroscépicas
con los microestados del sistema. Es necesario incluir explicitamente una descripcion
para la caracterizacién de los microestados, y también es necesario incluir expresio-
nes explicitas para el cdlculo de los observables macroscépicos. Estas especificaciones
establecen un vinculo entre las propiedades microscopicas y macroscopicas, no obs-

tante no bastan para especificar la distribucién de probabilidad p.

La distribucion de probabilidad debe ser obtenida a partir de consideraciones més

especificas sobre la naturaleza del sistema. El tratamiento de ensambles desarrollado
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por Gibbs ofrece una teoria a través de la cual es posible explicar la descripcion
macroscopica de los sistemas a partir de consideraciones microscopicas. Estas situa-
ciones corresponden a sistemas que se encuentran en equilibrio y la teoria permite
expresar una distribuciéon de probabilidades consistente con las ecuaciones de estado
presentes en la naturaleza. Las distribuciones de probabilidad que caracterizan las
distintas situaciones posibles en que un sistema puede encontrarse en equilibrio pue-
den ser obtenidas a partir de la marginalizaciéon de una situacién conocida, o también
a través del principio de méaxima entropia, que condensa las ideas de la estadistica
bayesiana en un principio variacional que puede ser usado metddicamente para ca-

racterizar los sistemas a partir de restricciones.

En general (fuera del equilibrio), la distribucién de probabilidades depende del
tiempo, y su comportamiento depende a su vez de la dindmica microscépica y de
consideraciones especificas sobre el sistema estudiado, como lo son las condiciones
iniciales. Existen distintas teorias que permiten estudiar situaciones que se corres-
ponden con distintos regimenes fuera del equilibrio. Estas teorias permiten estudiar
cémo evoluciona la distribucion de probabilidades a partir de una condicion inicial,
como lo hacen, por ejemplo, la teoria cinética de los gases y el formalismo de pro-
cesos estocasticos. El formalismo comin entre estas teorias es el de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, no obstante las consideraciones microscopicas

explicitas difieren tanto en forma como en tratamiento entre una situacion y otra.
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2.2. Mecanica Estadistica en Equilibrio

Los sistemas que se encuentran en equilibrio con su entorno son descritos por una
distribucién de probabilidad estacionaria en donde las propiedades macroscépicas
intensivas del sistema toman los mismos valores que las propiedades de su entorno.
Existen distintas situaciones de equilibrio, dependiendo de cémo es la interaccion del
sistema con su entorno. La mecanica estadistica permite relacionar estas distintas
situaciones usando distribuciones de probabilidad para caracterizar el estado ma-
croscopico del sistema. El formalismo relaciona distintas situaciones macroscopicas
asociadas a distintos tipos de equilibrios entre si, y también con la descripcién mi-

croscopica del sistema a través del concepto de ensambles [32,33].

Los distintos ensambles conocidos en el &mbito de la mecanica estadistica en equi-
librio asocian restricciones macroscépicas (cantidades macroscopicas que se mantie-
nen fijas, como temperatura, presion, volumen, cantidad de particulas, energia total
o promedio) con una distribucién de probabilidades que depende de los microes-
tados del sistema. Dentro de ellas podemos encontrar el ensamble microcandnico,
en que la dindmica microscopica se realiza manteniendo el volumen, la energia y
la cantidad de particulas constantes; el ensamble candnico, asociado a sistemas en
contacto con un bano térmico, en que el volumen, la temperatura y la cantidad de
particulas se mantienen constantes; el ensamble gran candnico, en que se permite
la fluctuacion del nimero de particulas en el sistema, manteniéndose constantes el
volumen, la temperatura y el potencial quimico; entre otros. Cada uno de estos en-
sambles es caracterizado por una distribuciéon de probabilidad que permite relacionar

la dindmica microscépica de los sistemas con sus propiedades macroscopicas a través
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de expectaciones. Estas ideas pueden ser aplicadas a una gran variedad de sistemas,
permitiendo explicar las propiedades macroscopicas de la materia en equilibrio.

A partir de los ensambles conocidos es posible obtener las distribuciones de proba-
bilidad asociadas a otras situaciones de equilibrio a través de la inferencia estadistica,
pero resulta imposible deducir la distribucién de probabilidad sélo en funcién de las
restricciones macroscopicas asociadas al equilibrio. La hipdtesis necesaria para poder
determinar la distribucion de probabilidad que caracteriza un régimen particular de
equilibrio es conocida como hipdtesis de igual probabilidad a priori [34]. Esta hipéte-
sis establece que, durante un periodo prolongado de tiempo, la probabilidad de que
los microestados de un sistema tomen un determinado valor es igual para todos los
microestados indistinguibles [34]. En el contexto de la mecénica estadistica, esto sig-
nifica que todos los estados con igual energia tienen la misma probabilidad. Esta
condicién permite obtener la distribucién de probabilidad asoaciada al ensamble mi-
crocanénico, y a partir de ella inferir las distribuciones asociadas a otros ensambles.

Esta es la forma usual en que los distintos ensambles son presentados en los li-
bros de texto, e ilustra el procedimiento histérico en que se desarrollé la mecanica
estadistica. En esta tesis nos enfocaremos en otras formas de obtener distribuciones
de probabilidad que también se basan en la hipdtesis de igual probabilidad a priori.
Con animo de presentar y discutir las diferencias entre estos procedimientos, expon-
dremos brevemente el tratamiento usual para la deduccion de las distribuciones de
los distintos ensambles.

Consideremos un sistema aislado cuyo estado microscopico puede ser representado
por una variable x que pertenece a un espacio X de posibles estados. El Hamiltoniano
del sistema estd dado por H(xz) = E y su valor se mantiene constante durante la

dinamica para sistemas aislados. La hipdtesis de igual probabilidad a priori establece
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que todos los estados microscopicos compatibles con dicha energia tienen la misma

probabilidad, por lo que la distribucién de probabilidades puede escribirse como

1

plalB) = O H (@)~ B). (2.6)

En esta notacion, la barra vertical en el argumento de la distribucion de probabilidad
separa variables aleatorias (a la izquierda de la barra) de cantidades conocidas. En
la ecuacién (2.6) 2(FE) es un numero real y positivo que representa la cantidad de
microestados con energia E. La funcién 0 denota la distribucion delta de Dirac, que
permite caracterizar estados de certeza absoluta para sistemas de variable aleatoria
continua.

En la ecuacién (2.6), la cantidad que se mantiene fija es la energia, expresada a
través del Hamiltoniano del sistema microscépico. Esta distribucién de probabilidad

es la distribucién asoaciada al ensamble microcanénico®.

Es posible usar la ecuacién (2.6) para obtener la distribucién de probabilidad del
ensamble canénico [32]. El procedimiento usual involucra extender el sistema para
incluir en él también su entorno. De esta manera, el sistema conjunto es estudiado
como un sistema aislado que es descrito por el ensamble microcanénico, mientras que
el sistema original esta contenido en este sistema conjunto. Las variables microscopi-
cas que caracterizan el estado del entorno pueden ser integradas para obtener la

distribucién marginal asociada a la porcion del sistema de interés. Esta distribucion

'El ensamble microcanénico considera también otras cantidades paramétricas asociadas a res-
tricciones (el volumen del sistema y el ntimero de particulas). Estos pardmetros aparecen al escoger
una representacion explicita para los microestados x del sistema y al espacio X de posibles va-
lores que estos microestados pueden tomar. Para simplificar la notacién trataremos el ensamble
microcanonico explicitando sélo la restriccién en la energia.
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marginal corresponde a

1

A0 = 73)

exp (—fH(z)), (2.7)

donde la funcién Z(f) es referida como la funcién particion del sistema, corresponde
a la constante de normalizacién de la distribucion, y permite relacionar el parametro

B con la energia promedio del sistema a partir de la relacién

(H(z)) = —% I Z(8). (2.8)

La distribucién definida por la ecuacién (2.7) corresponde a la distribucién del en-
samble canénico. El pardmetro 5 = 1/kgT se relaciona con la temperatura 7' del
sistema, donde kp = 1,380649x 10723J /K es la constante de Boltzmann. La situacién
de equilibrio descrita por este ensamble se asocia a la representacion de un sistema
en que su temperatura se mantiene constante, y es igual a la de su entorno. Esta
restriccion se encarga de fijar la energia promedio del sistema de tal manera que
ésta tome un valor que sea consistente con las relaciones termodindmicas del sistema

macroscopico.

En el procedimiento descrito anteriormente, se mostré que es posible obtener
la distribucion que caracteriza al ensamble candnico a partir de la distribucién que
caracteriza el ensamble microcanénico. Para esto se tomé una cantidad que era cono-
cida con precision absoluta, y se relajé esta restriccién para estudiar sistemas en que
la energia se mantiene fija sélo en promedio. Este procedimiento puede repetirse con
otros parametros macroscopicos que aparecen en las distribuciones de probabilidad,
como lo son por ejemplo el niimero total de particulas y el volumen del sistema. Esto

permite obtener las distribuciones de probabilidad del resto de los ensambles de la
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termodindmica.

Existen procedimientos alternativos para la obtencién de una distribucion de
probabilidades a partir de informacién conocida. Entre ellos, el método de Darwin-
Fowler y el principio de méxima entropia [10,35], que serd enunciado y expuesto en

la seccién 2.2.2. Para ello debemos definir primero la entropia.

2.2.1. Entropia

En fisica existen distintos conceptos que se conocen como entropia [1,2]. La pri-
mera acepcién de este término se relaciona con la termodinamica de los sistemas
macroscépicos, donde es posible observar lo que llamaremos entropia de Clausius o
entropia fisica, que corresponde a una funcion de estado de las variables macroscopi-
cas. Esta cantidad juega un rol de suma importancia en los sistemas macroscopicos,
pues la segunda ley de la termodinamica establece que esta cantidad es siempre cre-
ciente en sistemas aislados, lo que significa una asimetria temporal en la evolucion

de los sistemas.

Dentro del contexto de la mecéanica estadistica, la entropia corresponde a una me-
dida de la incerteza presente en un sistema. Para el caso del ensamble microcandnico,
esta cantidad se define como Sy, = kg In Q(F), donde Q(F) es la constante de nor-
malizacién que aparece en la ecuacién (2.6) y representa la cantidad de microestados
que satisfacen H(z) = FE. La entropia en el contexto del ensamble microcanénico
es sera llamada entropia de Boltzmann, y al ser proporcional al tamano del sistema,

da cuenta del nivel de orden en este, siendo su valor menor para sistemas con una
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cantidad reducida de configuraciones microscépicas.

La entropia de Boltzmann es un caso particular de la entropia de informacion.
Usaremos este nombre para referirnos a los funcionales de la distribucion de proba-

bilidades, como los propuestos por Gibbs y Shannon, que se definen de la forma

Stntolp) = —ks /X pl) n p(a) dar (2.9)

La integral debe ser tomada sobre el conjunto de posibles valores que la distribucion
puede tomar. Esto quiere decir que los microestados en los que la distribucién de
probabilidad se anula no deben ser considerados al calcular la entropia de informa-

cion.

Este funcional es compatible con la entropia de Boltzmann cuando es calculada
en el ensamble microcanodnico, y en general coincide con la entropia de Clausius para
los sistemas termodindmicos cuando se aplica a cualquiera de los ensambles discuti-

dos previamente.

En este trabajo usaremos una generalizacién de este funcional que llamaremos

entropia de Jaynes, y definiremos como

Sagnes|p] = —kp /p(x) n 2 gy (2.10)

Esta cantidad corresponde a una entropia relativa, donde p(z) es conocida como

distribucion a priori?, y representa un estado de conocimiento que se supone de

2“Locucién latina que significa literalmente a partir de lo que precede. En el 4mbito de la filosoffa,
se usa, como locucion adjetiva o adverbial, para referirse al conocimiento deductivo, esto es, al que
se adquiere independientemente de la experiencia, yendo de las causas a los efectos y de lo universal
a lo particular” (extraido textualmente desde [36])



28

forma previa a la experiencia. Esto quiere decir que la informacién contenida en la
distribucién a priori da cuenta de las hipdtesis que se suponen al realizar el anali-
sis estadistico. La entropia de Jaynes coincide con el negativo de la divergencia de
Kullback-Leibler, una medida asimétrica de la similitud o diferencia entre dos dis-
tribuciones de probabilidad [37]. Esto nos permitird incluir las hipdtesis de manera
explicita en la formulacién de los sistemas estudiados. De aqui en adelante nos refe-
riremos a la entropia de Jaynes Sjyaymes como la entropia, denotada por una letra S,

sin subindices. Tomaremos también la convencion kg = 1.

La entropia es una cantidad fundamental en la mecanica estadistica en equilibrio.
No sélo da cuenta del grado de certeza en la informacién representada por distintos
modelos estadisticos, sino también permite relacionar las propiedades macroscopicas
y los parametros a través de relaciones de estado, tomando el rol de un potencial
termodinamico. Veremos a continuacion que la entropia también puede ser utilizada
para obtener la distribucién de probabilidades que caracteriza los ensambles termo-

dindmicos a través de un principio variacional en que toma el rol de la accién.

2.2.2. Principio de Maxima Entropia

Consideremos un sistema cuyos microestados x pertenecen a un espacio de fases
X cuyo volumen Q(X) = [, dx es finito. La entropia S[p] es un funcional de la
distribucién de probabilidades p(x), por lo que su valor depende de la distribucién
que caracteriza el estado macroscopico del sistema. Es posible obtener la distribucién
Pmax () que corresponde a la distribucién que maximiza la entropia. Para esto, pode-
mos calcular la derivada funcional de p(z) incluyendo la condicién de normalizacién

(1) = 1 a través de un multplicador de Lagrange \. De esta manera, ppax(x) estd
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dado por
0 = (Sl = A1) 1)
= o) Y PE—
= 0 — x nM xr — x)dr —
- 5p<x>( [ oteym s A(/X’“d 1)>
_ g Peel® gy (2.11)

p(x)
Vemos que la distribucién pp,., obtenida es proporcional a la distribucion a priori
y corresponde a

Prmax () = p(x)e™ 1, (2.12)

donde X debe ser escogido de tal manera que garantice la condicién de normalizacion.

En el caso en que la distribucion a priori se escoge normalizada, entonces A = —1.

Luego, en ausencia de restricciones adicionales, la distribucién que maximiza la
entropia de un sistema, dentro de todas las posibles distribuciones normalizadas,
corresponde a la distribucion a priori. Esto significa que si consideramos un espacio
de fases X conformado por todas las configuraciones que tienen una misma energia,
la eleccion de la distribucién a priori como una distribucién uniforme es equivalente
a la hipétesis de igual probabilidad a priori. La distribuciéon de probabilidades que
maximiza la entropia es entonces consistente con el ensamble microcanénico cuando
las tinicas consideraciones que tomamos sobre el sistema son su normalizacién y la

uniformidad de la distribucién a priori.

En general, el principio de mdxima entropia establece que la distribucion pro-
babilidades que mejor caracteriza el comportamiento de un sistema macroscépico

del que se tiene informacién incompleta corresponde a la distribucién que maximiza
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la entropia y que es compatible con las restricciones. Esto se justifica en el hecho
de que la entropia relativa es coincide con la divergencia de Kullback-Leibler. Asi,
maximizar la entropia entrega la distribuciéon mas cercana a la distribucién a priori

que es compatible con las restricciones [37].

Es posible incluir restricciones en la forma de expectaciones de funciones de los
microestados (F'(x)) = f a través del uso de multiplicadores de Lagrange. Asi, la

distribucién que maximiza la entropia estd dada por

o
0 = 55(2) (Sle] = A1) = 1) = F((F(x)) = f)) o
= —ln%a—m—l—A—ﬂF(x). (2.13)

p(x)
Despejando esta tltima ecuacion, podemos escribir la distribucién de probabilidades

CcOomo

p(z) = p(x)e A le PF@ (2.14)

El pardametro A debe ser escogido de manera que la distribucion esté normalizada,
mientras que [ corresponde al multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion
del valor de expectacién de F'(z). Vemos que si F'(z) = H(z) se escoge de manera
que coincida con el Hamiltoniano del sistema, y si tomamos una distribucién a priori
uniforme, recuperamos el ensamble canoénico.

El principio de maxima entropia puede ser utilizado para deducir los ensambles
termodindmicos més usados al describir sistemas en equilibrio. La distribucién a
priori permite incluir la hipdtesis de igual probabilidad a priori en las suposiciones
que rigen el comportamiento del sistema de manera explicita, no solo en la deduccion
del ensamble microcanoénico, sino en la derivacién de cada uno de estos ensambles.

El procedimiento para la obtencion de las distribuciones de los distintos ensambles
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no se hace a través de la descripcion de un ensamble previo, sino que directamente
a partir de las restricciones macroscopicas que describen la naturaleza del sistema y
a partir de las hipotesis que se suponen en la descripcion estadistica. Veremos como
resultado de esta tesis que explicitar las hipotesis a través de una distribucién a priori

facilitard la generalizacion de distintas situaciones macroscépicas.

El uso de un principio variacional permite incluir las restricciones como multi-
plicadores de Lagrange. La entropia, en este contexto, juega un rol analogo al que
juega la accién clasica en la descripcién de los sistemas mecanicos. Las descripciones
obtenidas a partir de este principio variacional no sélo permiten describir situaciones
termodindamicas, sino también otros sistemas macroscépicos asociados a otras areas

tanto en la fisica como en otras ciencias.

Fuera del equilibrio, distintas ideas han sido propuestas para generalizar el princi-
pio de maxima entropia [8,38]. Existen criticas respecto a la fiabilidad de las predic-
ciones obtenidas con este tipo de procedimientos [39]. Estas criticas seran discutidas
mas adelante, a la luz de nuestros resultados, una vez hayamos definido cémo enten-

deremos la generalizacion del principio de méxima entropia en este trabajo.

A continuacién, discutiremos las distintas corrientes de la mecéanica estadistica
fuera del equilibrio, con énfasis en la teoria de procesos estocasticos y el estudio de
sistemas difusivos. Discutiremos las herramientas que han sido desarrolladas para

tratar este tipo de sistemas, pues seran el eje central de la investigacién de esta tesis.
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2.3. Mecanica Estadistica fuera del Equilibrio

El equilibrio termodindmico generalmente se asocia con la existencia de variables
macroscopicas estacionarias. No obstante, esta condicién no basta como una defini-
cion, pues existen situaciones en que los sistemas macroscépicos se encuentran en
configuraciones estacionarias que no corresponden a equilibrios. Estos estados son
conocidos como estados metaestables y corresponden a configuraciones en que el
sistema no depende del tiempo, pero que al ser perturbadas tienden a una configura-
cion diferente. Existen sistemas fuera del equilibrio en los que es posible extender las
nociones de presion, temperatura y otras cantidades termodinamicas a partir de su
descripcion en equilibrio. No obstante, existen también sistemas donde no es posible
realizar esta generalizacion. Por todo lo anterior, es complicado entregar una correcta

definicién de sistema fuera del equilibrio.

En este trabajo definiremos los sistemas fuera del equilibrio a través de la nega-
cién simple del equilibrio. Definiremos los estados de equilibrio de manera analoga a
la definicién entregada en [40]. Diremos que un sistema macroscépico se encuentra
en equilibrio cuando (1) el comportamiento de las cantidades extensivas es estacio-
nario y (2) el estado del sistema depende sélo del valor de estas cantidades. Por el
contrario, diremos que un sistema se encuentra fuera del equilibrio cuando existen
cantidades extensivas que dependen del tiempo o cuando el estado macroscépico no

es completamente caracterizado por el valor de las variables extensivas.

La mecénica estadistica fuera del equilibrio extiende los conceptos de la mecani-

ca estadistica en equilibrio, pero incluyendo el tiempo como una variable en la des-
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cripciéon macroscopica de los sistemas. Las cantidades macroscépicas extensivas son
expectaciones de una funcién de los microestados = que se calculan a través de una
distribucién de probabilidades p(z|t). En general, el tiempo t (a diferencia de los
microestados =) no es considerado una variable aleatoria, sino un parametro, como

indica la notacion. Las expectaciones dependen del tiempo a través de la distribucion

p-

La distribucion de probabilidad ya no puede ser determinada univocamente sélo
a partir de saber como interactia el sistema con su entorno, sino que ademas resulta
necesario proporcionar una condicién inicial para la distribucién de probabilidades.
Esto muestra explicitamente que el comportamiento de los sistemas fuera del equi-
librio requiere de una descripcion mas detallada de dicho sistema. Es por esto que
las estimaciones realizadas a partir de las teorias fuera del equilibrio corresponden
a predicciones. Esto quiere decir que el formalismo estadistico permite obtener las
propiedades fisicas de un sistema en un tiempo determinado, siempre y cuando se

conozca el estado del sistema en un tiempo previo.

Existen generalizaciones que permiten estudiar situaciones con condiciones fi-
nales en lugar de condiciones iniciales (por ejemplo la ecuacién reversa de Kolmo-
gorov [41]), o incluso incluir condiciones iniciales y finales a través de inferencia
bayesiana (como en los modelos retrodictivos de Watanabe [21]). El segundo de es-
tos modelos da cuenta de otro tipo de preguntas que pueden ser respondidas usando
estadistica, y tienen aplicaciones en distintas areas de la ciencia, como la ciencia de
datos y la teoria de informacién. No obstante, la hipdtesis de que la informacion

necesaria para estudiar la evolucién de los sistemas estd contenida en un mismo ins-
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tante es transversal a la mayoria de las situaciones fisicas. A partir del capitulo 4
discutiremos en detalle el problema de la retrodiccion, y las hipotesis que asumire-
mos en su estudio. Por ahora nos limitaremos a estudiar situaciones predictivas en

el contexto de la mecanica estadistica fuera del equilibrio.

El formalismo matematico que es usado con mayor frecuencia para describir la
evolucion temporal de una distribucién de probabilidad tiempo-dependiente es el
de las ecuaciones diferenciales. En un sistema cerrado, la probabilidad se conserva
localmente, lo que puede ser escrito diferencialmente a través de una ecuacién de

continuidad, dada por

o __o. o)
La ecuacion de continuidad relaciona la derivada parcial de la distribuciéon de proba-
bilidad con la divergencia del flujo J = J(z|t). El flujo, o densidad de corriente, es un
campo vectorial que necesita ser especificada para cerrar la teoria y poder predecir el
comportamiento de la distribuciéon de probabilidades. Corresponde al promedio local

de las derivadas de los microestados x, y su obtencion requiere de una descripcion

microscopica del comportamiento del sistema.

La descripcién microscopica mas fundamental para sistemas mecanicos de particu-
las clasicas, puede obtenerse directamente a partir de suponer que los microestados
xr = (q, p) satisfacen las ecuaciones de Hamilton. Esto puede conseguirse escribiendo
el flujo es de la forma J(q, p|t) = (0H/0p,0H/0q)p(q, p|t), donde H = H(q,p) es

el Hamiltoniano del sistema. Reemplazando este flujo en la ecuacién de continuidad
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(2.15) se obtiene la ecuacién de Liouville
— P— - . (2.16)

Resolver exactamente la ecuacion de Liouville para la distribucién de probabilida-
des de los microestados del sistema completo es equivalente a resolver las ecuaciones
de Hamilton para las variables microscopicas. Esto resulta imposible para sistemas
macroscépicos de dimensiones cotidianas. La ecuacién de Liouville para el sistema
completo, en general es usada como un punto de partida para encontrar aproxima-
ciones que permitan describir distintas situaciones fuera del equilibrio. Los ejemplos
mé&s notables de esta realizacién son la Teorfa cinética de los gases [42] establecida
por Boltzmann y la teorfa de perturbaciones desarrollada por Prigogine [43]. Es-
tas dos permiten estudiar un amplio rango de sistemas, teniendo aplicaciones en la
quimica, en el estudio de plasmas, fluidos y sélidos. La mayoria de estas descripciones
involucra aproximaciones, generalmente necesarias al reducir el nimero de variables
para obtener un modelo resoluble. Algunas de estas aproximaciones son necesarias
para observar un comportamiento propiamente irreversible a partir de la ecuacién
de Liouville. En particular, el teorema H de Boltzmann se sustenta en la hipotesis
de caos molecular, y no se deduce de la ecuacién de Liouville. Esto fue senalado por
Lochsmidt [6] como una incompatibilidad entre la descripcién microscopica reversi-
ble y la dinamica macroscopica reversible que se origina por razones externas a la

dindmica.

Existen distintas teorias fuera del equilibrio que permiten describir situaciones
irreversibles. Algunas de ellas pueden ser deducidas a partir de la ecuacién de Liou-

ville, mientras que muchas otras utilizan otro tipo de aproximaciones para conseguir
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una descripcion microscopica, como por ejemplo la teoria de procesos estocasticos.
En general, estas descripciones macroscépicas corresponden a ecuaciones diferencia-

les en derivadas parciales de orden uno en el tiempo, de la forma

dp
-z _r
5 = L

(2.17)
donde L es un operador, en la mayoria de los casos lineal y diferencial, que des-
cribe la evolucién del sistema a partir de una condicién inicial. Dentro de estas
ecuaciones, podemos encontrar las ecuaciones de Fokker-Planck que permiten descri-
bir dinamicas difusivas para un sistema que interactia térmicamente con su medio.
Otras generalizaciones como las ecuaciones de difusion fraccionaria, o la difusién no
lineal, permiten también estudiar sistemas macroscépicos que evolucionan irrever-
siblemente con el tiempo, y que pueden ser descritas ademés microscépicamente a
través del uso de ecuaciones de Langevin o integrales de camino. Ejemplificaremos
explicita y detalladamente la descripcion macroscépica de estos sistemas a través del

fenémeno de difusion browniana estandar, que corresponde a una de las situaciones

mas simples en que podemos observar irreversibilidad.

2.3.1. Difusion browniana estandar

La difusion es un fenémeno ampliamente estudiado en la fisica, y también en
otras ciencias como la biologia y la quimica. Corresponde al estudio del movimiento
neto de una cantidad macroscopica, como lo son la masa, el calor o la carga en un
sistema de muchas particulas. La cantidad macroscopica es transportada a través del
movimiento microscopico de las particulas, no obstante la descripciéon macroscopica
del fenémeno puede hacerse sin considerar la naturaleza microscépica del sistema.

Esto se debe a que el efecto colectivo del comportamiento microscépico muchas veces
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puede ser modelado usando una cantidad manejable de parametros.

En la mayoria de las situaciones difusivas, el movimiento neto de la cantidad
ocurre localmente desde un sitio de mayor concentracion hacia un sitio de menor
concentracion, hasta conseguir un estado de equilibrio en que la cantidad se distri-
buye uniformemente. Para sistemas no homogéneos, la interaccién del sistema con
su medio puede conducir a un estado estacionario de equilibrio no uniforme. Estas
situaciones en que el sistema evoluciona hacia una situacion de equilibrio pueden ser
caracterizadas como dindmicas irreversibles bajo el criterio macroscopico de inver-

sién del parametro temporal.

A continuacion caracterizaremos el fenémeno macroscopico de difusiéon brownia-
na estandar [20] en una dimensién. Llamaremos difusién browniana estdndar a la
situacion macroscopica en que la densidad de corriente se relaciona con la densidad

de probabilidad del sistema a partir de la ecuacién empirica
J(z|t) = —=DVp(x|t) . (2.18)

La ecuacién (2.18) es llamada empirica pues relaciona dos cantidades macroscépi-
cas, sin involucrar consideraciones microscopicas en esta relacion. Es decir, es una
relacion que puede observarse experimentalmente, sin tener acceso a la descripcion
microscopica del sistema. Reemplazando la ecuacién (2.18) en la ecuacién de conti-

nuidad (2.15) se obtiene la ecuacién de difusién browniana estandar

o _ e

=Dt (2.19)

La ecuacién (2.19) es una ecuacién irreversible (las soluciones con tiempo invertido

no son soluciones de la misma ecuacién) que describe la evolucién temporal de una
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distribucién de probabilidades que parte desde un estado inicial conocido p(z|t;) =
po(z) v luego de un tiempo infinito alcanza un estado estacionario uniforme.

La solucién p(z|t), para un sistema unidimensional con bordes en x = +00 puede
ser expresada en funcién de las condiciones iniciales pg(x) como

(-2

p(alt) = \/ﬁ /_ Z eXp( Tﬁ) pola’) da’ (2.20)

Vemos que la soluciéon depende linealmente de la condicion inicial a través de una

convolucion. El kernel del sistema corresponde a la probabilidad de transicion

oy L (x —2')?
P(z|t;2") = \/ﬁexp <_4—Dt) : (2.21)

Esta cantidad es solucién de la ecuacion (2.19) con condicién inicial de certeza absolu-
ta p(z|t;) = 6(x—2'). La ecuacién (2.20) es conocida como la ecuacion maestra del sis-
tema y es equivalente a (2.19), conteniendo toda la informacién necesaria para descri-
bir la evolucién temporal del sistema. El ancho cuadrético medio 02(t) = ((z — (z),)),
aumenta estrictamente con el tiempo de la forma o2(t) = o2(t;) + 2Dt. El fendmeno
de difusion browniana estandar puede ser descrito cualitativamente como un proceso
gaussiano, y cuantitativamente a través de una media constante y un ancho cuadrati-

co medio que aumenta linealmente con el tiempo.

Esta descripcién, completamente macroscopica, es util para caracterizar una gran
cantidad de fenémenos. Esto se debe a que existen muchas descripciones microscopi-
cas compatibles con la caracterizaciéon macroscopica del fenémeno de difusion. La
descripcion microscopica mas general involucra una coleccion de particulas no inter-
actuantes que se mueven aleatoriamente en un medio isotrépico. Este fenémeno es
también conocido como movimiento browniano.. Si bien existen modelos discretos

que en el limite continuo coinciden con esta descripcién macroscopica, el fenémeno
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puede ser explicado microscopicamente en el continuo a través de una ecuacién dife-

rencial estocéstica [44,45] de la forma

v (t) = n(t), (2.22)

donde 7(t) es un ruido® blanco, es decir, un forzamiento estocéstico con media nula
(n(t)), = 0y correlaciones dadas por (n(t)n(t')) = 2D4(t — ¢'). v es la mobilidad de
la particula en el medio, que puede ser calculada como el cociente entre la veloci-
dad terminal de la particula bajo un forzamiento constante y la magnitud de dicho
forzamiento. Esta ecuacion describe el comportamiento de una particula sobreamor-
tiguada, donde tanto el forzamiento aleatorio como la viscosidad dependen de las
colisiones de la particula con las particulas del medio. La constante de difusién se
relaciona con la temperatura del medio a través de la relacion de Einstein D = ~vkgT'.
Las expectaciones definidas como (-) , corresponden a expectaciones sobre todos los
forzamiento aleatorios posibles. El estado macroscopico del sistema, si tomamos una

realizacion conocida del ruido, puede escribirse como

p(zltin) = o (x S %/titn(t’) dt’> | (2.23)

Es decir, si conocemos el forzamiento con certeza absoluta, la ecuacién estocastica
pasa a ser una ecuacién ordinaria y puede encontrarse una solucién unica. Asi, las
situaciones de certeza absoluta, tanto para la dinamica de la particula como para sus
condiciones iniciales, aseguran una situacién de certeza absoluta en la posicion para
todo tiempo. Esta situacién de certeza se refleja en la ecuacién (2.23), donde vemos

que la distribucién de probabilidad es nula, salvo para las posiciones que coinciden

3El concepto de ruido en fisica (en especial en el contexto de teorfa de informacién) hace refe-
rencia a cualquier senal no deseada que interfiere con otras senales que estan siendo medidas. En la
mayoria de las situaciones, el ruido tiene un comportamiento aleatorio e impredecible. Decimos que
el ruido es blanco cuando se manifiesta en todas las frecuencias del espectro medible con la misma
intensidad [46].
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con la solucién de la dindamica microscépica.

Luego, el efecto del forzamiento puede ser promediado para escribir la distribucion
de probabilidades tiempo-dependiente para el sistema estocéastico. En este caso, como
la condicién inicial da cuenta de una situacién de certeza absoluta en la posicion de
la particula, la distribucion tiempo-dependiente corresponde a una probabilidad de

transicion y estd dada por

Plalt: z) = <5 (x S %/t;n(t’) dt’) >n _ /5 (:z: S %/t;n(w dt’> oln] D

(2.24)
La distribucién de probabilidades para el ruido p[n] es una distribucién gaussiana, y
la delta de Dirac puede expresarse usando exponenciales para resolver la integral y
obtener la probabilidad de transicion que caracteriza la difusiéon browniana estandar,
dada por la ecuacion (2.21). Este calculo debe hacerse cuidadosamente, pues la distri-
bucion de probabilidades para el ruido es un funcional y la expectacion corresponde

a una integral de caminos*

como las que son usadas en la mecanica cuantica y en el
estudio de la materia condensada [29]. Comtinmente en el célculo de estas integrales

aparecen cantidades divergentes que deben ser regularizadas.

Se usa una distribucion gaussiana para describir el comportamiento estadistico
del ruido de manera que la interaccion de las particulas con el medio sea isotrépica
y descorrelacionada para tiempos distintos. Esto es consistente con la suposicién de
que las particulas del medio son mucho més pequenas que las particulas que confor-

man el sistema. La descorrelacién para distintos tiempos da cuenta de una situacién

4En el capitulo 3 discutiremos en detalle cémo enfrentar el célculo de estas cantidades, ya que
serd un tema central en el desarrollo de esta tesis.
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en que la escala de tiempo en que las colisiones ocurren es mucho mas pequena que
la escala de tiempo macroscopica en que se realiza la medicion. La constante de di-
fusion relaciona la viscosidad del medio con su temperatura. Esto da cuenta de que
tanto la difusion y el roce son respuestas cinéticas del medio. Esto quiere decir que
el movimiento de las particulas microscopicas que constituyen el medio son respon-
sables de estos fenémenos macroscopicos emergentes en una realizacién del teorema

de fluctiacién-disipacion [20].

Si bien el formalismo de Langevin involucra distribuciones de probabilidades fun-
cionales (es decir, densidades que asignan un peso a funciones que dependen del
tiempo), la variable aleatoria 7(t) es una variable auxiliar y no representa los mi-
croestados del sistema. Mas atn, la descripcion estadistica de esta variable aleatoria
es introducida de manera empirica, aunque esta vez corresponde a una suposicion

microscopica.

Una descripcién microscopica mas apropiada puede conseguirse siguiendo el ra-
zonamiento recursivo de Feynmann para escribir la probabilidad de transicion como

una integral de caminos. Usando la ecuacién de difusion browniana estandar (2.19),
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podemos escribir su solucion luego de un tiempo corto At como

92
plx|t; + At) ~ p(x|t;) + DAta—p(mH )

oz — ') ( («'|t;) 882 (x'|ti)> dx’

/o

_ /p (1_ )5(m—x')dm'
frem
/

=) dk da'
Pl ) \/27r/ !
p(x'|t;) / (1- DAth) \/%_Weik =) dk dx’

/ (\/L_ / exp (ik(z — 2) — DAt?) dk) o |t:) da

_ \/m/ (- 21_)222) p(a'|t;) da’ . (2.25)

Si repetimos esta aproximacion recursivamente para escribir la solucion para la dis-

Q

tribucién luego de N pasos de duracién At, se tiene

N

(xn - xnfl)Q
pley|t; + NAL) / [/ exp (—Z— dxy...dry_1| p(xolt;) dzo,
—— 2D At

(2.26)
donde el factor de proporcionalidad corresponde a 1/(v/2rDA#)N~! En el limite
en que At = 0y N — oo, esta relacién recursiva entrega una expresién para la
probabilidad de transicién escrita como una integral de trayectorias de la forma

i(t)=z 1 [t.
Plalt: ') / exp <—— 2(t) dt’) Di . (2.27)
(t)=a' 2D Ji,
En esta notacién, T representa una trayectoria sobre el espacio de posibles estados
microscopicos, es decir, una funciéon del tiempo. En el limite en que At tiende a 0,
las variables de integracién z, pueden ser interpretadas como los valores aleatorios
que puede tomar una funcién del tiempo Z(t¢,) = z,,. La integral es una integral fun-

cional, es decir, una suma respecto a todas las trayectorias posibles, y por lo tanto la
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exponencial puede ser interpretada como la densidad de probabilidad de las trayecto-
rias. La relacién es una relacion de proporcionalidad pues el factor de normalizacién
resulta divergente. No obstante la probabilidad de transicién asociada a la evolucion
temporal del sistema puede ser calculada de forma exacta en el limite continuo usan-

do la expresién discreta de la ecuacién (2.26) y su valor es finito y coincide con (2.21).

Al igual que la descripcién de Langevin, esta ultima descripcion asocia el tiempo
a la dindamica de una variable aleatoria microscopica, no obstante en este caso la va-
riable microscépica coincide con la variable aleatoria de la descripcion macroscépica.
El integrando en la ecuacién (2.27) aparece como un candidato para una distribucién
funcional de probabilidades, no obstante la divergencia de la constante de norma-
lizacion impide la asignaciéon de un valor numérico para esta cantidad. En general
estos funcionales son utilizados en forma de cocientes de probabilidades de distintas
trayectorias, pues las divergencias se cancelan en expresiones de este tipo. El for-
malismo de trayectorias puede usarse como punto de partida en la descripciéon de
una teoria. La distribucion tiempo-dependiente satisface la ecuacién de Feynman-

Kac [47] asociada al Lagrangiano de la teorfa.

En esta seccién mostramos tres distintas interpretaciones del fenémeno de difu-
sion. Los lenguajes matematicos asociados a estas tres interpretaciones son los de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas y las integrales funcionales. Estas tres descripciones permiten no sélo estudiar
el proceso de difusién browniana estandar, sino que los modelos pueden ser genera-
lizados comenzando desde cualesquiera de estos tres planteamientos. El formalismo

mas usual corresponde al de las ecuaciones de Fokker-Planck, que corresponde a
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una generalizaciéon lineal y de segundo orden de la ecuacién de difusiéon browniana
estandar. Esta generalizacion permite dar cuenta de particulas que presentan interac-
ciones con un medio no-homogéneo. Esta interaccién puede ser introducida a través

de una fuerza F'(x) que permiten escribir una ecuacién de Langevin de la forma

v (t) =n(t) + F(z). (2.28)

La descripcién de su comportamiento macroscopico puede obtenerse a partir de la

ecuacion de Fokker-Planck asociada a este sistema, que corresponde a

op . p 0
E = Dw + % (F(x)p) . (2.29)

La probabilidad de transiciéon o kernel de la ecuacion de Fokker-Planck puede escri-
birse como una integral de caminos de la forma

Plalt: z0) o /j(t):x exp <— /t; (&~ ];g(t)))Q) D, (2.30)

Z(t;)=zo

donde el factor de proporcionalidad es el mismo que en el caso de la difusiéon brow-
niana estandar. Estas tres ultimas ecuaciones representan una triada que ha sido
nombrada por algunos autores como las férmulas de Feynman-Kac [47]. Cada una
de ellas describe la dindamica del sistema macroscopico desde distintas perspectivas
que resultan utiles en distintos contextos. Por ejemplo, el formalismo de Langevin
resulta 1til para realizar simulaciones tipo Monte Carlo, mientras que el formalis-
mo de trayectorias es 1til para realizar teoria de perturbaciones para aproximar las
distribuciones de probabilidades. En general, tanto en el desarrollo de simulaciones
como en el tratamiento de datos experimentales, los datos estan formados por un
conjunto discreto de valores, por lo que en la practica el tiempo debe tratarse como

una cantidad discreta. Esto fomenta el uso de expresiones discretas en el desarrollo
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de calculos y permite evitar las divergencias inherentes al formalismo de trayectorias.

Existen generalizaciones de estas teorias que también pueden ser entendidas en
este esquema de niveles descriptivos. Un ejemplo de esto son los llamados sistemas
fuertemente no-lineales [48], en donde es posible establecer modelos en que existe
un acoplamiento entre la descripcién macroscépica (Fokker-Planck) y la descripcién
microscopica (tipo Langevin). En este trabajo nos limitaremos a estudiar el modelo
lineal descrito por la triada de ecuaciones previamente listadas, para caracterizar
apropiadamente bajo qué restricciones es posible conseguir estas dindmicas y cémo
el principio de maximo calibre permite interpretar estas dinamicas a través de res-

tricciones.



Capitulo 3

Estadistica de Trayectorias y el
Principio de Maximo Calibre

3.1. Trayectorias y Funcionales

En el marco tedrico que ofrece la estadistica tiempo-dependiente, vimos la impor-
tancia del espacio de fases X de un sistema. Los microestados © € X caracterizan
el estado microscépico del sistema, y la totalidad del espacio de fases define el hi-
pervolumen de integracién sobre el cual se calculardan las expectaciones. Definimos
una trayectoria como una funcién Z : [t;,tf] — X que a cada tiempo ¢ en un in-
tervalo determinado, le asigna un punto en el espacio de fases z(t). De esta forma,
una trayectoria es una curva contenida en el espacio de fases del sistema. El conjun-
to de todas las posibles trayectorias que estan contenidas en un espacio de fases lo
denotaremos como X (t;, t7).

Por otro lado, existen cantidades que dependen de las trayectorias (la velocidad
en cierto tiempo, la energia, el trabajo mecénico, etc). Esta dependencia no tiene por
qué ser local: los observables pueden depender de la trayectoria simultaneamente en
diferentes tiempos. Asi, en general, definiremos los observables como funcionales de la

trayectorias F'[Z]. Los funcionales seran importantes durante el resto de este trabajo,

46
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por lo que plantearemos un marco tedrico mediante el cual podamos operar con ellos.
Este marco tedrico es el del calculo de variaciones [49].

Definiremos la derivada de una trayectoria respecto a si misma como

S (t)
ST (t)

= 5(t—1). (3.1)

Esta relacion establece la independencia entre grados de libertad asociados a tiempos
distintos. Podemos interpretar la trayectoria evaluada en un tiempo dado Z(t) como
un grado de libertad que es independiente de los valores que toma la trayectoria
en otros tiempos Z(t'). No confundir independencia con descorrelacién. Si bien las
variables son independientes, estas pueden estar correlacionadas a través de una
descripcion estadistica.

Vemos que la definicién (3.1) es consistente con la representacién

ﬂﬂ:/%m—ﬂﬂﬂﬁﬂ (3.2)

ty

Usando esta representacion, podemos calcular expresiones de la forma

— —5(t—1). (3.3)

szlﬁ@mmeu (3.4)
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podemos usar la definicién (3.1) para escribir su derivada como

w ~ ww ), LA (35

[ (s
(

tr (0L . 0L’ . .

_/ti %5(15—15)—%5(15—1&))(# (3.7)
tr (0L  d OL .

- /t (%—E%)(S(t—t)dt (3.8)
oL d oL

La derivada obtenida, al igualarla a cero, coincide con la ecuacién de Euler-Lagrange

del sistema. Esto nos permite aproximar el funcional en una expansién en Taylor

) 5F
= Fliol+ / 53(0)

donde vemos que §F'/dT actiia como un gradiente y entrega una aproximacion lineal

ARty d, (3.11)

‘ T==Zo

para el valor de un funcional en una vecindad de cierta trayectoria.

Podemos comparar este comportamiento con el de una funcion de varias variables

y(xo, ..., xN). Vemos que las distintas coordenadas son independientes, cumpliéndose
que
Ox;
— = 0. 3.12
8!Ej J ( )

Las derivadas parciales Jy/0z; son las componentes de una cantidad vectorial lla-
mada gradiente. En analogia con esto, vemos céomo la derivada funcional depende
del tiempo al igual que las trayectorias, heredando la dimensionalidad de la varia-

ble independiente. Vemos también que la aproximacion en Taylor para una funcion
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vectorial es de la forma

n=0 al'n

y(xo + Axg, ... xx + Azy) = y(z0, ..., 2N) + Az, . (3.13)

Esta expresién es equivalente a la expresiéon que hallamos para la derivada de
un funcional, donde la suma discreta puede asociarse con la integral temporal que
aparece en la expresion funcional.

Vemos entonces que un funcional puede interpretarse como una funcién de varias
variables en que la etiqueta que identifica las distintas coordenadas corresponde a
un parametro continuo en vez de discreto.

Si escogemos una particién del intervalo [¢;, 7] definida a partir de t,, = ¢; + (tf —
tiyn/N (n=0,...,N), podemos identificar el vector de coordenadas x,, = Z(t,,) como
una aproximacién de la curva continua Z(t). Luego, dado un funcional F'[Z], podemos
encontrar una representacién discreta FN) de dicho funcional que corresponde a una
funcién de N +1 variables reales, y que se relaciona con el funcional continuo a través
de

Fli] = lim FM™M(zg, ..., z5). (3.14)

N—o0

La derivada fucional también puede escribirse como el limite de una expresion dis-

creta, dado por

5F . 1 9F®™
0i(t)  Nowe At Oxp

(3.15)

donde vemos que el limite N — oo debe ser tomado considerando k/N — (t —
t;)/(ty —t;). El ancho del intervalo At = (ty —t;)/N es constante para una discreti-
zacion dada, pero depende de la cantidad de puntos que involucra la discretizacion
escogida. Si consideramos un funcional de la forma (3.4), el lado derecho de la ex-

presion se reduce a una discretizacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Vemos que la derivada funcional es proporcional al gradiente de la representacién
discreta. No obstante, la constante de proporcionalidad es divergente en el continuo,
por lo que todos los limites deben ser tomados cuidadosamente.

También es necesario hacer énfasis en que las discretizaciones deben hacerse de
una forma consistente. Por ejemplo, si se escoge una representacion retardada para

las derivadas

F(t,) = lfm T Tn-t

_ 1
N—oo At ’ <3 6)

entonces es necesario tomar una expresion adelantada para las integrales

/tf (..)dt= lm Y (...)At. (3.17)

La representaciéon discreta que hemos discutido en esta seccion sera particular-
mente 1util para calcular integrales de trayectorias. Las integrales de trayectorias o
integrales funcionales corresponden a sumas de funcionales sobre todos los posibles
valores que las trayectorias puedan tomar. Veremos que, al igual que en el calculo
de variable real, la integracién es mucho mas obscura que la diferenciacion. Mientras
que las derivadas poseen propiedades que permiten que su calculo sea directo, la
efectividad de los métodos para resolver integrales depende de la funcién que esta
siendo integrada.

En la representacién discreta que conseguimos particionando el intervalo [t;, ],
los funcionales son representados por funciones multivariables. En esta representa-
cién, una integral de trayectorias corresponde simplemente a una integral multidi-

mensional

/F[gz] Di= lim [ F™M(z,...,xx5)dxg. .. dey . (3.18)

N—o0
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Esto permite escribir formalmente el elemento de volumen del espacio de trayec-
torias X como DF = Hif:tz dz(t). Este elemento de volumen es consistente con la
independencia temporal que discutimos previamente: los microestados evaluados en
un tiempo determinado no dependen de los microestados evaluados en otros tiempos.
Esto supone que, en principio, las trayectorias son aleatorias. Cualquier dependencia
que se observe en el comportamiento de los grados de libertad evaluados en tiempos
distintos serd interpretada como una correlacion.

Existen otras herramientas para calcular integrales de trayectorias. La represen-
tacion discreta que senalamos en esta seccién es equivalente al método de Riemann
de integracién, que es el calculo por definicién. Si bien es una de las representaciones
méas usuales para una integral de caminos, no siempre es el procedimiento més ttil
para realizar los célculos, y no siempre funciona (por ejemplo cuando el funcional
posee singularidades).

Otros métodos involucran la incorporacién de una base ¢, (t) que permita repre-
sentar las trayectorias como una combinacién lineal Z(t) = )" a,¢,(t). La eleccién
de esta base tiene que hacerse de tal manera que simplifique el cédlculo, por lo que
también dependera directamente del funcional que se esté integrando. Si la base es
completa, podemos representar el elemento de volumen del espacio de trayectorias
como Dz =[], da,.

Existen también aproximaciones ttiles para estimar estas cantidades, como lo son
por ejemplo la aproximacion de punto de silla, y el método de stepest descent.

Finalmente, es posible usar teoria de perturbaciones tiempo dependiente para
aproximar las soluciones de una teoria en funcién de las soluciones de otra teoria
mas simple. Este procedimiento involucra métodos de renormalizacion que resultan

necesarios para lidiar con las divergencias que se obtienen en los resultados.
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En general, las integrales funcionales son cantidades divergentes. Existen métodos
de regularizacion con los que es posible obtener cantidades finitas a partir de estas
integrales. En este trabajo, en lugar de concentrarnos en reparar estas divergencias,

intentaremos interpretarlas fisicamente.

3.2. Estadistica de Trayectorias

Consideremos un sistema macroscépico cuya variable aleatoria corresponde a una
trayectoria Z : [t;,tf] — X. El sistema macroscépico queda descrito a través de una
distribucién de probabilidad o que asigna a cada trayectoria  un niimero real positivo
o0[Z]. Esta distribucién es un funcional, como la accién clasica que fue definida en
el Capitulo 2. La distribuciéon de probabilidad debe estar normalizada. Esto quiere

decir que debe cumplirse la relacién

/9[5:] Di=1. (3.19)

La integral que aparece en la ecuacién (3.19) es una integral funcional. Corresponde
a una suma sobre trayectorias, donde hemos usado el diferencial DZ con una letra
“D” caligrafica para distinguir esta integral de las integrales de variable vectorial que
acostumbramos usar.

Esto permite describir fenémenos macroscopicos a partir del comportamiento
tiempo-dependiente de sus componentes microscopicas. Es posible calcular expecta-
ciones de cantidades arbitrarias del sistema mecéanico. Por ejemplo, podemos expresar
el valor de expectacién de las derivadas de la variable aleatoria <i(t)> Esto es al-
go que el marco conceptual de la estadistica tiempo-dependiente no admite, puesto
que la variable microscopica no depende explicitamente del tiempo y no puede ser

derivada.
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Los observables fisicos de una teoria pueden escribirse como funcionales arbitra-
rios F[z] de la trayectoria. Estos funcionales pueden sélo depender localmente de la
trayectoria evaluada en un tiempo f(Z(t), z(t)), por lo que es posible definir cantida-
des macroscépicas dependientes del tiempo. Para un funcional arbitrario, es posible

calcular su valor de expectacién como

(Fla)) = / Fl#lol#) D, (3.20)

que en el caso en que el funcional depende localmente de la trayectoria, puede escri-

birse como
(f(@(t), 2(t))) Z/f(f(t),i“(t))g[i“] Di. (3.21)

Vemos que los funcionales, o funciones que dependen de otras funciones, apare-
cen constantemente en este marco teérico. Tanto en la distribuciéon de probabilidad
como en los observables fisicos que pueden ser considerados. Es posible aprovechar
las propiedades de estos funcionales para calcular expectaciones. Por ejemplo, la

expectacién de la derivada de un funcional puede escribirse como

> _ / 5‘;1(1 ol Di (3.22)

. 0o
_ / Flil 505 Di (3.23)

S < F[7] 5;@ In Q[:E]> . (3.24)

S
| >
R
=™

Esta expresion resulta 1til en la demostracion del teorema de variable conjugada
para funcionales [50-52].

Vemos que esta descripcion estadistica permite relacionar el tiempo con la va-
riable microscépica. Esto es 1til, pues permite calcular expectaciones de variables

dinamicas, como derivadas e integrales. Ademas, el estado macroscépico del sistema,
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representado por la distribucién de trayectorias ¢ no es una cantidad dinamica. Las
cantidades dinamicas son las trayectorias, y la dindmica macroscopica se hereda de la

descripcion estadistica de los posibles comportamientos de la variable microscépica.

3.3. Marginalizacion y probabilidades de transicion

En el formalismo de trayectorias también es posible realizar marginalizaciones.
La marginalizacion nos permitira describir el comportamiento de un subconjunto del
sistema completo.

Por ejemplo, en el caso de un sistema de dos trayectorias ,y, podemos repre-
sentar su estado a través de una distribucién de probabilidad conjunta o[z, g]. Esta
distribucién permite obtener también la distribucion de probabilidad que describe
el comportamiento de una sola de las variables (Z, por ejemplo). Si buscamos una
descripcion del comportamiento de una de las trayectorias z, es necesario considerar
todas las posibles realizaciones que puede adpotar la trayectoria g con su respectivo
comportamiento aleatorio que es descrito por la distribuciéon conjunta y. De esta

forma, podemos escribir la distribucién de una sola variable (Z) como

ol] = /Q[i’: J) Dy (3.25)

Esto quiere decir que la distribucién que caracteriza el comportamiento de Z viene
dada por la suma de la distribucién conjunta evaluada en todos los posibles com-
portamientos de la trayectoria g. Esta relacion puede expresarse usando la delta de

Dirac funcional, obteniéndose

oli] = / 8@ — #]o[¥ /] DDy . (3.26)

Esta forma de marginalizacion es anadloga a la marginalizacion que puede realizar-

se en un sistema multivariable que no depende de trayectorias. No obstante, cuando



%)

trabajamos con variables dindmicas es posible realizar otro tipo de marginalizaciones.

Consideremos un sistema de una sola trayectoria y un tiempo ¢ dado. El valor
de la trayectoria evaluada en dicho tiempo Z(t) también corresponde a una variable
aleatoria y su comportamiento estd descrito por la distribucién de trayectorias o[Z].
Esta distribucién puede interpretarse como una probabilidad conjunta que describe el
comportamiento de todos los valores locales Z(t') con t' € [t;, tf]. La distribucién que
que describe el comportamiento de la variable local Z(t) puede obtenerse sumando
la distribucién conjunta sobre todos los valores locales asociados a todos los otros

tiempos distintos a t. Usando la delta de Dirac, esto puede escribirse como

p(alt) = / 5(i(t) — x)ol7] D3 . (3.27)

La distribucion obtenida a partir de este tipo de marginalizacion es una distribucion
tiempo-dependiente. No depende de trayectorias, sino que de una variable puntual z.
Por esta razon la denotamos con el simbolo p para distinguirla de las distribuciones
funcionales. El tiempo no es una variable aleatoria, sino que actia como una etique-
ta. Nosotros escogemos en que valor del tiempo evaluar la distribucion. La variable

aleatoria es el valor que toma la trayectoria en dicho tiempo.

La ecuacién (3.27) es conocida como la Ecuacién del Corte Temporal [17], y nos
permitira calcular distribuciones dependientes del tiempo a partir de distribuciones
de trayectorias. Esto permitird dos cosas: (a) relacionar teorias estadisticas tiempo-
dependientes conocidas con teorfas dependientes de trayectorias y (b) obtener dis-
tribuciones tiempo-dependientes para nuevas teorias formuladas desde el formalismo

funcional.
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Si bien la asociacion entre integrales de camino y probabilidades de transicién es
fuertemente aceptada, en general las teorias de integrales de camino no involucran
distribuciones funcionales de probabilidad. Las sumas sobre trayectorias son inter-
pretadas como expectaciones, no obstante el integrando no es asociado formalmente
con una distribucion de probabilidades, asi su normalizacion no es un tema de in-

terés, sino la normalizacion de la probabilidad de transiciéon resultante.

En el formalismo de trayectorias que aqui se describe, la distribuciéon tiempo-
dependiente obtenida como una marginalizacion estd normalizada por construccion,

pues

/ p(alt)dz = / / 5(#(t) — x)ol7] D3 do (3.28)

= /Q[:E]Dx (3.29)
- 1. (3.30)

La distribucién tiempo-dependiente estd normalizada. Y como el instante en el
cual se realiza la marginalizacion es arbitrario, entonces esta normalizacion se conser-
va. De hecho, la distribucién tiempo dependiente satisface la ecuacion de continuidad

por construccién, teniéndose que

op 0 ., .

5 = g 0@ —2) (3.31)
= (B(t)d'(F(t) — x)) (3.32)
= — j(t)%é(i(t)—x)> (3.33)
= —%<f(t)5(f(t)—x)>. (3.34)

Esta relacién nos permite identificar una expresion para la densidad de corriente
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(o flujo) J(z|t), dada por
J(xlt) = (2(t)6(E(t) — x)) . (3.35)

La ecuacion de continuidad no es una ecuacién cerrada para la distribucién de
probabilidad. En general, en el contexto de la estadistica dependiente del tiempo,
la ecuacion de continuidad se usa en conjunto con alguna expresion fenomenologica
que relacione la distribuciéon de probabilidad p con la densidad de corriente J. De
esta manera, se obtiene un sistema de ecuaciones cerrado, permitiendo encontrar so-
luciones. En el contexto del formalismo de trayectorias, vemos que tanto la densidad
de corriente J como la distribucion de probabilidad p dependen de la distribucion
funcional po. Esto quiere decir que cualquier relacién fenomenoldgica entre estas can-

tidades debe estar contenida en la distribucién de trayectorias o.

3.4. Principio de Maximo Calibre.

En funcién de una teoria tiempo-dependiente es posible definir una probabilidad
funcional o que se relacione con la distribucion tiempo-dependiente p a través de
la ecuacién del corte (3.27). Pero en este procedimiento surgen dos dificultades: (a)
no existe un procedimiento Unico para obtener distribuciones funcionales a partir
de la teoria tiempo-dependiente. Dependiendo de la teoria microscépica (determi-
nista o estocastica) existen distintos procedimientos para escribir la probabilidad
de transiciéon como una integral de caminos. Por otra parte (b), la distribucién de
trayectorias o contiene mas informacion que la distribucion tiempo dependiente p.
Mostramos, de hecho, como obtener la segunda a partir de la primera. Es por esto

que, en principio, podria existir mas de una distribucion de trayectorias que coincida
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con la distribucion dependiente del tiempo. Esto, ademas de representar un proble-
ma, es inconsistente con el marco tedrico propuesto, pues la distribucién funcional
deberia ser construida considerando el comportamiento temporal de los microesta-

dos, y no a partir del comportamiento de una distribucién macroscépica.

En esta seccion, mostraremos un camino alternativo para construir la distribu-
cion funcional o que caracteriza el sistema a partir de consideraciones microscopicas
y macroscépicas sobre el comportamiento del sistema. Para esto, nos basaremos en

las ideas propuestas por Jaynes para describir este tipo de sistemas.

El calibre C' es una generalizacién de la entropia de informacién para sistemas en
que la variable aleatoria corresponde a una trayectoria. Corresponde a un funcional
de la distribucién de trayectorias g, y cuantifica la certidumbre que ofrece la descrip-

cién estadistica del sistema.

El calibre C|g| se define como

Clol = — / ol 22 D7 (3.36)

donde 7[Z] es una distribucién a priori. Esto quiere decir que el calibre es una en-
tropia relativa en el espacio de trayectorias, donde la distribucién a priori describe
las hipétesis que se suponen para el sistema de manera previa a la inclusion de res-

tricciones.

El principio de maximo calibre establece un procedimiento para la obtencién de

distribuciones funcionales a partir de restricciones sobre la evolucién de su dinamica.
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Podemos enunciarlo de la siguiente manera: Dado un conjunto de restricciones y una
distribucién a priori 7[Z], la distribucién de probabilidad funcional ¢ que describe
de forma menos sesgada (es decir, sin agregar informacién adicional) el comporta-
miento de las restricciones, es la que maximiza el calibre. La distribucion ¢ obtenida
actualiza la informacién contenida en la distribucion a priori para que incluya las

restricciones de la mejor manera.

Si consideramos como restricciones las expectaciones de un conjunto de funciona-
les (F,[Z]) = fu,conn =1,..., M, éstas pueden ser incluidas usando multiplicadores
de Lagrange \,,. Debemos también incluir la condicién de normalizacién como restric-
cién (1) = 1 con multiplicador de Lagrange A. Si maximizamos el calibre incluyendo

estas restricciones, se obtiene

o -
0 = 5ol (C[Q] — (1) — Zn:)\nFn[a: ]) (3.37)
= —ln%—l—/\—Z)\nFn[i‘], (3.38)
donde hemos usado que ’
0 i) = F[&
o (I = Flal, (3:39)

debido a que las expectaciones son lineales en la distribucién g. Luego, si despejamos

la distribucién funcional p, se obtiene

ol = Aljﬂ_x‘]? o o (- ; Anan> . (3.40)

Esta solucién mantiene la misma estructura que las soluciones obtenidas con el

principio de maximo calibre. La funcién particién Z(Ay, ..., Ays) es una constante de

normalizacion, dada por

Z(M, .. ) = / 7[7] exp (- ZAJJ@«]) Di, (3.41)



60

y que permite relacionar las restricciones con los multiplicadores de Lagrange a través

de la expresion

0
oA\,

fo=(F,) = InZ(A,..., ) - (3.42)

Estas ecuaciones son andlogas a las soluciones obtenidas con el principio de maxima
entropia para sistemas macroscopicos en equilibrio; la distribucion de probabilidad
depende exponencialmente de las cantidades restringidas y el valor que dichas res-
tricciones toman puede obtenerse a partir de derivadas del logaritmo de la funcién

particion Z respecto a los multiplicadores de Lagrange A,.

La ventaja de este formalismo, en comparacion con la estadistica tiempo-dependiente,
es que en este caso podemos calcular expectaciones de funcionales que dependen
explicitamente del tiempo. Esta dependencia puede ser tan general como preten-
damos, pero nos concentraremos en funcionales G que dependen localmente del
tiempo a través de las trayectorias. Es decir, tomaremos expectaciones de funciones
G(#(t),2(t)) que dependen de los valores de la trayectoria y su derivada evaluadas
en un instante determinado. Vemos que esta cantidad depende explicitamente de
la trayectoria, pero ademas depende del tiempo. Eso quiere decir que su valor de
expectacién también puede depender del tiempo.

Consideremos restricciones dependientes del tiempo, de la forma G(Z(t), #(t)) =
gn(t) (n=1,..., M). Al maximizar el calibre, esta restriccién debe cumplirse para
todo tiempo ¢ € [t;, tf], por lo que para incluirla usando multiplicadores de Lagrange,

es necesario considerar también multiplicadores de Lagrange tiempo dependientes
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An(t). Luego, el funcional auxiliar a maximizar toma la forma

Clol = Clo] - A (1) =Y /1t " Aalt) (Gl (1), 5(2))) dt. (3.43)

Tomando la derivada fucional de esta cantidad respecto a g, se obtiene

0 = %(cm—w—; JECICREOR O dt) (3.44)

o[7] o 4
—In———-1—-X— M ()GR(z(t), 2(t)) dt . 3.45
n e 320G 3(0).5(0) (3.45)
Despejando la distribucion o obtenemos nuevamente una solucion exponencial de la

forma

ol7] = Z[/\l,.[..], exp< 2/ #(t), #(0)) dt). (3.46)

Esta vez la funcién particién es un funcional de los multiplicadores de Lagrange,

dada por

Z[)\l,...,)\M]:/ exp< Z)\ W (E(t ())dt) (3.47)

La relacién entre las restricciones y los multiplicadores de Lagrange mantiene la
misma estructura formal, no obstante las derivadas respecto a \,, deben ser tomadas

como derivadas funcionales, pues ahora estas cantidades dependen del tiempo

n(t) = (G (3(t), £(t))) = — I ZA, .. Al (3.48)

dAn(t)
Vemos como el principio de méaximo calibre permite obtener descripciones tiempo-
dependientes para sistemas macroscopicos. La descripcién obtenida dependera de las
restricciones impuestas, de la descripcién de la variable microscépica (que se hereda
desde la descripcién del espacio de fases), y también de la distribucién a priori esco-

gida 7[z].
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El procedimiento detallado aqui permite describir sistemas tiempo-dependientes
a partir de restricciones. Una vez especificadas las restricciones y la distribucion a
priori, la maximizacion del calibre entrega una descripcién unica para dicho siste-
ma. Este procedimiento muestra un camino para la caracterizacién de ensambles
tiempo-dependientes a partir de restricciones, en un formalismo unificador que per-
mitirfa describir la mecanica estadistica fuera del equilibrio de una manera analoga
a la descripcién que la maximizacion de entropia otorga a la mecédnica estadistica en

equilibrio.

Las restricciones en forma de expectaciones se relacionan con la dindmica ma-
croscopica. Esto, en el contexto de la estadistica tiempo-dependiente, esta relaciona-
do con la ecuaciéon de evolucion para la distribucién de probabilidad. En la siguiente
seccién, veremos como la distribucion a priori puede ser utilizada para describir la

naturaleza predictiva de los sistemas fisicos estudiados.

3.5. Problemas predictivos

La distribucién a priori que aparece en la definiciéon del calibre permite hacer
consideraciones explicitas sobre el estado del sistema. Esta distribucion de probabili-
dades, que en el contexto del principio de maxima entropia hace explicito el principio
de igual probabilidad a priori, en general, en otros trabajos previos también es con-
siderada uniforme. En nuestro caso, usaremos la distribucién a priori para distinguir
entre la dinamica del sistema, y la informacién que se tiene sobre el estado del siste-

ma, que da cuenta de la naturaleza del problema que se busca resolver.
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En el caso de la mecanica estadistica fuera del equilibrio, la tnica informacion
ajena a la dindmica que se tiene sobre el sistema son las condiciones iniciales para la
distribucién tiempo dependiente p(x|t;) = po(z). Esta informacién a priori, que en
este caso si hace referencia a un estado previo en el pasado, serd representada a través
de la distribucién a priori 7[Z] = po(2(0)). La maximizacién del calibre actualiza la
informacion del estado inicial de manera que su evoluciéon temporal sea compatible

con las restricciones.

Las teorias tiempo-dependientes presentes en la mecanica estadistica fuera del
equilibrio usualmente tratan un problema predictivo. Esto significa que realizan es-
timaciones sobre el comportamiento de un sistema a partir de informacién sobre su
pasado. En el contexto del principio de maximo calibre, diremos que nuestros mo-
delos describen un problema o situacion predictivas cuando la distribucién a priori
que asumimos para caracterizar el comportamiento de un sistema depende sélo de la
condicién inicial de las trayectorias. Si consideramos una distribucién de trayectorias
de la forma o[7] = w[Z]e~C"1 /Z vemos que la expectacién de un funcional arbitrario

F[Z] puede escribirse de la forma

(FlE]) = / %exp(—G[f])F[:ﬂDi (3.49)
- / @exp(—a[a:«])p[z]m (3.50)

_ /(/we}(p(—am)m] m) po(@')dz' . (3.51)

Luego, la expectacion del funcional F' puede escribirse como la convolucién

(Fla)) = / (Fll)a o po(@) da’, (3.52)

donde la expectacién (F'[Z]) (1) €S UNa expectacion que debe ser tomada conside-

T
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rando sélo trayectorias que satisfacen la condicion inicial Z(¢;) = 2’. Esta expectacién
corresponde a un sistema con una distribucion a priori que describe una situacion de
certeza absoluta, de la forma 7[Z| = §(Z(¢;) — 2’). La ecuacién (3.52) muestra que las
soluciones para distribuciones a priori que dependen arbitrariamente de las condicio-
nes iniciales de los microestados pueden ser calculadas a partir de una convolucién
entre la solucién con condiciones iniciales de certeza absoluta y la distribucion de a

priori del sistema.

Esto permite definir operadores para calcular expectaciones de cantidades que
dependen explicitamente de las trayectorias, pero en el marco de trabajo tiempo-

dependiente. Por ejemplo, el flujo puede escribirse como la convolucién

(#()5(i(t) — ) = / (F()3(F() = 7)),y pol’) da’ (3.53)

Si proveemos una expresion explicita para la distribucion de trayectorias, es posible
calcular la expectacién con condicién inicial de certeza absoluta (7(¢)8 (% (t) — ). ()=
como una funcién de las variables x, 2’ y t. Con esto, es posible expresar el flujo como

una convolucién que depende solo del estado inicial y que no involucra trayectorias

de forma explicita, pues estas ya estan consideradas en el calculo de la expectacion

(FOSEE) — 1)), 0

Un caso de particular interés ocurre si evaluamos la identidad (3.52) en la ecuacién
del corte (3.27). La expresién obtenida para la distribucién tiempo-dependiente como
funcién de la distribucién de condiciones iniciales describe la evolucién temporal del

sistema y corresponde a

—
=%
—~
S h
—~
~
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S~—
=
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(0= P0(7") 2, (3.54)
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donde podemos identificar la expectacion (5(Z(t) — ));(, . con la probabilidad de

transicion del sistema

Plaltial) = 8060 = ) = [ Z2 0000 -a)0(5(0)-0) D (3.5

La probabilidad de transicién (3.55) contiene toda la informacién necesaria para des-
cribir la dinamica del sistema, y permite obtener la distribucién tiempo-dependiente
del sistema con condiciones iniciales arbitrarias. La ecuacién (3.55) muestra explici-

tamente como calcular esta cantidad a partir de la distribucion de trayectorias.

Teniendo una expresién explicita para la distribucion de probabilidad de tra-
yectorias es posible construir una ecuacién diferencial para la distribuciéon tiempo-
dependiente p(z|t) a través de la ecuacién de continuidad. Esta ecuacién coincide
con la ecuacion de Feynman-Kac del sistema. La probabilidad de transicién definida
en la ecuacién (3.55) también satisface la ecuacion de Feynman-Kac del sistema, con

condiciones iniciales de certeza absoluta P(z|t = t;;2') = d(z — ).

3.6. Problemas no-predictivos

En la seccién anterior mostramos que la estructura de la distribucion a prio-
ri puede ser utilizada para describir sistemas predictivos. Pero, como mencionamos
previamente, la informacién a priori antecede a la dindmica de forma jerarquica, no
temporal. Asi, podemos considerar distribuciones a priori que no sélo describan la
condicion inicial del sistema, sino también informacion relacionada con el sistema en

otros instantes.
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Asi, la estructura de la distribucién a priori puede ser escogida de manera que
la dinamica del sistema macroscopico se vea influenciada por informacién tanto del
pasado, como también de tiempos futuros. Por ejemplo, si tomamos una distribucién
de la forma (%] = po(Z(t;), Z(ty)), podemos considerar situaciones en que se conoce la
distribucién de estados iniciales y finales de cada una de las trayectorias. La dinamica
obtenida al considerar una distribuciéon a priori de esta forma serda compatible con
las condiciones iniciales y finales descritas, e interpola esta informacién para tiempos
intermedios ¢; < t < t; usando la informacién de la distribucién actualizada o[Z] que

se obtiene maximizando el calibre.

3.6.1. Retrodiccion

La distribucién a priori n[Z] = po(Z(t;),Z(t;)) descrita en el parrafo anterior
permite realizar retrodiccion en sistemas macroscépicos. La retrodiccion consiste en
una estimacion de las caracteristicas del sistema a partir de informacién de un estado
futuro [21]. Como se mencioné en el capitulo 1, nos referiremos a un problema como
retrodictivo cuando se busque determinar las propiedades de un sistema tiempo-
dependiente conociendo el estado del sistema en un tiempo inicial y en un tiempo
final, simultaneamente.

La retrodiccién, en sistemas descritos por una distribucion de probabilidades
tiempo-dependiente p(x|t), consiste en la estimacién de esta distribucién a partir de
asumir conocidas una distribucién inicial p;(z|t;) y una distribucién final pg(x|ty).
En sistemas descritos usando el principio de maximo calibre, la retrodicciéon puede
llevarse a cabo considerando como informacién a priori una distribuciéon para los
estados finales e iniciales del sistema 7[Z] = po(Z(t;), Z(tf)). Esta es una distribu-

cién de probabilidad conjunta para los valores inicial y final de las trayectorias. La
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llamaremos, por su estructura, distribucién a priori retrodictiva.
Si consideramos distribuciones de trayectorias obtenidas a través de la maximi-
zacién del calibre, de la forma o[#] = 7[Z]e"Cl¥l/Z, podemos definir la expectacién

con condiciones de certeza absoluta

iz = [ s - s -aos 2560

que permite calcular las expectaciones como una convolucién de la distribucién con-

junta
// i(tf)_;, po(, 2") dx'dx" . (3.57)

De igual forma que en el caso predictivo, podemos identificar la probabilidad de

1"

transicion P(z|t; 2’ 2") = (6(Z(t) — x)). gf)):f, que permite escribir la distribucién

tiempo dependiente

(63 (t) — ) = / / Plalt: ', 2"V pol, ") dalda” (3.58)

Esta probabilidad de transicion representa un subconjunto de las trayectorias
del caso predictivo. La retrodiccion es una estimacion que actualiza la informacion

predictiva. Esta relacion se puede escribir expresamente como

(6(20) = 2y = [ G0 ~ ) da” (3.59

La distribucion tiempo dependiente satisface las condiciones de borde

(0(F () — 2)) = / pole’, 2" da”, (3.60)

(5(#(t;) — z)) = / pola, 2") da (3.61)



68

mientras que la probabilidad de transicién P(z|t;2’, 2”) satisface las condiciones de
borde
=z — '), (3.62)

(S(F(tg) — "IN = §(a — a"). (3.63)

En el caso en que las condiciones iniciales y finales se miden de forma independiente

con distribuciones p; y py, respectivamente, la distribucién conjunta py toma la forma

po(a', ") = pi(a)py(a”).
3.7. Recursividad en las integrales

Para obtener cantidades macroscépicas a partir de las teorias descritas por el
formalismo del principio de maximo calibre, tendremos que resolver integrales fun-

cionales de la forma

(o, ¢/ s 1) — / S(E() — 2)S(F(H) — ) exp (- / 7Lt 20). 5(1) dt) Di.
" (3.64)
La segunda delta de Dirac en el integrando la evaluamos en un tiempo intermedio
t; <t <ty. A través de esta integral podremos evaluar la funcién particién tanto
del modelo predictivo como del modelo retrodicitivo, y también podremos evaluar
las probabilidades de transicién asociadas a dicho sistema.

Podemos discretizar esta cantidad de la forma

Tp=T

N
Ty — /exp <_ 3" L{ty, ‘”"‘Tf“)m) oy ... dvp1dzp,s ... dry ,
n=1

ro=x'

(3.65)
donde escogemos el punto k de la discretizacién tal que el tiempo asociado a este

punto £, sea el més cercano a t*. Vemos que el caso en que sélo el tiempo inicial
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esta fijo puede obtenerse integrando I respecto a x. Ademads, si el tiempo fijo t* no
coincide con los extremos del intervalo temporal, la integral puede separarse de la
forma

N
Iy = I (/ exp (— Z L(ty, x,, %_Tfnl)At> Az . ..da:N>

n=k+1

, (3.66)

Tp=x

Luego, todas las integrales pueden expresarse en funcién de la integral con tiempo

inicial y tiempo final fijos

12" tpal ts) = I(" ty; !t ty)

_ /5(@(@) — )83 (t) — o) exp (- /t‘tf L(t, 5(8), 3() dt) Di.
l (3.67)

Esta integral es divergente incluso en las situaciones més simples. Las funciones

particion del caso predictivo y retrodictivo pueden expresarse, respectivamente, como
Zored = /](x”, ty; ' t;) da” (3.68)

Zretro = I(:I:”? tfa IE/, tz) . (369>

Al ser cantidades divergentes, estas funciones particiéon deben ser expresadas en for-
ma discreta en cada una de las expectaciones que se calculen. Asi, en el caso discreto,
existen expectaciones para las cuales los términos divergentes se cancelan. En par-
ticular, las probabilidades de transicién de los sistemas estudiados en este trabajo

resultan ser finitas y pueden escribirse como

Iz, t; o' t;) (2", ty 2, t) da”
Pore t'/:f — — 3.70
prea (2[5 7') f](x”,tf;x’,ti) dx” ’ ( )

Iz, t; 2! ) I(2" ty; 2, t)

Prero t; /7 ") =
t (SL’| z II?) I(l’”,tf;l’/,ti)

(3.71)
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En estas dos 1ltimas expresiones, las integrales y los cocientes deben ser calculadas en
la representacion discreta para tomar posteriormente el limite continuo. La expresion

discreta de esta integral

1

TN=X
xn

Iy = /exp ( Z Lt @n, = At 1)At> dzy ... den— : (3.72)

o=z’

puede ser calculada a partir de la relacién recursiva
IN — IN-1 =
IN = /exp —L(tN, TN, T)At INfleL'Nfl (373)
zro=x'

La validez de estas expresiones se restringe a la convergencia de las integrales.



Capitulo 4

Sistemas difusivos homogéneos

La mecanica estadistica en equilibrio permite relacionar la temperatura de los
sistemas macroscépicos con la energia promedio de sus componentes microscopicas.
La temperatura de un sistema es la manifestacion macroscopica del movimiento
microscopico de sus moléculas, lo que otorga un caracter cinético a los fenémenos

térmicos a través del principio de equiparticién de la energia [53].

Fuera del equilibrio, la naturaleza cinética de la temperatura puede evidenciar-
se en el fenémeno del movimiento browniano. Como Einstein propuso, a partir de
consideraciones termodinamicas y el uso de la teoria cinética [54], el movimiento de
una particula suspendida en un medio viscoso puede ser explicado a partir de la
interaccién entre la particula y las moléculas del medio. El movimiento estocastico
de la particula depende explicitamente de la temperatura del medio y da cuenta del
intercambio de energia producido por las colisiones entre la particula estudiada y las
particulas del medio. Estudiaremos céomo esta dindmica macroscépica surge desde
restricciones sobre el promedio de la energia cinética de las particulas y calcularemos

explicitamente las probabilidades de transicion.

71
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El modelo predictivo de este sistema es ampliamente discutido en la literatura.
No obstante, contrastaremos estos resultados con las soluciones obtenidas para el
modelo retrodictivo. Ademas, consideraremos una restriccion tiempo-dependiente,
por lo que los resultados obtenidos pueden ser interpretados como sistemas en los
que la temperatura del medio cambia en funcion del tiempo. Discutiremos las dife-

rencias entre estos dos modelos en el contexto de la irreversibilidad de las soluciones.

4.1. Difusion browniana estandar

Consideremos la distribucién de probabilidad de trayectorias que se obtiene al
maximizar el calibre para una particula unidimensional tomando como restriccién la

expectacion del término cinético

(Z(t)) = k(). (4.1)
En esta restriccion, hemos decidido no incluir la masa. Su ausencia serd justificada

al ajustar los parametros del modelo.

La distribucién de trayectorias para este sistema se puede obtener facilmente
con los métodos ya estudiados en la secciéon anterior. La solucién corresponde a una
distribucién gaussiana en las velocidades dada por

;[["?] exp (— /t 7 s dt> | (4.2)

o7] =

Esta distribucion es una distribucién gaussiana diagonal en las velocidades, en el
sentido de que no existe un acoplamiento entre velocidades correspondientes a tiem-

pos distintos. Esto quiere decir que la velocidad i(t) asociada a un tiempo especifico,
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solo presenta correlaciones consigo misma, y no con velocidades correspondientes a
otros tiempos, resultando en una dindmica Markoviana [55]. Esta estructura de la
distribuciéon de probabilidad es consecuencia directa de la restriccién escogida.

Las trayectorias mas probables para este sistema pueden obtenerse a partir de la

derivada funcional de la distribucién de trayectorias, que corresponde a

%(Qt) - (% [2ﬁ(t):%(t)]) old]. (4.3)

Vemos entonces que las trayectorias més probables, que se obtienen al igualar esta

derivada a cero, satisfacen

% (B)E(t)) =0. (4.4)

Para calcular explicitamente la funciéon particion, el promedio de la energia cinética
y la distribucién tiempo-dependiente, es necesario especificar cual es la estructura
de la distribucién a priori 7[Z]. Esto requerird distinguir entre sistemas predictivos

y retrodictivos.

4.1.1. Prediccion

Para sistemas predictivos en los que la distribucién a priori toma la forma 7 [z] =
po(Z(t;)), podemos realizar los calculos considerando una distribucién con condiciones
iniciales de certeza absoluta w[Z] = 0(x — 2’) y luego convolucionar los resultados
con la distribucién inicial arbitraria que representa el estado inicial del sistema.

La trayectoria més probable del sistema satisface la ecuacién (4.4). La condicién
inicial de certeza absoluta Z(t;) = 2’ no es suficiente para obtener una solucién tinica
a partir de esta ecuacién diferencial. No obstante, la probabilidad de las trayectorias

depende de el cuadrado de las velocidades, y alcanza su mayor valor cuando la
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particula no se mueve. Por lo tanto, de todas las trayectorias que satisfacen (4.4), la
trayectoria més probable para el sistema predictivo corresponde a Z(t) = 2.

A pesar de esto, la trayectoria mas probable es sélo resultado del comportamien-
to colectivo de las trayectorias. Las trayectorias individuales son estocésticas y en
general no diferenciables. Esto se debe a que sus velocidades se encuentran descorrela-
cionadas para distintos tiempos. La figura 4.1 representa un muestreo de trayectorias
al suponer una distribucién gaussiana para las velocidades en un intervalo de tiempo
At discreto. Las trayectorias dan cuenta de la certeza absoluta en las condiciones
iniciales del modelo predictivo. Ademas, es posible ver la descorrelacion en las ve-
locidades, que en un intervalo de tiempo At — 0 manifiesta un comportamiento
fractal.

Por otro lado, podemos expresar la funcién particién del sistema (con condiciones

iniciales de certeza absoluta) como

2091 = [ stata)—)exp (- / ! i) pi = | e (- / ! Bi0)i0)) P

(4.5)
Usando la discretizacién que definimos en el capitulo anterior, esta integral puede

ser representada como

ZB] = /exp (—Ait ; B (2, — xn_1)2) dry...dzy . (4.6)

Esta integral puede ser calculada recursivamente, comenzando con la integral de
xn. Vemos que cada término x,, aparece en dos cuadrados, salvo los valores inicial y
final de la trayectoria, que aparecen en sélo uno. Si comenzamos integrando el valor

final de la trayectoria, obtendremos una integral idéntica a la anterior, pero con un
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Figura 4.1: Muestreo de trayectorias discretas representativo del problema difusivo
homogéneo que estamos estudiando. El muestreo se hizo usando un intervalo discreto
de duracion At = 0.1 en que a partir de una condicién inicial 2’ = 3, se escogi6 una
velocidad aleatoria a desde una distribucién gaussiana y se evolucioné la posiciéon
para 1000 semillas con la misma condicién inicial. La distribucién de velocidades
se escogio de manera que fuese consistente con la distribucién de trayectorias del
sistema, usando un multiplicador de Lagrange constante g = 1.

factor multiplicativo y con una variable de integraciéon menos. Esto quiere decir que

al hacer el cdlculo recursivo se obtiene

ZB] — /exp (—é ;Bn (), — xn1)2> dr;...dxy (4.7)

N-1
= 4 /% /exp (-é Z B (20 — xn—1)2> dry...dry_y (4.8)
n=1

= (A" \/lﬁ—n : (4.9)

En el limite continuo At — 0 y N — o0, esta integral no converge a un valor
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finito. Podemos usar la expresion discreta para escribir el promedio de la energia

cinética como

B 1 0
<x2(tk>>5:(ti):x’ — ——1InzZW| (4.10)

donde Z™) es la funcién particién predictiva discretizada Z™) = (rAt)™/? 11, 1/v/Bn.
Si evaluamos esta cantidad, obtenemos que el promedio del término cinético corres-

ponde a

- 1
<x2(tk)>5(ti):m/ — SN (4.11)

Esta cantidad nuevamente es divergente. Pero esta divergencia es consistente con la

correlacion de velocidades

(EOF)) 500 = 5(2;—_(5), (4.12)

que se obtiene a partir de una distribucion gaussiana. Esto quiere decir que la diver-

gencia puede interpretarse como

oy e L 0(0)
@0) = Mo op A~ 25(t) "

(4.13)

Vemos que la restriccién que impusimos al promedio de la energia cinética conduce a
un sistema cuyas velocidades se encuentran descorrelacionadas a distintos tiempos.
La presencia de una divergencia es consistente con estas correlaciones, pero impide
ajustar el multiplicador de Lagrange 3(t) usando la expectacién restringida, pues

esta cantidad no posee un valor finito.
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Probabilidad de Transiciéon

La probabilidad de transicion del sistema predictivo puede escribirse como la

expectacion
Plaltsa) = (5(&(0) — 2) sy - (4.14)

La representacion discretizada de esta integral de trayectorias puede escribirse como

=T

N
P(x|t;x') — % /exp (— % (, — xn_1)2> dzry ...drg_1dxpsq ... dey

n=1 zo=1'
(4.15)
La ecuacién (4.15) corresponde a una integral multidimensional de N — 1 variables.
La funcién particién ZN) corresponde a la expresién discreta que obtuvimos previa-
mente, mientras que en la integral multiple, el valor de la trayectoria en tiempo tj
no es integrado, al igual que el valor de la trayectoria en el tiempo inicial ¢;. Para
recuperar una expresion en el continuo para esta cantidad, es necesario tomar el
limite con k/N — (t —t;)/(t; —t;) de manera que el tiempo marginalizado coincida
con el tiempo de interés.

La integrales en (4.15) pueden resolverse desde xjy; hasta zy, de donde aparece

un término multiplicativo que se cancela con parte del producto que aparecen en la
funcién particion. Vemos que esto indica que la probabilidad de encontrar la particula

en la posicion x en tiempo t dependera sélo de informacién sobre su pasado. Asi, es

posible escribir la probabilidad de transiciéon como

Z(t)=z
n 1 \4 5"

P(x|t;2") — AT exp ( At “ (2, — xn1)2> dry...drg_q

i(ti ) =z’

(4.16)
La integral restante no es equivalente a la funcion particion, pues vemos que xy

no esta siendo integrado. Esta integral puede ser resuelta recursivamente usando la
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identidad

/00 exp <(y ;13:) + (2 —By) ) dy = Ziu; exp (%) , (4.17)

oo

obteniéndose la expresion discreta

k 2 "2
P(z|t;2") — (WAtZﬂ;1> exp <—ﬁ) . (4.18)

En esta expresion, el ancho del intervalo temporal At siempre estd acompanado de

Jun

una suma, por lo que al tomar el limite continuo se recupera una expresiéon finita,

Pla|t; o) < / 5! >_1/2 exp (ft(x - ?;/) . (4.19)

La probabilidad de transicién obtenida también es una distribucién gaussiana, cen-

dada por

trada en el estado inicial 2’ para todo tiempo. La figura 4.2 muestra una grafica de
esta solucién para distintos tiempos. El ancho cuadratico medio o2(t) de la distribu-

cién aumenta con el tiempo para funciones positivas 3(t) > 0 y esta dado por
1 [*at
oX(t) = = =~

La solucién general para la distribucién tiempo dependiente, con condiciones ini-

(4.20)

ciales arbitrarias p(z|t;) = po(z) puede escribirse usando la probabilidad de transicién

plat) = / Plalt: 2')po(a’) da (4.21)
Vemos que la posicion promedio, calculada usando la distribucién tiempo-dependiente

(x), no cambia, pues

(), = /;Ep(a:|t)das

_ / ( / +P(alt; 2') dx) pol’) da’
_ / ¥ pola’) da’

— (2), . (4.22)
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Figura 4.2: Probabilidad de transicién para el problema difusivo predictivo descrito
en esta seccion. Los parametros de la solucién representada son equivalentes a los
del muestreo representado en la figura 4.1.

Asi mismo, el ancho cuadratico medio de la solucién general crece de la misma manera
que el ancho cuadrético medio o2(t) de la probabilidad de transicién, teniéndose que
L[t dr
2 2
T —(x =((z —(x + = —. 4.23

(=@ = (= )%+ 5 | 5 (423)

Podemos escribir la ecuacién diferencial que satisface la distribucion de probabili-
dad tiempo-dependiente a partir de expresar la probabilidad de transicién en tiempos

cortos. Para At < 1, podemos escribir la distribucién de probabilidad y la densidad

de corriente como

(z—z")?

1
p(z|t + At) = /Eeﬁ(t) ar p(z|t) da’, (4.24)

1 _ o2
J(x]t) :/2%6_5@)( e p(z|t) do’ . (4.25)
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de donde vemos que

0 01 (z—a')?
- — - _ﬂ(t) t !
axp(x]t—i-At) axZ/e ar - p(x|t) dx
25(t) / (z — ') g e=sn? )
_ t . 49
7 A © at p(z|t) dex (4.26)

Se tiene entonces que se satisface la relacién

J(xlt) = _f@)a% (z]t). (4.27)

Reemplazando esta expresiéon para la densidad de corriente en la ecuacién de continui-
dad, se obtiene la ecuacién de difusién, con constante de difusion tiempo-dependiente,
dada por

op 1 &p

%= B (4.28)

La ecuacién (4.28) es la ecuacién de Feynman-Kac de este sistema. La probabilidad
de transicién P(zx|t; ') es solucién de esta ecuacién, con condicién inicial de certeza
absoluta P(x|t;;2") = 6(x — 2’).

Podemos ver que el multiplicador de Lagrange 3(t) puede ser ajustado a partir de
la evolucién del ancho cuadratico medio de la distribucion. La dependencia temporal
se ve suprimida en el caso de difusién browniana estandar, en que g = 1/2D se
relaciona con la constante de difusion del sistema.

La relacién de Einstein D = vkgT permite relacionar la constante de difusion
de un sistema con su temperatura 7', donde « es la movilidad de la particula en un

medio viscoso. Esto permite escribir el multiplicador de Lagrange de la forma
B =1/(4vksT), (4.29)

mostrando explicitamente como las restricciones en la energia cinética de la particula

son consistentes con la idea de que esta interactia térmicamente con el medio.
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En el caso general en que [ depende del tiempo, podemos interpretar esto co-
mo una dependencia temporal en la temperatura del sistema. Y podemos cerrar la

descripcion del sistema a partir de la relacién

1 d

s = 25 (@ = @)™ (1.30)

que puede ser ajustado usando informacién medible sobre el sistema fisico.

4.1.2. Retrodiccion

Consideraremos ahora el caso retrodictivo con condiciones iniciales de certeza
absoluta dado por la distribucién a priori 7[Z] = §(Z(t;) — 2')0(2(tf) — 2”). Cal-
cularemos de nuevo las cantidades que calculamos para el sistema predictivo. En
particular, el calculo de la probabilidad de transiciéon de este sistema nos permitira
escribir la solucién general con distribucion a priori retrodictiva arbitraria.

Vemos en este caso que la trayectoria mas probable, descrita por la ecuacién
diferencial (4.4), queda univocamente determinada por la condicién inicial y final
de la trayectoria, que es informacién conocida con certeza absoluta. Esta trayectoria
corresponde a

B(t) = oA T ), /) . (4.31)

Jo dt'/(#)

Un muestreo de trayectorias (figura 4.3) puede realizarse a partir del mismo pro-

cedimiento discreto que en el caso predictivo. En este caso, sélo las trayectorias que
satisfacen tanto la condicion final como la condicién inicial tienen probabilidades
no nulas, por lo que debe filtrarse las trayectorias obtenidas aleatoriamente. Es-
to da cuenta del tipo de situaciones que permite describir un modelo retrodictivo.
Son situaciones en que el espacio de trayectorias se ve restringido por una condi-

cion inicial conocida, pero sin cambiar su estructura previa a esta suposicion. Esto
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puede reflejarse tanto en situaciones fisicas en que existen atractores para la dinami-
ca microscopica, o en aplicaciones estadisticas para la interpretacién de datos con

informacion incompleta.

30 4

20 4

~10 4

Figura 4.3: Muestreo de trayectorias discretas representativo del problema difusivo
homogéneo con una restriccion tanto en las condiciones iniciales como en las condi-
ciones finales de las trayectorias. El muestreo se hizo usando un intervalo discreto
de duracién At = 0.1 y multiplicador de Lagrange 8 = 1, en que a partir de una
condicién inicial 2/ = 3 se escogié una velocidad aleatoria desde una distribucién
gaussiana y se evolucioné la posicién para 360000 semillas con la misma condicion
inicial. De estas trayectorias, sélo las consistentes con la condicién final retrodictiva
2" = 10 en tiempo t; — t; = 15 se muestran en la figura. Estas trayectorias repre-
sentan el espacio completo del sistema. La condicién final fue seleccionada con una
sensibilidad de 0.2 para obtener una cantidad representativa de trayectorias.

La funcion particién del sistema puede expresarse de forma discreta como

zy=z"

-
Z[p] — /exp — Z Knt (2 — nr)’ | day .. dzy_y . (4.32)
n=1

ro=x'
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Esta integral gaussiana es analoga a la que resolvimos mientras buscdbamos la proba-
bilidad de transicién del caso predictivo. Su resultado puede obtenerse recursivamente

y corresponde a

(rAt)N-1 (' — 2")?
Z[B] — m exp ( ALY 1/5n> (4.33)

Esta cantidad, al igual que en el caso predictivo, no es finita en el limite continuo. Po-
demos usar esta expresion discreta para evaluar su logaritmo y obtener una expresion

para el valor de expectacién de la velocidad al cuadrado como

,,% (ZL" [)3”)2 1 N 1
T (are 1/6n)2ﬁ'f =

De nuevo vemos que aparece un término divergente, que puede ser asociado a la des-

2%1
H

(#(1)50,

(4.34)

E%x
|

correlacion entre velocidades de distintos tiempos. No obstante, en este caso aparece
un término finito, que corresponde al cuadrado de la velocidad de la trayectoria mas

probable. Podemos escribir esta expectacién en el continuo como

2
s, wE(tp=2"  0(0) e
FEO) ™ = 350 +( S t,). (1.35)

Igual que en el caso predictivo, las velocidades de las trayectorias para tiempos dis-
tintos se encuentran descorrelacionadas. No obstante, la correlacion para velocidades

en tiempos iguales se ve afectada por la condiciéon de certeza absoluta en el estado

final.

Probabilidad de Transicion
La probabilidad de transicién de este sistema puede expresarse como

P(alt;a’,a") = (6((t) — 2)) 25075 (4.36)
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Esta cantidad puede ser representada de forma discreta como

N
P(x|t; 2, 2") = % / exp (— % (T, — xn_1)2> dxy ...dry_1dxg i drg, N,

"~ (4.37)
donde ZW) es la funcién particién discreta que obtuvimos para este problema, y la
expresion debe ser evaluada en o = 2/, xy = 2” y 2 = x. Podemos separar la
integral multiple en dos integrales multiples mas pequenas (desde 1 a k — 1 y desde
k+ 1 hasta N — 1). Esta vez las integrales para valores de la trayectoria en tiempos
mayores a t no se cancelan con la funcién particion, por lo que vemos que esta
probabilidad de transicién si se vera influenciada por eventos del futuro. Resolviendo
las dos integrales de igual forma como calculamos la funcién particién del sistema, se
obtiene nuevamente una expresion convergente, que en el limite continuo corresponde

a una distribucién gaussiana con media (z), igual a la trayectoria mas probable Z(t)

B 2! fttf dt//ﬁ(t/) + g fti dt//ﬁ(tl)

(), T a3 : (4.38)
y ancho cuadratico medio
Jodt'/B)) (J7dt'/p()
((x = (x),)?), = % ( ) ( ) : (4.39)

Jordv /Bt

El valor esperado de la trayectoria coincide con la trayectoria més probable del
sistema e interpola las condiciones iniciales, como es de esperar. Vemos también que
el ancho cuadratico medio es trivialmente 0 parat = ¢; y t = t¢, lo que es consistente
con la condicién de certeza absoluta para los valores inicial y final de las trayectorias.
Esto indica que la entropia del sistema no aumenta estrictamente, lo que sugiere que
la irreversibilidad de los sistemas macroscépicos se relaciona con la condicién de in-
certeza del estado futuro del sistema. Esto puede evidenciarse tanto en el muestreo

de trayectorias de la figura 4.3 como en la grafica de la probabilidad de transicién
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de la figura 4.4.
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Figura 4.4: Probabilidad de transicién para el problema difusivo retrodictivo de esta
seccion. Los parametros de la solucion representada son equivalentes a los del mues-
treo representado en la figura 4.3.

La solucién general para la distribuciéon tiempo-dependiente, con distribucién
a priori retrodictiva arbitraria w[Z] = po(Z(t;), Z(tf)) puede obtenerse como una

convolucion, utilizando esta probabilidad de transicién a través de la expresiéon

p(x|t) = /P(m|t;x’,x”) po(z',2") d'dx" . (4.40)

La media de esta distribucién dependiente del tiempo se obtiene reemplazando z’
y 2" por las expectaciones 2’ y z”, respectivamente; que se obtienen a partir de la

distribucién conjunta po(z’, z").
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El sistema descrito por este modelo no corresponde a una situacién fisica que se
presente asi en la naturaleza, sino a una situacién en la descripcién macroscopica
surge desde nuestro conocimiento del sistema. Es claro que el espacio de trayecto-
rias retrodictivas de certeza absoluta es un subconjunto del espacio de trayectorias
predictivas de certeza absoluta. Asi, la distribucién tiempo-dependiente obtenida in-
terpola la distribucion de valores iniciales y finales de las trayectorias para tiempos

que se encuentran entre estos dos instantes.

4.2. Reversibilidad en las soluciones retrodictivas

Discutiremos los resultados de la seccion anterior en el contexto de la irreversi-
bilidad y de la validez de nuestros modelos. La solucién del problema retrodictivo
responde un tipo distinto de preguntas que la del caso predictivo, y descartamos su
para el estudio del comportamiento espontaneo de los sistemas fisicos debido a las
hipdtesis en las cuales se basa el modelo. Especificamente, decimos que las solucio-
nes retrodictivas no dan cuenta de situaciones fisicas pues la dindmica obtenida se
ve influenciada por informacién del futuro a la vez que por las interacciones con el

medio y sus condiciones iniciales.

Pero las hipotesis que se suponen sobre un sistema no pueden ser validadas tam-
bién de forma a priori. La validez de las hipdtesis se justifica en la precision y exacti-
tud de sus estimaciones, es decir, las hipdtesis se validan a posteriori. En ese sentido,
el modelo retrodictivo presentado corresponde a una manera de falsear la hipotesis
predictiva. Mostraremos que las estimaciones resultantes de la teoria retrodictiva

no coinciden con el comportamiento observado en sistemas difusivos. De esta forma
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justificaremos las soluciones predictivas y, por lo tanto, las hipotesis que dan cuenta

de estas dindmicas.

En primera instancia, parece evidente que las soluciones retrodictivas presentan
un comportamiento cualitativamente distinto al de las soluciones predictivas. Las
soluciones retrodictivas admiten procesos reversibles que no pueden darse en los sis-
temas con una dindmica predictiva. Pero en los casos con condiciones de frontera
arbitrarias, podemos estudiar sistemas retrodictivos en los que las condiciones inicial
y final son compatibles con una dindamica irreversible. Esto quiere decir que podrian
existir procesos retrodictivos consistentes con las soluciones predictivas, y es por es-
to que resulta importante estudiar las soluciones generales y determinar si es que es

posible distinguir claramente entre los contextos predictivo y retrodictivo.

Consideremos un sistema retrodictivo descrito por la probabilidad de transicion

P(x|t;x;, xf) X exp (@ — p;(gt%;f;; %1)) ) , (4.41)

que describe la probabilidad de medir la trayectoria del sistema en la posiciéon x en
tiempo ¢, cuando se sabe que su posicion inicial es x; en tiempo ; y su posicion
final es x4 en tiempo ty. Consideraremos que la temperatura del medio es constante.
Esto se relaciona con un multiplicador de Lagrange 5 que no depende del tiempo. En
estos casos, la expectacién de la posicion y el ancho cuadratico medio para la proba-
bilidad de transicién estan dadas por las ecuaciones (4.38) y (4.39), y corresponden

respectivamente a
tr—t; ’

pr(t;z;, xp) = (4.42)

o) = L= Ot t) (4.43)
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La solucién general p(z|t) para un proceso con condicién inicial p;(z) y condicién

final ps(x) puede escribirse como la convolucién

p(xz|t) ://P(x‘t;l'i,wf)pi(mi)pf(xf)dxid$f. (4.44)

Estudiar el problema con condiciones inicial y final arbitrarias resulta demasiado
complicado. Por esto, estudiaremos lo que ocurre cuando tanto la condicion inicial
y final corresponden a distribuciones gaussianas. Supondremos que p;(x) y ps(z) co-
rresponden a distribuciones gaussianas con media y ancho cuadratico medio dados
respectivamente por y; y o2 para la distribucién inicial, y py y UJ% para la distribucién

final.

La distribucién tiempo-dependiente p(x|t) para soluciones retrodictivas con con-
diciones inicial y final gaussianas, también corresponde a una distribucién gaussiana.
Denotaremos por ju(t) y 02(t) a su media y ancho cuadratico medio como funciones
del tiempo. Estas cantidades pueden ser calculadas explicitamente en funcién de los

parametros de las condiciones de frontera, y corresponden a

) = BB, (445

20 2 ty —t; — 4f0? A tf—ti—25(01-2+012c)
o(t) =oi + 25@f—m)(t_u)_ 28(t; —t,)?

(t—t;)?. (4.46)

Vemos que el ancho cuadratico medio de la solucién retrodictiva es en general una
funcién cuadratica del tiempo. Este comportamiento es cualitativamente distinto al
comportamiento del ancho cuadratico medio de la solucién predictiva, que depende

linealmente del tiempo, y aumenta monétonamente. Para comparar las soluciones
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retrodictivas con las soluciones predictivas, clasificaremos las soluciones retrodicti-
vas de acuerdo a su comportamiento cualitativo. Distinguiremos entre las soluciones
retrodictivas que tienen un ancho cuadratico medio que cambia monotonamente con

el tiempo y las que no.

El ancho cuadratico medio dado por la ecuacién (4.46) tiene un maximo en un
tiempo t = t* dado por

t2 —t2 — 4B(t;0? + t;o>
_ -t 480 3 2f>. (4.47)
2(tp —t; — 20(o; +af))

*

Si este maximo t* se encuentra entre los tiempos inicial ¢; y final ¢; de la dindmica,
entonces la solucién interpolada presenta un cambio en el crecimiento de su ancho
cuadratico medio. Si este maximo se encuentra fuera del intervalo, esto quiere decir
que el crecimiento de la solucion interpolada es mondétonamente creciente o monoto-
namente decreciente. Este comportamiento depende sélo de los anchos cuadraticos
medios inicial o2 y final O’J%, por lo que es posible utilizar este criterio para distinguir
las soluciones. La figura 4.5 muestra un diagrama de fases en el que se muestran los
valores de o7 y aj% que son consistentes con una dindmica irreversible. Las regiones
blancas de la grafica muestran las zonas en que los anchos inicial y final dan origen a
un proceso irreversible (mondtonamente creciente o decreciente). La regién en que las
soluciones son macroscopicamente irreversibles depende del valor del multiplicador
de Lagrange 3. Para cada valor de § existe un proceso con o7 = o7 = (ty — t;)/(453)

que no evoluciona en el tiempo. Su distribucién corresponde a una distribucién gaus-

siana y su ancho es el mismo durante toda la dinamica.

Dentro de los procesos que manifiestan un comportamiento monétono, estudiare-
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2
a;

Figura 4.5: Diagrama de fases de las soluciones retrodictivas con condiciones de
frontera gaussianas con ancho cuadrético medio inicial o7 y final 0% y g = 0.1.
La region blanca muestra las condiciones iniciales que dan lugar a una dinamica
retrodictiva donde el ancho cuadratico medio cambia mondétonamente con el tiempo,
mientras que la regién negra muestra las regiones en las que el ancho cuadratico medio
presenta un maximo o un minimo en el intervalo [t;,t¢]. Vemos que el diagrama es
simétrico ante reflexiones entorno al eje o; = 05, dando cuenta de la reversibilidad
en la dindmica.

mos dos casos que podrian llevar a una confusion con la dindmica predictiva. Estos
casos son los que coinciden con las soluciones predictivas en algtiin sentido. El pri-
mero de estos casos es el caso limite en que el ancho cuadratico medio del proceso
retrodictivo crece linealmente con el tiempo. El segundo caso es cuando el incremento
desde el ancho cuadratico inicial hasta el final es igual al incremento que ocurriria en
el caso predictivo. Estas dos situaciones comparten caracteristicas con las soluciones

predictivas, y resulta importante determinar si es posible distinguirlas.
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En el primer caso, tenemos que si el ancho cuadratico medio dado por la ecuacién
(4.46) se comporta linealmente, debe cumplirse entonces que

ty—1;
2(0-2—1—0]20) '

7

B = (4.48)

De esta relacion se desprende que el ancho final puede escribirse en funcién del ancho

inicial, la temperatura y el tiempo transcurrido como
(4.49)

Esta expresion difiere de la expresion para el ancho cuadratico medio para la so-
lucién predictiva (4.23), salvo cuando o? = 0. En general, para o? # 0, se tiene
que la solucion retrodictiva que crece linealmente con el tiempo es cualitativamente
igual a la solucién del caso predictivo. No obstante, estas soluciones corresponden a
distintos valores de  en cada uno de los modelos. Esto quiere decir que es posible
verificar cudl de las dos descripciones es la descripcién correcta de un sistema fisi-

co a partir de comparar la estimacion del parametro 8 con la temperatura del medio.

Por otro lado, analizaremos el caso en que el ancho cuadratico medio final se
relaciona con el ancho cuadrético inicial a través de oF = o7 + (t; — t;)/(26). Esto
es, cuando el incremento en el ancho cuadratico medio es el que se esperaria en un
modelo predictivo con el mismo valor de 3 que en el caso predictivo. Vemos que si
se cumple esta relacion, el ancho cuadratico medio puede ser escrito en funcién del
ancho cuadratico medio inicial como

tr—t; — 4802 t —t; t—1\°
2 2 S/ i i i 2 i
o°(t) = o + + 20 . 4.50
(> ! 2ﬁ tf—ti E (tf—ti> ( )
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De esta relacion, se desprende que el comportamiento del ancho cuadratico medio
es cuadratico en el tiempo. Por lo tanto, en el caso en que el incremento en el an-
cho cuadratico medio es consistente con las soluciones del problema predictivo, se
tiene que la solucién obtenida en el caso retrodictivo manifiesta diferencias cualitati-
vas respecto a la solucién predictiva. En especifico, cuando el incremento del ancho
cuadratico medio de las soluciones retrodictivas es igual al incremento espontaneo
que ocurriria en una situacién predictiva, su dependencia temporal es cuadratica, a
diferencia de la dependencia lineal que se observa en el caso predictivo. Nuevamente,
el Unico caso en el que las soluciones predictiva y retrodictiva coinciden ocurre para

2 _
o; = 0.

El andlisis anterior permite concluir que para distinguir entre una dindmica brow-
niana obtenida a partir de hipotesis predictivas y una obtenida desde hipdtesis retro-
dictivas, basta con variar el ancho inicial de las condiciones iniciales estudiadas. Sélo
para soluciones con certeza absoluta en la condicion inicial microscépica del sistema
existen soluciones que coinciden entre ambos casos. En el resto de las situaciones, es
posible distinguir entre ambas soluciones, ya sea por motivos cualitativos o cuanti-
tativos. Esto permite justificar el uso de una hipdtesis predictiva en el estudio del

comportamiento de sistemas difusivos.

4.3. Sistemas de extension finita

Consideraremos ahora el caso en que el sistema tiene una extensién finita, es decir,
la variable que describe microscopicamente estd acotada. Pensemos en el mismo

caso difusivo en que se restringe el promedio del cuadrado de la velocidad de la
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particula, y consideremos ademas una situacion predictiva de certeza absoluta en que
la distribucién a priori puede ser escrita como 7[Z] = §(Z(t;) — ). La distribucién
de probabilidad del sistema estd dada por la ecuacién (4.2), no obstante en este
caso, las integrales de trayectoria deben realizarse considerando un espacio acotado
X =10, L]

Para sistemas difusivos, la probabilidad no depende del valor de las trayectorias,
sino que solo de su derivada. Mas atn, la distribucién de probabilidad depende de los
cuadrados de las velocidades, por lo que incluso si existiera una colision con las pare-
des que produjera una reflexién de la trayectoria, esta no cambiaria la probabilidad
de la misma, siempre y cuando esta reflexién mantenga las velocidades descorrelacio-
nadas. Bajo estas condiciones, podemos tomar las integrales de trayectorias sobre un
espacio infinito, donde es posible resolver facilmente las integrales gaussianas, y luego
relacionar este espacio infinito con el espacio real, finito durante la marginalizacion
tiempo dependiente.

()

b
b
b
b
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Figura 4.6: Representacién de la relacién de correspondencia entre un sistema unidi-
mensional de tamano infinito y (a) un sistema periédico y (b) un sistema con paredes
reflectantes. Las lineas verticales solidas representan la posicion de las paredes, mien-
tras que las lineas segmentadas rojas representan posiciones del sistema infinito que
equivalen a un mismo sitio del sistema finito. En la subfigura (b), las paredes son
inequivalentes, pues estas reflejan la particula en direcciones opuestas. Por esto son
representadas con distintos colores. La inversiéon de momentum producida al colisio-
nar con una pared es representada a través de las flechas horizontales.
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Un procedimiento similar puede verse en [56], donde se resuelve un sistema con-
sistente en un anillo. Si consideramos un sistema periédico de periodo L, podemos

escribir la probabilidad de transiciéon de dicho sistema como

o0

Poer(alta) = Y (8(2(t) =2 = nL))syo0r (4.51)

n=—oo

donde la expectacion (6(2(t) —x —nL));q,)—, corresponde a la probabilidad de
transicion para el sistema predictivo que ya calculamos, pero evaluada en una tras-
lacién discreta de x. La figura 4.6.(a) muestra la relacién entre el sistema infinito
hipotético y el sistema finito real. Vemos que podemos dividir el sistema finito en
cajas de igual tamano, donde todos los puntos que se encuentran a igual distancia
de la pared izquierda mas préxima son equivalentes. Esto justifica la marginalizacion
de la ecuacién (4.51).

Usando la probabilidad de transicién obtenida previamente para el sistema sin

bordes, se tiene

ity = (o [ " 5 o (C22)

n=—oo

_ 2L2 + 2nL(x — ')
= (§(z E ex
< ( (t) m(t L P ( jz dt//ﬁ(t,) >

1 z—1 t _a'
= (—”< . ) ol m'), (4.52)

donde 3 es una de las funciones theta de Jacobi [57], que son conocidas por ser
solucion de la ecuacion de calor y otros sistemas difusivos restringidos a espacios
acotados.

Si consideramos bordes reflectantes, debemos suponer que cada vez que la tra-

yectoria en el sistema infinito atraviesa una pared, esta invierte su momentum. Las
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paredes no son equivalentes, como lo era para el sistema periddico, por lo que existen
dos tipos de sitio, ubicados adyacentemente, en los que los valores de la trayectoria
son equivalentes. Podemos ver en la figura 4.6.(b) que los sitios equivalentes pueden
establecerse a partir de su distancia con la pared mas proxima, que sea equivalente a
la pared izquierda. Esto permite escribir la probabilidad de transicién para el sistema

de tamano L con bordes reflectantes como

o

Pret(zlt; ) = Z [<5(9Z(t) =& —=2nL)) ;40— + (0(@() + 2 — 2nL)) ;)0

o (4.53)

Si reemplazamos la probabilidad de transicion del sistema de tamano infinito, obte-
nemos

Pret(z]t; 2) = LL {193 (w,eéﬁi B%) + 3 <—W,efﬁ?ﬁ¢ Bﬂéi))} .

(4.54)

Las dos probabilidades de transicién obtenidas en esta seccién estan normalizadas

en cualquier intervalo de tamano L, y pueden ser usadas para obtener la evolucion

temporal de una distribucién inicial arbitraria. Esto permite extender los resultados

obtenidos a través de la maximizacién del calibre para sistemas homogéneos con

bordes.



Capitulo 5

Sistemas difusivos no-homogéneos

Si bien mostramos que restricciones cinéticas son consistentes con el fenémeno de
difusion, es dificil estimar cuales son las restricciones que se asocian a las distintas
dindmicas macroscopicas presentes en la realidad.

Para estudiar esta relacion, estudiaremos lo que ocurre al restringir la densidad de
probabilidad tiempo-dependiente, como se muestra en [17]. Esto se hace con el fin de
estudiar la estructura de las distribuciones de trayectorias obtenidas, para asi poder
relacionar el formalismo del principio de méximo calibre con otras teorias tiempo-
dependientes. Si maximizamos el calibre considerando como restriccién (ademas de

la normalizacién y las restricciones térmicas) la expectacién

p(x,t) = (0(z(t) — 1)) , (5.1)

debemos incluir un multiplicador de Lagrange ¢ que dependa tanto del tiempo ¢

como del espacio x, de modo que la distribucion de probabilidad que se obtiene toma

(/( /cbtx —x)das) dt) (5.2)
(- o

t) + o(t, T(t))) dt). (5.3)

la forma

ol7] =

B B
N‘@ N‘@
/\
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En la expresién obtenida, el argumento de la exponencial es un funcional que se
asemeja a la accion clasica. Esta expresion puede ser tutil para realizar analisis ma-
tematicos de las distribuciones de trayectorias, como por ejemplo teoria de pertur-
baciones, no obstante no facilita el cdlculo de integrales de trayectorias. A diferencia
de la mecéanica cuantica, en que las integrales son oscilatorias debido a la naturaleza
compleja de la teoria, en este formalismo las integrales deben decaer para obtener
convergencias.

Por esta razén, ademas de restringir la distribuciéon tiempo-dependiente, restrin-

giremos la densidad de corriente

jt,z) = <5:(t)6(9§(t) — 1)), (5.4)

de manera que la distribucion de probabilidad obtenida puede escribirse como

m[7]

gl = e (= [ (0F0 + Aw30)0 + oe30) ), 65

donde A(t,z) es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién de la densi-
dad de corriente. Vemos ahora que el funcional dentro del argumento de la expo-
nencial presenta una libertad de gauge, pues es invariante bajo la transformacion
¢ — ¢+ 0Y/ot, A — A+ OY/Ox, con ¢ arbitrario. Esta libertad de gauge surge
a partir de que las restricciones que escogimos no son independientes, pues la den-
sidad de probabilidad y la densidad de corriente del sistema se relacionan a través
de la ecuacién de continuidad. Si escogemos una funcién de gauge ¥ que satisfaga la
relacion
oY 1

= (A0 + )~ + 20050, 69

podemos escribir la distribucién de trayectorias como

(7]

ol) = "D exp (— /t y [[3@) (3(8) + At 2(8)° + %v ~ A(t,x)} dt) B
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con A = (A + 0/0x)/2B(t). Vemos que esta distribucién de trayectorias decae,
pues el argumento de la exponencial es negativo. La distribucién obtenida es gaus-
siana con respecto a T + A(t,7), por lo que esta cantidad puede asociarse con un
forzamiento externo 7(t) descorrelacionado a distintos tiempos, i.e. un rudio blanco,

proporcionando una ecuacion microscopica estocastica de la forma

T(t) 4+ At 2(t) = n(t), (5.8)

donde 7 satisface (n(t)), =0y (n(t)n(t)), = o(t —t')/28(1).

Si escribimos la aproximacion diferencial para el sistema predictivo

1 . (zfz/) T z 2
plaft + At = — / e PO(SFHACD) 8 ) (5.9)

1 —2 _ @=2") . Zepa))
sl = 5 [ T (S AD) My !, (5.00)

vemos que en el limite At — 0 se tiene

% = =2B(t)(J(z|t) + A(t, x)), (5.11)

que en conjunto con la ecuacién de continuidad permite escribir una ecuacion de
Fokker-Planck para la distribucion tiempo dependiente

op 1 &p 0 (- dp
E = —25@)@4_% (A(t,x)% . (5.12)

El pardmetro A puede ser ajustado en funcién de la distribucién de equilibrio
del sistema. La solucion estacionaria de los sistemas que satisfacen la ecuacion
(5.12) con pardmetros independientes del tiempo es pe,(z) o exp (—¢(z)), donde
A(x) = V(). Esto muestra explicitamente la equivalencia entre la eleccién de un

potencial y la restriccion en la distribucién de probabilidad tiempo-dependiente. En

particular, podemos decir que restringir un potencial que no depende explicitamente
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del tiempo es equivalente a restringir la distribucion de equilibrio del sistema.

Previamente se habia mostrado que las ecuaciones de Fokker-Planck pueden ser
obtenidas a partir del principio de méximo calibre [58], no obstante la distribucién
obtenida a partir de la maximizacion del calibre en dicha demostracién es la de una
variable aleatoria real, por lo que no se utiliza el formalismo de trayectorias en la
descripcion estadistica. Mas atn, las restricciones que los autores definen no distin-
guen entre las propiedades del medio y el estado de conocimiento sobre el estado
del sistema, y las deducciones involucran aproximaciones adicionales en el compor-

tamiento de los parametros.

La deduccién que aqui mostramos permite derivar ecuaciones diferenciales para
las distribuciones tiempo-dependientes que caracterizan un sistema a partir de res-
tricciones. Esta derivacion aporta una descripcion microscépica que es consistente
con los modelos y teorias previamente reportados, pero ademés permite interpretar
las restricciones de manera microscopica, donde los parametros no dependen del es-

tado previo del sistema, sino de las propiedades del medio.

Si bien la libertad de gauge que mencionamos también aparece al restringir un
potencial, el procedimiento involucra la eleccion de restricciones especificas que ilus-

traremos a partir de los siguientes ejemplos.

5.0.1. Forzamiento externo

Una de las generalizaciones mas sencillas que podemos estudiar en el contexto de

difusién ocurre al incluir un forzamiento externo. Si bien esto no representa direc-
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tamente una inhomogeneidad, en sistemas de mas de una dimension el forzamiento
externo tendra una direccién. Este ejemplo es ttil no sélo porque permite modelar
situaciones difusivas en presencia de campos gravitatorios, sino que también por las
aplicaciones que esta solucién ofrece para el desarrollo de una teoria de perturbacio-
nes.

Consideremos entonces un sistema dénde ademads de restringir el cuadrado de la
velocidad, restringimos el valor de la trayectoria (Z(t)). La distribucién de trayecto-

rias que maximiza el calibre bajo estas restricciones corresponde a

ol = Z?EE] exp (_ /t (B + FH)i() dt). (5.13)

i

Nos centraremos en el caso predictivo de certeza absoluta en que 7[%| = §(Z(t;) —
2’). El argumento en la exponencial se asemeja al Lagrangiano de una particula
sometida a un forzamiento dependiente del tiempo. La trayectoria mas probable

satisface

d -
= (i) = F(). (5.14)

La probabilidad de transicién es proporcional a la integral funcional discretizada
Iy, definida como

N
Iy = /exp (— Z (% (, — xn_1)2 + annAt>> dry...dxn_1, (5.15)

n=1

donde zy y xy se mantienen fijos. Esta integral puede escribirse en forma recursiva

como
Iy = /exp (—% (x, — xn_l)Z — FNxNAt> In_1don_1. (5.16)

Luego, se puede demostrar por inducciéon que su valor corresponde a

1

Iy = B,

(rA)N ][ 1/Baexp (—G), (5.17)
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con
((L’N — IL‘O)2 N (At)gb/ _ IoAt
G= _T - F],\/xNAt + Z W(F&fly - BNTFJ,VA ) (5'18)
N n=2 N N
y con la recursion
k
1
h=>_ 3 (5.19)
m=1"m
1 N F,
Fé:b—/zzﬁ_m' (5.20)
k m=1 n=1 n

Podemos identificar la dependencia en x 5 para construir la probabilidad de transicion

del sistema, dada por

1 1t Y arar ’
p(x|t) o< exp —W (m — o+ 3 L F(t") L B ) . (5.21)

Esta es una distribucion gaussiana, cuyo ancho cuadratico medio crece de igual for-

ma que en el caso difusivo estudiado anteriormente. El valor medio de la trayectoria
esta vez depende del tiempo a través del forzamiento F'. Este forzamiento apare-
ce convolucionado con el multiplicador de Lagrange ((t) asociado a la restriccién
cinética.

La distribucion de probabilidades tiempo-dependiente de un proceso gaussiano
con media p(t) y ancho cuadratico medio o?(t) satisface la ecuacién diferencial

% = U(t)d(t)% - ﬂ(t)% : (5.22)

Para la distribucién tiempo-dependiente que obtuvimos en esta seccion se tiene

@—_1 @+ () tdt/@
ot 2p3(t) Ox? . Bt 0x

(5.23)

Vemos que esta ecuacion es la ecuacion de Fokker-Planck para un sistema cuya

distribucién de trayectorias es de la forma o[Z] ~ exp ( fttf B(t) (:%(t) - v(t))2 dt),
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con v(t) = F(t) fttl dt'/B(t'). Esta distribucién es la que se obtiene al realizar la
transformacién de gauge que mencionamos en la subseccion anterior. Esto se puede
obtener restringiendo también las derivadas de las cantidades de interés para el sis-
tema. En el ejemplo presente en esta seccién, la restriccién adicional que tiene que
ser incluida para poder hacer esta transformacion es <f(t)>

Esto muestra como puede establecerse una conexion entre las restricciones im-
puestas sobre el sistema y las dinamicas macroscopicas para la evolucion de la distri-
bucion de probabilidades. Las probabilidades de trayectorias pueden ser manipuladas
de manera en que se pueda escribir una ecuacién de Fokker-Planck que caracterice

la evolucion de la distribucién de probabilidad tiempo-dependiente.

5.0.2. Oscilador Armonico

La restriccién del cuadrado del valor de la trayectoria (Z2(t)) conduce a una

distribucién de probabilidad dada por

oli] = exp (—[f [B(H)2*(t) + w(t)>(t)] dt). (5.24)

Para simplificar el calculo, podemos considerar como restriccién la derivada del cua-
drado del valor de la trayectoria, es decir <2:i(t):%(t)>, para obtener una distribucién

de trayectorias de la forma

m[7]

ol7] = mexp (— /t ' [BH)Z2(t) + 2a(H)F (1) (t) + w(t)F>(t)] dt) . (5.25)

Vemos que la distribucién de trayectorias es invariante bajo la transformacién de
pardmetros a(t) — a(t) + (t) v w(t) — w(t) + ¥(t). Luego, si completamos el

cuadrado en las velocidades, podemos ver que la distribucion p puede escribirse
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olz] = %exp (—/tf [ﬁ(t) (i(t) + 2(;(3)j<t)> + (w(t) — Zﬁig) 532(15)] dt) .
Z (5.26)
Luego, si escogemos 1 (t) tal que
o0 = OO ), (527
podemos escribir la distribucién de probabilidad como
0[] = %exp (— ) ' B(t) (z(t) + A(t):z(t))2 dt) : (5.28)

donde A = (a + 1)/25 es un nuevo pardmetro dependiente del tiempo que debe
ser ajustado de acuerdo a la evolucién del sistema. Este parametro puede escogerse
con a = 0, y relajar la restriccion sobre la derivada del potencial, para recuperar
la situacién inicial. No obstante, la dependencia temporal explicita de A debe ser

ajustada a partir de la dindmica macroscopica.

La trayectoria mas probable estd dada por la ecuacion

B(t)z(t) + B(8)a(t) + (BEAER) +AE)B(1) — BN (1)i(t) =0, (5.29)

no obstante la dindmica microscopica que mejor describe el sistema corresponde a la

ecuacion estocdstica

T(t) + At)E(t) = n(t), (5.30)

donde 7(t) es un ruido blanco. En ambas descripciones microscépicas el problema se

puede asociar al de un oscilador armoénico amortiguado.
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La integral vectorial

N
Iy = /exp (— Z % (Tp — 1 + )\nant)2> dry...dxn_1 (5.31)
n=1

= /exp (—i—]\; (iL‘N —TN_1+ )\NI'NAt)) [N,1 d.’L’N,1 N (532)

permite expresar la funciéon particiéon y calcular la probabilidad de transicion del

sistema. Su valor corresponde a
1 2
< (AN, 8t : (:EN [T, (14 M\Af) - :vo)
= exp
>

I = —
N N BT (1 + AuAL? AN BT (14 M\ At)?
(5.33)

Los productos ngl (14 A\, At) son productos integrales en el limite continuo, co-
nocidos como integrales de Volterra de la primera especie [59], y su valor corresponde

a
N ty

(1+ AnAt) = T (1 +A8) db) = exp (/tf A(t) dt) . (5.34)

m=1 t=t;

Con esto, se puede ver que la probabilidad de transicién del sistema P(x|t;z’) es

convergente y corresponde a una distribucion gaussiana con ancho cuadratico medio

_ t ’ / t! " 7
e 2fti)\(t)dt /t ezfti A" dt
t;

o) =3 B

dt’ . (5.35)

y valor esperado
u(t) = a2’ exp <— /t A(t) dt’) . (5.36)
t;

La distribucion de probabilidad obtenida es una distribucién gaussiana, con cen-
tro en la condicién inicial que decae exponencialmente hacia el origen, y un ancho
cuadratico medio que tiende a un valor fijo mientras el tiempo crece hacia infinito.
El valor medio de la posicién p es proporcional a la posicién inicial de la particula

2'. El cociente entre estas dos cantidades depende sélo de las propiedades del medio
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a través del parametro \. Los parametros \ y [ pueden ser ajustados a partir de
estas expectaciones tiempo-dependientes.
La ecuacion de Feynman-Kac de este sistema, es decir, la ecuacion de Fokker-

Planck para la distribucion tiempo-dependiente, corresponde a

dp 1 ?
= %a—gf; + M) () (5.37)

Este sistema corresponde al proceso estocéstico de Orstein-Uhlenbeck [20], con pardme-
tros tiempo-dependientes que pueden ser ajustados a partir del valor esperado de la
posicion y el ancho cuadratico medio. En el caso en que los parametros son constan-
tes A(t) = Ay B(t) = 3, el ancho cuadratico medio de la probabilidad de transicién
toma la forma

o (t) (1 — e 2=ty (5.38)

= 2/‘?)\
y su media

p(t) = a'e Mt (5.39)

de manera en que en el limite cuando ¢ — 0o se obtiene como solucion estacionaria
una distribucién gaussiana centrada en el origen, con ancho constante igual a 1/406\.
Este proceso resulta de interés para el estudio de sistemas macroscopicos, pues las
soluciones estacionarias son distribuciones gaussianas en lugar de distribuciones uni-

formes.
5.0.3. Sistemas bidimensionales
Difusion

El estudio de sistemas de dimensién mayor a uno es de interés por varios motivos.
Primero, la realidad que tiene tres dimensiones espaciales, por lo tanto resulta 1til

tener herramientas para estudiar sistemas multidimensionales. Pero por otro lado, en
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sistemas multivariables podemos realizar marginalizaciones, lo que nos permite estu-
diar cémo se ve afectada la trayectoria de una cantidad fisica cuando no conocemos
con certeza la informacién sobre otra trayectoria.

Como ejemplo bésico, pensemos en el problema de difusién anisotrépica

ol §] = %exp (— /t T B dt) | (5.40)

donde
_ (alt) ()
B(t) = (b(t) d(t) (5.41)
es una matriz tiempo-dependiente, de 2x2 y simétrica, que da cuenta de las corre-
laciones entre las velocidades de las trayectorias #(t) y ¢(t) para tiempos iguales.

En el caso en que las variables son descorrelacionadas, esto es, cuando b(t) = 0, la

distribucién puede separarse en un producto de la forma

oz, 9] = olz]oly] , (5.42)

donde las distribuciones de una sola variable corresponden a procesos difusivos uni-
dimensionales como el que resolvimos previamente. Los multiplicadores de Lagrange
de estos procesos difusivos toman valores a(t) para el proceso relacionado con & y
d(t) para el proceso relacionado con g. La probabilidad de transicién de este siste-
ma corresponde también al producto entre las probabilidades de transicion de los
sistemas unidimensionales.

En el caso general en que b(t) # 0, vemos que existen correlaciones entre las
trayectorias. Si B(t) = B no depende del tiempo, el sistema se puede desacoplar
a partir de diagonalizar la matriz B. Esto permite identificar los ejes principales
de difusion, los cuales se encuentran descorrelacionados. Esto hace posible resolver

la integral bidimensional como un producto de dos integrales unidimensionales. Si
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B(t) depende del tiempo, entonces el cambio de base que permite realizar la diago-
nalizacion también dependera del tiempo, y por lo tanto es més dificil encontrar la
probabilidad de transicién del sistema.

Incluso en el caso B(t) = B constante existen casos anémalos. Por ejemplo, si
det B = 0, podemos ver que existe un valor propio de B que es nulo. Esto quiere decir
que existe una direccion en que el sistema se comporta como si tuviera temperatura
infinita, por lo que es de esperar que la distribucion de probabilidades a lo largo de
dicho eje sea uniforme. El otro caso extremo que puede obtenerse con una matriz
de coeficientes constantes es el caso en que alguno de los valores propios es infinito.
Esto ocurre cuando la temperatura a lo largo de dicho eje es nula, y por lo tanto no
existe difusion, sino un comportamiento determinista. Asi, la componente asociada
a dicha direcciéon mantendra la distribucion de probabilidades inicial.

Los dos casos extremos que mencionamos para el caso en que las correlaciones
no dependen del tiempo pueden también darse en el caso tiempo-dependiente, en
cualquier instante. Es por esto que es necesario tratar cuidadosamente el problema
bidimensional con parametros dependientes del tiempo. Vemos que, en general, los
sistemas bidimensionales se comportan de forma similar a los sistemas unidimensio-
nales, no obstante existen situaciones especiales que son mas dificiles de prever que
en el caso unidimensional, ya que la existencia de valores propios no siempre puede
evidenciarse a simple vista a partir de la matriz de correlaciones.

Esta vez, en lugar de resolver la integral de trayectorias del sistema, resolveremos

la ecuacion de Feynman-Kac equivalente, que se obtiene de la relacién para los flujos

V (5(E(t) — 1)) = 2B(t) <f~5(f(t) - f)> . (5.43)
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A partir de aqui se desprende que el flujo del sistema corresponde a
1
I(xlt) = =5 BT (O Vo(r[t), (5.44)

por lo que la ecuacién para la distribucién tiempo-dependiente correspondiente a

este sistema esta dada por

% V- (BH)V)p (5.45)
d(t) 9% alt) p  b(t) Pp

1
2det B(t) 022 ' 2det B(t) 9y?  det B(t) dzdy

| — N =

(5.46)

La probabilidad de transicién asociada a este sistema puede encontrarse usando
transformadas de Fourier para las variables espaciales x, y, obteniéndose la distribu-

cién gaussiana

Ne L ex —er r
P(r|t;r)—7r\/m p( 5 M(t) ), (5.47)

donde la matriz de correlaciones M (t ( ) es la matriz inversa de

M_l(t) _ < ft detB(t’ dt’ _ft detBt’ dt) ) (548)

/ /
t; detB t’ dt t; detB t’ dt

El sistema estudiado en esta seccién permite estudiar fendmenos macroscopicos en
que las variables del sistema presentan correlaciones dependientes del tiempo. Las
correlaciones presentes en la distribucion tiempo-dependientes se heredan de las co-
rrelaciones de las velocidades presentes en la distribucién de trayectorias, mas no
son equivalentes. La distribucion tiempo-dependiente muestra efectos de memoria a
través de las integrales de los pardmetros. Esto quiere decir que los ejes principales
de la distribucion de velocidades no necesariamente coinciden con los ejes principales

de la distribuciéon tiempo-dependiente.

Correlaciones Antisimétricas

El sistema bidimensional que estudiamos previamente muestra cémo se pueden

inducir correlaciones en sistemas a través de la dependencia temporal de los parame-
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tros del sistema. Concentrémonos ahora en el sistema descrito por las restricciones
<(f(t) + ng(t))2> y <(gj(t) - wi(t))2>. Tomaremos ambas restricciones con el mis-
mo multiplicador de Lagrange, asumiendo equiparticién, para escribir la distribucion

de trayectorias como

t

gtz = oo (= [ 60 [(60) + i)’ + G0 - wa0)] ). (549
Si las restricciones escogidas fueran simétricas, el sistema descrito por esta distribu-
cion de probabilidad corresponderia a un proceso de Orstein-Uhlenbeck bidimensio-
nal. No obstante, como las restricciones que escogimos son antisimétricas, la dinamica
macroscopica serd diferente. Veremos que esta es otra manera de inducir correlaciones
entre las variables del sistema.

La ecuacion de Feynman-Kac asociada a este sistema corresponde a

dp 1 ?p  0?%p dp dp
ot 26(t) (6x2+8y2 e y@x_xay (5.50)
1
= —V’p—wz-rxVp. 5.51
250" " p (5.51)

La probabilidad de transiciéon se puede obtener a partir de resolver la integral de
caminos. Si escribimos el sistema en coordenadas polares, vemos que la distribucion

de trayectorias puede escribirse como
- 1 ty . - 2
o7, 0] = 7 OXD (—/ B(t) {fQ(t) +72(t) (6 — w) ] dt) : (5.52)
ti

La trayectoria més probable es una érbita circular con frecuencia angular 6 = w.
Vemos que si sometemos el sistema a una rotacién tiempo-dependiente con sentido

opuesto a la rotacién de la trayectoria més probable usando las variables u y ©

(158) B (—C(;isnwait iiféfifs) (ng ) (5.53)

definidas como
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entonces la distribucion de trayectorias puede escribirse en funcién de las variables
%y ¥ cOmo
S| t o 29
olu,v] = Z exp | = B(t) (a?(t) +0°(t)) dt ), (5.54)
ti
donde el cambio de variables es directo debido a que la transformacién es unitaria.
La distribucién de trayectorias para las variables 4 y © corresponde a un proceso
difusivo bidimensional con variables descorrelacionadas, por lo que la probabilidad
de transicion escrita en este sistema de coordenadas es la distribucion gaussiana que
calculamos en la subseccion anterior. Si deshacemos el cambio de variables, vemos
que la probabilidad de transicién puede ser escrita como
" ~1 2
r— Q(t)r
P(r|t;ry) = (ﬂ'/ dt’/ﬁ(t’)) exp —(tA : (5.55)
' Ji, dt'/B(¢)

donde €2(t) es una rotacién entorno al eje z definida como

ot = (<0t S -

—sinwt coswt

Vemos que el sistema descrito por las correlaciones antisimétricas es equivalente a
una particula browniana bidimensional interactuando con un medio que se encuentra
rotando. Esto muestra cémo las correlaciones de las trayectorias se manifiestan como
fuerzas relativas al sistema macroscopico. En este caso, asociamos las correlaciones

antisimétricas con la fuerza centripeta de un sistema en rotacion.



Capitulo 6

Discusion y Conclusiones

El principio de maximo calibre fue propuesto por Jaynes como una generaliza-
cién del principio de maxima entropia para sistemas fuera del equilibrio. En trabajos
previos se mostrd que al restringir cantidades macroscépicas, escritas como expecta-
ciones de funciones de las variables microscopicas, las soluciones obtenidas al maxi-
mizar el calibre son consistentes con dindamicas difusivas, como las descritas por las

ecuaciones de Fokker-Planck.

En este trabajo se estudiaron las restricciones e hipdtesis que dan lugar a este
tipo de dinamicas. Vemos que los sistemas difusivos estan relacionados con restric-
ciones en el cuadrado de la velocidad de las particulas que conforman el sistema. El
multiplicador de Lagrange 8 asociado a esta restriccién (que recuerda a la energia
cinética de las particulas) se relaciona con la temperatura del medio circundante al
sistema a través de la relacion de Einstein f = 1/(vkgT'). Mostramos que las so-
luciones del problema predictivo asociado a la difusion browniana estandar pueden
ser obtenidas a través de la maximizacién del calibre. Obtuvimos la probabilidad de

transicion de este sistema, y también la solucién con condiciones iniciales arbitrarias.
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La inclusion de las condiciones iniciales en la dindmica del sistema se consigui6
a partir de asociar la distribucién a priori que permite incluir informacion del sis-
tema en la maximizacion del calibre con la distribucion de condiciones iniciales del
sistema. Asi, es posible utilizar la distribucién a priori para plantear situaciones mas
generales que el problema predictivo usual. Una de estas situaciones es la situacién re-
trodictiva en que se busca interpolar el comportamiento de un sistema en funcion del
tiempo, a partir de suponer conocidas sus condiciones inicial y final. Se encontraron
las soluciones retrodictivas asociadas al fenémeno de difusién browniana estandar.
Se caracterizd su comportamiento y se compararon las soluciones predictivas y re-

trodictivas.

Estudiamos también el procedimiento para la obtenciéon de sistemas difusivos
no-homogéneos a través del principio de méaximo calibre. Mostramos que este tipo
de sistemas puede obtenerse a partir de restringir la distribuciéon de probabilidades
tiempo-dependiente del sistema. Mostramos que este procedimiento es andlogo a fijar
un potencial adicionalmente a las restricciones en el cuadrado de la velocidad. La
distribucién de probabilidades dependiente de trayectorias obtenida manifiesta una
libertad de gauge que puede ser aprovechada para mostrar una correspondencia en-
tre las dindmicas obtenidas y las soluciones de las ecuaciones de Fokker-Planck. Esta
transformacién permite ajustar los parametros del modelo usando la distribucién de

equilibrio del sistema. Este procedimiento se detalla a través de una serie de ejemplos.
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6.1. Validacion a posteriori de la hipd6tesis predic-
tiva

En este trabajo se estudiaron los sistemas irreversibles que se obtienen a partir de
la maximizacién del calibre. El procedimiento utilizado permite distinguir dos tipos
de informacién que se incluyen de forma independiente en la maximizacion del calibre:
la descripcion de las interacciones entre el sistema y su medio, que puede ser incluida
en la forma de expectaciones de cantidades microscopicas cuyo comportamiento o
valor son conocidos (1); y la informacién que se tiene sobre el estado del sistema,
que pueden ser condiciones iniciales para una distribucion tiempo-dependiente, o
condiciones de frontera mas generales, que dan cuenta de la naturaleza del problema

que se quiere resolver, y se incluyen a través de la distribucién a priori del sistema (2).

Como se menciond previamente, se determind que las restricciones de expecta-
ciones dan cuenta de las distintas dinamicas macroscopicas irreversibles asociadas a
las ecuaciones de Fokker-Planck cuando se abordan problemas predictivos. La ma-
ximizacién del calibre permite obtener soluciones explicitas para las probabilidades
de transicion del sistema. La irreversibilidad de los modelos obtenidos puede ser
explicada debido a la aleatoriedad de la dindamica microscépica. La restriccion de
expectaciones asigna probabilidades no nulas a todas las trayectorias posibles, por
lo que la dinamica microscépica no se conoce con certeza. Esto hace que la certeza
en la informacion que se tiene del sistema disminuya con el tiempo para situaciones
predictivas en que lo que se conoce es el estado inicial del sistema; dando origen a

una dindmica irreversible.
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Para sistemas retrodictivos, se mostré que las soluciones obtenidas pueden co-
rresponder a procesos reversibles y no estacionarios. Mas aun, las condiciones de
frontera que son compatible con los procesos irreversibles obtenidos como soluciones
al problema predictivo difieren con estas soluciones. Esto quiere decir que la misma
evidencia experimental que respalda el uso de soluciones predictivas para describir los
sistemas fisicos, permite descartar las soluciones retrodictivas para la descripcién de

dichos sistemas. Esto consiste en una validacion a posteriori de la hipotesis predictiva.

Esto permite concluir que el principio de maximo calibre puede ser usado para
falsear las hipdtesis que se suponen en un sistema. Méds atin, se puede argumentar que
la hipotesis predictiva resulta esencial en la descripcién de los sistemas macroscépi-
cos irreversibles, y en general, en la descripcion de los sistemas fuera del equilibrio.
Las estimaciones realizadas al asumir hipétesis retrodictivas pueden ser facilmente

descartadas al contrastarlas con evidencia experimental.

Si bien este argumento descarta el uso de modelos retrodictivos para describir
situaciones fisicas, este tipo de modelos puede encontrar aplicaciones en el estudio
de sistemas cuando se tiene informacion incompleta. La interpolacion que ofrecen las
soluciones retrodictivas pueden ser tutiles para ajustar los parametros en sistemas en
que el muestreo del espacio de trayectorias no es completo, como por ejemplo en el
caso de las distribuciones que se obtienen por medio de simulaciones de Monte Carlo

o a través de mediciones experimentales.



Apéndice A

A.1. Situaciones de certeza absoluta

El ensamble microcanénico es una situacion en que la energia del sistema se co-

noce con certeza absoluta. Esto se escribe formalmente a través de funciones delta.

Para la estadistica dependiente de trayectorias, no existe una teoria formal de
distribuciones temperadas. Aun asi, existen representaciones para la delta de Dirac

funcional a partir de integrales de trayectorias, como por ejemplo

ty
0z — 7] x /exp (—2/ w(t) (z(t) — gj(t))) Do . (A1)
t;
Ademas de esta definicién, podemos pensar la delta de Dirac como una extensién de

la delta de Dirac vectorial, que corresponde de deltas reales, que en el limite continuo

puede ser representado como

o7 — 9] = [T o(2(t) — (). (A.2)

En general, los sistemas fisicos deterministas son descritos por una ecuacién di-
ferencial de la forma Z(t) = v(t,Z(t)). Esta situacién fisica en que la dindmica mi-
croscopica de las trayectorias se conoce con certeza sera representada a través de la

distribucién de trayectorias
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ol#] = w[z)o[z — v(, )] (A.3)

Si consideramos una distribucién a priori predictiva y de certeza absoluta, la in-
formacion sobre la dindmica de la trayectoria, en conjunto con la condicién inicial
conocida, son suficientes para determinar una tnica trayectoria posible para el sis-
tema, por lo que la probabilidad de transicién puede escribirse como una delta de
Dirac

P(z|t;2") = 0(x — 24(t; 7)), (A.4)

donde 7. es la solucién a la ecuacion diferencial y depende explicitamente de la
condicién inicial 2’ de la trayectoria. La ecuacién diferencial para la distribucién
tiempo dependiente puede ser escrita como

%(5@@—95» = L) - o) (A-5)

= —— (v(t,x) (6(F(t) — 2)) . (A.6)

La representacién en el espacio de trayectorias de sistemas deterministas permite
escribir la ecuacion diferencial para la distribucion tiempo-dependiente que caracte-
riza dichos sistemas de forma directa. No obstante, para evaluar la probabilidad de
transicion, es necesario conocer la solucion exacta de la ecuacion diferencial para la
trayectoria microscopica. De esta manera, para sistemas deterministas, el formalismo
estadistico de trayectorias no aporta métodos para encontrar soluciones.

Como una ilustracion de las dinamicas descritas en esta seccion, consideremos
la ecuacién diferencial z(t) = —A#(t). La ecuacién diferencial para la distribucién
tiempo-dependiente que describe la dindmica macroscépica del sistema corresponde

a

A (ap). (A7)
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Dada una condicién inicial Z(0) = 2/, la solucién a la ecuacién diferencial para la
dindmica microscépica corresponde a Z4(t;2') = 2’e”*. Luego, la probabilidad de
/

transicién del sistema corresponde a P(x|t;2') = d(x — 2’e~*). Luego, la solucién

general con condicién inicial pg(z) arbitraria corresponde a

plalt) = / 5(a o) da’ (A8)
= Mpy(ze). (A.9)

Es directo verificar que la entropia de Gibbs-Shannon para esta solucién toma la

forma

Sl = = [ slaly i palt) do
= —e’\t/po(e)‘tx) IneMpo(eMa) do

=~ [ (@ m M) du
— S[py] — A, (A.10)

donde vemos que disminuye estrictamente con el tiempo. Esto se debe a la naturaleza
de las trayectorias, que decaen al origen luego de tiempo infinito. La distribucién de
equilibrio, corresponde a la solucién de certeza absoluta p(z) = d(z), cuyo centro es
el tinico atractor del sistema dindmico Z(t) + A (t) = 0.

Vemos que el comportamiento macroscopico de los sistemas deterministas depen-
de directamente del comportamiento de su descripcion microscopicas. Los sistemas
mecanicos son conservativos, por lo que no es de esperarse que su comportamiento

macroscopico muestre una disminucién de la entropia.
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A.2. Sistemas Mecanicos

Los sistemas que hemos estudiado en este capitulo corresponden a sistemas
no-deterministas, en los que la dindmica de la variable microscépica no se cono-
ce con exactitud. Las dindmicas que encontramos pueden asociarse con dinamicas
microscopicas estocasticas, donde se observa la acciéon de un forzamiento aleatorio
actuando sobre las particulas.

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de los sistemas en que es posible
escribir ecuaciones diferenciales ordinarias para describir la dindmica de la variable
microscopica. Si consideramos un sistema mecénico aislado de N particulas de masa
m, la evolucién microscopica coincidird con trayectorias que satisfacen las ecuacio-
nes de Newton. Las ecuaciones de Newton son ecuaciones diferenciales de segundo
orden, lo que dificulta el desarrollo de las integrales de trayectorias. Para evitar es-
te problema utilizaremos el formalismo de las ecuaciones de Hamilton. Para esto
describiremos el sistema usando coordenadas generalizadas q = (¢, ..., q3n), v Sus
respectivos momentos generalizados p = (py, . . ., Psn ). De esta forma, las ecuaciones

que describen la dinamica microscopica del sistema pueden escribirse como

- p
= = A1l
q - (A.11)
p = V'@, (A.12)
donde asumimos un Hamiltoniano de la forma
IN)Q
H=—+V(q). (A.13)

2m
Como vimos en el capitulo 4, es posible describir la dinamica macroscépica del sis-

tema a partir de una distribucién delta, de la forma

ola, ) = 7(a, p| §]a — p/m] 3[p + V'(q)], (A.14)
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donde 7[q, p] = po(a(t;), p(t;)) es la distribucién a priori, que en este caso conside-
raremos como una distribucion predictiva.

Consideremos una distribucién inicial de certeza absoluta po(q, p) = d(q—q’)d(p—
p’). Si ademads incorporamos la ecuacion diferencial para la variable microscépica,
existe una tunica trayectoria que satisface ambas condiciones, la cual denotaremos
(Qu(t; d',p'), Pa(t;d', p’)) usando el subindice ¢l para explicitar que corresponde a
la solucion cléasica del sistema, y ademas haciendo explicita su dependencia respecto
a las condiciones iniciales.

Como en este caso la trayectoria queda determinada por las condiciones iniciales,
la distribucion tiempo-dependiente con condiciones iniciales de certeza absoluta, se
mantendrd en una situacion de certeza absoluta durante el desarrollo de la dinamica.
Esto quiere decir que podemos identificar la probabilidad de transicion del sistema

como
P(q,plt;d’,p") = 6(a — qu(t;q’, p’))o(p — Pult;d, p')) (A.15)

La solucién general para la distribuciéon de probabilidad tiempo-dependiente, con
condiciones iniciales arbitrarias, puede obtenerse a partir de la convoluciéon de la
probabilidad de transicién con la distribuciéon de probabilidad inicial. Vemos que
el formalismo de trayectorias permite mostrar que la distribuciéon se mantiene en
una situacion de certeza absoluta, no obstante, para poder obtener distribuciones
tiempo-dependientes es necesario conocer explicitamente las soluciones clasicas de la
dindmica microscépica. Esto quiere decir que las distribuciones tiempo-dependientes
obtenidas a partir de distribuciones de trayectorias deterministas requieren el co-
nocimiento de la solucién exacta del sistema determinista. Esto quiere decir que el
formalismo de trayectorias no ofrece una ventaja para conseguir soluciones.

Para estudiar el sistema en el contexto macroscopico sin necesidad de conocer la
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solucion microscopica, obtendremos la ecuacion diferencial que describe el compor-

tamiento de la distribucién tiempo-dependiente p(q, p|t). Sabemos que esta distri-

bucién satisface la ecuacion de continuidad

9p__0 5 _0
o oq

-, (A.16)

op

donde los flujos J, y J, pueden escribirse como expectaciones de trayectorias de la

forma

JQ(qa plt) =

Jy(a,plt) =

(A.17)

(A.18)

Como la dindmica microscopica es determinista, podemos reemplazar las derivadas

usando las ecuaciones de Hamilton (A.11) y (A.12), de manera en que

Jo(a,plt) =

J,(a,plt) =

(d() 5@(t) - a) 5(5(t) — p)
(P state) - a) 3(610) - ) )
2 (6(a(t) -~ a)3(p(t) — p))
2 p(a,plt). (A-19)
(B(6) 3(@(t) — ) 3(3(t) — p))
~(V'(@(®) @) - a)(p(t) - p)
—V'(a) (4(a(t) —a) o(p(t) — p))
= —V'(q)p(q,plt). (A.20)

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuacion de continuidad, se obtiene la ecua-

cion de Liouville

(A.21)
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Esta es la ecuacién diferencial que satisface la distribucién de probabilidad del espacio
de fases de un sistema aislado. Con esto se recupera el comportamiento macroscépico
conocido para los sistemas mecanicos.

Los sistemas deterministas descritos por las ecuaciones de Newton muestran una
dindmica macroscopica reversible cuando nuestra informacion sobre el estado mi-
croscopico inicial es absolutamente precisa. Con condiciones iniciales arbitrarias, la
entropia del sistema se mantiene constante (esto puede ser demostrado a partir de
la ecuacién de Liouville [2,3]), por lo que cumple con un criterio de reversibilidad.
Pero para que una trayectoria (q(t), p(t)) tenga igual probabilidad que su inver-
sién (q(ty —t), —p(ts —t)), la distribucién de condiciones iniciales debe satisfacer la

relacion

po(Qalts;d’,p'), Palty;d’, ') = po(d’, ) - (A.22)
Como podemos escoger el tiempo final del sistema ¢y de manera arbitraria, la inica
forma de que (A.22) se cumpla es que la distribucién de condiciones iniciales dependa
de las variables del espacio de fase a través de una cantidad conservada durante
la dindmica microscopica. Si esto se cumple, la distribucion tiempo-dependiente es
estacionaria y la realizacion del proceso es reversible. No obstante en general, se tiene
que si p(q, p|t) es una solucién de la ecuacién de Liouville, entonces la inversién de
su distribucién p_(q,plt) = p(q, —p| — t) también es solucién de la ecuacién de
Liouville.

La solucién y su inversion no satisfacen las mismas condiciones iniciales, sino que
estas difieren en el signo del momentum. Prigogine y su grupo de trabajo mostraron
que sélo una de estas soluciones tiene sentido fisico [60]. Esto muestra que, para ob-
tener una dinamica irreversible en el contexto de los sistemas mecénicos es necesario

restringir las posibles condiciones iniciales del sistema. El criterio para establecer
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cuales condiciones iniciales son admitidas por el sistema es poco claro. Se ha ob-
servado también que al transformar la ecuacién de Liouville a través de un cambio
de variables, no todas las soluciones de la ecuacién nueva corresponden a soluciones
de la primera ecuacién [61]. Esto también produce una restriccion en las condiciones
iniciales admitidas para dicho problema. Es posible que exista una transformacién de
la ecuacién de Liouville que sélo admita las soluciones que son consistentes con una
dinamica irreversible, y tal vez esta ecuacion es mas fundamental que la ecuacién de

Liouville que conocemos.

A.2.1. Acoplamiento entre particulas

Consideremos un sistema determinista de dos particulas de coordenadas q; y Qs
y momentos p; y p2. Supondremos que ambas particulas interactiian a través de
un potencial central V(|q; — q2|), de manera en que la distribucién de trayectorias

puede ser expresada como

olan, @2, P1,P2) = po(@i(ts), Qa(ti), Pi(ti), Pa(t:))d[da — P1/m]d[Gz — P2/m]

0[p1 + VV (a1 — @:)]8[b2 — VV(|a — Gal)]. (A.23)

donde asumimos una dinamica predictiva, y ademés asumimos que la dindmica de
las particulas depende sélo de la interacciéon entre ellas: no existe interaccién entre
las particulas y su medio.

La distribuciéon de probabilidad tiempo-dependiente para el sistema conjunto

p(di, dz, P1; Palt) = (0(qi(t) — d1)d(Qa(t) — d2)0(P1(2) — P1)d(Pa(t) — p2)) (A.24)

satisface la ecuacion de Liouville

%:Vv(ﬁp 3/))_&@_&@_ (A.25)
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Nos interesa saber cémo afecta la incerteza en la informacién sobre una particula
en la dinamica de la otra particula. Para esto, estudiaremos el comportamiento de

la distribucién tiempo-dependiente p; definida como

pi(a,p) = 5 ((0(@i(t) —a)d(P1(t) — p)) + (5(Q2(t) — @)d(p2(t) —p))) . (A.20)

A partir de esta definicion vemos que la distribucién de probabilidad p; representa
estadisticamente la probabilidad de medir el estado de alguna particula en tiempo t,
sin distinguir cual particula es la que se encuentra en dicho estado. Esta distribucion

de probabilidad satisface la relacion
o1 _ q)d(ps (6
E = —5%2@1 1 (Pi( )—P)>

—5% Z (P10 (@(t) — @)d(Pi(t) — p)) - (A.27)

Utilizando la informacion sobre la dinamica microscopica diferencial que determina
el comportamiento del sistema, podemos reemplazar las derivadas en los promedios

para escribir

% - _%%_2 %?Z VV(|a5(t) — ad(@(t) — a)d(i(t) —p)) . (A.28)

Notamos que es posible escribir la distribucion tiempo-dependiente para la medicion
del estado de una particula en funcién de la distribucién tiempo dependiente conjunta
definida en la ecuacion (A.24). Estas dos cantidades se relacionan a través de la

expresion

1
pi(aplt) = 3 (/ p(q, a2, P, P2|t) dqa dps +/p(q1,q, p1.plt) ¢ d3p1) .
(A.29)

Asi, podemos reescribir la ecuacién (A.28) como

/ a / / / /
— == /VV(\q— q'|) (a_p/ - %) pla,d',p.p'lt) d’¢'d’p’ . (A.30)
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Vemos que la ecuacién que se obtiene para la distribucion de una sola particula es
consistente con la ecuacién de Boltzmann, donde el término colisional depende de la
distribucion de dos particulas del sistema. Vemos que, en el caso de un sistema de
N particulas, se recupera la jerarquia BBGKY ya conocida para distribuciones de
particulas mecdanicas.

La distribucién conjunta p(qi, qa, p1, P2|t) depende del estado inicial de ambas
particulas a través de la distribucion a priori. La evolucién temporal de la distribu-
cién p1(q, p|t) depende, a su vez, de la distribucién conjunta, por lo que la dindmica
del sistema reducido de una sola particula depende de las condiciones iniciales de
ambas particulas.

En el formalismo propuesto por Boltzmann para la evoluciéon de la probabilidad
de una sola particula, la dindmica para la distribucién p; es irreversible debido a
la hipotesis de caos molecular. Esto significa suponer que la distribucion de dos

particulas da cuenta de una descorrelacion entre ellas, es decir,

p(d1, q2, P1, P2lt) = pi(a1, P1)pi(a2, P2) - (A.31)

Esta aproximacion permite cerrar la descripcion del sistema de una sola particula sin
considerar la informacién del sistema completo. Ademas, al tomar esta aproximacion
estamos ignorando la dependencia de las condiciones iniciales del sistema de dos
particulas, resumiendo la dinamica del sistema conjunto en la dinamica obtenida
para la distribuciéon marginal p;.

La hipotesis de caos molecular genera conflictos al interpretar el significado fisico
de la descripcién de los sistemas macroscépicos. De hecho, a partir de este resultado
es que surge la paradoja de Loschmidt, pues la hipdtesis de caos molecular no puede

ser fundamentada en las ecuaciones deterministas del sistema.



125

El formalismo de trayectorias, permite estudiar el comportamiento de los siste-
mas al reducir el nimero de variables. En este caso, podemos desarrollar el término
colisional incluyendo las condiciones iniciales de ambas particulas a través de la dis-
tribucion a priori del sistema de trayectorias. Esto es equivalente a resolver el sistema
conjunto formado por las ecuaciones (A.25) y (A.30).

El acercamiento usual, en que no son consideradas las condiciones iniciales de to-
das las particulas, sino que se asume alguna aproximacion para simplificar el término
colisional de la ecuacién (A.30) de manera en que no sea necesario utilizar la ecua-
cién (A.25) para cerrar el sistema. Para esto, el principio de maximo calibre puede
ser utilizado a partir de un sistema conjunto de dos particulas. Vemos que el primer
término del miembro derecho de la ecuacién (A.30) es el término determinista que
relaciona los momentos lineales con la derivada temporal de las coordenadas. Esto
quiere decir que la dindmica de dos particulas debe relacionar deterministamente
el momentum con la velocidad. Si ademas de esta restriccién determinista en el es-
pacio de fases consideramos una restriccién macroscopica sobre el comportamiento
promedio de la dinamica del sistema, podemos describir el sistema a partir de una

distribucién de trayectorias de la forma

5[011 - pl/m]5[<iz — P2/m]
Z(B)

xexp( B/ P2(t), P1(t), B2 (t),ﬁl(t),ﬁz(t))(@kt>2)

Q[QIJQQJIN)hIN)Q] = [q17q27p17p2

donde la expectacion restringida F' debe ser definida de manera en que refleje el
comportamiento esperado para la distribucién de una sola particula para cierta apro-
ximacion en particular. La eleccién de F reflejard informacion sobre las interacciones
microscopicas presentes en el sistema. La definicién en funciéon de un sistema de dos

particulas permite estudiar estas dinamicas microscépicas a partir de interacciones
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de a pares, y no solo las interacciones de cada particula con su medio.

Ademas de escoger las interacciones a través de la cantidad F', es necesario to-
mar aproximaciones sobre las correlaciones presentes en las condiciones iniciales del
sistema de dos particulas. Esto se puede conseguir a partir de escoger las dependen-
cias de la distribucion a priori ™ que aparece en la definicién de la distribucién de
probabilidad. Como ya hemos comentado ampliamente, la estructura de la distribu-
cion a priori debe ser tal que de cuenta de la predictividad de las teorias: es decir,
debe depender sélo de las condiciones iniciales de las trayectorias. No obstante, mas
condiciones pueden ser impuestas sobre esta distribucién, que permiten inducir co-
rrelaciones a partir de las condiciones iniciales entre ambas particulas, sin disminuir
la arbitrariedad del modelo de una sola particula.

Todas estas consideraciones deben ser hechas al momento de plantear una teoria
fuera del equilibrio. Las aproximaciones que se expresan en la eleccién de las restric-
ciones muestran cémo se manifiesta la dinamica microscépica del sistema, mientras
que las distribuciones tiempo-dependientes que pueden ser obtenidas marginalizando
las distribuciones de trayectorias dan cuenta de la dindmica macroscopica que puede

ser observada en los sistemas fisicos.

A.2.2. Dinamicas reducidas de una sola particula

Consideremos un sistema mecanico de una sola particula, descrita por sus coor-
denadas q(t) y su momentum p(t) como funciones del tiempo. Si consideramos una
relacién determinista entre posicién y momentum de la forma usual q(t) = p(t)/m,

y ademas tomamos una restriccion cuadratica en la derivada del momentum, obte-
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nemos una distribucién de trayectorias de la forma

2

- o po(Qlti), P(ti)) oo Yo Ly
g bl = D516 p o (<5 [ 600 - Aw0).a0)” )
(A.33)

Este sistema esta formado por una séla particula que interactiia estocasticamente
con su medio. Las interacciones estocasticas dan cuenta de las interacciones de la
particula con su medio. Las distintas dinamicas posibles que el medio podria ofrecer
se obtienen al escoger cierta forma funcional para la cantidad A(p, q). Esta dindmica
puede considerarse como la dinamica de un sistema de muchas particulas en que se
escoge sblo una particula y la dindmica del resto de las particulas es descrita a partir
de una ecuacion estocastica que resume el comportamiento del sistema.

Podemos ver que si escogemos A de la forma
A(p,q) = —wp + VV(q), (A.34)

podemos escribir la dindmica microscépica a partir de la ecuacién determinista q(t) =

p/m y la ecuacién estocdstica

p(t) = —B(t) — VV(a(t)) +n(t), (A.35)

donde 7(t) corresponde a un ruido blanco con media nula y correlaciones

(B (), = % (A.36)

La distribucién de trayectorias para este sistema puede escribirse como

oia.p] = LU 56— p ey (= [ (50) 49900 + 9V (a0)* ).
l (A.37)

Vemos que en este caso, la distribucién tiempo-dependiente p(q, p) = (5(q(t) — q)d(p(t) — p))
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satisface la ecuacion de continuidad

%:‘gyﬁwamo—wmwwm>—%r@wamwﬂW@®—mf

(A.38)
Usando la relacién determinista para la derivada de las coordenadas, podemos ex-

presar uno de los flujos como

(&(H)3(a(t) - s(B(t) - p)) = - pla. ple) (A.39)

El otro flujo puede obtenerse mediante la derivada de la distribucion tiempo-dependiente

respecto al momentum, teniéndose

Ip

5p = —28{(B®) +7B(0) +VV(@®) 4@l ~ a)d(p(t) —p))  (A.40)

= =28 ((pt)s(a(t) —a)d(P(t) —p)) +ypp+ VV(a)p) .  (A.41)

Luego, podemos escribir una ecuacion diferencial en derivadas parciales cerrada para

la distribucion de tiempo-dependiente, correspondiente a

0 0 1 0 0 1 0 0
T SE b V(@ s e (pp) . (A42)

o mda 230p op 23
La ecuacién (A.42) corresponde a la ecuacion de Klein-Kramers para dindmicas es-

tocasticas de sistemas brownianos sin sobre amortiguamiento.
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