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OPTIMIZACION DE ESTRATEGIAS DE CARRERA CON COMPETENCIA
EN UN JUEGO SUMA-CERO FEEDBACK STACKELBERG

Optimizar las estrategias de paradas en pits en los deportes de motor no es trivial. La mayoria
de los trabajos existentes descuidan la competencia o la consideran utilizando simulaciones
o datos histéricos, sin utilizar la teoria de juegos de manera completa. En este trabajo, pre-
sentamos un modelo basado en la Férmula 1 en el que dos pilotos optimizan su estrategia
de paradas en pits. Cada automovil decide en cada vuelta si continuar en pista o hacer una
parada en pits para cambiar los neumaticos a uno de los tres compuestos disponibles. Dado
que las decisiones de los pilotos se afectan mutuamente debido a interacciones, tales como
los adelantamientos; el problema se formula como un juego de Stackelberg de retroalimenta-
ciéon de suma-cero utilizando Programacién Dindmica, donde en cada vuelta el piloto lider
decide primero y el seguidor decide segundo. Ademas, los pilotos deciden simultaneamente
los compuestos de neumaticos con los que comenzaran la carrera. La formulacion permite
la inclusién de eventos inciertos como banderas amarillas o aleatoriedad en los tiempos de
vuelta.

Definimos y mostramos la existencia del equilibrio tanto del juego durante la carrera como
del juego simultaneo antes de comenzar, y proporcionamos un algoritmo para encontrarlo en
cada caso. Luego, resolvemos instancias numéricas del problema con cientos de millones de
estados. Observamos cémo diferentes funciones objetivo de los pilotos inducen diferentes
estrategias de carrera. En particular, cuando los jugadores maximizan la probabilidad de
ganar en lugar de la diferencia de tiempo con respecto a su oponente, tienden a asumir
acciones mas riesgosas.

Nuestras instancias muestran que un piloto estratégico enfrentando a uno miope aumenta
las probabilidades de ganar en mds del 15% en comparacién con el caso en que ambos son
estratégicos. Por tltimo, carreras donde es mas probable encontrarse con banderas amarillas

tienden a aumentar las posibilidades de ganar del piloto con peor rendimiento.
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Capitulo 1

Introduccion

La Investigacién de Operaciones (I0) y las herramientas analiticas han ampliado su alcance
a varias aplicaciones en las ultimas décadas. Un ejemplo de esto es su creciente presencia
en multiples deportes como el futbol, baloncesto, béisbol y otros. Mas recientemente, las
carreras automovilisticas también han comenzado a captar la atenciéon de los investigadores,
en paralelo con los profesionales como los ingenieros de carreras, que estan invirtiendo grandes
esfuerzos en optimizar sus estrategias de carrera (ver Fortune [1]). Aunque este tltimo implica
una gran cantidad de elementos, como las vueltas en las que realizar una parada en pits', los
compuestos de neumaticos, la gestién de combustible, la configuracion del automovil, etc.;
en este articulo nos centraremos en los dos primeros pilares. En particular, enmarcaremos
el problema en el contexto de la Férmula 1; sin embargo, la metodologia también se puede
aplicar a otras categorias de carreras.

Las carreras de Formula 1 son, para muchos, el deporte mas emocionante del planeta.
Consisten en 44 a 78 vueltas alrededor de un circuito, tardando entre 90 a 120 minutos para
completar la carrera. En promedio, cada vuelta lleva a los pilotos entre 70 y 110 segundos,
dependiendo del circuito. Como regla general, cada carrera cubre alrededor de 306 kilémetros.
Hay 10 equipos en competencia, cada uno con 2 pilotos participando en cada carrera. Estos
20 corredores parten desde una parrilla, con las posiciones determinadas de la sesién de
clasificacién realizada el dia anterior, y compiten por alcanzar la mejor posicién posible, con
puntos distribuidos del 1 al 25 entre los 10 primeros clasificados.

El resultado de una carrera depende de varios factores ademés del rendimiento del automo-

1 Los pits son el lugar al que los corredores llevan sus vehiculos durante la competencia para realizar cambios
de neumaticos, reparaciones mecanicas, reemplazar partes dafiadas o ajustar el alerén.
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vil y del piloto. Algunos de estos factores son inciertos, como los accidentes automovilisticos
o las fallas del motor, mientras que otros son controlados por los ingenieros de carreras, como
por ejemplo las vueltas en las que realizar paradas en pits y/o el compuesto de neuméaticos
con el que comenzar la carrera. Ademas, los eventos inciertos durante la carrera, como las
banderas amarillas, hacen que la estrategia de paradas en pits sea atin mas importante. (La
bandera amarilla se muestra a todos los pilotos de Férmula 1, con dos posibles escenarios:
(i) Coche de Seguridad Virtual (de ahora en adelante VSC (Virtual Safety Car en inglés)),
en el cual los autos deben disminuir su velocidad manteniendo la diferencia de tiempo con
sus rivales, y (ii) Coche de Seguridad (de ahora en adelante SC (Safety Car en inglés)), en
cuyo caso los autos se colocan en fila detrds del SC a una velocidad mas baja. Las banderas
amarillas generalmente se activan debido a incidentes de carrera que deben ser resueltos).
Un ejemplo de esto es como Red Bull Racing hizo entrar a pits a Max Verstappen en el
Gran Premio de Abu Dhabi en 2021 durante la bandera amarilla, cuando faltaban solo 5
vueltas, permitiéndole reemplazar un juego usado de neumaticos de compuesto duro por un
nuevo juego de neumaticos de compuesto blando, lo que le permitié adelantar a Sir Lewis
Hamilton (quien no entré a pits para no perder posicién en la pista), ganando la carrera y el
campeonato en la ultima vuelta. (Ver Férmula 1 2021 [2] para més detalles). Cabe destacar
que el reabastecimiento de combustible ya no se practica en la Férmula 1 desde 2010. En el
ano pasado, los ingresos de la Féormula 1 fueron de 1,800 millones de délares, donde el 50 %
de esa cantidad se destiné a los equipos, con una participaciéon igual para cada competidor
(USD 42,750,000 cada uno), ademds de un premio monetario por rendimiento (consultar To-
talSportal [3]). Esto es una motivacién adicional a resolver este desafio, pues nos encontramos
con cientos de miles de ddlares en juego.

Los neumaticos se degradan a medida que se usan, lo que resulta en un deterioro en
el rendimiento en términos de tiempos de vuelta. Para contrarrestar esto, una parada en
pits brinda la oportunidad de reemplazar el conjunto actual de neumaticos desgastados por
unos nuevos. En consecuencia, se espera que los tiempos de vuelta mejoren después de una
parada en pits, pero el proceso en si implica una penalizacién significativa de tiempo de
aproximadamente 20 segundos. Esto introduce un equilibrio entre el nimero de paradas en
pits y el nivel de degradacién de los neuméticos. Otro factor a considerar es la seleccion de
los compuestos de neumaticos para cada stint. Un stint se refiere a un conjunto consecutivo

de vueltas durante las cuales se utiliza el mismo conjunto de neumaéticos (por ejemplo, si
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un automoévil entra en pits en las vueltas 10 y 25 en una carrera de 30 vueltas, diremos
que el automoévil tiene tres stints de 10, 15 y 5 vueltas, respectivamente). En la Formula 1
hay cinco compuestos de neumaticos disponibles para condiciones de clima seco, pero solo
se permiten tres para uso de todos los pilotos durante una carrera. Estos compuestos se
clasifican como soft, medium y hard (blando, medio y duro, respectivamente). Si bien los
compuestos mas suaves permiten tiempos de vuelta mas rapidos, también se degradan mas
rapidamente en comparacién con los compuestos mas duros. Como resultado, el rendimiento
del automovil se deteriora rapidamente cuando se utilizan neumaticos de compuesto blando.
Por otro lado, los compuestos duros tienen una vida 1til més larga, pero proporcionan un
rendimiento ligeramente inferior, especialmente cuando los neumaticos son nuevos. Por lo
tanto, el equilibrio mencionado anteriormente puede presentarse como una elecciéon entre
utilizar neumaticos mas suaves para stints mas cortos, lo que requiere paradas en pits mas
frecuentes, o utilizar compuestos mas duros para prolongar la vida 1til de los neumaticos
y reducir la necesidad de paradas en pits. Para una explicacién visual de estos equilibrios,
consulte Chain Bear [4].

El costo en términos de pérdida de tiempo durante una parada en pits no es independiente
del estado de la carrera. Eventos aleatorios como una bandera amarilla (debido a un accidente
de un automévil, por ejemplo) obligan a todos los automéviles a reducir la velocidad. En
consecuencia, optar por una parada en pits bajo una bandera amarilla presenta una ventaja de
tiempo en comparacién con hacerlo bajo condiciones normales de carrera, ya que la velocidad
en el pit lane® no se ve afectada por la bandera. Como resultado, ocasionalmente se observan
comportamientos estratégicos, como extender el uso de los neumaticos en carreras donde la
probabilidad de una parada en pits suele ser alta.

Otro factor crucial a considerar es la presencia de interacciéon y competencia entre los
vehiculos participantes. En cuanto a la interaccion, existen varias formas en las que los autos
se influyen mutuamente, lo que impacta en sus respectivos tiempos de vuelta. Por ejemplo,
cuando un conductor adelanta a otro, ambos tiempos de vuelta se ven afectados. De manera
similar, un conductor que defiende su posicién contra un posible adelantamiento o que sigue
de cerca a otro automovil en frente puede tener implicaciones en los tiempos de vuelta. Esta
interaccion puede resultar en un aumento de los tiempos de vuelta para el seguidor durante

las curvas, mientras que potencialmente tiene el efecto opuesto en las rectas.

2 Pit lane (calle de pits) es la pista asfaltada que conecta el circuito con el pit stop (paradas en pits).
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En consecuencia, el tiempo de vuelta de un automévil se ve influenciado no solo por
factores internos como el compuesto de neumaéticos o el uso de los mismos, sino también
por factores externos que involucran interacciones entre los autos. Por lo tanto, las acciones
de un conductor, particularmente su estrategia de paradas en pits, deben considerar estas
interacciones. Ademads, en términos de competencia, cada conductor optimiza su estrategia
de paradas en pits y compuestos de neumaticos, teniendo en cuenta las acciones de otros
conductores también.

En este trabajo presentamos un modelo de teoria de juegos en el que dos conductores op-
timizan sus estrategias de paradas en pits durante la carrera. Mas especificamente, en cada
vuelta, ambos autos deciden si continuar en pista o cambiar los neumaticos por un compues-
to especifico. Cada vuelta se modela como un juego de Stackelberg®, en el cual el primer
conductor juega primero. Por lo tanto, el lider en cada etapa no esta fijo, sino que se alterna
dependiendo del conductor que esté liderando la carrera. Ademas de la estructura secuencial
del juego, antes del inicio de la carrera, los conductores eligen en un juego simultaneo el
compuesto de neumaticos con el que iniciaran la carrera.

Incluso en un escenario determinista, es decir, sin banderas amarillas ni incertidumbre en
los tiempos de vuelta, la forma extendida del juego tiene un niimero exponencial de nodos.
De hecho, consideremos una carrera con 50 vueltas y tres compuestos de neumaticos. En
cada vuelta, los conductores tienen cuatro acciones posibles: cambiar los neumaéaticos por
uno de los tres compuestos o continuar en pista. En este ejemplo, el nimero total de nodos
terminales es igual a 4°°-4°0 1o cual es impracticable de resolver en un tiempo razonable. Sin
embargo, cada secuencia de acciones de ambos conductores hasta una vuelta en particular se
puede reducir a un estado. Como resultado, proponemos modelar el juego como un juego de
Stackelberg con retroalimentacién® y resolverlo mediante programacién dindmica.

Las principales contribuciones de este trabajo se pueden resumir en los siguientes puntos:

* Formulamos el problema de optimizacién de paradas en pits con competencia para dos
pilotos utilizando un juego de Stackelberg de retroalimentacién de suma-cero®. El modelo

permite incorporar escenarios estocasticos que incluyen eventos de bandera amarilla,

3 Un juego de Stackelberg es un juego secuencial en el que un jugador lider toma una decisién y luego,
después de observar la accién del lider, el seguidor elige la suya.

4 Se llama estructura de retroalimentacién cuando los jugadores conocen y toman en consideracién todas las
estrategias pasadas.

5 Se dice de suma-cero cuando la ganancia de un jugador es necesariamente la pérdida de otro jugador.
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como VSC o SC, y la incertidumbre en los tiempos de vuelta de los pilotos. Ademaés, el
juego incorpora la decisiéon inicial de los neumaticos, que se juega de forma simultanea.
El modelo también permite diferentes tipos de funciones objetivo, como maximizar la
diferencia de tiempo con respecto al otro conductor o maximizar las probabilidades de

ganar.

* Definimos el equilibrio de retroalimentacion de Stackelberg del juego, que involucra las
estrategias de paradas en pits de los jugadores, y el equilibrio de Nash de retroalimen-
tacion de Stackelberg, que agrega la estrategia inicial de los neuméaticos. Mostramos la
existencia de estos equilibrios y formulamos un algoritmo de inducciéon hacia atras con
programacion dinamica que se juega secuencialmente para ambos conductores en todas
las vueltas de la carrera. Mostramos que el algoritmo propuesto encuentra el equilibrio

del juego.

* Podemos resolver instancias del problema con cientos de millones de estados en cada
vuelta en cuestion de horas. Mostramos que la toma de decisiones estratégicas mejora
el resultado de la carrera para los jugadores. De hecho, observamos casos en los que las
probabilidades de ganar de un conductor aumentan en mas del 15 % cuando su oponente
no es estratégico. Ademds, mostramos cémo cambian las decisiones de los jugadores al

utilizar diferentes funciones objetivo.

En resumen, el modelo propuesto aborda tres preguntas clave que surgen al prepararse para
una carrera: ;Con qué compuesto de neuméticos deberia comenzar la carrera un piloto? ;En
qué vueltas deberia entrar al pit lane? ;Qué compuesto de neumaticos deberia elegir para
cada stint?

En la Seccién 2.1 revisamos la literatura relacionada con este trabajo. La Seccién 2.3
muestra el modelo deterministico y la Seccién 2.4 muestra el modelo estocastico. Los resul-
tados de los célculos numéricos se presentan en la Seccion 2.5. Finalmente, las conclusiones

se exponen en la Seccion 3. Las demostraciones se incluyen en el Apéndice.



Capitulo 2

Desarrollo

2.1. Estado del Arte

La optimizacion de las estrategias de carrera se ha explorado desde diferentes perspectivas.
McLaren Racing Limited [5] analizé la optimizacién del combustible durante la carrera, lo
cual incluye la cantidad inicial de combustible con la que comenzar la carrera y las vueltas y
la cantidad de combustible para repostar en una parada en pits.

La optimizacion de la bateria también ha sido objeto de estudio por parte de Liu et al. [6]
y Anselma [7], donde las variables de decisién son el agotamiento y la gestién térmica de la
bateria.

Bekker y Lotz [8] utilizaron simulacién para modelar maniobras de adelantamiento, pa-
radas en pits y fallas de automoviles, generando el resultado de la carrera en funcion de los
datos de entrada que describen la carrera. Al evaluar diferentes estrategias de paradas en
pits (que son datos de entrada del modelo de simulacién), los autores pueden encontrar la
estrategia de carrera 6ptima. En una direccién similar, Phillips [9] desarroll6 un simulador
que utiliza varios datos de entrada de los pilotos, incluyendo su rendimiento en una de las
practicas libres®, degradacién de neumadticos, variabilidad en los tiempos por vuelta y otros.
También utilizando simulacién, Helmeier et al. [10] amplian el trabajo anterior al considerar

elementos adicionales, como utilizar tiempos de otras practicas o la sesién de clasificacién” y

6 (Cada carrera tiene tres sesiones de practica antes de la carrera donde los pilotos pueden probar el circuito.
Los datos de la practica utilizados como entrada en este trabajo corresponden a la segunda préctica
(también denominada FP2).

7 Las posiciones de la parrilla de salida de la carrera se determinan durante la sesién de clasificacién. Consulta
The Sport Rush [11] para méas detalles.



verificar la brecha entre los autos en més puntos que al final de la vuelta. Helmeier et al. [12]
generalizan la simulacién de la carrera al considerar incertidumbre en diferentes aspectos,
como los tiempos por vuelta, la ocurrencia de eventos de bandera amarilla, la duraciéon de las
paradas en pits y los accidentes y fallas. F1 Strategy Blog [13] cre6 un cédigo de codigo abier-
to que simula la carrera. En este caso, se utilizan estrategias de carrera de anos anteriores.
Aunque las técnicas de simulacion son ttiles para incorporar varias variables del problema,
su principal problema es la dificultad para encontrar las estrategias 6ptimas de paradas en
pits considerando la dindmica competitiva de la carrera.

Las técnicas de aprendizaje automatico también se han utilizado para predecir el rendi-
miento de los autos, incluyendo la estrategia de paradas en pits como una de las variables
explicativas utilizadas. En este marco, Tulabandhula, Rudin [14] y Choo [15] utilizaron téc-
nicas de aprendizaje automatico entrenadas con datos de carreras anteriores para predecir
los tiempos de vuelta utilizando variables como las paradas en pits, el rendimiento del auto y
otras. Més recientemente, Helmeier et al. [16] combinaron redes neuronales artificiales (NN,
neural networks en inglés) y simulacién para encontrar la mejor estrategia de carrera para
cada conductor. Las NN se entrenaron con datos de carreras de temporadas anteriores para
predecir si se debe realizar una parada en pits y qué asignacion de neumaticos utilizar en
caso de hacerlo. Luego, se simulé la carrera, donde las acciones del conductor en cada vuelta
se basaron en las predicciones de las NN. Una de las entradas utilizadas en sus NN es el
numero de paradas en pits restantes en la carrera, que se encontr6 resolviendo un programa
cuadratico mixto entero asumiendo que no hay interacciéon entre los autos.

A diferencia de estos enfoques, nuestro trabajo difiere en que proponemos un método para
calcular las estrategias 6ptimas de dos conductores que compiten en un entorno de teoria de
juegos. Nuestro enfoque se basa en determinar las estrategias 6ptimas a través de un analisis
de teoria de juegos, en lugar de depender de métodos de prediccion calibrados en decisiones
de carreras pasadas. Al considerar la naturaleza competitiva de la carrera y las interacciones
estratégicas entre los conductores, nuestro modelo proporciona un marco méas completo para
optimizar las estrategias de paradas en pits.

Uno de los trabajos més similares a este es el realizado por Heine y Thraves [17]. Los
autores presentan un enfoque de solucién mediante programacion dindmica para encontrar la
estrategia Optima de paradas en pits en un entorno sin competencia. La principal diferencia

radica en que este trabajo proporciona un modelo més general al permitir la competencia
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entre dos conductores. Esto permite incorporar eventos de interaccion entre los autos, al
tiempo que se tiene en cuenta el aspecto de teoria de juegos en la toma de decisiones éptimas
de ambos jugadores. En particular, se utiliza un juego de Stackelberg de retroalimentacion de
suma-cero con conjuntos finitos de acciones y horizonte de tiempo. Los juegos de Stackelberg
de retroalimentacion se caracterizan por tener miltiples etapas en las que en cada etapa todos
los jugadores conocen el estado en el que ha evolucionado el juego y hay un jugador que actia
como lider en cada una de las etapas. Este tipo de juego fue introducido por primera vez en
Simaan [18] y Cruz [19]. Las aplicaciones de los juegos de Stackelberg de retroalimentacion
en la gestién de operaciones se muestran en Li y Sethi [20]. Para més detalles, consulte Bagar
y Olsder [21].

Un aspecto interesante del problema abordado aqui es la alternancia del rol de lider en
diferentes etapas (vueltas) del juego, dependiendo de quién esté liderando la carrera en la
vuelta actual (a diferencia de la mayoria de los escenarios de Stackelberg dindmico en los que
el mismo jugador actiia como lider en cada etapa del juego). Uno de los pocos trabajos que
ha abordado situaciones con lideres alternantes es el de Nie et al. [22]. En este trabajo, los
autores presentaron un marco de programacion dinamica para resolver juegos de Stackelberg
de retroalimentacién dinamica en tiempo discreto, donde el lider en cada etapa depende de
la funcién de pago de los jugadores en esa etapa especifica. En nuestro caso, el lider de cada
etapa dependera de un componente de la variable de estado. Ademas, nuestra configuracién

del juego tiene en cuenta elementos estocasticos.

2.2. Metodologia

La metodologia seguida en esta tesis se dividié en varias etapas.

Abordamos este desafio desde la perspectiva de la teoria de juegos. En un principio,
intentamos resolverlo utilizando la herramienta de inducciéon hacia atras, pero debido a su
tamano considerable, decidimos cambiar de enfoque y utilizar programaciéon dinamica.

Para obtener una mejor comprension del problema, comenzamos construyendo un modelo
determinista basico. Posteriormente, se fue anadiendo gradualmente complejidad al modelo,
incorporando funciones de tiempos de interaccion entre pilotos, desgaste no lineal de neumé-

ticos, reglas de la FIA® a considerar durante una carrera y el consumo de combustible, entre

8 Federacién Internacional del Automévil, FIA, es mundialmente conocida por regular las competiciones de
automovilismo més importantes del mundo, como la Férmula 1.
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otros factores relevantes.

Una vez que el modelo determinista estuvo completo, se procedié a abordar el aspecto es-
tocastico del problema, ya que se reconocio la presencia de aleatoriedad en la realidad, como
lo serfan las banderas amarillas, los adelantamientos en las zonas de DRS y la interaccion
entre pilotos vuelta a vuelta. De manera similar a la etapa anterior, se fueron agregando y
refinando funciones en el modelo estocédstico a medida que surgian nuevas ideas o se iden-
tificaban errores. Ademas, durante la fase de desarrollo del modelo estocastico, surgieron
interrogantes adicionales que enriquecieron la investigacion. Se exploraron escenarios en los
cuales los pilotos tenian diferentes objetivos, como maximizar su probabilidad de ganar o
minimizar el riesgo de perder. También se consider6 la posibilidad de que uno de los juga-
dores fuera miope, tomando decisiones en funcién de minimizar su propio tiempo de carrera
e ignorando rivalidad, mientras que el otro jugador adoptara una estrategia acorde las ac-
ciones de su competencia, sus propias decisiones y cémo la combinaciéon de ambas afectan
su tiempo por vuelta. Estas consideraciones afiadieron una capa adicional de complejidad
al modelo estocastico, permitiendo explorar diversas dinamicas estratégicas y su impacto en
los resultados de las carreras simuladas. La inclusién de estas variantes en la investigacion
contribuyé a obtener una perspectiva mas amplia y realista del problema estudiado.

El siguiente paso consistiéo en implementar el modelo en cédigo. Inicialmente, se utilizd
Python y se trabajé en la optimizacién de las funciones relacionadas con los tiempos de
carrera, la interaccion entre pilotos y la resolucion de la programacion dinamica estocastica.
A medida que se avanzaba, se buscé mejorar la eficiencia del codigo, ya que los tiempos de
ejecucion eran prolongados. Se logro crear e implementar un cédigo paralelo en C como una
biblioteca que puede ser llamada desde Python, lo que permitié acelerar significativamente
la velocidad de procesamiento.

Para alcanzar aiin mayores niveles de rendimiento, se conté con la asistencia de la super-
computadora de NLHPC?. Esto facilité la realizacién de miles de simulaciones, brindando
una vision mas completa del comportamiento de los pilotos en diferentes escenarios de carre-
ra. Se llevo a cabo un analisis iterativo de los resultados y gréaficos obtenidos, lo que permitié
descubrir hallazgos interesantes y validar las simulaciones con la realidad.

En resumen, la metodologia empleada en esta tesis abarco el andalisis desde la teoria de

9 National Laboratory for High Performance Computing (Laboratorio Nacional de Computacién de Alto
Rendimiento).



juegos, el desarrollo de un modelo determinista y estocéstico, la implementacion en codigo
utilizando Python y C, la utilizacién de recursos computacionales de alto rendimiento y la

realizacion de numerosas simulaciones para obtener resultados y gréaficos relevantes.

2.3. Modelo Determinista

En esta seccion presentamos un modelo de Juego Secuencial modelado con Programacion
Dindmica, donde en cada etapa (vuelta) los jugadores (pilotos) deciden en funcién del estado
actual (como la asignacion de compuestos de neumaticos, degradacién de los neuméticos,
etc.). Luego, proporcionamos detalles sobre el célculo de los tiempos por vuelta.

Consideremos a dos pilotos, A y B, que compiten en una carrera de N vueltas. En cada
vuelta n, los pilotos deciden si continuar en pista o hacer una parada para cambiar neumaticos
a uno de los compuestos disponibles en el conjunto 7 = {1, 2, 3}, donde 1=Suave, 2=Medio y
3=Duro. Suponemos que el neumatico t € T tiene una vida 1til de u; vueltas. Denotemos por
zt, 2B € Ty .= {0} U T las decisiones de los pilotos A y B en la vuelta n, respectivamente.
Nuestra convencién es que estas variables toman el valor cero si no hay parada en pits.
Naturalmente, la secuencia de decisiones dentro de una vuelta es tal que el piloto que va
delante decide primero. Es importante destacar que en este juego secuencial, el orden en el
que los pilotos juegan en cada etapa, es decir, en cada vuelta, puede no ser el mismo durante
toda la carrera. Por ejemplo, si el piloto A comienza la carrera en primer lugar y en algin
momento es adelantado por su oponente, A pasard de ser un lider (en el sentido de la teoria
de juegos) a ser un seguidor.

Sin pérdida de generalidad, asumimos que la entrada a pits esta justo después de la linea
de meta de la carreral?, ver Figura 2.1. Luego, una vez que el piloto que lidera la carrera
observa las variables de estado (que se definirdn en breve) al comienzo de una vuelta, decide su
accion. Después, el piloto que esta en segundo lugar decide asumiendo que conoce las variables
de estado, asi como la decisién de su oponente que ya ha jugado. Aqui estamos asumiendo
que el piloto que estd en segunda posicion puede ver, no solo si el piloto de adelante hace
una parada (lo cual es razonable asumir), sino también cual sera su nuevo compuesto de
neumadticos. Creemos que esto es razonable por dos motivos: primero, el piloto de atras (en

particular gracias a sus ingenieros) podria ver qué tipo de neumadticos se estan preparando

10 En la préctica, la entrada a pits estd ligeramente antes de la linea de meta y la salida estd unos cientos de
metros después de esta.
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para instalar en el pit stop de su oponente, y segundo, el piloto en segunda posiciéon podria

calcular racionalmente la mejor estrategia del piloto lider dada la situacion actual.

\
\
|
DRS [ PIT
zone I STOP
]
/
Beginning of lap _ /

START

Figura 2.1: Circuito.

El estado en la vuelta n se describe mediante los siguientes elementos que dependen del
estado de cada automovil, asi como de elementos que dependen de ambos automoéviles. Para
cada conductor i € {A, B} tenemos como variables de estado el compuesto de neumaticos

7
no

denotado por ¢, el desgaste de los neumaticos denotado por w’ en unidades de vueltas, y
una variable indicadora binaria m‘ que toma el valor 0 si el conductor ha utilizado solo un
compuesto de neumaticos, y 1 en caso contrario. Esta variable indicadora nos permite saber
si el automovil termina la carrera cumpliendo la regla que establece que se deben utilizar
al menos dos compuestos de neumaticos diferentes durante la carrera. Existe una regla que
establece que los conductores deben usar al menos dos compuestos de neumaticos diferentes
durante la carrera, excepto si el conductor esta utilizando un compuesto de neumaticos para
lluvia (ver MotorSport [23] para més detalles). La tltima variable de estado es la diferencia
de tiempo entre el conductor A y B, denotada por g,. Nuestra convencién es que un valor
negativo indica que el conductor A estd por delante del conductor B por —g, segundos.
En cuanto a la variable de estado del desgaste de los neumaticos, w,, su valor maximo
se establece en wu;, 4+ 1, es decir, una vuelta adicional sobre la vida ttil recomendada del
neumatico actual, para indicar el caso en que la vida 1til del neumético ha terminado y, por

lo tanto, el automovil no puede continuar. En este caso, asumimos que la accion del conductor

es el conjunto unitario {0}. Combinando todos los componentes de la variable de estado, la
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variable de estado en la vuelta n se denota por:

S, = (tf,wﬁ,mﬁ,tf,wﬁ,mf,gn). (2.1)

La transicién de las variables de estado de una etapa a la siguiente, como funcion de las

variables de estado anteriores y las acciones de los conductores, es decir, s, 1(sn, 72, 22), se

puede expresar de la siguiente manera:

i = - Lgwazoy + 25 - Lizazo (2:2)
wity = min{w, - Lgaey + 1,up, + 1} (2.3)
mg—i—l = max{my,, Ligazoanziayt (2.4)
et = gu+ 1 (s, 28) =l (sn, 2l 2, (2:5)

donde u#' v pu2 son las funciones de tiempo por vuelta de los conductores A y B, respec-
tivamente (mds detalles sobre esto se proporcionan en la siguiente seccién). Omitimos las
ecuaciones de transicién para t2 1 wB 15 mB Y mB 1, ya que estas son analogas a las de las
Ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4). La Ecuacién (2.2) establece que el compuesto de neuméticos
de la siguiente vuelta serd el mismo que el de la vuelta anterior en caso de no entrar a pits,
de lo contrario, serd el compuesto instalado en el vehiculo durante la parada en pits. La
Ecuacién (2.3) establece que el desgaste de los neumaticos aumenta en una unidad de una
vuelta a la siguiente, excepto cuando ocurre una parada en pits. En caso de una parada en
pits, el desgaste de los neumaéticos al comienzo de la siguiente vuelta (n + 1) serd igual a
uno. En la Ecuacién (2.4), la variable indicadora de la préxima vuelta, m,, .1, es el maximo
entre su valor anterior y uno en caso de cambiar los neumaticos por un compuesto diferen-
te. Luego, esta variable de estado no decrece y es binaria; solo puede tomar valores {0, 1}.
La actualizacion de la diferencia de tiempo entre los pilotos se da en la Ecuacién (2.5). En
particular, la brecha de tiempo en la siguiente vuelta es igual a la brecha de tiempo anterior
mas la diferencia de tiempo por vuelta entre ambos pilotos durante sus vueltas actuales.

El objetivo de cada jugador es terminar la carrera con la maxima diferencia de tiempo

respecto a su oponente!!. Por lo tanto, el juego se puede modelar como un juego de suma-

11 Alternativamente, podriamos resolver un modelo donde el objetivo de los jugadores sea terminar la carrera
por delante de su rival, sin importar la diferencia de tiempo. Se podria demostrar facilmente que el equilibrio
de este juego también es un equilibrio del juego analizado en el articulo.
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cero donde la funcion de utilidad (o més precisamente la funcién de utilidad para uno de
los jugadores y una funcién de costo para el otro) es la diferencia de tiempo entre ambos
pilotos al cruzar la linea de meta en la vuelta N. Nuestra convencion es que esta diferencia
de tiempo refleja el nimero de segundos en los que A esta por delante de B, por lo tanto,
al final de la carrera se debe cumplir V13 = gnyi1 (el indice N 4+ 1 en este caso significa:
al comienzo de la hipotética vuelta N + 1, o equivalentemente, al final de la vuelta N). El
conductor A minimizara esta funcién de utilidad, mientras que B la maximizara. Ademas,
la funcion de utilidad al final de la carrera debe tener en cuenta los casos en los que una o
ambas variables m4, y m%,, toman el valor cero. En este caso, el piloto correspondiente

es descalificado. Entonces, la condicién limite se puede resumir de la siguiente manera:

gy simyy =1lymg, =1
CoA B
. —o0  simyy, =1lymyg, =0
Vipi(sner) = (2.6)
400 simiy,, =0ymf =1

0 en cualquier otro caso.

Entonces, la ecuacién de Bellman se puede expresar como:

Vn(snvxf:?xf) = V*+1(Sn+1)7 (27)

n

donde, para facilitar la exposicion, hemos omitido la dependencia explicita de los componentes
futuros del estado (s,41) respecto al estado y las decisiones anteriores (s,, 22 y 22). Para

n=2,...,N

mingery Vi(sn,a,22(s,,a))  sig, <0
vy~ [ e Vilsn oot ) s

maxpery Vi (Sn, 72 (80, 0),0)  si g, > 0,

donde
1(s,,0) = argmin V,(sp,a,b), (2.9)
ac€To
B —
z, (Sp,a) = arg max Vi(Sn,a,b). (2.10)

con el abuso de notaciéon z7(s,, ) v 22(s,,) para denotar la funcién de mejor respuesta
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del conductor que actiia como seguidor en la vuelta n (A si g, > 0, B en caso contrario)
dado el estado s,. Imponemos que no haya parada en pits en la primera vuelta (debido a la
modelizacién de la entrada a pits) y en la tltima vuelta (ya que un piloto no puede terminar
la carrera entrando en pits); es decir, ¥{' = 28 = 24 = 28 = 0. El estado al comienzo de la

carrera es:

A A _A,B B B
s = (ty,wy,my,t7,wy,my, g1)

- (t{‘70707t1B707 0791)7 (211)

donde t{ y t& son los compuestos de neuméticos con los que comienzan la carrera, y g
es la cantidad de segundos en los que A aventaja a B cuando A cruza la linea de meta
al comenzar la carrera'?. Asumimos que esta cantidad, g;, es conocida (ya que se puede
estimar considerando la posiciéon de salida en la parrilla de ambos pilotos). En cuanto a los
compuestos iniciales de los neumaticos, estos son decisiones de ambos pilotos. A diferencia de
las decisiones de parada en pits durante la carrera, los compuestos iniciales de los neumaticos
se pueden modelar como un juego simultaneo. Esto se debe a que no hay motivo para pensar
por qué un piloto elegiria su compuesto de neumaticos primero mientras que el otro lo observa
y decide después.

En consecuencia, resolvemos el equilibrio del juego al comienzo de la carrera para encontrar
los compuestos de neumaticos iniciales. Mas precisamente, podemos encontrar el equilibrio
en estrategias mixtas de este juego de suma-cero donde el espacio de accién de los jugadores
es el conjunto finito 7. La matriz de pagos se denota por U € RI7XITl de manera que
Upp s = VA((#,0,0,t2,0,0,91)) para i, tP € T. En esta etapa, al comienzo de la carrera,
el equilibrio puede resolverse utilizando el algoritmo de Lemke-Howson [24]. Sin embargo,
dado que el tamaifio del problema es pequefio y ambos jugadores tienen solo tres estrategias,
podemos utilizar la Programacién Lineal (PL). Aunque el algoritmo de Lemke-Howson es
mas eficiente, el tamafio del problema es lo suficientemente pequefio como para que no haya
una diferencia préactica entre utilizar ese algoritmo o utilizar PL en este caso.

A nB

Denotemos por 7 € AlTI71 ]as estrategias mixtas de ambos jugadores, respectivamen-

te, donde A™ es la n + 1 dimensional simplex. Observemos que ambos jugadores resuelven el

12 1a posicién de partida de los vehiculos estd detréas de la linea de meta. La parrilla de salida es el orden en
el que los pilotos comenzaran la carrera.
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siguiente juego minmax:

max min (7%)7UT 74

B gA
s.a. Z P =1
ieT
>0 VieT (2.12)
Z =1
ieT

7 >0 VieT.

Entonces, podemos escribir el dual del problema de minimizaciéon del Problema de Optimi-

zaciéon (2.12) como:
max p
g (2.13)
Trr. B ,
s.a. p—eUr” <0 VieT,
donde ¢; € RI7l es un vector con un uno en la i®™* componente y cero en las demas.

Combinando los Problemas de Optimizacién (2.12) y (2.13), obtenemos:

max p
p,mB

s.a. p— ez-TUWB <0 VieT

wazl

i€T

(2.14)

7B >0 VieT.

(2

Una vez obtenemos la solucién 6ptima del Problema de Optimizacién (2.14), 75, podemos
utilizarla como estrategia del jugador B y resolver el Problema de Optimizacion (2.12) para
A a fin de encontrar 74*. De esta manera, encontramos un par de estrategias mixtas para

ambos jugadores que constituye un equilibrio de Nash.

2.3.1. Funcién de Tiempo de Vuelta

La tnica parte que falta en el juego de Programacién Dindmica es la definicién de las
funciones de tiempo por vuelta, u2 y 12, que aparecen en el lado derecho de la Ecuacién (2.5).
A continuacion, presentaremos la funcién de tiempo por vuelta del conductor A solamente,

ya que la funciéon para el conductor B es analoga. El tiempo por vuelta se expresa como una
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funcién de tres elementos: (i) una funcion de tiempo por vuelta fantasma, que representa el
tiempo por vuelta de un automovil en la situaciéon hipotética de que esté conduciendo solo
(es decir, sin competencia); (ii) una funcidn de interaccion entre conductores, que incluye el
tiempo ganado/perdido al estar cerca del automévil oponente desde atras o desde adelante; y
(iii) una reduccién de tiempo debido al uso del Sistema de Reduccion de Arrastre (DRS, por
sus siglas en inglés)'3. Los conductores pueden activar el DRS cuando estdn a menos de un
segundo del automévil de adelante en las zonas de DRS selectivas, simplemente presionando
un boton en el volante. Suponemos que esta zona de DRS esté en la recta del circuito, paralela

a los pits, ver Figura 2.1. Entonces, la funciéon de tiempo por vuelta se puede escribir como:
it (smowptall) = 0t =" gy, (2.15)

donde cada término del lado derecho de la Ecuacion (2.15) corresponde a (i), (ii) y (iii),
respectivamente. En particular, 42 denota la funcién de tiempo por vuelta fantasma, n? es la
funcion de interaccion que representa el tiempo adicional por vuelta debido a la interaccién
entre los conductores, y t?% denota el parametro que representa la reduccién de tiempo
debido al uso del DRS. Por simplicidad, omitimos la dependencia explicita de estas funciones
en las variables de estado y decision.

La funcién de tiempo por vuelta fantasma ' se puede escribir como:
’771? = d(l)4 +p(1)4 ) 1{:557&0} + 5 (tﬁ—kl(tﬁa CL';?), w;?) — hn, (216)

donde d4 es el tiempo base por vuelta de A asumiendo que estd conduciendo con un juego
nuevo de neumadticos blandos en la primera vuelta de la carrera (suponiendo que no hay
interaccién con otros autos). p; representa el tiempo adicional relativo invertido en una
parada en pits en comparacion con un escenario en el que no se realiza una parada en
pits. La funciéon S captura la relaciéon entre el compuesto de los neumaticos, su uso y el
correspondiente aumento en el tiempo por vuelta en comparaciéon con el uso de un juego
nuevo de neuméticos blandos. Se ha utilizado la Ecuacién (2.2) para obtener el compuesto

real con el que el conductor correra la n-ésima vuelta, ya que los neuméticos utilizados para

13 La tarea principal del DRS es reducir la resistencia al aire abriendo el ala trasera, lo que proporciona una
velocidad adicional de 10-15 km/h en las rectas y en ciertos sectores de la carrera (también llamados zonas
de DRS)
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la n-ésima vuelta dependerdn de los neumaticos actuales al comienzo de esta vuelta (t2) y
de la decisién de parada en pits (z7). Finalmente, el pardmetro h representa la reduccién en
el tiempo por vuelta por cada vuelta adicional que se completa, manteniendo todo lo demaés
igual. Esto tiene en cuenta el hecho de que el combustible se consume durante la carrera.
Por lo tanto, el peso del automévil disminuye a medida que se corren mas vueltas y, en
consecuencia, los tiempos por vuelta también. Suponemos que este efecto es lineal, aunque
también podriamos utilizar formas funcionales mas elaboradas para modelar este efecto.

La funcion de interaccion n* modela el tiempo adicional por vuelta para el auto A debido
a la interaccion entre los autos desde la salida de pits hasta el final de la vuelta. Es importante
destacar que aunque puede haber una gran diferencia de tiempo entre los autos al comienzo
de la vuelta n (es decir, |g,| es grande), esto puede disminuir si el auto lider hace una parada
en pits mientras que el seguidor contintia en pista. Por lo tanto, los autos podrian terminar
muy cerca uno del otro después de la salida de pits a pesar de estar alejados al comienzo de
la vuelta. Usamos €, para denotar la diferencia de tiempo entre los autos en la vuelta n, de
manera similar a la variable de estado g,, pero en la salida de pits. Esto se puede expresar

COImo:

€n = gn + 05 - Lggoy =t Ligcomy = (p0 - Liampoy — 17 Liguernon) - (2.17)

Entonces, la funcion de interaccion se va a expresar como una funcion de €,. Mas precisa-

mente, se puede escribir de la siguiente manera:

exp(—=A-le|) - 21 sie, <0
' (en) = (2.18)
exp(—\ - |en|) - 2 en cualquier otro caso,

donde A, 2V, 2 > 0 son pardmetros de la funcién de interaccion para el auto A. El concepto
detras de incorporar diferentes pardametros, z( y 2(®)| dependiendo de la posicién del opo-
nente con respecto al auto (si estd adelante o detras) es tener en cuenta la posible variacion
en la pérdida de tiempo. Ser seguido de cerca por un auto puede tener un impacto diferente
que tener la misma diferencia de tiempo pero estar adelante del oponente. Ademas, se utiliza
la funcion exponencial para garantizar que el efecto de interacciéon disminuya a medida que

la brecha entre los autos aumenta. La funcién de interaccion para el auto B, n”, es la misma
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que la Ec. (2.18), excepto que el caso de la primera condicién debe cambiarse a €, > 0.

2.3.2. Algoritmo

A continuacién se presenta un resumen de los pasos para resolver el juego en el Algorit-
mo 1. En particular, primero resolvemos el juego de Stackelberg resolviendo la Programacion
Dinamica para todas las vueltas de la carrera en orden inverso para ambos jugadores, y luego
resolvemos el juego simultaneo antes del inicio de la carrera para obtener el equilibrio en
estrategias mixtas en relacion con los compuestos de neumaticos con los que comenzar la

carrera. Denotamos por S, el conjunto de todos los estados en la vuelta n.

Algorithm 1 Dynamic Programming Algorithm

1: Input: Set of states {S, }neqi,. . n41}- Starting time gap g

2: Output: Decisions {z2*(sn) }snesnmet,.N}s 125" (Sn) bsnesameqt,..ny, 7% and 75
3: Foreach s, € Sy

4: Compute V3, (sn) using Equation (2.6).

5: End For

6: Set n < N

7. Whilen > 1 do

8: Foreach s, € S,

9: Compute V,,(sy, a,b) from Equation (2.7) for all a,b € To.
10: If g, < 0 Then

11: Compute z2(s,,, a) with Equatlon (2.10) for all a € To.
12: 12 (s,) + argmax,er, Vi (sn,a, 2(s,, a)).

13: V¥ (8n) < Vi(sn, 72 (80), 12 (80, 22 (5,))).

14: Else

15: Compute z7(s,,b) with Equatlon (2.9) for all b € Ty.
16: 2 (s,) « argmaxper, Vi (Sn, T (sn, b),b).

17 Vi (80) <= Valsn, 27 (80, 27 (5 )) n(sn)-

18: End If

19: End For
20: n<n—1

21: End While
22: Compute U € RI7XI7I such that Upap = VA((#4,0,0,t2,0,0,g1)) for t4, 4B € T
23: Get 74* and 78" by solving Optimization Problems (2.14) and (2.12).

2.4. Modelo Estocastico

En la seccion anterior se introdujo un modelo determinista, como resultado, el resultado

de la carrera esta determinado de manera tinica por las acciones de los jugadores. En realidad,
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existen varios eventos inciertos que podrian desarrollarse durante la carrera, como banderas
amarillas o tiempos de vuelta. En esta seccién, presentamos una formulacién de programacion
dindmica para el juego que tiene en cuenta estos elementos. La seccién se divide en tres partes.
(i) Primero, introducimos la modelizacién de las banderas amarillas en el estado del modelo
y en las variables aleatorias. (ii) Se proporcionan detalles sobre el calculo de los tiempos de
vuelta. En ambas secciones, (i) y (ii), definimos las variables aleatorias del problema. (iii)

Mostramos los elementos de la programacion dindmica estocastica para resolver el juego.

2.4.1. Banderas Amarillas

Los dos eventos de bandera amarilla que consideramos son el VSC y el SC. (Utilizamos
la expresion Coche de Seguridad, es decir, sin acréonimo, para referirnos explicitamente al
automoévil que se despliega en la pista para hacer cumplir la reduccion de velocidad de
los pilotos). En ambos casos, hay un incidente en la carrera que implica limpiar la pista
de escombros. En el VSC, se obliga a los pilotos a reducir su velocidad en un 40 % (ver
Biswas [25]), mientras que en el SC, los pilotos deben seguir al Coche de Seguridad desplegado
en la pista (en este escenario, los autos se agrupan detras del Coche de Seguridad y se les
exige mantener su posicién, por lo tanto, las diferencias de tiempo y las brechas se reducen).
Sea Y,V5¢ vy V5¢ las variables aleatorias en la vuelta n que indican las vueltas restantes
bajo VSC y SC, respectivamente. Para simplificar, asumimos que el incidente de bandera
amarilla ocurre al final de la vuelta. Suponemos que un incidente de VSC (SC) dura [V5¢
(15¢) vueltas. Ademds, el DRS se habilita después de kV5¢ (k°¢) vueltas después del final
de un VSC (SC). Antes de definir la ley de probabilidad de estas variables aleatorias, vamos
a definir las variables de estado.

Para determinar si la vuelta actual se esta corriendo bajo un evento de bandera amarilla,

consideramos dos componentes adicionales en las variables de estado (ademés de las intro-

ducidas en la DP de la Seccién 2.3) que tienen en cuenta este hecho. En particular, para

vsc

VSC (y5¢) el ntimero de vueltas restantes bajo VSC (SC) sin considerar

cada vuelta n, sea y
la vuelta n.
Por la definicién de las variables aleatorias (V9% Y,5¢) y las componentes de las variables

de estado (y, %9, y5%), es claro que y/ 7 = Y,V5¢ y yo¢, = V,5C. Luego, la probabilidad de
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un evento de bandera amarilla se define de la siguiente manera:

P (Y)Y = (1,0) | (5, 57) = (i +1,0)

1’L

) = 1 Vie{l,...,1V5%)

P (V5 Y50) = (0,i) | () p5€) = (0,i+1)) = 1 Vie{l,...1°}

P(V50 95 = (V5.0 | *wi®) =a) = 4" ¥a€{(0,0),(1,0),(0,1)}
P (5059 = (0,65 | 1°C, 029 =a) = ¢* Vae{(0,0),(1,0),(0,1)},

y PMF 0 para los demés casos. Es decir, si quedan j vueltas con un VSC, con j > 1, entonces

con probabilidad uno en la siguiente vuelta quedara j — 1 vueltas restantes bajo el mismo

evento de VSC!. Sin embargo, si no hay bandera amarilla (es decir, (/¢ +4°¢ = 0), o una

bandera amarilla estd terminando (es decir, (yY°¢ + y5¢ = 1), entonces con probabilidad

7% (¢°°) ocurre un evento de VSC (SC) al final de la vuelta n. Nétese que Y,V9¢ y Y 5¢

no son independientes, ya que no puede haber VSC y SC simultdneamente. Para mayor

vscC (,,,SC’

comodidad en la notacién, denotaremos por r ) la probabilidad de tener al menos un

VSC (SC) durante la carrera. Asi, r* = 1 — (1 — ¢*)'/" para s € {V.SC, SC}.

Ademés de los dos componentes de las variables de estado y/ ¢ y y5¢ se considera un
tercer componente de estado para el escenario estocastico. Como se mencion6 anteriormente,
después de un evento de bandera amarilla, en particular bajo un SC, las brechas de tiempo
entre los autos se reducen considerablemente. Como resultado, el DRS se desactiva durante la
bandera amarilla y se activa después de un par de vueltas después de que la bandera amarilla
finaliza (esto es para asegurar que el DRS no se active cuando los autos estén muy cerca
uno del otro). Ademads, por razones similares, el DRS se desactiva durante las dos primeras
vueltas de una carrera. Sea y”f un componente de variable de estado que indica las vueltas
restantes en las que el DRS estara activado, tomando el valor 0 si el DRS esta activado en

la vuelta actual. Entonces, la variable de estado en la vuelta n, s,, estd conformada por:

(tA A tB B vsc , SC DRS)' (2'19)

Sp = my,t,,Ww nagnayn yUn > Un

El impacto de las banderas amarillas en los tiempos de vuelta se explica en la siguiente

seccion.

14 Notese que por "vueltas restantes bajo VSC'(y de manera similar SC), nos referimos al niimero de vueltas
restantes bajo VSC asumiendo que no habra méas eventos de bandera amarilla en el futuro.
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2.4.2. Tiempos de Vuelta

Las banderas amarillas afectan la velocidad de los vehiculos y, por lo tanto, sus tiempos de
vuelta. Proporcionamos expresiones de tiempo de vuelta para los siguientes tres escenarios:
(i) estar bajo un VSC, (ii) estar bajo un SC y (iii) no estar bajo una bandera amarilla.
Denotamos las funciones de tiempo de vuelta para estos tres escenarios como ,LLf%VSC, ,uih sc

Y b Para cada piloto i € {A, B}, respectivamente.
2.4.2.1. Tiempos de Vuelta bajo VSC

Cada piloto debe reducir su velocidad, no hay interaccién entre ellos y no se permite
adelantar en pista (aunque podria haber adelantamientos debido a las paradas en pits). Por

lo tanto, los tiempos de vuelta en este caso se pueden expresar como:

Miz,vsc = dysc + Py - Lyai 20y, (2.20)

con i € {A, B}, donde dygc es el tiempo de vuelta de un piloto durante un VSC cuando no
hay paradas en pits, y p} ¢. es la pérdida de tiempo adicional del piloto i debido a hacer una

parada en pits durante un VSC.

2.4.2.2. Tiempos de Vuelta bajo SC

Los autos se agrupan detras del Coche de Seguridad. Mas especificamente, un Coche de
Seguridad es desplegado después de la salida de pits. Asumimos que la diferencia de tiempo
entre los pilotos se reduce a 0.5 segundos. De forma mas formal, consideremos la funcién &
que toma el valor 1 si el piloto A termina por delante de B después de la salida de pits, y 0

en caso contrario. Esto es,

f(gml‘ﬁ,xf) =1 {Qn +p§0 ) ]l{x;;‘;éo} - pgc “Lyppzoy < 0} ) (2.21)

donde p. denota el tiempo adicional perdido por el piloto i € {A, B} debido a una parada
en pits mientras se encuentra bajo un SC. Entonces, bajo un SC, la variable de estado g, 11

se puede escribir de la siguiente manera:

Goar = 0.5+ (— 1)ttt (2.22)
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La ecuacién (2.22) indica que mientras el Coche de Seguridad esté en pista, uno de los pilotos,
yva sea A o B, estara liderando la carrera por 0.5 segundos. Como resultado de la regla de
no adelantar en pista durante una bandera amarilla, la tinica forma en que se produce un
adelantamiento es debido a una parada en pits. Esto ocurrirfa si g, < 0y &(gn, 22, 22) =0
(por lo tanto, g,41 = 0.5), 0 si g, > 0y &(gn, 72, 22) = 1 (por lo tanto, g,+1 = —0.5). En
cuanto a los tiempos de vuelta bajo un SC, el tiempo de vuelta del primer piloto siguiendo
al Coche de Seguridad coincidira con su tiempo de vuelta, denotado como dgc. En cuanto
al seguidor, su tiempo de vuelta también coincidird con este tiempo, excepto en la primera
vuelta del SC; en este caso, el piloto alcanzara al lider de la carrera reduciendo la diferencia

de tiempo a medio segundo. Matematicamente,

dsc + Pic - Liwazoy si &(gn, v 2) =1

Mﬁ,sc = (2.23)
dsc + p5. - T{za20p — gn +0.5 en cualquier otro caso,
dsc +pic - Lpsoy +gn + 0.5 si &(gn, 7, 27) =1

Hnsc = (2.24)
dsc +p5- - 1 {(@B+40} en cualquier otro caso.

Podemos observar que, a partir de las ecuaciones (2.23) y (2.24), el tiempo de vuelta del
piloto lider es dgc mas el tiempo adicional de la parada en pits, mientras que la expresion

del tiempo de vuelta del seguidor (para el piloto A en el caso en que &(g,, x4, 25) =1 en la

ecuacion (2.23), y para el piloto B en el caso en que £(gy, 27}, 28) = 0 en la ecuacién (2.24))

es tal que gni1 = gn + 15 50 — Hi sc-
Por ejemplo, si ocurre un SC que dura 3 vueltas al final de la vuelta n = 15 (es decir,
Y3¢ = 3), entonces g17, g1s ¥ g1 seran £0.5, mientras que g tomard el valor de la diferencia

de tiempo que tienen los autos cuando acaba de ocurrir el SC.

2.4.2.3. Tiempos de Vuelta sin Bandera Amarilla

Consideramos la incertidumbre en los tiempos de vuelta utilizando variables aleatorias
separadas para las dos partes de la vuelta: entre el inicio de la vuelta y la salida de la parada
en pits, y entre la salida de la parada en pits y el final de la vuelta. Para la primera parte,
utilizamos la variable aleatoria TP%9 para denotar la reduccién en el tiempo de vuelta del
seguidor debido al uso del DRS durante la vuelta n. Definimos una tnica variable aleatoria

para este efecto, en lugar de una por cada vehiculo, ya que a lo sumo habré un piloto utilizando
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el DRS. Suponemos que T'P%9 sigue la distribucién Frors. Para el segundo segmento de
la vuelta, definimos dos variables aleatorias Z(" y Z(?) que representan la incertidumbre
en la interaccién entre los pilotos. Denotemos por F,u) v Fue la distribucion de estas
variables aleatorias. (Mé&s detalles sobre estas variables aleatorias se proporcionardn mé&s
adelante). La razén de utilizar variables aleatorias separadas para los dos segmentos de la
vuelta considerados es que la diferencia de tiempo entre los pilotos puede ser muy diferente
entre ellos (ver la discusién antes de la Ecuacién (2.17)), y por lo tanto, la dindmica entre
los vehiculos también es diferente. Solo mostraremos las funciones de tiempo de vuelta para
el piloto A, ya que las correspondientes al piloto B son andlogas. El tiempo de vuelta para
el piloto A se expresa como:

Nf,o <3n7 ZE?, ZEE, TnDRS7 21(11)7 21(12)> = '771? + 777/{4 (Eiz) - TDRS ’ ]l{gne[o,l],ngS:o}, (2'25>

n

donde v* denota la funcién de tiempo de vuelta fantasma, que es la misma que se defini6 para
el caso determinista en la Ecuacién (2.16). De manera similar a antes, €, denota la diferencia
de tiempo entre los pilotos después de la salida de la parada en pits (en el caso de que no

haya bandera amarilla). Esto se calcula como:

€0 = n +P64 “Lpazoy — TnJ.,JRS Ly, €01 4PRS =0} — (pOB “LyuBs0y — TT?RS : l{gne[fl,O},yDRszo})‘
(2.26)

Finalmente, la funcién de interaccion en el caso estocastico para el piloto A, n/4, se expresa
como la siguiente funcion estocéstica:

exp(=A-le)-Z() sie <0

n

mAE) = (2.27)

exp(—A- € ])- Z?)  en cualquier otro caso.

Para el caso del conductor B, la funcién de interaccién n/? se define de la misma manera que
la Ecuacién (2.27), excepto que la condicién en el lado derecho se cambia entre los dos casos.

Juntando las Ecuaciones (2.20), (2.23), (2.24) y (2.25) de los tres casos, podemos escribir
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la funcién de tiempo por vuelta para el conductor i € {A, B} como sigue:

fho Sy yR¢ =0

ILLZ (Sn7 ZEZ‘, ZEE, TnDRsa Z7(Ll)7 Z;LQ)) = IuiL,VSC si y;l/'sc > O (228)
hse  siyn© >0,

donde los argumentos de las funciones en el lado derecho se han omitido por simplicidad.
El modelo también se puede extender para considerar otros aspectos de las carreras, por
ejemplo, podemos imponer una brecha de tiempo minima, A > 0, entre los conductores en

una secciéon del circuito. Esta extension se describe en el Apéndice B.

2.4.3. Programacion Dinamica Estocastica

Recuerde las componentes adicionales de las variables de estado agregadas (ver Sec-
cién 2.4.1). Ademds, para mayor facilidad de notacién, vamos a definir el vector aleatorio
W, = (Y,V5€ ysC¢ TPRS 7D 7(2)) Entonces, la actualizacién de la variable de estado
(8,11) en funcién del estado anterior (s,), las decisiones (2 y 22), v el vector aleatorio

(W,.), puede expresarse como:

i = o Lgpoy + 27 - Ligasg (2:29)
wiyy = min{w, - Lasey + Lyyyseyse_oy, ug, + 1} (2.30)
Moy = max{my, Lazoas} (2.31)
Oni1 = Gn+pt (sn,mﬁ,xff, Wn) — B (sn,xfl‘,xf, Wn> (2.32)
WSe — yyse (2.33)
i = v 230
yDBS = max{yl™ — 1,0} - Lyyyseyse—op + Y. (Vi 4+ k) - Lyyesoy, (2.35)

se{Vvsc,scy

y de manera similar para t2,,, w? , y mZ . Tenga en cuenta que durante un evento de
bandera amarilla, los neumaticos no se desgastan, como se muestra en la Ecuacién (2.30).
Esto se debe a la reduccion significativa de la velocidad durante estos eventos.

El objetivo de cada conductor es maximizar la diferencia de tiempo con respecto al otro

conductor al final de la carrera. Definamos el evento H' = {wh,; < w,,, } A {mly,; =1}
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para i € {A, B}. En consecuencia, la funcién de costo en la frontera puede escribirse como:

gni1 st HYy HP

. —o00 si HA yno H?

Vit (sng1) = (2.36)
+o00 sino HAy HB

0 en cualquier otro caso.

Entonces, la ecuaciéon de Bellman se puede expresar como:
VA(STH ZE£7 ZL'E) = ]EWn |:Vn/,j-1 (Sn—l—l)} . (237)
Paran=1,...,N —1

minger, V! (8n,a,23(s,,a if g, <0
Vii(sn) = “m Vul (802 3) : (2.38)
maXper, V?’Z(Sny xA(Sna b)? b) if Gn > 0

n

donde
x2(sp,b) = argmin V!/(s,,a,b), (2.39)
ac€To
B _ /
z, (Sp,a) = arg max V' (Sn,a,b). (2.40)

Como en el caso determinista, resolvemos el juego simultaneo para la primera etapa, en la
cual ambos conductores deciden el componente de neuméaticos con el que iniciar la carrera.
Para esto, definimos la matriz U’ € R/7*I71 tal que Utliﬁt? = V/*((t4,0,0,t2,0,0,¢1,0,0,2)),
para t{,t% € T. Observa que estamos considerando que yP#% = 2, lo cual significa que
el DRS se habilitard después de dos vueltas mas (en caso de no haber eventos de bandera
amarilla). Luego, las estrategias mixtas para la primera etapa se encuentran resolviendo los
problemas de optimizacién (2.12) y (2.14), pero con U’ en lugar de U.

Denotamos por S, al conjunto de todos los estados en la vuelta n. Es importante tener
en cuenta que, dado que el lider en cada etapa depende del estado, una estrategia de perfil
de un jugador puede ser: (i) una funcién que depende unicamente del estado, en cuyo caso el

jugador es el lider, o (ii) una funcién de respuesta que depende del estado y de la estrategia

del otro jugador, en cuyo caso el jugador corresponde al seguidor. Por lo tanto, una estrategia
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de

perfil para los jugadores A y B se puede escribir como:

{x;f(Sn)}snesg,ne{l,...,N} U {2 (s, D)} suest beTomett, Ny Y . (2.41)

{x;’LB(Sn)}snESTf,ne{l,...,N} U {x:LB(Sn’ a)}snesg,ae%,ne{l,,..,N} U ﬂ-/B

donde S, (S;) es el conjunto de estados de la vuelta n donde g, < 0 (> 0). Es decir,
S, ={sn €Sulgn <0} vy SF = {s, € Sulgn > 0}.

En el Algoritmo 2 se proporciona un resumen de la Programacién Dinamica Estocastica.

Algorithm 2 Stochastic Dynamic Programming Algorithm

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

23:

Input: Set of states {S, }neq1,.. ,n41}- Starting time gap ¢
Output: Decisions {27 (5n)} cs neqr,. vy U0 (50, 0) o est peromern,. vy
{xf*(Sn>}sn68;{7ne{l7...,N} U {xf*(sn, a)}Snesﬁ,aeﬁ),ne{l,...,N}v 7TA* and 7B*

Foreach s, € Syy1
Compute V3, (sn) using Equation (2.36).
End For
Set n < N
While n > 1 do
Foreach s, € S,
Compute V/(s,,a,b) from Equation (2.37) for all a,b € Ty.
If g, < 0 Then
Compute z2*(s,,, a) with Equation (2.40) for all a € To.
" (sn) arg maxaer, Vi, (Sn, 6, 2, (50, 0)).
Vir(sn) <= Va(sn, 3% (sn), $B*(3nvxr?*(3n>>>'
Else
Compute z*(s,, b) with Equation (2.39) for all b € Ty.
P*(s,) + arg maxpery V! (8p, v (5,,,b),b).
Vii(sn) = Va(sn ™ (Sn, 27 (80)), 28 (8n)).-
End If
End For
n<n—1
End While

Compute U’ € RITXITI such that A p = VI*((#,0,0,t2,0,0,¢1,0,0,2)) for ¢t ¢8 € T
1071

Get 7 and 78* by solving Optimization Problems (2.14) and (2.12) with U’ instead of

U.

Definimos un equilibrio del juego de Stackelberg de retroalimentacion considerando com-

puestos de neumaticos iniciales fijos #1',t2 € T.

Definiciéon 2.4.1. Un equilibrio de retroalimentacion Stackelberg, dado un estado inicial sy,

es

un par de estrategias ({:Cﬁ* (Sn)}snesg,ne{l,...,N} U {xﬁ*(sm b)}snesg,be%,ne{l,...,N}) Y
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({22 (5) et me iy VLR (50,00} 7 wemmeqr...vy) tal que para todon € {1, N}:

1. 8ig, <0

Vé(sm xf*(sn), $E* (Sm xf*(sn)))

IN

V! (8n, 4 (5,), 25 (50, 24 (5,)))  (2.42)

n n n

Vo (Sn; l’é* (8n), xf* (Sn, :L”:*(Sn))) > Vi(sn, xA*(Sn)v I/B(Sm xA*(Sn))) (2.43)

2. 8t g, >0

VA(Sm xA*(Sm xA*(Sn)) xB*(Sn))

n n rn

IN

V! (8p, (50, 8% (5,)), 8% (s5,))  (2.44)

n n rn

Vé(sn,xﬁ*(sn,xf*(sn)),xf*(sn)) > vr/b(smxﬁ*@mxf(sn))axf(sn)L (2-45>
para todo ({mfrf(sn>}sn685,nE{l,...,N} U {J:;?(Smb)}snesj,be%,ne{l,...,Nﬁ Y

({I;LB(SH)}snesy‘f,ne{l,...,N} U {‘T;LB(STH a)}snesg,a,eTo,nE{l

A continuacién, demostramos que la solucién del Algoritmo 2 para cada estado de la
primera vuelta, es decir, para todas las posibles combinaciones de compuestos de neumaticos

de inicio, es un equilibrio de retroalimentacién Stackelberg (feedback Stackelberg equilibrium,).

Teorema 2.4.2. Para cada par de compuestos de neumdticos de inicio (t{,t%) € T2, la

salida del Algoritmo 2 da como resultado un equilibrio de retroalimentacion Stackelberg.
DEMOSTRACION. Vea Apéndice C. ]

A continuacion, definimos el concepto de equilibrio para todo el juego, es decir, incluyendo
las decisiones simultaneas sobre los compuestos de neumaticos iniciales. Utilizamos el término
Nash-Stackelberg de retroalimentacion para indicar que la primera decisiéon es simulténea,

mientras que todas las decisiones futuras se toman en modo de retroalimentacion Stackelberg.

Definicién 2.4.3. Un equilibrio Nash-feedback Stackelberg es un par de estrategias
({Jiﬁ* (Sn)}snesg,ne{l,...,N} U {xf*(sn, b)}snesj{,be%,ne{l,...,N}> Ur y

({IE* (Sn)}snESﬁf,nG{l,...,N} U {xf*(sm a)}snesg,ae%,ne{l ..... N}) UrP* si:

1. Las estrategias sin la estrategia del componente de neumdticos inicial forman un equili-

brio de Stackelberg con retroalimentacion para todos los (t',t8) € T2,
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2. La estrategia del componente de neumdticos inicial de ambos jugadores, es decir, (7%, 7P*),
es un equilibrio mizto de Nash del juego simultineo de suma-cero con espacio de accion
T para ambos jugadores y funcion de pago —Vi((t1,0,0,15,0,0, ¢1,0,0,2)) para el jugador

A (pago en el sentido de que A maximiza esta funcion).

Teorema 2.4.4. La solucion obtenida del Algoritmo 2 es un equilibrio de Nash-Stackelberg

con retroalimentacion.

DEMOSTRACION. La demostracién sigue directamente de la linea 22 del Algoritmo 2, y utili-

zando el Teorema 2.4.2 para mostrar la primera condiciéon de la Definicién 2.4.3. [

2.4.4. Maximizar la Probabilidad de Ganar

En esta subseccion analizamos la configuraciéon del juego en la que el objetivo de los
jugadores es maximizar la probabilidad de ganar la carrera. Consideramos la misma progra-
macién dinamica estocastica presentada anteriormente, pero utilizamos la siguiente funcion

de utilidad en la condiciéon de borde (en lugar de la Ecuacién (2.36)):

]1{9N+1>0} - ]l{gN+1<0} si HA y HB
-1 si H4 y no HP
Vnii(sng1) = (2.46)
1 sino HYy H?
0 en cualquier otro caso.

El equilibrio en este caso se puede definir de manera similar a como se explicé anteriormente
(ver Definiciones 2.4.1 y 2.4.3). Vale la pena senalar que los resultados de existencia de equi-
librio también se pueden extender con modificaciones minimas. Esto se expresa formalmente

en el siguiente corolario:

Corolario 2.4.4.1. La solucion obtenida a partir del Algoritmo 2 al reemplazar la Ecua-
cion (2.36) por la Ecuacion (2.46) es un equilibrio de Nash-feedback Stackelberg para el juego

donde los jugadores maximizan las probabilidades de ganar.

DEMOSTRACION. La demostracion sigue el mismo argumento utilizado anteriormente para el

Teorema 2.4.4. O
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Curiosamente, las probabilidades de ganar para cada conductor se pueden obtener direc-
tamente a partir del equilibrio. Para mayor simplicidad, usemos la misma notacién que antes

(como en la Seccién 2.4.3) para el equilibrio.

Proposicion 2.4.5. La probabilidad de que el jugador A gane la carrera es igual a (1 —

(WA*)TU/WB*)/Q.

DEMOSTRACION. Vea Apéndice D. m

2.5. Resultados Numeéricos

Resolvemos una instancia del problema descrito con los siguientes parametros: N = 52,
up = 30, ug = 40, uz = 50, di = 97.22, d¥ = 97.24, pdt = 20.2, p¥ = 20.0, A = 2.0, h = 0.02,
[VS€ =2, 15¢ =3, 7V9¢ = 0.3, r9¢ = 0.3, kV5¢ = 2, k¢ = 2, dyg¢ = 170.0, dgc = 200.0,
pAVSC = 10.0, pPVSC = 10.0, pASC = 10.0, pPSC = 10.0, go = —0.4, y A = 0.4. En
cuanto a las variables aleatorias Z(V, Z(2) vy TPES consideramos: Z™) toma los valores 0.2,
0.4, v 0.6 con igual probabilidad; Z® toma los valores 0.5, 0.7, v 0.9 con igual probabilidad;
y TPES toma los valores 0.1, 0.3, y 0.5 con las probabilidades 0.2, 0.7, y 0.1, respectivamente.
La funcién de desgaste de los neumaticos utilizada para los compuestos blandos, medios y

duros (soft, medium y hard, respectivamente) se describe en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Tiempo adicional por vuelta de los neumaticos con diferentes
usos en comparacién con un neumatico blando nuevo.

Para tener un numero finito de estados, se discretiza el componente de tiempo de sepa-
racién. Utilizamos una cuadricula con una separacién de 0.04 [s] entre +35 [s]. La instancia

tiene cientos de miles de estados para vueltas mayores a 15. Se proporciona una tabla con
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el nimero exacto de estados y el tiempo de resolucién para cada vuelta en las Tablas G.2 y
G.3 del Apéndice G. Las instancias se resuelven en un HPC utilizando 15 CPUs Intel de 2.10
GHz con 20 GB de RAM. El Algoritmo 2 se implementa en un c6digo paralelo en C como

una biblioteca que puede ser llamada desde Python.

2.5.1. Jugadores Estratégicos Maximizan la Brecha de Tiempo

Aplicamos el Algoritmo 2 para obtener el equilibrio de Nash-feedback Stackelberg del
juego. La matriz de pagos de la decisién de los neumadticos al comienzo de la carrera (U’)
se muestra en la Tabla 2.1. Recuerda que estos valores representan la diferencia de tiempo
esperada al final de la carrera, donde un valor negativo indica que A termina por delante
de B. Las estrategias mixtas de los compuestos de neumaticos iniciales se encuentran en
la columna de la derecha y en la fila inferior de la Tabla 2.1 para los jugadores A y B,
respectivamente. Observamos que el jugador A elige el compuesto blando, mientras que B
realiza una eleccion aleatoria entre los compuestos blando y medio. De hecho, a partir de
la Tabla 2.1 observamos que, para ambos jugadores, la estrategia del compuesto duro esta

dominada por el compuesto blando.

Tabla 2.1: Pago esperado de los jugadores al comienzo de la carrera, U’; y
el equilibrio de Nash mixto, 7* y w5*,

Player B
Tire Soft Medium Hard  74*
Soft -0.11 -1.32  -2.95 1.0
Player A Medium  -0.93 -0.08 -2.91 0.0
Hard 1.07 0.76  -0.08 0.0
wB* 0.60 0.40 0.0

Simulamos 1,000 escenarios de carrera con los parametros descritos al inicio de la Sec-
cién 2.5 y las decisiones de los jugadores tomadas desde el equilibrio de Nash-feedback Stac-
kelberg. La primera fila de la Tabla 2.2 muestra diferentes estadisticas de las simulaciones.
Dado que el conductor A es dos centésimas de segundo més rapido por vuelta que B, aun-
que B es dos décimas de segundo mads rapido en los pits que A, A gana en el 68.9% de los

escenarios.
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Tabla 2.2: Distribucién de victorias, tiempo promedio final de diferencia,
desviacion estandar, tiempo promedio final de diferencia condicionado a
cada jugador ganador y estrategia de compuesto de neumaticos para iniciar
la carrera (vuelta 1).

Strat. Objective Awins  Avg. gy  Sd. gn Avg. gy if A B

Player  Strat. Player [ %] [s] [s] A wins B wins

Both Time Gap 68.9 -0.63 1.77 -1.33 0.91 (1,0,0)  (0.60,0.40,0)

Both Win Prob. 68.2 -1.88 4.59 -3.22 0.99 (1,0,0)  (0.61,0.39,0)
A Time Gap 84.1 -1.05 192 -154 161 (1,0,0)  (0.5,0.5,0)
B Time Gap 503 -003 059  -059 053  (0,1,0) (0,1,0)

La Figura 2.3 muestra las estrategias de los jugadores y la diferencia de tiempo parcial (g,)
en dos escenarios: el panel izquierdo muestra una carrera sin banderas amarillas, mientras
que el panel derecho muestra una carrera con un VSC en las vueltas 31 y 32. En ambos
casos mostrados en la Figura 2.3, A (B) comienza con el neumético de compuesto blando
(medio); por lo tanto, A planea una parada corta al principio seguida de una parada mas
larga, mientras que B planea la estrategia opuesta. Sin banderas amarillas, el jugador A gana
la carrera por poco mas de un segundo. Sin embargo, el VSC del escenario mostrado en el
panel derecho de la Figura 2.3 favorece al jugador B, quien aprovecha la oportunidad de
hacer una parada durante este periodo de tiempo perdiendo menos tiempo que al detenerse
durante una vuelta regular. Como resultado, el jugador B gana en este caso por 9 segundos.
Naturalmente, existen otros escenarios en los que una bandera amarilla beneficia al jugador

A, consulte el Apéndice E.
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Figura 2.3: Estrategias de carrera de los jugadores (Superior), diferencia
parcial de tiempo de carrera (Inferior); escenario sin bandera amarilla (Iz-
quierda) y escenario con un VSC (Derecha).
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2.5.2. Maximizando las Victorias

Analizamos la misma instancia que antes, excepto que el objetivo de ambos jugadores es
maximizar la probabilidad de ganar la carrera (ver Seccion 2.4.4). De la tercera columna de la
Tabla 2.2, observamos que A gana el 68.8 % de las veces, de manera similar a la configuracién
de la Seccién 2.5.1. Sin embargo, vemos que la desviacion estandar de la diferencia de tiempo
al final de la carrera, quinta columna de la Tabla 2.2, es significativamente mayor en este
caso. La razon de esta diferencia se ilustra en el siguiente escenario de carrera. La Figura 2.4
muestra un escenario con un SC en la vuelta 17 en el que ambos pilotos cambian neumaticos.
El jugador B coloca el neuméatico de compuesto suave, que no durara hasta el final de la
carrera, requiriendo una parada adicional en el futuro. Cuando los jugadores maximizan las
probabilidades de ganar (panel derecho de la Figura 2.4), el jugador B extiende el stint
de este neumatico tanto como sea posible, esperando una bandera amarilla. Como no se
produce ninguna bandera amarilla después de la vuelta 20, el jugador B pierde por mas
de 30 segundos. En cambio, cuando los jugadores maximizan la diferencia de tiempo con
respecto a su oponente, el jugador B realiza una parada en la vuelta 37, perdiendo pero solo
por 2.7 segundos (ver panel izquierdo de la Figura 2.4). Entonces, si al jugador B le importa
ganar (y no la diferencia de tiempo), apostard por esta oportunidad a pesar de perder por

una diferencia de tiempo mayor en algunos casos.
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Figura 2.4: Estrategias de carrera de los jugadores (Arriba), diferencia de
tiempo parcial de la carrera (Abajo), escenario en el que los jugadores quie-
ren maximizar la brecha entre ambos pilotos (Izquierda), y escenario en el
que ambos jugadores solo se preocupan por ganar (Derecha).
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2.5.3. Jugador A es Estratégico y jugador B es Miope

Analizamos la misma instancia que antes, excepto que el jugador B es miope y el jugador
A es consciente de esto. Mientras que el objetivo del jugador A sigue siendo maximizar la
diferencia de tiempo, el objetivo del jugador B es minimizar el tiempo de carrera hasta el final
de la carrera. En particular, el jugador B tiene en cuenta la incertidumbre de las banderas
amarillas, pero ignora los efectos competitivos como la funcion de interaccion del tiempo por
vuelta (ver Ecuacién (2.27)) y las acciones del jugador A. Por lo tanto, las decisiones del
jugador B se obtienen resolviendo una Programacién Dindamica Estocastica con la funcion
de tiempo de vuelta fantasma como costo futuro (ver Ecuacién (2.16)).

La Figura 2.5 muestra un escenario de carrera en el que ambos jugadores son estratégicos
(panel izquierdo) y solo el jugador A es estratégico (panel derecho). Suponemos que A sabe
que B no es estratégico. Observamos en este caso que la estrategia del jugador B no cambia
entre las dos configuraciones. Por el contrario, cuando el jugador B es miope, el jugador A
realiza una parada una vuelta antes que su oponente (vuelta 19) realizando un undercut'®. Es
decir, el jugador B lidera la carrera durante las vueltas 14 a 19. El jugador A hace una parada
en la vuelta 19 para cambiar a un nuevo juego de neuméticos. Dado que los neuméticos de
jugador B estan desgastados, su tiempo por vuelta es mucho peor que el de jugador A en la
vuelta 19 (aunque esto no se aprecia en la Figura 2.5 debido a la parada en pits de jugador
A). Cuando el jugador B hace una parada en la vuelta 20, termina detras del jugador A
(es decir, se realiza el undercut). Entonces, el jugador A puede mantener su posicién en la
carrera hasta el final.

Podemos observar que la estrategia del jugador B se mantiene igual que antes, pero ahora
el jugador A realiza una parada en la vuelta 19, una vuelta antes que el jugador B, para
realizar un undercut y mantener su posicién de liderazgo durante las vueltas restantes (ver
panel derecho de la Figura 2.5). Recuerda que el jugador A es 0.02 segundos més rapido
que el jugador B por vuelta, por lo que realizar este undercut le da la ventaja de esperar
una victoria. Como se muestra en la tercera fila de la Tabla 2.2, el jugador A aumenta

sus posibilidades de ganar en un 15.2% mads, ahora que solo él es estratégico. Incluso si su

15 El undercut es una maniobra en la que el auto que esta siguiendo de cerca a otro hace una parada algunas
vueltas antes que su oponente. El piloto que sigue es capaz de lograr tiempos de vuelta mas rapidos que
su oponente (ya que este tltimo estd utilizando neumaéticos més desgastados). Luego, cuando el lider hace
una parada para cambiar neumaticos, termina detras del auto que hizo la parada temprana.
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estrategia inicial sigue siendo la misma (ver la octava columna de la Tabla 2.2), los cambios

que realiza durante la carrera son mas efectivos contra un jugador B miope.
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Figura 2.5: Estrategias de carrera de los jugadores (Arriba), diferencia par-
cial de tiempo de carrera (Abajo), escenario donde ambos jugadores son
estratégicos (Izquierda), y escenario donde el jugador A es estratégico y el
jugador B es miope (Derecha).

2.5.4. Variamos las Probabilidades de Bandera Amarilla

Analizamos el impacto de las banderas amarillas en las probabilidades de victoria de los
pilotos. Consideramos la misma instancia descrita en la Seccion 2.5.1, excepto que variamos
la probabilidad de eventos de bandera amarilla. La probabilidad de tener un SC o VSC
durante la carrera se considera igual, tomando valores del 0% al 50 %, aumentando en un
10 %. Ejecutamos 1,000 escenarios simulados para cada caso.

La Figura 2.6 muestra la probabilidad de victoria de estas simulaciones para los diferentes
casos de bandera amarilla. Podemos observar que cuanto mas probable es tener banderas
amarillas, mayor es el beneficio para el piloto con menores probabilidades de ganar, en este
caso el jugador B. El razonamiento detras de esto es doble. En primer lugar, cuando ocurre
un evento de bandera amarilla, permite al piloto rezagado acercarse a su rival, dandole una
oportunidad de comenzar de nuevo y potencialmente remontar en la carrera. Esto crea una
dindmica emocionante donde el resto de la carrera se convierte en una nueva oportunidad
para ambos pilotos. En segundo lugar, existe la circunstancia afortunada en la que un piloto
encuentra una bandera amarilla exactamente cuando planeaba hacer una parada en pits.
Esta sincronizacion afortunada les permite ahorrar aproximadamente 10 segundos durante el

cambio de neumaticos, lo que les proporciona una ventaja significativa en términos de tiempo
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y posicién en pista.

En contraste, cuando ambos competidores son conscientes de que la probabilidad de un
evento de bandera amarilla es baja, el piloto mas rapido, denominado como A en este caso,
obtiene una ventaja al comenzar la carrera en la primera posicién. El piloto A lidera tanto la
carrera en si como el proceso de toma de decisiones. Aunque podria parecer razonable que el
jugador B intente una estrategia de undercut, considerando la velocidad superior del jugador
A, se espera que la estrategia de undercut no se mantenga hasta el final y que el jugador A
eventualmente recupere la ventaja. Solo en el 21.7 % de los escenarios, el jugador B logrard

ganar la carrera.
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Figura 2.6: La distribucién de victorias cuando la probabilidad de un SC
durante la carrera va desde 0% hasta 50%. La probabilidad de tener un
VSC es idéntica a la del SC.
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Capitulo 3

Conclusiones

Hemos abordado con éxito tres preguntas importantes que surgen al prepararse para una
carrera: ;Con qué juego de neumaticos deberia comenzar la carrera? jEn qué vueltas deberia
realizar las paradas en pits? ;Qué juego de neumaticos deberia usar para el proximo tramo
de la carrera?

Mostramos cémo la optimizacion de estrategias de carrera con competencia entre dos pi-
lotos puede ser efectivamente modelada como un juego de Stackelberg de retroalimentacion
utilizando Programacion Dinamica Estocéastica. Esto permite tener en cuenta eventos de in-
teraccion entre pilotos, asi como eventos estocasticos como escenarios de bandera amarilla,
tiempos de vuelta, etc. Una vez que definimos un equilibrio de Stackelberg de retroalimenta-
cién, mostramos su existencia y proporcionamos un algoritmo para encontrarlo. Ademas de
las decisiones de parada en pits durante la carrera (secuenciales), el modelo también considera
la decisi6n inicial de los compuestos de neumaticos (simultanea).

Implementamos el algoritmo en un codigo paralelo en C y lo resolvemos para encontrar
el equilibrio estratégico de la estrategia de carrera. La implementacion es capaz de resolver
instancias con cientos de millones de estados por vuelta en cuestiéon de horas. A partir de
las instancias numéricas resueltas, observamos como diferentes escenarios de carrera afectan
las decisiones de los jugadores y el resultado de la carrera. Observamos como las diferentes
funciones objetivo de los pilotos inducen diferentes estrategias de carrera. De hecho, cuando
los jugadores maximizan la probabilidad de ganar en lugar de la diferencia de tiempo con
su oponente, tienden a asumir mas riesgos en sus acciones. Nuestras observaciones de los

calculos numéricos revelaron que hay una ventaja significativa al ser estratégico cuando se
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enfrenta a un oponente que ignora la competencia. Nuestras instancias muestran que un
piloto estratégico que se enfrenta a uno miope aumenta las probabilidades de ganar en mas
del 15 % en comparacién con el caso en que ambos son estratégicos. Finalmente, las banderas
amarillas tienden a aumentar las posibilidades de ganar del piloto con menor rendimiento.

Se estima que la FIA otorga un premio monetario de USD 2,100 (consultar MotorSport
[26]) a cada piloto por cada punto obtenido. Si observamos la temporada anterior, Verstappen
emergio como el ganador con un total de 454 puntos. Aquellos que terminaron a mitad tabla
acumularon 49 y 37 puntos (Bottas y Ricciardo, respectivamente). Esto significa que el piloto
que obtuvo la mayor cantidad de puntos recibié aproximadamente USD 1 millon de la FIA,
mientras que aquellos en el medio de la tabla recibieron entre 80,000 a 100,000 doélares.
Logramos observar a un piloto que, a pesar de ser mas lento en la pista en comparacién
con su rival, logra estratégicamente tener una probabilidad de ganar casi del 50 % en valor
esperado. En consecuencia, si un equipo aplica esta estrategia para mejorar el rendimiento
de sus pilotos "lentos", se esperaria que logre avanzar una posiciéon cada 2 carreras, lo cual
podria presenciar un aumento en el dinero de premio otorgado por la FIA, que oscilaria entre
USD 24,150 y USD 169,050 por piloto por temporada!®, adem4s de un aumento en el premio
monetario por rendimiento si el equipo termina en una posicién mas alta, que va desde 4 a
13 millones de doélares estadounidenses por equipo por temporada.

El modelo también puede adaptarse a otras aplicaciones més alld de la Férmula 1 (o
carreras), como en diversas industrias y procesos de toma de decisiones que requieren esta-
blecer la programacion de un proceso mientras se enfrentan a la colaboracion entre diferentes
actores. Por ejemplo, problemas de competencia de participaciéon de mercado, como un pro-
grama de television que optimiza la asignacién de anuncios para maximizar la audiencia; o en
campanas politicas donde una parada en pits podria ser una nueva posiciéon de imagen que
aumenta las posibilidades del candidato de conectarse con multiples audiencias objetivo. En
la industria minera, por ejemplo, el modelo se puede utilizar para optimizar los programas
de mantenimiento de camiones y otros equipos. Al considerar factores como los patrones de
uso, los costos de mantenimiento y el posible tiempo de inactividad, el modelo puede ayudar
a determinar el momento 6ptimo para las actividades de mantenimiento, minimizando las in-

terrupciones y maximizando la eficiencia operativa. En el sector de la salud, el modelo puede

16 Esto se debe a que cada mejora de posicién proporciona entre 1 a 7 puntos adicionales, considerando el
total de 23 carreras en un ano y una probabilidad de ganar de 50 % contra su rival més cercano.
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ayudar en la asignacién y programacion de recursos. Los hospitales pueden usar el modelo
para optimizar la asignacion de médicos y personal a diferentes departamentos o priorizar los
casos de la sala de emergencias en funcién de varios factores, como la gravedad del paciente,
los recursos disponibles y los datos historicos. Esto puede conducir a una utilizaciéon mas
eficiente de los recursos y una mejor atencion al paciente. Incluso en el ambito de la politica,
el modelo se puede aprovechar para mejorar las estrategias de campana. Mediante el analisis
de factores como la demografia de los votantes, datos histéricos y calendarios de eventos,
los politicos pueden identificar los dias y lugares mas beneficiosos para realizar mitines o
eventos de campana. Sin embargo, es importante adaptar y afinar el modelo y sus parame-
tros para que se ajusten al contexto especifico de cada industria y aplicacién. Los principios
y metodologias subyacentes pueden servir como base, pero la adaptacién es necesaria para
abordar los desafios y variables tinicos de diferentes dominios. En general, la versatilidad y
el potencial del modelo para optimizar los procesos de toma de decisiones lo convierten en
una herramienta valiosa que se puede aplicar en varias industrias, lo que abre oportunidades
para mejorar la eficiencia, ahorrar costos y obtener ventajas estratégicas.

Vale la pena destacar que el poder computacional desempend un papel fundamental en el
desarrollo de esta investigaciéon. Una computadora regular, digamos una con 12 GB de RAM
y 8 nucleos, tomaria dias para resolver las tareas de programacion dindmica y simulacion
involucradas. En contraste, la supercomputadora NLHPC es capaz de resolver instancias
de tamano real (ver Tablas G.2 y G.3) en tan solo 3 a 6 horas. Una de las direcciones
futuras, sin lugar a dudas, implica aprovechar computadoras aiin mas potentes con una mayor
capacidad y memoria para manejar escenarios mas complejos. Ademas, se haran esfuerzos
para mejorar atiin mas el codigo con el fin de aumentar su eficiencia. Existen varias direcciones
de investigacion en las que se puede ampliar el modelo presentado. Una de ellas es considerar
la competencia con mas de dos pilotos. Esto claramente no es trivial, ya que el tamafio de la
instancia aumentaria considerablemente. Asimismo, podria incorporar variables adicionales,
como las condiciones climéticas, agregar juegos de neumaticos para condiciones de lluvia,
considerar el desgaste previo de los neumaticos (no necesariamente colocan un set nuevo en
una parada en pits) o también considerar que los parametros cambian durante la carrera (por
ejemplo, el rendimiento de un neumatico de compuesto duro puede superar las expectativas
durante la carrera). Estas mejoras tienen como objetivo acercar cada vez méas el modelo a un

programa del mundo real que pueda utilizarse en futuras temporadas de Formula 1.
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Anexos

Anexo A. Resumen de Parametros

A continuacién se muestra un resumen de la notacién de todos los parametros en la

Tabla A.1; y de las decisiones, estados y variables aleatorias en las Tablas A.2 y A.3.
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A.l. Parametros

Tabla A.1: Parametros del problema

Notaciéon ~ Descripcion Valor /rango
T Conjunto de neumaéticos {1,2,3}
N Vueltas de la carrera 7
Uy Vida 1til del neumatico t € T y/m

p Tiempo de vuelta para el piloto i € {A, B} al usar neumadticos blandos [0, c0)

nuevos al comienzo de la carrera (sin paradas en pits, interacciones y
DRS)

nl Tiempo adicional de vuelta para el piloto ¢ € {A, B} debido a una parada [0, 00)
en pits

A Factor que penaliza el tiempo de vuelta de los pilotos debido a estar [0, 00)
demasiado cerca entre si

h Reduccién de tiempo de vuelta entre dos vueltas consecutivas atribuido [0, c0)
a tener un auto mds ligero en la segunda vuelta (ya que tiene menos
combustible que en la vuelta anterior)

[vSe Vueltas que dura un VSC Zy
15¢ Vueltas que dura un SC Z
q"5¢ Probabilidad de tener un VSC durante una vuelta [0, 00)]
q°¢ Probabilidad de tener un SC durante una vuelta [0, 00)]
rVs¢ Probabilidad de tener al menos un VSC durante la carrera [0, 00)]
PS¢ Probabilidad de tener al menos un SC durante la carrera [0, 00)]

EVSC Numero de vueltas que se deben correr después del final de un VSC para 7
habilitar el DRS
ES¢ Numero de vueltas que se deben correr después del final de un SC para Zy
habilitar el DRS
dvsc Tiempo de vuelta durante un VSC (sin parada en pits) [0, 00)
dsc Tiempo de vuelta durante un SC (sin parada en pits) [0, c0)
Py so Tiempo adicional de vuelta para el piloto i € {A, B} debido a una parada [0, 00)
en pits durante un VSC
PSe Tiempo adicional de vuelta para el piloto ¢ € {A, B} debido a una parada [0, 00)
en pits durante un SC
tPRS Reduccién de tiempo debido al uso del DRS en la vuelta n (solo en DP R
determinista)
2 Factor de reduccion de tiempo para el auto de adelante debido a las in- [0, 00)]
teracciones con el auto de atras en la vuelta n (solo en DP determinista)
2 Factor de reduccién de tiempo para el auto de atrds debido a las inter- [0, 00)]
acciones con el auto lider en la vuelta n (solo en DP determinista)
g0 Diferencia de tiempo al comienzo de la carrera. Negativo (positivo) si A R
(B) comienza primero.
A Diferencia minima de tiempo entre los pilotos en la salida de la parada [0, c0)

en pits
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A.2. Decisiones, Estados y Variables Aleatorias

Tabla A.2: Decisiones, estados y variables aleatorias del problema

Notacién

Descripcién

Valor /rango

Tipo

Problema

A

Tn,

9n

Neumético cambiado por el piloto A
en la parada en pits en la vuelta n si
x2 € T, sin parada en pits durante
la vuelta n si 22 = 0

Neumético cambiado por el piloto B
en la parada en pits en la vuelta n si
xP € T sin parada en pits durante
la vuelta n si 22 =0

Neumaético del piloto A al comienzo
de la vuelta n

Neumatico del piloto B al comienzo
de la vuelta n

Uso (en vueltas) de los neumaticos
del piloto A al comienzo de la vuelta
n

Uso (en vueltas) de los neumadticos
del piloto B al comienzo de la vuelta
n

Indicador igual a 1 si A ha utiliza-
do al menos dos compuestos de neu-
maticos diferentes al comienzo de la
vuelta n, 0 en caso contrario
Indicador igual a 1 si B ha utiliza-
do al menos dos compuestos de neu-
maticos diferentes al comienzo de la
vuelta n, 0 en caso contrario
Diferencia de tiempo entre los autos
al comienzo de la vuelta n. g, < 0
si A es el primero

0 uT

{0ruT

{0,1,

{0,1,

,Ut+1}

,Ut+1}

{0,1}

{0, 1}

Decision

Decisiéon

Estado

Estado

Estado

Estado

Estado

Estado

Estado

DP,SDP

DP,SDP

DP,SDP
DP,SDP

DP,SDP

DP,SDP

DP,SDP

DP,SDP

DP,SDP
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A.3. Decisiones, Estados y Variables Aleatorias

Tabla A.3: Decisiones, estados y variables aleatorias del problema estocas-

tico
Notacion  Descripcién Valor /rango Tipo Problema
yyse Vueltas restantes bajo VSC desde el {0,1,...,1V5¢} Estado SDP
comienzo de la vuelta n
yS¢ Vueltas restantes bajo SC desde el {0,1,...,15¢} Estado SDP
comienzo de la vuelta n
yDRS Vueltas restantes para habilitar el Zy Estado SDP
DRS desde el comienzo de la vuelta
n
A Vector con las probabilidades de que [0,1]/7] Decisién SDP
A elija cada tipo de neumético al co-
mienzo de la carrera
B Vector con las probabilidades de que [0,1]/71 Decisién SDP
B elija cada tipo de neumaético al
comienzo de la carrera
yVse Vueltas restantes bajo VSC en la {0,...,1V5¢% V.A. SDP
vuelta n
Y, 3¢ Vueltas restantes bajo SC en la vuel- {0,...,15¢} V.A. SDP
ta n
TPRS Reduccién de tiempo debido al uso R V.A. SDP
del DRS en la vuelta n
zV Factor de reduccién de tiempo al au- [0, 00)] V.A. SDP
to de adelante debido a las inter-
acciones con el auto de atras en la
vuelta n
z? Factor de reduccion de tiempo al au- [0, 00)] V.A. SDP

to de atras debido a las interacciones
con el auto lider en la vuelta n

Anexo B.

En esta secciéon, proporcionamos los detalles de los cambios necesarios en el modelo pre-
sentado en la Seccién 2.4 para garantizar una diferencia de tiempo minima entre los autos
en un punto del circuito. La razén de esto es que generalmente los circuitos tienen secciones
donde los autos estan practicamente obligados a seguir una linea de carrera, lo que implica
mantener una diferencia de tiempo entre los autos. En este caso, consideramos que los autos

deben tener una diferencia de tiempo minima de A > 0 después de salir de la parada en pits.
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Los dos cambios necesarios son los siguientes: (i) En primer lugar, la funcion de interaccion

debe cambiarse a:

exp(—A - |min{—A, e })-ZM sie, <0
m(e) = At W (B.1)
exp(—A - |max{A, e })-Z?  en cualquier otro caso.

Para el caso del piloto B, la funcién de interaccion n’P se define de la misma manera que la
Ecuacién (B.1), excepto que la condicién en el lado derecho de la ecuacién cambia entre los
dos casos.

(ii) El segundo cambio se refiere a la funcién de tiempo por vuelta, la cual se modifica de

la siguiente manera:

Hino (Sm g, T, Z Z(g)) =%+t (6,) = TP g, cpo,90m5-0)
+ maX{A — €, O} : ]1{6>0},
/’L;ZBjO (Sna Lo, Ty, TDRS Z(l) Z(Z)) - ’}/n + T]ZB ( ;1) - TnDR IL{gn€[0 1],yPES=0}

+ maX{A + €, O} . ]]‘{GSO}'

Entonces, la funciéon de tiempo por vuelta deberia actualizarse de la siguiente manera:

MZ,O if yY vsC + ySC =0
i (sm it o, TR 20, Z0) = 8 i oo i 9Y5C > 0 (B-2)

tnse i y¢ >0,

para i € {A, B}, y la Ecuacién (2.32) deberia actualizarse para que utilice la Ecuacion (B.2)

en lugar de la Ecuacion (2.28).

Anexo C. Demostracion del Teorema 2.4.2

Demostramos el resultado utilizando induccion en n desde la dltima vuelta hasta la pri-
mera. Antes de hacer esto, generalizamos la Definiciéon 2.4.1 para el caso en que el juego se
encuentra en una etapa intermedia (vuelta) j € {1,..., N} para cualquier estado arbitrario

s; € S;. Definimos S,,(s;) como el conjunto de estados alcanzables desde el estado s; en la
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etapa n. Alcanzables en el sentido de que existe una probabilidad no nula de llegar a este
estado en la vuelta n, considerando todas las posibles combinaciones de acciones de ambos
jugadores entre las vueltas j y n — 1, dado que estamos en el estado s; en la vuelta j < n.
Claramente, S;(s;) = {s;}. De manera similar a antes, también definimos los conjuntos
S (s5) = {sn € Su(55)|gn < 0} y S () = {sn € Sn(sj)|gn > 0} para todo n > j.
Definicion C.1. Un equilibrio de Stackelberg de retroalimentacion desde un estado s; en
una etapa dada j € {1,..., N} es un par de estrategias:

Ax Ax
({xn (Sn)}snES;(Sj),nE{j,.,.,N} U {xn (Sn’ b)}SHES;L(Sj),be'ﬁ),ne{j,...,N}) Y
<{$f*(Sn)}snes,t(sj),ne{L...,N} U {27 (sn, a’)}snES;(Sj),aE%,nE{j,...,N})

tal que para todon € {j,...,N}:

1. Sig, <0

Vé(sm xA*(Sn) x* (5n, xA*(sn)))

? n n

IN

Vri(snax/A<Sn)axB*(snax/A<Sn))) (C.1)

n n n

Vé(snv :C,‘?*(Sn), xf* (8n,; xﬁ*(sn))) > Vri(sna SUZ‘*(Sn), SU;LB(Sm xA*<Sn))) (C.2)

2. 8t g, >0

Vé(snv xA*(Snv xA*(Sn))v xB*(Sn))

n n n

IN

Vi(Sn, 7 (50, 2" (50)), 27" (50)) - (C.3)

n

n n n

Vo (s, xﬁ*@m an*(Sn))’ xf*(sn)) > V(s xA*<3na x/B(Sn))’ x/B(sn))v (C.4)

para todo ({Jf;f(sn)}snes;(sj),ne{j,...,N} U {x;f‘(smb)}snes;r(sj),be%,ne{j,...,zv}) Y

({x;"LB(Sn)}snES;L(Sj),nE{j,...,N} U {flflf(sm a)}snes,;(sj),ae%,ne{j,...,zv})-

Es importante tener en cuenta que en la Definiciéon C.1 estamos considerando el juego a
partir de la etapa j con una condicién inicial particular. Por lo tanto, esto también es un
juego de Stackelberg de retroalimentacion en el que las estrategias de los jugadores estan
involucradas desde la etapa j hasta la etapa N. Claramente, la Definicion C.1 coincide con
la Definicién 2.4.1 en los casos en los que s; (de la Definicién C.1) se refiere al mismo estado

inicial s; (de la Definicién 2.4.1).
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Denotaremos la salida del Algoritmo 2 como:

{xZA(3n>}sn€S;,ne{1,...,N} U {sz(Sm b)}snES;f,beTo,ne{l,...,N} (C.5)

{xZB(Sn)}snGS,J{,ne{l,...,N} U {sz(sm a)}snesg,ae%,ne{L...,N},

donde no estamos considerando la estrategia mixta de la primera etapa.

Mostraremos primero el caso base, es decir, la tltima vuelta n = N. Ademaés, consideremos
un estado fijo sy € Sy. Como comentario adicional, note que dado que solo queda una etapa
en este caso, este es un juego de Stackelberg clasico, aunque el lider en este caso depende del
componente gy del estado sy (fijo). Trataremos el caso en el que el componente gy < 0, es
decir, A va primero en la ultima vuelta. El otro caso se omite ya que su analisis es analogo.

El conductor B no tiene incentivo para cambiar su estrategia, de hecho, para cualquier par

de estrategias (xf\}A(sN), {28 (s, a)}ae%)> se cumple que

V(sns 23 (sn), 2 (s, 2 (sw)) - = max Vi(sw, 237 (sw), b)

> VN<3N7 x}}\;q(SN) $/]\§(8N7 xl\‘fA(SN)))a
donde la igualdad se debe a la Ecuacion (2.40) utilizada en la linea 11 del Algoritmo 2, y la des-
igualdad se debe a que estamos considerando una accién particular para B, 2% (sy, 23 (sn)),
en este caso. De manera similar, el jugador A no tiene incentivo para cambiar su estrategia.

Consideremos cualquier par de estrategias (x Bsn), {238 (sw, a)}ae%)). Entonces,

Vi (sw, 2t (sw), a3 (sn, 23 (1)) = min Vy (s, @, ¢y 7 (sn,a))
0

< Vi(sn, 2% (sn), 23 (sn, 23 (sw))),

donde la igualdad se debe a la linea 12 del Algoritmo 2, y la desigualdad se debe a que
estamos considerando una accién particular para A, 2} (sy).

Consideremos la hipotesis de induccién como verdadera para todas las etapas n > 7 + 1,
para un valor fijo de j € {1,..., N—1}. (Para facilitar la notacion, utilizaremos j como indice
de la induccién.) En otras palabras, para todos los estados s, € S, con n > j + 1, la salida
del Algoritmo 2 (ver ecuacién (C.5)), satisface la Definicién C.1. Consideremos que estamos
en la etapa j en un estado fijo s; € §;. Al igual que en el caso base, solo consideramos el

caso en el que el componente g; < 0.
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Primero demostraremos que B no tiene incentivos para cambiar su estrategia. En efecto,

consideremos cualquier par de estrategias

A A
{z; (Sn)}snesg(sj),ne{j,...,N} Uiz, <5mb)}snesx(sj),beTo,ne{j,...,N}

/B /B
{xn (Sn)}SHESTT(SJ‘Lne{jv“'vN} U {xn (STH a>}5"6'51’: (Sj),(lG%,?’LE{j,...,N}'
Consideremos dos casos con respecto a la estrategia a la que B se desvia.

1. Si la estrategia de B de la Ecuacién (C.6) coincide con la obtenida del Algoritmo 2 en

la etapa j, es decir, 2'5(s;,a) = 2°P(s;,a) para todo a (nota que estamos denotando
explicitamente a B como el seguidor en la etapa j ya que g; < 0), entonces claramente
se cumple que:

A A A A
Vi(sj, a5%(s;), 238 (s5,25%(s5))) = V] (s5,25%(s;), 2P (s, 25%(s5))),

Y por lo tanto se cumple la Ecuacién (C.2). Luego, para todos los demas estados s, €
S,(s;) para n > j, las Ecuaciones (C.2) y (C.4) se cumplen debido a la hipétesis de

induccion. Entonces, el jugador B no tiene incentivos para desviarse en este caso.

2. Si ahora consideramos el caso en el que la estrategia de B dada por la Ecuacién (C.6) no
coincide con la obtenida del Algoritmo 2 en la etapa j, es decir, /2 (s;,a) # 2°%(s;, a)

para algunos a, entonces:

Vi (sj,25%(s5), 235 (55,254 (s5))) = max Vi (s5,25%(s;),b)

> Vi(sja5(s), 3 (55,25 (),

donde la igualdad se debe a la Ecuacion (2.40) utilizada en la linea 11 del Algoritmo 2,

y la desigualdad se debe a que estamos considerando una accién particular para B,

:U;.B(sj, T

A

24(s;)) en este caso. Es decir, B no tiene incentivos para desviarse en la etapa

J (en el estado s;).

Ahora demostraremos que A no tiene incentivos para desviarse de la estrategia de salida
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del Algoritmo 2. Consideremos cualquier par de estrategias

A A
{fé (Sn)}SHES*(sj),ne{j,.._ N} U {m; (8n, b)}sneSf{(sj),be%,ne{j,...,N} (C.7)

B
{xo (Sn)}snes (sj) ned{j,...,N} U {ZL‘ (57’“ a)}sneS;(Sj),ae"lb,ne{j,...,N}'

Consideremos los dos siguientes casos (enumerados como (iii) y (iv)) con respecto a la estra-

tegia a la que A se desvia:

3. Sila estrategia de A dada por la Ecuacion (C.7) coincide con la obtenida del Algoritmo 2
en la etapa j, es decir, 2’4 (s;) = 2°4(s;) (nota que estamos denotando explicitamente a
A como el lider en la etapa j ya que g; < 0)

V(SJVIjA(Sj) xOB(Smx;}A(Sj))) = V(s],xOA(S]) xlB(sjijA(sj)))y

y por lo tanto se cumple la Ecuacién (C.1). Luego, para todos los demas estados s,, €
S,(s;) para n > j, las Ecuaciones (C.1) y (C.3) se cumplen debido a la hipdtesis de

inducciéon. Entonces, el jugador A no tiene incentivos para desviarse en este caso.
4. Si la estrategia de A en la Ecuacién (C.7) no coincide con la obtenida del Algoritmo 2
en la etapa j, es decir, 2/ (s;) # °(s;), entonces:

V(5554 (51), 252 (55, 054(51)) = min V(s 0,255(s,,0))

< V(55000 (57), 25 (51,22 (s,)).

donde la igualdad se debe a la linea 12 del Algoritmo 2, y la desigualdad se debe a
que estamos considerando una acciéon particular para A, :c;-A(sj). Entonces, A no tiene

incentivos para desviarse en la etapa j (en el estado s;).

Dado que ningtin jugador tiene incentivos para desviarse, la solucion obtenida del Algoritmo 2
es un Equilibrio de Stackelberg con retroalimentacion desde el estado s;, lo que concluye la

prueba.
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Anexo D. Demostraciéon de la Proposicién 2.4.5

Demostraremos primero que, para cada etapa n € {1,...,N + 1}, la ganancia en cada
estado s,, V*(s,), es tal que la probabilidad de ganar para el jugador A en ese estado (en
equilibrio) estd dada por 1/2 4+ V"*(s,,)/2. Utilizando induccién en orden inverso, notemos
que esto se cumple para la etapa N + 1, es decir, la condicion de borde, donde el jugador
que gana es conocido y estd determinado por la Ecuacién (2.46). Para el paso de induccién,
supongamos que para la etapa n se cumple que 1/2 + V*(s,,)/2 es la probabilidad de ganar

para el jugador A en el estado s,. Consideremos cualquier estado arbitrario s, 1 en la etapa

n — 1. Observamos que, segin la Ecuacién (2.37), se cumple que:

1=V (8n1) 1 —Ew,_,[Vi" ()]
2 2

= Ew _, ll_vgﬂ*(sn)] . (D.l)

Utilizando la hip6tesis de induccion, el argumento dentro de la esperanza en la Ecuacion (D.1)
corresponde a la probabilidad de ganar del jugador A. Entonces, la esperanza de esto también
tendra la misma interpretacién. Concluyendo la induccién. Luego, aplicando las estrategias de
equilibrio mixtas de la primera vuelta a la matriz de ganancias de suma-cero U”, obtenemos

que la probabilidad de ganar del jugador A esta dada por:

(WA)T (W) B _ L7 — (27TA)TU”7rB’

concluyendo la demostracion.

Anexo E. Escenario Alternativo con SC

Mostramos un escenario de las simulaciones mencionadas en la Secciéon 2.5.1 donde una
bandera amarilla beneficia al jugador A. La Figura E.1 muestra una carrera con un SC en
las vueltas 26 a 28. Observamos que al momento del SC, el mejor neumético a elegir (hasta
el final de la carrera) es el compuesto Blando (Soft). El jugador A actiia de acuerdo a esto,
mientras que el jugador B no lo hace. Durante el SC, el jugador B cambia al compuesto

Blando ya que debe elegir un compuesto de neumatico diferente al Medio (debido a la regla
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de que un auto debe usar al menos dos compuestos de neumaéticos diferentes). Aunque el
jugador B es mas rapido que el jugador A entre las vueltas 30 y 40, esto cambia después de
la vuelta 40, ya que el compuesto Blando comienza a degradarse. Como resultado, el jugador

A gana la carrera por mas de 4 segundos.
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Figura E.1: Estrategias de carrera de los jugadores (Arriba), diferencia par-
cial de tiempo de carrera (Abajo), escenario con SC en las vueltas 26, 27 y
28.

Anexo F. Equilibrio de Nash al Maximizar la Proba-
bilidad de Ganar

La Tabla G.1 muestra el objetivo esperado de suma-cero en la primera vuelta para todas
las combinaciones de compuestos iniciales de neumaticos. Es importante destacar que, debido
a la construccién de la funcién objetivo, en la dltima vuelta (que es igual a —1 si el jugador A
gana y 1 si el jugador B gana), uno mas los valores de pago dentro de la Tabla G.1 dividido
por dos es igual a la probabilidad de ganar para el jugador B. La probabilidad de que el
jugador A gane, como se deriva en la Seccién 2.4.4, se expresa como (1 — (74*)TUnB*) /2.
Esta formula cuantifica la probabilidad de que el jugador A logre la victoria en el juego.
Las probabilidades de equilibrio para la primera vuelta se proporcionan en la ultima fila
y columna de la Tabla G.1. Utilizando estos valores, calculamos que el jugador A tiene
una probabilidad de ganar del 67.16 %. Es importante destacar que este resultado se alinea
estrechamente con el resultado simulado (68.2%) que se muestra en la segunda fila de la
Tabla 2.2 en la Seccion 2.5. Para aprovechar el poder computacional del supercomputador

NLHPC, se le pidi6 al modelo que simulara una carrera con 50,000 escenarios. Los resultados
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mostraron que el jugador A gané el 66.95 % del tiempo, lo cual estd atin mas cerca del valor
esperado basado en las probabilidades de equilibrio de la primera vuelta. Para obtener mas

informacion, consulte el histograma en la Figura F.1.

8000 A

6000 -

Frecuency

EN
o
o
o

2000 A

-2 -1 0 1 2
Expected payoff

Figura F.1: Resultados de una carrera simulada utilizando el enfoque de
maximizacién de la probabilidad de ganar con 50,000 escenarios.

Anexo G. Tablas Anexas

Tabla G.1: Pago esperado de los jugadores al comienzo de la carrera, U”; y
Equilibrio de Nash mixto, 74* y 75*

Player B
Tire Soft  Medium Hard 74*
Soft -0.14 -0.66 -0.64 1.0
Player A Medium  -0.48 -0.13  -0.65 0.0
Hard 0.47 0.47 -0.13 0.0
B 0.61 0.39 0.0
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Tabla G.2: Numero de estados y tiempo por vuelta para circuito de Silvers-
tone, problema de programacién dinamica.

Vuelta  Numero de estados  Tiempo [s]

1 9 0
2 2,017,152 2

3 4,538,592 4

4 8,068,608 8

5 12,607,200 12
6 18,154,368 17
7 24,710,112 23
8 32,274,432 30
9 40,847,328 38
10 50,428,800 A7
11 61,018,848 57
12 72,617,472 63
13 85,224 672 80
14 08,840,448 93
15 113,464,800 107
16 129,097,728 122
17 145,739,232 137
18 163,389,312 154
19 182,047,968 171
20 201,715,200 189
21 222 391,008 209
22 244,075,392 229
23 266,768,352 250
24 290,469,888 273
25 315,180,000 296
26 340,898,688 321
27 367,625,952 346
28 395,361,792 372
29 424,106,208 400
30 453,859,200 428

o4



Tabla G.3: Numero de estados y tiempo por vuelta para circuito de Silvers-
tone, problema de programacién dinamica.

Vuelta  Numero de estados Tiempo [s]

31 484,620,768 458
32 516,390,912 479
33 538,131,328 499
34 560,320,000 519
35 582,956,928 541
36 606,042,112 562
37 629,575,552 584
38 653,557,248 607
39 677,987,200 631
40 702,865,408 653
41 728,191,872 676
42 753,966,592 692
43 767,022,048 704
44 780,189,568 716
45 793,469,152 729
46 806,860,800 778
A7 820,364,512 850
48 833,980,288 865
49 847,708,128 952
50 861,548,032 1016
51 875,500,000 1042
52 889,564,032 1046

TOTAL 20,478.,351,241 5h 34’ 237
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