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Mi nombre es David Ignacio Urrutia Vergara, naćı en la comuna de Santiago
un d́ıa jueves 13 de noviembre de 1997 a la hora de almuerzo. Mis primeros años
viv́ı en la comuna de Cerro Navia, pero desde los 4 o 5 años de edad (ya ni me
acuerdo), me fui con mis padres a la comuna de San Bernardo y actualmente sigo
viviendo con mis padres en dicha comuna.

Desde chico que tuve much́ısimo interés en la música y la academia, aprend́ı a
tocar guitarra, estuve en coros de iglesia, tome clases de guitarra clásica, pasé al
Heavy metal y toque mucho folclore latinoamericano, cosa me apasiona y todav́ıa
hago, como aficionado eso śı, me cuesta tener personalidad para ofrecerme en algún
grupo, pero es una fantaśıa que espero cumplir en algún momento de mi vida.

Inicialmente mi aspiración era la de ser mecánico automotriz, incluso, entre en
un liceo técnico para aprender acerca de autos, motores, etc, para posteriormente
especializarme como ingeniero en el área. Sin embargo, eso cambió gracias a un
profesor de matemáticas, el cual llegó con la idea de deducir la fórmula que soluciona
una ecuación cuadrática en una clase cuando recién empezaba mi 2do medio (śı,
la de 0 = ax2 + bx + c con a ̸= 0). En ese momento no entend́ı los cálculos que
hab́ıan detrás de esa simple deducción, pero empezó a motivarme el hecho de que
la matemática teńıa argumentos y razonamientos detrás de una ecuación, teorema
o lo que fuese.

Terminando segundo medio, me cambié a un liceo cient́ıfico humanista, par-
ticipé en algunas olimpiadas, ferias cient́ıficas y art́ısticas (combinando mis dos
pasiones: la matemática y la música), y finalmente logré entrar a la carrera de li-
cenciatura en matemáticas de la universidad de Chile, en nuestra facultad, de ah́ı no
paré y terminé la licenciatura el año 2020 e ingresé al maǵıster en plena pandemia,
durante el 2021 y este trabajo es el fruto de todo el esfuerzo que empezó en plena
pandemia y por una persona, cuya motivación para dedicarse a la matemática se
originó solo viendo el cálculo de soluciones para la ecuación cuadrática.
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Notaciones Utilizadas

Hemos elegido las siguientes notaciones:

Notaciones generales

- R denota el conjunto de los números reales.
- N denota el conjunto de los números naturales.
- Rn denota el espacio euclidiano de dimensión n.
- Dado n,m ∈ N, el conjunto Mn×m(R) denota el anillo de matrices de n
filas y m columnas con coeficientes reales.

- GLn(R) denota el anillo de matrices cuadradas de orden n con coeficientes
reales que son invertibles.

- ||·|| denotará (de acuerdo al contexto) la norma euclidiana en Rn o la norma
matricial enMn×n(R) inducida por la norma euclidiana en Rn donde n ∈ R.

- | · | es el valor absoluto en R.
- Denotaremos por Nn al conjunto de los primeros n números naturales
{1, . . . , n}.

Espacios de funciones
Dados k ∈ N y un par de conjuntos no vaćıos A ⊂ Rm y B ⊂ Rn con m,n ∈ N:

- C (A,B) es el conjunto de las funciones continuas f : A→ B.
- C k(A,B) es el conjunto de las funciones f ∈ C (A,B) que son k–veces
derivables y sus derivadas son continuas.

- Dados dos R-espacios normados (E, ||·||E) y (F, ||·||F ), el conjunto L(E,F )
corresponde a las funciones lineales continuas T : E → F

- C∞(A,B) es el conjunto de las funciones f ∈ C (A,B) donde f ∈ C k(A,B)
para todo k ∈ N.

- La notación u = o(v) corresponde a la notación o−minúscula de Landau
en x0, es decir,

ĺım
x→x0

u(x)

v(x)
= 0
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3. C k-Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales 70
4. Continuidad de la función determinante. 70
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Introducción

Dados dos sistemas de ecuaciones diferenciales ordianarias, se dice que son to-
pológicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que intercambia soluciones
de un sistema en el otro (junto a propiedades adicionales). En el caso de sistemas no
autónomos, los primeros resultados fueron obtenidos en los trabajos pioneros de K.
Palmer y A. Reinfelds en la década de los 70’s. Sin embargo, el estudio y búsqueda
de condiciones que aseguren la diferenciabilidad de dicha equivalencia topológica
son relativamente recientes y su alcance es aún preliminar.

Considerando lo anterior, el objetivo de esta tesis es el estudio de la derivabi-
lidad de la equivalencia topológica entre dos ecuaciones diferenciales ordinarias no
autónomas, es decir, buscaremos condiciones suficientes para que la familia de ho-
meomorfismos asociados a la equivalencia topológica entre ciertas EDO’s no autóno-
mas sean difeomorfismos de clase C k con k ∈ N. La organización de esta tesis será
la siguiente:

En el Caṕıtulo 1 se revisitarán los diversos conceptos de equivalencia topológica
establecidos en la literatura y los resultados de equivalencia topológica obtenidos
en el marco no autónomo. Estos resultados presentan distintos métodos para ob-
tener dichas equivalencias topológicas, y se describirán las dos más usuales en la
literatura: La equivalencia topológica por medio de funciones de Green, y la equiva-
lencia topológica por medio de funciones Crossing Time. Este último enfoque fue
abordado por Kenneth Palmer en 1979 (ver [34]) y Faxing Lin en el año 2007 (ver
[27]). Por último, y aún más importante, se planterará el objetivo de la tesis.

En el Caṕıtulo 2, se hará un estudio profundo del trabajo de Faxing Lin, quien
obtiene la equivalencia topológica por medio de la funcion Crossing Time. Para ello,
se estudiarán las propiedades de derivabilidad sobre la anteriormente mencionada
función Crossing Time y sobre las funciones asociadas a la equivalencia topológi-
ca asociadas a dicho resultado para que sean funciones de clase C 1, por ende, se
estudiarán condiciones suficientes para que cada homeomorfismo asociado a la equi-
valencia topológica de Lin via crossing times sea un difeomorfismo de clase C 1 que
preserve orientación.

En el Caṕıtulo 3, se hará un trabajo similar para la misma familia de homeo-
morfismos estudiada en el Caṕıtulo 2, sin embargo, se estudiarán las propiedades de
derivabilidad de orden superior sobre la función Crossing Time y sobre las funciones
asociadas a la equivalencia topológica asociadas a dicho resultado para que estas
funciones sean de clase C k con k > 1, por ende, se estudiarán condiciones suficien-
tes para que la familia de homeomorfismos asociado a la equivalencia topológica de
Lin via crossing times sea una familia de difeomorfismos de clase C k que preserve
orientación donde k > 1.

En el Caṕıtulo 4, se estudiarán condiciones de derivabilidad sobre el homeomor-
fismo de Palmer por medio de la función Crossing Time. Para ello, se estudiarán
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10 INTRODUCCIÓN

las propiedades de derivabilidad sobre la anteriormente mencionada función Cros-
sing Time y sobre las funciones asociadas a la equivalencia topológica para que
sean de clase C k con k ≥ 1, lo cual ayudará a estudiar condiciones suficientes para
que el homeomorfismo asociado a la función de Palmer via crossing times sea un
difeomorfismo de clase C k donde k ∈ N.

Por último, queremos señalar que existe una prepublicación [37] que contiene
los resultados principales de este trabajo.



Caṕıtulo 1

El problema de la derivabilidad de equivalencias
topológicas

La suavidad de equivalencias topológicas o conjugaciones topológicas es un tópi-
co clásico en los sistemas dinámicos autónomos y remitimos al lector a [32] para
una completa revisión del estado del arte en dicho tema. Sin embargo, en el caso
no autónomo, este problema es considerablemente menos estudiado que en el caso
autónomo y los primeros resultados se remontan a la década pasada, siguiendo un
enfoque diferente. Este trabajo se enmarca dentro del caso no autónomo, ya que
nuestro objetivo es estudiar condiciones suficientes que aseguren la diferenciabili-
dad de equivalencias topológicas entre ciertas familias de ecuaciones diferenciales
ordinarias no autónomas

(1.1) x′ = F(t, x) para cada t ∈ J

y

(1.2) y′ = G(t, y) para cada t ∈ J,

donde J ⊆ R es un intervalo no acotado superiormente, mientras que las funciones
F,G : J×Rn → Rn son tales que la existencia y unicidad de soluciones en J son ase-
guradas. Adicionalmente, las respectivas soluciones de (1.1) y (1.2) con condiciones
iniciales x0 e y0 en t = τ ∈ J serán denotadas por t 7→ x(t, τ, x0) e t 7→ y(t, τ, y0).

Los sistemas anteriores son J–topológicamente equivalentes cuando existe una
familia de homeomorfismos parametrizados por J donde las imágenes de las solu-
ciones de un sistema son soluciones del otro sistema y viceversa. Esta propiedad se
describe formalmente como sigue:

Definición 1.1. [39] Los sistemas (1.1) y (1.2) son J–topológicamente equi-
valentes si existe una función H : J × Rn → Rn tal que:

i) Para cada τ ∈ J fijo, x0 7→ Hτ (x0) := H(τ, x0) es un homeomorfismo de Rn,
cuya inversa es denotada por y0 7→ Gτ (y0) := G(τ, y0).

ii) Si t 7→ x(t, τ, x0) es una solución de (1.1), entonces, t 7→ H(t, x(t, τ, x0))
es una solución de (1.2). Similarmente, si t 7→ y(t, τ, y0) es una solución de (1.2),
entonces, t 7→ G(t, y(t, τ, y0)) es una solución de (1.1).

iii) Para todo τ ∈ J fijo, se verifican los ĺımites

||H(τ, x0)|| → +∞ y ||G(τ, y0)|| → +∞ as ||x0||, ||y0|| → +∞.

Desafortunadamente, no existe una definición de equivalencia topológica que
sea universalmente aceptada, esto se debe a que las propiedades (i) y (ii) de la
Definición 1.1 son usuales en la literatura mientras que (iii) suele ser sustituida por
otro tipo de propiedades, lo cual induce algunas ciertas variaciones de la definición
anterior las cuales serán mencionadas en las próximas subsecciones. De igual forma,
sugerimos las referencias [34, p.12], [36, p.357] y [39] para mayores detalles.
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12 1. EL PROBLEMA DE LA DERIVABILIDAD DE EQUIVALENCIAS TOPOLÓGICAS

La tarea de determinar condiciones suficientes que aseguren la propiedad de
equivalencia topológica y su diferenciabilidad es relativamente reciente para el caso
no autónomo. Existen diversos métodos de construcción para el homeomorfismo es-
tablecido en la Definición 1.1 y la sección 1 describirá los dos principales: el uso de
la función de Green y el empleo de las funciones Crossing Time. La sección 2 pro-
fundizará la descripción del método de los Crossing Times, el cual fue abordado por
Kenneth J. Palmer y Faxing Lin en [34] y [27], respectivamente, quienes estudiaron
ciertas familias de sistemas uniformemente asintóticamente estables (1.1)–(1.2) pa-
ra concluir que éstas son R−topológicamente equivalentes. Por último, la sección 3
describirá el problema de la derivabilidad de las equivalencias topológicas, aśı como
el objetivo de la presente tesis.

Para terminar, es importante destacar que, de acuerdo a nuestra revisión del
estado del arte, no existen resultados de suavidad para el enfoque de las funciones
Crossing Times en el contexto no autónomo, lo cual constituye la principal novedad
de este trabajo.

1. El problema de la equivalencia topológica

El problema de la equivalencia topológica puede ser entendido como la búsqueda
de condiciones suficientes sobre los campos vectoriales F(t, ·) y G(t, ·) tales que
(1.1) y (1.2) sean J–topológicamente equivalentes. Consideraremos dos enfoques
destacados para abordar este problema: la propuesta de la función de Green
y la propuesta de los crossing times. Sin embargo, es importante enfatizar que
no son las únicas.

1.1. La equivalencia topológica v́ıa función de Green. El problema
de la equivalencia topológica es estudiada para el caso particular de los sistemas
(1.1)–(1.2), descritos por el sistema lineal

(1.3) ẋ = A(t)x para todo t ∈ J,

y una familia de perturbaciones cuasilineales:

(1.4) ẏ = A(t)y + f(t, y) para todo t ∈ J,

es decir, F(t, x) = A(t)x y G(t, y) = A(t)y + f(t, y) con J = R o J = [0,+∞).
Una hipótesis crucial de esta propuesta es que el sistema lineal (1.3) tenga una

propiedad de dicotomı́a en J , la cual se define a continuación:

Definición 1.2. El sistema (1.3) tiene una dicotomı́a en J si se satisface
la existencia de un proyector t 7→ P (t) ∈ Mn×n(R), constantes positivas K,α y
dos funciones h, µ : J → [1,+∞) continuas, crecientes y no acotadas, verificando
µ = o(hα) tales que cualquier matriz fundamental t 7→ Φ(t) de (1.3) verifique las
siguientes propiedades

P (t)Φ(t, s) = Φ(t, s)P (s) para cualquier t, s ∈ J

y 
||Φ(t, s)P (s)|| ≤ Kµ(|s|)

(
h(t)
h(s)

)−α
para todo t ≥ s con t, s ∈ J

||Φ(t, s)Q(s)|| ≤ Kµ(|s|)
(
h(s)
h(t)

)−α
para todo s ≥ t con t, s ∈ J,

donde Φ(t, s) := Φ(t)Φ−1(s) y Q(t) = I − P (t).
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La siguiente tabla describe algunos casos particulares de la propiedad de dico-
tomı́a para el sistema lineal (1.3):

Nombre h(t) µ(|t|) Referencia
Exponencial Uniforme et 1 [12, 24, 28]

Exponencial No Uniforme et eε|t| con 0 ≤ ε < α [3, 10]
Polinomial t 1 [14]
h−Dicotomı́a genérica 1 [31, 35]

Por otro lado, sugerimos al lector revisar la Tabla 1 de [42] y las referencias en
su interior para un mayor detalle.

Con la finalidad de contextualizar la propiedad de dicotomı́a, es importante
notar que toda solución no trivial t 7→ x(t, τ, x0) = Φ(t, τ)x0 de (1.3) puede ser
escrita como sigue

(1.5) x(t, τ, x0) = Φ(t, τ)P (τ)x0︸ ︷︷ ︸
=x+(t,τ,x0)

+Φ(t, τ)Q(τ)x0︸ ︷︷ ︸
=x−(t,τ,x0)

.

Un ejercicio sencillo, pero técnico, consiste en verificar que las funciones descritas
arriba, a saber, t 7→ x+(t, τ, x0) := x+(t) y t 7→ x−(t, τ, x0) := x−(t), satisfacen las
siguientes estimaciones para t ≥ τ :

||x+(t)|| ≤ K||P (τ)x0||µ(|τ |)
(
h(t)

h(τ)

)−α

y

(
h(t)

h(τ)

)α ||Q(τ)x0||
Kµ(|t|)

≤ ||x−(t)||.

Usando las propiedades de µ(·), h(·) y α > 0 previamente mencionadas, se
puede deducir fácilmente que

ĺım
t→+∞

|x+(t)| = 0 y ĺım
t→+∞

|x−(t)| = +∞.

Es decir, t 7→ x+(t) es una contracción en tiempo futuro mientras que t 7→ x−(t)
es una expansión en el futuro. Por lo tanto, la descomposición descrita en (1.5)
tiene un comportamiento asintótico dicotómico, lo cual motiva el uso del nombre
dicotomı́a para describir la propiedad de la definición previamente establecida y la
tabla anterior describe algunas contracciones y expansiones espećıficas.

La función de Green asociada a la propiedad de dicotomı́a previamente men-
cionada es

G(t, s) =

{
Φ(t, s)P (s) si t ≥ s

−Φ(t, s)Q(s) si t < s,

y permite una construcción expĺıcita de los homeomorfismos Ht y sus inversas Gt
mencionadas en la Definición 1.1.

El primer homeomorfismo v́ıa función de Green fue establecido por K.J. Pal-
mer [33], el cual se construyó bajo la hipótesis de que (1.3) tiene una dicotomı́a
exponencial en R, la función f es uniformemente acotada en R× Rn y x 7→ f(t, x)
es uniformemente Lipschitz para todo t ∈ R. La variante de equivalencia topológica
que define Palmer es la siguiente:

Definición 1.3. [33, p.754] Se dice que los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (1.1) y (1.2) son topológicamente equivalentes en R si se verifica la
existencia de una función H : R×Rn → Rn que satisface las siguientes condiciones:

(a) La función (t, x) 7→ x−H(t, x) es acotada en R× Rn,
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(b) Para todo t ∈ R fijo, Ht : Rn → Rn definida por Ht(x) = H(t, x) es un
homeomorfismo.

(c) La función G : R × Rn → Rn, definida por G(t, x) := (Ht)
−1(x) satisface

la propiedad (a),
(d) Se satisface que t 7→ H(t, x(t)) es una solución de (1.2) cuando t 7→ x(t)

es solución de (1.1).
(e) Si t 7→ y(t) es solución de (1.2), entonces t 7→ G(t, y(t)) es una solución

de (1.1).

La equivalencia topológica entre (1.1) y (1.2) se denota como (1.1)∼(1.2) y la
función H se llama función de equivalencia topológica.

Como se mencionó al principio del caṕıtulo, la definición de equivalencia to-
pológica no es universalmente aceptada en la literatura y la Definición 1.3 es un
ejemplo de ello, en efecto, la propiedad (i) de la Definición 1.1 se ve reflejada en la
propiedad (b) de la Definición 1.3. Por otro lado, las propiedades (d) y (e) de la
Definición 1.3 coinciden con la propiedad (ii) de la Definición 1.1. Sin embargo, la
propiedad (iii) de la Definición 1.1 es sustituida por las propiedades (a) y (c) en la
Definición 1.3.

El resultado de [33] se describe como sigue:

Proposición 1.1. [33, p.754] Suponga que los sistemas (1.3)–(1.4) son
tales que A : R →Mn×n(R) es continua y acotada en R y f : R×Rn → Rn es
una función que satisface las siguiente propiedades:

i) Existe L > 0 tal que ||f(t, x1)−f(t, x2)|| ≤ L||x1−x2|| para todo t ∈ R
y todo x1, x2 ∈ Rn.

ii) Existe µ > 0 tal que ||f(t, x)|| ≤ µ para todo t ∈ R y x ∈ Rn.
Si el sistema lineal (1.3) tiene una dicotomı́a exponencial en R y sus cons-

tantes K y α satisfacen

L <
K

4α
,

entonces los sistemas (1.3) y (1.4) son topológicamente equivalentes según la
Definición 1.3.

La primera mejora del resultado de Palmer fue hecho por J. Shi and K. Xiong en
[39], quienes demostraron que ξ 7→ Ht(ξ) y ξ 7→ Gt(ξ) son uniformemente continuas
respecto a t sin requerir hipótesis adicionales.

A partir los resultados obtenidos en [33, 39], ha surgido una vasta y creciente
literatura dedicada al problema de equivalencia topológica basada en la función de
Green. En general, el problema suele ser abordado considerando dicotomı́as más
generales que la exponencial, pero es necesario imponer hipótesis más restrictivas
sobre la perturbación no lineal f . En este contexto, se destaca el trabajo realizado
por Luis Barreira y Claudia Valls [2], quienes consideran la hipótesis de que (1.3)
posee una dicotomı́a exponencial no uniforme en R, es decir, h(t) = et y µ(|t|) =
eε|t|. Otro ejemplo destacado es el trabajo realizado por Liangping Jiang en [23]
el cual considera una dicotomı́a exponencial generalizada en R, es decir, h(t) =

e
∫ t
0
a(r) dr con t 7→ a(t) continua y no negativa en R la cual verifica los ĺımites

ĺım
t→+∞

∫ t

τ

a(r) dr = ĺım
s→−∞

∫ τ

s

a(r) dr = +∞ para cada τ ∈ R,
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y µ(t) = α = 1 para todo t ∈ R. Por último destacamos el amplio y enciclopédico
trabajo de generalización llevado a cabo por A. Reinfelds y D. Steinberga en [36].

2. La equivalencia topológica via crossing time.

De acuerdo a nuestra revisión del estado del arte, este enfoque del problema
ha sido desarrollado por Kenneth J. Palmer en [34] y posteriormente por Faxing
Lin en [27]. En estos dos trabajos se plantean condiciones necesarias para que los
sistemas (1.1) y (1.2) verifiquen las siguientes propiedades:

(CT1) El origen es un equilibrio de los sistemas (1.1) y (1.2), es decir,

G(t, 0) = F(t, 0) = 0 para cada t ∈ R.

(CT2) Existe L > 0 tal que

||F(t, x1)− F(t, x2)|| ≤ L||x1 − x2|| y ||G(t, x1)− G(t, x2)|| ≤ L||x1 − x2||,

para cada x1, x2 ∈ Rn y cada t ∈ R. Es decir, tanto F como G son Lipschitzianas
en la segunda coordenada con la misma constante de Lipschitz para todo t ∈ R.

(CT3) El origen es un equilibrio uniformemente asintóticamente estable y los siste-
mas (1.1) y (1.2) tienen asociados una misma función de Lyapunov V : R×Rn → R.

La propiedad (CT3) amerita un comentario: como el origen es un equilibrio
uniformemente asintóticamente estable de ambos sistemas, la definición formal de
estabilidad uniforme asintótica, descrita en [20, Sec.4.5], establece que para toda
solución t 7→ x(t, t0, x0) ya sea de (1.1) o de (1.2), existe una cota funcional del tipo

(1.6) ||x(t, t0, x0)|| ≤ β(||x0||, t− t0) para todo t ≥ t0,

donde β : R+ × R+ → R+ es una función de tipo KL, es decir, a) v 7→ β(u, v) es
continua, no creciente y verifica ĺım

v→+∞
β(u, v) = 0 para todo u ≥ 0, b) u 7→ β(u, v)

es continua, no decreciente y verifica β(0, v) = 0 para todo v ≥ 0. Para mas detalles
sobre estas funciones, referimos al lector a [20, Sec.4.4] y [21].

Por otro lado, los resultados conversos de estabilidad uniforme asintótica [20,
Th.4.9] y [38, Ch.1] indican que la desigualdad (1.6) implica la existencia de fun-
ciones de Lyapunov asociadas a los sistemas respectivos. En ese contexto, (CT3)
es una condición muy fuerte, ya que exige que las funciones de Lyapunov antes
mencionadas deben ser las mismas.

Considerando estas condiciones, Palmer en [34] y Lin en [27] demuestran que
los sistemas (1.1) y (1.2) son topológicamente equivalentes por medio de las funcio-
nes H y G definidas por

(1.7) H(τ, ξ) =

{
y(τ, T (τ, ξ), x(T (x, τ), τ, ξ)) ξ ̸= 0
0 ξ = 0,

y

(1.8) G(τ, ξ) =

{
x(τ, S(τ, ξ), y(S(x, τ), τ, ξ)) ξ ̸= 0
0 ξ = 0,

donde para cada ξ ∈ Rn \ {0}, S = S(τ, ξ) y T = T (τ, ξ) son los únicos tiempos
tales que las soluciones de (1.1) y (1.2) verifican

V (T, x(T, τ, ξ)) = V (S, y(S, τ, ξ)) = 1,

y estos tiempos T y S se denominan como Tiempos de Cruce o Crossing times.
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Es importante enfatizar que la literatura dedicada a los homeomorfismos cons-
trúıdos gracias a los crossing times es considerablemente menor en comparación a
los homeomorfismos que usaron la función de Green. Esto se debe a que la equi-
valencia topológica via funciones de Green es un tópico interesante en śı mismo
mientras que el problema de la equivalencia topológica obtenida por los crossing ti-
mes ha sido usada como una herramienta técnica para resultados más generales. Por
ejemplo, Palmer [34] usa la propuesta de los crossing time para relacionar la equiva-
lencia topológica con la propiedad de dicotomı́a exponencial, mientras que Faxing
Lin [27] utiliza este resultado para obtener resultados de equivalencia topológica
en una familia más general de sistemas que pueden ser reducidas a ecuaciones más
simples. En la siguientes subsecciones entraremos en un mayor detalle de como se
aborda la propuesta de los crossing times.

2.1. El trabajo de K.J. Palmer (1979). En el trabajo [34] de Kenneth
J. Palmer, el problema de equivalencia topológica es considerada para los sistemas
(1.1)-(1.2), donde las funciones F : R× Rn → Rn y G : R× Rn → Rn satisfacen las
siguientes propiedades:

(P1) El origen es un equilibrio de los sistemas (1.1) y (1.2), es decir,

F(t, 0) = G(t, 0) = 0 para todo t ∈ R,
(P2) Existe L > 0 tal que, para cualquier t ∈ R y cualesquiera x, x̃ ∈ Rn,

||F(t, x)− F(t, x̃)|| ≤ L||x− x̃|| and ||G(t, x)− G(t, x̃)|| ≤ L||x− x̃||.
(P3) Existe una función continua V : R×Rn → R y constantes positivas C1, C2

y β tales que

C2||x||β ≤ V (t, x) ≤ C1||x||β para todo t ∈ R y x ∈ Rn.
(P4) Existe η > 0 tal que cualquier solución t 7→ ϕ(t) ya sea de (1.1) o de (1.2)

verifica

DV−(t, ϕ(t)) := ĺım inf
h→0+

V (t, ϕ(t))− V (t− h, ϕ(t− h))

h
≤ −η||ϕ(t)||β .

Las propiedades (P3) y (P4) son consistentes con (CT3), pues, definen a V
como una función de Lyapunov para los sistemas (1.1) y (1.2). Más aún, las propie-
dades (P3) y (P4) implican que origen es un equilibrio uniformemente asintótica-
mente estable de (1.1) y (1.2), cuyo resultado se enuncia a continuación:
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Lema 1.1. Si existe una función V : R×Rn → R que verifica las hipótesis
(P3) y además, existen constantes β, η,> 0 tales que cualquier solución t 7→
ϕ(t) del sistema (1.1) verifica la propiedad

ĺım inf
h→0+

V (t, ϕ(t))− V (t− h, ϕ(t− h))

h
≤ −η||ϕ(t)||β .

entonces, para cualquier solución t 7→ x(t) de (1.1) se verifica

(1.9) V (t, x(t)) ≤ V (s, x(s))e−
η
C1

(t−s) para cada t ≥ s.

En particular, se tiene que t 7→ V (t, x(t)) es estrictamente decreciente y se
verifican los siguientes ĺımites

ĺım
t→+∞

V (t, x(t)) = 0 y ĺım
t→−∞

V (t, x(t)) = +∞.

Más aún, si V : R×Rn → R es una función que verifica las hipótesis (P3)
y (P4), cualquier solución t 7→ x(t) de (1.1) o de (1.2) verifica la desigualdad
(1.9), que t 7→ V (t, x(t)) es estrictamente decreciente y los ĺımites descritos
arriba.

Demostración. Revisar la sección 1 del Apéndice B para un breve bosquejo
de la demostración. □

Observación 1.1. Notemos que si t 7→ γ(t) es solución de (1.1) o de (1.2),
se verifica que t 7→ V (t, γ(t)) es inyectiva, en efecto, si t ̸= s, entonces, al suponer
que t < s, se tiene que V (s, γ(s)) < V (t, γ(t)) por ser t 7→ V (t, γ(t)) decrecien-
te. Análogamente, si se verifica s < t, se satisface que V (t, γ(t)) < V (s, γ(s)).
Entonces, V (t, γ(t)) ̸= V (s, γ(s)) cuando t ̸= s.

Con esto, ya tenemos las herramientas necesarias para enunciar el resultado
obtenido por Kenneth J. Palmer:

Lema 1.2. [34, Lema, p.11] Suponga que F,G : R×Rn → Rn son continuas
verificando (P1)–(P4), entonces, tenemos que los sistemas (1.1) y (1.2) son
R−topológicamente equivalentes según la Definición 1.1 con H y G definidas
en las ecuaciones (1.7) y (1.8).

Más aún, las funciones H y G satisfacen las siguientes propiedades:
(i) Para todo t ∈ R, se verifican las estimaciones

||H(t, x)|| ≤ C
− 1

β

2 C
η

LC1β2

1 ||x||
η

LC1β si ||x|| ≤ C
− 1

β

1

y

||H(t, x)|| ≥ C
− 1

β

1 C
η

LC1β2

2 ||x||
η

LC1β si ||x|| ≥ C
− 1

β

2 ,

donde C1 y C2 están establecidas en (P3).

(ii) La función G : R× Rn → Rn definida por G(t, x) = H−1
t (x) verifica (i).

Demostración. Revisar la sección 2 del Apéndice B para leer un pequeño
bosquejo de la demostración. □
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2.2. El trabajo de Faxing Lin (2007). En [27], Lin obtiene un resultado
de equivalencia topológica entre el sistema lineal autónomo

(1.10) ẏ = −δ
2
Iy,

y el sistema cuasilineal

(1.11) ẋ = C(t)x+B(t)x+ g(t, x)

donde δ > 0 e I ∈ Mn×n(R) es la identidad, mientras que C,B : R → Mn×n(R)
son funciones continuas que verifican las siguientes propiedades:

(L1) Las funciones t 7→ B(t) y t 7→ C(t) son acotadas. En particular, t 7→ C(t)
es diagonal, es decir, C es de la forma C(t) = diag{C1(t), C2(t), . . . , Cn(t)}
para todo t ∈ R. Además, se verifican las estimaciones:

(1.12) Ci(t) ≤ −δ y ||B(t)|| < δ

4
para todo t ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}.

(L2) La función g : R × R → R es continua en R × Rn, g(t, 0) = 0 para todo
t ∈ R y satisface la propiedad

(1.13) ||g(t, x1)− g(t, x2)|| ≤
δ

4
||x1 − x2|| para todo t ∈ R, x1, x2 ∈ Rn.

Notemos que estas propiedades implican (CT1)–(CT3). Sin embargo, mien-
tras que (CT1) y (CT2) se obtienen de manera directa de (L1) y (L2), la pro-
piedad (CT3) se obtiene gracias al siguiente resultado, el cual está basado en una
lectura cuidadosa de [27, Prop.7, p.41] y nos permite deducir que los sistemas (1.10)
y (1.11) tienen la misma función de Lyapunov, a saber, (t, x) 7→ V (t, x) := ||x||2.

Proposición 1.2. Sea C : R →Mn×n(R) una función definida por

C(t) = diag{C1(t), C2(t), . . . , Cn(t)},
donde cada t 7→ Ci(t) es continua y acotada en R. Sea B : R → Mn×n(R)
una función continua en R. Supongamos que las funciones B y C verifican
las condiciones descritas en (L1) mientras que g : R × Rn → Rn verifica la
propiedad (L2) entonces, dado ξ ̸= 0, la única solución t 7→ x(t, τ, ξ) de (1.11)
que verifica x(τ, τ, ξ) = ξ satisface la desigualdad

(1.14) ||x(t, τ, ξ)||2 ≤ ||x(s, τ, ξ)||2 exp(−δ(t− s)), (t ≥ s).

Lo cual implica que t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2 es estrictamente decreciente y tiende a
cero cuando t→ +∞ y además diverge cuando t→ −∞.

Demostración. Sean F : R× Rn → Rn definidas por

F(t, ξ) = C(t)ξ +B(t)ξ + g(t, ξ),

donde I ∈Mn×n(R) es la identidad mientras que C,B : R →Mn×n(R) son matrices
acotadas que verifican la propiedad (L1) mientras que g verifica (L2). De este
modo, se tiene que

F(t, 0) = C(t)0 +B(t)0 + g(t, 0) = 0 para todo t ∈ R.

Si definimos L = δ
2 + sup

t∈R
||C(t)||, se verifica

||F(t, ξ1)− F(t, ξ2)|| ≤ L||ξ1 − ξ2||
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para todo t ∈ R y todo ξ1, ξ2 ∈ Rn.
Por otro lado, al calcular la derivada de t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2, obtenemos que

d

dt
(||x(t, τ, ξ)||2) =

d

dt
(xT (t, τ, ξ) · x(t, τ, ξ))

= 2xT (t, τ, ξ)C(t)x(t, τ, ξ) + xT (t, τ, ξ)(BT (t) +B(t))x(t, τ, ξ)

+gT (t, x(t, τ, ξ)) · x(t, τ, ξ) + xT (t, τ, ξ) · g(t, x(t, τ, ξ))

≤ −2δ||xT (t, τ, ξ)||2 + δ

2
||xT (t, τ, ξ)||2 + δ

2
||x(t, τ, ξ)||2

= −δ||x(t, τ, ξ)||2,

donde se usa que ||B(t)|| = ||BT (t)|| pues se está trabajando con la norma euclidia-
na. Por otro lado, la última estimación se debe a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
por (1.11) y (1.12). Entonces, resumiendo todo lo anterior:

(1.15)
d(||x(t, τ, ξ)||2)

dt
≤ −δ||x(t, τ, ξ)||2.

Luego, se verifican las hipótesis del Lema 1.1 lo cual implica lo siguiente

||x(t, τ, ξ)||2 ≤ ||x(s, τ, ξ)||2 exp(−δ(t− s)) para s ≤ t,

y aśı hemos demostrado la desigualdad (1.14). Más aún, tenemos que t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2
es decreciente y verifica los ĺımites

ĺım
t→+∞

||x(t, τ, ξ)||2 = 0 y ĺım
t→−∞

||x(t, τ, ξ)||2 = +∞,

concluyendo la demostración. □

Observación 1.2. Gracias a la Proposición 1.2, se afirma que para cualquier
(τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}), la función t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2 es inyectiva en R, en efecto,
supongamos que t, s ∈ R tales que t > s. Se verifica que exp(−δ(t − s)) < 1 y por
ende

||x(t, τ, ξ)||2 ≤ ||x(s, τ, ξ)||2 exp(−δ(t− s)) < ||x(s, τ, ξ)||2,
y un argumento análogo a este, uno obtiene que

||x(s, τ, ξ)||2 < ||x(t, τ, ξ)||2 para cualquier t, s ∈ R tal que t < s,

es decir, se verifica que ||x(t, τ, ξ)||2 ̸= ||x(s, τ, ξ)||2 y se concluye que la función
t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2 es inyectiva en R.

Observación 1.3. Notemos que en el cálculo de la derivada de t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2,
obtenemos la siguiente estimación:

d(||x(t, τ, ξ)||2)
dt

≤ −δ||x(t, τ, ξ)||2,

la cual será una herramienta crucial en los caṕıtulos 2 y 3 de este trabajo.

De la observación 1.3, notemos que el trabajo realizado por Lin para los sistemas
(1.11) y (1.10) puede verse como ejemplo de lo realizado por Palmer en [34] con
(1.1) y (1.2), en efecto, las funciones F : R×Rn → Rn y G : R×Rn → Rn definidas
por

F(t, x) = C(t)x+B(t)x+ g(t, x) y G(t, y) = −δ
2
Iy
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satisfacen las siguientes propiedades:

• Tanto F como G satisfacen

F(t, 0) = G(t, 0) = 0 para cada t ∈ R,
por ende, la propiedad (P1) se verifica inmediatamente.

• Sean M = sup
t∈R

||C(t)|| y L0 =M + δ
2 .

||F(t, ξ1)− F(t, ξ2)|| ≤ L0||ξ1 − ξ2|| y ||G(t, ξ1)− G(t, ξ2)|| ≤ L0||ξ1 − ξ2||
para todo ξ1, ξ2 ∈ Rn y todo t ∈ R. Lo cual implica que la propiedad (P2) también
se cumple con L = L0.

• La función V : R× Rn → R definida por V (t, ξ) = ||ξ||2 verifica trivialmente
la propiedad (P3) al considerar C1 = C2 = 1 y β = 2.

• Por último, la observación 1.3 junto con el hecho de que cualquier solución
t 7→ y(t, τ, ξ) de (1.10) satisface

y(t, τ, ξ) = e−
δ
2 (t−τ)ξ,

implican la propiedad (P4) considerando η = δ > 0. Las cuales son consistentes
con las propiedades (CT1)–(CT3) detalladas al inicio de esta sección.

Como hemos dicho, si bien el trabajo de F. Lin solo es un caso particular de lo
considerado por K.J. Palmer, debemos destacar en que consiste un caso expĺıcito
donde ambos sistemas tienen la misma función de Lyapunov.

Ahora, consideraremos la definición de equivalencia topológica considerada por
Lin:

Definición 1.4 (Equivalencia Topológica). [26, Def. 1] Se dice que los sistemas
(1.1) y (1.2) son topológicamente equivalentes si se verifica la existencia una
función H : R× Rn → Rn que satisface las siguientes condiciones:

(ET1) H(t, x) → H(t, x0) cuando x → x0 y ||H(t, x)|| → +∞ si ||x|| → +∞
uniformemente con respecto a t,

(ET2) Ht : Rn → Rn definida por Ht(x) = H(t, x) es un homeomorfismo para
todo t ∈ R fijo,

(ET3) G : R× Rn → Rn, definida por G(t, x) := H−1
t (x) satisface (ET1),

(ET4) La función t 7→ H(t, x(t)) es una solución de (1.2) cuando t 7→ x(t) es
solución de (1.1) y por último,

(ET5) La función t 7→ G(t, y(t)) es una solución de (1.1) cuando t 7→ y(t) es
solución de (1.2).

La equivalencia topológica entre (1.1) y (1.2) se denota como (1.1)∼(1.2) y la
función H se llama función de equivalencia topológica.

Similarmente a la Definición 1.3, la definición precedente tiene ciertas similitu-
des y diferencias con la Definición 1.1, en efecto, la propiedad (i) de la definición
1.1 es consistente con la propiedad (ET2) de la Definición 1.4. Por otro lado, las
propiedades (ET4) y (ET5) de la Definición 1.4 coinciden con la propiedad (ii) de
la Definición 1.1. Sin embargo, la propiedad (iii) de la Definición 1.1 se reemplaza
por las propiedades (ET1) y (ET3) en la Definición 1.4.

Para finalizar esta sección, enunciaremos una reformulación del resultado de
Lin obtenido en el Lema 1 de [27].
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Proposición 1.3. Si los sistemas (1.10)–(1.11) verifican las propiedades
(L1) y (L2), entonces, (1.10)–(1.11) son R–topológicamente equivalentes con
H y G definidos por:

(1.16) H(τ, ξ0) =

{
x(T (τ, ξ0), τ, ξ0)e

− δ
2 (τ−T (τ,ξ0)) ξ0 ̸= 0

0 ξ0 = 0,

y

(1.17) G(τ, ξ0) =

{
x(τ, S(τ, ξ0), e

− δ
2 (S(τ,ξ0)−τ)ξ0) ξ0 ̸= 0

0 ξ0 = 0,

donde T := T (τ, ξ0) y S := S(τ, ξ0) son los únicos tiempos tales que las normas
euclideanas de sus soluciones verifican

(1.18) ||x(T, τ, x0)||2 = ||y(S, τ, y0)||2 = 1.

Demostración. Revisar la sección 3 del Apéndice B. □

Observación 1.4. Si x0, y0 ̸= 0, la identidad y(t, t0, y0) = e−
δ
2 (t−t0)y0 implica

que H(τ, x0) y G(τ, y0) tengan la siguiente caracterización alternativa:

H(τ, x0) = y(τ, T (τ, x0), x(T (τ, x0), τ, x0))

y

G(τ, y0) = x(τ, S(τ, y0), y(S(τ, y0), τ, y0))

los cuales coinciden con (1.7)–(1.8) y también implican las identidades

y(T (τ, x0), τ,H(τ, x0)) = x(T (τ, x0), τ, x0)

y

x(S(τ, y0), τ, G(τ, y0)) = y(S(τ, y0), τ, y0).

Las figuras 1, 2 y 3 permitirán ilustrar la construcción los homeomorfismos
H y G. En efecto, si consideramos una condición inicial ξ en el exterior de la
esfera unitaria, la Figura 1 ilustra las soluciones de t 7→ x(t, τ, ξ) (izquierda) y
t 7→ y(t, τ, ξ), la cuales convergen asintóticamente al origen e intersectan a la esfera
unitaria en los tiempos T (τ, ξ) y S(τ, ξ) respectivamente. Es decir

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 y ||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1

La Figura 2 considera la función identidad Id : Sn−1 → Sn−1 aplicada al vector
x(T (τ, ξ), τ, ξ). Luego, se grafica la solución t 7→ y(t, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) de la
ecuación diferencial (1.10) con condición inicial x(T (τ, ξ), τ, ξ) en t = T (τ, ξ) y se
grafica su evolución (en tiempo reverso) en el intervalo [τ, T (τ, ξ)]. En particular,
se tiene que y(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)), lo cual corresponde a H(τ, ξ).

Finalmente, la Figura 3 representa una construcción análoga para la función
G(τ, ξ).

Observación 1.5. H no es un homeomorfismo porque, dado que la dimensión
del dominio no coincide con la del codominio, H no puede ser biyectiva. Sin em-
bargo, podemos construir una familia de homeomorfismos a partir de dicha función
fijando variable temporal. Es decir, recordemos que para cada τ ∈ R fijo, la función
Hτ : Rn → Rn definida por Hτ (ξ) = H(τ, ξ) es un homeomorfismo. Ésto motiva la
siguiente definición:
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Figura 1. Izq: Comportamiendo del Crossing time T asociado
a (1.11). Der.: Comportamiendo del Crossing time S asociado a
(1.10)

Figura 2. La ĺınea azul describe el comportamiento de (τ, ξ) 7→
H(τ, ξ), tal que (τ, ξ) 7→ x(T (τ, ξ), τ, ξ) y posteriormente la multi-
plica por la exponencial descrita en la función H.

Definición 1.5. Para (τ, ξ) ∈ R× Rn, consideremos t 7→ x(t, τ, ξ) la solución
de (1.11) con condición inicial ξ en tiempo t = τ . La función Hτ : Rn → Rn
definida por

Hτ (ξ) = H(τ, ξ) =

 e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ)x(T (τ, ξ), τ, ξ) para ξ ̸= 0

0 para ξ = 0,

se conoce como el Homeomorfismo de Lin.
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Figura 3. Esta figura es idéntica a la anterior, pero con la función
(τ, ξ) 7→ G(τ, ξ).

3. La equivalencia topológica, sus propiedades de suavidad y la
novedad de este trabajo

Mientras que el problema de equivalencia topológica empezó a desarrollarse
en la década de 1970 en el marco no autónomo, el estudio de las propiedades de
derivabilidad sobre las funciones Ht y Gt de la Definición 1.1 se inició en la decada
de 2010 y en consecuencia, es considerablemente menos estudiado.

De acuerdo a nuestra revisión bibliográfica, los primeros resultados de suavidad
sobre las funciones Ht y Gt son basadas en la función de Green, las cuales se han
obtenido en el caso contractivo en [6, 7, 8, 9] y también han sido usadas para el
caso contractivo/expansivo en [19] bajo hipótesis fuertes sobre la perturbación cua-
silineal. En este marco, es importante subrayar que recientemente se han obtenido
resultados menos restrictivos en el caso contractivo/expansivo por Cuong et al. y
Dragicevic et al. donde ambos casos se inspiraron en las ideas abordadas por Sten-
berg considerando condiciones de resonancias en términos del espectro asociado a
la dicotomı́a exponencial [13] y a la dicotomı́a exponencial no uniforme [15, 16].
En este contexto, también destacamos las notables contribuciones realizadas por
Backes & Dragicevic en [1], Barreira & Valls en [4] y Lu et al. en [29].

Sorprendentemente y hasta lo que se sabe, no hay estudios de propiedades de
suavidad para los homeomorfismos Ht y Gt que consideren la propuesta de los
crossing time y este trabajo puede ser visto como una contribución en este tema.





Caṕıtulo 2

Diferenciabilidad del Homeomorfismo de Lin y su
inversa

Como se vio en el caṕıtulo anterior, se define la función Crossing Time para el
sistema (1.11) como una función T : R× (Rn \{0}) → R, la cual verifica la igualdad

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (R \ {0}).

La estabilidad asintótica uniforme de (1.11), descrita en la Proposición 1.2,
jugará un rol clave en la demostración de la existencia y unicidad de T (τ, ξ).

En la primera parte de este caṕıtulo, se demostrará la anteriormente mencio-
nada existencia y unicidad de la función crossing time con mayores detalles, cuya
estrategia de demostración será aplicar la estabilidad asintótica uniforme de (1.11)
combinada con el Teorema de los valores intermedios [41, Teo 1, Cap 7].

En la segunda parte de este caṕıtulo, demostraremos que la función H, descrita
en la ecuación (1.16), es de clase C 1(R × (Rn \ {0}),Rn). Para ello, demostrare-
mos que la función crossing time es derivable en R × (Rn \ {0}). Adicionalmente,
utilizaremos éste y otros resultados con el objetivo de demostrar que la función
H es continuamente diferenciable, lo cual implicará que cada homeomorfismo de
Lin Hτ = H(τ, ·) definido en (1.16) también sea continuamente diferenciable en
Rn \ {0}. Sin embargo, esto requerirá agregar hipótesis adicionales de regularidad
sobre el sistema (1.11).

1. La función Crossing Time del sistema no lineal y sus propiedades

1.1. Existencia y unicidad de la Función Crossing Time. En primer
lugar, demostraremos el siguiente resultado técnico

Lema 2.1. Dados ξ ∈ Rn \ {0}, τ ∈ R y una solución t 7→ x(t, τ, ξ) del
sistema (1.11). Entonces, existe un único T (τ, ξ) ∈ R tal que

(2.1) ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1.

Demostración. Notemos que para demostrar la existencia de la función T ,
tendremos que verificar que T : R × (Rn \ {0}) está bien definida, es decir, para
cada (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) exista un único y ∈ R tal que y = T (τ, ξ) que también
satisfaga

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1.

Existencia de T . Para cada (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) existe un único y ∈ R tal que
y = T (τ, ξ).

25
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Dados (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}), por la Proposición 1.2 del caṕıtulo anterior, se
verifican los comportamientos asintóticos

(2.2) ĺım
t→+∞

||x(t, τ, ξ)||2 = 0

y

(2.3) ĺım
t→−∞

||x(t, τ, ξ)||2 = +∞.

Entonces, al escoger ε = 1, la definición de ĺımite establece la existencia de
reales positivos T1(ε), T2(ε) > 0 tales que

||x(t, τ, ξ)||2 < 1 para todo t ≥ T1(ε) por (2.2) y

||x(t, τ, ξ)||2 > 1 para todo t ≤ −T2(ε) por (2.3).

De este modo, podemos definir el intervalo I = [−T2(ε), T1(ε)] y la función

ϕ(τ, ξ, ·) : R −→ R
t 7−→ ϕ(τ, ξ, t) := ||x(t, τ, ξ)||2 − 1.

Como t 7→ ϕ(τ, ξ, t) es continua en R, se tiene que t 7→ ϕ(τ, ξ, t) es continua en
I. Además, se verifican las desigualdades:

ϕ(τ, ξ, T1(ε)) < 0 y ϕ(τ, ξ,−T2(ε)) > 0,

entonces, dado que I es compacto, el Teorema de los valores intermedios [41, Teo
1, Cap 7] implica la existencia de T (τ, ξ) ∈ I tal que

ϕ(τ, ξ, T (τ, ξ)) = 0,

es decir, existe T (τ, ξ) ∈ I ⊆ R tal que

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1,

y, como (τ, ξ) es arbitrario, hemos demostrado la existencia de T (τ, ξ) ∈ R que
verifica (2.1) para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}).

Unicidad del crossing time. Sea (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}) y T(τ, ξ) otro número
real que verifique

||x(T(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}).

Entonces, se tiene que

||x(T(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 = ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}),

y la inyectividad de t 7→ ||x(t, τ, ξ)||2, descrita en la Observación 1.2, implica que
T(τ, ξ) = T (τ, ξ) para todo (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}). Luego, se tiene que el número
T (τ, ξ) es único para cada (τ, ξ) y con ello se demuestra la existencia y unicidad del
Crossing Time T . □

Observación 2.1. Si τ ∈ R y ξ ∈ Rn \ {0}, la solución t 7→ x(t, τ, ξ) del
sistema no lineal (1.11) verifica los ĺımites (2.2)–(2.3), de modo que la función
t 7→ ϕ(τ, ξ, t) verifica el comportamiento asintótico

ĺım
t→+∞

ϕ(τ, ξ, t) = −1 y ĺım
t→−∞

ϕ(τ, ξ, t) = +∞.
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Por otro lado, recordemos que se consideró intervalo I = [−T2(ε), T1(ε)]. En
caso de que t ≥ T1, se tiene que

ϕ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1 < 0,

mientras que t ≤ −T2 implica

ϕ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1 > 0,

de modo que siempre se tiene que ϕ(τ, ξ, t) < 0 para todo t ≥ T1 y ϕ(τ, ξ, t) > 0
para todo t ≤ −T2.

Observación 2.2. A partir de la Proposición 1.2, observamos que para cada
(τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) se verifica:

i) Si ||ξ|| > 1, entonces T (τ, ξ) > τ ,
ii) Si ||ξ|| < 1, entonces T (τ, ξ) < τ ,
iii) Si ||ξ|| = 1, entonces T (τ, ξ) = τ .

Observación 2.3. Para terminar, cabe mencionar que la demostración de la
existencia y unicidad del crossing time T requirió considerar la familia de funciones
auxiliares

ϕ(τ, ξ, ·) : I(τ, ξ) −→ R

t 7−→ ϕ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1

donde I(τ, ξ) ⊆ R es un intervalo compacto que depende de (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}).
Entonces, podemos hacer una extensión de ϕ considerando la función

ψ : R× R× Rn −→ R

(τ, ξ, t) 7−→ ϕ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1,

y tener en cuenta dos propiedades:

Para todo ξ0 ∈ Rn \ {0} y todo τ0 ∈ R se verifica

ψ(τ0, ξ0, ·)|I(τ0,ξ0) = ϕ(τ0, ξ0, ·).
Para todo ξ ∈ Rn \ {0} y todo τ ∈ R se verifica que

ψ(τ, ξ, T (τ, ξ)) = 0.

La función ψ jugará un rol crucial en la sección siguiente. En efecto, buscaremos
condiciones suficientes para que ψ sea derivable en R × R × Rn y, por ende, para
demostrar que ξ 7→ T (τ, ξ) lo es en Rn \ {0}, bajo las condiciones obtenidas para ψ.

1.2. Diferenciabilidad del Crossing Time del sistema no lineal. Con-
sideremos la solución t 7→ x(t, τ, ξ) del sistema (1.11). Dicha función también puede
ser vista como:

x : R× R× Rn −→ Rn
(t, τ, ξ) 7−→ x(t, τ, ξ).

En el Lema 2.1, se demostró la existencia y unicidad de la función Crossing
Time T : R× (Rn \ {0}) → R, la cual satisface la propiedad

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para todo (τ, ξ) ∈ Rn \ {0} × R.
El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes que aseguran la de-

rivabilidad de la función crossing time:
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Teorema 2.1 (Derivabilidad de la función crossing time). Consideremos
el sistema no lineal (1.11), el cual verifica las condiciones (1.12) y (1.13) y
sea T la función Crossing Time asociada a (1.11).

Supongamos que g, (t, ξ) 7→ B(t)ξ y (t, ξ) 7→ C(t)ξ son funciones de clase
C 1(R× Rn,Rn), entonces, para cualquier ξ0 ∈ Rn \ {0} y todo τ0 ∈ R existen
subconjuntos abiertos U ⊆ R× (Rn \ {0}) y V ⊆ R tales que:

(i) (τ0, ξ0) ∈ U ,
(ii) T (τ, ξ) ∈ V para todo (τ, ξ) ∈ U ,
(iii) T ∈ C 1(U, V ).

En particular, se verifica que T ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),Rn).
Más aún, si definimos F : R×Rn → Rn por F(τ, ξ) = C(t)ξ+B(t)ξ+g(t, ξ)

y ∂T (τ,ξ)
∂ξ es la derivada parcial de T respecto a ξ, entonces,

(2.4)
∂T (τ, ξ)

∂ξ
= − Dξx(T (τ, ξ), τ, ξ)x(T (τ, ξ), τ, ξ)

F(τ, x(T (τ, ξ), τ, ξ)) · x(T (τ, ξ), τ, ξ)
.

La demostración de este Teorema será una aplicación de dos resultados distin-
guidos: el Teorema de la función impĺıcita y la propiedad de derivabilidad de las
soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a las condiciones iniciales, los
cuales están enunciados en el Apéndice A sin demostración. Este último resultado
asumirá hipótesis adicionales sobre el sistema (1.11).

Recordemos que nuestro interés viene dado por el estudio de condiciones de
derivabilidad para la función Crossing Time T asociada al sistema (1.11), es decir,
estamos estudiando condiciones para la ecuación diferencial

dx

dt
= C(t)x+B(t)x+ g(t, x)

donde C,B : R →Mn×n(R) verifican (1.12) y g : R× Rn → Rn verifica (1.13).
Con el fin de aplicar los resultados de derivabilidad de soluciones con respecto a

las condiciones iniciales (ver la Proposición A.5) a la solución t 7→ x(t, τ, ξ) del siste-
ma (1.11), usaremos las siguientes notaciones: consideraremos ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈
Rn \ {0} tal que la solución t 7→ x(t, τ, ξ) de (1.11) es una función vectorial de la
forma

x(t, τ, ξ) = (x1(t, τ, ξ), x2(t, τ, ξ), . . . , xn(t, τ, ξ)) ∈ Rn,
por otro lado, ∂x(t,τ,ξ)∂ξ será la derivada parcial de (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) respecto a la

condición inicial ξ ∈ Rn, esto es,

∂x(t, τ, ξ)

∂ξ
=

{
∂xi(t, τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

∈Mn×n(R),

además, ∂x(t,τ,ξ)∂t = dx(t,τ,ξ)
dt ∈ Rn y ∂x(t,τ,ξ)

∂τ será la derivada parcial de la solución
t 7→ x(t, τ, ξ) respecto al tiempo inicial.

A partir del Teorema de la derivabilidad con respecto a las condiciones ini-
ciales (ver Proposición A.5 del Apéndice A) y de algunos resultados clásicos del
cálculo vectorial, obtendremos resultados que serán de utilidad para demostrar la
derivabilidad de la función crossing time T , enunciado en el Teorema 2.1:
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Lema 2.2. En el sistema no lineal (1.11), supongamos que la función
g : R×Rn → R es continua y que se verifican las propiedades (1.12) y (1.13).

Si (t, ξ) 7→ B(t)ξ, (t, ξ) 7→ C(t)ξ y (τ, ξ) 7→ g(τ, ξ) son funciones de clase
C 1(R×Rn,Rn), entonces, la solución (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) del sistema no lineal
(1.11) es de clase C 1(R× R× Rn,Rn).

Por último, tenemos que (t, τ, ξ) 7→ ∂x(t,τ,ξ)
∂ξ ∈ Mn×n(R) es solución del

problema de valores iniciales matricial

(2.5)
dX

dt
=
∂F(t, x(t, τ, ξ))

∂x
X y X(τ) = I.

Demostración. En efecto, sea F : R× Rn → Rn definida por

(2.6) F(t, ξ) = C(t)ξ +B(t)ξ + g(t, ξ)

donde C : R → Mn×n(R), B : R → Mn×n(R) y g : R × R → Rn cumplen con las
condiciones descritas en (1.12) y (1.13), es decir, C satisface la identidad

C(t) = diag{C1(t), C2(t), . . . , Cn(t)}

siendo Ci : R → R funciones continuas y acotadas que satisfacen Ci(t) ≤ −δ para
todo t ∈ R e i ∈ {1, 2, . . . , n}. Mientras que B : R → Mn×n(R) es una función
continua en R que verifica

||B(t)|| ≤ δ

4
para todo t ∈ R,

por otro lado, g : R × Rn → R es una función continua que verifica g(t, 0) ≡ 0 e
y 7→ g(t, ξ) es lipschiztiana, cuya constante de Lipschitz es δ/4. Lo cual implica que
si t ∈ R y ξ1, ξ2 ∈ Rn, entonces,

||F(t, ξ1)− F(t, ξ2)|| ≤ ||C(t)|| ||ξ1 − ξ2||+ ||B(t)|| ||ξ1 − ξ2||+ δ
4 ||ξ1 − ξ2||

≤
(
M +

δ

2

)
||ξ1 − ξ2||,

siendo M = sup{||C(t)|| : t ∈ R}. De modo que en virtud de la Proposición A.1
del Apéndice A (en este caso, considerando J = R), para cada (τ, ξ) ∈ R × Rn se
verifica que el intervalo maximal de existencia de t 7→ x(t, τ, ξ) es R.

Como tenemos (t, ξ) 7→ C(t)ξ, (t, ξ) 7→ B(t)ξ y (t, ξ) 7→ g(t, ξ) son de clase
C 1(R × Rn,Rn), entonces, se verifica que F ∈ C 1(R × Rn,Rn) por ser suma de

funciones de clase C 1(R×Rn,Rn). Ésto tiene una serie de implicancias importantes:
Por la Proposición A.5, a saber, el Teorema de derivabilidad con respecto a las

condiciones iniciales, la función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C 1(D,Rn) donde

D = {(t, τ, ξ) ∈ R2+n : a(τ, ξ) < t < b(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ R× Rn},

donde cada ]a(τ, ξ), b(τ, ξ)[⊆ R corresponde al intervalo maximal de existencia de
t 7→ x(t, τ, ξ), pero como se mencionó al principio de la demostración, se verifica
]a(τ, ξ), b(τ, ξ)[= R para cada (τ, ξ) ∈ R×Rn y se concluye que D = R×R×Rn, es
decir, hemos demostrado que (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C 1(R× R× Rn,Rn).

Además, si I ∈Mn×n(R) es la matriz identidad de orden n, la Proposición A.5

garantiza que la función (t, τ, ξ) 7→ ∂x(t,τ,ξ)
∂ξ ∈ Mn×n(R) sea solución del problema
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de valores iniciales 
dX

dt
=

∂F(t, x(t, τ, ξ))

∂x
X

X(τ) = I,

lo cual concluye la demostración. □

Usando la regla de la cadena1 junto al Lema 2.2 que acabamos de demostrar,
obtendremos un resultado técnico necesario para determinar la derivabilidad de
la función ψ definida en la Observación 2.3. Recordemos la construcción de dicha
función:

Dada la solución t 7→ x(t, τ, ξ) de la ecuación no lineal (1.11), la función ψ viene
definida de la siguiente forma:

ψ : R× Rn × R −→ R

(τ, ξ, t) 7−→ ||x(t, τ, ξ)||2 − 1.

Al igual que antes, denotaremos por ∂ψ
∂ξ ∈ M1×n(R) como la derivada parcial

de ψ respecto a ξ ∈ Rn. Dado que ψ es una función escalar, sabemos que ∂ψ
∂ξ ∈ Rn.

Como es habitual, denotaremos por ∂ψ
∂t ∈ R a la derivada parcial de ψ respecto a t

y ∂ψ
∂τ ∈ R es la derivada parcial de ψ respecto a τ.
Por último, de aqúı en lo que resta de caṕıtulo, asumiremos que F es la función

F : R× Rn → Rn definida previamente en la ecuación (2.6), es decir,

F(t, ξ) = C(t)ξ +B(t)ξ + g(t, ξ)

y el siguiente resultado describe las propiedades de derivabilidad de la función ψ:

Corolario 2.1. Bajo las hipótesis del Lema 2.2, la función ψ : R×Rn×R → R
definida por

ψ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1,

es de clase C 1 en R× Rn × R.
Además, la función (τ, ξ, t) 7→ ∂ψ(τ,ξ,t)

∂ξ ∈ Rn verifica

(2.7)
∂ψ(τ, ξ, t)

∂ξ
= 2

∂x(t, τ, ξ)

∂ξ
x(t, τ, ξ),

mientras que la función (τ, ξ, t) 7→ ∂ψ(τ,ξ,t)
∂t ∈ R verifica

(2.8)
∂ψ(τ, ξ, t)

∂t
= 2 [C(t)x(t, τ, ξ) +B(t)x(t, τ, ξ) + g(t, x(t, τ, ξ))] · x(t, τ, ξ),

donde · denota el producto interno euclideano de Rn.

Demostración. Como g ∈ C 1(R × Rn,Rn), y las funciones (t, ξ) 7→ C(t)ξ y
(t, ξ) 7→ B(t)ξ son de clase C 1(R × Rn,Rn), el Lema 2.2 nos dice que la solución
t 7→ x(t, τ, ξ) de (1.11), al ser vista como una función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ), es de
clase C 1 en R× R× Rn.

Sea v : Rn → R definida por

v(ξ) = ||ξ||2 − 1.

1En este trabajo, usaremos el Teorema [30, Teo 11, Cap 2] como referencia.



1. LA FUNCIÓN CROSSING TIME DEL SISTEMA NO LINEAL Y SUS PROPIEDADES 31

Entonces, notemos que

ψ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1 = v(x(t, τ, ξ)).

Usando lo anterior, aplicaremos la regla de la cadena. Para ello, basta verificar
que v ∈ C 1(Rn,R), sin embargo, si ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn, se sigue que

v(ξ) = ||ξ||2 − 1 =

n∑
i=1

ξ2i − 1

lo cual corresponde a un polinomio cuadrático de n variables, lo cual implica
que v ∈ C∞ (Rn,R), y en particular, v es de clase C 1 (Rn,R) . Entonces, ψ ∈
C 1 (R× Rn × R,R) .

Para terminar, calculemos las derivadas parciales ∂ψ
∂ξ y ∂ψ

∂t . Para ello, veamos

que para todo j ∈ {1, . . . , n} se verifica la identidad:

∂ψ(τ, ξ, t)

∂ξj
=

∂

∂ξj
[||x(t, τ, ξ)||2 − 1] = 2

n∑
i=1

xi(t, τ, ξ)
∂xi(t, τ, ξ)

∂ξj
,

lo cual implica que

∂ψ(τ, ξ, t)

∂ξ
=

(
∂ψ(τ, ξ, t)

∂ξ1
, . . . ,

∂ψ(τ, ξ, t)

∂ξn

)
= 2

∂x(t, τ, ξ)

∂ξ
x(t, τ, ξ)

y se verifica (2.7).

Por último, al calcular ∂ψ
∂t , se tiene que

∂ψ(τ, ξ, t)

∂t
=

∂

∂t
[||x(t, τ, ξ)||2 − 1] = 2

∂x(t, τ, ξ)

∂t
· x(t, τ, ξ)

= 2{C(t)x(t, τ, ξ) +B(t)x(t, τ, ξ) + g(t, x(t, τ, ξ))} · x(t, τ, ξ),
verificándose (2.8) y se concluye la demostración. □

Ahora contamos con todas las herramientas para llevar a cabo la demostración
del Teorema 2.1.

1.3. Demostración del Teorema 2.1. La demostración de la derivabilidad
de la función Crossing Time será una aplicación del Teorema de la Función Impĺıcita
(Proposición A.4) y será subdividida en pasos para corroborar las hipótesis de dicha
Proposición.

Paso 1. Preliminares:
Dados (τ0, ξ0) ∈ R × (Rn \ {0}), necesitamos definir tres espacios de Banach

X,Y, Z y un subconjunto abierto O en X × Y tales que (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ O,
además de requerir de una función f : O → Z de clase C 1(O, Z) que satisface
f(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = 0Z .

Los espacios de Banach serán X := (R×Rn,
√

| · |2 + || · ||2) e Y = Z = (R, | · |),
siendo || · || la norma euclideana de Rn y | · | el valor absoluto.
Paso 2. Construcción del abierto O y la función f :

Como Rn \ {0} es abierto en Rn, el conjunto O := R × (Rn \ {0}) × R es un
subconjunto abierto de R× Rn × R = X × Y .

Sea x : R2+n → R la solución de (1.11), es decir, para cada (τ, ξ) ∈ R1+n

la función t 7→ x(t, τ, ξ) es solución del sistema (1.11). Finalmente, definimos la
función f : O → R como f(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1.
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Recordemos que ψ : R× Rn × R → R está definida por

ψ(τ, ξ, t) := ||x(t, τ, ξ)||2 − 1,

entonces, por la definición de ψ y f , se verifica que ψ|O = f.

Paso 3. f ∈ C 1(O,R):
Como g ∈ C 1(R× Rn,Rn), y las funciones (t, ξ) 7→ B(t)ξ y (t, ξ) 7→ C(t)ξ son

de clase C 1(R × Rn,Rn), el Corolario 2.1 garantiza que ψ ∈ C 1(R × Rn × R,Rn)
entonces, f = ψ|O ∈ C 1(O,Rn).

Paso 4. Existe (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ O tal que f(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = 0:
Recordemos que T verifica la identidad

||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para todo y ̸= 0 y todo τ ∈ R,

en particular, como ξ0 ̸= 0, se tiene que (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ O con la identidad

(2.9) f(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = ||x(T (τ0, ξ0), τ0, y0)||2︸ ︷︷ ︸
=1

−1 = 0.

Paso 5. DfT (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) es invertible y su inversa pertenece a L(Z, Y ):

Por construcción, se tiene que ψ(τ, ξ, t) ∈ R para todo (τ, ξ, t) ∈ R × Rn × R,
lo cual implica que f(τ, ξ, t) ∈ R para todo (τ, ξ, t) ∈ O y por ende, ∂f(τ,ξ,t)∂t ∈ R,
entonces, nos basta probar que ∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂T ̸= 0 para verificar que este último
sea invertible.

Para verificar dicha invertibilidad, recordemos que F : R × Rn → Rn está
definida en (2.6) donde C, B y g verifican las propiedades (1.12) y (1.13), además
de la condición g(t, 0) = 0 para cada t ∈ R, entonces, observemos que la desigualdad
(1.15) combinada con ||x(T (τ0, ξ0), τ0, ξ0)||2 = 1 nos dice que para todo t ∈ R se
tiene que

(2.10)

∂f(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0))

∂T
=

∂

∂T

{
||x(T (τ0, ξ0), τ0, ξ0)||2 − 1

}
≤ −δ ||x(T (τ0, ξ0), τ0, ξ0)||2︸ ︷︷ ︸

=1

= −δ < 0,

lo cual se reduce a que ∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂T < 0, es decir, al ver ∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂T como
una matriz cuadrada de orden 1, tenemos que esta última es una matriz invertible.

Para finalizar, si definimos Q : R → R con Qz =
(
∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂t

)−1

z, tenemos que

Q es un operador lineal sobre un R−espacio vectorial de dimensión 1 y por tanto, un

operador lineal acotado, es decir,
(
∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂t

)−1

= Q ∈ L(R,R) = L(Z, Y ).

Paso 6. Fin de la demostración:
El Teorema de la Función Impĺıcita (ver Proposición A.4) asegura la existencia

de un conjunto abierto U ⊆ R× Rn con (τ, ξ) ∈ U , un subconjunto abierto V ⊆ R
y una función s : U → V tales que

(i) (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ U × V .
(ii) U × V ⊆ O y por ende U ⊆ R× (Rn \ {0}).
(iii) s ∈ C 1(U, V ) y ψ(τ, ξ, s(τ, ξ)) = 0 para todo (τ, ξ) ∈ U .
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(iv) Para cada (τ, ξ) ∈ U se tiene que ∂ψ(τ,ξ,s(τ,ξ))
∂t es invertible y además,(

∂ψ(τ,ξ,s(τ,ξ))
∂t

)−1

∈ L(Z, Y ).

(v) s(τ0, ξ0) = T (τ0, ξ0).

Demostraremos que T (τ, ξ) = s(τ, ξ) para todo (τ, ξ) ∈ U , en efecto, por el
Lema 2.1 se tiene que la función (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ) verifica ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1, sin
embargo,

ψ(τ, ξ, s(τ, ξ)) = 0 =⇒ ||x(s(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 = ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2,
entonces, la unicidad de T (τ, ξ) descrita en el Lema 2.1 implica que s(τ, ξ) = T (τ, ξ)

para todo (τ, ξ) ∈ U . Ésto implica que la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ)
verifica las siguientes condiciones:

a.- T ∈ C 1(U, V ), pues, s ∈ C 1(U, V ) y T |U = s y en particular, las derivadas
parciales de T existen y son continuas en (τ0, ξ0).

b.- Si ∂T (τ,ξ)
∂ξ es la matriz jacobiana de T , para todo (τ, ξ) ∈ U se verifica la

igualdad ∂s(τ,ξ)
∂ξ = ∂T (τ,ξ)

∂ξ .

Lo anterior es válido para todo (τ0, ξ0) ∈ R× (Rn \ {0}). Por lo tanto, se tiene
que (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ) es continuamente diferenciable en cada (τ0, ξ0) ∈ R×(Rn\{0}),
lo que equivale a T ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),Rn).

Para finalizar, si (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}), se tiene que

∂T (τ, ξ)

∂ξ
=

∂s(τ, ξ)

∂ξ
= −

(
∂ψ(τ, ξ, s(τ, ξ))

∂s

)−1
∂ψ(τ, ξ, s(τ, ξ))

∂ξ

= −
(
∂ψ(τ, ξ, T (τ, ξ))

∂T

)−1
∂ψ(τ, ξ, T (τ, ξ))

∂ξ

= − Dξx(T (τ, ξ), τ, ξ)x(T (τ, ξ), τ, ξ)

F(T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) · x(T (τ, ξ), τ, ξ)
verificándose (2.4) y con ésto se demuestra el Teorema 2.1. □

2. La derivada del Homeomorfismo de Lin.

Dada la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ) y la solución t 7→ x(t, τ, ξ) del
sistema (1.11), recordemos que para cada τ fijo, el homeomorfismo de Lin se definió
en (1.16) como sigue:

Hτ : Rn −→ Rn

ξ 7−→ Hτ (ξ) =

 e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ)x(T (τ, ξ), τ, ξ) ξ ̸= 0

0 ξ = 0.

Los resultados obtenidos en la subsección anterior nos permitirán estudiar la
derivabilidad de ξ 7→ Hτ (ξ) para todo τ fijo.
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Teorema 2.2. Bajo las hipótesis del Teorema 2.1, la función de Lin de-
finida en (1.16) verifica H ∈ C 1(R × (Rn \ {0}),Rn \ {0}). En particular, el
Homeomorfismo de Lin satisface Hτ ∈ C 1(Rn \{0},Rn \{0}) para cada τ ∈ R.

Más aún, si τ ∈ R, ξ ∈ Rn \{0} y T := T (τ, ξ), la derivada de H satisface

(2.11)
∂H(τ, ξ)

∂ξ
= e

δ
2 (T−τ)

[
δ

2
R(τ, ξ) + V(τ, ξ) +

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

]
donde (τ, ξ) 7→ Ri,j(τ, ξ) y (τ, ξ) 7→ Vi,j(τ, ξ) son las respectivas entradas de
las matrices R y V, las cuales están definidas por

Ri,j(τ, ξ) =
∂T (τ, ξ)

∂ξj
xi(T, τ, ξ) y Vi,j(τ, ξ) =

∂xi(T, τ, y)

∂t

∂T (τ, ξ)

∂ξj
.

Demostración. Por un lado, el Teorema 2.1 establece que el Crossing Time
T es una función de clase C 1(R × (Rn \ {0}),R), el cual verifica (2.4). Además,
las hipótesis del Teorema 2.1 coinciden con las del Lema 2.2, el cual afirma que
(t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C 1(R2+n,Rn).

Luego, al considerar Υ : R × (Rn \ {0}) → R y Ψ : R × (Rn \ {0}) → R2+n

definidas por Υ(τ, ξ) := e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ) y Ψ(τ, ξ) := (T (τ, ξ), τ, ξ), tenemos que

Υ ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),R) mientras que Ψ ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),R2+n).
Luego, para cualquier (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) se tiene que

H(τ, ξ) = e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ)x(T (τ, ξ), τ, ξ) = Υ(τ, ξ)x(Ψ(τ, ξ)),

es decir, la función de Lin puede ser vista como un producto de composiciones de
funciones en C 1, lo cual implica que H sea de clase C 1(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0}) y
al fijar τ ∈ R, se tiene que Hτ ∈ C 1(Rn \ {0},Rn \ {0}).

Para corroborar la identidad (2.11), veamos las derivadas parciales de las coor-
denadas i−ésimas de H: Definamos ξ = (ξ1, . . . , ξn) y consideremos la notación:

H(τ, ξ) = (H1(τ, ξ), . . . ,Hn(τ, ξ)) y x(t, τ, ξ) := (x1(t, τ, ξ), . . . , xn(t, τ, ξ)),

lo cual implica que Hi(τ, ξ) = e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ)xi(T (τ, ξ), τ, ξ) para todo i ∈ {1, . . . , n}.

De este modo, al usar T = T (τ, ξ) y considerar i, j ∈ {1, . . . , n}, la regla de la
cadena [30, Teo 11, Cap.2] implica lo siguiente:

∂Hi(τ, ξ)

∂ξj
=

∂

∂ξj

[
e

δ
2 (T (τ,ξ)−τ)xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

]

= e
δ
2 (T−τ) δ

2
xi(T, τ, ξ)

∂T (τ, ξ)

∂ξj

+e
δ
2 (T−τ)

{
∂xi(T, τ, ξ)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξj
+
∂xi(T, τ, ξ)

∂τ

∂τ

∂ξj
+

n∑
ℓ=1

∂xi(T, τ, ξ)

∂ξℓ

∂ξℓ
ξj

}

= e
δ
2 (T−τ)

{
δ

2
xi(T, τ, ξ)

∂T (τ, ξ)

∂ξj
+
∂xi(T, τ, ξ)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξj
+
∂xi(T, τ, ξ)

∂ξj

}

= e
δ
2 (T−τ)

{
δ

2
Ri,j(τ, ξ) + Vi,j(τ, ξ) +

∂xi(T, τ, ξ)

∂ξj

}
.
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Por último, al considerar T = T (τ, ξ) nuevamente, se verifica

∂H(τ, ξ)

∂ξ
=

{
∂Hi(τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

=
δ

2
e

δ
2 (T−τ)

{
δ

2
Ri,j(τ, ξ) + Vi,j(τ, ξ) +

∂xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

= e
δ
2 (T−τ)

[
δ

2
R(τ, ξ) + V(τ, ξ) +

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

]
.

Por lo tanto, se verifica la identidad (2.11) y termina la demostración. □

Hemos demostrado que, bajo ciertas condiciones de derivabilidad sobre F, la
función de Lin verifica H ∈ C 1(R × (Rn \ {0}),Rn \ {0}), por ende, cada Homeo-
morfismo de Lin Hτ es una función de clase C 1 de Rn \ {0} en śı mismo.

En lo que queda de caṕıtulo, estudiaremos condiciones de derivabilidad sobre
los sistemas (1.10) y (1.11) para que cada homeomorfismo Hτ sea un difeomorfismo
que preserva orientación. Con este fin, un primer paso será la búsqueda de condi-
ciones sobre el sistema lineal (1.10) para que el Crossing Time S sea de clase C 1 y,
luego, estudiaremos propiedades de derivabilidad sobre los sistemas (1.10)–(1.11)
para obtener propiedades de derivabilidad para la función inversa del Homeomor-
fimo de Lin H−1

τ . Por último, buscaremos condiciones suficientes para obtener la
preservación de orientación de Hτ .

3. La función Crossing Time del sistema lineal y sus propiedades

3.1. Existencia y unicidad de la función Crossing Time del sistema
lineal. Recordemos que si (τ, ξ) ∈ R × Rn, entonces, t 7→ y(t, τ, ξ) corresponde a
la única solución del sistema diagonal lineal autónomo (1.10).

El siguiente resultado consistirá en verificar la existencia y unicidad de una
función S : R× (Rn \ {0})× Rn → R tal que

||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para cualquier (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}).

Lema 2.3. Sea t 7→ y(t, τ, ξ) ∈ Rn la solución del sistema lineal (1.10).
Entonces, existe una única función S : R× (Rn \ {0}) → R tal que

||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}).
Más aún, para todo ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn \ {0} y todo τ ∈ R se verifica

(2.12) S(τ, ξ) = S(τ, ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ.

Demostración. La demostración constará en recuperar las hipótesis del Lema
2.1 construyendo funciones C, B y g adecuadas para la construcción de la función
crossing time S.

Sea I la matriz identidad de orden n y definamos C0 : R →Mn×n(R) por

C0(t) := −δI.
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Entonces, C0 es constante, por lo tanto, es continua y acotada en R. Además, se
tiene que

C0(t) = diag{C1(t), C2, . . . , Cn(t)},

donde t 7→ Ci(t) = −δ para todo i ∈ {1, . . . n}. Por último, se tiene que

Ci(t) ≤ −δ para todo (t, i) ∈ R× {1, . . . , n}.

También consideraremos la función constante B0 : R →Mn×n(R), definida por

B0(t) =
δ

4
I ∈Mn×n(R),

la cual es continua en R y verifica trivialmente que:

||B0(t)|| ≤
δ

4
.

Sea g0 : R × Rn → Rn definida por g0(t, ξ) =
δ
4Iξ para todo (t, ξ) ∈ R × Rn.

Entonces, g es una función continua en R, la cual verifica g(t, 0) = 0 para todo
t ∈ R y

||g0(t, ξ1)− g0(t, ξ2)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣δ4I(ξ1 − ξ2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ δ

4
||ξ1 − ξ2||.

Luego, el sistema (1.10) puede ser visto con una estructura similar a la ecuación
(1.11), es decir,

y′ = −δ
2
Iy = C0(t)y +B0(t)y + g0(t, y),

y por ende, se verifican las hipótesis del Lema 2.1, el cual afirma que si t 7→ y(t, τ, ξ)
es solución del sistema (1.10), entonces, para cada ξ ∈ Rn \ {0} y cada τ ∈ R existe
un único S(τ, ξ) tal que

||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1.

Para verificar la identidad (2.12), notemos que toda solución t 7→ y(t, τ, ξ) de
(1.10) es de la forma

y(t, τ, ξ) = e−
δ
2 (t−τ)ξ,

entonces,

||y(t, τ, ξ)||2 = e−δ(t−τ)||ξ||2

lo cual implica que

1 = ||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = e−δ(S(τ,ξ)−τ)||ξ||2

⇐⇒ eδ(S(τ,ξ)−τ) = ||ξ||2

⇐⇒ δ(S(τ, ξ)− τ) = ln(||ξ||2)

⇐⇒ S(τ, ξ) =
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ,

lo cual prueba (2.12) y con ésto se concluye la demostración. □
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El Lema 2.3 garantiza la existencia de la función Crossing Time del sistema
(1.10), la cual corresponde a S : R × (Rn \ {0}) → R que verifica (2.1), por ende,
para cada ξ = (ξ1, . . . , ξn) ̸= 0 y todo τ ∈ R se verifica

S(τ, ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ,

Esta expresión expĺıcita para el Crossing S es una valiosa herramienta para
estudiar su derivabilidad.

Lema 2.4. La función Crossing Time S del sistema (1.10) verifica la pro-
piedad S ∈ C 1(R × (Rn \ {0}),R) y sus derivadas parciales con respecto a
ξ ∈ Rn, se describen como sigue:

(2.13)
∂S(τ, ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∂ξ
=

(
2ξ1
δ||ξ||2

, . . . ,
2ξn
δ||ξ||2

)
=

2ξ

δ||ξ||2

para cada ξ ∈ Rn \ {0} y cada τ ∈ R.

Demostración. Notemos que ésto es sólo una consecuencia del Teorema 2.1,
pues, recordemos que y′ = − δ

2Iy pod́ıa ser vista como una ecuación de la forma

dy

dt
= −δ

2
Iy = C0(t)y +B0(t)y + g0(t, y)

donde C0, B0 y g0 son como en la demostración del Lema 2.3, las cuales son todas
lineales en ξ y constantes en t, lo cual implica que (t, ξ) 7→ C0(t)ξ, (t, ξ) 7→ B0(t)ξ y
(t, ξ) 7→ g(t, ξ) son todas de clase C 1(R× Rn,Rn). Por ende, se tiene la propiedad
S ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),R) .

Para demostrar (2.13), consideremos ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ̸= 0 y denotemos por
∂S
∂ξi

∈ R la derivada parcial de S respecto a la i−ésima coordenada de ξ. Se tiene
que

∂S(τ, ξ)

∂ξi
=

∂

∂ξi

(
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ

)
=

2

δ

ξi(
n∑
i=1

ξ2i

) =
2

δ

ξi
||ξ||2

,

entonces,

∂S(τ, ξ)

∂ξ
=

(
∂S(τ, ξ)

∂ξ1
, . . . ,

∂S(τ, ξ)

∂ξn

)
=

(
2

δ

ξ1
||ξ||2

, . . . ,
2

δ

ξn
||ξ||2

)
=

2

δ

ξ

||ξ||2
,

verificándose aśı (2.13), lo cual concluye la demostración. □

4. La inversa del Homeomorfismo de Lin y su diferenciabilidad

Primero que todo, recordemos que la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ S(τ, ξ)
verifica la identidad

||ξ||2 exp (−δ(S(τ, ξ)− τ)) = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}),

siendo t 7→ y(t, τ, ξ) = exp
(
− δ

2 (t− τ)
)
Iξ ∈ Rn la única solución de (1.10) que

verifica y(τ, τ, ξ) = ξ. Entonces, para cada (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) se tiene que

y(S(τ, ξ), τ, ξ) = exp

(
−δ
2
(S(τ, ξ)− τ)

)
Iξ =

ξ

||ξ||
.
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Además, si ξ ̸= 0, la identidad anterior junto con (1.17) implican lo siguiente:

G(τ, ξ) = x

(
τ, S(τ, ξ), ξ exp

(
−δ
2
(S(τ, ξ)− τ)

))
= x

(
τ,

1

δ
ln(||ξ||2) + τ,

ξ

||ξ||

)
,

y que para cada τ ∈ R, la función inversa de Hτ está definida por H−1
τ = G(τ, ·).

Esta identidad nos será de gran ayuda para demostrar el siguiente resultado,
el cual establece que –bajo las condiciones del Teorema 2.1– se tiene que cada
homeomorfirmo H−1

τ es continuamente diferenciable en Rn \ {0}.

Teorema 2.3. Sea F : R × Rn → Rn definido en (2.6) donde C y B
son funciones matriciales que verifican (1.12), mientras que la perturbación
g : R × Rn → Rn verifica g(t, 0) = 0 para todo t y (1.13). Sea también G :
R× Rn → R la función definida por G(τ, ξ) = H−1

τ (ξ).
Si (t, ξ) 7→ C(t)ξ, (t, ξ) 7→ B(t)ξ y g son de clase C 1(R×Rn,Rn), entonces,

G ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),Rn).
Más aún, si ∂G∂ξ ∈Mn×n(R) corresponde a la matriz jacobiana de G = H−1

τ

en la coordenada ξ, se tiene que
(2.14)

∂G(τ, ξ)

∂ξ
=

2

δ

∂xi
(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂τ

ξj
||ξ||2


n

i,j=1

+
∂x
(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂ξ

∂
(

ξ
||ξ||

)
∂z

.

En particular, para cada τ ∈ R fijo, se tiene que H−1
τ ∈ C 1(Rn \ {0},Rn).

Demostración. Recordemos las siguientes propiedades:
• Las hipótesis (1.12),(1.13) y el hecho de que (t, ξ) 7→ C(t)ξ, (t, ξ) 7→ B(t)ξ y g
son de clase C 1(R × Rn,Rn) son las mismas hipótesis del Lema 2.2, entonces, la
solución t 7→ x(t, τ, ξ) ∈ Rn, vista como función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ), es de clase
C 1(R× R× Rn,Rn), es decir, x ∈ C 1(R× R× (Rn \ {0}),Rn).
• También tenemos que ξ 7→ ξ

||ξ|| es de clase C 1(Rn \ {0},Rn).
• Gracias al Lema 2.4, se obtiene que la función Crossing Time S es continuamente
diferenciable en R× (Rn \ {0}).

Lo anterior implica que la función Ψ : R× (Rn \ {0}) → R2+n definida por

Ψ(τ, ξ) =

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)
es de clase C 1(R× (Rn \ {0}),Rn+1) en virtud de [30, Teo 9, Cap 2]. Por ende, se
verifica que la igualdad

G(τ, ξ) = x

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)
= x(Ψ(τ, ξ)),

es decir, G es una composición de funciones de clase C 1, entonces, G es continua-
mente diferenciable en R× (Rn \ {0}), o equivalentemente, se verifica la propiedad
G ∈ C 1(R × (Rn \ {0}),Rn \ {0}). Por último, recordemos que al fijar τ ∈ R, se
tiene que H−1

τ = G(τ, ·) lo cual implica que H−1
τ ∈ C 1(Rn \ {0},Rn \ {0}) para

cada τ ∈ R fijo.
Sea ∂G

∂ξ ∈Mn×n(Rn) la matriz jacobiana de G en la coordenada ξ. Recordemos

que ∂G
∂ξ =

{
∂Gj

∂ξi

}n
j,i=1

donde ∂Gi

∂ξj
es la derivada parcial de Gi en la coordenada ξj .
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Luego, al calcular ∂Gi

∂ξj
, se tiene que

∂Gi(τ, ξ)

∂ξj
=

∂

∂ξj

{
xi

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)}

=
∂xi

(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂t

∂τ

∂ξj
+
∂xi

(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂τ

∂S(τ, ξ)

∂ξj

+

n∑
k=1

∂xi

(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂ξk

∂

∂ξj

{
ξk
||ξ||

}

=
2

δ

∂xi

(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂τ

ξj
||ξ||2

+

n∑
k=1

∂xi

(
τ, S(τ, ξ), ξ

||ξ||

)
∂ξk

∂

∂ξj

{
ξk
||z||

}
,

donde usamos (2.13). Entonces, si S := S(τ, ξ), al calcular la matriz ∂G
∂ξ , se obtiene

∂G(τ, ξ)

∂ξ
=

{
∂Gi(τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

=
2

δ

∂xi
(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂S

ξj
||ξ||2


n

i,j=1

+


n∑
k=1

∂xi

(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂ξk

∂

∂ξj

{
ξk
||ξ||

}
n

i,j=1

=
2

δ

∂xi
(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂τ

ξj
||ξ||2


n

i,j=1

+
∂x
(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂ξ

∂
(

ξ
||ξ||

)
∂ξ

,

por ende, se verifica (2.14). Con ello, probamos lo que se deseaba. □

Teorema 2.4. Bajo las hipótesis del Teorema 2.1, para cada τ ∈ R fijo,
se verifica que el homeomorfismo de Lin Hτ es un difeomorfismo de clase
C 1(Rn \ {0},Rn \ {0}).

Más aún, la derivada de Hτ satisface la identidad

(2.15)
∂Hτ (ξ)

∂ξ
= e

δ
2 (T−τ)

{
∂x(T, τ, ξ)

∂ξ
+ V(τ, ξ) +

δ

2
R(τ, ξ)

}
,

mientras que la derivada de H−1
τ verifica

(2.16)
∂H−1

τ (ξ)

∂ξ
=

2

δ

∂yi
(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂S

ξj
||ξ||2

n
i,j=1

+
∂x
(
τ, S, ξ

||ξ||

)
∂ξ

∂
(

ξ
||ξ||

)
∂ξ

,

siendo T := T (τ, ξ), S := S(τ, ξ) mientras que R,V : R× Rn →Mn×n(R) son
funciones matriciales cuyas entradas vienen definidas por

Vi,j(τ, ξ) =
∂xi(T, τ, y)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξj
y Ri,j(τ, ξ) =

∂T (τ, ξ)

∂ξj
xi(T, τ, ξ).
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Demostración. Bajo las hipótesis del Teorema 2.1, tenemos que el homeo-
morfismo de Lin Hτ es de clase C 1 en virtud del Teorema 2.2. Por otro lado, el
Teorema 2.3 establece que H−1 = Gτ es de clase C 1(Rn \ {0},Rn \ {0}) lo cual
implica que el homeomorismo de Lin Hτ sea, de hecho, un difeomorfismo para cada
τ ∈ R fijo.

Por otro lado, como Hτ = H(τ, ·), la identidad (2.11) implica la identidad
(2.15). Análogamente, la identidad H−1

τ = G(τ, ·) combinada con (2.14) implican
la identidad (2.16), lo cual concluye la demostración □

5. Preservación de orientación del Homeomorfismo de Lin.

Supongamos que las ecuaciones (1.11) y (1.10) verifican las propiedades (L1)
y (L2) donde t 7→ y(t, τ, ξ) y t 7→ x(t, τ, ξ) son las respectivas soluciones de (1.10)
y (1.11) con condicion inicial ξ ∈ Rn en t = τ . Recordemos que si se verifican las
condiciones

⋆ (τ, ξ) 7→ C(τ)ξ es de clase C 1(R× Rn,Rn),
⋆ (τ, ξ) 7→ B(τ)ξ es de clase C 1(R× Rn,Rn),
⋆ (τ, ξ) 7→ g(τ, ξ) es de clase C 1(R× Rn,Rn),

entonces, el Teorema 2.4 establece que el Homeomorfismo de Lin Hτ es un difeo-
morfismo para cada τ ∈ R fijo. De este modo, el objetivo de la última sección
de este caṕıtulo es demostrar que tal Hτ es un difeomorfismo que preserva orien-
tación. Sorprendentemente, este resultado se demostrará sin requerir de hipótesis
adicionales sobre los sistemas (1.10) y (1.11):

Teorema 2.5. Bajo las condiciones del Teorema 2.1, entonces, el homeo-
morfismo de Lin Hτ es un difeomorfismo de Rn\{0} en si mismo que preserva

orientación, es decir, se tiene que det
(
∂Hτ

∂ξ

)
> 0 en Rn \ {0}.

Demostración. Fijemos τ ∈ R. Primero, por el Teorema 2.4, tenemos que el
homeomorfismo de Lin Hτ es en realidad un difeomorfismo de Rn \{0} en si mismo.
En particular, Hτ es una función biyectiva donde su inversa es Gτ , es decir,

Gτ (Hτ (ξ)) = ξ,

para todo ξ ∈ Rn \ {0}. Entonces, al aplicar la regla de la cadena, se verifica

DHGτ (Hτ (ξ))DξHτ (ξ) = I =⇒ 1 = detDHGτ (Hτ (ξ)) detDξHξ(ξ),

lo cual implica que detDξHτ (ξ) ̸= 0 para cualquier ξ ̸= 0. Por ende, sólo bastará
demostrar que detDξHτ (ξ) > 0 para cualquier ξ ∈ Rn \ {0}.

Para probar esta propiedad, consideremos la función J : Rn \ {0} → R \ {0}
definida por J(ξ) = detDξHτ (ξ). Primeramente, la Proposición A.9 nos dice que
det :Mn×n(R) → R es continua mientras que DξHτ : Rn \ {0} → GLn(R) es conti-
nua, pues, la función Hτ ∈ C 1(Rn \ {0},Rn \ {0}). Entonces, J es una composición
de las siguientes funciones continuas:

Rn \ {0} DξHτ (·)−−−−−→ GLn(R)
det−−→ R \ {0}

ξ 7−→ DξHτ (ξ) 7−→ detDξHτ (ξ) = J(ξ),

Por ende, J es una función continua en Rn \ {0}.
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En el caso n = 1, se tiene que el conjunto Rn \ {0} es disconexo, mientras que
para n ≥ 2, el conjunto Rn \ {0} es conexo. De este modo, analizaremos dos casos:
cuando n = 1 y cuando n ≥ 2.

Caso n = 1: Notemos que

Rn \ {0} = R \ {0} =]−∞, 0[∪]0,+∞[,

lo cual equivale a decir que R \ {0} es la unión entre dos componentes conexas las
cuales son C− :=]−∞, 0[ y C+ :=]0,+∞[.

Como J es continua en R \ {0}, se tiene que J(C−) y J(C+) son conjuntos
conexos, entonces, se tiene que

J(C±) ⊆]0,+∞[ o bien J(C±) ⊆]−∞, 0[.

De este modo, basta considerar ξ− ∈ C− y ξ+ ∈ C+ tales que

J(ξ−) > 0 y J(ξ+) > 0

lo cual implicaŕıa la propiedad J(C±) ⊆]0,+∞[.
Para empezar, consideremos ξ− = −1 ∈ C−. Se tiene que |ξ−| = 1, y por ende

|x(τ, τ, ξ−)|2 = |ξ−|2 = 1 = |x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)|2,

luego, la unicidad de T descrita en el Lema 2.1 conlleva a que T (τ, ξ−) = τ .
Por otro lado, el Lema 2.2 afirma que t 7→ Dξx(t, τ, ξ) es solución de la ecuación

variacional
dX

dt
=
∂F(t, x(t, τ, ξ))

∂x
X con X(τ) = 1,

por ende, la identidad (2.4) del Teorema 2.1 combinada con |ξ−| = 1 implican que

∂T (τ, ξ−)

∂ξ
= − Dξx(T (τ, ξ−, τ, ξ−)x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)

F(τ, x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)) · x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)

= − Dξx(τ, τ, ξ−)x(τ, τ, ξ−)

F(τ, x(τ, τ, ξ−)) · x(τ, τ, ξ−)
= − ξ−

F(τ, ξ−) · ξ−
= − 1

F(τ,−1)

donde la última igualdad se obtiene gracias a que Dξ(τ, τ, ξ−) = 1. En resumen, se
tiene que T (τ, ξ−) =

−1
F(τ,ξ−) .

Luego, al calcular expĺıcitamente ∂H(τ,ξ−)
∂ξ obtenemos lo siguiente:

∂H(τ, ξ−)

∂ξ
=

δ

2
e

δ
2 (T (τ,ξ−)−τ) ∂T (τ, ξ−)

∂ξ
x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)

+e
δ
2 (T (τ,ξ−)−τ)

{
∂x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)

∂T

∂T (τ, ξ−)

∂ξ
+
∂x(T (τ, ξ−), τ, ξ−)

∂ξ

}

=
∂T (τ, ξ−)

∂ξ

{
δ

2
x(τ, τ, ξ−) + F(t, x(T (τ, ξ−), τ, ξ−))

}
+
∂x(τ, τ, ξ−)

∂ξ

=
∂T (τ, ξ−)

∂ξ

{
δ

2
x(τ, τ, ξ−) + F(τ, ξ−)

}
+
∂x(τ, τ, ξ−)

∂ξ

= − 1

F(τ,−1)

{
−δ
2
+ F(τ,−1)

}
+ 1 =

δ

2F(τ,−1)
.
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Además, recordemos que F(t, ξ) = C(t)ξ +B(t)ξ + g(t, ξ) con

C(t) ≤ −δ para todo t ∈ R,
|B(t)| ≤ δ

4 para cualquier t ∈ R,
g(t, 0) = 0 para todo t ∈ R y
|g(t, x1)− g(t, x2)| ≤ δ

4 |x1 − x2| para todo t ∈ R y cualquier x1, x2 ∈ R.

De este modo, al considerar t = τ, x1 = −1 y x2 = 0, se tiene que

δ ≤ −C(t), −δ
4
≤ −B(t) y |g(τ,−1)| = |g(τ,−1)− g(τ, 0)| ≤ δ

4
| − 1− 0| = δ

4
,

lo cual implica que |g(τ,−1)| ≤ δ
4 , o equivalentemente,

−δ
4
≤ g(τ,−1) ≤ δ

4
,

en particular, − δ
4 ≤ g(τ,−1) y obtenemos

F(τ,−1) = −C(t)−B(t) + g(τ,−1) ≥ δ − δ

4
− δ

4
=
δ

2
> 0,

luego, se sigue que

J(ξ−) = det

(
Hτ (ξ−)

∂ξ

)
=
Hτ (ξ−)

∂ξ
=

δ

2F(τ,−1)
> 0.

Lo cual prueba que existe ξ− ∈ C− tal que J(ξ−) > 0, es decir, J(C−) ⊆]0,+∞[ lo

cual implica que det
(
Hτ (ξ)
∂ξ

)
> 0 para todo ξ ∈ C−.

Similarmente para C+, consideremos ξ+ = 1, el cual verifica |ξ+| = 1, lo cual
implica

|x(τ, τ, ξ+)|2 = |ξ+|2 = 1 = |x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)|2.

Entonces, el Lema 2.1 describe que T (τ, ξ+) es único, lo cual implica T (τ, ξ+) = τ .
Por otro lado, la identidad (2.4) combinado con |ξ+| = 1 implican que

∂T (τ, ξ+)

∂ξ
= − Dξx(T (τ, ξ+, τ, ξ+)x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)

F(τ, x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)) · x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)

= − Dξx(τ, τ, ξ+)x(τ, τ, ξ+)

F(τ, x(τ, τ, ξ+)) · x(τ, τ, ξ+)
= − ξ+

F(τ, ξ+) · ξ+
= − 1

F(τ, 1)

y por ende, se tiene que ∂T (τ,ξ+)
∂ξ = −1

F(τ,ξ+) .
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De este modo, al evaluar ∂Hτ

∂ξ en ξ+, tenemos

∂H(τ, ξ+)

∂ξ
=

δ

2
e

δ
2 (T (τ,ξ+)−τ) ∂T (τ, ξ+)

∂ξ
x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)

+e
δ
2 (T (τ,ξ+)−τ)

{
∂x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)

∂T

∂T (τ, ξ+)

∂ξ
+
∂x(T (τ, ξ+), τ, ξ+)

∂ξ

}

=
∂T (τ, ξ+)

∂ξ

{
δ

2
x(τ, τ, ξ+) + F(τ, x(τ, τ, ξ+))

}
+
∂x(τ, τ, ξ+)

∂ξ

=
∂T (τ, ξ+)

∂ξ

{
δ

2
x(τ, τ, ξ+) + F(τ, ξ+)

}
+
∂x(τ, τ, ξ+)

∂ξ

= − 1

F(τ, 1)

{
δ

2
+ F(τ, 1)

}
+ 1 =

−δ
2F(τ, 1)

.

Más aún, recordemos que la Observación 1.3 implica la siguiente estimación:

2F(t, x(t, τ, ξ+))x(t, τ, ξ+) =
d

dt
[x(t, τ, ξ+)|2 ≤ −δx2(t, τ, ξ+),

para todo t ∈ R. En particular, si t = τ, se tiene que

F(τ, 1) = F(τ, x(τ, τ, 1))x(τ, τ, 1) ≤ −δ
2
x2(τ, τ, 1) = −δ

2
< 0,

lo cual implica que

J(ξ+) = det

(
∂Hτ (ξ+)

∂ξ

)
=
∂Hτ (ξ+)

∂ξ
=

−δ
2F(τ, 1)

> 0.

Por lo tanto, existe ξ+ ∈ C+ tal que J(ξ+) > 0, es decir, J(C+) ⊆]0,+∞[ lo

cual implica que det
(
Hτ (ξ)
∂ξ

)
> 0 para todo ξ ∈ C+.

Luego, si n = 1, se concluye que det
(
Hτ (ξ)
∂ξ

)
> 0 para todo ξ ∈ Rn \ {0}, lo

que equivale a que el Homeomorfismo de Lin Hτ es un difeomorfismo de Rn \ {0}
que preserva orientación para todo τ ∈ R y cuando n = 1.

Caso n ≥ 2:
Dado que n ≥ 2, tenemos que Rn \ {0} es un conjunto conexo de Rn. Esta

afirmación combinada con la continuidad de J implica que J(Rn\{0}) es un conjunto
conexo de R \ {0} =]−∞, 0[∪ ]0,+∞[ lo cual implica que

J(Rn \ {0}) ⊆ ]−∞, 0[, o bien, J(Rn \ {0}) ⊆ ]0,+∞[

pero no puede pasar que J(Rn \ {0}) esté en ambos conjuntos a la vez.
Entonces, como en el caso n = 1, para poder demostrar que detDξHτ (ξ) > 0

para cualquier ξ ∈ Rn\{0}, tenemos que mostrar que J(Rn\{0}) ⊆]0,+∞[. Gracias
al párrafo anterior, solamente tenemos que demostrar la existencia de ξ ∈ Rn \ {0}
tal que detDξHτ (ξ) > 0.

Para ello, consideremos ξ = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn \ {0}. Se tiene que ||ξ|| = 1, y
por ende

||x(τ, τ, ξ)||2 = ||ξ||2 = 1 = ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2,
lo cual implica que T (τ, ξ) = τ gracias a la unicidad de T.
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Del Lema 2.2, (t, τ, ξ) 7→ Dξx(t, τ, ξ) es solución de la ecuación variacional

dY

dt
= DxF(t, x(t, τ, ξ))Y con Y (τ) = I,

entonces, la identidad (2.4) combinada con ||ξ|| = 1 implican que

∂T (τ, ξ)

∂ξ
= − Dξx(T (τ, ξ), τ, ξ)x(T (τ, ξ), τ, ξ)

F(τ, x(T (τ, ξ), τ, ξ)) · x(T (τ, ξ), τ, ξ)

= − Dξx(τ, τ, ξ)x(τ, τ, ξ)

F(τ, x(τ, τ, ξ)) · x(τ, τ, ξ)
= − ξ

F(τ, ξ) · ξ
.

De la misma ecuación variacional descrita anteriormente, tenemos la identidad

Dξ(τ, τ, ξ) = I, lo cual implica que ∂xi(τ,τ,ξ)
∂ξj

= δi,j siendo δi,j la función delta de

Kronecker.
Luego, (2.15) junto con x(τ, τ, ξ) = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) implican que

∂Hi(τ, ξ)

∂ξj
=

δ

2
e

δ
2 (T (τ,ξ)−τ) ∂T (τ, ξ)

∂ξj
xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

+e
δ
2 (T (τ,ξ)−τ)

{
∂xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξj
+
∂xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂ξj

}

=
∂T (τ, ξ)

∂ξj

{
δ

2
xi(τ, τ, ξ) +

∂xi(τ, τ, ξ)

∂T

}
+
∂xi(τ, τ, ξ)

∂ξj

= − ξj
F(τ, ξ) · ξ

{
δ

2
ξi + Fi(τ, ξ)

}
+ δij .

Para entender mejor el término ∂Hi(τ,ξ)
∂ξj

, tendremos que estudiar cuatro casos

posibles para i, j ∈ {1, . . . , n}:
(i) j = 1 pero i ̸= 1
(ii) i ̸= j pero j ̸= 1
(iii) i = j = 1
(iv) i = j pero j, i ̸= 1.

Para el caso (i), notemos que ξj = 1, ξi = 0 y δi,j = 0, luego

∂Hi(τ, ξ)

∂ξ
=

−ξj
F(τ, ξ) · ξ

{
δξi
2

+ Fi(τ, ξ)

}
+ δi,j =

−Fi(τ, ξ)

F1(τ, ξ)
.

Para el segundo caso, se tiene que ξj = 0 y δi,j = 0, por ende

∂Hi(τ, ξ)

∂ξ
=

−ξj
F(τ, ξ) · ξ

{
δξi
2

+ Fi(τ, ξ)

}
+ δi,j = 0 + 0 = 0.

Si suponemos que se verifica el tercer caso, se cumple ξi = ξj = δi,j = 1, lo cual
implica

∂Hi(τ, ξ)

∂ξ
=

−1

F1(τ, ξ)

{
δ

2
+ F1(τ, ξ)

}
+ 1 =

−δ
2F1(τ, ξ)

− 1 + 1 =
−δ

2F1(τ, ξ)
.
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Por último, si suponemos que se cumple el caso (iv), ξi = ξj = 0 y δi,j = 1, lo
cual implica que

∂Hi(τ, ξ)

∂ξ
=

−ξj
F(τ, ξ) · ξ

{
δξi
2

+ Fi(τ, ξ)

}
+ δi,j = 1,

por usar que ξ = (1, 0, 0 . . . , 0) = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), se verifica

∂Hi(τ, ξ)

∂ξj
=



−Fi(τ, ξ)

F1(τ, ξ)
j = 1 ̸= i,

0 j ̸= i, j ̸= 1,

− δ

2F1(τ, ξ)
i = j = 1

1 i = j, i ̸= 1,

de este modo,

∂Hτ (ξ)

∂ξ
=



− δ
2F1(τ,ξ)

0 0 0 · · · 0

−F2(τ,ξ)
F1(τ,ξ)

1 0 0 · · · 0

−F3(τ,ξ)
F1(τ,ξ)

0 1 0 · · · 0

...
...

...
. . .

−Fn(τ,ξ)
F1(τ,ξ)

0 · · · 0 0 1


.

Esto implica que DξHτ (ξ) es una matriz triangular inferior, cuyos elementos dia-

gonales ∂Hi(τ,ξ)
∂ξi

verifican

∂Hi(τ, ξ)

∂ξi
=


− δ

2F1(τ,ξ)
i = 1,

1 i ̸= 1,

lo que conlleva a que det ∂Hτ (ξ)
∂ξ = − δ

2F1(τ,ξ)
.

Ahora, recordemos que la Observación 1.3 establece la siguiente estimación

2F(t, x(t, τ, ξ))·x(t, τ, ξ) = 2x′(t, τ, ξ)·x(t, τ, ξ) = d

dt
(||x(t, τ, ξ)||2) ≤ −δ||x(t, τ, ξ)||2,

para todo t ∈ R, lo cual implica que

F(t, x(t, τ, ξ)) · x(t, τ, ξ) ≤ −δ
2
||x(t, τ, ξ)||2,
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para cualquier t ∈ R. De este modo, recordemos que ξ = (1, 0, . . . , 0) implica la
identidad τ = T (τ, ξ), lo cual a su vez implica que

F1(τ, ξ) =

n∑
i=1

Fi(τ, ξ)ξi = F(τ, ξ) · ξ

= F(T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) · x(T (τ, ξ), τ, ξ)

≤ −δ
2
||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2︸ ︷︷ ︸

=1

= −δ
2
< 0

entonces, se tiene que F1(τ, ξ) < 0 y en consecuencia, detDξHτ (ξ) = − δ
2F1(τ,ξ)

> 0.

Por ende, existe ξ ∈ Rn \ {0} tal que detDξHτ (ξ) > 0 y J(Rn \ {0}) ⊆]0,+∞[, es
decir, detDξHτ (ξ) > 0 para todo ξ ∈ Rn \ {0}.

En resumen, probamos que el homeomorfismo de Lin Hτ es un difeomorfismo
de Rn \ {0} en si mismo que preserva orientación para todo n ≥ 2.

Se concluye que para cada n ∈ N, el homeomorfismo de Lin Hτ es un difeo-
morfismo de Rn \ {0} en si mismo que preserva orientación, lo cual concluye la
demostración. □



Caṕıtulo 3

Suavidad del Homeomorfismo de Lin y su inversa.

En la sección anterior establecimos condiciones suficientes para verificar que
los tiempos de cruce T y S sean funciones de clase C 1(R× (Rn \ {0}),R), con ello
se demostró que el Homeomorfismo de Lin Hτ es, de hecho, un difeomorfismo de
Rn \ {0} en śı mismo que preserva orientación para cada τ ∈ R fijo.

En esta sección estableceremos condiciones sobre el sistema no lineal (1.11)
para que el homeomorfismo Hτ sea un difeomorfismo de clase C k de Rn \ {0} en śı
mismo con k ≥ 2 para todo τ fijo. En otras palabras, buscamos obtener propiedades
sobre el campo (t, ξ) 7→ C(t)ξ+B(t)ξ+g(t, ξ) para que los homeomorfismos de Lin
Hτ y Gτ tengan derivadas de orden superior que sean continuas, similarmente al
caṕıtulo anterior.

Nuestro punto de partida será establecer condiciones para verificar que T y
S sean funciones de clase C k(R × (Rn \ {0}),R), posteriormente, abordaremos el
problema de la suavidad de H y de Hτ mencionadas anteriormente.

1. Suavidad del Crossing Time del sistema no lineal.

Recordemos que la función t 7→ x(t, τ, ξ) corresponde a la única solución del
sistema no lineal (1.11), la cual también puede ser vista como una función

x : R× R× Rn −→ Rn
(t, τ, ξ) 7−→ x(t, τ, ξ).

En el Lema 2.1 se establece la existencia y unicidad de la función Crossing
Time T : R × (Rn \ {0}) → R, la cual verifica la propiedad ||x(T (τ, ξ), τ, ξ)||2 = 1
para todo (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}). Por otro lado, en el Teorema 2.1 se afirma
que si las funciones (t, ξ) 7→ C(t)ξ, (t, ξ) 7→ B(t)ξ y (t, ξ) 7→ g(t, ξ) son de clase
C 1(R× Rn,Rn), entonces, T ∈ C 1(R× (Rn \ {0}),R).

De este modo, el siguiente resultado proporciona condiciones suficientes que
aseguran la suavidad de la función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ), la cual será útil para pro-
porcionar propiedades para que la función Crossing Time sea de clase C k :

Teorema 3.1 (Suavidad de la función crossing time). Supongamos que
en el sistema (1.11), se verifican las condiciones (1.12), (1.13). Sea T función
Crossing Time asociado a (1.11). Si se verifica que g ∈ C k(R×Rn,Rn), y que
tanto (t, ξ) 7→ B(t)ξ como (t, ξ) 7→ C(t)ξ son funciones de clase C k(R×Rn,Rn)
con k > 1, entonces, para todo (τ0, ξ0) ∈ R × (Rn \ {0})existen subconjuntos
abiertos U ⊆ R× (Rn \ {0}) y V ⊆ R tales que

(i) (τ0, ξ0) ∈ U y T (τ, ξ) ∈ V para todo (τ, ξ) ∈ U .
(ii) T ∈ C k(U, V ).

En particular, se verifica que T ∈ C k(R× (Rn \ {0}),Rn).

47
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La demostración de este Teorema emula los pasos de la demostración realizada
para el caso k = 1, pues, será una aplicación de dos resultados importantes: el
Teorema de la función impĺıcita para funciones de clase C k y la derivabilidad de
clase C k de las soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a las condiciones
iniciales. De un modo similar a lo efectuado en el Caṕıtulo 2, trabajaremos con los
enunciados de estos teoremas propuestos en el libro de Thomas Sideris [40, Teo 5.7,
Cor 5.1, Teo 6.1, Cor 6.1] que son enunciados sin demostración en el Apéndice A.

A partir de la Proposición A.7 y de algunos resultados clásicos del cálculo
vectorial, obtendremos resultados que serán de utilidad para demostrar el Teorema
3.1:

Lema 3.1. Supongamos que se verifican las propiedades (1.12) y (1.13),
donde las funciones (t, ξ) 7→ B(t)ξ e (t, ξ) 7→ C(t)ξ son de clase C k(R×Rn,Rn)
y además que g ∈ C k(R× Rn,R) con k > 1.

Entonces, la solución (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) del sistema no lineal (1.11) es
de clase C k(R× R× Rn,Rn).

Demostración. En efecto, sea F : R × Rn → Rn definida en (2.6), donde
t 7→ C(t), t 7→ B(t) y (t, y) 7→ g(t, y) verifican las propiedades (1.12) y (1.13), es
decir, se verifica lo siguiente:

(i) La matriz C es de la forma C(t) = diag{C1(t), C2(t), . . . , Cn(t)} siendo
Ci : R → R funciones continuas y acotadas que satisfacen Ci(t) ≤ −δ para
todo t ∈ R y todo i ∈ {1, 2, . . . , n}

(ii) La matriz B : R → Mn×n(R) una función continua en R que verifica la
desigualdad ||B(t)|| ≤ δ

4 para todo t ∈ R.
(iii) Además, g : R× Rn → Rn es una función continua que verifica g(t, 0) = 0

para todo t ∈ R y

||g(t, y1)− g(t, y2)|| ≤
δ

4
||y1 − y2|| para todo y1, y2 ∈ Rn y todo t ∈ R.

Si suponemos que (t, ξ) 7→ C(t)ξ, (t, ξ) 7→ B(t)ξ e (t, ξ) 7→ g(t, ξ) son de
clase C k(R×Rn,Rn), entonces, la función (t, ξ) 7→ F(t, ξ) definida en (2.6) verifica
F ∈ C k(R× Rn,Rn) por ser suma de funciones de clase C k(R× Rn,Rn).

Por la Proposición A.7, la función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C k(D,Rn)
donde

D = {(t, τ, ξ) : a(τ, ξ) < t < b(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ R× Rn},
siendo ]a(τ, ξ), b(τ, ξ)[⊆ R el intervalo maximal de existencia de t 7→ x(t, τ, ξ). Sin
embargo, se tiene que ]a(τ, ξ), b(τ, ξ)[= R para todo (τ, ξ) ∈ R × Rn en virtud de
la Proposición A.1. Luego, se verifica que D = R × R × Rn y se concluye que
(t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C k(R× R× Rn,Rn). □

Usando la regla de la cadena [30, Teo 9, Cap 2] junto con el Lema 3.1 obtenemos
un resultado de fundamental importancia para determinar la derivabilidad de la
función ψ definida en la Observación 2.3. Recordemos la construcción de dicha
función:

Dada la única solución t 7→ x(t, τ, ξ) del sistema no lineal (1.11) que verifica
x(τ, τ, ξ) = ξ, la función ψ : R× Rn × R → R está definida por

ψ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1.
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Corolario 3.1. Bajo las hipótesis del Lema 3.1, se tiene que ψ : R×Rn×R →
R definida por

ψ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1

verifica la propiedad ψ ∈ C k(R× Rn × R,R).

Demostración. Como g ∈ C k(R× Rn,Rn) y las funciones

(t, ξ) 7→ C(t)ξ y (t, ξ) 7→ B(t)ξ

son de clase C k(R×Rn,Rn), el Lema 3.1 nos dice que la solución t 7→ x(t, τ, ξ) del
sistema no lineal (1.11) es de clase C k en R × R × Rn cuando es vista como una
función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ).

Además, la función x = (x1, x2, . . . , xn) 7→ ||x||2 − 1 =
n∑
i=1

x2i − 1 es de clase

C k(Rn,Rn) por ser un polinomio de n variables reales, de este modo,

ψ(τ, ξ, t) = ||x(t, τ, ξ)||2 − 1 =

n∑
i=1

x2i (t, τ, ξ)− 1

es una composición de funciones de clase C k, e decir, ψ ∈ C k(R× Rn × R,R) que
es exactamente lo que se queŕıa probar. □

1.1. Demostración del Teorema 3.1. Sean X,Y, Z como en el Teorema
2.1, es decir, X := (R×Rn,

√
| · |2 + || · ||2) e Y = Z = (R, | · |), siendo || · || la norma

euclideana de Rn y | · | el valor absoluto los cuales son R−espacios de Banach.
Además, recordemos que O ⊆ X × Y está definido por O = R× (Rn \ {0})×R

el cual es un subconjunto abierto en X ×Y mientras que t 7→ x(t, τ, ξ) corresponde
a la única solución de (1.11). Definimos la función f : O → R por f(τ, ξ, t) =
||x(t, τ, ξ)||2−1, la cual corresponde a la restricción sobre el abierto O de la función
ψ : R× Rn × R → R y está definida por

ψ(τ, ξ, t) := ||x(t, τ, ξ)||2 − 1.

Como g ∈ C k(R×Rn,Rn) y las funciones (t, ξ) 7→ B(t)ξ, (t, ξ) 7→ C(t)ξ son de
clase C k(R×Rn,Rn), el Corolario 3.1 dice que ψ ∈ C k(R×Rn×R,Rn), entonces,
f = ψ|O ∈ C k(O,Rn).

Recordemos además que T verifica la propiedad

||x(T (τ, ξ), τ, y)||2 = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}),
implica que se verifica la identidad f(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = 0.

Por otro lado, en el Paso 5 de la demostración del Teorema 2.1, se verificó

que ∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂T , vista como matriz cuadrada de orden 1, es invertible y que su

inversa pertenece a L(Z, Y ).

Entonces, en el Paso 6 de la demostración del Teorema 2.1, se aplica el Teorema
de la Función Impĺıcita para asegurar la existencia de un conjunto abierto U ⊆
R × Rn con (τ, ξ) ∈ U , un subconjunto abierto V ⊆ R y una función s : U → V
tales que

(i) (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ U × V .
(ii) U × V ⊆ O y por ende U ⊆ R× (Rn \ {0}).
(iii) s ∈ C 1(U, V ) y ψ(τ, ξ, s(τ, ξ)) = 0 para todo (τ, ξ) ∈ U .
(iv) s(τ0, ξ0) = T (τ0, ξ0),
(v) En el mismo Paso 6 de demostración del Teorema 2.1, se probó que s = T |U ,
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entonces, el Teorema de la Función impĺıcita para funciones de clase C k (Proposi-
ción A.6) nos dice que la función s es de clase C k(U, V ), esto nos permite afirmar
que T |U = s ∈ C k(U, V ).

En resumen, si (τ0, ξ0) ∈ R × (Rn \ {0}), existe una vecindad U ⊆ R × Rn
de (τ0, ξ0) y una vecindad V ⊆ R de T (τ0, ξ0) tales que la función Crossing Time
(τ, ξ) 7→ T (τ, ξ) verifica que T ∈ C k(U, V ).

Por último, como (τ0, ξ0) ∈ U y T ∈ C k(U, V ), se tiene que todas las k−ésimas
derivadas de T existen y son continuas en (τ0, ξ0). Ahora, como (τ0, ξ0) es arbitrario,
las k−ésimas derivadas de (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ) existen y son continuas en todos los pares
(τ0, ξ0) ∈ R×(Rn\{0}), lo cual equivale a T ∈ C k(R×(Rn\{0}),Rn) y el resultado
se sigue. □

2. La suavidad del Homeomorfismo de Lin.

Dada la única solución t 7→ x(t, τ, ξ) del sistema (1.11) con x(τ, τ, ξ) = ξ, junto
con la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ T (τ, ξ), recordemos la función de Lin definida
en (1.16), es decir,

H : R× Rn −→ Rn

(τ, ξ) 7−→ H(τ, ξ) =


x(T (τ, ξ), τ, ξ) exp

(
δ

2
(T (τ, ξ)− τ)

)
y ̸= 0

0 y = 0.

Entonces, nuestro objetivo se logra al verificar la existencia y continuidad de
todas las derivadas de H en R×(Rn\{0}), las cuales serán abordadas en el siguiente
resultado.

Teorema 3.2. Bajo las hipótesis del Teorema 3.1, se verifica que la fun-
ción de Lin H es de clase C k(R × (Rn \ {0}),Rn \ {0}). En particular, para
todo τ fijo, el homeomorfismo de Lin Hτ verifica Hτ ∈ C k(Rn \{0},Rn \{0}).

Demostración. Sean τ ∈ R y ξ ∈ Rn \ {0}. Como se verifican las condiciones
(1.12), (1.13) y además las funciones (t, ξ) 7→ B(t)ξ e (t, ξ) 7→ C(t)ξ y g son de
clase C k(R× Rn,Rn), el Lema 3.1 implica que T ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R).

Entonces, para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) se verifica

H(τ, ξ) = x(T (τ, ξ), τ, ξ) exp

(
−δ
2
(T (τ, ξ)− τ)

)
,

el cual, corresponde a la composición y producto de funciones de clase C k lo que
implica que (τ, ξ) 7→ H(τ, ξ) sea de clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0}).

Por último, si se fija τ ∈ R, se obtiene que H(τ, ·) ∈ C k(Rn \ {0},Rn \ {0})
inmediatamente. Ésto es equivalente a que Hτ ∈ C k(Rn \ {0},Rn \ {0}) lo cual
concluye la demostración. □

En lo que llevamos, hemos demostrado que (τ, ξ) → H(τ, ξ) es una función de
clase C k en R× (Rn×{0}). En la siguiente sección, verificaremos que la inversa del
Homeomorfimo de Lin H−1 también es de clase C k en alguna vecindad de (τ, ξ)
para todo ξ ̸= 0 y τ ∈ R.
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3. Suavidad de la Inversa del Homeomorfismo de Lin

Al igual que con H y Hτ , nuestro punto de partida será analizar propiedades
del Crossing Time S de la ecuación lineal (1.10). Hasta ahora, hemos visto que
S ∈ C 1 en R× (Rn \ {0}) y no requerimos de condiciones de diferenciabilidad y/o
suavidad sobre el sistema lineal (1.10). Más aún, todav́ıa podremos deducir que el
Crossing Time de la ecuación lineal (1.10) es de clase C k sin requerir de propiedades
adicionales sobre la ecuación diferencial lineal (1.10) que no sean las establecidos
en las propiedades (L1) y (L2). Se demostrará al aplicar solamente el Teorema de
la regla de la cadena, [30, Teo 11, Cap 2, pág 134].

Previo a demostrar dichos resultados, recordemos que el Lema 2.3 asegura la
existencia y unicidad de la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ S(τ, ξ), la cual satisface

||y(S(τ, ξ), τ, ξ)||2 = ||ξ||2e−δ(S(τ,ξ)−τ) = 1

lo cual implica directamente la identidad (2.12), a saber,

S(τ, ξ) =
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ

con ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \{0}. Cuya demostración consistió en reconstruir las fun-
ciones C,B y g del sistema (1.11). Sin embargo, otro enfoque para la demostración
es observar a S como una composición de funciones de clase C k y aplicar, como se
dijo anteriormente, el Teorema de la regla de la cadena y esa será la estrategia de
la demostración.

Teorema 3.3. Sea k ∈ N con n > 1. Si S : R × (Rn \ {0}) → R es
la función crossing time del sistema (1.10), entonces, se verifica la propiedad
S ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R).

Demostración. Por un lado, la función (τ, ξ) 7→ ||z||2 es de clase C k(R1+n,R)
y la función t 7→ ln(t) es de clase C k(]0,+∞[,R), por otro lado, la función (τ, ξ) 7→ τ
es de clase C k(R1+n,R). Entonces, el Teorema de la regla de la cadena dice que

(τ, ξ) 7→ 1

δ
ln(||ξ||2)

es de clase C k(R× (Rn \ {0}),R). Luego, como el Lema 2.3 establece que

S(τ, ξ) =
1

δ
ln

(
n∑
i=1

ξ2i

)
+ τ

con ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \ {0}, se tiene S es la suma de dos funciones de clase
C k(R× (Rn \ {0}),R), por ende, S ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R). □

Primero que todo, recordemos que la función Crossing Time (τ, ξ) 7→ S(τ, ξ)
verifica la identidad

||ξ||2 exp (−δ(S(τ, ξ)− τ)) = 1 para todo (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0})

siendo t 7→ y(t, τ, ξ) = exp
(
− δ

2 (t− τ)
)
Iξ ∈ Rn la solución de (1.10). Entonces,

para cada (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}) se tiene que

y(S(τ, ξ), τ, ξ) = exp

(
−δ
2
(S(τ, ξ)− τ)

)
Iξ =

ξ

||ξ||
.
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Entonces, para ξ ̸= 0, se tiene que

H−1
τ (ξ) = x

(
τ, S(τ, ξ), ξ exp

(
−δ
2
(S(τ, ξ)− τ)

))

= x

(
τ,

1

δ
ln(||ξ||2) + τ,

ξ

||ξ||

)
.

Si F : R × Rn → Rn es la función definida en (2.6), la identidad precedente
será de gran utilidad para demostrar el resultado que sigue a continuación, el cual
establece que, bajo las condiciones del Teorema 2.1, se tiene que H−1 es tan suave
como la función F.

Teorema 3.4. Suponga que se verifican las hipótesis del Teorema 3.1.
Entonces, la función (τ, ξ) 7→ H−1

τ (ξ) es de clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0})
y en particular, para cada τ ∈ R fijo, se tiene que H−1

τ ∈ C k(Rn\{0},Rn\{0}).

Demostración. Recordemos que para (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}), se tiene que

H−1
τ (ξ) = G(τ, ξ) = x

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)
,

entonces,
• La solución (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) de (1.11) es de clase C k(R×Rn×R,Rn) en virtud
del Lema 3.1.
• El Teorema 3.3 establece que la función Crossing time S asociado al sistema lineal
(1.10) es de clase C k(R× (Rn \ {0}),R).
• La función (τ, ξ) 7→ ξ

||ξ|| es de clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn).
• Por último y no menos importante, se tiene que (τ, ξ) 7→ τ tamb́ıen es una función
de clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn).

Por ende, la función ρ : R× (Rn \ {0}) → R2+n definida por

ρ(τ, ξ) =

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)
es de clase C k(R × (Rn \ {0}),Rn) al serlo por coordenadas (este resultado puede
ser visto, por ejemplo, en [30, Teo. 9, Cap. 2, pág 128]).

Recordemos que para ξ ̸= 0, se cumple la igualdad

G(τ, ξ) = x

(
τ, S(τ, ξ),

ξ

||ξ||

)
= x(ρ(τ, ξ)),

y por ende, G es composición de funciones de clase C k. Por la regla de la cadena,
H−1

· = G ∈ C k(R×(Rn\{0}),Rn) y al fijar τ, se tiene que H−1
τ ∈ C k(Rn\{0},Rn)

lo cual concluye la demostración. □

Como ya se probó que Hτ y H−1
τ son funciones de clase C k(Rn \{0},Rn \{0}),

se obtiene inmediatamente el siguiente corolario, el cual resulta ser una combinación
de los Teoremas 2.5, 3.2 y 3.4:

Corolario 3.2. Bajo las condiciones del Teorema 3.1, se tiene que el homeo-
morfismo de Lin Hτ es un difeomorfismo en Rn \{0} que preserva orientación para
todo τ ∈ R fijo.



Caṕıtulo 4

El Homeomorfismo de Palmer via Crossing y sus
propiedades de suavidad

Como se vio en el Caṕıtulo 1, se define la función Crossing Time para los
sistemas (1.1) y (1.2) como funciones T, S : R× (Rn \{0}) → R, las cuales verifican
las igualdades:

V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) = 1 y V (S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ)) = 1,

para todo (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}), donde t 7→ x(t, τ, ξ) y t 7→ y(t, τ, ξ) son las
respectivas soluciones de (1.1) y (1.2) con condición inicial ξ ∈ Rn en t = τ .

Las propiedades (P3) y (P4), enunciadas en el Caṕıtulo 1, combinadas con la
estabilidad asintótica uniforme de (1.1) y (1.2) descrita en el Lema 1.1 jugarán un
rol clave en la demostración de la existencia y unicidad de los crossing times T y S.

En la primera parte de este caṕıtulo, se demostrará la ya mencionada existencia
y unicidad de las funciones S y T con mayores detalles. La estrategia de la demos-
tración será aplicar las propiedades (P3), (P4), la estabilidad asintótica uniforme
de los sistemas (1.1) y (1.2) y el Teorema de los valores intermedios [41, Teo 1, Cap
7].

En la segunda parte de este caṕıtulo, estudiaremos condiciones suficientes sobre
los sistemas (1.1) y (1.2) para que las k−ésimas derivadas de las funciones T y S
existan y sean continuas en R×(Rn\{0}). Adicionalmente, utilizaremos este y otros
resultados con el objetivo de demostrar que H,G ∈ C k(R× (Rn \{0}),Rn \{0}), lo
cual implicará que cada homeomorfismo de Palmer via Crossing time Hτ = H(τ, ·)
y Gτ = G(τ, ·) definidos en (1.7) y (1.8), respectivamente, también sean de clase C k

en Rn\{0}. Veremos que esto requerirá agregar hipótesis adicionales de regularidad
sobre los sistemas (1.1) y (1.2).

El Lema 1.1 será importante para demostrar el siguiente resultado:

Lema 4.1. Bajo las hipótesis (P1)–(P4), suponga que t 7→ x(t, τ, ξ) y
t 7→ y(t, τ, ξ) son las respectivas soluciones de (1.1) y (1.2) con condición
inicial ξ en t = τ .

Si ξ ̸= 0, existen T (τ, ξ), S(τ, ξ) ∈ R únicos, tales que

V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) = 1 y V (S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ)) = 1.

Demostración. Existencia.
Consideremos la función V : R × Rn → R de la propiedad (P3) vista en el

Caṕıtulo 1 y (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}). Por el Lema 1.1 del Caṕıtulo 1, se verifican
los comportamientos asintóticos

(4.1) ĺım
t→+∞

V (t, x(t, τ, ξ)) = 0

53



54 4. HOMEOMORFISMO DE PALMER VIA CROSSING TIME Y SU SUAVIDAD

y

(4.2) ĺım
t→−∞

V (t, x(t, τ, ξ)) = +∞.

La definición de ĺımite y la propiedad (P3) aseguran que, dado ε = 1, existen
T1(ε), T2(ε) > 0 tales que

V (t, x(t, τ, ξ)) = |V (t, x(t, τ, ξ))| < 1 para todo t ≥ T1(ε) por (4.1),

V (t, x(t, τ, ξ)) = |V (t, x(t, τ, ξ))| > 1 para todo t ≤ −T2(ε) por (4.2).

Entonces, dados ξ ∈ Rn\{0} y τ ∈ R, definamos el conjunto I = [−T2(ε), T1(ε)]
y la función

ϕ1(τ, ξ, ·) : R −→ R
t 7−→ ϕ1(τ, ξ, t) := V (t, x(t, τ, ξ))− 1.

Como t 7→ ϕ1(τ, ξ, t) es continua en R, se tiene que t 7→ ϕ1(τ, ξ, t) es continua
en el compacto I. Por otro lado, se verifica que

ϕ1(τ, ξ, T1(ε)) < 0 y ϕ1(τ, ξ,−T2(ε)) > 0,

y el Teorema de los valores intermedios (ver por ejemplo [41, Teo 1, Cap 7]) implica
la existencia de T (τ, ξ) tal que

V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))− 1 = ϕ(ξ, τ, T (τ, ξ)) = 0,

es decir, existe T (τ, ξ) ∈ I ⊆ R tal que

V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) = 1,

lo cual garantiza la existencia de la función Crossing Time para el sistema (1.1).

Unicidad:
Supongamos que T0 es otro número real tal que V (T0, x(T0, τ, ξ)) = 1, entonces,

V (T0, x(T0, τ, ξ)) = 1 = V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)),

es decir, se tiene que V (T0, x(T0, τ, ξ)) = V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) y por la inyec-
tividad de t 7→ V (t, x(t, ξ, τ)) descrita en la observación 1.1 del Caṕıtulo 1, se tiene
que T0 = T (τ, ξ) lo cual demuestra la unicidad de T .

Con un argumento similar al anterior, podemos demostrar la existencia de
L1, L2 > 0 tales que

V (L1, y(L1, τ, ξ)) < 1 y V (−L2, y(−L2, τ, ξ)) > 1,

y, de este modo, construir una función φ2(τ, ξ·) : [−L2, L1] → R la cual está definida
por φ2(τ, ξ·) := V (t, y(t, τ, ξ))− 1 y demostrar que existe un único S(τ, ξ) tal que

V (S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ)) = 1,

lo cual demuestra el Teorema. □

Observación 4.1. Del Lema 1.1, no es dif́ıcil deducir que cada (τ, ξ) ∈ R ×
(Rn \ {0}) verifica

i) Si V (τ, ξ) > 1, entonces T (τ, ξ) > τ y S(τ, ξ) > τ ,
ii) Si V (τ, ξ) < 1, entonces T (τ, ξ) < τ y S(τ, ξ) < τ ,
iii) Si V (τ, ξ) = 1, entonces T (τ, ξ) = S(τ, ξ) = τ .
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Observación 4.2. Recordemos que la demostración de la existencia y unicidad
del Crossing Time T (τ, ξ) requirió usar la familia de funciones auxiliares

ϕ1(τ, ξ, ·) : I(τ, ξ) −→ R

t 7−→ ϕ1(τ, ξ, t) = V (t, x(t, τ, ξ))− 1

siendo I(τ, ξ) ⊆ R algún intervalo cerrado y acotado que depende de ξ ∈ Rn \ {0} y
τ ∈ R.

De manera similar, para construir el crossing Time S, se requirió la construc-
ción de la siguiente familia de funciones

ϕ2(τ, ξ, ·) : J(τ, ξ) −→ R

t 7−→ ϕ2(τ, ξ, t) = V (t, y(t, τ, ξ))− 1

siendo J(τ, ξ) ⊆ R algún intervalo cerrado y acotado dependiente de ξ ∈ Rn \ {0} y
τ ∈ R.

Entonces, para i = 1, 2 podemos hacer una extensión de ϕi considerando la
función ψi : R× Rn × R → R definida por

ψi(τ, ξ, t) =

 V (t, x(t, τ, ξ))− 1 i = 1,

V (t, y(t, τ, ξ))− 1 i = 2,

y tener en cuenta dos propiedades:

Para todo ξ0 ∈ Rn \ {0} y todo τ0 ∈ R se verifica

ψ1(τ0, ξ0, ·)|I(τ0,ξ0) = ϕ1(τ0, ξ0, ·) y ψ2(τ0, ξ0, ·)|J(τ0,ξ0) = ϕ2(τ0, ξ0, ·).

Para todo ξ ∈ Rn \ {0} y todo τ ∈ R se verifica que

ψ1(τ, ξ, T (τ, ξ)) = 0 y ψ2(τ, ξ, S(τ, ξ)) = 0.

Las funciones ψi jugarán un rol crucial en la siguiente sección. En efecto,
buscaremos condiciones suficientes para que ψi sea continuamente diferenciable en
R×Rn ×R con la esperanza de demostrar que tanto ξ 7→ T (τ, ξ) como ξ 7→ S(τ, ξ)
lo sean en Rn \ {0} bajo las condiciones obtenidas para ψi.

Para simplificar la notación, las funciones H y G descritas respectivamente en
(1.7) y (1.8), serán denominadas como las Funciones de Palmer via Crossing
Time y recordemos que, para cada t ∈ R fijo, la función Ht es un homeomor-
fismo con inversa Gt, las cuales serán denominadas como los Homeomorfismos
de Palmer via Crossing Time . En la sección 2 estudiaremos condiciones para
determinar la derivabilidad S y T , mientras que en la sección 3 estudiaremos con-
diciones necesarias para determinar la derivabilidad de las funciones de Palmer v́ıa
Crossing Time.

1. Derivabilidad de los Crossing Times

Recordemos que si ξ ∈ Rn \ {0} y τ ∈ R, las funciones T y S satisfacen

V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) = V (S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ)) = 1.

Ésto nos dice que T y S son definidos impĺıcitamente, de este modo, el Teorema
de la función impĺıcita, la regla de la cadena y la derivabilidad con respecto a
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las condiciones iniciales nuevamente jugarán un rol importante en el estudio de la
derivabilidad de S y T.

Con el fin de estudiar las funciones T y S, estudiaremos propiedades de las
funciones ψi : R× Rn × R → R definidas en la Observación 4.2.

Como ha sido habitual, sean t 7→ x(t, τ, ξ) y t 7→ y(t, τ, ξ) las respectivas solucio-
nes de los sistemas (1.1) y (1.2) con condición inicial ξ en tiempo t = τ . Asimismo,
continuaremos usando la notación vectorial ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn junto con

x(t, τ, ξ) = (x1(t, τ, ξ), . . . , xn(t, τ, ξ)) e y(t, τ, ξ) = (y1(t, τ, ξ), . . . , yn(t, τ, ξ)).

El siguiente resultado presenta condiciones suficientes para que ψ1 y ψ2 sean
de clase C k con k ∈ N.

Teorema 4.1. Bajo las hipótesis del Lema 1.2, si suponemos las propie-
dades V ∈ C k(R×Rn,R), y los operadores de Nemitskii de los sistemas (1.1)
y (1.2) verifican F,G ∈ C k(R× Rn,Rn) con k ∈ N, entonces, ψ1 y ψ2 son de
clase C k(R× Rn × R,R).

Por otro lado, si ∂ψ1

∂ξ es la derivada de ψ1 con respecto a ξ, entonces,

(4.3)
∂ψ1

∂ξ
=
∂x(t, τ, ξ)

∂ξ

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξ

mientras que la derivada de ψ1 respecto a t, a saber ∂ψ1

∂t , verifica

(4.4)
∂ψ1

∂t
=
∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξ
· F(t, x(t, τ, ξ)) + ∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂t

Por último, si ∂ψ2

∂ξ es la derivada de ψ1 con respecto a ξ, entonces,

(4.5)
∂ψ2

∂ξ
=
∂y(t, τ, ξ)

∂ξ

∂V (t, y(t, τ, ξ))

∂ξ

mientras que si ∂ψ2

∂t es la derivada de ψ2 respecto a t, se verifica

(4.6)
∂ψ2

∂t
=
∂V (t, y(t, τ, ξ))

∂ξ
· G(t, y(t, τ, ξ)) + ∂V (t, y(t, τ, ξ))

∂t

Demostración. En efecto, considerando que V ∈ C k(R × Rn,R) y además
F ∈ C k(R× Rn,R) se tiene que (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase C k(R× R× Rn,R)
en virtud de la Proposición A.7. Entonces, recordando que

ψ1(τ, ξ, t) = V (t, x(t, τ, ξ))− 1,

se tiene que ψ1 sólo consta de composiciones y combinaciones lineales de funciones
de clase C k, lo cual implica que ψ1 ∈ C k(R× Rn × R,R).

Por otro lado, si suponemos que G ∈ C k(R × Rn,Rn), se tiene que la función
(t, τ, ξ) 7→ y(t, τ, ξ) es de clase C k(R×R×Rn,Rn) en virtud de la Proposición A.7.
Entonces, al recordar que

ψ2(τ, ξ, t) = V (t, y(t, τ, ξ))− 1,

se tiene, de manera análoga, que ψ2 sólo consta de composiciones y combinaciones
lineales de funciones de clase C k, por lo tanto ψ2 ∈ C k(R× Rn × R,R).
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Para verificar la ecuación (4.3), notemos que para cada i ∈ Nn:
∂ψ1(τ, ξ, t)

∂ξi
=

∂

∂ξi
{V (t, x(t, τ, ξ))− 1} =

∂

∂ξi
{V (t, x(t, τ, ξ))}

=

n∑
j=1

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξj

∂xj(t, τ, ξ)

∂ξi
=

n∑
j=1

∂xj(t, τ, ξ)

∂ξi

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξj
,

y por ende,

∂ψ1(τ, ξ, t)

∂ξ
=

(
∂ψ1(τ, ξ, t)

∂ξ1
, . . . ,

∂ψ1(τ, ξ, t)

∂ξn

)

=

 n∑
j=1

∂xj(t, τ, ξ)

∂ξ1

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξj
, . . . ,

n∑
j=1

∂xj(t, τ, ξ)

∂ξn

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξj


=

∂x(t, τ, ξ)

∂ξ

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξ
.

Por otro lado, para verificar la ecuación (4.4),

∂ψ1(τ, ξ, t)

∂t
=

∂

∂ξi
{V (t, x(t, τ, ξ))− 1} =

∂

∂t
{V (t, x(t, τ, ξ))}

=
∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂t
+

n∑
i=1

∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂ξi

∂xi(t, τ, ξ)

∂t

=
∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂t
+
∂V (x(t, τ, ξ))

∂ξ
· ∂x(t, τ, ξ)

∂t

=
∂V (t, x(t, τ, ξ))

∂t
+
∂V (x(t, τ, ξ))

∂ξ
· F(t, x(t, τ, ξ)),

mientras que para verificar (4.5) y(4.6), los cálculos son análogos al reemplazar
t 7→ x(t, τ, ξ) por t 7→ y(t, τ, ξ). Con esto se concluye la demostración. □

Con esto, ya tenemos las herramientas necesarias para poder estudiar la deri-
vabilidad de las funciones S y T .
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Teorema 4.2 (Suavidad de los crossing times de Palmer). Consideremos
k ∈ N, supongamos que los sistemas (1.1) y (1.2) verifican las condiciones
(P1)–(P4), F ∈ C k(R × Rn,Rn) y G ∈ C k(R × Rn × R) y consideremos las
funciones Crossing Time T y S de los sistemas (1.1) y (1.2), respectivamente.

Si i ∈ {1, 2}, para todo ξ0 ∈ Rn \ {0} y todo τ0 ∈ R existen subconjuntos
abiertos Ui ⊆ R× Rn y Vi ⊆ R tales

(i) Ui ⊆ R× (Rn \ {0}),
(ii) (τ0, ξ0) ∈ Ui,
(iii) T (τ, ξ) ∈ V1 para todo (τ, ξ) ∈ U .
(iv) S(τ, ξ) ∈ V2 para todo (τ, ξ) ∈ U2.
(v) T ∈ C k(U1, V1) y S ∈ C k(U2, V2).

En particular, se verifica que T, S ∈ C k(R× (Rn \ {0}),Rn).
Más aún, si ∂T (τ,ξ)

∂ξ es la derivada parcial de T := T (τ, ξ) respecto a ξ,
entonces,

(4.7)
∂T (τ, ξ)

∂ξ
= −

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

∂V (T, x(T, τ, ξ))

∂ξ
∂V (T, x(T, τ, ξ))

∂t
+
∂V (T, x(T, τ, ξ))

∂ξ
· F(T, x(T, τ, ξ))

mientras que si ∂S(τ,ξ)
∂ξ es la derivada parcial de S := S(τ, ξ) respecto a ξ,

entonces,

(4.8)
∂S(τ, ξ)

∂ξ
= −

∂y(S, τ, ξ)

∂ξ

∂V (S, y(S, τ, ξ))

∂ξ
∂V (S, y(S, τ, ξ))

∂t
+
∂V (S, y(S, τ, ξ))

∂ξ
· G(S, y(S, τ, ξ))

Demostración. Al igual que con lo realizado para el Homeomorfismo de Lin,
la demostración será una aplicación del Teorema de la función impĺıcita, es decir,
la Proposición A.6 y usará las mismas lineas argumentativas de los Teoremas 2.1 y
3.1.

Dados (τ0, ξ0) ∈ R× (Rn \ {0}), sean X,Y, Z como en el Teorema 2.1, es decir,

X := (R× Rn,
√
|| · ||2 + | · |2) e Y = Z = (R, | · |),

siendo || · || la norma euclideana de Rn y | · | el valor absoluto. Además, recordemos
que X,Y y Z son R−espacios de Banach.

Al igual que en los Teoremas 2.1 y 3.1, necesitaremos un subconjunto abierto
O ⊆ X × Y y un par de funciones f1, f2 : O → Z de clase C k(O, Z) tales que
f1(ξ0, τ, T (τ0, ξ0)) = f2(ξ0, τ, S(τ0, ξ0)) = 0Z .

Como Rn \{0} es un subconjunto abierto de Rn, el conjunto R×R× (Rn \{0})
es un subconjunto abierto de R× Rn × R = X × Y . Entonces, denotaremos por O
al subconjunto abierto R× R× (Rn \ {0}).

Como ha sido habitual, para cada (τ, ξ) ∈ Rn+1 denotemos respectivamente
como t 7→ x(t, τ, ξ) y t 7→ y(t, τ, ξ) a las soluciones de (1.1) y (1.2). Finalmente, si
i ∈ {1, 2}, consideraremos las funciones fi : O → R las cuales serán definidas por
f1(τ, ξ, t) = V (t, x(t, τ, ξ))− 1 y f2(τ, ξ, t) = V (t, y(t, τ, ξ))− 1.
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Para i ∈ {1, 2}, recordemos que las funciones ψi : R × Rn × R → R están
definidas por

ψ1(τ, ξ, t) := V (t, x(t, τ, ξ))− 1 y ψ2(τ, ξ, t) := V (t, y(t, τ, ξ))− 1.

Entonces, por la definición de ψi y fi se tiene que la restricción de ψi sobre O es la
función fi, es decir, ψi|O = fi. Además, como F,G ∈ C k(R × Rn,Rn), el Teorema
4.1 dice que ψ1, ψ2 ∈ C k(R × Rn × R,Rn). Por lo tanto, podemos concluir que
fi = ψi|O ∈ C k(O,Rn).

Como (τ0, ξ0) ∈ R× (Rn \ {0}), cada ψi verifica las identidad

ψ1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = 0 y ψ2(τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) = 0

además, se verifica que (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)), (τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) ∈ R× (Rn \{0})×R = O

lo cual implica las identidades

f1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = ψ1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = 0,

f2(τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) = ψ2(τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) = 0.

Notemos que ψ1 : R × Rn × R → R implica que ψ1(τ, ξ, t) ∈ R para todo
(τ, ξ, t) ∈ R × Rn × R, lo cual implica que f1(τ, ξ, t) ∈ R para todo (τ, ξ, t) ∈ O y

por ende, ∂f1(τ,ξ,t)∂t ∈ R, entonces, con el objetivo de demostrar que ∂f(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂T

sea invertible, nos basta probar que ∂f1(τ,ξ,t)
∂t ̸= 0 para todo (τ, ξ, t) ∈ O.

Para verificar dicha invertibilidad, recordemos que F : R × Rn → Rn verifica
que F(t, 0) = 0 para todo t ∈ R.

Como la propiedad (P2) nos dice que x 7→ F(t, x) es una función Lipschitziana
con constante L > 0, la Proposición A.3 combinada con (P1) y (P4) señala que
para todo t ∈ R se verifica

∂f1(τ0, ξ0, t)

∂t
=

∂

∂t
{V (t, x(t, τ0, ξ0))− 1} ≤ −η||x(t, τ0, ξ0)||β

≤ −η||ξ0||β exp {−Lβ|t− τ0|} ,

Luego, dado que ξ0 ̸= 0, η > 0 y exp {−Lβ|t− τ0|} > 0, se deduce que
∂f(τ0,ξ0,t)

∂t < 0 para cada t ∈ R. Entonces, para cada t ∈ R se tiene que

∂f1(τ0, ξ0, t)

∂t
̸= 0

En particular, al considerar t = T (τ0, ξ0), se verifica que ∂f1(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂T ̸= 0 lo

cual implica que ∂f1(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂t es una matriz cuadrada de orden 1 invertible. Por

último, al escribir M =
∣∣∣∂f1(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂t

∣∣∣−1

, se verifica∣∣∣∣∣
(
∂f1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0))

∂t

)−1

z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣(∂f1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0))∂t

)∣∣∣∣−1

|z| ≤M |z|

para todo z ∈ Z, lo cual afirma que
(
∂f1(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))

∂t

)−1

∈ L(R,R) = L(Z, Y ).

Por último, un argumento análogo al anterior pero con la función G, la solución

t 7→ y(t, τ0, ξ0) de (1.2) y (τ, ξ, t) 7→ f2(τ, ξ, t), se concluye que ∂f2(τ0,ξ0,S(τ0,ξ0))
∂S
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es invertible y su inversa
(
∂f2(τ0,ξ0,S(τ0,ξ0))

∂S

)−1

es un elemento que pertenece a

L(Z, Y ).

En resumen, hemos construido funciones f1, f2 : O → Z de clase C k(O, Z) tales
que

(a) f1(τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) = f2(τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) = 0

(b) Tanto ∂f1(τ0,ξ0,T (τ0,ξ0))
∂T como ∂f2(τ0,ξ0,S(τ0,ξ0))

∂S son operadores lineales in-
vertibles cuyas inversas pertenecen a L(Z, Y ).

De este modo, ya hemos corroborado todas las hipótesis del Teorema de la
Función Impĺıcita para funciones de clase C k (Proposiciones A.4 y A.6), el cual
asegura la existencia de subconjuntos abiertos Ui ⊆ R × Rn y Vi ⊆ R además de
funciones si : Ui → Vi que verifican las siguientes propiedades

(i) (τ0, ξ0, T (τ0, ξ0)) ∈ U1 × V1 y (τ0, ξ0, S(τ0, ξ0)) ∈ U2 × V2.
(ii) Ui × Vi ⊆ O y por ende Ui ⊆ R× (Rn \ {0}) con i ∈ {1, 2}.
(iii) s ∈ C k(U1, V1) y ψi(ξ, τ, si(τ, ξ)) = 0 para todo (τ, ξ) ∈ Ui.
(iv) s1(τ0, ξ0) = T (τ0, ξ0) y s2 = S(τ0, ξ0)

Demostraremos el resto del Teorema corroborando que para todo (τ, ξ) ∈ U1

se tiene que T (τ, ξ) = s1(τ, ξ) y S(τ, ξ) = s2(τ, ξ) para cualquier (τ, ξ) ∈ U2. Por
un lado, se tiene ψ1(ξ, τ, s1(τ, ξ)) = 0 y, por ende,

V (s1(τ, ξ), x(s1(τ, ξ), τ, ξ)) = 1 = V (T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)),

entonces, la unicidad de T del Lema 4.1 nos dice que s1(τ, ξ) = T (τ, ξ) para todo
(τ, ξ) ∈ U1. Usando el mismo argumento con f2, s2 y S, se verifica la identidad
s2(τ, ξ) = S(τ, ξ) para todo (τ, ξ) ∈ U2.

Todo ésto implica que para cada (τ0, ξ0) ∈ R × (Rn \ {0}), existen vecindades
Ui ⊆ R× Rn de (τ0, ξ0) y vecindades Vi ⊆ R tales que la función Crossing Time T
verifica que T ∈ C k(U1, V1), pues, s1 ∈ C k(U1, V1) y T |U1

= s1 mientras que, de
forma análoga, el Crossing Time (τ, ξ) 7→ S(τ, ξ) verifica que S ∈ C k(U2, V2), pues,
S|U2

= s2 ∈ C k(U2, V1).
Por último, la arbitrariedad de (τ0, ξ0) implica que que todas las k−ésimas

derivadas parciales de T y S existen y son continuas en cada (τ0, ξ0) ∈ R×(Rn\{0}),
lo cual implica que T, S ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R).

Para demostrar la identidad (4.7), denotemos por ∂T∂ξ a la derivada de la función

T en la variable ξ. Entonces, dado que f1 = ψ1|O y s1 = T |U1
, se tiene que

∂T (τ, ξ)

∂ξ
=

∂s1(τ, ξ)

∂ξ
= −

(
∂f1(τ, ξ, s1(τ, ξ))

∂s1

)−1
∂f1(τ, ξ, s1(τ, ξ))

∂ξ

= −
(
∂ψ1(τ, ξ, T (τ, ξ))

∂T

)−1
∂ψ1(τ, ξ, T (τ, ξ))

∂ξ

= −

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

∂V (T, x(T, τ, ξ))

∂ξ
∂V (T, x(T, τ, ξ))

∂ξ
· F(T, x(T, τ, ξ)) + ∂V (T, x(T, τ, , ξ))

∂T

,

y esto último por usar la notación T = T (τ, ξ). Luego, tenemos que se verifica la
identidad (4.7).
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Para demostrar identidad (4.8) basta con replicar lo realizado en el último cálcu-
lo, considerando la función f2 = ψ2|O, es decir, intercambiando (t, ξ) 7→ F(t, ξ) y
(t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) por las funciones (t, ξ) 7→ G(t, ξ) y (t, τ, ξ) 7→ y(t, τ, ξ), respecti-
vamente, concluyendo aśı la demostración. □

2. Derivabilidad del Homeomorfismmo de Palmer y su inversa

Dadas las soluciones t 7→ x(t, τ, ξ) e t 7→ y(t, τ, ξ) de los sistemas (1.1) y (1.2)
junto con sus respectivos Crossing Times T (τ, ξ) y S(τ, ξ), recordemos la función
de Palmer v́ıa Crossing Time:

H : R× Rn −→ Rn

(τ, ξ) 7−→ H(τ, ξ) =

 y(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) ξ ̸= 0

0 ξ = 0,

donde, para cada τ ∈ R, se tiene que Hτ = H(τ, ·) es un homeomorfismo cuya
inversa H−1

τ = G(τ, ·) se define por

G : R× Rn −→ Rn

(τ, ξ) 7−→ G(τ, ξ) =

 x(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ)) ξ ̸= 0

0 ξ = 0.

Para verificar la suavidad de H y G usaremos las siguientes notaciones: si
ξ ∈ Rn, entonces ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). De este modo, para cualquier i ∈ Nn y
(t, τ, ξ) ∈ R2 × Rn, consideraremos las siguientes notaciones:
• x(t, τ, ξ) = (x1(t, τ, ξ), x2(t, τ, ξ), . . . , xn(t, τ, ξ)) donde cada xi(t, ξ, τ) ∈ R.
• y(t, τ, ξ) = (y1(t, τ, ξ), y2(t, τ, ξ), . . . , yn(t, τ, ξ)) con yi(t, ξ, τ) ∈ R.
• H(τ, ξ) = (H1(τ, ξ), H2(τ, ξ), . . . ,Hn(τ, ξ)) donde todos los Hi(τ, ξ) están en R.
• G(τ, ξ) = (G1(τ, ξ), G2(τ, ξ), . . . , Gn(τ, ξ)) donde cada Gi(τ, ξ) ∈ R.

Con estas herramientas, veremos las hipótesis suficientes para que H sea de
clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0}) mediante el siguiente resultado:

Teorema 4.3. Bajo las hipótesis del Teorema 4.2, se tiene que la función
de Palmer via Crossing Times H verifica que H ∈ C k(R×(Rn\{0}),Rn\{0}).

Más aún, si ∂H∂ξ es la derivada de H respecto a ξ, entonces,

(4.9)
∂H(τ, ξ)

∂ξ
= Y(τ, ξ) +

∂y(τ, T, x(T, τ, ξ))

∂ξ

[
X(τ, ξ) +

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

]
,

siendo T := T (τ, ξ) y X : R × (Rn \ {0}) → Mn×n(R) una función matricial
donde cada i, j-componente Xi,j(τ, ξ) viene definida por

Xi,j(τ, ξ) :=
∂xi(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξi
.

Por otro lado, Y : R× (Rn \{0}) →Mn×n(R) viene dada por {Yi,j((τ, ξ))}ni,j=1

las cuales verifican

Yi,j(τ, ξ) :=
∂yi(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))

∂τ

∂T (τ, ξ)

∂ξj

y en particular, para cada τ ∈ R fijo, se tiene que Hτ es una función de clase
C k(Rn \ {0},Rn \ {0}).
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Demostración. Recordemos que para (τ, ξ) ∈ R× (Rn \ {0}), se tiene que

H(τ, ξ) = y(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)),

entonces, se satisfacen las siguientes propiedades:
• Las funciones (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) y (t, τ, ξ) 7→ y(t, τ, ξ) son de clase C k(R×Rn ×
R,Rn) en virtud de las proposiciones A.5 y A.7.
• La función Crossing time T asociada a la ecuación diferencial (1.1) satisface
T ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R) de acuerdo al Teorema 4.2.
• La función (τ, ξ) 7→ x(T (τ, ξ), τ, ξ) es de clase C k(R× (Rn \ {0}),Rn) por la regla
de la cadena.

Por ende, la función ρ1 : R× (Rn \ {0}) → Rn+2 definida por

ρ1(τ, ξ) = (τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)),

verifica ρ1 ∈ C k(R × (Rn \ {0}),R2+n), en efecto, todas sus k−ésimas derivadas
existen y son continuas. Luego,

H(τ, ξ) = y(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ)) = y(ρ1(τ, ξ)) para todo ξ ̸= 0,

es decir, H es una composición de funciones de clase C k. Entonces, H es de clase
C k(R× (Rn \{0}),Rn \{0}) por la regla de la cadena. En particular, al fijar τ ∈ R,
se verifica Hτ ∈ C k(Rn \ {0},Rn \ {0}).

Para verificar la identidad (4.9), notemos que la regla de la cadena nos dice que
la derivada parcial de Hi respecto a la variable ξj en (τ, ξ) verifica

∂Hi(τ, ξ)

∂ξj
=

∂

∂ξj
{yi(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))}

=
∂yi(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))

∂τ

∂T (τ, ξ)

∂ξj

+

n∑
ℓ=1

∂yi(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))

∂ξℓ

∂xℓ(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂T

∂T (τ, ξ)

∂ξj

+

n∑
ℓ=1

∂yi(τ, T (τ, ξ), x(T (τ, ξ), τ, ξ))

∂ξℓ

∂xℓ(T (τ, ξ), τ, ξ)

∂ξj

= Yi,j(τ, ξ) +

n∑
ℓ=1

∂yi(τ, T, x(T, τ, ξ))

∂ξℓ

[
Xℓ,j(τ, ξ) +

∂xℓ(T, τ, ξ)

∂ξj

]
y esto último por usar T = T (τ, ξ). Luego, la derivada de H respecto a ξ verifica

∂H(τ, ξ)

∂ξ
=

{
Yi,j(τ, ξ) +

n∑
ℓ=1

∂yi(τ, T, x(T, τ, ξ))

∂ξℓ

[
Xℓ,j(τ, ξ) +

∂xℓ(T, τ, ξ)

∂ξj

]}n
i,j=1

= Y(τ, ξ) +
∂y(τ, T, x(T, τ, ξ))

∂ξ

{
Xi,j(τ, ξ) +

∂xi(T, τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

= Y(τ, ξ) +
∂y(τ, T, x(T, τ, ξ))

∂ξ

[
X(τ, ξ) +

∂x(T, τ, ξ)

∂ξ

]
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lo cual prueba la identidad (4.9) y con esto se concluye la demostración. □

Ahora, teniendo en cuenta lo obtenido con H, veremos que estableciendo las
mismas condiciones, podemos verificar que G también es de clase C k de forma
análoga a lo hecho con H:

Teorema 4.4. Bajo las hipótesis del Teorema 4.2, se tiene que la función
de Palmer G verifica que G ∈ C k(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0}).

Más aún, si ∂G∂ξ es la derivada de G respecto a ξ, entonces,

(4.10)
∂G(τ, ξ)

∂ξ
= Z(τ, ξ) +

∂x(τ, S, y(S, τ, ξ))

∂ξ

[
W(τ, ξ) +

∂y(S, τ, ξ)

∂ξ

]
Siendo Z : R× (Rn \ {0}) → Mn×n(R) una función matricial donde cada

entrada Zi,j(τ, ξ) viene definida por

Zi,j(τ, ξ) :=
∂xi(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ))

∂τ

∂S(τ, ξ)

∂ξj

Por otro lado, las i, j-componentes Wi,j(τ, ξ) de W : R×(Rn\{0}) →Mn×n(R)
vienen definidas por

Wi,j(τ, ξ) :=
∂yi(S(τ, ξ), τ, ξ)

∂S

∂S(τ, ξ)

∂ξi
.

y en particular, cada Homeomorfismo impĺıcito de Palmer Gτ es una función
de clase C k(Rn \ {0},Rn \ {0}).

Demostración. Recordemos que para (τ, ξ) ∈ R × (Rn \ {0}), la función
impĺıcita de Palmer viene definida por

G(τ, ξ) = x(τ, S(τ, ξ), y(S, τ, ξ)),

donde además, se verifican las siguientes propiedades:
• Una consecuencia de las proposiciones A.5 y A.7 es que las funciones (t, τ, ξ) 7→
x(t, τ, ξ) y (t, τ, ξ) 7→ y(t, τ, ξ) son de clase C k(R× Rn × R,Rn).
• La función Crossing time S asociada a la ecuación diferencial (1.2) satisface
S ∈ C k(R× (Rn \ {0}),R) de acuerdo al Teorema 4.2.
• La función (τ, ξ) 7→ y(S(τ, ξ), τ, ξ) es de clase C k(R × (Rn \ {0}),Rn) en virtud
del Teorema de la regla de la cadena.

Estas tres propiedades implican que la función ρ2 : R × (Rn \ {0}) → Rn+2

definida por

ρ2(τ, ξ) = (τ, S(τ, ξ), y(S, τ, ξ)),

verifica la propiedad ρ2 ∈ C k(R × (Rn \ {0}),R2+n), en efecto, cada k−ésima
derivada de ρ2 existe y es continua en R× (Rn \ {0}).

Entonces, cada ξ ̸= 0 satisface la igualdad

G(τ, ξ) = x(τ, S(τ, ξ), y(S, τ, ξ)) = x(ρ2(τ, ξ)),

es decir, G es una composición de funciones de clase C k, lo cual implica que G ∈
C k(R× (Rn \ {0}),Rn \ {0}).

Más aún, se concluye que cada homeomorfismo de Palmer Gτ = H−1
τ es de

clase C k(Rn \ {0},Rn \ {0}) al fijar τ ∈ R.
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Para verificar la identidad (4.10), consideremos S := S(τ, ξ). Entonces, la regla
de la cadena implica que

∂Gi(τ, ξ)

∂ξj
=

∂

∂ξj
{xi(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ))}

=
∂xi(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ))

∂τ

∂S(τ, ξ)

∂ξj

+

n∑
ℓ=1

∂xi(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ))

∂ξℓ

∂yℓ(S(τ, ξ), τ, ξ)

∂t

∂S(τ, ξ)

∂ξi

+

n∑
ℓ=1

∂xi(τ, S(τ, ξ), y(S(τ, ξ), τ, ξ))

∂ξℓ

∂yℓ(S(τ, ξ), τ, ξ)

∂ξj

= Zi,j(τ, ξ) +

n∑
ℓ=1

∂xi(τ, S, y(S, τ, ξ))

∂ξℓ

[
Wℓ,j(τ, ξ) +

∂yℓ(S, τ, ξ)

∂ξj

]
y por ende,

∂G(τ, ξ)

∂ξ
=

{
Zi,j(τ, ξ) +

n∑
ℓ=1

∂xi(τ, S, y(S, τ, ξ))

∂ξℓ

[
Wℓ,j(τ, ξ) +

∂yℓ(S, τ, ξ)

∂ξj

]}n
i,j=1

= Z(τ, ξ) +
∂x(τ, S, y(S, τ, ξ))

∂ξ

{
Wi,j(τ, ξ) +

∂yi(S(τ, ξ), τ, ξ)

∂ξj

}n
i,j=1

= Z(τ, ξ) +
∂x(τ, S, y(S, τ, ξ))

∂ξ

[
W(τ, ξ) +

∂y(S, τ, ξ)

∂ξ

]
,

lo cual prueba la identidad (4.10) y con esto, el resultado se sigue. □

Para terminar, gracias a los Teoremas 4.3 y 4.4, contamos con todas las hipótesis
necesarias para establecer que cada homeomorfismo de Palmer es un difeomorfismo
de clase C k(Rn \ {0},Rn \ {0}).

Corolario 4.1. Sea τ ∈ R y k ∈ N. Suponga que se verifican las hipótesis
(P1)–(P4) junto con que F,G ∈ C k(R× Rn,Rn).

Entonces, Hτ ∈ C k(Rn \ {0},Rn) y Gτ ∈ C k(Rn \ {0},Rn). Lo cual implica
que Hτ : Rn \ {0} → Rn \ {0} es un difeomorfismo de clase C k.



Apéndice A

Resultados Técnicos

1. Resultados preliminares

Revisitaremos algunos resultados clásicos en la literatura de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, los cuales serán de utilidad para el desarrollo de la Tesis.

Lema A.1 (Desigualdad de Gronwall). [40, Lema 3.3. p.26]
Sean J =]α, β[ un intervalo abierto, φ, f : J → R dos funciones continuas

no negativas en J, t0 ∈ J y c0 > 0. Si

f(t) ≤ c0 +

∣∣∣∣∫ t

t0

φ(r)f(r) dr

∣∣∣∣ para todo t ∈ J

entonces,

f(t) ≤ c0 exp

(∣∣∣∣∫ t

t0

φ(r) dr

∣∣∣∣) para todo t ∈ J.

Otras referencias sobre la desigualdad de Gronwall pueden encontrarse en [11, p.19]
y [22, p.24].

A continuación consideremos el siguiente problema de valores iniciales

(A.1)


dx

dt
= F(t, x)

x(τ) = ξ.

El siguiente resultado proporciona una condición suficiente para la existencia,
unicidad y prolongabilidad de soluciones para el problema (A.1) y corresponde a
una reformulación de [11, Teorema 2, p.12]:

Proposición A.1. Sea J ⊆ R un intervalo no degenerado, t0 ∈ J y
ξ0 ∈ Rn. Suponga que F : J × Rn → Rn es continua en J × Rn y existe una
constante L > 0 tal que para cada x, y ∈ Rn y t ∈ J se tiene la desigualdad:

||F(t, x)− F(t, ξ)|| ≤ L||x− y||,
entonces, se verifica la existencia y unicidad de una solución t 7→ x(t, t0, ξ0)
del sistema (A.1) con condición inicial x(t0, t0, ξ0) = ξ0 la cual está definida
en J .

65
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Proposición A.2 (Propiedad de Semiflujo:). Bajo las condiciones de la
Proposición A.1, sean τ ∈ J y ξ ∈ Rn. Entonces, toda solución t 7→ x(t, τ, ξ)
de (1.1) con x(τ, τ, ξ) = ξ verifica la igualdad:

x(s, t, x(t, τ, ξ)) = x(s, τ, ξ) para todo s, t, τ ∈ J.

Demostración. Por un lado, se tiene que t 7→ x(t, τ, ξ) es la solución del
problema de valores iniciales (A.1). Además, se tiene que s 7→ x(s, t, x(t, τ, ξ)) es la
solución del problema de valores iniciales

(A.2)

{
dx
ds = F(s, x)

x(t) = x(t, τ, ξ)

de modo que la solución s 7→ x(s, τ, ξ) de (A.1) también es solución de (A.2),
entonces, por la unicidad de soluciones obtenida en la Proposición A.1, se verifica
que x(s, t, x(t, τ, ξ)) = x(s, τ, ξ) para todo s, t, τ ∈ J . □

Proposición A.3. [27, Prop 2, p.40] Suponga que F : R × Rn → Rn es
continua y verifica F(t, 0) = 0 para todo t ∈ R. Suponga que existe L > 0 tal
que

||F(t, ξ1)− F(t, ξ2)|| ≤ L||ξ1 − ξ2|| para todo ξ1, ξ2 ∈ Rn.
Sean ξ ∈ Rn, s ∈ R y t 7→ x(t, s, ξ) la solución del problema de valores

iniciales (A.1). Entonces, se verifica que

||ξ1 − ξ2|| exp(−L|t− s||) ≤ ||x(t, s, ξ1)− x(t, s, ξ2)|| ≤ ||ξ1 − ξ2|| exp(L|s− t|).
En particular, si ξ2 = 0, se verifica que:

||ξ1|| exp(−L|t− s|) ≤ ||x(t, s, ξ1)|| ≤ ||ξ1|| exp(L|t− s|).

Demostración. Dados z ∈ Rn y s ∈ R, la solución t 7→ x(t, s, z) se representa
en su forma integral:

x(t, s, z) = z +

∫ t

s

F(r, x(r, s, z)) dr.

Entonces, se verifica que:

||x(t, s, ξ1)− x(t, s, ξ2)|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣ξ1 − ξ2 +

∫ t

s

F(r, x(r, s, ξ1))− F(r, x(r, s, ξ2)) dr

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ||ξ1 − ξ2||+

∣∣∣∣∫ t

s

||F(r, x(r, s, ξ1))− F(r, x(r, s, ξ2))|| dr
∣∣∣∣

≤ ||ξ1 − ξ2||+
∣∣∣∣∫ t

s

L||x(r, s, ξ1)− x(r, s, ξ2)|| dr
∣∣∣∣ ,

por lo tanto:

||x(t, s, ξ1)− x(t, s, ξ2)|| ≤ ||ξ1 − ξ2||+
∣∣∣∣∫ t

s

L||x(r, s, ξ1)− x(r, s, ξ2)|| dr
∣∣∣∣ .

Por la desigualdad de Gronwall, descrita en la Proposición A.1, se tiene que

(A.3) ||x(t, s, ξ1)− x(t, s, ξ2)|| ≤ ||ξ1 − ξ2|| exp(L|t− s|).
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La propiedad de semiflujo, descrita en la Proposición A.2, nos dice que

x(s, t, x(t, s, z)) = x(s, s, z) = z para todo t, s ∈ R y todo z ∈ Rn,

entonces, usando ξ1, ξ2 en lugar de x(t, s, ξ1) y x(t, s, ξ2), la desigualdad (A.3) nos
ayuda a deducir que

||ξ1 − ξ2|| = ||x(t, s, x(s, t, ξ1)− x(t, s, x(s, t, ξ2))||
≤ ||x(s, t, ξ1)− x(s, t, ξ2)|| exp(L|s− t|).

Esta estimación, combinada nuevamente con (A.3), implica que:

||ξ1 − ξ2|| exp(−L|s− t|) ≤ ||x(s, t, ξ1)− x(s, t, ξ2)|| ≤ ||ξ1 − ξ2|| exp(L|s− t|).

Ahora, en el caso ξ2 = 0, se tiene que

||x(t, s, 0)|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

s

F(r, x(r, s, 0)) dr

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

s

||F(r, x(r, s, 0))|| dr
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ t

s

L||x(r, s, 0)|| dr
∣∣∣∣ ≤ 1

n
+

∣∣∣∣∫ t

s

L||x(r, s, 0)|| dr
∣∣∣∣ ,

para todo n ∈ N. Entonces, la desigualdad de Gronwall implica que:

||x(t, s, 0)|| ≤ 1

n
exp (L|t− s|) ,

entonces, si n→ +∞, el Teorema del encaje implica que ||x(t, s, 0)|| = 0 para todo
t, s ∈ R y, por lo tanto, x(t, s, 0) = 0 para todo t, s ∈ R, entonces, si ξ2 = 0, se tiene
que

||ξ1|| exp(−L|s− t|) ≤ ||x(s, t, ξ1)|| ≤ ||ξ1|| exp(L|s− t|),
lo cual concluye la demostración. □

Corolario A.1. Sean F : R×Rn → Rn y t 7→ x(t, τ, ξ) como en la Proposición
A.3. Dado τ ∈ J fijo, y M > 0, la función ξ 7→ x(t, τ, ξ) es continua en Rn
uniformemente en todo t ∈ [τ −M, τ +M ].

Demostración. Sean ξ0 ∈ Rn, ε > 0 y δ = εe−2ML. Por la Proposición A.3,
para todo t ∈ [τ −M, τ +M ] se tiene que:

||x(t, τ, ξ)− x(t, τ, ξ0)|| ≤ ||ξ − ξ0||eL|t−τ |,

de modo que si ||ξ − ξ0|| < δ, se verifica que

||x(t, τ, ξ)− x(t, τ, ξ0)|| ≤ ||ξ − ξ0||eL|t−τ | < εe−2MLe2LM = ε.

para todo t ∈ [τ −M, τ +M ].
Es decir, dado ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que si ||ξ − ξ0|| < δ, entonces,

||x(t, τ, ξ)− x(t, τ, ξ0)|| < ε para todo t ∈ [τ −M, τ +M ],

y por ende,

sup{||x(t, τ, ξ)−X(t, τ, ξ0)|| : t ∈ [τ −M, τ +M ]} < ε.

Por la arbitrariedad de ξ0, probamos la continuidad de ξ 7→ x(t, τ, ξ) en ξ0 para
todo ξ0 ∈ Rn uniformemente en [τ −M, τ +M ]. □
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2. Teorema de la función impĺıcita

Recordemos que la función crossing time T está definida impĺıcitamente en
las ecuación (2.1) por medio de la función ψ de la Observación 2.3. Entonces, el
Teorema de la función impĺıcita jugará un papel importante en la demostración del
Teorema 2.1. En particular usaremos una reformulación de la versión presentada
en el libro de Thomas Sideris, a saber, el Teorema [40, Teo 5.7, Cap 5, pág 82]
combinada con el Corolario [40, Cor 5.1, Cap 5, pág 84]:

Proposición A.4 (Teorema de la Función Impĺıcita). Consideremos tres
espacios de Banach reales X,Y, Z. Ademas, sean O ⊆ X × Y un subconjunto
abierto de X × Y y f : O → Z tal que f ∈ C 1(O, Z).

Si existe (x0, y0) ∈ O tal que f(x0, y0) = 0Z , la derivada Dfy(x0, y0) es
invertible y su inversa pertenezca a L(Z, Y ). Entonces:

a) Existen vecindades U de x0 y V de y0 tal que U × V ⊆ O.
b) Existe una única función g : U → V de clase C 1 tal que

y0 = g(x0) y f(x, g(x)) = 0

para todo x ∈ U. Por último, si f(x, y) = 0, entonces, y = g(x).
c) Para todo (x, y) ∈ U × V se verifica que Dfy(x, y) es invertible,

Dy(x, y) ∈ L(Z, Y ) y se tiene la igualdad

Dg(x) = −Dfy(x, g(x))−1Dfx(x, g(x)).

Para mas resultados sobre el Teorema de la función impĺıcita sugerimos consultar
[17, p.145].
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2.1. Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales. Para la
demostración de los Teoremas 2.1,3.1 y 4.2 se estudian propiedades cualitativas de
los sistemas de ecuaciones diferenciales del tipo

(A.4)
dx

dt
= F(t, x).

Entonces, en esta sección recordaremos (sin demostración) los resultados de
derivabilidad de las soluciones (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) del sistema (A.4) con respecto a
las condiciones iniciales. Para una demostración en detalle, remitimos al resultado
presentado en la referencia de Thomas Sideris [40, Teo. 6.1, Cap.6, pág 89], el cual
resulta ser una aplicación elegante y original del Teorema de la Función Impĺıcita
mencionado en la Proposición A.4. Por último, la notación ∂F

∂x representa la matriz
jacobiana de x 7→ F(t, x).

Proposición A.5 (Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales).
Consideremos el sistema (A.4) donde F : J×Ω → Rn es de clase C 1(J×Ω,Rn)
siendo Ω ⊆ Rn un subconjunto abierto de Rn y J ⊆ R un intervalo abierto.

Supongamos que (τ0, ξ0) ∈ J × Ω y que x(·, τ0, ξ0) : I(τ0, ξ0) ⊆ J → Rn es
la única solución del sistema (A.4) con la condición inicial x(τ0, τ0, ξ0) = ξ0
donde I(τ0, ξ0) está definido por

I(τ0, ξ0) = ]a(τ0, ξ0), b(τ0, ξ0)[⊆ J

y corresponde al intervalo maximal de existencia de la función t 7→ x(t, τ0, ξ0).
Entonces, la función x ∈ C 1(D,Rn), donde

D := {(t, τ, ξ) ∈ R2+n : a(τ, ξ) < t < b(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ J × Ω},
tal que (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ), verifica lo siguiente:
Para todo par fijo (τ, ξ), la función t 7→ ∂x

∂ξ (t, τ, ξ) ∈Mn×n(R), es solución del

problema de valores iniciales matricial

(A.5)


dy

dt
=

∂F(t, x(t, τ, ξ))

∂ξ
y

y(τ) = I,

siendo I ∈ Mn×n(R) la identidad mientras que ∂x
∂ξ es la matriz jacobiana de

(t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) con respecto a la condición inicial.

Este resultado también se puede encontrar en [18, Cap.3],[22, Cap.5], [5, Cap.1]
con algunas diferencias formales.

2.2. Teorema de la función impĺıcita para funciones de clase C k.
Recordemos que la función crossing time T está definida impĺıcitamente por la
ecuación (2.1) y por medio de la función ψ de la Observación 2.3. Entonces, el
Teorema de la función impĺıcita jugará un papel importante en su demostración.
En particular, usaremos una reformulación de la versión presentada por Thomas
Sideris en [40, Cor 5.1, Cap 5, pág 84]:
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Proposición A.6 (Teorema de la Función Impĺıcita para funciones de
Clase C k). Bajo las hipótesis del Teorema A.4, si f ∈ C k(O, Z), entonces, se
verifica g ∈ C k(U, V ).

3. C k-Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales

Para demostrar los Teoremas 3.1 y 4.2, se necesita estudiar propiedades cuali-
tativas de sistemas de ecuaciones diferenciales del tipo

dx

dt
= F(t, x).

En particular, revisitaremos los resultados de suavidad de las solutiones t 7→ x(t, τ, ξ)
de (A.4) con respecto a las condiciones iniciales. En este caso, el resultado que será
de utilidad para nosotros es una reformulación de [40, Cor. 6.1, Cap.6, pág 92], el
cual es una consecuencia de las Proposiciones A.5 y A.6. Dichos resultados nos per-
mitieron deducir condiciones de C k-derivabilidad de las soluciones de los sistemas
(1.1), (1.2) y (1.11) con respecto a las condiciones iniciales (y tambien el tiempo
inicial).

Proposición A.7 (Suavidad con respecto a las condiciones iniciales).
Consideremos el sistema (A.4) donde F : Ω×J → Rn es continua C 1(Ω×J,Rn)
siendo Ω ⊆ Rn un subconjunto conexo y abierto de Rn y J ⊆ R un intervalo
abierto.

Supongamos que (τ0, ξ0) ∈ J × Ω y que x(·, τ0, ξ0) : I(τ0, ξ0) ⊆ J → Rn es
la única solución del problema de valores iniciales (A.4) con x(τ0, τ0, ξ0) = ξ0
donde

I(τ0, ξ0) = ]a(τ0, ξ0), b(τ0, ξ0)[⊆ J

corresponde al intervalo maximal de existencia de la función t 7→ x(t, τ0, ξ0).
Si F(t, ·) ∈ C k(Ω,Rn), entonces, la función (τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) es de clase

Ck(J × Ω).
Más aún, si F ∈ C k(J ×Ω,Rn), la función (t, τ, ξ) 7→ x(t, τ, ξ) verifica ser

de clase C 1(D,Rn), donde
D := {(t, τ, ξ) ∈ R2+n : a(τ, ξ) < t < b(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ J × Ω}.

4. Continuidad de la función determinante.

En el Teorema 2.5, la continuidad del determinante det :Mn×n(R) → R fue una
herramienta crucial para corroborar que cada Homeomorfismo de Lin v́ıa Crossing
Time sea un difeomorfismo que preserva orientación. En ese sentido, el siguiente
resultado es una generalización de lo realizado en [25, p.53] el cual constituye un
resultado muy útil para la demostración de la continuidad del determinante:

Proposición A.8. Sea (F, || · ||F ) un R−espacio vectorial normado. Toda
aplicación multinileal f : Rn1 × Rn2 × · · · × Rnk → F es continua.

Con este resultado, ya contamos con todas las herramientas necesarias para
demostrar que la función determinante det :Mn×n(R) → R es continua:
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Proposición A.9. La función det :Mn×n(R) → R es una función conti-
nua en Mn×n(R).

Demostración. Primeramente, sea ni = n para todo i ∈ {1, . . . , n}. Si consi-
deramos la función g :Mn×n(R) → Rn1 × Rn2 × · · · × Rnndefinida por

A = {ai,j}ni,j=1 7→ g(A) :=




a1,1
a2,1
...

an,1

 ,


a1,2
a2,2
...

an,2

 , . . . ,


a1,n
a2,n
...

an,n


 ,

entonces, g es un isomorfismo entre los dos espacios normados de dimensión finita
(Mn×n(R), || · ||) y (Rn1 × · · · × Rnn , || · ||), y por ende, g es un homeomorfismo.

Además, la función f : Rn1 × Rn2 × · · · × Rnn → R definida por

f




a1,1
a2,1
...

an,1

 ,


a1,2
a2,2
...

an,2

 , . . . ,


a1,n
a2,n
...

an,n


 = det{ai,j}ni,j=1

es una función multilineal alternante, lo cual implica ser continua en virtud de la
Proposición A.8. Luego, tenemos que la función determinante satisface la identidad
det = f ◦ g, es decir, det es una composición de funciones continuas, lo cual implica
que det es una función continua. □





Apéndice B

Demostración del Lema 1.1.

Con el objetivo de probar el Lema 1.1, partamos considerando un intervalo
I ⊆ R y una función y : I ⊆ R → R. La derivada inferior izquierda de y en t ∈ I se
define como

D−y(t) = ĺım inf
h→0+

y(t)− y(t− h)

h
= ĺım inf

h→0−

y(t+ h)− y(t)

h
.

Consideremos la siguiente definición:

Definición B.1. [18, Def 3.2, pag.61] Sea f : D → R una función continua en
el conjunto abierto D ⊆ R2 y (t0, x0) ∈ D. Se dice que la función x :]αx, ωx[→ R
definida en un intervalo maximal de existencia ]αx, ωx[ es una solución maximal
del problema de valores iniciales

(B.1)

{
x′ = f(t, x)

x(t0) = x0

si cualquier otra solución t 7→ y(t) de (B.1) definida en su respectivo intervalo
maximal de existencia ]αy, ωy[ verifica x(t) ≥ y(t) para todo t ∈]αx, ωx[∩]αy, ωy[.

Por otro lado, se dice que la función x :]αx, ωx[→ R definida en un inter-
valo maximal de existencia ]αx, ωx[ es una solución minimal del problema de va-
lores iniciales (B.1) si cualquier otra solución t 7→ y(t) de (B.1) definida en su
respectivo intervalo maximal de existencia ]αy, ωy[ verifica x(t) ≤ y(t) para todo
t ∈]αx, ωx[∩]αy, ωy[.

En [18, Teo. 3.3, pag.61], se establece que si f es continua en D, entonces el
problema de valores iniciales (B.1) tiene una solución minimal xm y una solución
maximal xM . El siguiente resultado es una reformulación de los resultados [18, Teo.
4.1, pag.65] junto con [18, ejer. 19.(3), pag.66], el cual será de gran utilidad para
demostrar la Proposición 1.1:

Lema B.1. Sean D ⊆ R2 un conjunto abierto y f : D → R una función
continua. Consideremos (t0, x0) ∈ D y sea t 7→ xm(t) la solución minimal del
sistema {

x′ = f(t, x)
x(t0) = x0

en un intervalo minimal ]α, ω[. Sea v :]t0 − a, t0] → R una función continua
que verifica

(1) El par ordenado (t, v(t)) ∈ D para todo t ∈]t0 − a, t0] donde a > 0,
(2) D−v(t) ≤ f(t, v(t)) para t ∈]t0 − a, t0] y
(1) v(t0) ≤ x0.

Entonces, se verifica v(t) ≤ xm(t) para todo t ∈]t0 − a, t0]∩]α, ω[.

73
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Demostración del Lema 1.1

Sea f : R2 → R definida por f(s, x) = − ηx
C1
, la cual es continua en R2 y

consideremos una solución s 7→ x(s) del sistema (1.1). Tenemos que el problema de
valores iniciales

(B.2)


du

ds
= f(s, u)

u(t) = V (t, x(t))

tiene una única solución la cual viene dada por s 7→ U(s) = V (t, x(t))e−
η
C1

(s−t)

definida en el intervalo maximal R, lo cual implica que U es una solución minimal
de (B.2).

Además, si definimos v :] −∞, t] → R con v(s) = V (s, x(s)), las hipótesis nos
dicen que se verifica

D−v(s) = D−V (s, x(s)) ≤ −η||x(s)||β ≤ − η

C1
V (s, x(s)) =

η

C1
v(s) = f(s, v(s))

Por último, se tiene que v(t) = V (t, x(t)) = U(t) lo cual implica que U(t) ≤ v(t).
Luego, el Lema B.1 nos dice que U(s) ≤ v(s) para todo s ∈] − ∞, t] ∩ R, es

decir, se tiene

V (t, x(t))e−
η
C1

(s−t) = U(s) ≤ v(s) = V (s, x(s)) para todo s ≤ t

y por ende,

V (t, x(t)) ≤ V (s, x(s))e−
η
C1

(t−s) para cada s ≤ t,

lo cual demuestra (1.1).
Para demostrar que t 7→ V (t, x(t)) es estrictamente decreciente en R, supon-

gamos que t1, t2 ∈ R son tales que t1 < t2. Entonces, 0 < e−
η
C1

(t2−t1) < 1, y por
ende

V (t2, x(t2)) ≤ V (t1, x(t1))e
− η

C1
(t2−t1) < V (t1, x(t1)),

lo cual demustra que t 7→ V (t, x(t)) sea estrictamente decreciente en R.
Por último, como C2||x||β ≤ V (t, x) para todo (t, x) ∈ R× Rn, en particular,

0 ≤ C2||x(t)||β ≤ V (t, x(t)) ≤ V (s, x(s))e−
η
C1

(t−s)

entonces, fijando s y haciendo tender t→ +∞, el Teorema de encaje dice que

ĺım
t→+∞

V (t, x(t)) = 0

mientras que si t ≤ s, obtenemos que e
η
C1

(s−t)V (s, x(s)) ≤ V (t, x(t)) y nuevamente,
al fijar s, el Teorema de encaje dice que al hacer tender t→ −∞, se verifica

ĺım
t→−∞

V (t, x(t)) = +∞.

Si V verifica las condiciones (P3) y (P4), cualquier solución t 7→ ϕ(t) de (1.1)
o de (1.2) verifica la desigualdad (1.9) y t 7→ V (t, ϕ(t)) es estrictamente decreciente.
Por último, realizando el mismo argumento, podemos concluir los ĺımites

ĺım
t→+∞

V (t, ϕ(t)) = 0 y ĺım
t→−∞

V (t, ϕ(t)) = +∞

lo cual concluye la demostración. □
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verté, S. A. 2014.

[42] J. Zhang, M. Fan, H. Zhu. Nonuniform (h, k, µ, ν)–dichotomy with applications to nonau-

tonomous dynamical systems, J. Math. Anal. Appl. 452 (2017), no. 1, 505–551.


	
	Agradecimientos
	Notaciones Utilizadas
	Introducción
	Capítulo 1. El problema de la derivabilidad de equivalencias topológicas
	1. El problema de la equivalencia topológica
	2. La equivalencia topológica via crossing time.
	3. La equivalencia topológica, sus propiedades de suavidad y la novedad de este trabajo

	Capítulo 2. Diferenciabilidad del Homeomorfismo de Lin y su inversa
	1. La función Crossing Time del sistema no lineal y sus propiedades
	2. La derivada del Homeomorfismo de Lin.
	3. La función Crossing Time del sistema lineal y sus propiedades
	4. La inversa del Homeomorfismo de Lin y su diferenciabilidad
	5. Preservación de orientación del Homeomorfismo de Lin.

	Capítulo 3. Suavidad del Homeomorfismo de Lin y su inversa.
	1. Suavidad del Crossing Time del sistema no lineal.
	2. La suavidad del Homeomorfismo de Lin.
	3. Suavidad de la Inversa del Homeomorfismo de Lin

	Capítulo 4. El Homeomorfismo de Palmer via Crossing y sus propiedades de suavidad
	1. Derivabilidad de los Crossing Times
	2. Derivabilidad del Homeomorfismmo de Palmer y su inversa

	Apéndice A. Resultados Técnicos
	1. Resultados preliminares
	2. Teorema de la función implícita
	3. Ck-Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales
	4. Continuidad de la función determinante.

	Apéndice B. Demostración del Lema 1.1.
	Demostración del Lema 1.1

	Bibliografía

