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Planteamienta  Gel  problems.

1.1  Relatividad  Eat)ecial.

En  esta  parts  de  muestro  traba5o  a]:Ializare{nLs  lag  ideas  cemtrales  qtle

conducen  a  rna  descripQi6n  de  la  naburaleza  en  el  marco  de  la  t'ReLetivi-

dad  Bspecial'!.

Hist6rioamerite  en  la  formulaci6n  de  la  teorfa  tememos  que  ccmsid.sr&r

dos  aspectos,  uno  te6r.ico  que  oonstituye  la  concepci6n  newtonierra  de  la

naturaleza  y  uno  fenomenol6gico  el  que  oulmina  con  el  electromagnetis®c}

de  Maxwell-Faraday,  La  mecanica  de  Newtca  conio  c>ualqu|sr  otra  te.r{a  fi-
r.i ca  pl.eeisa  un  refer.encial  constitii.±d.o  pop  uri  Sistema  de  cQor.denedets

que  permite  indicar.  1a  ubioaci6n  eel  el_  estLxp` oio  del  fen6meno  y  ademas  un

reloj  asociado  solidariamente  al  sistema  de  coQrdepadas  papa  que  de  es-

te  modo  pueda  dar.mos  la  cronolog±a  del  fen6meno    Siguiendo  lag  ideas  de

la  mecanica mewtoniana  y  fi3ando  nuestra  atencit.;n  en  aquellas  que  son

icalrr.ente  sigriificativas,  no  p®demos  de5aT  de  mricionar  lag  que  conden-

saremos  en  lag  dos  proposiciones  siguientes.

1.1;-.a  ''Existen  sistemas  de  referencia  al  intericr  de  los  cuales  im  oue£

po  que  se  mueve  libremente,   sigue  rna  trayeotor`=a  rectil€nea".

Esto  caracteriza ctnem5ticamente  los  llamados  sistemas  inercialeg,

el  enunciad®  anter.ior  es  equivalente  al  siguiembe:
''Existen  sistemas  de  I.eferencia  en  log  cuales  im  cuerpc}  que  se  mug

ve  libremente,1o  hace  con  velooidad  constamte".

1.1.b  Principi®  ¢e  equivalencia.  Ijas  leyes  de  la  ffsica  son  lag  mismas

en  todos  los  sistemas  inerciales  y  las  transformacicmes  que  permlten  pLa±-

sar  de  un  sistema  inercial  a  otro,   sCJn  las  que  oonstituyen  el  grupo  de

Galileo.    I)  -Ri€  a  +  at
J

1|)  tl=  t                               ,U   vector  constante,  velocidad  r'elativa

Es  fa'cil  darse  cuenta  que  la  aceptaci&i  del  grupo  de  Galileo,  equi-

vale  a  aceptar.  en  la  naturaleza  una  concepci6n  absoluta  del  tiempo.  El

i;iempo  se  mide  bori  independencia  de  cualquier  sistema  inercial.  La  idea



Zia  idea  de  tfempo sbsolii.to  en  conexi6n  estrecha  carl  I,  nos  lleva a  con-
Qlui'r  qua  lag  interacciones  descritas  eel  la natur®1eza  deben  ser  instan-

t5neas.  Th  efecto  Qada  rna  de  lag  acoiones  tiene  asc>ciada  su  tiempo,  lo

que  equi,vale  a  declarar  la  posibilidad  de  comparaci6n  de  tiempo  en  sis-
temas .dlferentes,,  pero  sucede  que  n.  puede  haber  diferenoias  entre  estos

tiempos  medidos  asf ,  pues  la  I.elaci6n .11  asi'  1o  establece.

Opongamos  a  esta  descrlpoi6m  el  electromagretismo  ouyas  ideas  Cem-

trales  son:

Ill.  Existen  los  sistemas  inerciales.

IV.     Es  va'1ido  el  principio  de  equivalencia,  per.o  no  el  goupo  de  Si

metrfas  de  Galileo  como  normativo  de  Coda  teor`±a  ffsiQa.

V.       Ijas  interaociones  no  son  lnstantaneas.  Hecho  que  queda  demos-

trado  experimentalmente,  con  la  medicio'n  de  la  velocidad  de  la  luz

a   a  2,99.?92.1010 Egg] ,
oonstante  papa  los  sistemas  inerciales  y  que  se

toma  eomo  velocidad  maxima  de  interacsf6n.

Coma  61  punto  de  partida  del  electromagnetismo  ests  en  la  realldad

fenomenol691ca,   sl  se  quiere  construlr  la  meca'nioa  desde  el  punto  de  vif

ta  femomenol6gico,  resulta  indispensable  tomar  comp  punto  de  partida  el

electromagnetismo  acept&ndo  desde  luego  todas  sus  concluES.D"~®s  y  tenieg2

do  en  vista  que  pare  producir  rna  ordenacio'n  de  los  fen6menos  que  se  des

criben  en  esta  nueva  mec€nlca  es  necesario  un  ppinciplo  ordenador,  resu|

ta  evidente  que  usa  de  lag  aspiraclones  debe  ser  la  obtenci6n  de  un  prig

clpio  de  simetrfa,  pero  como  estamos  trabajando  oon  log  fen6menos  tal

cual  ellos  se mos  presentan  en  la naturaleza,  este  principlo  de  simetrfa

debe  ser  16gicamente  exaoto.

1.2    Veamos  primero  que  conclusiones  sacamos  de  la  constancia  de  la  vel9

cidad  de  la  lug.  Usaremos  en  lo  sucesivo  coma  referencial  uns  variedad,

1lamada  "espaoio-tlempo",  con  las  siguleptes  caraoterfsticas   :

x°=  ct,   xl=  x,   x2=  y,   x3=  z.   A  los  puntos  del   Wesp&cio-tiempo"  de  coor-

denadas   {xP),  }i5  o,1,   2,   31as  11an}aremos ''sucesos" ,   y  nos  referiremos

a  lag  trayectorias  de  las 'bartfculas',  como  descritas  pop  "1fneas  Unive¥

so l' |
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Asi'  en nuestra variedat !€e±iemos  uns €structur.a  de  espacio  vectorial

(pseudo-Euclidiano ) ,   donde;
uV

#4uvA    A u,v=  a,1,   2,   3.     y

=t-i ::F: :,  2,  3.
es  la  llamada  Delta  generalizada.

Habiendo  definido  la  ''norma",  de  un  vector  podemos  hablar  de  distan-

cia  entre  dos   sucesos   (xYi)),   (xT2))t   Como

dtxutn   ,xT2ij   =  I xTo   -xT2tl

Veamos  ahora  cuales  son  lag  transformaciones  que  dejan  invariante  el
"caracter  piano-''  de  nuestr    variedad,  Auv,  tensor  m6trico  constante,  es-

tas  corr.esponden  desde  el  punto  de  vista  de  la  meoanica  clasica  a  trans-

formaciones  entre  sistemas  inerciales.

Si  le  imponemos .1a  linealidad  a  nuestras  tr.ansfor`maciones,   tendre-

mos:

1.2.1     xlu  =4
uV
v. x         de  donde

1.2.2   A u  V ,/},#^vo`   = A,#o-,  que  es  la  condici6n  definitoria  de

nuestras  transf`ormaoiones,   a  lag  cuales  en  lo  sucesivo  llamaremos   "tl.an&

formaciones  de  Lorentz''.

.Ahor.a  estableoeremos  una  clasificaci6n  general    de  las   ''matrices  de

Lorentz",   y  sefialaremos  algunas  de  sus  propiedades;

1.2.2   1mplica     (A`,,?
I,f\#1f«^--.``A

u )tAu  v  A Vo*4/# Ch de  donde

-`}                   -:: ``.

;% i    i£\ i  (/\ i  I  !-A I  -Sin

iA!2=  1   =>   W  = -+.-1    ..:
De  las  matrices  de  LQrentz  de  determlnante  equivalente  a  +  1,  dire-

mos  que  oor`responden  a  tr'ansformaciones  propias,   y  en  cambio  las  de  de-

terminante  -1,  que  corresponden  a  transformaciones  impropias.  Del  heoho

que jA!±0    ,  deducimos  que  A   ,   slempre  tiene  lnverso,  como  existe  A-€
-1,  entonces  habra  de  tenerse; A-1  I  =    I/\-1  =^-L^^-1    con
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Vemos  entonceB  qua  lag  ''matmces  ae  LQrentz" ,  constltuyen  uri  grupo,

y  el  de  lag  matrices  proplas  de Larentz  un Sub-grmpo  del  prlmero.
A  log  sucesos  podemos  tambl€n  clasif'ioarlos  en  el  espaclo-tiempo,

de  aouerdo  al  invariante;

1.2.4  I  x

1.2..5!   x

sucesos  bipo  tieinpd

sucesoB  tlpo  luz

suoesos  tipo  espaolo,  clasiflcac>ich  que  es  absoluto
en  nue§tra  varieaad.   Observemos  ahora  otpa  propiedad  de  log  sucesos  en

el  espa¢io-tlempo.  Sea  a  un  cuexpo  movi6ndose  con  veloclaadF ,  en  un

sistema  de  referencla  a,  y  conslderemos  otro  sistema  s',  solidarlo  con

a,   tenemos  entonc6s:
uV

EL  s    ds2  =z.tuvdx  dx

th  s'   ds2  =   (dxo)2

t'-
como  dx°  -  cdt

dxt£.d±V    ,   de  donde

i/b2rt-£+-_TEXT)t¥--=Ex¥Tr.~(-;=~)~2~,i;~finaimente
1  -±i  ;  comoja\ 4* c ,  el  reloj  en  gt  at;#asa

c2
con  respeoto  al  reloj  en  s,  el  tiempo  marcado  pop  el  rieloj  s',   se  llama

tiexpo  proplo  del  ouexpo.   En  lo  sueeslvo  conslderaremos  in  sistema  de

unidades  en  que  c  =  1,  y  el  factor  (1-i2)  i;  1o  11am`aremos  faotor  de

contracci6n  de  Lorentz.

1.3    Meca'nica  relativista.

Bevisemos  ahora  en  nuestra  mecanlca  fenomenol691ca  9uales  son  lag
.-..

.

eQuaclones  de  la  trayectopia  de  uns  partl'cula.  "o  podemos  escoger  coma

en  el  oaso  clasico,   el  tlexpo  como~.pars-metr.o,  Dues  como  ya  dlscutimos

6ste  perd.i6`su  caracter  absoluto,  y  su  medlcl6n  es  pelatlva  al  slstema

ineroial  que  mos  referlmos.  Pero  sl  tenemos  en nuestro  referenclal  uns

magnitud  que  pop  sus  propiedades  y  de  manera  natural  noB  siztve  eomo  parf

metro  este  es  el  "lnt6rvalo  entre  sucesos''.  As±  tenemos  en  un  slstema

imepcial  s,

i.3.1      x"=  x4s)       vector  unlverso  ''posicl6n"

I.3.2    ,ffA =  ggLt+       Vector  unlvergo.4'_velooidadw



I      =1...

i.3.3  `  au =  gf a-vector  universo  "aceleracio'n't

Si  ahora  sec`1|ama'

Ijopentz ,   t-endremos

i . 3.,',4  - ` ( vL:, .  ,

factor  de  ccmtrtaoci6n  de

i.3.5     (au,,)   =  ¥i±'"a,  aJ+a #   (u-¥  aj§    ;   ademas  es  fdcil  ver.1f'icar  que;

1 .3 .6 ir ;; rffJkvifgr- ~ I
•..,..

1.3.7rfepSorpragr       =  0,1o'`,que,ge.o7ngt.£Lcame.pte  significa  que   (vu    )   es  un

"versor",   nor.ma|  a   (au ).

1.4    Parece  no  haber  razones  ccmtundentes  que  obllguen  a  destacar  Compte

tamente  la  mecfnlca  de  Newton  y  es  pop  esto  que  se  tomara  como  bases  de

uns  nueva  mecanica  que  per.mlta  descubrir  el  comportamlento  dlnamico  de

uns  partfcula.  Si  pdstulamos  que  cada  parti'cula  tiene  asoclada  rna  mag-

nitud  lnvariante,   su  nasa  in,  results  natural  definir  un  cuaduvector  mo-'

mento   (generalizaci6n  del  vector  momento  de  la,  mecanica  de  RTewtc)h)  pop

Bus   componentes : .

1.4`.i      E  =  in  u#   Papa-darle  un  buen  gradd  de  aceptacio'n  a  esta  defini-

ci6n,   se  puede  hacer  notar  que  lag  leyes  de  conservacio'n  de  la  mass  y,

el  momento  de  la  meofnica  d.e  ENewton  ser.iarl   (hipot6ticamente)   formas  par-

tlcularies  de  pr.incipios  de  conservaci6n  de  caracter  mucho  ma's  general.

En  su  forms  ma's  general  estos  principios  establecen  la  conser.vacl6n  de

log  ouatro  componentes  del  momento  generallzado,   Log  tres  componentes  de

espacio  se  corresponden  con  log  componentes  del  momento  Newtoniano  y  -el

cuartc  componente  p4es  el  11.atnado  componente  de  tiempo  o  tempor.oboide.

1.4.2       p4==1me cca  i2  =  -  1

y b  P -- I
C

que  se  puede  identiflcar  con  la  energfa  coma  apar.ecen  luegc>.   El  empleo
de  rna  notacl6n  tensopial  es  aconsejable  s61o  cuando  se  hace  transf`orma-

oiones  de  urio  a  otro  sistema  debldo  a  que  con  ello  se  simplifioa  lag

transformaciones,  pero  si  el  estudio  se  hace  al  inter.lop  de  un  mar.co  de

referencla  cualesquiera,   1a  mejor.  manera  de  relaciCinar  log  hechos  empffi

cos  con  la  teor.i'a  que  ellos  dan  lugar  es  emplear  propusamente  lag  nota-
-5-
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cic>hes  que  hen  §ungido  coal  la  mecaliica  Newtoniaae  cuyos  principios  ma's

que  enunciarlos  hay  que  generalizarlos.   Papa  empezar  mambengamos  el  en!±±±

ciado :

Fu=  ag-tpu >     0    Fu=  +  furry   )

Es  d.8  notar`  que  esta  definici6n  no  da  un  vector  cuadridimensional

verdaqer'o  pop  cuanto  I  es  escenclalmente  la  compomente Ode  un  vector  y  no

un  escalar  coma  ocurre  en  la  mecanica  de.Newton.   De  los  cuatro  componen-

tes  de  F    se  puede  central  1a  atenci6n  sobr.e  los  tr.es  componentes  de  es-

:i::;F1=#(Pi,=*,#)
Si  se  quiere  que  las  r'elaciones  hasta  ahora  mencionadas  puedan  en-

trap  compatlblemente  en  uns  formulaci6n  lagrangiana  de  la  mecrfuica  sera

preciso  que  bal  como  e]i  la  mecinica  Newtoniana  sea  aqu±  3L  =  ]fy   es  d±

cir   al  --in ui               pop  integraci6n  de  esta  eouaoi-6n ifePop  integr'aci6n  de  esta  eouaci6n  'duif"eLr9ncia|  se

iriTF|FT-cte t uL,
1 -,2    ,_

obtendra:          L   =   _  mc2

Ija  constante  de  integraci6n,   cotno  es  obvio,   debera'  identlficarse

oon  V  (x±),   es  declr  habra'  de  tenerse:

IJ   =     -mc2

En  cuarlto  a  1?s  correspondientes
\,.'% +   ?ill   =   o

;.-     :{i

RJi
\./,'l  -P

L.   .I-

-v  (xi)

1.4.5
5:       --I:

mui
`-:-,\--.-.---i

Comparando :p,2ygivffb   ,

ecuaciones  de  Ijagr'ange,   seran:

I.esulta  que  ha  de  ser:

1.4.6      Fi  =  -8i±   pues  el  primer  te'rmino  de  i.4.i  es  precisamente  F±:

Sin  embargo  rT+o  es  posible  ccmtrola±  esta  relacl6n  I.4.6  en  la  pr.a:otlca

como  serfa  de  desear.  En  ef`ecto  un  caso,  natural  pars  la  oompr.obaci6n

serfa  pop  ejemplo  el  de  la  fuerza  de  gr.avitacl6n  y  bien  sabemos  que  en

el  marco  de  la  relatividad  restrlngida  ello  no  es  posible  debido  a  que

la  fuer.za  aludida,   requiera  papa  su  descripci6n,   condiciones  que  no  tie

men  sentido  en (1a  relatividad  restringida)  el  mar'co. sefialado.ipar.a  rna

partfcula,  libre  r`esulta  que  pop  ser_g±  =  0  sera:



in ..iui

FTp2
a:

aar p±  =  0    y  se  podra  entonces  describir  el
comportamiento  de  la  parti'cula  libre.  Otro  tanto  podra'  haoepse  Con  sists

mag  de  partfculas  libres.   Se  comprende  que  no  es  posible  describir  Con

la  mecfmica  relativlsta  el  comportamiento  din5mioo  del  cuer.po  ri'gido  men

diante  la  formulaci6n  de  Lagrange  pues  se  requiere  consider`ar  la  existen

de  interacciones  instantineas  entre  sus  parti'culas  que  estan  en  contra-

ducci6n  flagrante  con  el  llamado  postulado  de  la  r`elablvidad  especial.

Es  mss  se  puede  ser  tajante  y  decir  que  la  id,ea  de  cuexpo  ri'gido  es  in-

compatible  en  la  relatividad  especial  a  restringida.

Cc)mo  en  la  mec5mica  de' Newton  la  energfa  cine'tica  puede  definirse--
mediante    g±  =  F  .v

dt
aE=E-=£uiddt     i    dt

ff=dt
i
i

# = \,1Tlr5-+.~-
er=dt

EEE    E]dt

ui

I-=i-^-

ff  =  -i  c       nydt                ir.  Pues  como
cuadrivector  velocidad  que

u    -  dxuu - FT i 1dxu

VrF    a:b

p.or. desar`rollo  mos  da'

=r-.- ~ .` ...- a '

i.( in ul )dt

---- `--  =

dp4

dT
dp4

icl+  iiii

i  c  dp4F,
es  el  1argc>  invar'iaHte    del

se  qefine  pop. Ia  relaci6n

± ,  volviendo  entonces  a  la  relacio'n
JJL

#  =  +i  C    :=    Se  obtiene  rfu    [T  +  i  c  p4]    =  0  ,  1o  que  cc*ndt*cre  a

I  +  i  C  P4  =  Constante       o    P4  =  €    [T  +  c]   .   Como  adema's  era

Pfy= entonces  results    P4,  =

-7-
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mc2 =  I  +  C   ,   par¥f±  etlccmtrar  la  oonstante  c,   supongamos  que  a-u-.ando

la  partfcula. se` enouei3.bra  en  I.eposo  la  energla  cin6tica  es  nula  y  enton-

ces     in  C2   =  A   ,   1o   que  mos   co`flduce  a   T   +  in  c2   = mc2

I  +  in  o2  =  E     se  denomina  la  emergfa  total,   1o  cual  puede  decir.se  en  Cop.

secuencia  que  es  igual  a  la  sum`a  de  la  energi'a  cin6tica  y  el  equivalente

nasa  energi'a   (in  c2) .

Sabemos  que  la  teor.±a  especial  de  la  relatividad  se  ha  establecido

par`a  incluir  dentro  de  un  esq.uema  general  invariante  los  fen6menos  del
electromagneti smo .

Resulta  legitimo  esperar.  que  el  f`ormalismo  d6  Lagrange  sea  apto  pa-

pa  emprender  el  estudio` de  los  fem6menos  electropragn6ticos.   Sabemos  par.

ejemplo  que  la  fuer.za  que  acttfa  sobre  rna  parti'oula  de  carga  e  es  la-lla

mado  fuerza  de  Lor`entz:   F  =  e -(E-`.+  i .-.:F9x/~r')   que  no  I.esulta  adecuado  pars
C

i>ncorpor.aria  al  esquema  gene:Pal  lagrar+giano  pero  puede  transformarse  con
.=.

solo  introducir  las  potenciales   €'.;3.I ,   y  A.    mediante  las  relaciones:
/

F5>-_vx_F

\

Hagamos

y  fF'se  puede  expres`ar  en  la  for'ma:

F1  =  e  (g

M  =  e(¢-i  .i,,=3.a)     de  suerte  que  sea
.C

Ijlevemos  a     Qi   =f  F7\  3L±Ej:    donde  Q/A  son  los   componentes  generalizados  de
c;I J i

1a  fuerza.   Entonces:

Qi  = € i; Sir = f: ,i:g€ (-*J -5¥_i c*

.an  +  i2EL c23jEf
a.,?i       3x,\c`9,i

y?   que;       M   =   FT   (£j`   ,    X,.`),       X7`   =   Xj`    (qii    t).
-8-



Mostramc}s  con  esto  que  la  fuerza  de  Ijc;rentz  se  adapts  a|  esquema  de  Lagr.a±

ge  y  es  posible  escribir  las  ecuac>iones  de  m'vimiento  de  rna  partfcula  que
Se  mueve  dentpo  de  un  caxpo  electromagreticc),   asi':

g (c¥j - 3+ = a  '  donde

I  =  I  _  FT     con     M   I  e  (;r4-5  tpoA)

Pars  velocidades  bajas  la  relacio'n;

Ft. = e ( g a¥ -air,`),     (,p,-E i-+ o A>,,
'

queda  compr.obada  pop  la.  exper.iencia.   Pero  cuando  no  se  cumple  esta  Condi-

ci6n,   es  decir  papa  grandes  velocidades.,  nada  hay  que  pueda  considerarse

como  uns  raz6n  poder`osa  jpara  afirmar  que  su  aplict?ci6n  sea  de  validez  ge-

ner.al.   Supondremos  que  efectivamente  se  verifica  par.a  toda  velocidad,   en-

tonces  tendl.emos  que  las  ecuaciones  relativistas  de  movimiento  deben  ser`;

1.4.7     EL     mx£
as

vr I  - /jT:I
=  e  (gE d¥  - r3¥)   (` ¢ - t `L~;'='  ffj

Nuevas  obser'vaciones  efectuadas  sobre  el  movimlento  de  lag  particu-

las  de  alta  ener.gfa  muestran  un  acuerdo  basta-ate  aceptable  entre  las  ecua

nes  1.4.7  y  el  comportamiento  r'eal,   y  pop  esta  razo'n  i.4.7  se  tomaron  co-

mo  le.s  ecuaciones  del  movimiento  correcto,   si  se  parte  suponiendo  qu3  es

legl'timo  aqul'  un  principio  de  Hamilto-ii;

J-J`Ldt=  0   ,   con

L=  _  in  c2  )I/[F2-_  e    (¢_  5±£XL  Ai)

tendremos  muevamente  lag  ecuaciones  del  movimiento.

Eg±Lm_ulaci 6n  de  _H_aLg±±ife.

Supongamos  que  p±=u¥  ,   siendo  L=  -in  c2VT-i?T2-_  e (¢,_  E€_x±  AL)

Los  componentes  de  espaoio  del  movimient6  de  una  partfcula  que  estd

en  un  oampo  electromagrie`tico  son:

+  Ji  Ai
C

Nada  podrfam®s  sin  emhargo  decir  respeoto  a  un  componente  en  el  tiempo,

-9-



pop  cuanto  ego  esta  lrlcluido  en  el  esquema  de  Lagr`ange,   se  define  la  fun-

ci6n  de  Hamilton  tal  como  en  la  mec5nlca  de  RTewton  pop:

H  =EPI  LJi -  L

H  =€Pi \,/~i¥-  (p±  _  a A£)   +  in  c2 \/rii~+`-2-    +  e  ( ¢ _  g  `tF 3/7+`/\

H   =   e  \/ lLm  c2   +   (p   _  g  A;`i2j   +   e  ¢

2
H      =     in_     p______

•..I;;_-..;:i

+cry

La  derivada  temper&1  de  la  energfa  oin6tica  pars  este  a.aso  sera:

# =f xi g pi =¥xi # (
v'-_i:-i-2 i.,,:,

= fl  rfudt v-i#

Si  consider'atrios  que  T=O  en  el  reposo  resulta  al  integrar  la  ecuaci6n.

vi¥-,Lr,
I   =.  in  c_

I  -  in  c2

ff = fldtdt
mc2

\,,/i-.Ti-2-

T=mJ
trl-.T2

[vii=--1j

e  xi  (`gt

ahora  de

V i_LIE-2-

resulta

e iF.f

T=`=`r4T`  resulta  que

1.5       "Ley  de  Gravltaci6n  Universal  de  RTewton"

Como  s&bemos  la  teorfa  de  Newton  afirma  que  dos  partfculas  aisladas

en  el  universo,   inter.accionam  de  acuerdo  a:

1.5     1)Ei2   =  -E=i

i.j    2,  ,  F=  in  io

i.5    3)     F''=a,lPlm2

r2-rl33
('i-'2-i-'1)

Si  conocemos  las  condicicmes  iniciales,   el  problema  se  reduce  a  so-

1ucicmar  |a  ecuaci6n  dif`erencial  1.5,2,   reduci6ndolo  al  problema  de  rna
-10-



parti'cula  cori  auxilio  de  1.i.1.  y  1.5.3.   se  puede  plantear.  tambi6ii  el  pro-
blema  de  tres  partl'culas,  que  ofrece  ma',s  dlficultades,  pero  que  ya  esta'  s9

lucionado.

En  todo  caso  nuestros  sistemas  tienen  siempre  ca±acter  discreto,  papa

tr.Star  el  caso  continuo  generalicemos  pr.imero  la  ley  de  I.Tewton  de  la  si-.

guiente  manera;

1.5.4  Dados  dos  cuerpos  CL  y  C2,   consideremoslos  divididos  a  la  mane-

ra  del  c51culo  diferencial,   adema:s  supc)ngamos  que  la  mass  de  cada  elemento

esta'  concentrado  en  un  punto,   en  est3s  condiciones  diremos  que  el  cuerpo

cL,   como  sistema  de  parti'Culas  ejerce  sobre  el  cuerpo  c2,  uns  fuerza  que

es   el  1rmite  de  18.   f`uerza  cuando  las  dimensiones  de  sus  elementos   tienden

a0.

V-eamos   entonces  que  forms  toman  los  componentes  de  la  fuel.za  en  es-

ta   for.mulacio'n.   Sean  los   Cuerpos   Ci,   y   C2,   en  Ci  url  Punto     P{XL,   yL,   ZL)i

y  en  C2  un  Punto  Q(X2,   y2,   Z2),   ad_emas   en  elm  c2  r   spectiva.mente  los  ele-

mentos  de  volumen3^VL, Ljj`V2  que  Contienen  a  P  y  Q,   con  densidades  medias

j'i,  y f2,   entonces  la  Parti'Cula  de  volumen  `.i-V2  ejerce  sobre  la  partfcula
de  volumen    Vi,  rna  fuerza  cuyo  punto  de  apllcaciones  P,   y  cuya  expresio'n

es c:} x   = .:t'Ti .jr2 ,5 Vi`S X^X

1. 5. 5`   Ay  = j\i`'L  i-2 6 yL,5y2 ted;

!r=:[3

4=`z  =~fL  ji2   £Ttv-i    v2   `{an

F=>!3

Papa  los   componentes  del  momentum  cori  I.especto  al  orlgen  tenemos;

A L  = jfJL  ,Lr2  4

1.5.6.   AM=...+`i  t'2

A  rT= JC,i i:2

i  Vi ,5 V2

-;  V| 5 v2

(yiz2   -Z|y2)

(Zix2   -X2Zi)

(X|y2   -X2yl)
-11-



1uego  en  el  1i'mite  la  fuerza  que  C2  ejerce  sobre  cL  es;
x  =  5: (qlVi

9192 (X     _   XL)   dvidv2

1.5t7.         y

1.5.8.

C|'

(yi    _   Xi)   d-Vidv2

-Zi)   dvidv2   ,   y  papa  el  momentum;

(y±.Z      _   ZLy   )   dvidv2

(Z±Xf _   XLZ]`)   dvidv2

]`J  = Jt $2¥  (X„ -X yi)  dvLdv2

Si  ahora  consideramos  que  el  origen  de  coordenadas  esta  ublcado  en

cuando  las  dimensiones  de  este  tienden  a  0,     P   {xL,   y±,   z±)   tiende  al

origen,   y  el  momentum   (L  M,   N)   se  anula,   y  la  fuerza  resultante  se  reduce

a  la  fuerza  sabre  rna  par.ti'cula  ouya  expresi6n  es;

Jthj |d.Vi i:i  2dv2
a    j`,                  V±

x=if
I.3

1.3.9.

=  ¥3  ml  m2
a

=  ¥3  ml  m2

Lo  que   es   consecuencia  de  lo  for.mulado  pop  RTewton  como  nosotr`os  ve-

mos  en  1.5.9.1a  expresl6n  de  la  fuel.za  es  uno  integr.al  doble,   lo  que  pa-

pa  fines  d.e  c£1culo  es  a  veces  muy  engorr.oso,   papa  superar  este  problema

introducimos  el  concepto  de   ''fuerza  espec±fica",   o  fuerza  pop  unidad  a.e

nasa,   de  acuerdo  con  esto  tenenos,   considerando  un  elemento       VL  de  CL,

que  Contlene  al  Punto     Po   (Xo,`yo,   Zo),   y  supr.imiendo  las  densidades

_12
contl'nuas,   y  las  regiones  de  integraci6n  simples,  podemos  lute-

gr€,`.I-iteradamente   13  que  da.



1.5.10

xo=A'_j&i.s`.O¥evrL¥tx-xOJdv2

y°=,,A_``L ;{'±,%-#  =:,i ¥  {y  -yo)  dv2

zo=Al i o
r3

(Z   i   Zo)   dv2

ro=   V/(x  -xo)2   +   (y   _   yo)2   +   (z   .  zo)2

En  lo  sucesivo  cuando  hablemos  de  fuel`za,   entendel.emos  que  estamos  haJ

blando  de  fuerza  espec±fica.f

i.6  Nasa.

Discutiremos  brevemente  ahora  los  pr.oblemas  que  se  presentan  en  Fi'sica

cuando  mos  ref`erimos  al  6oncepto  de  nasa,   aunque  la  nasa  se  define  d.e  mu-

chars  maneras  en  lag  dlferentes  teor.i'as  ffsicas,,  papa  nuestros  fines  mos  rj±

feriremos  a  tres  acepci'enes .del  concepto.

Ponemos  primero  el  concepto  d.e  nasa  inercial  m[,   definido  asf:
"Pongamos  en  un  piano  pulido  un  Cuer.po  c],   al  cual  le  damos  un  lmpulso

p,   entonces  CL  se  mueve  con  rna  velocidad  vi,   supongamos  ahora  un  Guerpo

c2  al  cual  1e  aplicamos  el  mismo  impulso  p,   tal  que  c2  se  mueve  con  Velo-

Cidad  V2,   Si    v2=  kvi,   decimos  entonces  que  la  nasa  de  c2  es  k  veces  la

nasa  de  Ci".

De  esta.  definicio'n  vemos  que  en  ella  la  nasa,   es  netamente  rna  nasa

de  choque,   y  no  hemos  consid.erado  la  ley  de  Fuerza-de  I.rewton  que  se  maml-

fiesta  por  la  presencia  de  la  tierra.
Pero  existe  otra  manera €de  ComJT.)arar  masas,   es  media.nte  rna  balanza,

en  la  cual  claramente  interv`iene  la  ley  de  RTewton,   discutamos  este  punto,

consideremos  dos  cuerpos  Ci  y  c2  de  masas  mi  y  m2     y  pensemos  que  mi  es

la  fuente  de  un  campo  gravita.torio  y  m2  es  la  nasa  de  un  objeto  sujeto  a

la  acci6n  del  campo  creado  pop  mL,   llamaremos  a  m]   ''masa  gravitacional  ac-

tiva"  y  a  m2   ''masa  gravitacional  pasiva'',   esto  lo  simbolizaremos  pop

ni(a),   m2(b).   Si  ahora  invertimos  la  situaci6n  teneH]os  m2(a),   mL(b),   apli-

quemos  a  estos  dos  casos  la  ley  de  gravitaci6n  de  Newton,  y  el  principlo

de   "Acci6n  y  Beacci6mT',   entonces:

'-- \.`

`..--
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1.6.1

`y  oomo  /{F-`i2|     --|f+2I|      ' de  1.6.1.   deducimos  1.6.2. m2 (a ) norma-

liza,ndo,   podemc)s  establecer  la  identidad    in(a)   =  in(b)   =  mg  'tmasa  gravltatg

ria '' .

Veamos  que  sucede  ahora  en  r'elaci6n  a  m±  y  mg,   multiples  experiencias

muestran  que  pc)demos  identiflcar    mi  =  mg,   1a  primer.a  de  estas  experien-

clas  rue  la.  de  Galileo,  posteriormente  sefialemos  la  experiencia  de  E6tv6S

que  lo  demuestran  con  un  error  de  2.13?.
Esto  sefiala  la  posibilidad  de  postular  el  llamado  principio  de  equiva-

1encla  en  Mecanica  ltewtcmlana  que  dice  lo  slguiente:

i.6.3   ''Las  ecuaciones  de  movi.miento  de  un  cuerpo  en  caida  llbre,   son  lnd.e-

pendientes  de  su  masa''.

Matematlcamente  podemos  establecerlo,   en  la  siguieflte  situaci6n,   sun

pongamos  un  cuer'po  c,   entonces  de  acuerdo  Con  RIewton:
mi   a   =  mg  f

donde  f  es  la  intensldad  Gel  campo  g.ravitatorlo  sl  y  a  la  acelaci6n  que

adquiere  el  cuerpo,   sl  mL  =  mg,   entonces   :
a  =  f    independiente  de  in.

a

La  equivalencia  antes  establecida.,   esta  presente  tambien  en  el  concep-

to  de   "peso",   eptendlendo  pop,   "peso"  de  un  cuerpo,1a   fuerza  que  se  ejer-

cc  sobre  el  debido  a  la  atraoci6n  de  la  tierra.

Papa  detallar  mas  esta  situacl6n,  hagamos  primero  el  sigulente  ana'll-

sis,
Conslderemos  dos  sistemas   s  y  s' ,   tales  que  s'   rota  con  velocldad

y  s  es  iner.cial  ademas  consideremos  rna  p8.rtfcula  de  mass  in  ubi-

crdo ca ck givaae xp,  lunge
en  s    a  =  ±Z±=     ,   en  s'   a  =  a:±i
+±>

dt2                             dt,2i
S  en  rl  =

•.\

xlrft.  +  y'j`.   vector  posici6n  de  in  en   s' ,1uego

/  ,'.,/



ri   =   (±'   _`~'y„    +   {y'   +t`t`x')7   ,   donde    gil  =lefuJS
-... a

dt

Lt.
.-.

r
S

-_-'  i

if  =  _cj,t      entoncesdt

=    {.k'i    _   2L*.ffl    _`ul   2   xt)£i    +    (;C+   2jjxl    _!u,:    2   ylL:`t          y   como

=  ti.,4`^`,   pars       I
*

1.6.4Jr-`.=     ri   +  2.aJ~-x  I.1   +       I   {Liexml  ),   si  pensamos  ahora  que   s   es  un   sis-
.':I._                                 -.A

tema  solidario  a  las  estr.ellas  fijas,   y  s'   es  la  tierra,  papa  el  peso  de

la  partfcula  en  un  punto  de  ella  tenemc)s  las  relaciones:
•r.(-..-=-     +         i       i

I-+  -,  x   \r,..x  3! ,
--         _._t

I

1.6.6   mi

+
_:`rttyx   (J~Lx  rl )     multlplicando  pop  mi,   tenemos:

ef
mir-

expresi6n  donde  mi  I   ,  mi  r   ,   son  fuerzas  debido  a  la  presenoia  de  la  tle-
-

rr.a,   entonces  podemos  escribir:

i.6.7    P=  :*mg  _  niJLx  (~ix  ai ),   l_uego  en  un  sistema  de  referencia  no  ine£
+>                          _~>

ciai  aparecen  fuerzas  que  no  pueden  ser  distinguidas  documentadame.Ate  de  un

campo  gravitatorio,   y  Cuyos  efectos  desclpar.ecen  en  un  sistema  inercial,  no-

temos ,que  en  la  relaci6n  1.6.7  estd  implicitamente  aceptado  el   "principio

de  equlvalencia".

1.7.     Estudiemos  ahor'a  el  comportamiento  de  rna  par.ti'cule,  de  mass  in,   sujeta

a  la  acci6n  de  un  campo  de  fuerza     Fo=   (xo,   yo,zo)   de  acuerdo  Con  Newton,

tenemos :

I.7.1    in rfe =.J„  xO
dt2

in  :_:~2Y  =JL  in  yo

in  g|jz  =`|m  zo    dond4e       es  uns  constante,   de  1.7.i,   dLeducimos:
dt2

1.7.2   |mi
2dt

2  +   # 2 ,`£j2;!i!:im    i= g   +  y #  +  Z #]  ,  s|  1lamamos

1.7.3    I  =  i  in  v2,   energi'a  cin€tica  de  la  partrcula„   tenemos:
2

r  -  Po  = i mJtr`l'i g    +  y  #   + Z  ±€}    dt    ,  si  suponemos  que  18  pa£

ti'cula  se  ha  mc>vido  en  rna  trayectoria  T,   cc>n  extr.emos

Po            Po=Po[f(to)l   !teTlemos.       /,f

p=  p[ r  (t)i



I.7:i    `T_To-i  i:  (Xdx-:-'±dy  + '£-i;),1o  que  llamaremos:

1.7.5    T_To  =.|m\ysf (P,   Po, /rt  ),   que  no  dice  que  la  variaci6n  de  energi'a  ci-

ne'tloa  es  igual  al  trabajo  ejecutado  pop  el  campo,  papa  mover  la  parti`cula

de  P  a  Po,   ademas  concluimos  de  1.?i3  que  nos  basta  ooriooer  la  trayectoria

seguida  por.1a  parti'cula  pars  Conooer  sus  constantes  de  movimiento.

Existe  un  oaso  muy  impor'tante  de  ca,mpos,   en  que  las  constantes  son  in~

dependierites  del  camino,   son  1..s  llamad,os  campos  conservativos,   y  en  e.llos

W    =    \^J (Po,   P),   es   funci6n  S61o  de  log  extremos,   en  estos  campos  el  prioduc-
I   to  _ ;7\m \^J (P,   Po)   se  le  llama  la  ener`g±a  potencial  de  la  partfcula,   y  con-

cluimos  que  par.a  un  campo  de  este  tipo:

i.7.6    T_To   +  imw(P,   Po)   =  0   ,1a  Suma  de  la  ener.gi'a  potencial  y  cin6ti-

ca   se  conser.va.
•  Restriingulremos  en  lo  sucesivo  nuestr'a  atenci6n  a  campos  conservativos

en  regiones  simplem`ente  anexas,   en  las  cuales  el  campo  es  rna  funcio'n  Con-
El

wl:::u:;  :i
jamos  adema:s  un  sistema  en  que       =  1,   entonces:

(Xdx  +  ¥dy  +  Zdz)   la   Gonsi.der.aremos   s61o   en  log   puntos   en  que  el

campo  es?iealmente  Sigrlificativo,   entonces:

1.7.7iv(P,=j#¢F.
EE=

dA  ,   como  las  direcciones  son  arbitrarias  pod.emos  es-

cribir  en  particular:
1.7.8          X=fj¥/.I

Newton

1.7.9

=f3Lj=f.``Z  sii}Lj£/ ,   recordando  ahora  la  for.mulaci6n  de
ERE      EL      n

x = if = _x# -- %
A,Jz

analogamente    Y --%=q*)lz =J±
3Z

e  intr'oduclendo  la  funci6n      = {ifr  ,   "potenoial  gravitatoria'',  podemos  es-

cribir :
E=

i.7.1o        F=   -S-Lil

Si  ahor.a  aplicamos  1.L7.IO  a  uns  esfer'a  con  distribuci6n  homogenea  de

nasa,   tenemos  considerando  el  flujo,   a  trav6s  de  la  superficie  esf6rica!

1.?.11     ¢  =f i.  dS  I    ±

I.H2    ¢=jfff`fidsi-
•7G



pop  otro  lado  i.7.11,  resulta  despues  d.e  aplicar  el  teo,r'ema  de Fauss

{F*|:fisdv==fl5¥'F}„dd¥         +  =>   fro a =  4apGp
de  donde:

|o7.13      d€+¢  =   4 ff  GJ,   ecuaci6n  fundamental  de  la  mecanlca  newtonlana.

1.8     ''Problemas  planteados  con  la  ecuacl6n   Ot¢= 4fi  Gfen  relaci6n  al  uni-
'ver.so  de  Newton''.

Anallzemos  las  Conclusiones  a  que  mos  llevan  las  hip6tesis  newtonla-

nas  d.el  univeriso.

El  espacio  de  Newton  es  lnfinito  y@ueEL±d±ano,  el  tiempo  transcurre

con  independ.encia  de  lo  a_ue  en  61  ocurre  y  es  metricamente  independiente

y  varia9  t'€[-C+;Cfl.Puede  elegirse  como  sustrato  del  univer.so  uli  fluldo
homogeneo  en  el  que   sei  cumple

I.8.1  P=p   (t€  )I ? =j  ( t ,
Si  0  es  el  or.lgen  ligado  al  f`luido  y  P  es  rna  par.ti'cu-

la  oualqulera  del  fluido i-2®Ti?€=-8€)€=.i             la  homogeneidad  implica

:::.:a:~e=:en{etr;;dondeA(+*{aLf(i?i,sLagrega:oslahip6tesIsdeLa
isotropia  se  podra  obtener  el  equivalente  newtoniano  de  la  m6trica  de

Robertson.

I.8.3  aijinrf.  (t`gi}      ,  entonces

lo8..4 5E±f  (¥ )&±£==°,  sustltuyendo   f  (i)3g{±+
ltk8.i F@3 r|to))r(T9) = i

apllqu6mosle  ahora  al  fluido  la  ecuaci6n  de  contlnuidad  papa  los  fluldos

newtonianos ,.  ent#es :

1o-    €E£¥h  ,¥(P€,=  o can#¥jt()i,p

I.8.7  g+3p  (i.,  f  (t.,=o

sustituyend.0           3f   ( `t a:=

|a8a8   d._|T      sl
dt

9-'   -(i::.   )

de  donde

JF i ?-



f)( t  , s ( + , = c

i.8.9    j`t +`:  ,=  c53j,ftT  ,dt

f  (+>=c   re-i ft t idt]   3
poFo3i-8.lot;T(i,=

de  donde

y  como  R   (t,_)=  i,   y     a(  i  )±e-gf(+)dt

de  dorde

=gg                       anallzando  ahora  la  eeraci6n  1.8.10

jfy3        83        1o  que  I.esulta  natural  al  interior  de  uns  teo-
ria  que  supone  el  aspacio  euclldiano  .y.p.Q  aplica  el  prlncipio  de  inercia

de  la  energfa.

Papa  ir  mss  lejos  es  necesario  aplicar  al  fluido  c6smico  en  considera-

cio'n,1a  ley  newtonians  de,la  gravitacio'n.   (Se  supone  resuelto  uns  ser.1e

de  problemas  muy  delicados  relativos  a  la  `validez  de  esta  ley  pars  siste-

mas  en  que  la  densidad  no  se  anula  en  el  infinito).   Admitiendo  pues  esto

|as  ecuaciones  de  movimiento ,del  fluido  Son:  a) ia)E=#t±vp

que  no  es  ot,ra  que  la  ecuaci6n  de  Euler  pars  un  f.1uido  sin  viscosldad  y

b ) -F>-   --fl ¢

1o  que  mos  dice

Como
diy->  - F>
dt

ver±£±oa  La  ec:aol^6n  de  PO±E5Son.. q3. ¢ =qIrp &

que   ``i,   .F~_ ~xp I i `9 6

se  tiene  que    i  rf(I)i;+fig/pero  F(t)a E°
dt      '_                                                             R

'`R-   i3o'o a  F

R3.R.    rT>%  =f  H3

rig_rs'Sa.E
p?FES=-S`:,,.)T

pL2   'R.  =_   4      Tr-     (R3  .P)    a,

1.8.13   82   fi

Se  puede  n

-gf   i-.-p_°rT3i=  F

multiplicando  pc>r )3'3  ser.5

y   como   es:

ent,onces  ha.br.a  de  tenerse:

Pues   Ft=gflad  ¢           de  aqui   se  lnf`iere  que:

pero  como

entonces  sera

ar  que  si  el  univepso  no  es  vaci'o  es  declr  si       £¢0
entonces  la  ecuaci6n  que  diremos  newtoniana  no  admite  uns  solucio'n  estatl-

ca    B  aconstante.  Volviendo  a  la  ecuaci6n|ii.13)far\¢=4Tr9€R         ya  que

¢,.:.=.:4  rf`+1   dv  y  F  =  F   (r.-2)                                 en  la   fruntera,1a   densidad  de   7)tat>J

E8±   debera  tencl.er  a  cer.o  mats  rapid_amente  que  F,   si  no  tendri'amos  rna
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incleterminaci6n  en  las  f.uerzas  debido  a  las  masas  en  determinado  punto,   pe-

ro  i.7.13   ;.i ,ti .-. 'f  ;i i: .fj  esta  basado  en  un  pc>tencia|  de|  tipo    ?ulrJt =  i?=TL '
.,`

;                            .            -:i                ___       ___       __           -__     -__     JJ_-_-____-_     -.__      --J=-                            if ,.-zl.

potencial  que  no  cumple  estas  condiciones;   papa   solucictnar  esto;   REeumalm  y

Sleeger  propusier.cn  uri  potenclal  con  lm  factor.  de  decaimiento  exponencial,

este  es:

1.8.14   Ji'  >   €;;f a+  \/r---~//-'/,'  este  potencial  transf.orma  la  ecuacl&i  de

Poisson  1.7.1'3   en  la  ecuaci6n  de  RTeumann+Sieeger.

I.8.15    V-Zjj`=/`+{*=?/T€`:i:,         ,   papa  lo  cual  rna  soluci6n  e§

t*  =   1Ttt    Tdej.=?*#Para  tc>do  el  espacio

Campo  Gravitatorio.

1)   Car.acterizaremos  un  campo  gravitatorio  diciendo  que  es  aquel  Campc,

dentro  del  cual  log  cuerpos  se  meven  de  lgual  marier.a  bajo  las  mismas  Conl

diciones  iniciales,   con  total  independencia  cle  su  nasa  o  car.ga.

Bajo  esta  caracterizaci6n  procedemos  a  enunciar  el  llamado  prlncipio

tie  equivalencia;   ''Iodas  las  propiedades  del  movimiento  en  un  sistema  no

inercial,   scyn  equlvalentes  a  los  de  un  sistema  lnercial  en  presencia  de  url

c.fimpo  gravitatorio".   Ijo  que  distingue  un  campo  gr.avitatorio   "real"i,   de  u`no

equivalente  a  un  sisterna  no  inercial  es  el  comportamiento  en  la  frontera,,

im  campo  "real"  se  anula  en  el  infinito,  no  asf  uno  equivalente  que  tiende

a  infinito,   ademars  estos  u'1timos  se  anulan  no  bien  pasamos  a  un  sistema

lnercial,   cosa  que  no  es  posible  en  un  campo  real  pues  estos  se  anulan  en

el  infinito.
2)   Como  en  relatividad  escogemos  como  ref.erencial  un  sistema  de  coc>rdf

nadas.y.'€t,   x`=*,  y2=  y/  ;j=z                                  i

Pero  para  el  estudio  de  c`ampos  gravitator.ios,  no  podemos  ya  suponer  pa

I.E€`    .-d'   -`,'€.--;I.`.i=:I  ^'`--i-`.'        ,   oon      AJOF=  =

tema  en  rota,ci6n  uniforme   £/.' {`j::.   .i

?77f .}        ,    pues

:Ti?:,o;e,:2ng:e:::

tendi-.eriios  /);j`  =   .:-;i  i :r¢t:`')y  papa   €`162   =  `3 ^JLV  {*tSdx:'i'!j,X' luego   vemos   cl.e   cer-
1

ca.  que C\^  que  es  rna  Cantidad.  geor,6trica  cl.epencle  de  +a`s  propiedaci.es  ffsi-

cas  que  es'temcis   consicl.eranclo,   1uego,en  resumen  laJ.  me'trlca  y  los   feno'menos

fi'sicos  esta'n  expresanclo  rna  misma  res.Iiaa.d{;   y  nio  son  fen6menos  intr'i'nsi-
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cos   consi€Leriidos   separadamente.

En  relacl6n  Con  1  esto  se  bra.duce,   que  en  un  campo  gravitatorlo  r'eal,

Spy t*ft,}'no  se  puede rectucir  iiurfuca  a
8prrtyt*^)=Arfug, pars  tocl.o  el  espa.-

Cia  ``ie  esta  clase  cle  espacios   se  dicen  que   son  espacios  curvos,   en  contr.act

posici6h  a  los  slstemas  no  lnerciales  que  mediante  rna  tr.ansformacio'n  de

coorcl.ehadas   se  pueden  reclucir  a  la   forma  diagonal A`e#j,   y  que  llamaremos

espacios  pianos..

jisi'  el  6ampo  €^ravita.tcjrio  se  estuclia  en  un  espe..cio  tangente  en  un  pun

to,   en  los  cuales Sgivyse  ha  ciiagonalizaio,   pero  todias  estas  pr.opiedad.es

p(jr.1o  tanto   son  propieclades  locales.

C;omo  ya  lo  cl.igimos,   usamos   en  gener`al   en  el   estud.io  del  ca.mpo  gravita

tc>ric)  un  sistema  de  coor`clenacl.as   curvilineas, qulft==r¢RTprrty como  figur'a  el

tiempo  como  argumento  cl.e  la  funci6n  debemos  revisa.I  el  concepto  de  r'efe-

r.encial  que  habl'amos   8doptacl.o,   pues   c€irece  aca  de   sentid.o  habl€,r  cl.e  un

sistema  de  ooordenadas  solidar`ias  con  las  estr.ellas   fije.s,   pues  no  existe

ese  car.c-:cter  a.bsoluto.del  tiempo,   asi'  en  gravitaci6n  un  referenclal  sera

entonces  un  sistema  de  cuerpos,   Con  relojes  solids,rios  a  ellos  que  se  mug

ven  en  for.ma`   r.rbitr8.ri£„

Pop   otr.o   1acl.o   sefialemc)s   tc``mbi5n   que   en   gr€..vitacio'n   ca.I.ece   cl.e   senticl.o

caracterizar  a  los   camipos  pop  las   fuerzas,   como  a,na.liza.mos  en  detalle  en

la.  introduccl6n  p€!ra  el  caso  cl.e  la.  tierra,   lag  fuer`zas  fictlcias,   se  con-

funden  con  el  verrJa,cl.ero  car.deter  gravitatorio  a.e  la   Fuerza  de  I`Tewton,   y

mars  que  en  las   fuerzas   los   campos   se  car.acterizan  cinemalticamente  pop  la

aceleraci6n  que  en  el  adLquleren  los   cuer.pos,   clEir.o  estc)  sl   que  el  tinico

cr.iterio  papa  cl.etectar.  el  caHi.po  gI.avita.torlo  real  sera  el   ''tensor'  de  Cur'-

vatura",   y  de  su  inter`pr'etaci6n  ded_uciremos  el  cara'cter  avci.ri@.nte  de  las

le5res  de  la   fi'sica.

2)   Tiempo  Propio,   elemento  de  Longitud.

Entremos   ahorEt  a,  discutir  que  vamos  et   entender  pop   "tiempo  proplo",   y

longitucl.  en  rele`tividLad  generalizacla,   en  la  perspectiva  que  esta..mos   en  un

universo  cuya  geometr.±a  es  la   Riemam.

Consideremos  cTos  sucesos  vecinos  que  ocurren  en  un  punto  del  espacio
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( # .,  Luego  p.od.enos  esorLb±r   dAt=  Rife_Vdff¥W¥: per:o  como  papa  est,os  suoe-

sos #*:5REREthffade-Dtenemos   rd ')-a~_ c.i...12 t'~={;i:\";Sf dorid.e .i res  el  tletrxpo  r`eaL  en-

tr`e   los   sucesc>s,   entcmces

L)  i-i* ¢i---'t  if -i:;;-:'r

`r_€

Ahor.a   con

rj!..jft:.:i

respecto  a  ,'`.J' pocl.emos   como   en  re-

1atividad  especial  h€`,cer  .rj,X.':.=C',   pues i;`~ Gambia  en  cads  punto,   asi'  que  papa

deter.minar ctJrty¢  procedemos   asi`,   oonsideremos  cl.os  puntos +i``'`t L`J  y  {3(`rf+€4*'`/i,

y  midanos  el  tiempo,   en  8  que  demora  rna  §etla.I  lumihosa  pare,  ir  a  A  y  vol-

ver  a  8,   evidentemente  par`€t   este  tiempo =¢f':*   tenemos

3)  € d-i = fig dl`. I

1uego  papa  el  int6rvalo  {j/j,   tepemos  ds=.'J`,   pues   se  trata  de  una  sefi+al  1umi

nasa,   escr'ibiendo  el  desarrollc>  expli'cltamente

&!.`}3%._~pe&a€j€d`Xr`')`a+..±=jrjd.±X°r.ihd.+{|:€bc±X``€d~X.8r€/®=rfua3

y  como   `ed~j 2=  .rB   .;>

ly)'*XQ-~r]5.i,.;::.o3,"*rck**±Vf`rqi-,i~`aic-i-:q-r~B-i;g;iti)€Xscar-A&fS>`

llamemos  a  la.s  rai`ces

5}d,X±7)=.*{.`=|c;¥ckhat

6)  'tixc;t2} =  *r3{;|rd red +

':;.>''&;i_xc{'L)~±x.o{}J=

VffiTFi~

q C5 S - <`.I I-`*.- t3  `7 a (:i .)  ¢±  X -3<+  .'d` X. -8

.i;3.Fg_C:fof...Sr3n_``yd:`XX~

Si   lnterpr`etamos   como   el   inst€t.nte  cl.e   la.   Cletecci6h  cl.e   la.   sefie,1   en  A,.

IE>.   emisio'n  en  a   es  .*0+  G+X®,`.7j,   y  su  cleteccio'n  al  I.egreso  a.e  A  es

*¢+c{x#;'2j,,  i+uego  el  tiempo  trascurrid.o  en  el  vifje  a.e  la   sefial  1uminosai_+

E='Sc, C,VT`jFCJOfti  ..3 cl -a -  ?c± 8 9a ti)  d.xc± c± X a

pa.ra  expresar.         r`ecordemos  ahor.a   las   I.elaciotleB   (2)   y   (3)   entonces  pode-

(.`qo---±sL©S
q c:i a.

llama,remos  en  lo  Sucesivo ?r:aca  =
''tensor  m€trico   espacifiltt,   y  escr.ibimos

g i Jf l*+±-~  if T±~8 i_ x:* ed *~ ~S
Pop  tiltimo  mos  referir'emos  a  la  sincronizatci6n  de  relojes,   en  relaci6n

con  el  concepto  de  simultaneidad.
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Ija.  sincronizacl6n  en  el  espacio~tiempo  debe  evidentemente  realizarse

rriediante  sefiales  luminosas,   asi'  que  consideremos  nuevamente  la  propagaci6n

entre  dos  puntc>s  A  y  a,   cc>mo   en   (4),    (5)   y   (6),   esquema'ticamente  esta   si-

tuaci6n  es:            £7  ;

LJ,.!EA(:

|!r,,ljEff'=JO

.A'

EEEE
ii=

==E-  iEi

•i`>\
ii=

£2-i,=*cLixo'}'

F.:i=,.:J-x`O

€?

('7J

Consider.emos .como   simultdne£!,s  la.s   slguientes   indica.clones  de  los  relo~

jes;`[     en   eL   punto  A     X  `  +  A*€J

||  en  ei  punto  8  *n +€ rd-*°"ied&° `Z),  entonces
`?)  AAC=   ~  ae`:gf al.Zed..                 es  el  valc>r  que  mos  per.mite  sincronizar

?. '..: ,-?

r€1ojes  ubica`dos  en  puntos  dlferentes,   siempre  si  que  ellos   sean  veclnos

en   el   senticl.o  de  geometri`a   cl.ifer`enciET`l_.

De-i-ivaL±s:±1s±+saafliJfinL±£

Analizemos  ahora  el   sfntido  del  O¢€nad°fr    der.ivad& en  gec>metr.i'8  Riemaun

en  el  espacio  euclldeo,   esta  corresponde  a  un  li'mite  tomamdo  la  dlfer.encla

de  dos  vector.es  ubicacl_os   en  dos  puntos  vecinos  pero  distintos  a.el   espacio.

Como  ya  cTiscutimos   en  geometrl'a  cl.e  Riema.rm  las  propiedad.es   van   var.ianclo

lc)calmente,   aLsl'  que  no  podemos   considerar`  esta  diferencia  en  estriofa  ana-

1og±a  con  Euclides,1o  que  deberrios  hacer  acd  es   "tresladar"   paralelamente

los  vector`es  a  un  mis-mo  punto  y  considerar'  ahi'  su  diferencia   en  el  1fmite,

obvi€;.mente  este  es  el  caso  mss  general  y  mos  conduce  a  lo  llamado  deriva-

do  avariante,   respectivamente  contra.variante.

Asi`  Podemos  escribir,   papa  un  vector  contravariante:.Z)#`±  '5i#± S#gr

donde Z}fJdy  es  la`  cliferencia  de  los   vector`es  aplicados  en  el  mlsmo  punto,

JD#dr'  es  |€``  diferencial  or.cline.I.ia  ygf}# es  la  contr.ibuci6n  a  la  diferencia

debida  a  la  oper.aci6n   "traslacio'n  p€`,ralela",   como  estamos  analiza.ndo  el

equivalente  de  la  derivada  imponga.mos  la  oondici6n  a.e  llnealidad  de  los
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sumandos,entonces;i;AJ.#difl4+#¢grAvct{YA"cl.ondez?#=f%/`#4/
Son  los  lla,macl.os   sfmbolos  a.e  Christoffel.

Como  podemos   ccmprobar,   par'a  un  vector   covar.iamte,   tendr`emos:  ..a,'..? `'~`.=
--rj.fi`;:/T[:,thRVr/i#+;3F;enresNIuren`berreros.,

„ii;:,,,:;,F!Ai-__;\`^;:rf^t,nyfi:Av},,i.x.i`

co#m: Z{ ,j=) `T:£p"I-e=al ;%%d±`= ~r:i7:;~±::e? ¥|Ci''i'rs`idcas  dei  espacio  eiias  obvia

mente  tienen  care?cter'  tensor.ial,  no  asi   log  si'mbolos /7 separadamente  pues

como   se  pue5.e   ccjmpr.oba,r.  se  anulan  en  un  espaclo   euclideo,

A#&1ogamente  pars   un  tensor  cle  seguncl.o  r8.ngo   tenemos:

R4f i, ,f i ~:~#rf e~  I+,<  € f i:`:.-+r,:;,.:  i-if'j{             _     ebc.,`e`e,(~:.DodLenos  dedrno±„
^.`

'N r ;J;;=-r''-,I:I.,:  ::#, r; ^:':S-;P-:±;::;I--`:,  + r :i#: ;: rf3€r;+Tr„
`.I.,..- i..   j

De  doncl.e  pocl.em6s   conclulr  que  siempr`e  es  posible   escoger  un  slstema

de  coorden€.`,das   en  que  ./`T'z`j'`-= '`'j  y  la  m6trica.   se  r'ed.uce  a  uno  galileano,   en

efecto  pues  escojamos   el  punto  A"kycomo  or`igen  y  sean '':/Ty`f,,,)   o  los  valores

1niclales   de   lo,s  z.7.` .,    en   1£.:.

pr#f,® /\-.,  x^ entonces  {  i:=

vecinclad  rlel  punto  y  efectuemos  la  transforma
/../.,  A               -                ,I  ,--J-i x:  r,-"      jJllt~J:.-,\\a.  i-i xF..T=r, ,) (i  =`=;x,.,c;her-j-/}--- al -,., +

f`r;;.`j```.

ese  punto.

`)  .x\ n

luego  pop   (7.I)   1os/7„:`se  anulan  en

Der`ivadc)  covariante  del   tensor  m6t,rico.

Analizemos   ahor.a  la   expr.esio'n  i)..£i/;.4z = Lf '+-`+`..f?`ar                     ,   y   como

2)  F! ,ul--,3`  L}eyy,  fi \;                   .=,``'7=.J. ,.i-:.-

3) -I--i  ,i\: ,.,,. J -... i 1fi.;, `;  =  ,r3 ,-f i-y |J, ,-+Y +-3 ...- j "jjN

luego  de    r7,\, i,i,/",',?!J":9 comoA'es  arbitraria 2)j*/=r      la  der.i-
vacla  covariante  del  tensor  me`tr'ico  es  0.

€ ,g   oomo   r:D^tju,v  ~~    ,:i  ;.L. V, ^`    .;zs3

` , I.\, , j` ~. rj..`c:::~ _  rj,x. v i; ::I+~  {j iL:. i~ r;~-')    ==::-`+.;
:.)yj`.                 J                 '   ''^-/]-`..   '*rf`.-\ -.,-     `y   4         ------,.

77  )   `iL:L`~4+i =r\,,+,i  _  rft.,,ir,+  =  ,+           ,1uego  permute.ndo  fndic€s.
+, X ,i.

'2,`fJ£=hy~=./.v,IJ,;+-/-I,j„\!nd

?*x#=r]fi±,.w3+rJrr±`/ut.,v
1  X- -V

{#=r.rd,v,+.--,-ry,,",
___ ...--..- ` -..--.----.-.--..--.----- _` -.. _.. _ ._`



72¥f¥fty#i#£{4#x_¥_tr+##a_

13)rv':-,g3lfu8{\r#^~v+f#i

--±=,i.,

/3 3 tr .a

Strtyb.alo5  d#    ifacL  E5F€£t`€

5Irf boL05  c:i €  2L+ a F5,]€{`,g

Continuando  cc>n  nuestro  analisis  veamos  cual  seri'a  la.  ecuaci6n  de  uns

par>ticula  libr`e  en  un  campo  gravitatorio,  papa  esto  vemos  que  la  analogi'a

mss  directa  es:

7#)      Z}1f/L4~=C},    es   deQir`

16)d~-{tyr.jJd+ryJ`+-+A,`j-v±y:-fu=r3=:=_a

7b)r#r,;;ck#ck#=o
La  inter'pr.etaci6n  que  le  daremos  a  los  t€rminos  de  1    es;

t`Vector  universo  aceleracio'n\] •/, d:J,)  --(\

i3Hn;*\=1zcjAI:73(``~3:ff+

rJ-o„--a-4_

TITJec,+Or  `jrf i:LN erF3O  Tj+€x:za.r:  :rln r'v`-L^   ,||:v  ; ;i.j)
1 .9 '8 i
41`,

que  €;){/'/debe  considerarse  como  funci6n  potenclal.

Ecuaclones  del ravi tator.i o .

de  la  expresi6n  13
1  9 \,/

-i vemos  entonces

Antes  de  deducir  las   ecuaciones  del  caTapo,   buscaremos  la  expreslo'n  de

dos  tensores  que  tlenen  impor.ta,ncia  fundamental  en  la  teori`a,   ellos  son  el
''Tensor  de  Curvatur`a[t,   y  el   'tTensor  Energfa-Impulso".

Revisemos  primero  el  tensor.  curvatura,   supong.amos  en  el  espacio-tiem-

po  rna  curva;
7.i)  X```'=  a:ft fz;)       ,   si  escogemos  un  triozo  de  cur.va  de  longitud  mi'ni-

ma,   es  decir  una  geod6sica,   en  ella  se  verifica,   pop  ly .
`/y)  -OzfzIZ_``L.  =  a              ,   como  estamos  usando  la  longitud  de  arco  Como  Pa-

r.anetro,   ("-")   es  entonces  vector  tangente,   y  la  ecuacio'n  lL/  dice  que  papa

rna  geode'sica  el  vector  tangente  se  desplaza  par'alelamente  a  si  misma,  aha

ra  en  un  espacio  de  Riemarm,  papa  un  contormo  curvado  no  se  verifica  esta

pr.opiedad,   consideremos  entonces  la  variaci6n  de  un  vector  a  lo  la.rgo  de
un  contormo  cer.rado;

78)Afljle~~¢r,,\:^ffiyd;X^

f /`:_
rna  de  Stokes;

1 gr )  A # f l3 qz ¢LrJ .' i_=':~J  X ?-
•,/\'  _  1

aplique'mosle  ahora  a  18  ,   el  teore-

r) fr`
24

entonces.:



WflAfsirfu~-q~2t;I-:;!fffA±^±f//:=:#fF/yrf+r:,i
.-

i> .¢ „
---. +.-  . I-i-
`-,. j: .+

-[qfuv^.-%*yJA
iilEEE

r±';]ARJA,--'lLl~:ng~fly--#fl,mdrvfr,:;foed~in\,ffq8jAs^jg

definiendc)  el  tensor  a_e  cur'va,tuna

5~g.)7S'4dr\;?j-=%~n%_£~
-J ri ,':, ^`

5_XJP
+ r/A:f /-:.;} ~ riffi /.c*Vf          €f arLcjiryces..

rJ.S+)  f i A th =  A±T¢ AX`^3fiY  4;S'^Qfi                   de  r;J_~`3

Vemos  entonces  que  /?"¥.i.,f  interviene  directamente  al  consider.ar  la  varia-

ci6n  de  un  vector.  como  en  un  espacio,euclidiano  slempre  pociemos   escoger'

un  sistema  en  que  losrvz/|'=  i€)          ,   entonces  7t`*J`dS         papa  cualquier

espacio  euclidiano  y  reci'procamente,   de  ahi'  1a  importancia  de  este  tensor'
v/

pues  no  permite  clasiflcar  espacios.   Se  verifica  de  la  definlcl6n  que €.*
•J7j¢          es  antisim6trico  con  respecto  a  log  l'ndlces^jp,   adema's  si   escoge-

mos  un  sistema  localmente  geod6sico  tenemos;
~k\,:.kf,rT-~'-::yae;^~

3 X a-- : -,,, *~ .i
7P`V+er^,i---=f#-

-±.--L-,+I,-_
fi ,j! Crl X J

EiE
Z-

+?.F
/`,1L,

EE=EL

-..c3

}r;i,£`:j`ir-='3f;;3*:`:st;£%k
# y_ /-. i.i * cr  -TJ

identidad  de  BiE}`nchi.

A.i,a~+-i¢,V±Qif-ri,.i+

•j er,.,A  =.  a

que  es  la  llamada

Pop                                     podemos   construir;

frf:dr^ex~-`:::;`::j{::'#.fTj:'!-i,/nofE.,=s±ri:,±lrJACV±

el  tensor  #44,i es  sim6trico  pop  cl.efinici6n;   en  relaci6n  a  61  interesa,   el

escalarj¢   ,llamado  curvatur.a  escalar  del  espacio.

26/) `,f`= C3 be *  .iR .livA.

Tensor  Ener. i,a-Im ulso.

Pa.ra  deducir'  1a  expresi6n  de  este  tensor`  analizaremos  algunas  Cues-

tiones  pr.evlas.

Recordemos  que  en  gener.al,`   en  un  Cambio  de   Coordenadas,.` utia£-Jff  ` i

ir`:iun  tensor  transforma  de  la  sigulente  maner.a:,#rfu y =  #`C¥/3

{!_TX., 73:--

£e* S/    'n# =T~Xrf:;f =J
si   el  sist;e.rna     es  cur.vlllneo,   enton-
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Jjxgr -7C) -I
es   llanado  el.Jacobirfu.©Cfle  la  tr.ans-

formaci6n.

Supongamos  ahor`a  rna  tr`ansfor.maci6n  en  un  punto  donde   {`3+L"^ ,   se  ha

diagonalizado,   entonces;                                                                         *i:;. x` r  7='

£e„ ";""       ademas   5,'ch\,` =€'`Crf6  ,? *~;+¥    +;~r7~    de  donde

{±!,:A)    f i-  =  A- (   I

c2+ ,..,T--  !*J
de  1o   cual  declucimos:

Signo  menos,   pues  pop  2     ,   si  no  la  cacti-

dad  set.i'a  imaginar.1a.

De  2? deducimos  entonces  que  bajo  estas  condiciones:  ;J~\/=  \#+Y`Jedy'
dif i:.:uuu+u.~.+.._..___  _+ _ted::ur::or"¢a± :: ::~;4r=~;:::£` d x i

Postulemos  ahora  papa  el  campo  gr.avitatorio  una  accio'n  de  la  for.rna:f}
4.r`.cJ-(.cI2^J!A=`'fc:;::}ed(Fr\J,'ijJAtr,A.`)/+Jirftr.don:A::1),i(TSL)son

superficies  lfmites  en  las  constantes  T7  y  7Tz

Veamos  ahora  cual  es  la  cantidad  que  se  conserva  bajo  rna  traslaci6n

en  el   espacio  de  Riemarm.

Consider.emos  la  traslaci6n:
i: A;:_ %:J4' f  'j:-'L     ,                               a;rj:LOAvfes pe:ra

_...+:.-:..

=-f7

i,i,,,(,x,J`)-,3:,.:S(X:)'i=*r¥#
•-'-.           \J  , -

:`:+f^#L=J,lid+giv,I,--`,;   ,.._

_J
c2,i,r=j,fu4,..,,tvif¢,;`j=g,,::_V.t`X^]+8,`,,.~c=;ffi±+cjvceJ<L ."

r) ../ at-
Papa  expresar  ambos  miembr.os   en  un  mismo   sistema  de  coordenadas,   con-

sideremosahora:9'/rd`ti`t\'#/z`+i)=9/`+`/fxA+cL`Tj

t3'„``(X'z~tj=fjf~'vV{y'/~'Lj,;`i£~:u=+i::rt::::=::i.::[e+rb:i;:n:

`   I  `       JP`     _  A,A-

¥ .,-rfu,/),   ;~3L??¥  t ?, \'&  ri-g==r J X --/A

3:+i,i.q'jJ-V(:X,:,```

.,3:;,   .xAct`  (Xj    /A-)  =-

desarrollo  en  serie  Pa

h^.~ 1lamando  O~JLL+  -J£'+  cjv "i  € =7 j t,\J entonces
(i::   ..J'-

..S,
•.,

q rfu ,.... '     .r===,i
`,,.
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31  )      .'=!f€Xd+.C¥}  )i  `..3.'.JJj{yf i)tJ:C.-=j^~```.i       eES  La  v&rLE]oL6rri  a.e              en  eL

cambio  de  coordenadas.

Como  ya  discutimos  anterlormente,   debemos  ahora  considerar;

5 # =  C) .)
•31   )   c5  h  =   ~4'=    {\

Ahora
:---.'-``T2),,,

entonces

'=   i.-i ,.  I.1.)  i

!Tal,:#=F=iLi.:-=J8"-,,,-.?t-+
~|{`3W,V         -                 Jf`..{T1\

.~J\~(.T-i)

\

.--.--- _`'   i

\` +tT-r)X  fu

iE

entonce

nda  integral  1a  podemos  escribir
-.                  -                 '     ,}

u+`H fTsi}  1 mri; 6-n'eJm7o`;  1:¥c"o(iG;: ;: 6'irJ€i.:` `:?;:~lgEva

~ .  --`..-'

:,.,,  (,    I.  `;\   i..,    =\(.f=  :.€`3-.

entc>nces   si   llamamos:
„
'i \/-`=:i a -u- =

`.j`Zf  )    Toma   |a   f'or.rna

.-:.::,.i:.

4J=.  - __%f-
-,,.`.i---(TZ)

Julr=.-(:-hl.)

H,
i,  ,r` `

5,5"JL

fr`ontera

/Ji-t-
{.?i

`~  --,L  ?

tit  /`,fu  lr  5<i i;  '.ur \/-_i,. I  ,?±,  _A..le.
I,I

recordemos   que`=; ..-:,  ,I.L, ij-
\,'

=- h . +  i(

-:)

=C:`A-7\/+ft.y,Tf_(+;.9)adema'S
A

de€j,*j~Vpodemos   escr.ibir   :   `S^4` = i   (

3b, )  (-Sit =   ^-
C

r:1 --r-._ =  a

apr'ovechando  la  simetri'a

C7i'`'+. ; '-'` v i  (ul  ~rL

que  se  puede  escribir.:

_,:,  {i _f`.__ +  i
•,LJ,,,,i,,i-,T{i-r--+i:.~

I

\`
IJ
::.  `i

¢eV+L,\/c*u.I-Vr=9ir`ee,

1-I  .''

papa  la  pr.imera  integr.al  del  segunclo  miembro  die  351,   consider'emos   el  teo~
'`f, 2

-,

a",;grviicJfL=j,„6,:_=.,u_ch£`vi=¢
\

rema   de '=<.OuS-S                                                     ``-•r\:;T:,!fe`;J-

J iv{ *T ?
ya  que

I.

iJ
JL-1

(I.:2.A+)   se  anula  en  la  frontera,   entonces 35` implica:
i-- {- ~L

5f, =   dE-' €`3J£,`/cL"-\/=5~C{  -.'L=  `?               como   (clef)   es  &bitr.a-

I.ia,   deducimos  que  la  ecuacl6n  de  continuidad  es:
-3t3)    [£J ;J-,`/=rJ
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Equgciones  del  cajxpg.
Deduzcamos  ahora  las  ecuaoiones  del  campo  gravitatorio,  mos  basaremos

rmevamente  en  la  f`ormulaoio'n  integral+

Pars  la  funcio'n  acci6n  de  un  campo  de  este  tipo,   debemos  consider.ar

rna  parte  debido  al  campo,   y  la  contribuci6n  de  la  materla,   en  general  Pg

&enos#e=sff;:I;.;„                             ,  ahora  s„xponenos  Dar& R3__ P3 BAIvf gu~,,,]

deberemos  escribir

3+„^}r3=J{3  Ur=g  ck~'.-'~               donge   G=G  L-9}*ur/  fith\/^3I

como  ya  vimos  en 2'7   ,   el  escolar   "  rff "  reune  esas  condiciones  luego  pode-

mos   suponer  sin  per.der`  generalldad  qtie:

38 ) ¢3 =j`_rL{.,+,3#iv)i/=3 ed`L                      donde  (zLt¢`|  es  rna  funci6n

que  se  anula  en  la  frontera.  Antes  de  continuar  veamos  que  representan  los
t5rmino-side  3?  y  38  ,   comparando  estas  ec¥aciones  podemos  escribir:

i_ttf\!,=3i_fu=sl]FG\!=3+.tv-gr±iGif,~

gS:}VIfucJ~(L--':{3{=)\l=a+c±f\_
`,                                                      ~  ,J`

==---
1 4c-cl  }<   Tr

#

ent,onces  considerando

la  divergencia  en  la

f ronter.a. :

de  donde
` .vFi  d- rarL

donde

es  la.  llamada  consta.nte  de

r3.aj i  5A 9 ~_  Gst{ gT  : {\:. f~3 V}If i  c]fi. |L ~_.,`      `,

i

/g¥:av€=±::I:::"£!±£a~C§%~±"actor

de  las  unidades.

De  la  definici6n  de u+?tenemos;

vr=3  ]p = vFc5+ I a. ,i J{w ~R jkv

If o)   = ul-3Fgjckv
r) F]:}\/ -

yf\v-~~O/9u^r9rfef=J-¥F

£FT Se  introduce  Papa  la  norma|izaci6n

'3rfuvr#+3,,t\,/nit:/n,.~gr_&A+\l/nulG-}|nv%j

luego   como:

=,%,]t\v=gl9„,v!-Ou>:i_i%hv~hatul=9Tut\,i

Teem::~;zV==9;o3::tr3';±;{i#try=,#,~;3{V-=:e3i`oths:`/"7;i/JT;=yv(`V=9/It,¢entonces'RTS=Z6:rm_~fi;nhe£J,:%(xpy=,,`;Y:;;:rf%b±ft(`v=elgiutv)_(I:;[|nv^er-fi3Vfi*$

9}L+Vif =5     -

8



r.at2^rB>:=¥y/=iFT±!P*Y}~/:1,+,/`,F,cltvj|
f7L?Liv|r}.tr=)5jJ.VV=9

-i:it/r^erar)

•vTff.:,.i  €] =  vr=.£±

[JJ%Cr-
{f3)6~-9'Aty!{`ff/:,her

Entremos  ahor8.  a  ca.1cular.18.s  variaciones  de  A,
<€''4t 77?                                                     papa  e|  primeri  te'r.mlno

1ue8O

vyi5RQ3=5j_,.,_3i~h'u~ff;rv=3if._=
/~{.`;LV'€d;^*€f.y!`=3+`SiJ:Jrf=9`Stt=i,cv]cl_n_

4,`L

a;utoruees .. £ ft =

:3@3=5f-(

|uego :

{~`

(,

LT?A+./{fjo4gdy"

luego   como:
-/

£J if]j'= . €  \/=  Sdi = -i \/±g {'~'3) 9J/`~ i/' 5 gchut    entonces  en  /4//'
;;j{)al;jRV=j:'!|L~=;(-I+;`Lrfu~fi-zC±AIvf)SraljiA\!rf.=€Ei€~JI.if in+{ul~:]j+wi

•3 i+JIJ,.-, / .,=-i i. Cfi~ ..¢,_  i

Si  ahora  nc)s  ubicamos   en  uri  sistema.  inercial,   como
-; -,,.. v ~_ I:f i _ .P3J±± + wlv /R :.r~ - i;Altr> r:v'a,:I,  .

rJ  X`^      .r)-.I _V

integral  de  dy5~,   tenemos:

q fa,)   cd ^1 v =j  R+ I.I V =  3 ;: V I:+3

;}`=  t^j iJ.. v  rail;i; ~ .qu` Li-, ?i €j I-Ahvv

en  la  segunda

pars  dy4''  en  un  sistema  orbitrario  seri'a
i.{n`aj'ulv€;P;LV=f+=:-x^\(F~o|]Le.-;)

•#'543=J

donde

entonces  la  expresi6n

entonces   en  LLi2r. imp|ica :

~€8iul,if})S.feM`''\/=jd.-r\-+J'--J{=F=#2I)c¢fl~
_rh       ,.-Jxa

ahora  pop  teorema  de i..jfJ'd`JS podemos  transformar  esta  integr.al,   en  una  defi-

nida  en  la  fronter.a  donde  la  variaci6n  del  oampo  es  cer.o.

Entonoes    `;.£7{ 3 i  r€,.Tcori {jr{:i-.`rfuw
..- \. 4-

2. gJ^V3){.fruJthvvr=Jd--,L,

la  acci6n  de  la  materia  clLebe  ser  furlci6n  evidentemente  del  tensor  Energi'a-

Impulso  luego  de  acuerdo  con  37,   podemos   escr.ibir  par'a 5P
S6_=  hi3{:it={;rfuif ~ ±z 'C.1 th`.!uP-g=.-I r.g=+v`)  :; 3 Wv ftyf =e'± i-``-=°             Luego..

Of cf   ) i=?`-;jL~v~=T-Ti={F3P~=~~8=fff#~€==
EiE   ZI

del   '!campo  gr.avitatorio".

29
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a)   Conslderar  movimiento  del  tipo   (atrape  o  captura)

b)   Condiciones  anall'ticas  que  debe  veriflcar Ci£| papa  los  distintos
t:`1,-i

tipos  de  movimiento.

c)   Movi.mientos   radiales.

Sin6psis  de  las  consider.a.clones  re,1ativlstas.

En  este  punto  mos  parece  indispensable  reallzar  la  sino'psis  tanto  de

la.  relatlvidad  especial  como  de  la  general  y  natur.almente  que  al  emppender

esta  tarea  dejaremos  de  mano  los  calculos  y  mos  concretaremos  a  destacar

las  consecuencias  significatlvas  de  esta  hermosa  teori'a  tratando  de  ir.  mog

trando  en  una  secuencia  16gica  uns  apretad.a  sl'ntesis.

A)  Algunas  consider.aciones   sobr.e  relatlvidad.

A  par.tip  de  n  ,.*.+:-€.  :.~ 2.-rfe €~.J`~r  2-`'~`/..:f` 2  -J~"LC                 es  posibie  co.

mo  se  sabe,  dar  uns  forma  geom6trica  a  la  relatividad  especial  y  pars  ello

se  puede  suponer  q.ue  el  marco  espacio  temporal  de  los  fen6menos   fi'sico  pug

de  darse  pop  medlo  de  rna  variedad!J'i   impr.opiamente  euclidiana   (o  mejor

pseudo  euclidiana)   que  no  es  otra  cosa  que  el  espacio  tiempo  de

ljos  entes  fi'siccjs  aparecen  I.epresentados  pop  vector.es  o  tensores  asocia.dos

a  la  variedad i-.'?  Sl  se  observa  atentamente  la  me'trica  I)   se  nota  de  irme-

diato  que  sus  coeficientes   son  constantes  pop  lo  que  los  geode'sicos  que

obedecen  a  las  ecuaciones:

2)  ,.:ife=. +  I:``,,/
-I- :y-  }J-

c,I   `:{tr`  T   I.!J`/y      r,j.,4

3)    r3/Z)  =  a     son  rectas

2

#ut= r/-

Lag  primeras  pueden  considerarse  cc)mo  las  trayectorias  espacio  tempo-

rales  o  li'neas  de  universo  de  los  sistemas  galileanos.  Ijos  segundos  correg

porderi'an  a  la  trayectoria  de  luz.  El  hecho  de  que  la  signatur'a  este  deter
minada  pop  los  sigrlosf -~   -         se  Qaracter.1za  diciendo  que  la  varie-

dad  es  de  la  forma  hiperb6lica  normal.  besde  el  punto  de  vista  de  la  teo-

ri'a  de  las  formas,  habra'  que  clecir  que,'+Z/jfes  rna  forma  cuadratica  no  defi-

nida  positive  pop  lo  que  habra  tres  clases  de  geod6sicos  segtin  que:

a.) d.!3 ,,-a
b)   a`,/) ,B=   -h,-,i

a)  red:_: > (J
30



En  el  caso  a)   se  estd  ante  18s  geod6sidas  llamadas  d.el  ge'nero  espaclo.
-

En  el  oaso  b)  d,z£``=  {r.r/'       se  esta  ante  la  trayector.ia  de  log   fotones.

En  e|  caso  c)   .I-z//)4>  {~='    se  esta  ante  la  trayectoria  de  lag  par.tfculas

galileanas.                                              ,   .`
Ei  caso  b)  C`2fiJ£-?-=   i-++€;+d:/6+C{/'`22                     define  un  cono   (tpidimeE

Bional)   que  separa  tres  dominios   (dominios  cuadrldimensionales) :   ei  d.omi-

nio  del  p8,sado  constituidct  pop  el  conjunto  de  puntos   sucesos  P  que  pueden

unirse  a  0  a  causa  de  rna  acci6n  ff sica  originada  en  P  y  en  sentido  rJ.e  P

hacia  0   (P  a).   El  dominio  del  futuro  constituido  pop  el  oonjunto  de  puntos

sucesos  Q  que  pueden  ser`  unidos  a  Q  debido  a  rna  acci6n  ffsica  que  se  eje±

ce  en  el  sentido  0  Q.   Hay  ademds  un  conjtmto  de  puntos  acontecimientos  que

no  pueden  ligar.se  al  punto  0  por.  ninguna  accl6n  ffsica.

Diagr.ama   de    ;tr!. i hi.i:|{:} i,J``./`r=;{¢!`

Seran:   0  un  punto  aconteoimiento  que   se  tomc-~   como   origen  ar.bitr`ar'io,

#y  „f¢?   ejes  de  espacio  y  tiempo  de  un  referencial  galileano,   lo  mismo  di~

gamos  de C),*,OT ,X`'f+'X  ,y';Oysean  lag   trayectorias   de  rayos  lumlnosos   que  pa

sam  pop  0   (se   tomag,=1     ).   Las   I.ectas   son  los  trazos   de  un  cono  nulo   sobre

* ' £_ .



F  i   es  el  dominio  del  futuro
P   .--S    es   el  dominio  del  pasado

E,   E!   corresponde  al  dominio  de  los  pimtc)s  sucesos  que  no  pueden  ll-

garse  al  punto  0  por.  ninguna  a.cci6n  fi'slca   (pr.esente).

La  partici6n  del  espacio  tiempo  en  la  forms  lndicada  debe  considerarse

cc;mo  una  propiedad  intri'nseca  de  la  variedad  y  al  no  depender  del  ori'gen

tampocc>  depende  del  ref`erencial  escogido.   Las  transformaciones  del  gr`upo

de  Lorentz  hacen  cor.responder  a  un  eje  de  la  clase  espaci.o  a  otro  de  la.

misnia  clase,   otro  tanto  ociir.re  Con  uri  eje  de  la  clase  tiempo.   rm  relaci6n

al  electromagnetismo  la  I.elatlvidad  ristringida  s61o  per.mite  establecer

un  orden  geome'tr.ico  al  interior  de  esa  teorfa  y  este  orden  pop  supuesto

respeta  los  principios  que  esten  en  la  base  de  la  teoria.  Es  asi'  como  dan

rna  versi6n  tensori.al  de  lag  ecuaciones  de  Maxwell  y  elimlnan  toda  difereg

cia  de  natur.aleza  entr`e`campo  el6ctrico  y  campo  magn6tico.

En  lo  que  se  refiere  a  la  Cin6tica  y  a  la  Dinamica  se  sabe  que  durante

mucho  tiempo  se  lag   conslder6  como  ciencias  dir.ectr`ices  pop  la  filosoffa

de  la  natur.aleza,  pero  la  Relativid.ad  restringida  mostro'  que  era  urgente

rna.  revisio'n  de  sus  pr'incipios  y  oonceptos  funclamentales  pr`incipalmente

log  de  velocldad,   nasa,   ener.gfa  y  naturalmente  que  'a.  trav6s  del  concepto

de  energi'a  se  cuestiono'  toda.1a  fi`sica  clasica.

La  1)   `~~/i/,2=  C,2c/~.r2-``~{*:a~  r::/;;i';-`t±''/Z~-1          que  es   en  rea|idad  una   f`of

rna  espacio  tempor.al  per`mite  afirmar  q.ue  el  desplazamiento  en  el  espaclo  y

el   tiempo  son  dos  aspectos  de  un  mismo   fen6riieno  clnematico.

La  relatividad.  restringida  no  d.a  sino  uno  aplicaci6n  llmitada  8.1  pri±

cipio  de  la  rele,tividad  del  movimiento.   Pop  otra  par.te  Einstein  acept6  el

principio  de  Mach:   ''El  campo  de  inercia  esta'.  determinado  e.xclusivamente

p6r  la  distr.ibuci6n  de  la  materia  del  Universo''  y  la  incorpora  como  tercer

principio  a  la  teor`i'a  de  la  I.ela.tividad  general.
Ijas  llamadas  fuer.zas  de  inercia  no  pueden  en  este  orden  de  ideas  ser

cc.nsiderad.as  como  pr.opiedacles  intr.i'nsecas,   absolutas  de  los  cuerpos  ya  que

la  exper'iencia  se  encarga  de  mostra,r  que  a  juzgar  pop  los  efectos  observa-

bles  la  fuer`zasde  inericia  son  equivalentes  a  las  llamadas  f`uer.zas  gravita-
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cionales.   Einstein  de  acuerdo  con  estas  obser.vaciones  fug  conducido  a  bus-

car  rna  -beor'fa  geome'tr`ica  de  la  gravitaci6n  en  la  cual  1a  existencia  de  un

campo  de  gravitaci5n  se  hace  rna.tema:tlcamente  el  empleo  de  uns  estructura

espacio  temporal.   Ija  teori'a  se  constr]uye  a  paritir.  de  los  siguientes  axio-

mas:   a.)   Axioma  de                               "La  expr.esi6fl  de  las  leyes  debe  ser  lndepen-

diente  de  la  eleccl5n  del  referencial  que  se  emplea  pars  capacterizar.  el

espacio   tiempo".

b)   Principio  de  equivalencia   "Ijas   fuerzas  de  iner.cia  son  a.e  ia  misma

naturaleza  que  las  fuerzas  de  gr.avitaci6n".

c)  Pr'incipio  de  determinaci6n  de  la  m6trica  merJiante  la  materia   ''1a.s

pr.opiedades  m6tricas  del  espacio  tiempo  estan  en  cada  punto  determinadas

pop  la  distribuci6n  de  masas  y  de  la  energi'a  en  la  vecindad  de  ese  puntc>".

La  teori`a,   en  pr.imer.a  apr.oximaci6n  debepi'a  conduclr  a  resultados,  id6n-

ticos  a  los  de  la  teori'a  newtonia.na  de  la.  gravitaci6n  que  ham  siclo  con fir-

mados  pop  la  experiencia  y  ellc>  oblig6  a  Einstein  a,  buscar  rna  ecuaci6n

comparable  con  la  de  Poisson   :   C`i'~ a) =~   E;;*Z  +   .,gi;i¢` +   t=,=z`3;5= S' 7 ;~'

v   esta  eouaoL6n  es ..   .ng }fty ife a ft TJl+V

C`1/J~ Veg  aqui  un  tensor  formado  exclusivamente  a  partir  de  log   componen-

tes  del  tensor c:?'L` " del  tensor  me'tr'icc>,   miemtras   que r;+'V  es  un  tensor.  que

depende  de  la  distribuci6n  material  consider.ado  y  se  llama  tensor  impulso

ener.giza.    Par.a   un   fluido   perfecto   es :   7-.~'j~ `f`~_i   'f+C`dru,i'.`+  4j!.;   ,`,L`.;:ir.tr_  /`-; £?7  /./a  tr`\

g  y  p  son  aqui  lc;  densidad  y  la  presi6n  del  f'1uido  en  el  punto  considerado

y AF;`f=    ``JL£|4al  gener.alizar  los  principios  que  permiten  extremer  en  ffsi-
RETEZ

ca  cldsica  conducen  a  las  geocl6sioas  de  la  relc}tividad  general.   En  lag  ve-

cindades,   o  bien  al  interior.  de  las  distribuciones  de  rna.teria,1os  cuerpos

de  pr.ueba  describen  las  geode'sicas  ya  mencionadas :   €;:¥~:;-+ /r„   e~£XLL=

de  ih#va=i::lades  de  m6trica  g      soluciones  de  las  ecuaciones  de  Einstein.
I.J/L<j

La  integra.ci6n  de  las  ecuaciones  de  Einstein  es  extr.emadamente  difrcil  y

la  deter`minacio'n  expli'cita  no  es  posible  sino  en  un  ntimero  restringido  de

casos.   El  riias  notable  es  el  cle  la  solucio`n  de 5c-froJ¥+I+bc#Ane  ei  caso
exterior.   Esta  soluci6n  define  el  potencial  gravitacic>nal  producido  en  el
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vacfo  que  rodea  una  nasa  puntual  o  esf6rica  homog6nea  y  considerando  comc>

oondiciones  en  los  lfmites  que  loss.'JV  tomen  en  el  infinito  log  valores

galileanos.   Si  se  emplea  coor'denadas  polares  con  centro  en  el  centro  de

"asas2S)ec;jho3:L::rm;dck.2(1_2#I)~':,Fur_i:nffr~f~`l^fi":.!5-=jT-Frf£°{!-i+^'-
•1  -   f :p_i^_yL

I-L

El  ntimer`o  in  tiene  aqui  las  dimerisiones  de  rna  longitud,   medida  en  el  sis-

tema  de  uriidades  convenientes.   Se  observa  qu6  2)   a)   pr.esenta  una  singula-

r`idad  sc)br'e  la  esfera  de  ra`fio  I.=2m  b)   papa  que  la   ecuaci6n  en  estudio   (2)

satisfaga  lc)calmente  la  condicio'n  de  estar  en  acuer'do  con  espacio  tiempo

de  Minkowsky  es  necesar`io  que  i_  jg  >\"3f`Tlja  soluci6n  no  tlene   en  conse-r
cuencia  sentido  en  el  interior'  de  la  esfera  I_  2m.   Se  demuestra  que  la  so-

1uci6n  2)   se  mant,iene  valida  cualesquiera  que  sean  las  transfer'encla  de

nasa  y  energfa  al  interior'  de  la  esfera  central  siempre  que  estas  transfe-

rencias  no  alter`en  la  simetrfa  esf6r'ica  de  la  distr.ibuci6n   (Teorema  de

fT`de'##.J i /C  ( ig23 ) .

Al  aplicar  la  scluci6n  2)   al  movimiento  de  los  planetas  en  tormo  del

sol  se  encuentra  que  sus  6rbitas  difieren  liger`amente  de  las  elfpses  ke-

pleriarias  a  consecuencia  de  un  movimiento  secular  del  perihelio.  .Se  obtie-

ne  entonces  rna  explicacio'n  muy  satisfactor.ia  del  movimiento  de  mercurio

q.ue  no   se  puede  explicar  con  la  mecanica  celeste   clarsica.   Ija  m6trica  2)

muestra  que  las  ge6desicas  de  la  luz   C4/32=  Cj   se  cur>van  en  las  vecindades

del  sol  es  decir  de  la  nasa  central.   Este  efeoto  ha  sido  vcr.ificado  cc)n

buena  presi6n  en  varios  eclipses  de  sol   (ej.   eclipse  observadc  ported./AVSrcv

erl  1919).   El  t6rmino  i_  jjE    que  aparece  en  el  coeficiente  dt2  de  la  m6-r
trioa   (2)  hace  que  la  frecuencia  de  rna  fuente  luminosa  se  desplaza  hacia

el  rojo  cuando  ella  se  aprc)xima  al  centro.   Este  es  el  efecto  de  Einstein

ahor.a  observado  en  el  campo  de  la  gravitacio'n  ter.I.estre  debido  al  despla-

zamiento  de  ciertos  r'ayos  de  resonancia  nuclear.  casi   monocr.omdtioas   (Efec-

tocLe#iids.:-.`,lL`.as.,ELeR

Movimientos  geode'sicos   en  el  campo  de   soluciones   de  Schwarzchild.

a)   Campo  gr.avitatorie  central.   M6trica  asociada  al  punto  de  mass  in.

Un  campo  gravitatorio  centr'al  se  pr.esenta  cuando  tenemos  uns  distribu-
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ci6n  de  mater`ia   con  esta   simetri'a,   y  cucancl.o  acl.em5s   el  movimiento  de  la  ma-

teria  la  conserve.   Geometricamente  esta  propiedad  se  traduce  en  que '3£fJ es

el  mismo  papa  tocl.os  los  puntos  que  pertenecen  al  lugar  geom6tr.ico  cor`res-

pc;ndiente,   en  este  caso  rna.  superficie  esf€rica.

For  cltr`o  le.d.o,   como  estamos   en  un  espacio  de  Riemarm,   debido  a  la  pre-

senoia  del   campo  gr`avita.tor'io,   no  -podemos  usar`  aca   cc,mo  par.ametro  el  I.adio

vector,   que  es   el  que  cum.pie  con  estas  pi.opiedades  en  el  espacio  euclideo.

Debido  a  la  oi.bltrar'iecl.ad  de  la.s  I.eferenciales,   la  elecci6n  del  radio  vec-

tor  es   tambi6i  or'bitr`aria.

Si  usamos   en  -nuestrcj  referencial  un  sistema  de  coor.denadas   esf6r.ic&  Pg

lap,   1a   expresi6n  me',s   general  par`a  {.2:z£,rfL;es

tsT*):I,:`::(;~:~\}},I,(-')I~`\},'~fn.:+`F2:i:`ip

./,,

F3'*}.t:,/j-'±+Cj.?*/+F3';,\4;-L)'!!,I_±+
.,.

veanos  ;ri7Jr`;~ 1`a   expr.esic';n  cle  '=`'`/i 2-cuando  efectuamos  la   siguiente  transfor-

macio'ri  de   coor`clenaclas;

/-,L  -:    :j  ,;   1'\ n!. `', I, `)

T---.::.:  }-  ( .,-,. i , +- ., bat que   i i ,( :-, /i-- .I -= ,0
I .^,   !`. --I/ i-`,,  -=  -  r=

i -c ( ri, ,i , =-  - ,f7 i--
•;  { !i ,C  `}   ,   i-i  (  ,-,.;I,)  ~_ c2  £ev  (`n|)

Bajo  esta,  transformacio'n  estamos  imponiendo  la  simetr.i'a  esfe'rica  en  el

espacio  de  Biemarm,   expli'citamente  en  la  forma  de  f2 i/'f/f J  =  -~P2       ,   enton

ces  pare,   a,`f `;+ 5?)   r~}f i  -i   €V f :  d..±L2 ~H  /`;.7m  (`  €it:,  {`.`-.}~£'--{':  '3 :±^'/`|2  'Er`   €it  `% 2 `) ~ ,pe* ~ ;}`  ,``}. ,a 2

Hagamos  expli'citas  las   coordenadas :

xf, =  C+-

x,I  =   ,n-

x€~  =    €;

rf`5   =  (/\J

si  usamos   el  tensor  m6trico;   en  la  forma  galileana  es    f3/,."=  f~`'f4)

tenemos   en

7ri/7  --€,L
•.=1 -i 1    -_   €f - ,A..

y  papa  16s
'\/
•/w Gt  a

este  caso  papa  los
r;;,{-': .---,3 3±-      .`-7-:-i  --

rl'22-=   r,-2      r`/,3'3=

si'mbclos  de  Chr`istof`fel

f5rf-fu(``,

rJ {3 .8ct*
?__3_3=.. + ' -J-;3-33=rJ  ''LUL

•! ,,_ a -- - {= \`

r}r±  €Op-=,|vt2t:a          -joo=  ~  e~v

distintos  de  cero,   cle  acuerdo  con  13.- :=#=*#j,
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Si  adoptamos  el  siguiente  convenio:  `1Lf =  i-'a Tif~-=   f
el-I      '   IA(I

|C,V
a ,-9  =  -=2_E

YI+-i
2,

Ac`'.

c)o=

lFJ,--=fi,,{=  V+       lMi() =   =S`,,-,+-\j

ev~hr7,¢~_+r:1:;~__*e~hn3:=~n5`,,,wi~Le-€~h

rc:1     I:=
/I:~23 =  _ care,T2  a  `€.,J,  ~€g.          fr;I:=  4~rL=   r:;

/r:,;:  =   /rri ~_   (. c;i_ cJ] e7                        ,  eritcjrac;es  e;I fi Lfi  ec;netloi6rrL I+*3

/=i fj.v~ q+L.-*Lj v 31' = ¢c::-*#u,, ,  benfsrs  s±    q ,`jv v .~  fi:*,  /rf *i. -a:f iJ:
c,Lr;,(,Jr3j)

i,.,`;

+g=€;x.,,,L-i-l{=T-.,If.rk

#TTk-.Ir`

9 7r ft`

/=|ef,+(%z-#)

Cpr     pTr,it

a?

rJ  V^ cf-

•/
-== `        _ ----

•r/. ?-

fi   = e-? ( `±{;: +  %j

ftz--,=_.=-(v,I+
{riL-l=l-=£<t-)(V„+4-+

±fr'         lJJ    <         \          a

---  `-=-

\_/L4- +
2-         `          !rL

v '_.  A ,'  _ v, /Jfl
-_.---
/L2L

2'.

-i----

i, X c±

-2(i;`-+-,%2-:i
a      3     .u.       a.{Ttt:T_~:rhH'+Ir_ftir``.,is±i,:,--.+*

a-L
Integremos  ahora  las   ecuaciones  cTe  movimientc),   en  el   siguiente  caso;

"Un  campo  central   en  el  vacfo",   esta  soluci6n  rue  obtenido  pop  Schwar.zchild

en  1916,   como  estamos  en  el  vaci'o      7;thy_-a    ,   fuera  de  la  presencia  de

1as  masas,   entonces:

I.aLye:A-{:%+4h-;)-

1.a  2,1€-,',,:'v,'/+

1.a 3,  ,.3-,\ (` % -+\, -E/-vl,J1`+±-i/}rJ

a

I.a  Lt,   €3-1  i  =c>
4L

de  1.a  4.)   ,/i. = vq //2jinclependiente  de  t,   observemos  que  obtenemos  un  oampo

estatico.

(1.a1_1.a3)~_~?7J`,.-,_..z:\e.-A
/7-

Lj ==o_>j+v,=tfffj       ,  comoentpo_
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demos  hacer  un  cambio  de  escala,   si   oonsideramos:    y'= \/+f: i.'#.i  t±?i + V± `'~'

1uego  en  general  podemos  suponer

j! =-v
otras  tresi

Bajo  estas  condieiones  la  ecuaci6n  1.   a  2  se  I.educe  a  las

Entc>inces   tehemos   ahc)i'a   de   (3).

€j-Aprr=€=7~j=~442#f,„2

prjFf  I\-
/_.

A I ,-1 -- i/ -- - 1 ->
5e-fft€-f\rL`iriL_(je:`Adit=_I-L+P~_a

1.a 7)  e\' = a,-X __ 4 + #/L

cias    /i.  ==>,£+u     €pr=   {2~;-L=  7

-.=fe.,,+rAi2=.,:-->

de   (7)   vemos  que  a  grandes  distan-

si   (ahora  imponemos  que  a  grandes

distancias  valga.1a   ley  de  Newtc)n).
t5V=.f-2#                       ,   tenerLios  pars  el  elemento  de  arco.

1.a   8) rdf;L=(``ri/:§-:#),c:cf_t7~rl-:(d_$2+C~cw`[:~frviedrf,

s  ahora  en  genera.i,   cue.1es   son

2 `1'  _  {i ,7;2-

•           -_    --./ ...-  `-s  ecuaciones  cle  una 8eo-

de'sica  bajo  las  condiciones:    i  CZ;A                  estacionar.io.   Tenemos  que:

`_.ho.i)  ,tJj]2  =~ C3ttv  ed`x_i ,I dfi u`vr

".2]_:J=,,+f^,#§,ct{f{:A;)^y;M#x'Ldx`vc,:jj^v„8,j{rd.rrd(`f\fi.x.'''`.`)¢,.::or,O.;,
I.b.3;-;,j;;:;;;i::`if:1:dr~`f;I,ff±;jx`.;jt.3{,:`,d:i;,!t;yy)f9,,.jvdrvc4t67'i}
Per`o   crumo

te,
1.b.4)   €

`.....'

cl,x:'--`ac`

i.b.5)

podemos   escr'ibir  la  ecuaci6n  1,.b.3  en  la  f`orma  siguieg

/-%f#   .--=!#:-,,£;%  i I-,a+C3,J.,-. II.. ;`` a

'JS,r`'€riul:)i:drj=r3

+(,)r-::fir-1tx-=#-
Como5/rj-es   or'bitrario,   en  1.6,.5

?I-i-:f6-iom4-fo:%ff--
€f'/i      cc)mo

`id¥cr= :;#J~

-1<j`,J.,

is +  {3 ,3 y¥

u+ir.;::±%;v;;+i;~,:;I.-j#,r-'':drfjrf:-
|,#J

0
•±qu--r-ng-ut#_a:+J        --dr)            rJXJJ-{j/.)ji#--`:

i?/L4

ctg:(r-,I,.gff#%-r,!riff-r#`,)-,5,€a
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de  donde;
•pst  ,*ti =.  a

.,C,I

.:-.-:i:.-.,.

en  i.b.6

cz2/.; _.,T      elltonces
`:i/;2



1.b.8) es  la  ecu3,ci6n

de  rna  geod6sica

c)   Ecuaciones  del  movimiento  piano.

Combinemos   ahor.a  las   ecuacione-s  1.a..8  y  1.b.8  bajo  la  condlcio'n  e=.F

P::ao.:+:at/;;neacf#dc#Lffe,RE't°ff€dct~i#d#L&'   en  i.b.8

•`/j
reemplazando  los  valores  de  los  si'mbolos  de  Christoffel.

" .2  `-±=f:  + aft al#  -al#j  cj±f,  ,a `s`anw c3 {\`c}f#f i i:`)
c„.}

que   Se

1 . `c . 3

Par

.-: .-`:-   -

c2#2

a  la  ecuaci6n.

~:+.:e#+if,,tc.j#ff__Ln

+:RE)'-+cv;ddt;dgff+£e^`-V{-±gri}`<=o
coino  \'?=  .-J}.-.=  rJ   -=

i . c .4

Pare `x 4= rLalIr/i:J-(Jg:fji!l;,:(I#J
r:fg±+r3v±2

tenemos

cowo.~rf=c>      e=T±T±  r±£=o   3;i„fa   .,„J
1.c.5

•..-:.',..;

i.c.6

entonces :

para  `/,3 = fr
•7`

Cf r:r::I: t2 fi,i   r±#:   ±:I ::. ~_  a          ,  eritcj"f Sea..

2.    "Clasificaci6n  de  los  mc>vimientos  descl_e  el  punto  de  vista  de  los

va`1ores  de  A,   8.   Orbitas  estables,   ca,si   estables,   movimlento  ra-

cl- i a i I I ,

Analizemos  las   ecuaciones  papa   el  movimiento  piano:
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1.c.3,#€Jz=,i

-.iv)c#+v!
1.c.i,  ,#:

I.o.gr)ul~;ff#r'*`rf#,

=/_  /z-

Jifi - a
(.-,*j,i

\;a + (I v I €7_

y  la  expresi6n  papa  la  m6trica  de  SchwarzchieldV;;;,.,;~_{\4~:2.#_c2_jAz_,i.:~i,(`,d€r3Z+-jSyjii7re'al-¢Z)~':„!:4:.L

i;i        -'J`,_''a     I.`-''J    `   -'--_          '      '       4_3J4
~L.

en  estas  ecu.aciones  hacemos  las  siguient,es  sustituciones

2.a.1.   jz=      27Jtr?`_-_

•r7

2:2a..a2.3Pt`;_:'L;n:~'J;£4;f=(+`2.)C#.:Pdr`~~oral`=1,2/3

Asl'  par'a  la  eouaci6n  I.a.6  en9`  ,/'?,  ,   tenemos.

1.a.6#dr`j{it2cjErf)~-O~~`,

Y  par.a  la  ecuaclo'n  I
4--,.,--2,i,F%-\;-
1=(1~~L)t;==)~±~(CFbfff,I/~Z#

cle  donde

(i;i)5-=E7=(I_2}_£(i--2)

(ci;J2

2.ho.I)i.z±#,=jT

emplazando  y  dividiendo  pop     c//:; 2

Ea_1+a-~f(''f:2~).`  _  1      \Z
;i  ahora  hacemo;  A=  f2L¥J`~    ;  B=A   ( f'=7)`J,

entonces  papa  la  ecuaci6n  en  I.

2.b.

?

Expresemos  ahora  esta  eouaci6n  en  funci6n  de  z,   entonces   como:

Z-_  '±Z:j±L  ~=====>   =±;:I  ~~  ~ 2_}±ui
rL                         r-it_z±

Tue_go  ct,L¢ =   r22j;¥;+

zj-i-z-}#
V_-i i_.-  d±~
-£.3~2±+ff-£~+73

y   en   2.b.2

entonces
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Par.a  la  ecuaci6n  en
f\,-z,r#--I,

2.b.5 f`&-X.:)~-'22Aun

#Sl.c.4,

?/

nos  valemos  de  la  sustituci6n:

de  donde

lo  cual  implica
`      1g,+6    d2

-i-7(l~2`/Vi~±~Z2+fti+/S

Independientemente  de  la  eleoci6n  a_e  conclusiones   inici=iles,   deber5

see  slenpreR2r  `O       v   h+E:>C) y  no  puede  ser  otra   forma.   El  ca,-
so  A         cor`r'esponde  a  las   condiciones  iniciales  que  debe  darse  papa  car'ac-

terizar  un  r`ayo  de  luz.   El   caso  A+-g= CJ  ..io  cor>r'esponcl.e  a  node   real   se  cl.ice

que  representa  urn  caso  de
Fit 8 -- F, +  P( E
p+f3 -- R a + a-

Fl  + I-rd3 -`  P   E 2

Fl  + r3  =  c

ct-i i i ---8 i ,3

posibilidad.   En  efecto:

-`,;Jg

entonces  si

como  ello  implica

o  bien  a/A = /3  =  a    debera'  conside-
Parse   lc>s  dos   casosqL'y  8)

Caso  dr\.~)             a  =¢£Z   yg=~   a             (imposible)

Casoi3e)F`o=O    E2~      F

A  y  8  pu.eden  ser  infinitas  lo  que  se  da'  en  el  caso  cle  movimlento  ra~

::a:e(;?:==°#``,),;==e_I;,,CuancT°#~}:`°Lgrs=g=o2s-p:rahoraqu:°Aq;eBr::=L-
finitos  papa  exclui'r  el  ccuso  de  movimiento  radial.   Cuando  pars  algrin

Z~~-ZC}   es  cj ±   a  a   A? entonces   el  movimiento  es  posible.   Esto   equi-
vale  a  decir  que  el  movimiento  es  posible  par.a:

# -_  '2ap  ± A/  S/i
r.`   =    2 21"   `=   /i  =  P5Do  mejor

2  ',HL  i=-   ;z  d=  .rs, Las   condiciones  d.e  posibilidad  del  mo
imiento  estdn  dadaus  por  las   concLiciones  papa  que  el  polimonio  P   (Z)   sea

ositivo.*/C'/?   +„                     son  dependientes  de 2  y  la  dependencia  se

(J  muestra   en  las   ecuacioncs   2.6.4/,   2,6:5  y  2.6,6i_ p   (Z)=  c. par`a  algiin  valor  de Z allr  quecla  definido  un  punto  de  re-
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trooesc>....

Si  P   (Z) > C)  par'a  algtin  ve.lop  de  Z  ,   ese  punto  ser.a  uns  posici6n  de

la  part,i'cula  de  prueba  en  movimiento.

La  regi6n  de  posibilidacl  del  movimiento  estd  dacl.a  pop  el  inter.valo  Ce-

Tredp [:fJ/ 4E   pNIeB  aL+i P   (Z) > a

En  correspondencia  con  los  tipos  ie  condiciones  iniciales  que  se  dan,

puede  elegirse  valor`es  de  A  y  8  que  definirin  la  for.rna  de  la  grafica  cl.e

P   (a).   La  for'ma  de  la  gra'fica  de  P   (Z)   puecle  ser  tal  que  muestr.e  claramen-

te  que  el  movimiento  pr`ocede  cle  uns  regio'n  finita  del  universo,   pa.I.tiencl.o

de  la  esfera  de  Schwarzchild   (esto  ccjrresponde  a  lo  que  se  denomina  un  mo-

vimiento  de  tipo  captura).   Cuando  A  es  muy  grande  habr.5  captur.a   si

e3Sjgtfa= ¥u-€ng=i`o'n  r.ion6tona  creciente  de  Z   Cuando  A  es  Pequefio

ocurre  que   todavfa  hay  captura  per.o  cuando  A  es  muy  pequefio {+±±±    no   es  uns
cy,,.#

funci6n  mon6tona  cr`eciente   (s61G  lo  es  el  principio)   y  pr`esenta  puntos  de

maxima  y  mi'nima.   Si  A  disminuye  muy  r`apidamente,   el   pimto  a.onc].e  P   (Z)   toma

un  valor'  mi'nimo  sea  2 #f.Pq   alli'  P   (Z)   tiende  a  cero  y  la  6rbita  asociada

a.  Ia  parti'cula  de  prueba  en  movlmiento  se  ha`ce  casi   estable.   Cuanclo  el  mf-

nimo   I.ii2-   tome  el  valor  eventual  cero,   el  nLfmero  cTe  r.otaciones   en  la  6rbi-
ct/,/,.,

ta  se  ha  infinito.   Y  se  puede  decir  cuando  esto  ocurre  que   ''1a  6rbita  es

estable '' .

Puecl,e  sucecler  tambi6n  que  el  estudio  del  polimonio  P   (Z)  mos   conduzca

a  la  consideravci6n  de  movimientos   casi  parabo'licos   o  a  movimientos  casi

hiperb6licos.   Conviene  I.ecor.dar  que  un  punto  de  retroceso  es  un  punto  cl.e

la  6r.bita  que  satisface  1g,  relaci6n    ,#= rJ Si  un  punto  de  retr'Jceso  esta'

ublcadopf`r(.:a,:----/pf:#.fi|€=::a3r3detenerse:

Como  parametr.os  ittiles  papa  caracter.izar  la  trayectoria  puede  tomarse

la   coordene.da,Z= !'='  de  un  punto   de  ±etr.oceso  y  el  momento  angular

fr--,.2C£Supongamos  que  teor`icamente,   el  radio  de  Scwar`zchild  o  lo  que  viene  a

ser  lo  mismo,   la  cocjrdenada       del  m6vil  y  el  ingulo       pueden  ser  determi-

nadas  port  algtin  c+bser.vacl.or.  ubicado  a  distancia  finita  papa  lo  cual  le  bas-
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tars  observari  la  luz   emitida  pop  el  m6vll.   En  consecuencia  el  obser.vaac>r

estara  capacitado  par.a  encontrar  los  valores  dec$7S--y  dez= e   correspondleE

te  al  punto  de  imf.1exi5n  del  movimiento  que   observa.   Podemos  pop  consiguieE|

te  considerar.  estas   cantidades   como  datos  que  permiten  descr`ibir  el  mc>vi-

miento   en  t6r.mino  de  resultadc>s   observe.cionales.   Volviendo  al  1?olinomio

p   (z)=  z3~22+ ¢2+Z3                           trataremos  de  expresarlo  en  t6r.minos

de€#ype(e::°rg§e_noes_Lqt"eR:e:;t3:'n°SP-t#fyquedehoesen
p { e `,I =   e3 _  e~L i F3i e + T5:5

pero   como
•7'f'C`)  =    Cj   er]tonces:

a. : ~  c a +  Fi/  ,i±  fr f3ut ~-I  €:

B;_=_=n2e:\GcP3:fr8f€

El  polinomlo  P   (i)   tiene  siempr.e  al  menc>s  ima  ral'z  real  en  la  regl6n

f±slo&oorre,=Po€±d#€te7al(L#eAF]Va)L°..

Las   otr.as  dos  r`afces  clel  polinomio  P   (Z)   (mejor  es  decir,   los   otros
•*

dos   ceres   del  pc>1inomic;)   Sean f#,   y  i?rLj

De  acuerdc)  con  propiedades  muy  conocida.s  de  los   coefi.cientes  de  uns  e-

cuaci6n  aigebraica:  Z3iz=+f'fz+  /3  =  a                                         tendr`emos  que:
£fdr+  a-,i+  e,It;  =  ,1                            I  ,-,-... 2

---:-ia)
I+  dr  +  a Q2;  +  ed  e r7cJ =

me'ts   otra  relaci6n  que  aqui  no  inter.esa.   Procedamos  a  I.eemplazar.lag   relacio

nes  a)   por.  otras  b)   equivalentes:

p`,)  ed +   a ,TJ  = 1 - e

fif J   f a fi~--
AuxiliancTcmos

'--e(ed +  e nL)

nQ%s)~rei€ao(i'!=ees)

o  bien  en  vez  de  la  t£1tima:

relaciones  b)   podemos   ci>nstrufr  una   ecuacio'n  de

segundo  grade  cuyos  coeficientes  p  y  q  se  conocen  por'  estas  relaciones.
cueap:::#a:_fi::-a_:e:f'.?:i(:#f

+  ez_  e _-  c,
rest,arlbes €}:  y Ri{}  de  z3 + -7_2 +Esta   ecuaci`o'n  nc>s  dara'  1as-cl.os   rafces

ft 2 + P/ = a



Resolviendo  la`   ec.uaci6n  de

#_.,=b/

segund.o  gr.a.do   se   tiene:

z=  I   p + Sue _ 3f~>'-   f{
2

se  puede  poner:

1  +   Qe_3er2~=3(|~e)/(`e~  4€)             que  result&  set  pos±t±vo  en/f a,A-of
es  decir'  pone  un  € per.teneciente  a  este  inter.valo.

Llamemos,   como  es   costumbre .A a  la  discriminante  de

p_\£2*:;:te;je::,~,=j:fi:#j_t:fz;e;:;:i

Pars  que  A  > a   es  pr'eci
_i(4-€)(€-±i)T=r¥(

3  (1 ~  €.`.i {€ -'±2.i ~Z,  i {33  (.1 -  a ',, ( a - ,%JJ =,,,-
es  decir

•,:?:-.

(.::`'-,`r

i>

a   `..         4{c>'frap2-
RE

( 7 - a ) ( 3 ¢€ + 1

i±
Cr

nEiRI

Tenemos  que  las  r'ai'ces  £L24/    y `'24)   son  tambi5n  reales   si   se  verifica   es-

ta  tiltima  desigualdad.

Ahc,ria  de  2.b.i   rJ2   cti¢=  J       ,   tenemos  la  pr.imer.a  iTte,gral  Par`a  ¢`

y  (2.b.5)  Lmp+1oa.    C#=k
•,.-`'..`  1{.

1o   cual   cc;n   lag   ecuaciones   (2.b.dy)

2.6.6]f~,ri=€Jz G£Z
€=±1

a
el  i'ndice  /u ,   indica  la.s  Ccndiciones  iniciales  del  problema,   expresados  pop

A  y  a,   y  la   ecuaci6n  2.b.61o  podemos   escr'ibir  como

•./',_I / a 3- 2} + fi a + F5
Hagamos  ahor.e`   el  analisis  en  cuan-

to  a  A  y  a.
4.    "HQLv.imiento  r'a=fE:ife".

Pasemos  a  considerar  los  movimient;os   en  quedT=  C}  I'ara  este  caso  tendre-

mos # > F2-7    ,  entonces;
k . a . 1 ± - ii -- a

1,`- -ly .q .2  /> - /J ;. ~- J I.I .iif :.ff=fr~i(-2       {/~-i-
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dy.a.3Xo_`;;.._cz.i,nf,

1r+TLexlr5n  a Mi iN  =  e-- 1 ~ E<

gular.idad.

De  la  ecuacio'n  4.a.i  deducimos  que  el  movimiento  es   radial.   Pop  otr'o

lado  jpodemos   ver  que  hay   tr`es   casus   gLe  movimientos   posibles:

4.b.i)   CuandoG-* ,   c,also  en  el  que  el  movimiento  jparte  desde  el  infinito

con  uns lrEL> fj   y   a.':ir'Tr~!LTrc-"E"JTEalcainza  la   singu|aridad  de  Schwar.zchild
•7

:LT:i=:-;dF#=rde:r:et:::P:i::'aic::C::::::::I:n:::::::r]asln8ularldadantesme±
Per'o   el   tiempo  propio  en  este  caso  cambia  de  un  valor  finito,   lo  mismo

puede  decirse  papa  cualquier  movimiento  en  que  la  par'ti'cula  de  prueba  al-

canoe  el  radio  de  la  singularidad  de  Schwarzchild.

4.bra     Si  E=l,   el  movimiento   eH  relaci6n  con  el  anterior  tiene  una  pequefia

::,::::n:::e:e::a::e  ah°ra   ''''-CC--a       j   10  que  equivale  a  un  movimiento  papa

4.bi     Cuando  E<l,   el  movimiento  que  empieza  en  uns  si¥igularidad  de

Schwar'zchild  x=1,   alcanza  despues  de  un  tiempo  propio  finito,   el  punto  de
3

y  luego  retr.ocede  sin  cesar`  hasta  la  sin-

4.c.   Pars  integr'ar  las  ecuaciones  hagamos   las   sigui€-ntes   sustituciones:

L+.c.1   a =   €.:...`±~ft3|J±.i
C,c,-~J',P-1ti.a.2po=-a-i:-:`['_-;,E

x07{f:--y-un,J~ZAh,     i      CC>-j   4=,     .-a.

a,..J`,J,(h=-        `-  `,  _ (k':'.:I:x:-:::iir:/i

`fg;,= : ck ,:ut -\;  /i ,-

..¢_3
entonces

:I:#-¥-5gr„
2

i?/-, .+- f £=i7{`::v#;-t`t:'zy,;_:_~f:.,---=2~tyiTm±±f:3€::}Ldy±z2^&p,

ti.a.k„:::::i:rLf[4~8€,`rjhf,`+~fc:,-:;:Fofj:

"Leyes  de  Kepler  papa  el   tiempo  propio"

cuya   solucio'n  es:

~3er.^jLP+~'-:(!E=:±fS!:L
I         yl,A,-E±    `u

cuya  soluci6n  es:

El  intervalo  de  tiempo  propio  que  se  necesita  |]c-I.a  que  uns  parti'cula

page  del   "opocentr'cj"  al   "pericentro",   y  de   vuelta  al   "opocentro",   se  puede

calcular`                          let  expr`esi6n

f|}j=q7Mvr-~R~Je

Z rfi,hJ = 10

;i-I__     -ctz

-< = - r + F+ I. +
I) ( e +€')
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~£~.  ftyvif g+ ~_  ei      a =.   ce I  ( 1-c~  €' )

Si  hacemos     €=    ?¥ap.   /£,c.   €,/~_   `;zu="  =/=_             ,   dcn5e  A  es   el  semi-eje

ma3rop  de  la  c')r'bita,  f-es  la  excentricidad  de  la   tr`ayectorla,   luego:

/i,3='ionirTTEF~(::fi,fvt:*f:::f#2:;-(i::;i=:
3=E=r`-f=._yfuA
iFgi¥12e-s¥",+€

esta  fo'rmula  puede  escribirse  explicitam5nte  en
_    _      ---`,`-(::J+  L< L\=,,J

eli`pticas   como  se  hace  en  el  movimiento  del  per.icentro.   Papa  movimientos

en  los  cuales    #-
4/  7/.vt

de  potencias  de  ±  obte-fii5ndose  de  este  modo:
-

A=*=rffae~~

es  suficiente  pequefio,   4  S   puede  cl.arse  cc,mo  una   ser'ie

TT.                 r~ife  I

I_A,+.¥+(
}TcfjT_:it`±^.a,`\±±~:f±2=2frEziz+3Ac-=-'-i:Ir

2,v2=fr„Trf >zC°rresp°nde  a  las  ieyes  d€
a  las  leyes  de  Ke-

-----ii-_I--
El   te'r'mino  de   or'.clen   cer'c

pier  en  meca'nica  newtonians.   La   cor`r`espL`ndencia  cl..e   orden  ~j41

El  u'ltimo  t6r`mino  de  or'den no  depende  €
f.L.no   ha   sido  aLin   obtenido  pop  ningu'n  me'-

tGdo  apro'ximarlo.   Los   tc5r'minos   de   orcTen   super.ior   en      74?

determinar`se  a

par'ece  que  no

(ig,a tenemos

a,ctua1icl.ad.

puecl.en   tambien
C+partir  cl.e  la   tr.ansf`or`Tnaci5n  de  la  integr'al  en  serie,   pero

son  de  intere's  pr€1ctico,   au'n  en  te'rminos  pr-oporcionales  a

que  este  excecle  cuE'ilquier  posibilid£,a  exper.imental  en  la

En  el  movlmient`-`   en  el  cue.1   (¥)   es   orbitrar'iamente  pequef5o,   se  puede

dan Ag;   en  uns  serie  en  te'r`minos  cl.e  |C

El  te'r`mino  pr'uporci onai.-;=a|
ia  expr.eE316rl,    r7C~±   gff  =  I  ,

(,, 4 +L ^try
CL/J

jpuede  obtenerse  fa'cilmente  a  partir  de

y  de  k  ppimera  expresio'n  pa.ra, A= ¢

El   t6rmino  jt:>roporcionado   €. 2     no   ha   side   atin   obtetiiido  pop  me'todos   aproxima

dc)s.   La  expr`esio`n  completa  par`a  /+S  tiene   solamente  un  va,lop  teo'ricc  pop

el  momento,   y  nos  atrevemos  a  asegurar  que  no  hay  muchas  pr`obabilidatles  de

coritratarla  mediante  alguna  experiencia.

5'Re ta,log fi'si COS

5.a.1     De  las   car€Lcteristicas  analizadas  par.a   el   campo  de  Schwarzschild
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vemos  que  la  ma's   impcir`tante  de  sus   conclusiones,

primer.as   6rdenes   c]Lel  Conocimient.  de  los   centr`os

como  vimos  en  i.a.4  la  solucio'n  es   esta'tica  par`a

Ija   ecuaci6n  4.  c.

tr.anscur.rido  cuendo

un  punto  orbitrario.

es  la   obtencio`n  en  lag

de  una  o'r'bita,   ademals

un  campo  cle   este  tipo.
3  permite  en  funcio'n  de  la  ener.gi'a,   oalcular  el  tiempo

rna  parti'Cula  alcanza  el  punto  de  singularidac]`  c]Lesde

Pop  otro  lado  vemos  que  las  Ijeyes   de  Kepler',   que   fija`n   el   compor.tamien

to  a.e  una  parti'cula  en  un  campo  central,  no  son  experiencias  exclusivamen-

te  eri`ipi'ricas,   si  no  tr.aduccio`n  Gel  hecho  de  que  uns  parti'cula   solicitacl.a

pop  este   tipo  de  campcJ,   sigue  una  trayectoria  bien  especi`fica   esto  es  uns

geode'sico,   en  r.igor  la  cLndici6n  se  la  impusimos,   pero  el  ana'1isis  teo'rico
A ,\,A ,\, -_ __  1  _Concuerda   con  lc;s   c.Latc;s

__'    i-_`,l'`^L,+ LJ+ |JLILde  nuestra  hipo'tesis,   asi  pc>demos   clasificar  los  movimientos   en  el  campo

de   SchwarzschilcT,   con   el  nombr'e   de   "movimientos   geocTe'sicos".

experimentales,   hecho  que  tracl.uce  la  plausibiliclacT


