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ESTUDIO DEL SUBDIFERENCIAL DE FUNCIONES INTEGRALES CONVEXAS
SOBRE ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

Las funciones integrales aparecen en diversas areas de las matematicas, principalmente en el
area de optimizacion y equilibrio, donde generalmente las funciones objetivos de los proble-
mas de célculo de variaciones y de control 6ptimo son funciones integrales definidas sobre
espacios de funciones continuas, y, en el caso convexo no diferenciable, se suele trabajar con
los subdiferenciales para buscar los 6ptimos. Considerando esto, en este trabajo se estudiara
el subdiferencial de las funciones integrales, en el caso convexo y sobre el espacio de las fun-
ciones continuas. En especifico, se estudiaran dos métodos, un primer método basado en el
uso de conjugadas de Fenchel, donde se estudiaran tres casos dependiendo del espacio sobre el
que actian las funciones integrales, primero el caso de espacios descomponibles, en segundo
lugar el caso del espacio L™ y se finaliza con el caso del espacio de funciones continuas; y un
segundo método basado en una féormula del tipo Hiriart-Urruty-Phelps para el subdiferencial
de la suma, donde se estudiara primero el caso en que las funciones integrales actiian sobre
espacios constantes de dimension finita, lo cual luego se generaliza a espacios de dimensiones
infinitas a partir de un teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles que se propone, y
se finaliza al aplicar los resultados anteriores al caso del espacio de funciones continuas. Final-
mente, se realiza un analisis de resultados, revisando las hipotesis, resultados y las distintas
técnicas usadas en cada método, ademés de comparar ambos métodos, y luego se exponen
los tres puntos principales del trabajo, que corresponden en primer lugar a la recopilaciéon de
todos los antecedentes sobre el tema tratado en un tinico documento, en segundo lugar a la
presentacion y desarrollo de los dos métodos mencionados, y como tercer y ultimo punto, que
las técnicas y resultados intermedios presentados quedaran disponibles para trabajos futuros.
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Introducciéon

Dado un espacio medible (7', A), una medida p sobre A, un espacio vectorial X, un espacio
L de funciones z : ' — X, y una funcion f : T'x X — R, se define la funcion integral asociada
a f como la funcion I : L — R dada por

@) = [ SO, < L.

Las funciones integrales son un objeto de gran interés dentro de las matematicas, dado
que aparecen en una gran diversidad de problemas, por ejemplo en el drea de probabilidades
y procesos estocasticos las integrales sirven para calcular esperanzas, en las areas de analisis
funcional y ecuaciones en derivadas parciales las integrales aparecen en el trabajo sobre los
espacios LP, y en el area de optimizacion y equilibrio las integrales aparecen en las funciones
objetivos de los problemas de céalculo de variaciones y de control 6ptimo. Estas aplicaciones
a problemas de célculo de variaciones y control 6ptimo motivan a estudiar las funciones
integrales sobre el espacio de las funciones continuas, y ademas, considerando que muchas
veces estas funciones no son diferenciables, esto incentiva a que se haga un estudio sobre
sus subdiferenciales en el caso convexo, dado que asi pueden aplicarse en la busqueda de las
soluciones ¢ptimas de dichos problemas.

De este modo, el objetivo principal de este trabajo es estudiar el subdiferencial de las
funciones integrales en el caso convexo y sobre el espacio de las funciones continuas. De ma-
nera mas precisa, se busca recopilar toda la informacién necesaria sobre el tema de funciones
integrales, y luego se busca desarrollar dos métodos para obtener el subdiferencial de una
funcion integral convexa definida sobre el espacio de las funciones continuas, para finalmente
comparar ambos métodos en una discusion de resultados.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En primer lugar, se presenta, en el capitulo|[l]
todos los antecedentes preliminares necesarios para trabajar, centrandose en los resultados de
topologia y analisis convexo para trabajar con subdiferenciales, en los resultados sobre teoria
de la medida y teoria de multiaplicaciones medibles para poder asegurar que las integrales
estén bien definidas y tengan las propiedades adecuadas, y ciertos resultados de espacios de
funciones dado que las funciones integrales estan definidas sobre este tipo de espacios. Luego,
se iniciara con el estudio sobre las funciones integrales en el capitulo [2] donde se siguen los
trabajos de Rockafellar ([12], [I4], [I7]) para definir las funciones integrales y ver algunas de
sus propiedades. A continuacién se presenta el primer método para calcular el subdiferencial
buscado en el capitulo[3] el cual sigue los trabajos de Rockafellar ([12], [15]) y Perkkic ([11]), y
se basa en primero encontrar una férmula para la conjugada de Fenchel de la funciéon integral,



y, a partir de dicha féormula, deducir una expresion para el subdiferencial. El trabajo de este
método se subdivide en tres partes, primero se estudia el caso en que las funciones integrales
actian sobre un espacio de funciones el cual es descomponible, cuya definicién se presenta, y
que ademas esté en dualidad con otro espacio que también es descomponible, a continuacion
se estudia el caso en que las funciones integrales actuan sobre el espacio L>, y finalmente se
pasa al caso en que la funcién integral estd definida sobre el espacio de funciones continuas,
terminando asi este método. El segundo método se estudia en el capitulo [, el cual surge
de un trabajo de Hantoute y Jourani ([7]), y se basa en dar una férmula directa para el
subdiferencial de las funciones integrales sobre espacios de funciones constantes, la cual es
similar a la féormula del subdiferencial de la suma presentada por Hiriart-Urruty y Phelps
en [§]. El trabajo de este método se subdivide en cinco partes, primero, se hace un breve
repaso sobre el estudio de multiaplicaciones que acttian sobre espacios de Suslin generales
(de dimensiones infinitas), luego se presenta el subdiferencial en el caso en que la funcion
integral actia sobre un espacio de funciones constantes de dimension finita, a continuaciéon se
presentan ciertos teoremas de extension, con el fin de aplicar el resultado anterior a espacios
de dimensiones infinitas, donde destaca un resultado totalmente novedoso llamado teorema
de extensiones de Hahn-Banach medibles que se propone, con el cual, en la siguiente parte,
se puede obtener el subdiferencial en el caso de espacios constantes de dimension infinita,
para asi finalmente obtener el resultado buscado sobre el espacio de funciones continuas al
verlo como espacio constante. Para cerrar el trabajo, en el capitulo 5] se hace una discusion
de los resultados obtenidos, comparando ambos métodos en cuanto a hipotesis, resultados y
técnicas usadas, y a partir de esta discusion se concluye que los tres puntos principales del
trabajo corresponden, en primer lugar, a que este trabajo sirve como recopilacion de diferentes
resultados de funciones integrales en un solo documento, en segundo lugar a la presentacion
y el desarrollo de los dos métodos para obtener el subdiferencial de las funciones integrales
convexas sobre el espacio de las funciones continuas, ademés de su analisis y comparacion
antes discutidos, y en tercer lugar a que las distintas técnicas usadas, en conjunto con los
resultados intermedios expuestos en este estudio, como el teorema de extensiones de Hahn-
Banach medibles, quedan a disposicion de futuros trabajos.



Capitulo 1

Resultados preliminares y notaciones

Para efectos del trabajo que se presentara, se consideraran conocidos los resultados basi-
cos de topologia y analisis funcional, como los teoremas de extension de Hahn-Banach, los
teoremas de separacion de Hahn-Banach, el lema de Urysohn, entre otros, y también resul-
tados de teoria de la medida, como el teorema de convergencia mondtona (TCM), el teorema
de convergencia dominada (TCD), el teorema de Radon-Nikodym, el teorema de represen-
tacion de Riesz, entre otros. Algunos resultados especificos de estas areas se enunciaran en
este capitulo, ademas de una serie de definiciones y resultados conocidos que seran usados
més adelante, de diversas areas como el analisis convexo, la teoria de multiaplicaciones y
los espacios de funciones. En general llamaremos ev a un espacio vectorial, evn a un espacio
vectorial normado, evt a un espacio vectorial topoldgico y evtlec a un evt localmente convexo.
También denotaremos 7% a la topologia débil-x del dual de un evt, en tanto a la topologia
inducida por la norma de un evn la denotaremos 7!I'l. También se llamara igualdad ctp a la
igualdad casi en todas partes con respecto a una medida (es decir, salvo en un conjunto de
medida nula).

Para un espacio topolégico X y un conjunto A C X, denotaremos cl A a la clausura de
A, en tanto denotaremos int A al interior de A. En el caso en que X sea un evt y A # (),
denotaremos aff A a la envoltura afin de A, la cual corresponde a la interseccion de todos los
sev afines de X (es decir, conjuntos de la forma z + V', con V sev de X y x € X arbitrarios)
que contienen a A, y también denotaremos ri A al interior relativo de A, es decir, al interior
de A con respecto al espacio topologico aff A (con la topologia traza). Si X,Y son dos evt,
denotaremos £(X,Y’) al conjunto de todos los operadores lineales continuos de X a Y. Si X
es normado, para cualquier x € X y r > 0 denotaremos Bx(x,r) a la bola cerrada centrada
en x y de radio r.

También trabajaremos con el conjunto de los reales extendidos, el cual se define como R =
RU{+00}U{—00}, y usaremos las convenciones del analisis convexo, es decir, consideraremos
que +00 + (—00) = 400, 0 [+00] = 0, sin embargo, por lo general consideraremos hipotesis
suficientes que garanticen no tener que recurrir a estas convenciones. En R usaremos la
topologia dada por la compactificacion por dos puntos, es decir, para cada valor en R las
vecindades corresponden a las usuales, en tanto para +oo (resp. —oo) las vecindades son de
la forma (a, +00) U {400} (resp. (—o0,a) U {—oc}), para todo a € R.



Dado dos espacios medibles (77, .4;), (15, As), denotaremos A; ® Ay a la o—algebra pro-
ducto en T} x Ty. Para una funcion f : 77 — T5, denotaremos su medibilidad diciendo
que f es (A, Ay)-medible, o simplemente medible en caso que no haya confusion. Para un
espacio topologico X, denotaremos B(X) a la o—algebra de sus borelianos, y para funcio-

nes de la forma f : 77 — X, muchas veces diremos simplemente que f es medible si f es
(A1, B(X))—medible, incluyendo el caso X = R.

1.1. Topologia y analisis convexo

En esta seccion presentaremos los principales conceptos y resultados relativos a topologia y
analisis convexo que consideramos importantes de recalcar, pues seréan usados en los siguientes
capitulos.

Recordemos que para una funcion h : X — Y, donde X, Y son conjuntos arbitrarios, su
grafo esta dado por

graph h = {(z,y) € X xY |y = h(x)}.

Sea X un ev. En lo que sigue trabajaremos con funciones a valores reales extendidos, esto
es, funciones de la forma f : X — R, por lo que usaremos el concepto de dominio efectivo de
una funciéon a valores reales extendidos, el cual se define como

dom f={z € X | f(z) < +o0}.

Sidom f# 0y f(x) > —ooVz € X, la funcién f se dird propia.

Como también trabajaremos con funciones convexas, también vale recordar su definicion.
Una funcion f : X — R se dird convexa si para cualquier A € [0,1] y cualquier z,y € X, se
tiene que

fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y).

Usualmente en el anélisis convexo se trabaja con el epigrafo, el cual esta definido como
epi f ={(z,0) € X xR| f(z) <a} C X xR,

lo cual permite asegurar la siguiente propiedad clésica (por ejemplo en [21]).

Proposiciéon 1.1 Sea f : X — R. Entonces tenemos que f es convexa si y solo si epif es
CoNvezxo.

En lo que sigue trabajaremos en espacios topolégicos y sus duales, por lo que presentaremos
la siguiente definicién que generaliza el caso en que el dual de un espacio se identifica con
otro espacio, lo cual se puede encontrar en el capitulo 3 de [16].

Definicion 1.2 Sean X,V dos espacios vectoriales. Un emparejamiento de X y V es una
forma bilineal (-,-) : V x X — R.

Una topologia en X se dice compatible con el emparejamiento si es una topologia que convierte
a X en un evtlc y se cumple que para cada v € V' se tiene que los funcionales lineales:

L,: X — R dado por L,(z) = (v,z) Vx € X,

4



son continuos, y ademds para cada funcional lineal continuo L : X — R existe algin v € V
tal que L = L,.

Stmilarmente, una topologia en' V' se dice compatible con el emparejamiento si es una topologia
que convierte al espacio en un evtlc y para cada x € V' se tiene que los funcionales lineales:

e, : V — R dado por e (v) = (v,x) Vv €V,

son continuos, y ademdas para cada funcional lineal continuo e : V — R existe algun x € X
tal que e = e,.

Diremos que X y V' estdn en dualidad si cada uno de ellos ha sido dotado de una topologia
y ademds existe un emparejamiento con el cual estas topologias son compatibles.

Para X evn y V = X* el dual de X, tenemos que X con la topologia inducida por la
norma y X* dotado de la topologia 7% son espacios en dualidad. La topologia inducida por
la norma en X™* solo es compatible en espacios reflexivos.

Para un evt X en dualidad con un evt X mediante el emparejamiento (-,) ¥y x, V otro
evt Y en dualidad con un evt Y mediante el emparejamiento (-, )y «y» dado cualquier L €
L(X,Y), denotaremos L* al operador adjunto de L, es decir, L* € C(Y/, X ) correspondera al
funcional dado por (L*(y*),z) ¢y = (y*, L(2))y.y Vy* € Y. V2 € X.

Consideremos entonces, de ahora en adelante, que X es un evtlc Hausdorff, el cual esta
en dualidad con otro evtle Hausdorff V| y denotaremos (-, -) al emparejamiento.

Ademés de funciones convexas, también trabajaremos con funciones semicontinuas infe-
riores. Recordemos que f : X — R se dird semicontinua inferior (sci para abreviar) si

liminf f(z) > f(Z) para cualquier z € X,

T—T

donde

liminf f(z) = sup inf f(x),
T—T ( ) VGN(E)JCGV ( )

con N (Z) la familia de vecindades de z. Las funciones sci tienen la siguiente caracterizacion
clasica (por ejemplo en [21]).

Proposicion 1.3 Sea f: X — R una funcion. Los siquientes enunciados son equivalentes:
(i) f es sci.

(i1) epif es cerrado (en X x R).
(i) [f <a]={x e X | f(x) <a} es cerrado (en X) Va € R.

Algunas propiedades de las funciones convexas y sci que se ocupan usualmente son las

siguientes (por ejemplo en [17], donde solo se trabaja para X = R™, pero estos resultados se
pueden adaptar facilmente al caso evtle Hausdorff general).

Proposicion 1.4 Sean f, f1, fo: X — R funciones.



(a) Si f1 y fo son propias y sci, entonces fi + fo es sci.
(b) Si f essciy >0, entonces \f es sci.

Proposicién 1.5

(a) Sea Y otro evtlc Hausdorff. Sean F : X — Y continua y g : Y — R sci, entonces
f: X = R definida por f(z) = g(F(z)) es sci.

(b) Sean g : X — R sci y 0 : R — R sci y creciente, con la convencion de extender la
funcion 0 a valores infinitos por 6(+00) = sup,r 0(x) y 0(—00) = inf,cr 0(x). Entonces
f: X — R definida por f(x) = 0(g(x)) es sci.

Dado que no toda funcién es sci, es buena idea buscar una funcién sci lo méas parecida
posible, lo que se tiene en la siguiente definicion.

Definicién 1.6 Sea f : X — R una funcion. Definimos clf : X — R, la reqularizacion sci
de f, como la funcion dada por

(clf)(z) = liminf f(2'), Vo € X.

' —x

Esta funcion cumple que es la mds grande de todas las funciones sci g tales que g < f, v,
por lo tanto, clf < f. Ademds cumple que

epi(clf) = cl(epif),

lo cual recalca que clf es sci.

A continuacién, una propiedad sobre la continuidad de las funciones convexas sobre R”

Proposicién 1.7 Sea f : R® — R una funcion convexa. Entonces se tiene que f es con-
tinua en int(dom f), por lo que coincide con clf en int(dom f) (y este conjunto es igual a
int (dom (clf)), ademds f coincide con clf en el valor +o0o fuera de dom (clf), en particular
fuera de cl(dom f)). Mas ain, se tiene que

(clf)(x) = 11}1% f((1—=7)xg + 72) Vo € R" sixg € int(dom f).

St f es sci, entonces en adicion es continua relativo a la envoltura convexa de cualquier
subconjunto finito de dom f, en particular cualquier segmento de linea de dom f.

Recordemos que si ' C R" es convexo y no vacio, entonces riC' # (0, por lo que si
f :R™ — R es convexa, propia y sci, entonces se obtiene que f es continua en ri(dom f) al
aplicar la proposicion anterior a f — f(z) sobre aff (dom f — x), para algin x € dom f.

La propiedad de la continuidad en el interior del dominio también se tiene en el caso X

general, como se puede apreciar en el siguiente resultado (que se puede encontrar en la secciéon
2.2 de [21]).



Proposiciéon 1.8 Sea X un evtle Hausdorff. Sea f : X — R una funcion conveza. Si existe
una vecindad de un punto de dom f tal que f estd acotada superiormente en dicha vecindad,
entonces f es continua en int(dom f).

También sera util trabajar con las conjugadas de Fenchel de una funcién, lo cual se en-
cuentra en el capitulo 3 de [16].

Definicion 1.9 Definimos la conjugada de Fenchel de una funcion f : X — R como la
funcion f*:V — R dada por:
f*(v) = sup{v,z) — f(x), Yo € V.

zeX

En tanto, definimos la conjugada de Fenchel de una funcion h : V. — R como la funcion
h* : X — R dada por:

h*(z) = sup(v,z) — h(v), Yz € X.

veV

Finalmente, definimos la biconjugada de Fenchel de una funcion f : X — R, denotada como
f*: X — R, como la conjugada de su conjugada, es decir, f** = (f*)*. De la misma manera,
definimos la biconjugada de Fenchel de una funcion h: V — R, denotada como h** : V — R,
como la conjugada de su conjugada, h** = (h*)*.
A la operacion f — f* se le llama transformada de Fenchel.

Generalmente llamaremos simplemente conjugada (resp. biconjugada) a la conjugada
(resp. biconjugada) de Fenchel, dado que en este trabajo no se hace uso de otro tipo de
conjugadas.

Un resultado muy importante que cumplen las conjugadas es el siguiente.

Teorema 1.10 Sea f : X — R una funcion. Entonces f* es una funcion convezxa sci en V.
Si f es convexa y propia, entonces f** = clf. Si f es convexa, propia y sci, entonces f* es
propia y [ = f. Un resultado andlogo se tiene para una funcion h : V. — R. Es decir, la
transformada de Fenchel induce una correspondencia biyectiva entre las funciones convexas
propias sci en X y las funciones convexras propias sci en V', dada por f — h, donde h = f*

y f=h"

Presentamos ademés las definiciones de las funciones indicadoras y las funciones soporte.
Para C' C X no vacio, definimos la funcion indicadora de C' como la funcién i : X — R

dada por:
. 0 siz e,
ic(x) = .
+oo six & C.
Definimos ademas la funcion soporte de C' como la funciéon o : V — R dada por:

oc(v) = sup(v, z), Yo € V.
zeC

Claramente, if, = o¢. Si ademas C' es un conjunto convexo cerrado, entonces ic es una funcién
convexa sci, de modo que i¢ y o¢ son conjugadas entre si.



Otro resultado interesante es la conjugada de una suma de funciones. Este resultado se
encuentra en el teorema 20 de [16].

Definicién 1.11 Sean f; : X — R,i € {1,..., N} una familia de funciones. Definimos la
inf-convolucion de estas funciones como la funcion (f10...0Ofx) : X — R dada por:

(f1|:||:|fN)([E): inf fl(xl)—f-...—f-fN(fL’N), Vo € X.

z1+...+xn=x

Teorema 1.12 Sean f,: X - R,i€ {1_, .., N} una familia de funciones converas propias.
Definamos las funciones hx,gx : X = R, hy,gy : V — R por:

hx=fi+...+fn, hWw=f+...+fy
gx = HU...Ofn, gv = /0. .Ofy.

Entonces:
(i) gx = hv.
(ii) Si existe algiun x € dom fi tal que existe una vecindad de x sobre la cual las funciones
fo, ..., [n son acotadas superiormente, entonces gy = h. Ademds, bajo estas hipotesis

el infimo que define a gy se alcanza para cualquier v € V.

Por lo tanto, si las funciones f; son sci y ademds se cumplen las condiciones del punto (ii),
entonces hx y gy son conjugadas entre si, por lo que en particular hx y gy son funciones
CONVETAas propias Sct.

Observacion 1.13 En |21/, teorema 2.13 (ix), bajo las hipdtesis y notacion del teorema
anterior y para N = 2, se tiene que domgx = dom f; + dom fo, dom gy = dom f; + dom f.

Ahora presentaremos la nocién de funcion de recesion. Las siguientes definiciones y resul-
tados se pueden encontrar en las secciones 8 y 13 de [I3|, para el caso X = R", en tanto para
el caso general se pueden encontrar en la seccion 2.2 y el ejercicio 2.23 de [21].

Definicién 1.14 Sea f : X — R una Juncion convexa propia. Definimos la funcion de
recesion de f como la funcion f° : X — R dada por:

fZ) = sup f(x+y)— f(z), Vye X

xz€dom f

Una caracterizacién maés sencilla se da a continuacion.

Teorema 1.15 Sea f : X — R una funcion convexra propia. Entonces f* es una funcion
convexa propia y positivamente homogénea. Ademds, si [ es sci, entonces f> también es
sci, y en este caso se cumple que, para cualquier x € dom f, > estda también dada por las



siguientes formulas:

S (A2 e (o B (CAR VRS (2

A>0 A——+o00 A

, Vy € X.

Observacion 1.16 La caracterizacion dada en el teorema estd bien definida debido a que,
para x,y € X fijos, la funcion ¢, : (0,+00) = R dada por

o) = LI oy

es creciente (teorema 23.1 de [13] para caso R", teorema 2.1.5 de [Z1] para caso general).

Tenemos la siguiente proposicion que entrega la relacion entre las conjugadas y las fun-
ciones de recesion.

Proposicion 1.17 Sea g : X — R una funcion conveza propia. Entonces se tiene que:
O-domg(v) = (g*)oo(v) Vo eV
Si g es sci, también se tiene que:

Tdomg () = g% (x) Vo € X.

A continuacién presentamos una definicién que serd muy importante, la de subdiferencial,
y posteriormente algunas propiedades que seran tutiles. Para facilitar la escritura, de ahora
en adelante consideraremos que X es un espacio de Banach y que X* es su dual, aunque los
resultados también son validos para otro espacio de Banach V' en dualidad con X (es decir,
si X* se puede identificar con V).

Definiciéon 1.18 Sea f : X — R propia. Diremos que x* € X* es subgradiente de f en
x € dom f su:

fly) = flz) = (@%y —x) vy € X.
Definimos entonces Of(x) como el conjunto de todos los subgradientes de f en x, y lo llama-
mos subdiferencial de f en x. Si x & dom f, decimos que Of(x) = ().

Claramente se desprende de la definicion que z* € 0f(z) < f(x) + f*(z*) = (z*, z).

En el caso en que no se pueda trabajar con el subdiferencial exacto, también sera tutil
tener la siguiente aproximacion.

Definicién 1.19 Sea f : X — R una funcidn propia, y sea € > 0. Para cualquier x € dom f,
definimos el e—subdiferencial de f en x como el conjunto O.f(x) C X* dado por

O:f(x) ={e" € X" | f(y) = f(z) = (", y —x) —eVy € X}.
Si x & dom f, decimos que O-f(x) = 0.



Los subdiferenciales cumplen una gran cantidad de propiedades. En primer lugar, presen-
tamos el teorema 23.4 de [I3] sobre la estructura de los subdiferenciales en R™.

Teorema 1.20 Sea f : R" — R una funcion convexa propia. Para x & dom f, tenemos que
df(x) = 0. Para x € ri(dom f), tenemos que Of (x) # 0. Finalmente, tenemos que Of(z) es
un conjunto acotado y no vacio si y solo si x € int(dom f).

Los e—subdiferenciales pueden ser descritos a través de una funcién sublineal, como se ve
en el teorema 2.1.14 de [21] a continuacion.

Teorema 1.21 Sea f : X — R una funcion conveza, propia y sci, y sea x € dom f. Para
e >0, consideremos la funcion fl(z,-): X — R dada por

a u):l,nff(x—f-s-u)—f(x)—i-e.

s>0 S

Entonces:

(i) dom fl(x,) ={az|z € (domf —x),a >0} =R, (domf —z).
(i1) fl(x,-) es sublineal, es decir, para todo u,v € X y A > 0: fl(x, \u) = Afl(x,u),
filw,u+0) < fl(z,u) + iz, ).
(iii) fl(x,u) < f(zr+u)— flx)+eVue X.
(iv) Se tiene que x* € 0-f(v) <= (z*,u) < fl(x,u) Vu € X.

Sobre la regla de la cadena subdiferencial, tenemos los siguientes resultados. Primero, el
teorema 2.4.2 (vii) de [21].

Proposicion 1.22 Sea Y un espacio de Banach. Sea h : Y — R una funcion propia y
A€ L(X,Y). Paray € domh ye >0, y considerando x € X tal que y = Az, tenemos que
A*(0:h(y)) € 0-(ho A)(x).

Ademas, tenemos el siguiente resultado que mezcla el teorema 2.1.3 y el corolario 2.4.6 de
[21].

Proposicion 1.23 Sea Y un espacio de Banach. Sea f : X — R una funcion convexa propia,
y sea A € L(X,Y). Se define la aplicacion Af : Y — R dada por (Af)(y) = inf{f(z) | Ax =
y}. Entonces Af es convexa y dom (Af) = A(dom f). Ademds, para cada y € A(dom f) tal
que existe © € dom f que cumpla (Af)(y) = f(x), se tiene que para cada € > 0:

0-(Af)(y) = (A")7(0:-f(x)).

También se tiene que la funcién sublineal que describe al e—subdiferencial puede ser
descrita, de manera reciproca, por este conjunto, como se ve en el teorema 2.4.11 de [21].
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Teorema 1.24 Sea f : X — R una funcion conveza propia sci, & € dom f ye > 0. Entonces
se tiene que

Vue X : fl(z,u) = sup (z%,u) = 0s,5()(u).
Z‘*easf(i')

También haremos uso del cono normal, que si bien se pueden definir para casos no convexos,
solo haremos uso de la definicién del caso convexo.

Definicion 1.25 Para un conjunto convero C' C X y z € C, definimos el cono normal de
C en & como
Ne(z)={v" € X*| (v"',x —2) <0Vz € C},

el cual es un cono convexo y cerrado.

En el caso X = R", el cono normal tiene ciertas caracterizaciones dadas en el teorema 6.9
y el ejemplo 6.24 de [17].

Proposicion 1.26 Para un conjunto convero C C R™ y & € C definimos el cono tangente
de C' en & como

To(z) = cl{w € R" | 3X > 0 tal que T+ \w € C} = (R (C — 7)),

el cual es un cono convexo y cerrado.
Si C' es ademds un cono, definimos su polar como

C°={v eR"| (v,w) <0Vw € C}.
Ast, para cualquier conjunto convexo C C R™ yx € C se tiene que

(No(7))* = To(), (To(7))° = Ne(2)-

A continuacién, presentamos una nociéon de espacio topoldgico que serda importante mas
adelante.

Definicion 1.27 Sea (T,7) un espacio topoldgico. Diremos que T es un espacio lcH si es
localmente compacto y Hausdorff. Ademds, diremos que T es un espacio o—IcH si es un
espacio lcH y ademds es o—compacto (es decir, union numerable de conjuntos compactos).

Los espacios o—IcH seran ttiles cuando trabajemos en el espacio dual de las funciones
continuas, para asi identificarlo con el espacio de medidas de Radon, y que ademés las medidas
de Radon sean regulares, como se vera en la la seccion [I.3] A continuacion presentaremos
una propiedad de los espacios localmente compactos que se puede encontrar en el teorema
6.2 de la seccion XI de [5].

Proposicion 1.28 Sea E un espacio localmente compacto. Entonces, para cada K C FE
compacto y cada U DO K abierto, existe un conjunto V- C E abierto precompacto tal que
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K CV Ccl(V) CU. En particular, considerando U = E, tenemos que, para cada K C E
compacto, existe un V C E abierto precompacto tal que K C V.

Necesitaremos ademas la nocién de espacio perfectamente normal, dado que el teorema
de seleccion de Michael de la seccién lo requiere. Para esto usaremos las definiciones y
resultados de [5]. A continuacion presentamos las definiciones del capitulo VII, secciones 2,
3y 7, en [5].

Definicion 1.29 Un espacio Hausdorff E es reqular si cada punto p € X y cada conjunto
cerrado F' C E tal que p & I tienen vecindades disjuntas. Ademds, diremos que el espacio
E es completamente reqular si existe una funcion continua ¢ : E — [0,1] tal que p(p) =1y

p(a) =0Va € F.

Se prueba facilmente que todo espacio completamente regular es en particular regular.

Definicion 1.30 Un espacio de Hausdorff E es normal si cada par de conjuntos cerrados
disjuntos de E tiene vecindades disjuntas. Ademds, el espacio E serd perfectamente normal
st ademds de ser normal, se tiene que cada conjunto cerrado es un Gs, es decir, interseccion
de a lo mds una cantidad numerable de conjuntos abiertos.

Para encontrar la relacion entre estas definiciones y los espacios o—IcH, usaremos los
resultados del teorema 6.4 del capitulo XI y del problema 6.7 del capitulo VIII de [5].

Proposicion 1.31 Sea E un espacio lcH. Entonces E es completamente regular.

Proposicion 1.32 Si cada abierto U de un espacio reqular E es Lindeldf (es decir, todo recu-
brimiento de abiertos de U tiene subrecubrimiento numerable), entonces E es perfectamente
normal.

Como un espacio o—compacto es Lindelof, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.33 SiT es un espacio o—IcH, entonces T es perfectamente normal.

Una propiedad ttil de los espacios normales es la existencia de particiones de la unidad.
El siguiente resultado se encuentra en el teorema 36.1 de [10].

Definicion 1.34 Sea {Uy,...,Un} un recubrimiento abierto finito de un espacio topoldgico
E. Diremos que una familia indexada de funciones continuas ¢; : E — [0,1], i € {1,..., N}
es una particion de la unidad dominada por {U;}Y | si:

1. sop¢y = cl{x € E | ¢i(x) # 0} C U; para cadai € {1,...,N}.
2. N ¢i(x) =1 para cada x € E.
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Teorema 1.35 Sea E un espacio normal, y {Uy,...,Ux} un recubrimiento abierto finito de
E. Entonces existe una particion de la unidad dominada por {U;}Y,.

1.2. Multiaplicaciones

Sean X, Y dos conjuntos no vacios. Denotaremos P(Y') a la familia de subconjuntos de
Y. Llamaremos multiaplicacion de X en Y a una funciéon S : X — P(Y), y la denotaremos
S: X==Y.

Sean X un conjunto no vacio, Y un evt, y S : X =2 Y una multiaplicacién. Diremos que:

e La multiaplicacion es a valores no vacios si S(x) # () para cada x € X.
e La multiaplicacion es a valores convexos si S(z) es convexo para cada = € X.

e La multiaplicacion es a valores cerrados si S(z) es cerrado para cada = € X.

Al igual que las funciones a valores extendidos, el concepto de dominio se puede apli-
car a las multiaplicaciones para los valores que no son vacios. Definimos el dominio de la
multiaplicaciéon S como el conjunto

dom S = {z € X | S(x) # 0}.
De este modo, S es a valores no vacios si y solo si dom .S = X.

Para O C Y, definimos su preimagen sobre la multiaplicacién S como el conjunto

STHO) = {z € X | S(x) N O # 0}

Definimos también la clausura de S como la multiaplicacion ¢l S : X — Y dada por
clS(x) = cl(S(x)). De este modo, cl S siempre serd una multiaplicacion a valores cerrados.

Al igual que las funciones univaluadas, se puede definir el grafo de una multiaplicacion.
Aunque en estricto rigor el grafo debiera ser un conjunto en X x P(Y), es méas util ver y
trabajar su grafo simplemente como un conjunto de X x Y. De este modo el grafo de S estéa
dado por

graph S = {(z,u) e X xY Jue S(z)} C X xY.

Observando que S(z) = {u € Y | (x,u) € graph S}, tenemos que S estd completamente
descrito por la proyeccion de su grafo.

Ademas, diremos que una funcién (univaluada) v : X — Y es una seleccion de S si

u(z) € S(z) Vo € X.

Partiremos dando las nociones de continuidad de una multiaplicacién. Si bien estas nocio-
nes se pueden definir a través de limites de sucesiones de conjuntos, para este trabajo solo
se haré uso de las siguientes caracterizaciones, que se encuentra en [9], y que presentaremos
como definicion.
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Definicion 1.36 Sea X un espacio topologico Hausdorff, Y un espacio de Banach, y sea
S X =Y una multiaplicacion. Diremos que S es una multiaplicacion inner-semicontinua,
lo cual abreviaremos isc, si STH(O) C X es abierto para cualquier O C'Y abierto.

Definicion 1.37 Sea X un espacio topologico Hausdorff, Y un espacio de Banach, y sea
S X =Y una multiaplicacion. Diremos que S es una multiaplicacion outer-semicontinua,
lo cual abreviaremos osc, si para cualquier V- C Y abierto se tiene que el conjunto {x €

X | S(z) CV} es abierto (en X).

En algunos textos en inglés, la propiedad de ser inner-semicontinua también es conocida
como lower-semicontinuous o lower-hemicontinuous (para evitar confusion con la semiconti-
nuidad inferior de funciones univaluadas), sin embargo en este trabajo usaremos la notaciéon
isc para que no se confunda con las funciones sci.

Ahora procederemos a ver la nocion de medibilidad de multiaplicaciones.

Definicion 1.38 Sea (T, A) un espacio medible y X un evt. Diremos que una multiaplicacion
S:T = X es medible si para cualquier abierto O C X se tiene que S~Y(O) € A (es decir,
SH(O) es medible).

Observemos que, en particular, dom S = S~1(X), por lo que es medible si S es medible.

En lo que sigue trabajaremos solamente con multiaplicaciones a valores en R". Esto es de-
bido a que en la mayoria del trabajo solo necesitaremos hacer uso del caso finito-dimensional,
en el cual contamos con una gran gama de resultados que no son validos en el caso de di-
mensiones infinitas. El caso mas general, es decir, cuando el espacio vectorial pueda ser de
dimension infinita, se presentara en la seccion [4.1] cuando seré necesario esta generalizacion
para trabajar. Asi, seguiremos los conceptos dados en los capitulos 5 y 14 de [17].

Antes de seguir estudiando la medibilidad, tenemos que en el caso de multiaplicaciones
definidas sobre espacios de dimensioén finita, la propiedad de ser osc tiene la siguiente carac-
terizacion mas sencilla.

Proposicion 1.39 Sea S : R® = R™ una multiaplicacion. S es osc si y solo si graph S es
cerrado en R™ x R™, mds atiin, S es osc si y solo si S™1 es osc.

Los siguientes resultados sobre multiaplicaciones medibles vienen del capitulo 14 de [17].
En lo que sigue, consideraremos (7,.A4) un espacio medible y X = R".

El primer resultado bésico es la medibilidad de la clausura de una multiaplicaciéon medible.

Proposicion 1.40 Sea S : T = R"™ una multiaplicacion. Tenemos que si S es medible,
entonces la multiaplicacion clS es medible.
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Otros criterios para determinar si una multiaplicacion es medible se presentan a a conti-
nuacion.

Proposicion 1.41 Sea S : T = R" una multiaplicacion a valores cerrados. Entonces cada
una de las siguientes afirmaciones son equivalentes a que S sea medible:

~(0)
—H(O)
(c) S7HK) € A para todos los conjuntos compactos K C R™.
~Y(B) € A para todas las bolas cerradas B C R™.
“HO) € A para todas las bolas abiertas O C R™.
(f) {t €T |S(t) C O} € A para todos los conjuntos abiertos O € R™.
(9) {t €T |S(t) CC} e A para todos los conjuntos cerrados C € R™.

(h) La funciont € T — d(z,S(t)) € R es medible para cada v € R", donde d es la funcion
distancia d(z,C) = inf,cc ||z — z|| Vo € R",C C R™.

€ A para todos los conjuntos abiertos O C R"™ (la definicion).

€ A para todos los conjuntos cerrados C' C R".

Uno de los resultados méas importantes de las multiaplicaciones medibles fue descubierta
por Castaing, la cual estéa relacionada con la existencia de selecciones medibles, e incluso una
secuencia de selecciones con una propiedad de densidad, la cual se encuentra en el teorema
14.5 de [I7] y presentamos a continuacion.

Teorema 1.42 Sea S : T = R"™ una multiaplicacion a valores cerrados. La medibilidad de

S es equivalente a cada una de las siguientes condiciones, en combinacion con la medibilidad
de domS':

(a) S admite una representacion de Castaing: existe una familia numerable {x"},en de
funciones medibles x* : dom S — R" tales que {z"(t)},en es denso en S(t) para cada
t € domS, es decir

S(t) = cl{z"(t) | v € N} para cada t € dom S.

En particular, x¥ es una seleccion de S para cada v € N.

(b) Existe una familia numerable {y"},en de funciones medibles y* : domS — R™ tales
que:

(1) para cada v € N, el conjunto TV = {t € T | y*(t) € S(t)} es medible.
(i1) para cada t € T, el conjunto S(t) N{y"(t) | v € N} es denso en S(t).

El teorema anterior tiene como corolario el siguiente resultado, que muchas veces se ocupa
por si solo, por lo que atun asi lo llamaremos teorema.

Teorema 1.43 (Teorema de las selecciones medibles). Si S : T' =2 R™ es una multiaplica-
cion medible a valores cerrados, entonces existe una seleccion medible, es decir, una funcion
medible x : dom S — R"™ tal que z(t) € S(t) Vt € domS.
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Las multiaplicaciones medibles tienen grafo medible.

Teorema 1.44 Sea S : T = R"™ una multiaplicacion a valores cerrados. Si S es medible,
entonces graph S es un conjunto A ® B(R™)-medible de T' x R".

La medibilidad de las selecciones se mantiene bajo ciertas operaciones como se vera en las
siguientes proposiciones.

Proposicion 1.45 Sea J un conjunto de indices, y para cada j € J consideremos una
multiaplicacion medible S; : T' = R™. Entonces:

(a) siSj es avalores cerradosVj € J y J es numerable, la multiaplicacion S(t) = (;c; S;(1)
es medible.

(b) si J es numerable, la multiaplicacion S(t) = ;o ; S;(t) es medible.

(c) si J es finito, y considerando para cada j € J un \; € R arbitrario, la multiaplicacion

S(t) = > jes AiSi(t) es medible.

(d) si J=A{1,...,r}, y considerando para cada j € J que S; : T = R™, para nj € N, en
vez de Sj : T =2 R", la multiaplicacion producto S(t) = Si(t) x ... x S,.(t) es medible.

Proposicion 1.46

(a) Sea S : T = R™ una multiaplicacion medible, y sea M : R™ = R™ wuna multiaplicacion
isc. Entonces la multiaplicacion Mo S, dada por Mo S(t) = M(S(t))Vt € T es medible.

(b) Sea S : T = R"™ una multiaplicacion medible a valores cerrados, y para cada t € T
consideremos una multiaplicacion osc M (t,-) : R" = R™. Supongamos que la multi-
aplicacion del grafo de M ,es decir, la multiaplicaciont € T — graph M(t,-) C R" x R™
es medible (lo cual es cierto en particular si M(t,-) es el mismo para cada t). Entonces
la multiaplicacion t € T — M (t, S(t)) es medible.

Un caso particular interesante es el de las funciones de Carathéodory, cuya definicion y

propiedades se enuncian a continuacion.

Definicion 1.47 Una funcion F : T xR™ — R™ se dice una funcion de Carathéodory cuando
F(t,z) es medible en t para cada x € R™ fijo y continua en x para cada t € T fijo.

Proposicién 1.48 Sea F : T x R* — R™ una funcion de Carathéodory v S : T = R* una
multiaplicacion medible a valores cerrados, con k a definir. Se tiene que:

(a) La multiaplicacion t € T — F(t,S(t)) C R™ es medible para k = n.
(b) La multiaplicaciont € T — {x € R™ | F(t,x) € S(t)} C R" es medible para k = m.

Para finalizar esta secciéon, dado que en ocasiones se requiere que las selecciones sean
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continuas, se presenta el teorema de selecciones continuas de Michael, dado en [9] (teorema
3.1’77), donde se requiere la definicion de perfectamente normal (definicion |1.30)).

Teorema 1.49 (Teorema de seleccion de Michael). Sea X un espacio topoldgico Hausdorff.
Los siguientes son equivalentes:

a) X es perfectamente normal.

b) Cada multiaplicacion isc ® : X = R a valores convexos y no vacios admite una seleccion
continua.

c) SiY es un espacio de Banach separable, entonces cada multiaplicacion isc ® : X =Y

a valores converos y no vacios admite una seleccion continua (Jp : X — Y continua
tal que p(x) € ®(x)Vr € X ).

Esto sera ttil cuando trabajemos en espacios o—IcH, pues por el corolario [1.33] estos
espacios son perfectamente normales.

1.3. Espacios de funciones y sus duales

En esta seccion nos dedicaremos a explicitar los espacios de funciones en los que traba-
jaremos, junto a sus duales. Durante toda esta seccién consideraremos un espacio medible
(T, A) y un evt X.

Denotaremos L°(T, A; X) al espacio de las funciones que son (A, B(X))-medibles. Si ademas
tenemos una medida p en (T, .A), denotaremos L°(T, A, ; X ) al espacio dado por el cuociente
de L%(T, A; X) con la relacion de equivalencia de la igualdad p—ctp.

Como es usual, para 1 < p < +oo denotaremos LP(T, A, u; R) al espacio dado por las funcio-
nes u € LT, A; R) que ademéas cumplen que su médulo elevado a la potencia p es integrable,
y denotaremos LP(T, A, u; R) a su espacio cuociente dado por la relacion de equivalencia de
la igualdad p—ctp, el cual sabemos que es un espacio de Banach con respecto a la norma

ol = \u(t)\pdm);’ Vu € IX(T, A i R).

De manera similar, denotaremos £*(7T, A, 1; R) al espacio dado por todas las funciones u €
LT, A;R) que cumplen que existe a € R tal que |u(t)| < a V¢t € T u—ctp, y denotaremos
L>(T, A, u;R) a su espacio cuociente dado por la relacion de equivalencia de la igualdad
u—ctp, el cual sabemos que es un espacio de Banach con respecto a la norma

|lul|p= = Inf{a € R||u(t)] < aVt € T p—ctp} Yu € L=(T, A, p).

Muchas veces denotaremos LP(T, A, p; (0, +0)), para p € {0}U[1, +00)U{+00}, al conjunto
de las funciones ¢ tales que ¢ € LP(T, A, 1;R) y ¢(t) >0Vt € T

En el caso de funciones a valores en R", para 1 < p < +oo denotaremos LP(T, A, 1; R™) al
espacio que consiste en las funciones u € £L°(T, A; R") tales que la funciéon dada por su norma
euclidiana ¢(t) = |u(t)| cumple que g € LP(T, A, 1;R), en tanto denotaremos LP(T', A, j1; R™)
a su espacio cuociente dado por la relacion de equivalencia de la igualdad pu—ctp.
Observemos que, para cualquier p tal que 1 < p < 400 se tiene que

LP(T, A, u; R"™) puede identificarse con LP(T, A, u; R)™.
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En efecto, si u € LP(T, A, ui; R™), por equivalencia de normas en R", 3¢ > 0 tal que para
cualquier i € {1,...,n}:

{leul Pdu(t) < [ lu@®)z, < e [plu®)Pdu(t) < +oo  sip < +oo,

[ui(@)] < lu(t)l[o < clu(t)] <aVteT p—ctp,aeR si p = oo,
de modo que (uy, ..., u,)T € LP(T, A, u; R)". De manera reciproca, si consideramos cualquier
(ug,...,u,)T € LP(T, A, u; R)", por equivalencia de normas en R™ existe ¢ > 0 tal que:

Jp lu@)Pdp(t) < @ [ lullB, < >S50 [ Jui(t)[Pdp(t) < 400 sip < 400,
[u@®)[] < cllu(®)llee < 320 ui(t)] <aVt €T p—ctp,a€ R sip= oo,

de modo que u dado por (u(t)); = u;(t) esta en LP(T, A, u; R™). Lo mismo se tiene para los
espacios de clases, es decir:

LP(T, A, 11; R™) puede identificarse con LP(T, A, u; R)",
y asi LP(T, A, u; R™) es un espacio de Banach, usando la norma

llullze = [|gullze Yu € LP(T, A, u; R™), donde g,(t) = |u(t)|Vt € T, g, € LP(T, A, i1; R).

De esta manera, podemos también identificar facilmente los duales, pues observemos que si
E, ..., E, son evns, entonces el dual de E =[], E; esta dado por E* = [[._; Ef, mediante

la formula .

(x* x) :Z<xi",xi> con xf € Efyx; € EyVie {1,...,n},

i=1

dondex:<xl7,_,,xn)eny*:(IT,..., n)GE*

Para el caso 1 < p < 400, recordemos que segun [6] (teorema 6.15) y usando lo anterior,
podemos identificar los duales de los espacios LP(T, A, u; R™), con los espacios L1(T, A, p; R™),
para q € (1, +00) tal que % + é =1, con la féormula:

(v,u) = /T<u(t), v(t))du(t) Vu € LP(T, A, u; R"), v € LYT, A, i; R™).

Ademaés, si pu es o—finita, lo mismo pasa parap =1y ¢ = c©

Para el caso de espacios de funciones continuas, necesitaremos una topologia en 7T'. Sea T'
un espacio topolégico Hausdorff. Consideremos los siguientes espacios.

o C(T;R") es el espacio de funciones continuas de 7" a R”. Trivialmente este espacio se
puede identificar con C(T;R)™.

o C.(T;R™) es el espacio de funciones continuas de 7" a R™ a soporte compacto. Igual que
en el caso LP, este espacio se identifica con C.(T;R)". Para ver esto, recordemos que
para cada f € C.(T;R) se cumple que:

sopf=cl({teT|f(t)#0}) CT es compacto,
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en tanto para cada u € C.(T; R") se tiene que:
sopu =cl({t € T |u(t) # 0}) C T es compacto.

De este modo, como para cualquier v € C(T;R") se tiene que u = (f1,..., fn), con
fi € C(T;R)Vi € {1,...,n}, basta observar que

{teTlu(t)#0} = J{te T|f;(t) # 0},
j=1
por lo que se tiene que

sop fi C Usopfj =sopuVi€ {1,...,n},

j=1

de donde se concluye que C.(T;R") se puede identificar con C.(T;R)".

Co(T'; R™) es el espacio de funciones continuas de 7" a R™ que se desvanecen en el infinito,
es decir, para cada f € Co(T;R), se tiene que:

Ve>0:cl({t eT||f(t)] >e}) CT es compacto,
en tanto para cada u € Cy(T;R"), se tiene que:
Ve>0:cl({t € T|[u(t)| > e}) €T es compacto,

donde | - | es cualquier norma en R" pues todas son equivalentes. Por un argumento
analogo al anterior, se comprueba que Cy(T; R™) se identifica con Cy(T'; R)™. Para esto,
basta ver que para cualquier u € C(T;R™) tal que u = (f1, ..., fn), con f; € C(T;R)Vi €
{1,...,n} y cualquier € > 0 se tiene que:

{teTlu)]w>c} = U{t eT 5@ = e},

por lo que se cumple que, Vi € {1,...,n}:

n

cd({teT|[fi()]=e}) S U {teT||fi®)]=e}) =c({t €T ||lult)]w > e}).

Claramente C.(T;R"™) C Co(T;R") C C(T;R"). Observando que tanto C.(T;R™) como
Co(T;R™) son subespacios del espacio de las funciones acotadas, entonces estos espacios se
pueden dotar de la norma uniforme, es decir, considerando | - | como la norma euclidiana
en R", se tiene que la norma uniforme || - ||« estd dada para cualquier funcion v : T — R"
acotada por

[ulloc = sup [u(t)].
teT

De este modo, tenemos la siguiente relacion entre C.(T;R"™) y Co(T; R™), segtin la proposicion
4.35 de [6].
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Proposicion 1.50 Sea T un espacio lcH. Entonces Co(T;R™) es la clausura de C.(T;R™)
con la norma uniforme.

Como el espacio de funciones acotadas es Banach, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.51 Sea T un espacio lcH. Entonces Co(T;R"™) es un espacio de Banach con la
norma uniforme.

En lo que sigue, consideraremos que 7' es un espacio IcH, y denotaremos C' al espacio
de Banach C' = Cy(T;R") con la norma uniforme. La idea ahora es representar el dual
de C' con medidas de Radon. Para eso, trabajaremos en los espacios de medidas regulares.
Consideremos las siguientes definiciones de la seccion 7.1 de [6].

Definicion 1.52 Definimos M(T,B(T)) como el espacio de medidas 0 : B(T') — R, U{+00}.
Sea 0 € M(T,B(T)). Para E € B(T), diremos que:

e 0 es reqular exterior en E si:

O(E)= mf 0(U).
U[ibg'ieE"r'to

o 0 es regqular interior en E si:

0(F)= sup 0O(K).

e 0 es reqular si es finita en todos los conjuntos compactos, y ademds es reqular exterior
e interior en todos los borelianos de T.

e 0 es una medida de Radon en T si es finita en todos los conjuntos compactos, reqular
exterior en todos los borelianos, y reqular interior en todos los abiertos.

En el caso o—IcH, tenemos la siguiente propiedad dada en el corolario 7.6 de [6].

Proposicion 1.53 St T es un espacio o—IcH, entonces toda medida de Radon en T es
reqular.

Ahora procederemos a enunciar el dual de C' = Cy(T'; R™). Para esto, primero enunciaremos
el caso n = 1, segun el capitulo 7 de [6]. Se define primero el espacio de medidas de Radon.

Definicion 1.54 Sea una medida con signo 0 : B(T) — R. Diremos que 0 es una medida de
Radon con signo si sus partes positiva y negativa son de Radon. Asi, definimos el espacio:

M(T)={6:B(T) — R |0 es medida de Radon con signo de variacion finita}.

Tenemos que M(T) es un espacio vectorial con respecto a la norma:
161] = 101(T),
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donde |0| corresponde a la variacion total de 6. Con esta norma, de hecho, M(T) es un
espacio de Banach, y lo llamaremos espacio de medidas de Radon con signo.

Con esta definicién, tenemos el teorema de Riesz.

Teorema 1.55 Se tiene que C* se puede identificar con M(T), mediante el isomorfismo
o M(T) — C* dado por:

O(0) = Ly, donde Ly(f) = /T F(£)do(t) = /T F(£)do, — /T F(t)do_Vf e C,

donde 0,,0_ corresponden a las partes positiva y negativa de 6, respectivamente.
De este modo, tenemos que {-,-) : M(T) x C' — R dado por:

(0,u) = Lo(u)Yu € C, § € M(T),

es un emparejamiento de C' y M(T), por lo que estos espacios estin en dualidad al dotar a
C de la topologia inducida por la norma uniforme y a M(T) de la topologia T .

Ya con esto podemos pasar al caso general, es decir, n > 1 arbitrario, y C' = Co(T; R™).

Corolario 1.56 Considereremos el espacio M = M(T)". Este espacio se puede identificar
con el dual de C' mediante la forma bilineal:

(0,u) = (01, w;) V0 € M, Vu € C,

i=1

donde (0;,u;) son segun el teorema . Ast, en este caso también se cumple que C con la
topologia inducida por la norma uniforme y M con la topologia TV son espacios en dualidad.

En algunos textos definen el espacio M(T,R"), al cual se refieren como el espacio de
medidas de Radon con signo finitas en R". Sin embargo, en la préctica simplemente se usa
que M(T,R™) = M(T)", y es por esto que aca se definio6 M directamente de esa forma.

Sea § € M. Si A € M(T,B(T)), A # 0, es o—finita y tal que 6, < AVi € {1,...,n},

entonces las derivadas de Radon-Nikodym % estdn bien definidas, por lo que definimos la

derivada de Radon-Nikodym de 6 con respecto a A como:

do o (do o, .
a(t) eR 5 <a(t>)l—a<t)v1€ {1,...,n},Vt6T.

En M, consideraremos la variacion dada por:

0] => 16, 0= (61,....0,) € M.
i=1
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Observemos que si 6 # 0, entonces |0] € M(T,B(T)) \ {0}, y ademés 6; < |0| para todo

ie{l,...,n}, por lo que %‘ esta bien definido, en tanto si § = 0 consideraremos % =0,

de modo que para cualquier # € M se cumple que

(0,y) =/T<y(t),%<t)>d|e|(t> vy € C.

De este modo, para cualquier medida o—finita A € M(T,B(T')) sabemos que podemos des-
componer cada ; mediante su descomposiciéon de Lebesgue de la forma 6; = 67 + 67, donde
0¢ corresponde a la parte absolutamente continua con respecto a A de 6;, y 67 corresponde a
su parte singular. Asi, definimos:

0°,05 € M : (0°); = 6%, (0°), = 05 i € {1,...,n}.

Con todo lo anterior, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1.57 Sea 0 € M y A € M(T,B(T)) una medida o— finita. Tenemos entonces
que st A # 0:

00 = [ (w0, Sy axo + [ (o, 5o ) awiovw e ¢

Terminamos el estudio del espacio de funciones continuas con el siguiente resultado, que
permite encontrar una funcién continua suficientemente cercana a cualquier funciéon medible,
el cual corresponde al teorema 7.10 de [6].

Teorema 1.58 (Teorema de Lusin). Sea 6 una medida de Radon en B(T). Sea f: T — R
una funcion (B(T'), B(R))-medible cuyo soporte es de medida 6 finita. Entonces, para cual-
quier € > 0, eziste ¢ € C.(T;R) tal que ¢ = f excepto en un conjunto de medida 0 menor a
e. Si f es acotado, entonces ¢ puede ser tomado para satisfacer ||o|loo < ||f|loo-

Sea (T, A, 1) un espacio de medida, donde p es una medida o—finita. Terminaremos esta
seccion con el poco conocido dual de L>®(T', A, u; R™). Para esto usaremos los resultados de
los capitulos 3 y 4 de [19], de donde se deduce el siguiente resultado sobre la representacion
del dual, usualmente conocido como teorema de representaciéon de Yosida-Hewitt.

Teorema 1.59 Sea v € (L¥(T, A, 11; R™))*. Entonces v se puede descomponer de manera
unica como

v(u) = /T<U(t), () du(t) +v*(u) Vu € L=(T, A, pi; R"),

donde o* € L} (T, A, u; R™), el cual recibe el nombre de parte absolutamente continua de v, en
tanto v° recibe el nombre de parte singular de v, y corresponde a un funcional con la siguiente
propiedad: dada cualquier medida finita T equivalente a p y cualquier € > 0, existe un conjunto
S e Atal que T(T'\S) < e, yv®(u) = 0Vu € L®(S) (donde L>(S) corresponde al subespacio
de L=(T, A, u; R™) que consiste de las funciones u tales que u(t) =0Vt € T\ S pu—ctp).
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Este resultado viene del hecho de que cuando un espacio de medida (7', F, A) es completo,
con A medida o—finita, el dual de L>(T', F, A\; R) esta relacionado con un espacio llamado es-
pacio de medidas finitamente aditivas, al cual se le denota como ba (F), cuyos elementos son
similares a las medidas, pero no cumplen la o—aditividad, solo la aditividad para colecciones
finitas de conjuntos. Se tiene entonces que el dual de L*>(T, F, \;R) corresponde a los ele-
mentos v € ba (F) tales que para todo A € F tal que A\(A) = 0, entonces v(A) = 0. Se tiene
ademés que los elementos de ba (F) se pueden descomponer en una parte o—aditiva y una
parte puramente finitamente aditiva. Asi, aplicando esta identificacion para (7, F, A) igual a
la completacion de (T, A, ), y observando que L>®(T, A, u;R) es un sev de L>(T, F, \;R),
que gracias al teorema de Hahn-Banach sabemos que el dual de un sev con la norma traza
corresponde a la restriccion sobre dicho sev del dual del evn que lo contiene, y que la norma
traza de L®(T, F, \;R) es igual a la norma usual en L>®(T, A, u; R) dado que (7, F, ) es la
completacion de (T, A, 1), entonces a la parte o—aditiva restringida sobre A se le puede apli-
car el teorema de Radon-Nikodym, obteniendo asi el elemento de L(T, A, u; R) del teorema
anterior, en tanto la parte puramente finitamente aditiva cumple dicha propiedad de singu-
laridad con respecto a cualquier medida o-aditiva. Para facilitar referenciar la singularidad
de v® del teorema anterior, consideremos la siguiente definicién y notacion.

Observacién 1.60 Bajo la notacion del teorema[1.59, diremos que v € (L*(T, A, ji; R™))*
es singular si, para cualquier medida finita (estrictamente positiva) v en (T, A) cumple que,
para cualquier € > 0, existe F' € A tal que y(F) < e y v(T \ F) = 0. Notaremos I1(A)" al
espacio de todos los elementos singulares de (L*™(T, A, p; R™))*.
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Capitulo 2

Resultados previos de funciones
integrales

Las integrales aparecen en muchas areas de las matematicas, por ejemplo en el area de
probabilidades y procesos estocasticos las integrales sirven para calcular esperanzas, en el
area de optimizaciéon y equilibrio, las integrales aparecen en las funciones objetivos de los
problemas de calculo de variaciones y de control 6ptimo, y ademés en las areas de analisis
funcional y ecuaciones en derivadas parciales las integrales aparecen puesto que requieren
mucho trabajo en espacios LP.

En este trabajo se estudiaran las integrales como funciones, es decir, funciones que con-
tienen integrales en su expresion. Para esto, seguiremos la estructura dada por Rockafellar
desde 1968 (ver [12], [14], [15]), la cual plantea lo siguiente: sea (7', .A) un espacio medible, u
una medida en A, X un espacio vectorial real y L un espacio de funciones x : T' — X. Para
una funcién f: T x X — R, se define la funcién integral I; : L — R de la forma

I(z) = /Tf(t,x(t))du(t), Vz e L. (2.1)

Antes de revisar las hipotesis necesarias para que I esté bien definida, presentaremos algunos
ejemplos de funciones integrales. Como primer ejemplo tenemos las normas de los espacios
L=1r(T,A, u;R), para 1 < p < 400, donde las integrales aparecen como el funcional

I5(x) = |lz]l%, = / ()P dpu(t), = € L.

caso en el que claramente X = Ry f(¢t,z) = |z|P. También tenemos las funciones lineales,
para y € LY(T, A, 11;R) fijo, con }—17 + é =1, dadas por

Iy(x) = / £(t)y(t), = € L.

donde f(t,z) = xy(t).

Como segundo ejemplo, tenemos el caso simple de una familia de funciones f; = f(t,-) en X,
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que pueden definir otra funcion

Fla) = [ f(t.a)dutt).« € X,

donde la integral se puede ver como la “suma continua” de las funciones f; (con respecto a
). En este caso se puede apreciar que L = X, que se puede ver como el espacio de funciones
constantes. Este ejemplo, al presentar la integral como la “suma continua” de una familia
de funciones, motiva a centrar nuestro estudio en funciones convexas, dado que lo que nos
interesa en este trabajo son los subdiferenciales de las funciones integrales, lo cual puede ser
visto como la generalizacion de los subdiferenciales de sumas de funciones convexas al hacer
esta “suma continua”. Ademas, este ejemplo nos permite observar que, si bien esta funcion
se puede ver como una funciéon a dos variables, también puede ser visto como una familia de
funciones donde la primera variable solo funcionaria como indexacién, es decir, la funcién f
puede verse como la familia {f(t, -) }ier, con f(t,-) : X — R. Para facilitar la lectura, se suele
usar la notacion f; para referirse a los elementos de esta familia, de modo que f; = f(t, ).
De esta manera, tenemos que la funciéon integral se ve de la forma:

M@—Lﬁmwm,

donde se aprecia que f; se puede ver como el sumando de esta “suma continua” a la que
corresponde la integral. Esta dualidad de ver a f tanto como una funcién a dos variables
que se integrara sobre la primera, y también como una familia de funciones a la que se le
aplicara una suma continua, motiva a darle algiin nombre a las funciones que cumplen este
rol, y es por esto que en lo que sigue llamaremos integrand a las funciones f : T x X — R,
debido a su naturaleza de ser el elemento a integrar, de manera similar a los sumandos de
una sumatoria.

Como tultimo ejemplo estén los casos de dos de los temas mas usuales en la teoria de la opti-
mizacion, que son el calculo de variaciones y el control 6ptimo, en donde muchos problemas
involucran funcionales de la forma

h@:/memww,

donde z : [a,b] — Z es una curva en el espacio vectorial Z, con derivada %, y F' : [a,b] X
Z x Z — R es una funcion dada. Este funcional puede verse como una funciéon integral de la
forma de la ecuacion (2.1)) al considerar T' = [a, b], i como la medida usual de R, X = Z x Z,
f = F,y L como el espacio de funciones continuas (z,w) : T"— X tales que w = Z. Por
supuesto el estudio también sirve en el caso de una funciéon z fija, que puede considerarse un
control dado, para el funcional

mwz/Fwwmwm

donde ahora X = Z, L es el espacio de funciones continuas de " a X y f(t,z) = F(t, 2(t), x).
Estos tltimos ejemplos motivan a centrar nuestro trabajo al caso de funciones integrales sobre
el espacio de funciones continuas.

Sea entonces (T, A) un espacio medible, y X un espacio vectorial topologico.
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Como se menciond antes, a una funcion de la forma f : T'x X — R la llamaremos
integrand, en las cuales podemos denotar como f; a las funciones f(¢,-) para cada t € T fijo.
De este modo, se pueden definir rdapidamente algunas cosas, por ejemplo:

e Diremos que el integrand f es convexo si f; es convexo para cada t € T'.

e Diremos que el integrand f es sci si f; es sci para cada t € T

e Diremos que el integrand f es propio si f; es propio, es decir, f; > —oco y f; £ 00
para todo t € T

lo cual serd muy tutil pues mas adelante usaremos propiedades del anélisis convexo que re-
quieren funciones convexas, propias y sci.

Lo que sigue es precisar cuéles seran las hipotesis sobre el integrand, el espacio medible,
la medida, el espacio vectorial y el espacio de funciones que permiten que su funcién integral
I; esté bien definida. Para esto, en este capitulo nos limitaremos a trabajar el caso en que
X es de dimension finita, es decir, de ahora en adelante consideraremos X = R", puesto que
en la mayoria del trabajo se usaran las propiedades de multiaplicaciones medibles a valores
en R" vistas en la seccion [L.2]

Sea f : T x R® — R un integrand. Antiguamente se pedian requisitos exigentes, como
considerar al integrand f(t, ) continuo en ¢ y en x conjuntamente, o incluso diferenciable en
algin grado conveniente. Posteriormente Carathéodory logro relajar un poco las condiciones
al pedir solo la continuidad en z y la medibilidad en ¢ (conocidas como las condiciones de
Carathéodory), pero ain asi esto era insuficiente para resolver problemas de optimizacion que
involucraban restricciones, por ejemplo de desigualdad, lo que se representaba a través de
penalizaciones con valores infinitos. El hecho de tener que considerar funciones que puedan
tomar valores infinitos dificultaba pedir hipotesis de continuidad al integrand, hasta que
Rockafellar en el ano 1966 en [12] logro introducir el concepto de normal integrand que
presentaremos a continuacion, aunque en dicho trabajo la definicion era diferente, asi que
presentaremos la definiciéon que logroé conseguir posteriormente en 1969, lo cual se puede ver
en el capitulo 14 de [17].

Definicién 2.1 Una funcion f : T x R® — R se dird normal integrand si la multiaplicacion
epigrdfica epi f - T = R™ x R dada por

epi f(t) =epif(t,) ={(z,a) e R" xR | f(t,z) < a}

es medible y a valores cerrados.

Los normal integrand cumplen una muy buena propiedad, la cual es la siguiente.

Proposiciéon 2.2 Para cualquier normal integrand f : T x R® — R, la multiaplicacion de
dominio Dy : T'= R"™ dada por

D¢(t) = dom f(t,-) ={x € R"| f(t,x) < 400}

es medible. Ademds, f(t,x) es sci en x para cada t fijo y es medible en t para cada x fijo.
Adicionalmente, f(t,z(t)) es medible en t cuando x depende mediblemente en t.
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DEMOSTRACION. Sea O C R" abierto. Entonces

DN O)={teT|Ds(t)yNO#0} ={teT|3x € O0,a eR tal que f(t,z) <a}
={teT|epif(t)N(O xR)#0D} = (epif) (O xR).

Asi, D;I(O) € A pues epi f es medible, por lo que Dy es también medible.

Por otra parte, como epi f es a valores cerrados, entonces f es sci en x para cada t fijo
(proposicion [L.3). Para el resto, consideremos una funcién medible arbitraria z(-) : 7' — R"
y cualquier a € R, de modo que:

{t] f(t x(t)) < o} ={t]epi f(t) N R(t) # O} = dom (epi f N R),

donde R es la multiaplicacion a valores cerrados R : t € T — {x(t)} x (—o0,a], la cual es
medible por la proposicion m (d). La multiaplicacion epi f N R es medible por la proposicion
1.45] (a), por lo que dom (epi f N R) también es medible por el teorema [1.42] De este modo
{t] f(t,z(t)) < a} € A,y asi la funcion t — f(t,2(t)) es medible. Tomando el caso especial
de z(t) constante, obtenemos la medibilidad de f con respecto a su primer argumento. ]

Para definir formalmente las funciones integrales, consideremos de ahora en adelante p
una medida en A. Recordemos que, para valores infinitos, estamos siguiendo la convencion
vista al principio del capitulo [T} Siguiendo esta convencién, entonces para cualquier « :
T — R medible, y definiendo su parte positiva oy = méx{a,0} y su parte negativa a_ =
max{—a, 0}, consideraremos

[ at®aut) = [ st - [ a-aue),

de modo que [, a(t)du(t) < +oo cuando [, ay(t)du(t) < +oo, en tanto [, a(t)du(t) = +oo
cuando [, oy (t)dp(t) = 400. Aunque esta convencion sirve para el caso en que las integrales
de ay y a_ valen 400 al mismo tiempo, por lo general siempre consideraremos hipotesis que
aseguren que [, o (t)dpu(t) < +o0.

Con esta convenciéon ya podemos dar el resultado mas importante que cumple un normal

integrand, el cual se encuentra en la proposicion 14.58 de [17].

Proposicion 2.3 (Funciones integrales). Para cualquier normal integrand f : T'xR"— R
y cualquier espacio X de funciones medibles x : T' — R"™, el funcional Iy : X — R dado por:

Iiie) = [ f(t.at)aut), o € .
T
estd bien definido. Es mds, se tiene que:
It(z) < 400 = x(t) € dom f(t, )Vt € T pu— ctp.

Ademds, st f es un integrand convexo entonces Iy es conveza.

DemMosTRACION. Como para cualquier x € X se tiene que z(t) es medible en ¢ € T, entonces
a(t) = f(t,z(t)) también lo es por la proposicion [2.2] De este modo I esta bien definido bajo
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la convencion antes descrita, y ademés tenemos que Ir(z) < 400 <= [ o (t)dpu(t) < +oo,
lo que implica que p({t | f(t,2(t)) = +oo0}) = 0. Para ver que Iy es convexa cuando f es
convexo basta integrar sobre t € T' la desigualdad f(¢, Au(t)+(1—=MNv(t)) < Af(t,u(t))+(1—
A) f(t,v(t)) pues se cumple para todo t € T, para todo u,v € X, y para todo A € [0,1]. [

Con todo esto, ya podemos dar la definicion formal de las funciones integrales dado que
podemos asegurar que estan bien definidas.

Definicién 2.4 Sea f : TxR" — R un normal integrand, ysea X C LYT, A;R™). Definimos
la funcion integral asociada a f como la funcion Iy : X — R dada por:

Ip(u) = /T F(E, u())du(t) Yu € X.

Si bien esta definicion solo se presenta para £°(T, A; R™), también aplica para los conjuntos
X C LT, A, u; R™), gracias a que la integral sobre p permite que las diferencias en conjuntos
de medida nula no sean relevantes. En efecto, para [u] € L%(T, A, u; R™), consideremos x,y €
[u], de modo que existe A € A tal que u(A) =0y x(t) = y(t) vt € T\ A. Asi, definimos

/Tf(t [U](t))du(t)Z/Tf(tax(t))du(t)z St (b)) dp(t)

T\A

— [ ftty@)du(n) = / £t y(6)du(t),

T\A

de modo que basta elegir un representante de la clase para definir la integral.

Un asunto que resulta muchas veces complicado al trabajar con integrales es el valor —oo,
puesto que este valor dificulta el trabajo en el anéalisis convexo debido a su efecto sobre
las desigualdades y, por ende, problemas de optimizaciéon. Ante esto, vale preguntarse, ;qué
condiciones se pueden pedir para que /; sea una funciéon propia? Si bien estas condiciones
seran dadas en cada caso que se estudiara, por lo general seran dos hipdtesis extra las que se
pediran:

e El hecho de que dom I # () se pedira directamente, es decir, se pedira que exista algtn
up € X tal que If(up) < +oo.

e Para asegurar que Iy > —oo0, se pedird como condicién que el integrand esté acotado
inferiormente por un funcional lineal integrable. Para ser mas explicito, se pedirda una
condicion del siguiente estilo: existe una funcién g € £1(T, A; R) y un funcional vy : T —
R™ que cumpla la propiedad de que, para todo u € X, la funcion ¢, (t) = (y(t),u(t))
cumple que ¢, € LY(T, A;R), y estas funciones cumplen la siguiente desigualdad

f(t,z) > (y(t),z) + B(t), vt € T p — ctp, Vo € R™. (2.2)
Esto asegura que Iy > —o0.

Con la definiciéon clara de funciones integrales, ya se puede proceder con el estudio de
sus subdiferenciales, pero antes revisaremos algunos ejemplos y propiedades de los normal
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integrand que seran tutiles mas adelante. Partiremos con algunos ejemplos tipicos de normal
integrand.

Ejemplo 2.5 (Integrand de Carathéodory). Antes de que se estableciera el concepto de nor-
mal integrand, se trabajé mucho tiempo con los integrands de Carathéodory, que, como se
definio en la definicion corresponden a funciones f: T x R™ — R (es decir, a valores
finitos) tales que f(t,x) es medible en t para cada x fijo y continuo en x para cada t fijo. Un
integrand de Carathéodory es un normal integrand, lo que se puede ver facilmente dado que
su multiaplicacion epigrdfica tiene la siguiente representacion

epi f(t) = {(z,a) € R"™ | F(t,x,a) <0}, para F(t,z,a) = f(t,z) — a.

Aci F : T x R"™ — R también es una funcion de Carathéodory, asi que epif es medible
por la proposicion [1.48 (b), al considerar S = (—00,0], y ademds es a valores cerrados por
la continuidad de F en su sequnda variable. Ademds, como una funcion f(t,-) es finita y
continua en R™ si y solo si tanto f(t,-) como —f(t,-) son propias y sci, podemos deducir que
una funcion f: T x R® = R es un integrand de Carathéodory si y solo si f y -f son ambos
normal integrands propios.

Ejemplo 2.6 (Integrand autonomo). Si f : T x R" — R es tal que f(t,z) = g(x) para
g : R" — R sci, entonces f es un normal integrand, dado que epi f es constante.

Ejemplo 2.7 (Integrand indicador). La funcion indicadora ic : T x R™ — R de una multi-
aplicacion C : T = R", con

, , 0 six e C(t),

c(t,z) =1 T) =

olt,) = e (@) {—l—oo six & C(t),

es un normal integrand si y solo si C' es medible y a valores cerrados, puesto que epi f(t) =
C(t) x Ry. Ademds, para un normal integrand fo: T x R™ — R, el funcional f = fo+ic es
también un normal integrand, puesto que epi f(t) = epifo N (C(t) x Ry), con epify siendo
medible y a valores cerrados, al igual que C'.

Una propiedad muy importante de los normal integrand es que se relaciona muy bien con
los conjuntos de nivel, gracias a que comparten propiedades similares con el epigrafo. La
importancia de este teorema se explicard en una observaciéon posterior a su demostracion.

Proposicion 2.8 Sea f: T x R* — R un integrand. Tenemos que f es un normal integrand
st y solo si, para cada o € R, la multiaplicacion de conjuntos de nivel

t=[ft,) <ol ={z| f(t,z) <a},
es medible y a valores cerrados. Mds aun, si f es un normal integrand, entonces para cualquier

funcion a : T — R medible, se tiene que la multiaplicaciont — [f(t,-) < a(t)] = {z| f(t,z) <
a(t)} es medible y a valores cerrados.
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DEMOSTRACION. Primero probaremos la tltima afirmacion. Consideremos que f es un normal
integrand y que a : T'— R es una funcién medible. Definamos la multiaplicacion L : T = R”
mediante L(t) = [f(t,-) < a(t)]. Como f(¢,x) es sci en z, tenemos que L es a valores cerrados,
por lo que solo falta la medibilidad. Para esto, usaremos la propiedad de la proposicién
(b). Sea €' C R™ cerrado, y consideremos la multiaplicacion R : ¢t — C x (—o0,a(t)].
Tenemos que R es a valores cerrados y también es medible, debido a que a es medible y por
la proposicion (d), ademés tenemos que

L™HO) = {t|3xr € C tal que f(t,x) < a(t)} = {t|epi f(t) N R(t) # 0} = dom (epi f N R).

Por normalidad, epi f es medible y a valores cerrados, de modo que por la proposicion [1.45
(a) tenemos que epi f N R es una multiaplicacion medible, por lo que dom (epi f N R) € A.
De este modo L™(C) € A, confirmando asi la medibilidad de L.

Ahora probaremos la equivalencia de la proposicién. De lo recién demostrado se deduce la
primera implicancia, pues si f es normal, basta considerar «(t) constante para obtener que
sus conjuntos de nivel son medibles y cerrados.

Para la otra implicancia, como las multiaplicaciones ¢ — [f; < a] son a valores cerrados,
tenemos que f(t,-) es sci por la proposicion y asi también epi f es a valores cerrados.
Para la medibilidad, consideremos la multiaplicacion R :T' = R"™ x R dada por

R(t) = [JIf(t,) <a] x {a}.

acQ

Tenemos que R es medible por la proposicion m (b) y (d), por lo que por la proposicion
también se tiene que cl R es medible. Tenemos que epi f = ¢l R, puesto que

(x,a) € R(t) <= f(t,x) <aha€Q < (x,a) €epif(t)N[R" x Q],

es decir, epi f(t) = cl (epi f(t)N[R"xQ]) = cl R(t), de donde se concluye que epi f es medible,
por lo que f es un normal integrand. ]

Observacion 2.9 Esta propiedad es muy importante, dado que, en conjunto con el teorema
de las selecciones medibles (teorema , serd una técnica que servird como herramienta
muchas veces en el desarrollo de este trabajo. Esto es porque muchas veces se requerird de una
funcion medible que cumpla cierta desigualdad, por lo que, para construirla, se escribird la
multiaplicacion asociada a dicha desigualdad, se verd esta multiaplicacion como los conjuntos
de nivel de un normal integrand, lo que asequrard su medibilidad, y a partir de esto se le podrd
extraer una funcion medible.

La propiedad anterior permite asegurar la medibilidad de las funciones que buscan los
valores 6ptimos y las soluciones de un problema de optimizacién de un normal integrand.

Proposicion 2.10 Sea f : T'x R" — R un normal integrand. Entonces, si definimos la
funcion p : T — R y la multiaplicacion P : T = R™ mediante

p(t) = if f(t,z), P(t) = argmin f(t,x)Vt € T,

zeR™ rER™
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tenemos que p es una funcion medible y P es una multiaplicacion medible y a valores cerrados.
En particular, el conjunto A = {t € T | argmin,, f(t,z) # 0} C T es medible, y asi es posible
encontrar una funcion x : A — R™ medible tal que, para cada t € A, x(t) es un punto
minimizante de f(t,-).

DEMOSTRACION. Sea F': R" x R — R la proyeccion sobre R (es decir, F'(z,a) = a), la cual es
continua y por lo tanto Carathéodory. Definiendo la aplicacion R : T'— F(epi f(t)), tenemos
que R es medible por la proposicion m (a), y ademas cl R es medible por la proposiciéon m
Observando que cl R(t) = {a € R|p(t) < a}, se tiene que p~!((—o0, a]) = (cl R)'({a})Va €
R, por lo que se concluye que p es una funcién medible por la proposicion m (b). Dado que
P(t) ={z| f(t,x) < p(t)}, tenemos que P es medible y a valores cerrados por la proposicion
2.8 La medibilidad de A se tiene directamente dado que A = dom P, en tanto la afirmacion
sobre la existencia de una funcién minimizante viene de aplicar el teorema (selecciones
medibles) sobre P. O

Ahora procederemos a indicar algunas de las propiedades de los normal integrand. La
primera pregunta que surge sobre los normal integrand es su relacion con la medibilidad de
f como funcién a dos variables. Esto se vera a continuacion.

Proposicién 2.11 Si f : T x R" — R es un normal integrand, entonces f(t,r) es (A ®
B(R™), B(R))-medible como funcion de (t,z), en adicion de ser sci en la variable de x.

DeMoSTRACION. Claramente si f es un normal integrand, entonces f es sci en la variable x.
Sea a € R. Por la proposicion 2.8 tenemos que las multiaplicaciones t — [f(¢,-) < a] son
medibles y a valores cerrados, por lo que, por el teorema sus grafos son medibles, es
decir,

Go={(t,x) e T xR"| f(t,z) < a} € A® B(R").
Como tenemos que f~'((—o0, a]) = G4, se concluye que f es (A®B(R"), B(R))-medible. [

La implicancia reciproca no se tiene en el caso general, es decir, no toda funciéon (A ®
B(R"), B(R))-medible que es sci en la segunda variable es un normal integrand. Para asegurar
esta reciproca, se requiere la completitud del espacio medible con respecto a alguna medida
o—finita, debido a la teoria que se verd en la seccion en particular el teorema de la
proyeccion. Dado que en este trabajo no haremos uso de dicha implicancia, para més detalles

referimos al capitulo VII de [4].

Como comentamos antes de presentar la definicion de normal integrand, en un principio
Rockafellar lo defini6 de otra manera,, y fue méas adelante que cambi6 dicha definicién por
la escrita aca. Esto se debe a que ambas definiciones son equivalentes, lo cual Rockafellar
descubri6 gracias al trabajo de Castaing de 1967 ([3]), pero esta equivalencia solo es vélida
en el caso en que f es convexa en la segunda variable. La definicion mas antigua es més dificil
de verificar, y a continuaciéon la presentamos como una propiedad de los normal integrand.
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Proposicién 2.12 Sea f: T x R" — R tal que, para cada t € T, la funcion f(t,-) es sci y
conveza. Entonces f es un normal integrand si y solo si existe una familia numerable {z"},en
de funciones medibles x¥ : T — R™ tales que:

(a) Para cada v € N, t — f(t,x"(t)) es medible.
(b) Para cadat € T, {z"(t) |v € N} N Dy(t) es denso en Dy(t).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f es un normal integrand. Como epif es una
multiaplicaciéon medible y a valores cerrados, entonces por el teorema admite una
representacion de Castaing {(z”,a”)},en, con (z¥,a”) : domepi f — R™ x R medible y
epi f(t) = cl{(2"(t),a”(t)) |v € N} Vt € domepi f. Extendiendo mediblemente cada z* fuera
del dominio, tomando por ejemplo z”(t) = 0 cuando t ¢ domepi f, obtenemos que la familia
{z"},en satisface (b). Esta familia también satisface (a) en virtud de la proposicion [2.2]

Para la otra implicancia, consideremos una familia que satisface (a) y (b). Primero, es eviden-
te que epi f es a valores cerrados dado que f(¢,-) es sci para cada t € T. Para ver que epi f
es medible, usaremos el teorema (b). Consideremos la familia numerable {y"°}, genxo
con y*P(t) = (z¥(t), B), la cual consiste de funciones medibles. Esta familia tiene la propiedad
de que, para cada t € T, el conjunto {y**(t) | (v, ) € N x Q} Nepi f(¢) es denso en epi f(¢).
En efecto, por la densidad dada en (b) y dado que f(¢,-) es convexa y sci, la proposicion
(que puede ser invocada para ri D(t) si int D¢(t) = () nos asegura que f(t,-) = clg;, para
g - R" — R dada por g,(v) = f(t,z) si # = 2¥(t) para algtin v, en tanto g,(x) = +o0 en otro
caso, asegurando entonces la propiedad mencionada. Ademas, si para cada (v,5) € N x Q
definimos T = {t € T | y*P(t) € epi f(t)} = {t € T'| f(t,2"(t)) < B}, tenemos que T"" es
medible por (a). Como domepi f =, 4 T"# entonces este conjunto es medible, con lo cual
podemos concluir dado que se cumplen las hipotesis del teorema [1.42] (b). ]

Vale senalar que no se puede descartar la hipotesis de convexidad en la segunda variable
en el resultado anterior, dado que se hizo uso de la proposicion que lo requiere para
asegurar la densidad sobre el epigrafo. Un ejemplo de que no siempre se tiene esta propiedad
en el caso no convexo es el siguiente: Consideremos h =1 en (0,1], h(0) =0y h = 400 en
otro caso. Entonces h es sci, pero para cualquier conjunto D denso numerable de (0,1), se
tiene que (0,0) pertenece a epih, pero no es punto de acumulaciéon de ninguna sucesion en
[D x R] N epih, haciendo imposible pasar la densidad de D al epigrafo.

A continuacion presentaremos una serie de resultados para saber rapidamente si un inte-
grand es normal, a través de operaciones sobre integrands.

Proposicion 2.13 (Adicion, mdzimos y minimos puntuales de normal integrands). Para
cada j € J, sea f; : T x R" = R un normal integrand, con J un conjunto de indices.
Entonces los siguientes integrands f son normales:

(a) f(t,x) =sup,c; f;(t,x) si J es numerable.

(b) f(t,x) =inf;c; f;(t,x) st J es finita, en tanto para el caso J numerable general se tiene
el resultado al aplicar cl, (reqularizacion sci) a esta expresion.

(¢) f(t,x) =23 e  Nifi(t,x), para J finito y A\; € Ry (con la convencion 0 - [oo] = 0).
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(d) Para f; : T xR™ — R, se tiene para f(t,z1,...,2,) = fi(t,z1)+...+ f(t,x,) cuando
J=A{L1,...,r} y las funciones f;(t,-) son propias.

DEMOSTRACION. Para la parte (a), recordemos que epi f(t) = [, epi f;(t), por lo que clara-
mente este conjunto es cerrado, en tanto es medible por la proposicion m (a). Para la parte
(b), similarmente tenemos que epi f(t) = U, epi f;(t), por lo que este conjunto es medible
por la proposicién m (b), en tanto es cerrado cuando J es finito, y cuando J no es finito
hay que tomar regularizacion sci para asegurar que sea cerrado dicho epigrafo.

Para la parte (d), definamos la multiaplicacion £ : T° = [[;_;(R™ x R) y la aplicacion

LT[, (RY xR) — <H;:1 RW) x R dadas por:

B(t) = epi fi(£) x ... x epi (),
L(zy, 00, ... 2, q) = (21, ..o, Tpy 0 + .o+ ).

Tenemos entonces que E es a valores cerrados dado que cada epi f; es a valores cerrados, y
ademas es medible por la proposicion m (d), en tanto L es continua, por lo que en particular
es Carathéodory. Asi, la multiaplicacion S definida por S(t) = L(E(t)) para cada t € T es
medible por la proposicién m (a). Pero se tiene que S = epi f, pues por definicion tenemos
que:

(x1,...,2p,0) € S(t) <= i}, tal que a; > f(t,z;)Vje{l,....,r},a= Zai.
i=1

De esta definicion es directo que S(t) C epif(t), en tanto para la otra inclusion, para
(x1,...,2,,«) € epif(t) basta considerar o = f(t,z;) para i € {1,...,7 — 1}, en tanto
o, = a — Z:;ll f(t,z;) con lo que se asegura que epi f(t) C S(t). Asi, epi f es medible, y
ademés es a valores cerrados (pues la adicion preserva la semicontinuidad inferior, por la
proposicion , por lo que f es un normal integrand.

Para (c) usaremos un argumento similar al anterior, considerando n; = n para cada j y la
multiaplicacion M : J[j_; (R" x R) = R" x R, donde r = |J|, dada por:

M(.ﬁEl,Oél, ..

) {(z, a1+ ...+ Nay)} sizy=...=z, ==z,
oy Ly Oy ) =
0 en otro caso.

Esta multiaplicacion es osc, dado que su grafo esta determinado por el subespacio de dimen-
sion finita V' = {(x1,q,...,2,,a,) |21 = ... = 2.}, por lo que es cerrado, y ademas en
términos de t es medible (pues M es constante para este argumento). Considerando entonces

S(t) = M(E(t)), con E el funcional de la parte (c), podemos usar la proposicion (b)
para concluir que S es medible. Concluimos viendo que epi f = .5, puesto que:

(x,a) € S(t) <= FH i} tal que oy > f(t, 1) Nav = Z Aicy;.
i=1
De esta caracterizacion es inmediato que S(t) C epi f(t). Para la otra inclusion, supongamos
sin pérdida de generalidad que A, # 0 (pues si todos los A; son cero entonces f es igual a cero,
en tanto si alguno es distinto a cero, reordenando podemos considerar que es la coordenada
r), y asi, para (x,«a) € epi f(t) basta considerar o = f(¢,z;) parai € {1,...,r — 1}, o, =
M (a— S Aif(t,z;)), con lo cual se tiene que epi f(t) C S(t). De este modo epi f es
medible, ademas es cerrado (por proposicion . O
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Proposicion 2.14 (Composicion con normal integrands).

(a) Sea g : T x R™ — R un normal integrand y F' @ T x R" — R™ una funcion de
Carathéodory. Entonces f : T x R" — R dado por f(t,z) = g(t, F(t,z)) es un normal
integrand.

(b) Sea g : T x R™ — R un normal integrand, y sea 0 : T x R — R un normal integrand
tal que O(t, ) es creciente sobre ov. Asumiendo la convencion de que

O(t,+o00) =sup(t,a), 0O(t,—o0) = inf O(t, ),
acR acR

se tiene que f : T x R™ — R dado por f(t,z) = 0(t,g(t,r)) es un normal integrand.

(c) Sea g : T x R" x R™ — R un normal integrand y u : T — R™ medible. Entonces
f:T xR"— R dado por f(t,z) = g(t,x,u(t)) es un normal integrand.

DEMOSTRACION. En primer lugar, en los tres casos tenemos que f(¢,z) es sci con respecto a x
por la proposicion [I.5] asi que basta ver la medibilidad del epigrafo para concluir.

En la parte (a), definamos G : T x R" x R — R™ x R dado por G(t,z,a) = (F(t,x), ), el
cual es un funcional de Carathéodory (pues F' lo es). Tenemos entonces, por la definicion de

fydeG, que
epi f(t) = {(z,a) | G(t, 2, ) € epig(t)}.

Asi, por la proposicion [L.4§] (b) tenemos que epi f es medible.

Para la parte (c), basta considerar F(t,x) = (x,u(t)) en la parte (a) para concluir.

Para la parte (b), para cada t € T' definamos la multiaplicacion M (t,-,-) : R" x R — R" x R
dada por:

M(t,z,a) ={(z,B) | 0(t,a) < 5}.

Tenemos entonces que epi f(t) = M(t,epig(t)). En efecto, si (x,3) € epi f(t), entonces, en
términos de M, tenemos que (z, ) € M(t,z, g(t,x)), y como (z, g(t,x)) € epig(t) se concluye
que epi f(t) € M(t,epig(t)). Para la otra inclusion, consideremos (z, ) € M(t,epig(t)),
entonces por definicién tenemos que 3(y, o) € epig(t) tales que y = x, 6(t,a) < B, y como 0
es creciente en el segundo argumento y o > ¢(t, x), esto implica que f(¢,z) = 0(t, g(t, x)) < B,
es decir, (z,) € epi f(t). Observando ademés que la multiaplicacion del grafo de M esté
dada para cada t € T por

graph M(t,-,-) = {(z, 0,9, 8) | (o, B) € epif(t),z = y},
tenemos que este conjunto es cerrado, con lo cual se tiene que M(¢,-,-) es osc, y ademaés el

grafo depende mediblemente de ¢ por la proposicion m (d), de modo que se puede concluir
que epi f es medible por la proposicion [L.46{(Db). O

Corolario 2.15 . Sea g : T X R" — R un normal integrand y X : T — Ry una funcion
medible. Entonces f: T x R™ — R dado por f(t,z) = \(t)g(t,z) es un normal integrand.

DEMOSTRACION. Basta considerar (¢, «) = A(t)a en la parte (b) de la proposicion anterior. [
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Proposicion 2.16 Sea f : T x R x R* — R un normal integrand, y consideremos el
integrand p dado por p(t,u) = inf, f(t,x,u). Si p(t,u) es sci en u, entonces p es un normal
integrand. De este modo, la funcion p(t,u) = cl, p(t,u) es siempre un normal integrand.

DEMOSTRACION. Sea L : R" X R x R — R™ x R la aplicacion proyeccion (lineal continua)
tal que L(z,u,a) = (u,«), y definamos S = cl(L o epi f), la cual es una multiaplicacion
medible y a valores cerrados por las proposiciones m (a) y . Tenemos entonces que
S = cl(epip). En efecto, sea t € T. Por una parte, si (u,a) € L oepi f(t), entonces existe
r € R™ tal que f(t,z,u) < «a, y como p(t,u) < f(t,x,u) se concluye que (u,a) € epip(t), de
modo que L(epi f(t)) C epip(t), que tomando clausura nos lleva a que S(t) C cl (epip(t)).
Para la otra inclusion, consideremos (u, ) € epip(t), entonces para cualquier € > 0 tenemos
que 3z € R" tal que a+¢ > f(t,z,u), es decir, (u,a+¢) € L(epi f(t)), con lo cual, al hacer
que € N\, 0, nos lleva a que (u,a) € S(t), concluyendo asi la otra inclusion que nos lleva a
S(t) = cl(epip(t)). Con esto, en el caso que p es sci se asegura que epip = S, el cual es
medible y a valores cerrados, en tanto en el caso general se tiene que epip = cl(epip) = S,
por lo que también es medible y a valores cerrados. O

Un resultado importante es que la normalidad es preservada mediante las conjugadas
de Fenchel. Para definir las conjugadas sobre un integrand, lo haremos al dejar el primer
argumento fijo, es decir, para f : T x R® — R integrand, su conjugada f* estara definida
como el integrand f* : T x R” — R tal que f*(¢,-) es la conjugada de f(t,-), y para definir
la biconjugada f** : T x R™ — R se procede de la misma manera. De manera méas explicita:

f*(t,U) = sup{(v,x> - f(t,l')},

reR™

= (t,z) = sup{{v,z) — f*(t,v)}.

veER”?

Proposicion 2.17 Sea f: T x R* — R un normal integrand. Entonces su conjugada f* vy
su biconjugada f** son normal integrands.

DEMOSTRACION. Sea Ty = {t € T'|f(t,-) # 400} = domepi f, el cual es medible, y supongamos
sin pérdida de generalidad que Ty # ) (pues en caso contrario f = +o0, por lo que f* = —oo,
f** = 400 con lo que se tiene el resultado). Consideremos la representacion de Castaing de
epi f dada por el teorema , es decir, una familia numerable (z¥,a”) : To — R™ x R que
cumple la propiedad de densidad epi f(t) = cl{(z"(t),a”(t)) | v € N}Vt € Ty. Para cada
v € N, definamos ¢” : T x R*” — R dado por:

, {2 (t),v) —a¥(t) siteT,
g<t’v>_{—oo siteT\Ty.

Tenemos que ¢” es un normal integrand, puesto que la restriccion de ¢ a Ty X R™ es un
integrand de Carathéodory, el cual es normal por el ejemplo por lo que la restriccion de
epig” a Ty es medible y a valores cerrados, en tanto epig”(t) = R" x R para t € T'\ Ty, lo
que hace que epi g” sea también medible y a valores cerrados en T\ Tp, con lo cual epig” es
medible y a valores cerrados en todo T
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Observemos que, por la definiciéon de ¢ y la propiedad de densidad de la representacion de
Castaing se tiene que:

fr(t,v) =supg”(t,v),
veN

por lo que, por la proposiciéon m (a), se tiene que f* es un normal integrand. Como f**
es la conjugada de f*, que ya sabemos que es normal, por lo recién probado se implica que
también f** es normal. O

Ejemplo 2.18 (Integrands soporte). Sea S : T = R™ una multiaplicacion. Consideremos la
funcion soporte de S dada por g :'T x R™ — R mediante

os(t,v) = o5 (v) = sup (v,x) Vv € R".
z€S(t)

Si S es medible, entonces og es un normal integrand convexo, dado que og = i%;q. Ademds,
se tiene de manera reciproca que si og es un normal integrand y S es a valores cerrados y
convexos, entonces S es medible.

Relacionado a las conjugadas estan también los subdiferenciales y e—subdiferenciales, y
se tiene que también son medibles al verlos como multiaplicaciones.

Proposicion 2.19 Sea f : T x R* — R un normal integrand propio. Entonces para cada
funcion medible x : T — R™ tal que x(t) € dom f, ¥Vt € T se tiene que la multiaplicacion
subdiferencial t — Of(t,x(t)) es medible y a valores cerrados.

DEMOSTRACION. Sea = : T — R™ una funcion medible tal que z(¢t) € dom f; Vt € T. Sea
a(t) = —f(t,z(t)), la cual es una funciéon medible por la proposicion Como se tiene que
el subdiferencial se puede expresar como

ft,x(t)) = {2 € R [ [*(L,27) — (&7, x(1)) < (D)},

entonces se tiene que la multiaplicacion ¢ — 0f(t,x(t)) es medible por la proposicion
puesto que (t,z%) — f*(t,2*) — (z*,z(t)) es un normal integrand (proposicion 2.17 ejemplo
2.5|, proposicion 2.13)) y « es medible. Ademés, se tiene trivialmente que es a valores cerrados.

]

Proposiciéon 2.20 Sea f : T x R® — R un normal integrand propio. Entonces para cada
funcion medible x : T — R"™ tal que x(t) € dom f; ¥Vt € T, para cada € > 0 y cada funcion
g € LT, A; (0,400)) tenemos que la multiaplicacion t — .44 f(t, z(t)) es medible y a
valores cerrados y convexos.

DEMOSTRACION. Sea x : 7' — R™ una funciéon medible tal que z(t) € dom f; Vt € T, y sean
ademas ¢ > 0y g € LYT,A;(0,+00)). Como se tiene que el e—subdiferencial se puede
expresar como

gy [ (t, (1)) = {a" € R* | f*(t,27) — (2", x(t)) < eg(t) — f(t, (1))},
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entonces se tiene que la multiaplicacion ¢ — O.4¢) f(t,2(t)) es medible por la proposicién
, puesto que (t,z*) — f*(t,2*) — (x*,2(t)) es un normal integrand (proposicion m,
ejemplo proposicion 2.13) y eg(t) — f(t, z(t)) es medible (proposicion [2.3). Ademés, se

tiene trivialmente que es a valores cerrados y convexos. O]

Teniendo ya estas definiciones y propiedades establecidas, podemos proceder al estudio
del subdiferencial de las funciones integrales sobre el espacio de las funciones continuas. Para
esto, presentaremos dos métodos, el primer método consiste en calcular el subdiferencial
usando conjugadas de Fenchel, y el segundo método consiste en calcular el subdiferencial
usando una férmula del tipo Hiriart-Urruty-Phelps para el subdiferencial de la suma.
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Capitulo 3

Método 1: Subdiferencial a partir de
conjugadas de Fenchel

El primer método que presentaremos para calcular el subdiferencial de funciones integrales
sobre el espacio de las funciones continuas se basard en calcular primero la conjugada de
Fenchel de la funcién integral, y a partir de esta expresion se deducira una formulacion para
el subdiferencial. Para esto, se seguira primero el trabajo de Rockafellar ([12], [15]), donde se
parte estudiando un caso sencillo, que corresponde al caso en que el espacio de funciones es
descomponible y esté en dualidad con otro espacio descomponible, dado que en este caso se
puede aplicar un resultado conocido como la regla de intercambiabilidad, luego se estudiaré el
caso L*>°, dado que es descomponible, y, aunque su dual no lo sea, es mas cercano el espacio de
las continuas, y a partir de esto se deduciré un resultado para el caso del espacio de funciones
continuas, estudio que finalmente se refinara gracias al trabajo de Perkki6 (|[11]), con lo cual
se desarrollara en mayor detalle el caso del espacio de funciones continuas y obtener asi el
resultado buscado.

3.1. Caso espacio descomponible en dualidad con otro es-
pacio descomponible

Sea (T,.A) un espacio medible y consideremos X = R".

Existe una clase de espacios en los cuales el célculo del subdiferencial de funciones integra-
les resulta muy sencillo gracias a un teorema muy importante, la regla de intercambiabilidad.
A continuacion enunciaremos la definicion de dichos espacios, cuyo nombre en inglés es “de-
composable spaces”, y los llamaremos espacios descomponibles en este trabajo.

Definicion 3.1 (Espacios descomponibles). Un espacio X C LY(T, A;R™) se dird descompo-
nible en asociacion con una medida (no negativa) p en A, si para cada funcion xo € X, cada
conjunto A € A con p(A) < 400 y cada funcion acotada y medible x1 : A — R"™, se tiene
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que X también contiene a la funcion x : T — R" definida por:

o(t) = {xo(t) siteT\ A,

r1(t) sit € A,

Es conocido que los espacios L(T, A; R"™) y LP(T, A, yi; R™) son descomponibles para cada
p € [1,40o0], en tanto C(T;R™) (si T es espacio topologico) y los espacios de funciones
constantes no lo son (salvo elecciones muy extremas de T'). En los espacios descomponibles
se cumple el siguiente resultado, el cual esta dado en el teorema 14.60 de [17] y lo enunciamos
a continuacion.

Teorema 3.2 (Regla de intercambiabilidad). Sea X C L(T, A;R™) un espacio de funciones
medibles que es descomponible con respecto a i, la cual es una medida (estrictamente positiva)
o—finita en A. Sea f : T x R* — R un normal integrand. Entonces, la minimizacion de Iy
sobre X puede ser reducida a minimizacion punto a punto, es decir, siempre que Iy # +o0
en X, se tiene que:

it [ stecawnantn = [ (g sie.0) ) auto

DeMOSTRACION. Consideremos dom Iy # (). Definamos p(t) = ian f(t,x). Por la proposicion
z€R™

esta funcion depende mediblemente de .
Observemos que para cualquier v € X tenemos que f(t,u(t)) > p(t)Vt € T, de modo que,
integrando sobre T, es directo que

1) = [ plo)dute)

con lo cual ya se tiene una de las desigualdades. Ademas, el caso infy [y = —o0 es trivial
debido a esta desigualdad.

Supondremos de ahora en adelante que inf,cx [f(u) > —oo. Para probar la otra desigualdad,
consideremos 3 > [, p(t)du(t). Si encontramos u € X tal que Ir(u) < §, entonces se concluye
la igualdad buscada. Para construir esta funcion u, recordemos que dom Iy # (), por lo que
existe up € X, tal que I;(ug) < +00. Observemos que

/Tp(t)du(t) S/Tf(tauo(t))du(t) < 400,

por lo que [ méx{p(t),0} < +oo. Ahora, para cualquier ¢ > 0 se puede definir la funcion
medible p.(t) = max{p(t), —e~ '}, de modo que p.(t) < max{p(t),0} y p- — p puntualmente
cuando e N\, 0. Asi, por TCD, tenemos que [, p-(t)du(t) — [, p(t)du(t) cuando e \, 0.

Observemos que p.(t) > p(t)Vt € T. Como p es o—finita, existe ¢ : T — R medible tal que
Y >0y [(t)du(t) < +oo. Con todo lo anterior, se define la familia de funciones medibles
{ac}es0 dada por ac(t) = e(t) + p-(t), las cuales cumplen que a.(t) > p(t)Vt € T'y ademas:

/T ac(B)du(t) = ¢ / S(0)du(t) + / o)) — / p(t)dut) < B.
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Sea ¢ suficientemente pequenio para que [, o (t)du(t) < §. Entonces. si definimos la multi-
aplicacion S, : T = R" dada por S.(t) = {z € R"|f(t,x) < a.(t)}, tenemos que S. es medible
por la proposicion 2.8 y S.(t) es no vacio para todo ¢t € T, puesto que a.(t) > p(t)Vt € T.
Asi, por el teorema m (selecciones medibles), tenemos que existe una funcién medible
uy : T — R™ tal que uy(t) € S.(t) para cada t € T. De este modo:

/T £t (@) du(t) < /T e (B)du(t) < B.

Ahora, dado que p es o—finita, sabemos que existe una sucesion creciente de conjuntos
medibles T} tales que pu(7}) < +oo para todo k y T} crece a T', es decir, T = J;cn Tk
Ty C Ty Yk € N. Definimos la famila de conjuntos Ay, = {t € T} | |ui(t)] < k}, con
lo cual cada Ay es medible (pues u; es una funcion medible) y ademéas Ay crece a T, con
1(Ay) < 4+00. Con todo lo anterior, tenemos que las funciones uy y u; cumplen que, cuando
k — 4o00:

- walt)te) = 0. [ ()idu(e) - / £t un(£))dpu(t).

T\ Ax

Definiendo la sucesion de funciones gy, : T' — R™ de la siguiente manera:

ui(t) site A,
yely = 410 e A
Uo(t) siteT \ Ak,

tenemos entonces que para todo k € N, ¢, € X pues X es descomponible relativo a u, u; es
medible y acotada en Ay y pu(Ax) < +oo. Mas atn, cuando k — +o00:

I(ye) = / S @)an)+ [ e n o) - / £t un(B)du(t) < B,

con lo que podemos concluir que If(y) < ( para k suficientemente grande, obteniendo asi el
resultado buscado al considerar u = . O]

Lo interesante de este resultado es que transforma un problema de minimizacién sobre un
espacio de funciones, a un problema de minimizacién sobre R".

Consideremos de ahora en adelante ;1 una medida (estrictamente positiva) c—finita en A.
Sea X C L%T, A;R"™) un espacio descomponible con respecto a p, y supongamos que existe
Y C LYT, A;R"™) el cual es también un espacio descomponible con respecto a y, y es tal que
X e )Y estan en dualidad segtin el emparejamiento dado por:

(v,u) = /T(u(t),v(t))d,u(t) Yue X,ve).

Si bien este caso fue estudiado por Rockafellar en [12], la demostracion era diferente a
la que se presentara a continuacion, debido a que en ese entonces su definicion de normal
integrand era diferente, y no fue hasta trabajos posteriores (por ejemplo [14]) que simplifico
el desarrollo del resultado llegando al que presentaremos. Para encontrar el subdiferencial
de Iy, trabajaremos con su conjugada f*, por lo que antes de pasar al resultado principal,
presentamos la siguiente propiedad de acotamiento.
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Proposicion 3.3 Sea f : T x R* — R un normal integrand. Si existe v € Y tal que
I (v) < 400, entonces I¢(u) > —oo Vu € X.

DEMOSTRACION. Observemos que, como If+(v) < 400, se tiene que —/I+(v) > —oo0. Sea u € X
arbitrario. Entonces, para cualquier t € T tenemos que

f(tu(t) = (ot),ult)) — f7(t v(t)),
de modo que, integrando sobre T, se tiene que
Ip(u) = (v,u) = Iy« (v) > —o0.

Como u era arbitrario, se concluye. O]

Con esta configuracion, podemos presentar el resultado principal sobre el subdiferencial
de la funcién integral para este caso, en el cual es muy importante recordar que u es o—finita
pues su demostracion hace uso de la regla de intercambiabilidad.

Teorema 3.4 Sea f : T x R* — R un normal integrand propio. Si existe uy € X tal que
It(up) < 400, entonces I} = Iy. Si adicionalmente [ es convezo y existe vo € Y tal que
I (vg) < 400, entonces tanto Iy : X — RU {400} como I : Y — RU {400} estdn bien
definidas, son convexas, propias y son conjugadas entre si. Ademds, en este ultimo caso, para
u € domly se tiene que v € 0ls(u) siy solo siv(t) € f(t,u(t)) Vt € T p— ctp.

DemosTRACION. Dado que f es un normal integrand, por la proposicion tenemos que f*
también es un normal integrand, por lo que por la proposicion tenemos que Iy, I+ estan
bien definidas. Suponiendo que existe uy € dom Iy, dado que X es descomponible, podemos
calcular directamente la conjugada de I a continuacion. Sea v € V.

(Iy)"(v) = sup(v,u) — I;(u)

= sup [ ((u(0) v(0)) = £t u(t)an(t)
=~ int. [ (7(t.u) = {ul), o (®))an)
—— [ int (ft.2) = (o, 0(e))dn(t)

= [ sup(Ge.v(e) = ) dute)

:Lﬁ@mmzuwm

donde la cuarta igualdad se tiene por la regla de intercambiabilidad (teorema , dado que
g(t,x) = f(t,z) + (x,—v(t)) es un normal integrand al ser suma de normal integrands (por
proposicion 2.13] y (z, —v(t)) es integrand de Carathéodory, que es normal por el ejemplo
2.5), y ademés I, # +oo pues Iy(ug) < +oo. Asi se tiene que Iy- = (If)*.
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Suponiendo ahora que f es convexo y existe vg € dom I+, tenemos que tanto Iy como I«
son funciones convexas, y ademés son propias pues, por hipotesis dom Iy # 0, dom I+ # (),
lo cual, por la proposicién anterior nos asegura que Iy > —o00, y como f = f** por ser
un integrand convexo, propio y sci, tenemos que Iy~ > —oo al aplicar este mismo resultado
a f* con conjugada f**.

Para ver que son conjugadas entre si, como ya tenemos que Ip« = (Iy)*, basta revisar la
otra igualdad, la cual se obtiene directamente aplicando lo ya demostrado a f*, obteniendo
entonces que (Iy«)* = Ipe = Iy

Finalmente, para el resultado sobre el subdiferencial tenemos que, para v € dom I:

v el (u) < Ii(w) + (I)'(v) = (v,0)

= /T\(f(KU(t))Jrf*(t,v(t))—<U(t)av(t)>)—0

J
-~

>0

< f(t,u(t))+ f (t,o(t)) — (u(t),v(t)) =0,Vt € T u — ctp
< v(t) € Of(t,u(t)),vt € T u — ctp,

con lo que se concluye lo buscado. O

Una observacion interesante sobre este resultado es que I, aparte de ser convexa y propia,
es sci, dado que es la conjugada de una funcion.

Un problema del teorema anterior es que pide que Jv € Y tal que Iy+(v) < +o0, lo cual
puede ser dificil de verificar si solo se quiere usar el resultado sobre el subdiferencial y no
se conoce f* de antemano. Ante esto, podemos pedir una condicion del estilo de la ecuacion
como se verd en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5 Sea f : T x R* — R un normal integrand. Si v € Y y B € LY T, A, 11; R)
tales que
f(t,z) = (u(t), ) + B(t), Vo € R", VL € T'pu — ctp,

entonces Ip+(v) < +00.

DEMOSTRACION. En efecto, como — f(t, ) < —f(t) — (v(t), z) para todox € R" y t € T u—ctp,
tenemos que

f(t,v(t)) = sup (v(t),z) — f(t,x) < —p(t),Vt € T p — ctp,

r€R™

por lo que por integrando sobre 7" tenemos que If+(v) < +o0. O

3.2. Caso espacio L™

Sea (T,.A) un espacio medible, y sea pu una medida (estrictamente positiva) o—finita en
A. Consideremos ahora X = L>®(T, A, u; R™). Si bien este espacio es descomponible, en este
caso su dual no lo es, pues a lo més se identifica con un subespacio del espacio de las medidas
finitamente aditivas (mencionado al final de la seccion y solo se tiene la descomposicion
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dada en el teorema Asi, este caso requiere un estudio especial para saber cual es el
subdiferencial de la funcién integral. Considerando la descomposicién dada en el teorema
@ podriamos considerar que la conjugada de Iy tiene una parte absolutamente continua
y una parte singular. Esto es justamente lo que sucede, pues Rockafellar desarrollé en [15] el
estudio de este caso, donde, para un normal integrand f : T x R® — R, consider6 el funcional
Js- : X* = R dado para cada v € X* por

Jpe(v) = Ip+(9") + Odom 1, (v°), (3.1)

donde ¢* € LY(T, A, u;R") representa a la parte absolutamente continua de v, en tanto
v¥ € (II(A))™ corresponde a la parte singular de v, con (II(A))™ el conjunto dado en la
observacion m En lo que sigue consideraremos la topologia 7%" en X'* para asi contar con
su dualidad respecto a X.

Lo que vamos a ver entonces es que Jy- corresponde justamente a la conjugada de Iy.
Para esto, consideremos el siguiente lema, donde supondremos que las funciones integrales
estan bien definidas (pues dejaremos este detalle para la demostracion del teorema principal
de esta seccion).

Lema 3.6 Sea f : T x R® — R un normal integrand convezo propio tal que existe yo €
LYT, A, 1; R™) tal que Ip+(yo) < +oo. Consideremos Jp : X* — R dada por la forma de la

ecuacion (3.1). Entonces (Jp)* = I;.

DEMOSTRACION. Sea u € X. Por definicién, tenemos que:

Ji(u) = sup (v,u) — Jp«(v)

vEX*

= sup /[<U(t)790“(t)> = f (69" (0)] dp(t) + (v°, u) = Taom 1, (v°)

eteLt (T, A ur™) JT
v E(TI(A)™

= sup /[<u(t)7s0(t)>—f*(t,w(t))]du(t)Jr sup (v, ) = Odom1, (V) ,

e LN (T, A,wR™) J T ve(TI(A))™

donde en la segunda igualdad usamos la descomposicion del teorema [1.59] lo cual permitioé
separar el supremo en dos sumas por el lema [3.20] en la tercera igualdad. Asi, podemos
estudiar estos dos supremos por separado. Definamos entonces

Riw)=  sup / ult), () — F* (1, ()] dpu(t),

PELY (T, A,u;R™)

R2(u) = sup (<U7 u> - Udomlf (U)) .
ve(II(A))™

Para R;(u), como LY(T, A, u; R™) es un espacio descomponible, podemos aplicar la regla de
intercambiabilidad (teorema como se hizo en la demostracién del teorema [3.4}

Ru(u) = / sup [{u(t), y) — £7(t )] du(t)

yeR™

/f**tu )dja(t) /ftu Jpa(t) = I5(u),
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pues ¢(t,y) = f*(t,y) — (u(t),y) es un normal integrand, I,(yo) < +oo y f = f** al ser
convexa propia sci.
Para Ry(u), observemos que, como 0 € (II(A))", entonces

RQ(U) = sup <U> U> — Odom I (U) > 0.
ve(TI(A))™

Asi, si u € dom I, entonces (v, u) — 0dgom1,(v) < 0 para cualquier v € (II(A))", de modo que
en este caso se cumple que

En cambio, si u ¢ dom I, simplemente basta darse cuenta que lo tnico que necesitamos
saber de Ry(u) es que no vale —oo, pues su valor exacto es irrelevante dado que el primer
supremo ya calculado, que era igual a I¢(u), es igual a +o0.

Con todo esto se concluye que Jp. = Iy. n

Diremos que u € L*(S) si u € X, y ademas u(t) = 0 para t € T\ S u—ctp. Observemos
que, si v € (II(A))", la observacion dice que para cada medida finita 7 equivalente a p
y cada € > 0, existe S € A tal que 7(T'\ S) < ey v(u) = 0 para cada u € L*(S). Con esta
notacion podemos enunciar y demostrar el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.7 Sea f : T x R* — R un normal integrand convexo propio tal que existen
ug € L=(T, A, 11;R™), o € LYT, A, 11; R™) tales que I;(ug) < +00, Ip(pg) < +00. Entonces
tanto Iy : L=(T, A, u; R") — RU {+o00} como I« : LYT, A, ;1; R") = R U {400} estdin bien
definidas, son converas y propias. Asi, el funcional Jp : (L>(T, A, p; R™))* — R definido en
la ecuacion , es decir,

Jp=(v) = I (") + Taom1, (v°),

donde ¢* € LN(T, A, u; R"™) representa a la parte absolutamente continua de v, en tanto v* €
(II(A))™ corresponde a la parte singular de v, también estd bien definido, es propio, y se tiene
que Iy y Jp« son conjugadas entre si. Ademds, bajo esta notacion, para cualquier uw € dom Iy,
tenemos que v € Oly(u) si y solo si p*(t) € Of (t,u(t)) Vt € T pu — ctp, v* € Naomr, (u).

DeEmosTRACION. Dado que f es un normal integrand, por la proposicion tenemos que f*
también es un normal integrand, por lo que por la proposicion tenemos que If esta bien
definida en X = L>(T, A, i; R™), en tanto I, esta bien definida en Y = LY(T, A, i; R™), y
estas funciones son convexas. Ademés son propias pues, por hipotesis dom Iy # ), dom I+ #
(0, lo cual, por la proposicion nos asegura que Iy > —oo, y como f = f** por ser convexa
propia sci, tenemos que Iy~ > —oo al aplicar este mismo resultado a f* con conjugada f**.
Como I esta bien definida, entonces Jy- también esta bien definida, ademas es propia pues,
como dom Iy # (), entonces 0goms;, > —00, y COMO Taomr,(0) = 0, entonces Ji(vg) < +oo,
con v§ € X* definida por v§(u) = [, po(t)u(t)du(t).

Veamos ahora que Iy y Jg+ son conjugadas entre si. Por el lema , ya tenemos que (Jp+)* =
Iy, por lo que solo falta ver que I7 = Jy-.

Observemos que, como X es descomponible y dom I # (), entonces, para cualquier conjunto
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medible S € A se tiene que, por el teorema (regla de intercambiabilidad) aplicado sobre
S, para cualquier p € LY(T, A, u; R"):

/Sf*(t,w(t))du(t)z sup /[(U(t),w(t»—f(tU(t))]du(t)- (3.2)

ueL>(S)JS

Sea v € X*, y sea p® € LY(T, A, u; R™) su parte absolutamente continua y v* € (II(A))" su
parte singular. Tenemos que, de manera directa, usando lo anterior para S = T

(Iy)"(v) = sup(v, u) — Iy(u)

ueX

= s [ ul,90) — Fta®dn() + ')
ucdom Iy JT
<sup ([ [0 = fleu0)laut)) + sup v

= Iy (@a) + Udomlf(vs) = Jy (U)

Para la otra desigualdad, consideremos cualquier o € R tal que:

o <) = [ Pl

Sean @ € dom /Iy y 6 > 0 arbitrarios. Sea 7 una medida finita equivalente a p. Debido a
la singularidad de v® (observacion [1.60)), se tiene la existencia de una secuencia creciente de
conjuntos medibles (Sk)ken en T tales que v*(u) = 0Vu € L>(Sk), en tanto

1
r(T\S) < Yk €N,

Para k suficientemente grande (tal que 7(7"\ Si) sea suficientemente pequeno para asegurar
que u(T \ Si) sea suficientemente pequetio) se tiene que, considerando S = S,y 8" =T\ S:

[ Feanau >
[ ltate). @) = £t uo(®)ute) >

De este modo, calculando directamente la conjugada de I:

I(v) = Sup/s[(w“(t),u(t» — J(t,ul))]dp(t) +/ [{p™(8), u(®)) — [ (& u(®)]dp(t) + v*(u)

= sup [0 u(t) ~ (6 u®))utt)
ueL>(S)JS
+ s [ [0, ) S u®)du(t) + o'W
ueL=(s") J s

= [ oo+ s [ [u.00) = 1)l + o),

u€L>(S5")J S
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donde en la segunda igualdad se separ6 el supremo usando el lema y la definicion de
L>°(S), en tanto la tercera igualdad viene de la ecuacion (3.2). Consideremos la siguiente

funciéon w:
u(t ites
up) = 210 S
0 sites.
Claramente u € L*(S"), por lo que

I§(v) = /Sf*(t, ¢“(t))du(t)+/ [(a(t), " (1)) — f (&, a(t))]du(t) + v*(u),

!

de modo que
Ii(v) > a =6 +v¥(u).

Asi, como « era cualquier nimero menor que la integral,  era cualquier niimero positivo, y
como 4 € dom I era arbitrario, entonces se tiene que

[3(v) 2 Ip-(¢") + Odom 1, (v°) = Jp= (),

con lo cual se concluye que I} = Jy«, por lo que son conjugadas entre si.
Para la formula del subdiferencial, tenemos que si u € dom I, entonces v € dI¢(u) si y solo
Si:

Tp(u) + I7(v) = (v, u),
lo cual es equivalente a

0= Iy(u) + Jp-(v) = /<U(t), " (1)) du(t) — v*(u)

T

_ ( [t u) + 5 @) - (o, so“(tmdu(t)) t (Gaom, (07) — v* (1)),

>0

donde, como u € dom I, ambos sumandos son positivos, y, por lo tanto, son iguales a cero.
De este modo:

e Para la integral tenemos que

/T[f(t»U(t)) + (8 (1) = (u(t), ¢ (1))]du(t) = 0
= [t u(t) + 174 9" (1) = (u(t), ¢*(1)) = 0VL € T — ctp,

lo cual se traduce en
©(t) € Of (t,u(t)) Vt € T p — ctp.

e Para el otro sumando, se tiene que
S S
Udomff(v ) = (U),

lo que se traduce en
v* € Naomr, ().

Con todo esto concluimos lo buscado. O
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Al igual que en el teorema , la hipotesis Jpg € LT, A, u; R™) tal que I(pp) < +00
se puede asegurar con la condicion dada en la proposicion , para ) = LY(T, A, u; R"), de
modo de no necesitar f* para trabajar con el subdiferencial. Ademas, en este caso también
se tiene que I es sci dado que es la conjugada de una funcién.

Recordemos que el objetivo de este método es encontrar el subdiferencial de la funcién in-
tegral sobre el espacio de las funciones continuas. Tener el resultado para L>(T', A, u; R™) nos
acerca a este caso, dado que las funciones continuas sobre conjuntos compactos son acotadas,
asi que se pueden ver como subespacio. Lo complicado de trabajar con funciones continuas
es que necesitamos una topologia en 7', pero aparte este espacio no es descomponible, y el
teorema de las selecciones medibles es muy dificil de acomodar para asegurar continuidad. El
caso del espacio de las funciones continuas se estudiara en la siguiente seccién, y para poder
usar los resultados recién vistos, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.8 Sea f : T x R® — R un normal integrand convexo. Sea uy € L>(T, A, u; R"),
y asumamos que existe r > 0 tal que el funcional t — f(t,ug(t) + x) estd en LY(T, A, u; R)
para cualquier © € Bra(0,r) C R™ (en particular el funcional es a valores finitos). Entonces
existe g € LN(T, A, u; R™) tal que Ip+(po) < +00, y ademds I; es continua para cualquier
u € Br(ug,r) € L>®(T, A, 11; R™).

DEMOSTRACION. Para ver la existencia de (g, observemos que por hipodtesis tenemos que
Bgn(ug(t),r) C intdom f(¢,-), por lo que, por el teorema [L.20] se tiene que Of (¢, uo(t)) # 0
(y este conjunto es cerrado y acotado) V¢t € T'. Como f es un normal integrand, por la propo-
sicién tenemos que la multiaplicacion ¢ — 9 f(t, uy(t)) es medible, y como es a valores no
vacios y cerrados, podemos aplicar el teorema para ver que existe una seleccién medible
b, es decir, ¢o(t) € Of(t,up(t)) Vt € T. Veamos que ¢g € L(T, A, u; R"): en efecto, por
definicion del subdiferencial, para cualquier « € Bgn(0,7), tenemos que

(Po(t),z) < f(t,uo(t) +x) — f(t,uo(t)) VEET,

-
€LY (T, A,wR)

por lo que, considerando = = Ze;, tenemos que (¢p); € LYT, A, ;R)Vj € {1,...,n}.
Considerando ¢ = [¢], tenemos que ¢y € LY(T, A, u; R™). Ademas, por definicion del sub-
diferencial:

it po(t)) = (uo(t), po(t)) — f(t,uo(t)) Vt € T p — ctp,

por lo que es integrable y asi I+ () < +o0.
Para la continuidad de Iy, observemos que por las hipotesis se tiene que Bpeo(ug,7) C
int dom Iy, por lo que, por la proposicion [I.8] basta encontrar una vecindad de uy donde

I esté acotada superiormente. Sea m = 2n + 1, y consideremos, para cada i € {1,...,n} los
vectores x; = Q—;ei, Tpti = —Z—;ei, y Tane1 = 0, donde {e;}; es la base candnica de R™. De
este modo, si P es la envoltura convexa de estos puntos (es decir, P = conv{z1,...,zn}),

tenemos que Bgn(0,3) C P, y ademas x; € Brn(0,7) Vi € {1,...,m}. Definamos entonces la
funciéon k : T'— R dada por:

k(t) = {r?éx }f(t,uo(t) + )Vt e T.
1€l,....m
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Tenemos entonces que k € LT, A, u;R). Para cualquier t € T se tiene que, para todo
w € Bgrn(uo(t), ), como w — ug(t) € P, entonces considerando para cada i € {1,...,n}
los coeficientes Aj = 2= méx{(w — ug(t),e;), 0}, Apsi = 2 max{(w — uo(t), —e;), 0}, Aopy1 =
1— 322" A, entonces A, ..., A, € [0,1], S A =1y w= 31" Ai(uo(t) + 1), lo cual, por

convexidad de f, nos lleva a que
ftw) < Z A (E, uo(t) + i) < k(1)
i=1

Por lo anterior, tenemos que para cualquier u € Bre(uo, ), se cumple que
F(tut)) < k() VE € T — ctp,

lo cual, como k es integrable, considerando o = [, k(t)dy(t) concluimos que

It(u) < aVu € Bre <u0, g) .

[]

Este lema se usaré en la proxima seccion, pues el estudio del caso del espacio de funciones
continuas es més complicado y se necesitan precisar ciertas hipotesis primero.

3.3. Caso espacio de funciones continuas

Sea (T, 7) un espacio topologico o—IcH, y consideremos 7' como espacio medible respecto
a sus bolerianos, es decir, A = B(T'). Sea ademas p una medida (estrictamente positiva)
regular en B(T) (que en particular es o—finita dado que el espacio es o—compacto). Bajo
la notacion de la seccion consideremos C' = Cy(T; R™). Observemos que, bajo nuestras
hipotesis, su dual puede ser identificado con M = (M(T))", y ademés toda medida de Radon
es regular.

Para estudiar el subdiferencial de las funciones integrales en C', Rockafellar planted, en [15]
(teorema 4), que se podia usar la formula del subdiferencial dada en el caso L>(T, A, u; R™),
pues observd que usando la inyeccion canénica de C' en este espacio (tomando la clase de
equivalencia dada por la igualdad p—ctp de cada elemento u € C) se podia obtener un
resultado al usar el lema m (ver seccion de anexos . Sin embargo, para esto requeria
una hipoétesis adicional de continuidad en un punto. Este resultado se presenta a continuacion.

Teorema 3.9 Sea f : T x R" — R un normal integrand convexo y propio. Supongamos
que existe ug € C yr > 0 con la propiedad de que el funcional t — f(t,uo(t) + x) estd
en LYT,B(T), ;R) para cualquier x € Bga(0,r). Entonces I; : C — R U {+oo} es un
funcional que estd bien definido, es convexo, sci y propio, y ademds es finito y continuo para
cada u € Be(ug, ). Ademds, 17 : M — R satisface:

. , ¢
If(9>:£¥l€11]\f/} (_[f* (@)"_O-dom[f(e—gl)) VGEM,
o'«

donde I« es un funcional bien definido de L' (T, B(T), u; R™) a R U {+00}.
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DEMOSTRACION. La idea de esta demostracion es aplicar el lema [3.22] (ver seccion de anexos
para F' = C, G = L*(T,B(T), u; R™) y A el mapeo canénico de F' en G, es decir, tal que
a cada u € C' le asigna su clase de equivalencia correspondiente en L (7', B(T'), u; R™). Para
diferenciar los funcionales integrales en estos espacios, llamaremos [ al funcional definido en
C, en tanto llamaremos E al funcional definido en L>°(T, B(T'), ; R™), es decir, I; = Efo A.
Ademas recordemos que Iy« esta definida en L'(T,B(T), u; R"), de modo que se escribe
Ip- LNT,B(T), 1;R") — R.

Dadas las hipotesis, tenemos que se cumple el lema (considerando Ey y el punto Auy),
por lo que dom I+ # (0, y asi se cumplen las hipotesis del teorema para E¢, de modo
que E; estd bien definida, es convexa, propia y sci y es a valores en R U {+o00}, por lo que,
como A es lineal continua, también se tiene que I; estd bien definida, es convexa, propia y
sci. Ademas, I+ esta bien definido de L*(T, B(T), u; R"™) a valores en R U {+o0}.

También el lema nos da que Ey es finita y continua en Bpe (1 g(1),urn) (Ao, ), por lo que
I es finita y continua en Be(ug, 7). De este modo, se cumplen las hipotesis del lema m,
por lo que, para 0 € M:

I3(0) = (B o A)*(0) = A"E}(0) = min{ E}(v) |[v € (L>™(T, B(T), ; R"))*, A*v = 0}.
Usando la formula de E7} del teorema podemos reescribir esta tltima espresiéon como:
I3(0) = min{ - (0") + Odom i, (v°) | v € (L>(T, B(T), u; R"))", A*v = 0},

donde ¢* € LY(T, B(T), u; R™) corresponde a la parte absolutamente continua de v, en tan-
to v® € (II(B(T)))™ corresponde a la parte singular de v. Sea v tal que A*v = 6. Con-
siderando v* € (L*°(T,B(T), 1;R™))* el elemento representado por ¢ (es decir, v*(¢) =
Jp e (t)o(t)du(t) Ve € C), se aprecia entonces que, definiendo ' = A*v?, se tiene que §' € M

. /
y es absolutamente continua con respecto a u, y se cumple que % = %, pues:

(A6) = (0,40) = [ G o0autovs € C

T

Con esto se tiene que A*v® = 0§ — @', por lo que la expresion anterior se puede reescribir como:

* g del / / * / n
I3(0) = mln{If* (@) + Cdom e, (W) [ 0" € M, 0" < p, A"w =0 — 0", w € (I(B(T))) }
(3.3)
de’ -
:min{lf* (a>+K(0—6")|H'EM,9'<<u}, (3.4)

donde usamos que el primer sumando es independiente de w, y definimos
K (0 —0") = min{ogom g, () | w € II(B(T)))", A*w =0 — ¢'}.

Observando que Aug es un punto interior de dom E; debido a nuestras hipdtesis, entonces
ldom £, €s finita y continua en un punto perteneciente al rango de A y asi podemos aplicar el
lema para la funcién indicadora igom > PUes ldom 1, = ldom E; © A, obteniendo que, para
cualquier ' € M tal que ¢/ < u:

Udom[f (0 - 0/) - (idomlf)*(e - 0/) - (idomEf o A)*(Q - 9,)
= (A*ijlomEf)(H — ¢
= min{oaom e, () |w € (L>(T,B(T), s R"))", A"w =0 — §'}.
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Definamos
K(0 —0") = min{ogom g, (w) | w € (L=(T, B(T), 1;R"))*, A"w = 6 — 0"},

donde se aprecia que K corresponde a K con la restriccion de singularidad de w omitida.
Probaremos ahora que en la férmula 1) se puede cambiar K por K sin cambiar su valor.
La primera desigualdad se tiene trivialmente,

* ’ * del / / /
I3(0) > min{I; (a) +K(@—-60)0 € MO < pu}.

Para la otra desigualdad, considerando u € dom I arbitrario, §' € M tal que § < py
cualquier w € (L>(T,B(T), u; R™))* tal que A*w = 6 — @', se tiene que:

(6,) = I(w) = (8, ) = I(w) + (¢~ &)

= [ (a0 Fot0)) = ) ) dute) + wican
< Iy (3—3) + Odom £, (W)

De modo que, tomando supremo sobre u € dom /¢ en el lado izquierdo, y en el lado derecho
minimo sobre ¢ € M, 0 < p, y w € X* = (L>®(T,B(T), u; R™))* tal que A*w = 0 — ¢, se
tiene que:

do’

];((9) < min{]f* (@) —i—adomEf(w) | g c M,Ql < p,w € X*7A*w = 9—9/}7

con lo cual, dado que el primer sumando es independiente de w:
* z del / / /
I3(0) < min q If- M +K@—-0)0eMb <,

y asi se concluye que se puede reemplazar K por K en la ecuacion 1} lo cual también es
igual & 04om1,, concluyendo el resultado buscado. O]

A partir del resultado anterior se puede obtener una férmula para el subdiferencial.

Corolario 3.10 Bajo las hipdtesis del teorema tenemos que 6 € M pertenece a 01f(u),
donde v € domlI; C C, siy solo si existe 8" € M tal que 0' < 1 y satisface que

de’
@(t) € Of(t,u(t)) vt € T u — ctp,

0—0 ¢ Ndom]f(u).

DEMOSTRACION. Dado que tenemos las hipotesis para usar el teorema [3.9 podemos usar la
formula de I7, en la cual el minimo se alcanza para cualquier § € M puesto que se cumplen
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las hipotesis del lema m (pues basta considerar su parte absolutamente continua 6 para
ver que el conjunto es no vacio). Asi, para u € dom Iy, tenemos que 6 € 9I¢(u) si y solo si

Ir(u) + 17(0) = (0, u).

Considerando ¢" € M tal que ¢ < p y el minimo que define a I} se alcanza en ¢', lo anterior
es equivalente a

[ J/
-~

~— >0

fp (f(t,u(t)) +f (t, jl—i(t)> - <i—i(t),u(t)>) du(t)/+ (Gaomr, (0 —0') — (6 — 0, u)) =0,

>0

por lo cual ambos sumandos son ceros, asi que nuevamente esto es equivalente a las siguientes
dos igualdades:

e Para la integral tenemos que

/T (f(t,u(t)) +f (t, 3—3(:5)) + <Ccll—i/(t),u(t)>> du(t) =0

<~ f(t,u(t)) + f* (t, j—il(t)) + <i—i/(t),u(t)> =0Vt e T pu—ctp

= %(t) € Of(t,u(t)) vVt € T p — ctp.

e Para 6 — 0’ tenemos que
adom]f(H — 9/) — <9 — 0’,u> =0 <= 0-0 ¢ Ndom,-f(u).

]

Con este ultimo resultado ya tenemos una férmula para el subdiferencial de Iy sobre el
espacio C'. Sin embargo, podemos apreciar que se presentan dos grandes problemas en esta
formulacién:

e Complejidad de las hipoétesis: Las hipotesis del teorema son bastante fuertes, es
decir, pedir que el interior de la funcién integral sea no vacio es algo que usualmente
no es facil de verificar y ademés deja fuera bastantes casos interesantes de funciones de
penalizacion.

e Complejidad de la representacion del subdiferencial: La formula del subdiferencial del
corolario [3.10| es dificil de trabajar, pues si bien es similar a la féormula del teorema |3.7],
en vez de tener 6, la parte absolutamente continua de 6 con respecto a p, tenemos
un 6 que minimiza la férmula de 77 del teorema , el cual puede resultar dificil de
obtener de manera exacta.

Ante el problema de la representacion del subdiferencial, Rockafellar plante6 al final de su
trabajo en [15] que, al agregar cierta condiciéon al dominio del integrand, se podia mejorar
dicha férmula. Sin embargo, su trabajo solo se centrd en espacios compactos y solo mostré la
suficiencia de dicha condicion. Muchos anos més tarde, Ari-Pekka Perkkio refin los resultados
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sobre el espacio C' en [I1], no solamente generalizando la formulacién a espacios o—IcH en
vez de compactos, sino también demostrando la necesidad de las hipétesis sobre el dominio
del integrand. Es por esto que continuaremos con los resultados demostrados por Perkkit en
[11], aunque vale senalar que hemos realizado algunas precisiones en los desarrollos que se
expondran a continuacion.

En primer lugar, para un integrand convexo f : T x R® — R, definimos la multiaplicaciéon
convexa cerrada Dy : T'= R" dada por:

Dy(t) = cl(dom f(t,)).

La hipotesis sobre el dominio que tomaremos sera que D¢ sea isc. Recordemos que la definicién
de multiaplicaciones isc esta dada en la definicion [1.36] pero de todos modos la repetiremos
aca: para una multiaplicacion S : T" = R", diremos que S es isc si para cualquier abierto
O C R", se tiene que S71(0) € 7. Observemos que si S es isc, entonces es medible, puesto
que los abiertos son medibles en B(T"). Ademés, recordemos que, como 7" es o—IcH, entonces,
por el corolario [I.33], el espacio T es perfectamente normal, por lo cual se podréa aplicar el
teorema de seleccion de Michael (teorema [I.49).

Ahora, para una multiaplicacion S : T' = R", denotaremos al conjunto de selecciones de S
en C por C(S), es decir:

C(S) = {u € Co(T; R™) | u(t) € S(t) vt € T}.

Veamos que la estructura de C'(.S) como conjunto de C' esta determinado por las propiedades
que tenga S.

Proposicion 3.11 5i S : T = R"™ es una multiaplicacion a valores convexos y cerrados,
entonces C(S) es un conjunto convexo y cerrado en C.

DEMOSTRACION. Sean yy,ys € C(5), ysea A € [0, 1]. Definiendo y = (1—\)y; +Ays, claramente
y € C pues y1,y2 € C. Ademas, para cada t € T' tenemos que y;(t),y2(t) € S(t) y S(t) es
convexa, por lo que es directo que y(t) € S(t). Asi, y € C(S5), por lo que C(S) es convexo.

Sea (yr)ken € C(S) tal que yp — y € C' de manera uniforme. Entonces, en particular, para
cada t € T tenemos que yi(t) — y(t), y como yx(t) € S(t) y S(t) es cerrado, es directo que
y(t) € S(t). Por lo tanto, y € C(S) y asi C(S) es cerrado. O

Dado que en este caso no tenemos regla de intercambiabilidad, necesitaremos un resultado
similar para el caso de las funciones continuas. Esto se vera a continuacion en un resultado que
nos mostrara que en el caso particular de las funciones soporte existe una especie de regla de
intercambiabilidad gracias al teorema de selecciones continuas de Michael. Antes de presentar
estos resultados, necesitamos precisar ciertas cosas. Recordemos que en la seccion [1.3| vimos
que para cualquier § € M se tiene que 6 < |0] y asi 3% est4 bien definido (considerando,

de|
sin pérdida de generalidad, que para # = 0 se tiene que %I = 0, para no tener que asumir

siempre que 6 # 0 al trabajar en M). Tenemos el siguiente resultado que nos sera ttil.

Lema 3.12 Seaue C, 0 € M y A e B(T). Entonces:

/A<u(t% %(t)> d|o|(t) > —/A|u(t)\d\0|(t).

02



DEMOSTRACION. Tenemos que

[, (e gy > - f o | o]ame

>~ [ i),

pues dd|g‘(t) € [-1,1] vt € T |0| — ctp. O
Ahora presentamos el resultado sobre la especie de regla de intercambiabilidad sobre el
caso continuo, el cual esta relacionado a la propiedad de una multiaplicacién de ser isc.

Teorema 3.13 Sea S : T = R™ una multiaplicacion a valores convexos tal que C(S) # 0.
Entonces:

o (®) = [ s (3 @)) Aol w6 € a1

si y solo si S es isc. Ademds tenemos que, en este caso, para y € C(S) se tiene que 0 €

Nes)(y) siy solo si d\(’\( ) € Nsw(y(t)) vt € T |0] — ctp.

DEMOSTRACION. Para ver que es necesario que S sea isc, supongamos, por contradiccion, que
S 1o es isc. Entonces, existe un abierto O C R™ tal que el conjunto A = {t € T'|S(t)NO # 0}
no es abierto. Como en particular no es vacio, sabemos que existe t; € A que no esta en el
interior de A, es decir, S(tg)NO # 0y VU € 1 tal que tg € U, existe t € U tal que S(t)NO = 0.
Definamos I'(¢y) = {u(ty) | u € C(S)}. Probemos que, para cualquier yy € S(ty) N O, se tiene
que yo & cl (I'(to)). En primer lugar, para yo € S(ty) N O, si suponemos que existe u € C(.5)
tal que u(ty) = yo, entonces u~*(O) € T por continuidad, y ademas to € u=*(0). Por lo
tanto, existe ¢ € u=1(O) tal que S(t) N O = (). Sin embargo, por otro lado tenemos que
u(t) € S(t) N O pues u € C(S) y t € u'(0), lo cual es una contradiccion. Asi, tenemos
que O = (S(ty) N O) NT(ts) = O NT(ty), pues ['(ty) C S(ty). Asi, T'(tg) ST\ O, con T\ O
cerrado, por lo que cl (I'(tg)) € T\ O, es decir, cl(I'(t)) N O = (). Con esto, tenemos que
Yyo € S(to) N O, yo & cl(I'(ty)). Sea entonces yo € S(tp) N O fijo. Como yo & cl (I'(tg)), y este
tltimo conjunto es convexo, cerrado y no vacio dado que S es a valores convexos y C(S) # 0,
podemos separar {yo} de cl(I'(ty)), obteniendo asi que existen « € R, e >0y z € R",z #0
tales que:

(x,y) < a—5<a+5<(xyo>Vy€cl( (to))- (3.5)

Asi, definiendo 6; = z;d;,, tenemos que |0 = ||z||d;, y asi dl9\ = a7- Con esto, tenemos que:

(o) = <y H> o
osw (g ) 1
‘/ o (i) st
= [[os (30 vl
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pues yo € S(tp). Por otra parte, para cada y € I'(ty), tenemos que y = u(ty) para algun
u € C(S). Asi, para cada u € C(95):

<x,u<to>>:i [y -aon Z [onanc = 0.0

Asi, reemplazando todo esto en la ecuacion (3.5)) y tomando supremo sobre C(S), obtenemos
que

(9,u>§a—s<a—|—5§/
T

oo (®) IO vuce C(5)

= oco)(f) <a< /TUS(t) (%(t)) d|o[(t),

lo cual es una contradiccion pues se deberia cumplir la igualdad.
Para ver ahora que es suficiente que S sea isc, de ahora en adelante lo supondremos. Sea
0 € M fijo. Observemos que, directamente, para u € C'(.S) tenemos que:

.0 = [ {ulo) 550 Yol

< [ osw (350 vl

pues u(t) € S(t) vt € T dado que u € C(S). Para probar que el supremo corresponde a esta
cota, consideremos o < [, o5 %(t)) d|f|(t) y € > 0, y probemos que en este caso existe
u € C(S) tal que:

O,uy > o —e.

Sea u; € C(S) # 0 arbitrario. Definamos £>(0;5) = {w € L>(|0]) | w(t) € S(t) Vt € T},
donde L£L>(|0]) = L>(T,B(T), |0]; R™). Entonces:

i (Ow) = weilip”/< (), dﬁg|()>d!9!(t)
= (w0 G50) —sstw)) diole)
—weggfw / (< w(t) A0 ) + s w(0) ) A0l
[t (=g 0) +iswo(e) ) el
- /up<< S0} sl ) o
= [osu (350 vl

donde la cuarta igualdad se tiene por una aplicacion del teorema (regla de intercambiabili-
dad), dado que £°°(|0]) es descomponible, |f| es medida finita y f(¢,2) = (—=x, %(t)ﬂ—ig(t) (x)
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es normal integrand (por ejemplo al ser Carathéodory, por el ejemplo pues S es medi-
ble, y por proposici(’)n que cumple I # +o0o pues C(S) # (). Sea entonces w € L£>(0; 5)
tal que (0, w) > a. Dado que |0| es una medida de Radon no negativa finita en B(T') y w; es
medible con respecto a B(T'), podemos aplicar el teorema de Lusin (teorema para cada
i€ {l,...,n}, y asi obtenemos que existen {Ai}i":l C B(T) tales que wj; es continua sobre A;
y |0)(T\ 4;) < e o= Y € {1,...,n}. Asi, definiendo A = ﬂln 1 Ai, tenemos que
w es continua sobre A y ademas |0|(T\ A) = |0|(U_, T\ 4;) < el =D Luego por
regularidad de |#| sabemos que existe K C A compacto tal que |0](A\ K) < I
Con todo esto tenemos que:

HwHLoo+||u1Hoo+1)

e w es continua a soporte compacto relativo a K, pues K es compacto.
e Sobre T'\ K se cumple que, dado que T\ K = (T'\ A)U (A \ K):

[ Gl bl < oo + il ([ ator+ [ o)
T\K A\K T\A

= ([[wllzee + llualloo) - (16](AN K) +[01(T"\ A))

IN

€
2
Definamos entonces la siguiente multiaplicacion:

It = {w(t)} siteK,
S(t) siteT\ K.

Claramente I' es a valores convexos y no vacios. Veamos que es isc. Sea O C R" abierto.
Entonces

{teTPONO A0 =(w  O)NK)YU{teT|SE)NO#£0}N(T\ K))
={teT|SHHNOADN(w(O)NK)U(T\ K))
—{teT|SHNOADN(UNK)U(T\K))
={teT|SHHNOADNUU((T\K))eT

donde la segunda igualdad se tiene porque w=*(0) C {t € T'| S(t) N (O) # 0} dado que w €
L£>(6; S), en la tercera igualdad U € 7 es un abierto de T tal que w™(O)N K = UNK dado
que w es continua relativo a K, y la ltima igualdad se tiene porque U = (UNK)U(UN(T\ K)).
Asi, como S es isc concluimos que I' es una multiaplicacion isc a valores convexos no vacios,
y, como 1" es perfectamente normal al ser c—IcH, podemos aplicar el teorema de seleccion de
Michael (teorema[1.49)), obteniendo que existe up € C(T;R") tal que up = w en K y ademas
uy(t) € S(t) Vvt e T

Definamos U; = T'\ K. Sea V un abierto precompacto tal que V' 2 K (existe por proposicion

1.28)), v definamos:

[uzlly = sup Jus(t)],
tecl (V)

lo cual esta bien definido pues cl (V') es compacto. Usando la regularidad de ||, definimos
Us un abierto tal que V2 Uy O K y

€

O < Sy v 1)
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De esta manera, U, es un precompacto tal que U; 2O K y ademas:

/ s8] < [Juzllv16](U \ K) <
UQ\K

DO ™

Con todo lo anterior, tenemos que {Uy, Uy} forma un recubrimiento abierto de T', por lo que
por el teorema existen particiones de la unidad ¢1,¢2 : T — [0, 1] asociadas a estos
conjuntos. Definiendo asi u = ¢ju; + ¢ous, tenemos que u € C(S), puesto que:

e Como u; € C, ¢ es continua y ¢,(t) € [0,1] V& € T, entonces ¢yu; € C, en tanto
como sop ¢ C Us, Uy es precompacto, ¢o continua y us es continua, entonces ¢ouy €
Co(T;R™) C C. Asi, u e C.

e Sabemos que uy(t),us(t) € S(t) Vt 6 T, y, como ¢1(t) + ¢o(t) = 1Vt € Ty S(t) es
convexo, entonces u(t) € S(t) Vt €

Para concluir, tenemos que:

0= [ (g7 401 - /\< dc}z|>d'9'*/ (wagp ) do 69

Por una parte, como ¢; =0 en T\ Uy, entonces u = uy =w en T \ Uy = K. Asi:

o o) 1=, o) 20
- [y [ (o) o
> (w, 0) — /U |w|d|6)]

>a- / wldlo],
T\K

donde la primera desigualdad viene del lema|3.12] en tanto la segunda viene de la definiciéon de
w. Por otra parte, como Uy = T'\ K, entonces UyNUy = Uy \ K, y asi Uy = (Uy\ K)U (U \Us).
Ademas, como ¢y = 0 en T'\ Uy, entonces u = uy en U; \ Us. Como también se tiene que
ayi(t), as(t) € [0,1] Vt € T, entonces |u| < |ui| + |ug|. Con todo esto:

do do dé
-, (eiphoms | (i)
[ (e =, (o) a1+ [, Cor e
do
—/ \u|d|0|+/ <u1,—>d|0|
UQ\K U1\U2 d’9|
- / (Jus] + luz])dJ6] — / jua|d[6)
U\ K U1\U2

. / s ]6] — / 6],
U2\K T\K

donde nuevamente aplicamos el lema para acotar.
Juntando todo lo anterior, en la ecuacion (3.6)) tenemos que:

(0,0) > a— / (] + ua )] — / uoldlf] > o — <,
T\K

v

v

U\ K
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que es justamente lo que queriamos que cumpliera u € C(S), por lo que se tiene la igualdad
buscada.

Finalmente, para la representacion del cono normal, tenemos por definicion que para u €
C(S), 0 € Ne(s)(u) siy solo si ocsy(8) = (0, u), lo cual, por lo recién probado, es equivalente

fos () 9= (o g
o () o

y, como o (3% () — (u(t), d|0|< )) > 0Vt € T dado que u € C(59), lo anterior es equivalente

(0]
a que:
dé dé
B _ = — T 19| —
os(t) (d’9|(t)) <u(t), d|9|(t)> 0Vt e T 0] — ctp

de
— m(t) € Nsw(u(t)) vt € T[] — ctp,

que es a lo que queriamos llegar. O

En los resultados que siguen trabajaremos con funciones de recesiéon. Recordemos que,
para h : R® — R convexa propia sci, por la proposicion tenemos que h™ = 0gom p*-
Al igual que las conjugadas, podemos definir la funcién de recesiéon de un normal integrand
al hacerlo para cada t, es decir, para f : T x R” — R normal integrand convexo y propio,
tenemos que su integrand de recesion esta dado por

fetz) = fr(x)= sup f(t,z+x)— f(t,z), Vt e T,z € R".

z€dom f

Veamos que el integrand de recesion de un normal integrand es también un normal integrand.

Lema 3.14 Sea h : T x R* — R un normal integrand convexo y propio. Entonces su inte-
grand de recesion, h™ : T x R* — R, es también un normal integrand convexo y propio.

Ademds, si existe una funcion u € L°(T,B(T);R") acotada tal que u(t) € Dp(t) pa-
ra cada t € T, entonces para cualquier medida 0 € M mno negativa, se tiene que fgﬁoo .

LYT,B(T),0;R") — R dada por
je,hm (w) = / R (t,w(t))do(t) Yw € LY(T, B(T), 6; R™),
T
estd bien definida y es propia.

DeMOSTRACION. Como h es un normal integrand convexo propio (y sci), por el teorema
tenemos que h™ es un integrand convexo, propio y sci. Para ver que es normal, observemos
que, por la proposicion tenemos que

h®(t,2) = Odomn+q,)(z) Vt € T, x € R™.
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Como h es normal, entonces h* también es un normal integrand (proposicién, por lo que
la multiaplicacion ¢ — dom h*(¢, -) es medible (proposicion , y asi h* es normal (ejemplo
. Para la integral, como el caso 6 = 0 es trivial, consideraremos 6 # 0. Observemos que
h*e(t,0) = 0y (h®)*(t,u(t)) = 0 (pues, dado que u(t) € Dy«(t), se tiene que (y,u(t)) —
Tdomh*(1,)(y) < 0Vy € R*"Vt € T'), por lo que se cumplen las hipotesis del teorema para
X =LY T,B(T),0;R"), Y = L>(T, B(T), ;R™), de modo que por dicho teorema la integral
1:97;100 esta bien definida y es propia. O

Para h : T'x R" — R normal integrand convexo y propio (y sci), definiremos el funcional
Jp : M — R dado por:

() = /T h (t, (110: (t)) du(t) + /T = (t,%(t)) d16°[ (1), (3.7)

donde #* corresponde a la parte absolutamente continua de 6 respecto a i, en tanto 6°
corresponde a su parte singular.

Recordemos que nuestro plan es encontrar una caracterizacion del subdiferencial de la funcion
convexa [y. Para esto, estudiaremos su conjugada y veremos que esta relacionada con la
funcion J, antes definida, para h = f*. Para ver esta relacion, observemos que, por el teorema
3.13] y juntandolo con el teorema [I.17], para f normal integrand convexo y propio, y h = f*,
tenemos que

(ft*)oo = Odom f; — Ocldom f; — O'Df(t)7

asi, si Dy es isc y C(Dy) # (), entonces

[sere (50) 610 = [ om0 (550) 61 = oo, 0),

con lo cual obtenemos que

lo cual es una expresién muy similar a la conjugada de Iy en el caso L>(T,B(T), i; R™). Lo
interesante es ver que la conjugada de J¢- se relaciona con Iy, pero no es exactamente igual.
En la proxima propiedad asumiremos que todos los funcionales estan bien definidos, pues
este detalle se demostraré en el resultado principal de esta seccion.

Lema 3.15 Sea f : T x R® — R un normal integrand convexo y propio. Si dom Jp # 0,
entonces (Jp-)* = Iy +ic(p,)-
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DEMOSTRACION. Sea y € C'. Por definicién, tenemos que:

Ji(y) = sup (0, y) — Jyp-(0)
= ({0 o) (50) e
# [ (0 00) = 79~ (1 40 ) ) il
=g J (G0 o) - (5 0) e
- (oo g0 = = (@) ) et

<
donde en la dltima igualdad pudimos separar el supremo en dos sumas por el lema [3.20]
Asi, podemos estudiar estos dos supremos por separado. Definamos

7 = s [ ({0 Gr0) = (07 0) ) auto

<Lp

ral) = sop [ ({ot0) 30y = 170 (1 4 0)) ) el

05 Lu

Para R;(y), tenemos que, como § < u, entonces haciendo el cambio de variable g = _u’ el
supremo se convierte en uno sobre L'(T, B(T'), u; R"), el cual es un espacio descomponible,
por lo que podemos aplicar la regla de intercambiabilidad (teorema [3.2)) dado que p(t,v) =
fr(t,v)+ (%(t), v) es un normal integrand (proposicion [2.17] ejemploy proposicion [2.13]),
I, # +oo dado que dom Jy- # 0, y 1 es o—finita, de modo que

Riy)=  sup / (), g(8)) — £*(t, 9(8))) du(2),

gELY(T,B(T),1;R™)

_ / sup ((y(t),v) — F(t, v)) du(t)

veER”™

/f**ty )du(t) /fty )du(t)

—]f

pues f = f** al ser un mtegrand convexo, propio y sci.

Para Rs(y), por el teorema |1.17], tenemos que:

Rt = mp [ (00 55:0) = o0 (575:0) ) a0,

Observemos que, si y € C(Dy), entonces (y(t), %(zﬁ)} — 0Dt )(dlﬂ\( )) <OparatodoteTy
6 € M,y como 0 L p, entonces Ry(y) = 0 en este caso. En cambio, si y ¢ C(Dy), entonces
existe to € T tal que y(to) & Dy(to). Sea U = J,cp y ' (R™ \ (Dy(t))). Claramente, como Dy
es a valores cerrados, y ademas y es continua, entonces U es abierto, y como ty, € U, también

U # (). Tenemos entonces dos casos:
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e Jt; € U tal que u({t;}) = 0. Luego, 0 = ad;, L pu para todo a € R, y asi:

Ro(y) > (y(t1), ) — op, 1) () Va € R™.

Por lo que tenemos que:

pues t; € U, por lo que y(t1) & Dy(t1).
e 1({t}) >0Vt e U. En este caso §(U) =0Vl L u, por lo que, para cualquier § L pu:

/T <<y(t), %(t)> — D) (%(1&))) d6|(¢)
_ /T\U (<y(t), %(t)> P (%(t))) al6|(t)

<0,

pues y(t) € Ds(t) Vt € T\ U. Asi, como 0 L p, tenemos que Ry(y) = 0 en este caso.
Sin embargo, para [;(y) tenemos que:

mw:[ﬁmmmwm+ F(t, y(6)du(t) = +oo,

T\U

puesto que en la primera integral f(¢,y(t)) = +ooVt € U,y u(U) > 0.

Asi, en cualquier caso:

oo It(y) siye C(Dy),
(#0@0—{+m siy ¢ C(Dy),

es decir, tenemos el resultado buscado. O

Antes de continuar, observemos la siguiente descomposicion de ciertas funciones integrales
que usaremos en algunos desarrollos posteriores.

Observacién 3.16 Sea 1) : T x R® — R un normal integrand positivamente homogéneo en
la sequnda variable, es decir, (t,av) = ap(t,v)Vt € T,v € R" y a > 0. Entonces, para
cualquier § € M y p medida regular, sabemos del teorema de descomposicion de Lebesgue que
0 = 0"+ 0°, es decir, que existe un conjunto A € B(T') tal que:

e 0 =0%en A, donde 0 < p, y 0°(T \ A) = 0. Asi, tenemos ademds que |0 = 6% en
A, y que %(t) = %(t} para cada t € A |0|—ctp.

o 0 =0°enT\ A, donde 6° L u, y 0°(A) = 0. Asi, tenemos ademds que |0] = |0°| en
T\ A, y que %(zﬁ) = %(t) para cada t € T\ A |0]|—ctp.
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Como ademds |0%| < 1y dw |( t) > 0Vt € T pu—ctp, tenemos que:

g ®) e+ [ o (e @) ael)
v

[ ot o) el - y
e ®) o+ [ y (1)) 410

/o
/o
G ;}Z;<>> oo+ /w( W) o
o
/o

dea dyea d6° .
a0 g 0) o fo s m“)) e

E o [t

Dado que ya tenemos que la conjugada de Jy« es igual a Iy +ig(p,), trataremos de encontrar
una especie de reciproca. Al ver que esta tltima funcién es una suma, usaremos los resultados
ya conocidos de la conjugada de una suma y el teoremal[3.9] para el caso particular de dominio
con interior no vacio.

Lema 3.17 Sea f: T x R* — R un normal integrand convexo. Supongamos que Dy es isc,
C(Dy) = cl(domI; N C(Dy)) y que 3y € C yr > 0 tales que la funcion t — f(t,y(t) + v)
pertenece a L'(T, B(T), j1; R) para cualquier v € Bgn(0,7). Entonces (Iy +icm,))* = Jyp.

DEMOSTRACION. Bajo nuestras hipotesis tenemos que y € int (dom Iy N C(Dy)). Como se
cumplen las hipoétesis del teorema tenemos que

. 4o’
If<0) 2151]8 (If* <dlu) +Udomlf(‘9 0)) Vo € M.
o' <p

Ademés, como int (dom Iy N C(Dy)) # 0 v ic(p;) = 0 en este conjunto, podemos aplicar el
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teorema [1.12| y asi obtener la conjugada de la suma:

(I +icwp)"(0) = IDigp,)(0)

'
= min | min (If* <d9 ) + O'dom]f(eﬂ 0 )) + UC’(Df)(Q — 0”)

0"eM e’eM d/i

= mln mln [f ( ) + Udom[f (9” 9/) ‘l’ O-C(Df)(e . 9//)

gle]\/j 0"eM
o' <
de’ "

=minlp [ — +m1nad0m1f(9 —9)+JC(Df 0 —6")
o'eM d,u S
o' <p

= min /- e +o Oo 0—10")

— QIEM dILL dom If C(Dy)
o'<p

= min [ 4« 4 + (i +1i V(0 — 6

= o I du dom Iy C(Dy)

o' <p
, a4’
= gnnff (d_> + ldomlfﬁC Df)) (9 9)
eM 1%
o' <p
do’

= min .[ — | + Ocl( (dom IyNC(Dy)) (8 8)
0'eM d,u
0'<p

de’
=min I [ — 60—
i L (du> +ocwpld—0)
o' <p
e’ d(g — o)

- I | — t) ) d|o—&'|(t
3161]3 ¥ (du) + TUDf (dl9 9,|()) | |(2)
o'<p

d6' a6 — @)

iy (& £)) o — |
st () + [0 (1 =) 40 - 210
o' <p

_m{ (e ao+ [ (15w - o) wo]

# [ (14 0) a0

donde en la sexta igualdad usamos que, como int (dom I, N C(Dy)) # 0, el teorema
dice que 0g4om IhDac(Df) = (ldomz, + icp f))*, en la novena igualdad usamos la hipotesis
C(Dy) = cl(dom Iy N C(Dy)), en la décima igualdad aplicamos el teorema pues Dy
es isc por hipotesis, en la undécima usamos que op, = (f)>, y en la tltima igualdad
aplicamos la observacion [3.16] Observemos que, por deﬁmclon de la funcién de recesion,
fi@)+ (fF)°(z—x) > fi(z) Vo, z € R",Vt € T, por lo que el minimo de la ultima igualdad
se alcanza para ¢ = 6%, y asi tenemos que

(i) 0) = [ 1 (0500 ) an+ [0 (b g 0) el = 77-0),

T
con lo que se concluye lo buscado. O]
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Con todo lo anterior, ya casi esta demostrado que las funciones antes mencionados son con-
jugadas entre si. Para ver que esto se tiene en un caso mas general, tendremos que ver que el
lema anterior aplicado sobre una base de vecindades nos permitiria concluir lo que queremos.
El enunciado y demostracion del resultado principal de esta seccidon viene a continuacion.

Teorema 3.18 Sea f : T xR"™ — R un normal integrand convezo tal que existen ug € C(Dy)
tal que Ip(ug) < +oo y po € LNT,B(T), 11;R™) tal que 14(po) < +o00. Entonces I : C' —
RU{+o0}, Jp+ : M — RU{+o0} estdn bien definidas y son convezxas y propias (donde J s«
estda dada segun la ecuacion ) Ademds, Iy +icp,) y Jp+ son conjugadas entre si si y
solo si Dy es isc y C(Dy) = cl(domI; N C(Dy)), y de este modo, para y € domI; N C(Dy)
tenemos que 0 € O(Iy + i) (y) si y solo si

do®

d (t) € Of(t,y(t)) Vt € T pn — ctp,
do® .
d6¢] (t) € Np,(y(t)) vt € T [6°] — ctp.

Esta dltima expresion sobre la parte singular es equivalente a

0° € Nowy)(y) = Ne(domine(ns)(¥y)-

DeMoSTRACION. Dado que f es un normal integrand convexo y propio, entonces f* también
lo es por la proposicion , por lo que por el teorema tenemos que I esta bien definida
en L=(T,B(T), u;R™), Iy« esta bien definida en Y = LY(T,B(T), u; R™), y estas funciones
son convexas. Ademas son propias pues, por hipotesis dom Iy # (), dom I+ # 0 , lo cual, por
la proposicion @ nos asegura que /¢ > —oo, asi que al considerar C' como subconjunto de
L=(T,B(T), ;;R"), I; : C — R esta bien definida y es convexa y propia. Como f = f**
por ser convexa propia sci, tenemos que [y« > —oo al aplicar este mismo resultado a f* con
conjugada f**. Por otra parte, como C(Dy) # 0 entonces ic(p ;) es convexa propia, de modo
que Iy +ig(p,) es convexa propia. Finalmente, como f* es un normal integrand propio, y
en particular es convexo sci, entonces (f*)> también lo es por el lema y ademas, para
cualquier § € M no negativo, f(f*)oo : LY(T,B(T),0;R") — R esta bien definida y es propia,
por lo que Jy- estd bien definida y es convexa y propia.

Veamos que las propiedades sobre Dy son necesarias. Supongamos que Iy +ic(p,) vy Jy-
son conjugadas entre si, entonces, en particular son sci y ademas Iy + ic(p,) = (Jp)*. Ast:

oo
Ocl(dom I;NC(Dys)) = OdomI;NC(Dy) = Udom(If+ic(Df,)) = Odom (Jy=)* = (Jf*) )

por la proposicion [I.17]
Por otra parte, se tiene que (Jy+)™ = J(y+)~. En efecto, usando TCM y el hecho de que la
funcion que define a la funcion de recesion es creciente (observacion [1.16)), tenemos que, para
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cualquier 6 € M:

P (bre® XKD = £ ()
£ (Boolt) + A (1)) = £ (2 00(1))

= [ (150 ) auto

y también, como (f*)*(t,0) = 0:

i [0 (t257) dlee|(1) = /

A——+o00 T A

(f*)>° (t, N5
l{m ( Gl

T A——+o00 A

= [t (o) dlc

entonces, para 1 € M dada por n(A) = [, ¢o(t)du(t) VA € B(T), tenemos que n € dom Jy-

y asi (considerando que din\?ﬂ =0):

(t)> d|e*|(¢)

Ademés tenemos que, por la proposiciéon m (f*)®° = Odom f = Ocldom f = OD ;e Luego, por
el lema aplicado a ip, (pues 0 € dom Jon ya que Dy es a valores no vacios), tenemos
que (Jng * = Ii ¢ + iC(D
todo lo anterior, tenemos que

ip,) = ic(p;), pues Iin = lic(ny) ¥ Din = Dy. Es decir, juntando

Tl (dom I;nC(Dy)) = Jop, = lel(dom I;nC(Dy) = J;kDf =g, = C(Dy) = cl(dom (I;NC(Dy))),

donde, aplicamos conjugada en la primera implicancia, obteniendo asi la primera propiedad
de Dy buscada. Usando entonces esto ltimo, es decir, que C(Dy) = cl(dom (I; N C(Dy))),
obtenemos que

do
oo, (0) = J(,Df = /TUDf(t) <m(t)> d|e|(t),

por la observacion [3.16] pues op ; €s positivamente homogénea y a%"f = op,, por lo que por
el teorema [3.13] se tiene que Dy es isc.

Veamos ahora que considerar las propiedades sobre D; es suficiente para que sean con-
jugadas. Como por el lema tenemos que (Jy+)* = Iy +i¢(p,), gracias al teorema
sabemos que es suficiente probar que J¢- es w*—sci para concluir. Para esto, usaremos el
lema m (ver seccion de anexos , es decir, veremos que Js + 0o es w*—sci para todo
O en una base de vecindades del origen. Recordemos que {B¢(0,¢)}.~o define una base de
vecindades del origen en C. Pero tenemos que:

Bo(0,¢) = {w € O [Jw|je < &}
={weC|w(t) e B.VteT}
= C(B6)7
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donde B. = Bgn(0,¢). Asi, C'(B.) define una base de vecindades del origen al variar £ > 0.
Por otra parte, para € > 0 fijo, observemos que, como B, es isc como multiaplicacion al ser
constante, por el teorema [3.13] tenemos que:

(- +00.)6) = J1-0)+ [ o, (%@)) alo| (1)

= 21-0)+ [(on (5 0) auto)+ [ on, (5550 ) oo

= [t om) (G aut) + [0+ om) () i,

donde en la segunda igualdad usamos la observacion [3.16 Asi, consideremos € f : TxR™ — R,
dada para cada t € T por

“filz) = fillip.(x) = I,Ig]g filz —2') vz € R,

la cual esta bien definida, es convexa, propia y sci gracias al teorema [[.12], y ademas, para
cadat €T

dom® f; = dom f; + B.,
Eft* = ft* + O-Bs'
Por otra parte, por la proposicion [1.17}
(°f1)>° = Odomsf, = Tdom f+B. = Tdomy, T 0. = (f{)* + 0op..

También tenemos que °f : T x R” — R es un normal integrand, puesto que °f(t,x) =
ming egn f(t, F(z,2')), con F : R" x R™ — R"™ dada por F(z,2’) = z+ 2’ (lineal, por lo tanto
Carathéodory), asi que basta aplicar las proposiciones (a)y (pues ya sabemos que
es sci). Con todo esto:

(Jp + ocBy)(0) = /T‘Ef* (t, (39; (t)) du(t) + /T(af*)oo <t, ddyz; (t)) d|0%](t) = J= 4 (0).

Por lo tanto, si probamos que J: ¢+ es w*—sci para todo € > 0, entonces tenemos lo buscado.
Para probar esto, veremos que Je g+ = (Icf + iC(st))*, donde *D¢(t) = cldom® f;, puesto que
toda conjugada es w* — sci. Para probar esto tltimo, veremos que ° f cumple las hipdtesis del
lema 3.1

e “Dy esisc: Como B, es compacto, tenemos que *D(t) = cldom® f, = cl (dom f; + B.) =
Dy(t) + B., por lo que es isc por el lema [3.24]

e Jy € C'y r > 0 tales que la funcion t — °f(t,y(t) + v) pertenece a L (T, B(T), u; R)
para cualquier v € Bgn(0,7): Sabemos, por hipotesis, que existe ug € dom (I;)NC(Dy).
De este modo, considerando r = 5, y = ug, entonces para cualquier v € B,.:

fuly(t) + ) = min f(ty(t) + v — ) < f(Ly@) VEET,
por lo que, por TCD y dado que y € dom I,

Lp(y +v) < If(y) < +oo,
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de modo que y + v € dom I-y. Ademés, como y € C(Dy), entonces para cada t € T,
y(t) € cl(dom f;), de modo que existe wy € dom f; tal que |y(t) — w;| < e — |v| (donde
e—|v|>r>0)yasi |y(t) —w, + v| < e, con lo cual:

fily(t) + o) = min f(ty(t) +o —2) < f(tw) < +oo,

de modo que ¢t — € f(¢,y(t) + v) es finito, por lo que esta en LT, B(T), i1; R).

e C(°Dy) = cl(dom I:y N C(*Dy)): Como trivialmente C(*Dy) 2 cl(dom Iy N C(*Dy)),
basta probar la otra inclusién. Sea y € C(*Dy). Para cada k € N, k > 1, conside-
remos la multiaplicacion I'y(t) = Dy(t) N int Bes (y(t),e (1 + 5-)). Por el lema @
y el lema , I'; es isc, y ademas, como *D; = Dy + B., entonces I'y es a valo-
res convexos y no vacios, por lo que podemos aplicar el teorema de seleccion de Mi-
chael (teorema (1.49) y asi obtenemos que existe u;, € C(T,R") tal que u(t) € D¢(t),
|ly(t) —ug(t)]| <%+ ) Vt € T. Ahora, como C(Dy) = cl(dom I;NC(Dy)), entonces
existe (U )veny € dom Iy N C(Dy) tal que Uy, — ug. Consideremos gy = Uy, para el
v € N tal que

g, — ug]| < %

De este modo tenemos que

i . 1
Ge = yll < ik — will + lJur —yl| < e <1+ %> _

Definamos entonces
1 1
=(1— = — .
Yk < k) Y+ kyk:
Tenemos que:

— Como °Dy es convexa, y € C(*Dy), g, € C(Dys) C C(°Dy), entonces y;, € C(*Dy).

— Para cada k € N se tiene que |lyy —yl| = £[|gx —yll < £ (14 1), por lo que y, — y
en C.

— Para cada k € N, k > 1:

e~ el = (1= ) Iy —al < (1- 1) e (147 ) =< (1-5) <
Ye — Ykl = kyyk_ ke k—s 2 €.
Asi, para cada t € T tenemos que yi(t) — Jx(t) € Be, de modo que:

“flye(t)) = min f(tyi(t) —2) < [T 5(1))-

Con esto, por TCD, tenemos que

Lo ¢ (yr) < 15(Gr) < 400,

pues Ui € dom Iy. Asi, y, € dom I

Con todo lo anterior, (yx)rey € C(°*Dy) Ndom Iz ¢, y,, — y, por lo que y € cl (C(°*Dy) N
dom _[sf)
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Por lo tanto, se cumplen las hipotesis del lema [3.17, con lo que podemos concluir que Je -
es w*—sci, y asi se concluye que Iy + ig(p,) y Jy« son conjugadas entre si al ser funciones
convexas propias sci.

Para la formula del subdiferencial, tenemos que si y € dom Iy N C(Dy), entonces 6 € O(1; +
io(p;))(y) siy solo si:

(s +icwn)y) + Uy +icwpy)*(0) = (0, y),
lo cual es equivalente a

0=1I;(y) + Jp(0) — (0", y) — (0°,9)

_ / (v + (1 500) - (0. T 0)) )

-~

>0

(e (b)) = (w5 0)) ) dierl),
Sl (v @ /

-~

>0

donde, como y € C(Dy), ambas integrales son positivas (la segunda se tiene por la proposicién
1.17)), por lo que cada una es igual a cero ctp en su respectiva medida, es decir:

e Para la primera integral tenemos que:

sleane) + 5 (1500 = (u(0. o)) =0t € T =t

lo que es equivalente a

do*
dp

(t) € Of(t,y(t)) Vt € T u — ctp.
e Para la segunda integral tenemos que, usando la proposicion [1.17;

do* dgs
— — — ) = T 6% —

es decir:

do? s
70 € Noyo (u(0) vt €T 67| = ctp,
Dado que Dy esiscy C(Dy) # 0, por el teorema esta Gtima expresion es equivalente
a
0° € Ny (y)-
Con todo esto concluimos lo buscado. O

Si bien este ultimo teorema nos da como resultado una férmula mas similar a lo visto en
el teorema para la conjugada y el subdiferencial, esto solo se aplica para Iy + ig(p,) en

vez de I¢. Sin embargo, a partir de este altimo resultado se puede deducir un resultado para
Iy.
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Corolario 3.19 Sea f : T x R* — R un normal integrand convezo tal que existen uy € C
tal que Ip(ug) < +oo y wo € LNT,B(T), 11;R™) tal que 14(po) < +o00. Entonces I : C —
RU {400}, Jp+ : M — RU {400} estdn bien definidas y son convezas y propias (donde Jp»
estd dada segqin la ecuacion ) Ademds, Iy y Jp- son conjugadas entre si si y solo si Dy
es isc y C(Dy) = cldom 1y, y de este modo para y € dom Iy tenemos que 6 € 01;(y) si y solo
si

dg*
dp
dos

m(t) € Np,wy(t) vt € T |6°| — cip,

(t) € 9f(t,y()) Yt € T pu — ctp,

o bien, esta ultima expresion sobre la parte singular es equivalente a

0° € Ndomlf(y)-

DEMOSTRACION. Por el teorema @, tenemos que I y Jy+ estan bien definidas, y son convexas,
propias y a valores en RU{+oc0}. Observemos que si C(Dy) = cldom I, entonces C'(Dy) # 0,
Iy = Iy +igmp,) vy C(Dy) = cl(dom Iy N C(Dy)), por lo que se cumplen las hipotesis de
suficiencia del teorema y asi se tiene una implicancia. Para la otra implicancia, si /5 y
Js« son conjugadas entre si, recordando el lema tenemos que J. = Iy = Iy + iom)),
por lo que dom Iy = dom Iy N C(Dy), C(Dy) # 0, y asi podemos aplicar el teorema 3.18 y
obtener que C'(Dy) = cl(dom Iy N C(Dy)) = cldom I, y Dy es isc.

La formula del subdiferencial viene del hecho que Iy = Iy + i¢(p,) bajo estas hipotesis, asi
que basta aplicar el teorema y observar que New;) = Neadom1; = Naom1;- O

Nuevamente, este ultimo resultado, aparte de entregar formulas para la conjugada y el
subdiferencial de /¢, nos dice que I es sci bajo las hipotesis. Ademaés, tenemos la ya recurrente
hipotesis del estilo dom Iy« # ), por lo que nuevamente podemos hacer uso de la proposicion
para Y = LY(T,B(T), u; R™), es decir, pedir que existan v € Yy 8 € LYT,B(T), 11; R)
tales que

f(t,x) > (v(t),z) + B(t),Vt € T,z € R"™.

La discusion sobre las hipotesis, resultados obtenidos y técnicas usadas en esta seccion se
hara en el capitulo

3.4. Resultados anexos

En esta seccion presentamos algunos resultados que fueron usados en este método, cu-
ya demostracion no es trivial, por lo que, para no interrumpir el desarrollo, se enuncian y
demuestran aca.

Eema 3.20 SEa X un ev y sean X1, Xo C X dos sev_tales que X = X1 X,. Sean f1: X —
R, f2: X5 — R funciones, y consideremos f : X — R dada por f(z) = fi(x1)+ fo(x2), donde
T =1+, conxy € X1, x2 € Xy. Entonces sup,cx f(x) = sup, cx, [1(21)+5up,,ex, f2(22).
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DEMOSTRACION. Claramente

sup f(x) = sup fi(x1) + fa(w2) < sup fi(xr) + sup fo(wa).
reX r1€X1 r1€X1 xo€Xo
T2€X2

Sea ¢ > 0. Por definiciéon de supremos, existen 7, € Xi, To € X5 tales que

sup fi(z1) < fi(z1) + g’ sup fa(z2) < fa(Z2) + =

r1€X1 T2€X2 2
Asi
sup fi(z1) + sup fa(z2) < fi(21) + fo(Z2) +& <sup f(z) +¢
z1€X1 r2€X2 xeX
Como € > 0 era arbitrario, se concluye la igualdad buscada. n

Antes de presentar el siguiente lema, necesitaremos el siguiente resultado, el cual entrega
la expresion conocida como la formula fundamental de la dualidad del andlisis convezo, y se
encuentra en el teorema 2.7.1 de [21].

Proposicién 3.21 Sean (X, X*),(Y,Y™) dos parejas de evtle Hausdorff en dualidad. Sea
®: X xY — R una funcion convexa propia. Si existe xog € X tal que (z9,0) € dom® y
O (x0,-) es continua en 0 € Y, entonces:

inf ®(x,0) = max —P*(0,y"),

zeX yr*eY'*
donde el mdazimo del lado derecho se alcanza siempre que ®*(0,-) Z +o0.

Ahora presentamos el lema.

Lema 3.22 Sean (F, F*),(G,G*) dos parejas de evtle Hausdorff en dualidad. Sea g : G —
R U {400} una funcion convexa, propia y sci, y sea g* la conjugada de g en G*. Sea A €
L(F,G), yseak=goA. Sea A*g* la funcion convexa en F* definida por:

A'g*(y") =inf{g"(z") | 2" € G", A"z = y"} Vy" € F”, (3.8)

donde el infimo es +00 por convencion si {z* € G*| Az* = y*} es vacio.
1k no es idénticamente +00, la funcion conveza en conjuqgada de estd dada por:
Si k dént te +00, | k* Fr, da de k, estd dad

k*(y*) = liminf A*g*(y) Vy* € F7, (3.9)

yi—yr

donde el limite es tomado considerando la topologia ™ (o cualquier otra topologia en F*
compatible con la dualidad). Si existe un punto en la imagen de A en el cual g es finita y
continua, entonces k* = A*g*, y el infimo en la formula (@ se alcanza para cada y* tal que
el conjunto descrito en dicha formula es no vacio.
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DemosTRACION. Dado que g es convexa, propia y sci, se tiene que ¢ es la conjugada de g*, es
decir:
g(z) = sup 2"(z) —g*(2")Vz € G.
z*eG*
De este modo, para cualquier y € F' se tiene que:

g(Ay) = sup 2"(Ay) —g*(¢") = sup (A"2")(y) — g"(2")
Z*EG* Z*EG*

= sup y*(y) —g*(z") = sup [y"(y)— inf g¢*(2")

* *C f* 2*eG*
;*glg: Ve A*Z*=y*
A* ¥ —y*
_ * * * *
= sup y*(y) — A"g"(y"),
y*EF*

por lo que la funcion k = g o A es la conjugada en F' de la funcién A*g* en F* (al considerar
la topologia 7% o cualquier topologia compatible con la dualidad en este espacio). Asi, si
k no es idénticamente 400, se puede concluir por el teorema que k* corresponde a la
envoltura sci de A*g*, de modo que k* estda dada por la formula (3.9). Para el caso en que
g es finita y continua en un punto de la imagen de A, sea wy € F tal que ¢ es finita y
continua en Awg. Sea y* € F* cualquiera. Definiendo ® : F x G — R dada para cada
w € F,z € G por ®(w,z) = g(Aw + z) — (y*,w), tenemos que ® es convexa y propia,
(wp,0) € dom ® y ®(wy, ) es continua en 0 € G, por lo que podemos aplicar la proposicion
[3.21] antes presentada, obteniendo entonces que

inf ®(w,0) = max —P*(0, z¥),

weF z*eG*
donde el maximo del lado derecho se alcanza siempre que ®*(0,:) # +oo. Se comprueba
entonces que

O(w,0) = (go A)(w) — (y*,w)Vw € F = in%@(w,O) = —k"(y"),
we
y por otra parte, para cualquier z* € G* se tiene que
O*(0,2") = sup (2", z2) — g(Aw + z) + (y*, w)

(w,2)eEFXG

= sup (" Aw+z) —g(Aw+ 2) + (y* — A"z, w)
(w,z)EFXG

Jg(zr) st AT =y,

|40 si A*z2* £ y*,

por lo que

méGX —®*(0,2%) = —min{g" (") | 2" € G*, A"z = y"}.

zreG*
Con lo anterior se deduce, por una parte, que k* = A*g*, y por otra parte, que para cada
y* € F* tal que existe z* € G* tal que y* = A*z*, se tiene que ®*(0,-) #Z +oo, por lo que el
minimo de la formula (3.8) se alcanza. O

A continuacion ciertos resultados sobre multiaplicaciones isc.
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Lema 3.23 Sea (T, 7) un espacio topoldgico o—IcH. Sea y : T — R™ una funcion continua
y a > 0. Entonces la multiaplicacion G : T = R" dada por G(t) = int Brn(y(t), ) es isc.

DEMOSTRACION. Sea O C R™ abierto. Calculando directamente tenemos que

G HO)={t €T | 3w € O tal que w € int Bgn(y(t), )}
={teT|3w e O tal que y(t) € int Bgn(w, )}

={teT|yt) € | int Be~(w, )}

weO
=y ! (U int BRn(U),O[)) €T,
weO
pues y es continua. Por lo tanto G es isc. O]

Lema 3.24 Sea T un espacio o-lcH, y sean S,S1,Sy : T = R™ multiaplicaciones isc. En-
tonces

1. cl(S) es isc.

2. Para cualquier funcion A : R™ — R™ continua se tiene que AS es isc.
3. 51 x Sy es isc.

4. 51+ Sy es isc.

DEMOSTRACION. Para probar el punto 1, basta observar que, si O es abierto, entonces S~1(0) =
(e () 7(0).

Para probar el punto 2, basta observar que para cualquier conjunto O C R", (45)71(0) =
S7H(A7Y0)), y como A es continua, entonces A~(O) es abierto si O es abierto.

Para probar el punto 3, basta observar que cualquier conjunto abierto O C R™ x R" puede
ser expresado como O = |,y OF x O5, donde OF, O3 son abiertos en R” para cada v € N,
de modo que (91 X S2)"1(0) = U, ey 57 1 (OY) N S3H(O%), con lo que se concluye que es isc.
Finalmente, el punto 4 se concluye de los puntos 2 y 3, al considerar A(v!,v?) = v! +0?y
S = Sl X SQ. ]

Finalmente, se presenta un resultado sobre funciones w*-sci. Antes de enunciar y demostrar
el siguiente lema, necesitaremos el siguiente resultado, el cual se encuentra en el teorema 3.33

de [2].
Teorema 3.25 Sea E un espacio de Banach y C' C E* convexo. Si para cadan € N se tiene

que C'N Bg«(0,n) es w*—cerrado, entonces C' es un conjunto w*— cerrado.

Ahora presentamos el lema que necesita este resultado.

Lema 3.26 Sea V un espacio de Banach. Sea f : V* — R una funcion conveza. Entonces,
los siguientes son equivalentes:
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(i) [ es w*—sci.
(i1) f es w*—sci relativo a cada w*—compacto K C V*.

(i1i) Existe una base de vecindades 7y de 0 € V' tal que f + 0o es w*—sci VO € 1.

DeEMOSTRACION. Las implicancias (i) = (ii) y (i) = (iii) son evidentes.

Para ver que (ii) = (i), consideremos o € R arbitrario. Entonces el conjunto [f < a] es
convexo y ademés, como para cada n € N se tiene que Bg«(0,n) es w*—compacto, entonces
[f < a] N Bg<(0,n) es w*-cerrado, por lo que, por el teorema [3.25 tenemos que [f < a] es
w*—cerrado. Como « € R era arbitrario, por la proposicion se concluye que f es w*—sci.
Finalmente, para la implicancia (iii) = (ii), supongamos que existe un conjunto KX C V*
tal que K es w*—compacto y f no es w*—sci relativo a K. Entonces, existe a € R tal que
[f <a]N K no es w*—cerrado, es decir, existe una red convergente (x))yepn € K yune >0
tales que z, =" z € K, pero

flzy) SaVAe AN f(z) > a+e.
Consideremos entonces el conjunto:
Ke={veV|{w,v) <1W"'eK}.

Como K es w*—compacto, en particular es acotado. Sea C' tal que [[v*|| < C Vo* € K. Sea
entonces O = B(0, 5=). Asi:

)20
€
(v*,v) < Clv|| < §Vv €0, v eK.
Con esto, tenemos que 0 € O, O C SK°, y asi:

0<o00(z) <oego(z) < gVZG K.

3
Con todo lo anterior, como f + oo es w*-sci y oy =% z, (z))rea € K, se tiene que:

o+ < f(@) < (f +00)(@) < lipinf(f +00)(xx) S a+ g

lo cual es una contradiccién. O
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Capitulo 4

Método 2: Subdiferencial usando una
formula del tipo Hiriart-Urruty-Phelps

El segundo método que presentaremos para calcular el subdiferencial de funciones inte-
grales sobre el espacio de las funciones continuas se basara en expresar dicho subdiferencial
con una féormula del tipo Hiriart-Urruty-Phelps para el subdiferencial de la suma. La formula
de Hirart-Urruty-Phelps, que se encuentra en [8], corresponde a la siguiente: dado un evtle
Hausdorff E y dos funciones convexas, propias y sci fi, fo : £ — R, entonces para cualquier
x € dom f; Ndom f5 se tiene que

Ofr + f2)(x) = [l (D:fi(x) + O fa(x))

e>0

donde la clausura es considerando la topologia 7%, y esta expresion también se puede gene-

ralizar a una familia finita de funciones convexas, propias y sci fi,..., fv : £ — R, de modo
. N .

que para cualquier z € ();_, dom f; se tiene que

d (Z fi> (x) =) (Z 8Efi(x)> .

e>0

Dado que una integral se puede pensar como una suma continua, esta formula se puede
adaptar al caso de las funciones integrales, como fue ilustrado por Hantoute y Jourani en [7].
Considerando esto, en este capitulo primero se encontrara una férmula del subdiferencial de
una funcién integral para el caso de un espacio de funciones constantes, y luego se aplicara
esta formula al espacio de funciones continuas al considerarlo como espacio constante. Para
esto serd necesario precisar dos cosas: primero, la nociéon de multiaplicaciones cuando el
conjunto de llegada es un espacio vectorial de dimensién infinita, puesto que la teoria antes
presentada solo se aplica en el caso de dimension finita, y en segundo lugar, necesitaremos un
resultado de extensiones medibles, debido a que primero se demostrara el resultado buscado
sobre dimensiones finitas con las herramientas vistas en la seccion [2] y después este resultado
se generalizard a dimensiones infinitas.
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4.1. Medibilidad de multiaplicaciones a valores en espa-
cios de Suslin

Sea (T, A) un espacio medible. En la seccion se presentd la teoria sobre las multi-
aplicaciones a valores en R", lo cual se encuenta en mayor extension en el capitulo 14 de
[17]. Una pregunta que surge de esto es saber si estos resultados siguen siendo validos para
espacios méas generales. Hay que tener en cuenta que la teoria de multiaplicaciones se empezo
a desarrollar gracias al trabajo de Castaing en [3], sin embargo en este trabajo los resultados
solo se tienen en el caso en que T es un espacio localmente compacto y A sus borelianos,
y usualmente se requieren hipotesis méas fuertes, como que la multiaplicaciéon sea a valores
compactos.

Al trabajar en espacios de dimensiones infinitas surgen varias complicaciones. Una de ellas
es la multiplicidad de topologias, de espacios duales, y de topologias de los espacios duales,
lo cual no se tiene en dimension finita. Para ilustrar esto, consideremos una multiaplicacion
S : T = X, y ademas una familia de conjuntos de X, que denominaremos 7, y estudiemos
la familia

(S7HO0)}oer, STHA) = {t €T | S(t) N O £ DA C X. (4.1)

Si X = R" y 7 su topologia usual, como la estructura de 7 es conocida, esto permite desarrollar
toda la teorfa vista en la seccion [I.2] En cambio, en el caso en que X es un espacio de
dimension infinita, dependiendo de la topologia que se considere como 7, la familia de la
formula (4.1) cambiard, por lo que no se pueden asegurar la mayoria de las propiedades.
Vale senalar que, a diferencia del caso de funciones univaluadas, no se puede asegurar que la
familia de la formula es una o—algebra.

Ante lo anterior, Castaing y Valadier desarrollaron un estudio sobre multiaplicaciones a
valores en espacios mas generales, y a continuaciéon se presentaran los resultados de dicho
trabajo que seran necesarios en esta seccion, aunque sin ninguna demostracion (pues para
este trabajo consideramos como punto de partida la teoria de multiaplicaciones, como la vista
en la seccion [1.2)). De todos modos, los resultados se encuentran en el capitulo 3 de [4].

Recordemos que el grafo de una multiaplicacion S : X = Y, con X,Y conjuntos arbitra-
rios, estd dado por

graph S = {(x,u) |u € S(z)}.

Para ilustrar las distintas propiedades que se le pueden adjudicar a una multiaplicacion,
consideremos las seis propiedades del teorema a continuacién, el cual se encuentra en el
capitulo 3 de [4].

Teorema 4.1 Sean (T, A) un espacio medible, (X,d) un espacio métrico y S : T = X una
multiaplicacion a valores no vacios. Considere las siguientes afirmaciones.

(i) VB € B(X), S7'(B) € A.
(ii) VF C X cerrado, STH(F) € A.
(1ii) YU C X abierto, S~ (U) € A.
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(iv) S tiene una representacion de Castaing, es decir, existe una sucesion (¢, ),en de fun-
ciones medibles ¢, : T'— X tales que, para cada t € T, S(t) = cl{¢,(t) | v € N}.

(v) Ve € X, t — d(x,S(t)) es medible, donde d(x,C) corresponde a la distancia a un
conjunto dada por d(z,C) = inf,ccd(z,2) Ve € X,C C X.

(vi) graph S € A® B(X).

Si X es completo y separable, y S es a valores cerrados, entonces (i) = (ii) = (iii)) <=
(iv) < (v) = (vi), en tanto, para cerrar las equivalencias, se requerird adicionalmente
que A sea completa con respecto a alguna medida o— finita.

Se puede apreciar que para la implicancia de (vi) a (i) del teorema anterior se requiere
una hipdtesis adicional, que es la completitud del espacio (7, .4) respecto a alguna medida.
Esta hipotesis, que parece extrana, se debe a un teorema conocido como el teorema de la
proyeccion, el cual dice que las proyecciones de conjuntos medibles de un espacio producto
no necesariamente son medibles, sino que se encuentran en otra o—algebra. Este teorema se
encuentra en el teorema I11.23 de [4], el cual es valido en espacios de Suslin, definicion que
presentamos a continuacion.

Definicion 4.2 Un espacio topologico P se dice polaco si es separable, completo y metrizable.
Un espacio E se dice espacio de Suslin (o simplemente Suslin) si E es un espacio topoldgico
Hausdorff que es imagen continua de un espacio polaco, es decir, existe un espacio polaco P
y una funcion continua h : P — E tales que h(P) = E.

Para enunciar el teorema de la proyecciéon necesitaremos también la siguiente definicion y
el siguiente lema.

Definiciéon 4.3 Sea (T,.A) un espacio medible. Para una medida (no negativa) p en (T, A),
definimos A,, como la j1—completacion de A. Definimos ademds la c— dlgebra de los conjuntos
universalmente medibles para (T, A), la cual se denota A y estd dada por

donde M (T, A) es el conjunto de todas las medidas (no negativas) acotadas sobre (T, A).

Lema 4.4 Sea (T, .ft) un espacio medible. St i es una medida estrictamente positiva o— finita
sobre A, entonces A, = A,,. Por lo tanto, si jv ademds es tal que A es p1—completa, entonces

A= A.

Con lo anterior ya podemos presentar el teorema de la proyeccion.

Teorema 4.5 (Teorema de la proyeccion). Sea (T, A) un espacio medible y S un espacio de
Suslin. Si G € AR B(S), entonces su proyeccion prr(G), dada por

pro(G)={teT|3x €S tal que (t,z) € G},
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pertenece a A.

Observemos que, bajo las hipotesis dadas, podemos definir la medibilidad de una mul-
tiaplicacion como cualquiera de los seis puntos del teorema [4.1] Usualmente el punto mas
sencillo de verificar es el punto (vi), sin embargo, antes de definir formalmente una multiapli-
cacion medible en este caso, veremos que el resultado anterior no se tiene solo para espacios
métricos completos y separables, sino que, gracias al teorema de la proyeccion, se puede apli-
car a espacios de Suslin, lo cual sera util para los casos en que el dual de un espacio polaco
no sea polaco, lo cual se tiene, por ejemplo, en el lema m (demostrado en la seccion de
anexos , que dice que si X es un espacio de Banach separable, entonces (X*,7%") es un
espacio de Suslin, y sabemos que este espacio no es metrizable si no es de dimension finita.
El caso Suslin fue desarollado por Valadier en [20], lo cual sera la mayor generalizacion que
presentaremos y mostraremos a continuacion.

Sea de ahora en adelante (T, A, 1) un espacio de medida donde la medida p es o—finita y
A es p—completa. Cuando se trabaje en espacios de Suslin, bajo la hipotesis de completitud
del espacio medida, consideraremos la siguiente definicién de multiaplicacion medible.

Definicion 4.6 Sea E un espacio de Suslin y I' : T — E una multiaplicacion a valores
cerrados y no vacios. Diremos que I' es medible si graph I pertenece a A& B(E).

Esta ultima definiciéon marcara una gran diferencia con el caso X = R", puesto que, para
verificar que una multiaplicacion era medible en el capitulo 3, por lo general se trato de ver la
multiaplicacién como los conjuntos de nivel de un normal integrand y aplicar la proposicion
2.8 ademas de hacer uso de las propiedades de la seccion las cuales, como ya se menciono,
no se tienen en el caso de dimensiones infinitas. En cambio, en dimensiones infinitas resulta
mucho mas sencillo trabajar con el grafo de la multiaplicacién, siempre y cuando se cuente
con la hipotesis de completitud del espacio de medida.

Procederemos a ver que, bajo las hipotesis dadas, las multiaplicaciones medibles a valores
en un espacio de Suslin tienen también representacion de Castaing (en el sentido del teorema
y, por ende, selecciones medibles en caso de ser a valores cerrados. Este resultado se
encuentra en el lema 1 de [20].

Teorema 4.7 Sea E un espacio de Suslin, P un espacio polaco y h : P — E una aplicacion
continua sobreyectiva. Sea I' : T = F una multiaplicacion a valores cerrados y no vacios de
E, la cual es medible. Entonces T admite una secuencia de selecciones (u,),en, tales que, para
cada v € N, u, es (A, B(E))-medible, y ademds, para cada t € T, T'(t) = cl{u,(t) | v € N}.
Adicionalmente existen funciones (A, B(P))-mediblesy, : T'— P tales que u,, = hovy,Yv € N.

Consideremos de ahora en adelante E un evtlc real, y consideremos que E es un espacio
de Suslin.

Ahora definiremos cémo seran los espacios de funciones a valores en un espacio de Suslin
y como se definira la medibilidad. Para esto, se tiene el siguiente resultado (lema 2 de [20]),
el cual sera demostrado.
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Lema 4.8 Sea u : T — FE wuna funcion. Consideremos E*, el dual de E. Entonces las
siquientes propiedades son equivalentes:

(1) w es (A, B(E))—medible

(2) u es escalarmente medible, es decir, para cada x* € E*, se tiene que t — (x*,u(t)) € R
es medible.

(3) graph u pertenece a A® B(E).

DEMOSTRACION. Para la implicancia (3) = (1), basta aplicar el teorema [4.7| para la multiapli-
cacion a valores cerrados I' : T'== E dada por I'(t) = {u(t)}.

La implicancia (1) = (2) es directa.

Para la implicancia (2) = (3), aplicaremos el lema [4.27] (ver seccién de anexos al conside-
rar £* como una familia de funciones de E a R, de modo que existe una sucesion (z})geny € E*
que separa puntos de E, es decir, si z,y € E cumplen que (z},x) = (x},y) Yk € N, entonces
x = y. De este modo, el grafo de u puede ser descrito de la siguiente manera:

graph u = ({(t,z) € T x E | (z}, z) = (z}, u(t))}.

Con esto se ve claramente que si u es escalarmente medible, entonces graph v € AQB(E). 0O

Ahora presentaremos ciertas definiciones y notaciones que seran tutiles para el desarrollo
del resto de este capitulo. Recordemos que estamos considerando que E es un evtlc que
es un espacio de Suslin, y de ahora en adelante también consideraremos que su dual E*
es un espacio de Suslin para cierta topologia compatible con la dualidad con respecto al
emparejamiento (-, -). Recordemos ademés que (7,4, 1) es un espacio de medida, con y una
medida (estrictamente positiva) o—finita tal que A es p—completa, de modo de poder usar
los resultados vistos previamente.

Definicion 4.9 Liamaremos 0—vecindad a cada vecindad simétrica, balanceada y convexa
del origen, tanto en E2 como en E*.

Definicion 4.10 Una funcion g : T — E* se dird (Bochner) integrable si es (A, B(E*))-
medible y

/T ov(9(t))du(t) < +oo

para alguna 0—vecindad V' C X . Denotaremos L'(T, A, pu; E*) al espacio de clases de equi-
valencia de las funciones (Bochner) integrables (respecto a la igualdad p—ctp).

Observemos que si g : T — E* es integrable entonces, por el lema [4.§| se tiene que para
cada x € E las funciones ¢, : T'— R dadas por ¢.(t) = (g(t), z) son medibles, y ademés

16:(6)] < Ao (g(t) Ve € T, / ov (9(8))dp(t) < +oo,
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para alguna —vecindad V y algin A\, > 0 tal que x € \,V/, por lo que por TCD se tiene que
¢, es integrable. Observemos ademés que, para todo x € V,

/T <g<t>,x>du<t>' < / 62 (0)ldp(t) < / Mooy (g(t))dp(t) < +oo,

por lo que si se define z* tal que «*(z) = [, (g(t), z)du(t) Vo € X, se tiene que z* € X*. Con
esto se puede definir la integral de una funciéon Bochner integrable.

Definicion 4.11 Sea g € L'(T, A, u; E*). Definimos la integral de g, denotada [, g(z)du(t),
como el elemento de X* dado por

< /T g(x)du(t),x> - /T (9(6). 2)du(e) Vo € X.

Para una multiaplicacion, usaremos las siguientes notaciones.

Definicion 4.12 Sea S : T = E* una multiaplicacion a valores no vacios. Denotaremos
entonces

Es={x € L)(T, A, 1i; E*) | 2(t) € S(t) ¥Vt € T p — ctp},
Ei={r e LNT, A, u; E*) | z(t) € S(t)Vt € T pu — ctp},

/T S()du(t) = { /T 2(®)du(t) | E;}

el conjunto de selecciones medibles, de selecciones integrables y la integral de S, respectiva-
mente.

t
t

Si bien en la notacién anterior Es y Eg deberian hacer referencia a las selecciones a valores
en el espacio F, ocuparemos esta notacion cualquiera sea el espacio de llegada, dado que este
espacio esta determinado completamente por la multiaplicacién S, de modo de tener una
notaciéon uniforme durante el resto del capitulo.

Finalmente usaremos la siguiente notacion.

Definicion 4.13 Para x € E, denotaremos F(x) como el conjunto de todos los subespacios
de dimension finita que contienen a x, es decir,

F(z) = {subespacios de dimension finita L C E, con x € L}.
Para terminar esta secciéon presentaremos, sin demostracion, el resultado obtenido por
Hantoute y Jourani en [7]. La razon por la que se vera este resultado sin demostracion

es porque no usaremos este resultado directamente, sino que solamente serd usado como
inspiracion para el desarrollo posterior.
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Teorema 4.14 Sea [ : T X £ — R un integrand convexo y propio tal que f(t,-) es sci
VteT, fes (A B(E),B(R))-medible y 3y € LT, A, u; E*) y B € LYT, A, 1; R) tales que

fi(u) > (y(t),u) + Bt)Vt € T pp— ctp y Yu € E.

Dada una funcion g € LN(T, A, u; (0, +00)), entonces para cada x € E tenemos que:

olp(z) = () o ( /T (02901 ft(x)+deomzf(x))du(t))-

e>0
LeF(x)

En la formula del teorema anterior, la clausura es con respecto a la topologia 7%". Ade-
més, las primeras dos propiedades que cumple el integrand f se pueden considerar como la
definiciéon de normal integrand en el caso Suslin, sin embargo en el resto de este capitulo no
necesitaremos esta definicion.

A partir de este teorema se desarrolld un resultado similar pero aplicado a dimensiones
finitas, lo cual se vera en la siguiente seccion.

4.2. Caso espacio constante de dimensién finita

En esta seccion estudiaremos las funciones integrales sobre espacios de funciones constantes
de dimension finita.
Sea (T, A, 1) un espacio de medida, donde u es una medida (estrictamente positiva) o—finita.
Sea ademéas X = R", y consideremos || - || alguna norma de R™ (puede ser cualquiera dado
que todas son equivalentes). Como X* = X = R", las definiciones y precisiones de la seccion
anterior se simplifican. Ademés, no ocuparemos la hipétesis de completitud del espacio de
medida, por lo que debemos verificar que todo esté bien definido.

Para h € LY(T, A, 1; R™), se tiene que h es escalarmente integrable, pues para cada x € R"
fijo, los funcionales ¢, : T'— R dados por ¢,(t) = (h(t), x) también son integrables, pues son
medibles al ser h medible y

02O < [[R@)]| - ||z} v¢ € T, /THh(t)Hdu(t) < oo,

Reciprocamente, tenemos que si h : T — R™ es escalarmente integrable (si h es medible
y tal que los funcionales ¢ — (h(t),z) son integrables para cada = € R™), entonces h €
LYT, A, u; R"), puesto que basta usar z = ¢;Vi € {1,...,n}, donde {e;}I, es la base canonica
de R".

Para h € L'(T, A, j; R"), denotaremos [, h(t)du(t) € R"™ al vector donde cada componente
es la integral de la componente de h respectiva, es decir

(/Th(t)du(t)>j=/Thj(t)du(t) Vje{l,...,n}.

Observemos que en este caso, para todo z € R", se tiene que

</T h(t)du(t),x> = /T<h(t),:c>du(t)_
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Sea S : T'= R™ una multiaplicacion a valores no vacios. Las notaciones dadas en la definicién
4.12] en este caso toman la siguiente forma:

Es ={y € L°(T, A, ;isR") | y(t) € S(t) ¥t € T pu — ctp},
Eg={y e LY(T, A, i;R") | y(t) € S(t) vt € T pu — ctp},

[ stauo = { [ voau v e 53}

Observemos que y € [, S( ,u( ) siy solo si 3z € LYT, A, ; R™) tal que z(t) € S(t) Vt €
T p—ctp, y ademés y = [, z(t)du(t).

Los espacios constantes no son descomponibles, sin embargo de todos modos se puede apli-
car la regla de intercambiabilidad sobre los conjuntos Eg y E& antes definidos. A continuacion
se presenta dicha aplicacion.

Proposicion 4.15 Sea S : T = R" wuna multiaplicacion medible a valores no wvacios y
cerrados. Entonces para cada x € LO(T, A, u; R™) se tiene que

[ osota®) = sw [ (0,200

z*€FEg JT

Mds aiin, si EL # 0, entonces también tenemos que

[ osta®) = s [ @0, a0)dute)

m*EE}q
DemosTRACION. Sea x € LO(T, A, u; R™). Observemos que, por una parte tenemos que

[ osota®) == [ inf s (@) = (@ a))dute)

v*eR”

en tanto por otra parte tenemos que

sw @@ ==t [ o 0) = @ 0.20)au0).
Si definimos g(t,v*) = igw)(v*) + (v*, —2(t)), tenemos que g es un normal integrand por ser
suma de una funcion indicadora y una funcién Carathéodory (ejemplo , ejemplo y
proposicion , y ademas I, # +oo en L°(T, A, i; R™) dado que, como S es medible y
a valores cerrados y no vacios, entonces Eg # () (teorema . Asi, como p es o—finita y
LT, A, u;R™) es descomponible, podemos aplicar la regla de intercambiabilidad (teorema
3.2)) v asi concluir la primera igualdad.

En el caso EY # ), como también se tiene que

sup / (@ (8), () dp(t) = — ot / (s (" (1)) — (& (£), 2(8)) )dpa(2),

z*€E} z*e LY (T,A,u;R™)

y en este caso I, Z oo en LY(T, A, u;R™) dado que E§ # (), también se puede aplicar el
teorema dado que L'(T, A, j1; R™) es descomponible y asi concluir la segunda igualdad. [
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Este resultado sera ttil pues servird para aplicar la regla de intercambiabilidad en el
caso que estudiaremos a continuacion. Seguiremos un procedimiento similar a lo hecho por
Hantoute y Jourani en [7], aunque en dicho trabajo los resultados fueron hechos en espacios
més generales, en cambio en lo que sigue nos reduciremos tnicamente a espacios de dimension
finita.

En las siguientes propiedades que se mostraran se puede asumir que p(7) = 1, lo cual
no quita generalidad por una renormalizacion, pues, dado que p es o—finita, existe ¢ €
LT, A, 11; (0, 4+00)), es decir, tal que ¥ (t) > 0Vt € T, con la cual podemos considerar la
medida finita i en A dada por

fa(A) = C’;l A¢(t)du(t) VA € A, donde Cy = /T¢(t)du(t).

Con esto tenemos que [i < p, con j—z = C;lw. Ademas, si f : T x R* — R es un normal
integrand convexo y propio, entonces, para recuperar el resultado general también conside-
raremos el integrand normalizado f dado por:

; f

f = Ci[)@a

donde tenemos que f sigue siendo un normal integrand convexo por el corolario m, puesto
que i es medible (lema . De este modo, primero se demostraran las propiedades para
el caso u(T) = 1, y despues se explicard por qué se mantiene su validez en el caso u general,
bajo esta renormalizacion.

Asumiremos que nuestro normal integrand f satisface la siguiente condiciéon de acotamiento
para cierta funcion v € LY (T, A, ui; R™) y 8 € LT, A, 1; R):

fi(uw) > (v(t),u) + B(t) VteTpu—ctp, Vu € R". (4.2)

Esta desigualdad garantiza que Iy > —oo.

Para un conjunto C' C R", definimos C+ = {z* € R" | (z*,y) = 0Vy € C}. Tenemos
entonces que, para cualquier x € C, se cumple que (C' — z)* C Ng(z).
Antes de presentar el resultado principal, necesitamos demostrar que la integral de una mul-
tiaplicacion relacionada al subdiferencial del integrand es no vacia, pues de lo contrario no
tiene sentido querer representar el subdiferencial de la funcién integral a través de integrales
de multiaplicaciones.

Proposiciéon 4.16 Sea f : T x R* — R un normal integrand convezo y propio que cumple
la desigualdad . Sea x € doml; tal que OIf(x) # 0. Entonces para cada € > 0 y
g € LNT, A, 1; (0, +00)) tenemos que:

[ #owsitaant) £9

[ @ ) + N, () ) 0.

donde £* es el operador adjunto del funcional lineal continuo £ : R™ — R"™ que da la proyec-
cion sobre el subespacio aff(domI; — x).
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DEMOSTRACION. Sea u(T') = 1. Fijemos ¢ > 0y g € LY (T, A, u1; (0, +00)).
Primero veamos que basta demostrar que el primer conjunto es no vacio, puesto que el
segundo conjunto lo contiene. Sea x* € R". Para cualquier y € dom I, tenemos que:

(2" —a"y —x) = (2", L(y — 7)) — (2", y —x) =0,

pues y — € aff (dom I; — ), de modo que £*z* — z* € (dom [; — x)*+ C Neom1, (7).
Con esto, si tenemos una funcion zf : T — R™ tal que z7(t) € O.gu) fi(x) YVt € T 1 — ctp, y
£rxr e LNT, A, 1; R™), entonces

Lral(t) = xl(t) + (£2L(t) — x2(t)) € Oegry f1(*) + Naom 1, (x) Vt € T' pu — ctp,

de donde se deduce que [ £*0.40) fe(x)dpu(t) € [1(Oeg(t)ft(#) + Naom 1, (x))du(t), de modo

que si el primer conjunto es no vacio, el segundo también. Procederemos entonces a construir

ut € [ £ 0cqy fr(w)dpu(t).
Sea Ty = {t € T'| f(t,x) < +00}. Consideremos la multiaplicacion A. : Tp — R™ dada por

Ac(t) = Ocg fi()-

Tenemos que A. es una multiaplicaciéon medible, a valores cerrados, convexos y no vacios
por la proposicion [2.20f Como dom Iy # (), por continuidad (proposiciéon aplicado sobre
aff (dom Iy — x)) sabemos que 3z € ri (dom ), > 0y a > 0 tales que:

Ii(zo+u) <rVueUnaff(domI; — ), (4.3)
donde U = Bgn (0, a). Definimos la multiaplicacion F': T, = R™ dada para cada t € T, por:

F(t)={u" € A.(t) | (u", 20 —x) > 0a_t)(x0 — ) — €}
=At)N{u € X* | (u",x —x0) <e—oawlxo—2)}.

Observemos que, como A. es medible, o4_¢y(z¢o — =) es medible (ejemplo y proposicion
, y {(u*,x — xp) es un normal integrand auténomo (ejemplo , entonces F' es medible
por la proposicién y la proposicion [I.45] ademas de ser a valores cerrados y no vacios. Asi,
podemos aplicar el teorema m (selecciones medibles) y obtener que 3z € L°(Tp, A; R™)
tal que zX(t) € F(t) C A(t) Vt € Tp, es decir:

(@f(t), 20 —x) > 0a. (o — ) — eVt € Tj.

)

Observemos que, por el teorema y como ¢(t) > 0, entonces:

fe(z + sy) — fi(z) +eg(t) fe(x +sy) — fi(x)

. !/ 7 ,
OA(t) (y) = (ft)sg(t) (z,y) = glg . > ;I>1£ . ,

por lo que, como f es convexa, y por la observacion [1.16| que dice que la funciéon dentro del
infimo es creciente, tenemos que:
felx + s(xo — x)) — filz)

(xX(t),xo — x) > inf Julw + 5@ = @) = Julw) _ e =lim — €.
s>0 S EAN) S
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Extendiendo z. mediblemente a todo T' (pues u(7 \ Tp) = 0), y manteniendo la notacion,
tenemos que x* € LO(T, A;R") y z}(t) € A.(t) Vt € T u—ctp. Asi, integrando, y aplicando
TCM, se tiene que

[ttt = ajaute) < — [ g HEEAE I Z A g 0

EAN) S
:_ngl\o ftm+3 O;ZE)) ft() /Jf(t)+5

De este modo, considerando x* € 0I¢(z) (que es no vacio por hipétesis), como I¢(x + s(xg —
x)) — If(z) > s{z*, x9p — x) Vs > 0, tenemos que

/T<$:(t)a$ — zo)dpu(t) < (x*,x — x) + €.

Entonces, como z:(t) € 0. fe(x) YVt € T 1 — ctp:
Ly(x) = Iy(xo) = €/T!J(t)dﬂ(t) = /T(ft(fc) — fi(zo) — eg(t))dp(t)
< [ 02— an)dutt

< (x*,x —xg) +¢,
de modo que la funcion medible (z*(-), z — x¢) esta en L'(T, A, i1; R).
Sea {b;}I, una base ortonormal de aff (dom I; — z), con k € N su dimension, y sea {b;}"",
una completacién ortonormal de dicha base a todo R™. Por la continuidad del funcional £
sobre aff (dom I; — z), existe r > 0 tal que el conjunto W = {x € R™ | > | |(z,b)| < rw}
cumple que £(W) = {z € aff(domI; — z) | S5, [(z,b)| < rw} C U Naff(domI; — z).
Dado que W es un conjunto no vacio, cerrado, simétrico y balanceado, entonces podemos

considerar la norma || - |y dada por |z|lw = = — Sup,ew (2, u) Vo € R™, con lo cual, al ver W
como multiaplicacién constante, tenemos que por la proposicion [£.15;

/ 2% () () = / sup (€222 (), updpu(t) = — sup / (& (1), w(t)) du().

ueW "W weEw

Observando ademéas que, para cualquier w € W y Vt € T u—ctp, se tiene que
(Lrai(t), w) — (2Z(t), x — o) = (zL(t), w0 + Lw — x) < fi(wo + Lw) — fi(x) +eg(t),

entonces, tenemos que:

sup [ (20, wO)dute) < swp [ oo + Lwl)dutt) - Iy(o)

+ /T<x:(t),x — xo)dpu(t) +€/Tg(t)dﬂ<t)'

Para el lado derecho de esta tultima desigualdad, ya sabemos que el segundo, tercer y cuarto
sumando son finitos, por lo que tenemos que verificar que el primero lo es también. Sea una
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funcion medible w(-) € Ey cualquiera. Definimos para cadai € {1,...,k}yt € T los vectores

vy = rwbi, Vi = —rwhi, vapr1 = 0 y las funciones «;(t) = $méx{(i}w(t),bi>,0},ak+i(t) =
# méax{(Lw(t), —b), 0}, agrs1(t) = 1 — 32 as(t). Entonces, los vectores vy, ..., Ugpyq estéan
en U N aff (dom Iy — z), las funciones ay, ..., a1 : T — [0, 1] son medibles y a valores

en [0,1], y ademés se cumple que Lw(t) = Z?ﬁlﬂ ai(t)v y Z?:klﬂ a;(t) = 1Vt € T p-ctp.
Entonces, por convexidad de f; y la desigualdad (4.3)),tenemos que:

2k+1

| e+ wtnaue < | (Z ai<t>ft<xo+vi>) ap(t) < (2k+ 1)

i=1
Juntando todo lo anterior y por equivalencia de normas, obtenemos que 3C' > 0 tal que:

[ < £ ((% U= 1yta) + [ )0 - a)duto) +< [ g(t)du(t)>

rw

< % ((Qk; + )r — I¢(z) + (2", z — x0) + 5/ g(t)du(t) + 8) < o0,

Tw
de modo que £z € LY(T, A, 1i;R™), y asi [, £*0cq0) fe(x)dp(t) # 0.
Para el caso u general, basta observar que

[ ot = [ £0, u fie)dntn) 0.

donde aplicamos el resultado anterior para la medida ji, el integrand f y la funcion C’d,% €
L}(T, A, [1;(0,400)) (observar que esta tltima funcion es integrable con respecto a ). [

Recordemos que para A C R", se tiene que cl (A) =(),(A + Brn(0,7)).

Con los resultados anteriores ya podemos dar la férmula del resultado principal de esta
seccion, la cual es una formula del estilo Hiriart-Urruty-Phelps para el subdiferencial de una
suma.

Teorema 4.17 Sea f : T x R* — R un normal integrand convezo y propio que cumple la
desigualdad . Dada una funcion g € LY(T, A, u; (0,400)), entonces la funcion I; : R" —
R U {400} estd bien definida, es conveza, y para cada x € R™ tenemos que:

015() = (e ([ @uto160) 4 N (2Dt

e>0

DEMOSTRACION. Claramente I estd bien definida por la proposicion es convexa, y ademas
Iy > —oo en virtud de la desigualdad (4.2)).

Sea u(T) = 1. Sea go = [, g(t)du(t) € (0,+00).
Si x ¢ dom Iy, la igualdad se tiene trivialmente, dado que:

@ = Ndom]f(l’) = 81]0(1')
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Consideraremos entonces = € dom I; de ahora en adelante (en particular, dom Iy # 0)).
Para facilitar la escritura, notaremos, para € > 0:

&:/@Mﬂm+mmﬂmw@,A:ﬂd@

T e>0

Probaremos que A C 0I¢(x). Sea z* € A. Sean y € dom I y € > 0 arbitrarios. Consideremos
la bola V' = Bgx(0,7y), con ry = m, de modo que
(v, y —z)| < eV e V.

Entonces tenemos que z* € A. 4+ V, es decir, z* = [, (hi(t) + ho(t))du(t) + v*, donde
hi(t) € Ocgry fe(x) y ha(t) € Naomr, (x) Vt € T pp — ctp,v* € V. Ast:

(ha(t),y —x) < fily) — fe(x) +eg(t) Vt € T pp — ctp,
(ha(t),y —x) <OVt €T p— ctp,
<U*,y—$> S g,

de manera que, sumando:

(hi(t) + ho(t),y — x) < fily) — fi(z) +eg(t) Vt € T p — ctp.

Entonces, integrando sobre 7', obtenemos:

[ 0+ hatt)y = ) < 5(0) - (@) + 2,
T
y, sumando la desigualdad sobre v*, se llega a que

(", y —x) < Ip(y) — I(x) + ego + €.

Como y € dom I y € > 0 eran arbitrarios, se concluye que z* € 01;(z).

Para probar la otra inclusion, como el caso 0I¢(x) = 0 es trivial debido a la inclusion recién
probada, consideraremos 0I;(x) # 0. Sea z* en el complemento de A. Probaremos entonces
que z* ¢ 01 f(x). Por definicién, para algtn ¢ > 0 se cumple que

2" & clA..

Como cl A, es un conjunto cerrado y convexo de R", y ademas es no vacio por la proposicion
entonces el teorema de separacion de Hahn-Banach produce los elementos u € R™\ {0}
y 0 € R tales que:

(" u) > B > (u,u) Yu* € A,

o0, equivalentemente
(%,u) > 5 = o4 (u).

Observemos que, como Nyom,(7) + Ac € A., entonces, considerando z* € A. fijo, tenemos
que, para cualquier u* € Nyom 1, (2):

* — * * o * < o *
<u 7u> <UH€_L;_Z/7 u> <Z >u> = 6 <Z ,'LL>,
€ >0
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lo cual, como Ngom,(7) es un cono convexo, implica que u € (Naom1;(7))° = Taomr, () =
cl (Ry(dom Iy — z)) (proposicion [1.26). Como dom Iy # (), existe ug € ri (R4 (dom I — z)), el
cual se puede expresar de la forma uy = v(yo — x) para ciertos v > 0, yo € dom I;. De este
modo, u+ A(up—u) € Ry(dom Iy —z) para cada A € (0, 1]. Observando que A, C 0.gy+:1¢(7)
(esto se deduce del desarrollo de la otra inclusion), obtenemos que, por el teorema m

0. (U0) < 0o,y 1) (Y (Yo — ) < YLy (yo) — I;(x) + €90 + &) < +00.

De este modo, para cualquier \ € [0, 1]:
a1+ Atto — ) < Aa, () + (1~ N, (u) < +oc.

En otras palabras, la funcion convexa sci A — o4 (u+A(ug—u)) es a valores finitos, por lo que
es continua en [0, 1] (proposicion [1.7)). De este modo, por continuidad existen 5y, Ay € (0, 1)
tales que:

oa.(u+ Mug —u)) <B4 B < (&%, u+ ANug —u)) YA € [0, \o).

Fijemos ahora A € (0, \g), y, dado que u+ A(up —u) € Ry(dom Iy — x), tomemos y € dom I
y n > 0 tales que u + A(ug —u) = n(y — x). De este modo, obtenemos que:

(& y—2) > 1 B+ fo) > oaly — 1)
_ sup / (2 (£),y — 2)du(t)

1
B0 gty 1t @)+ Natom 1 (@)

O'agg(t)ft(m)-'rNdom]f (l) (y - Q:)dlu/(t)

r*e
-/
= /T (Uagg@)ft(x + UNdomzf(x)> (y — x)du(t)
-/

)

[ gyl oy o) = ) et
s [ et o) = 1)
[y M sty =)= ey
iy [ s ) S H)

>y y —x) Vy" € 0ly(x),

donde la tercera linea viene de la proposicion (pues A. # (), la quinta se tiene pues
y € dom Iy (de modo que op, I’ (y—z) = 0), la sexta del teorema , en tanto la penultima
linea viene del TCM. Asi, se concluye que z* ¢ 0I¢(x), con lo que se tiene la otra inclusion,
terminando asf la demostracion del teorema. . )

Para el caso v general, si definimos I; como I(x) = [, f(t,z)(t), tenemos que Iy = I;y
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asf, para cualquier g € LY(T, A, ji; (0, +00)) tenemos que
0lf(x) = 8]}(:6)

= Vet ([ ) + N7 (0500

= ( /T (Occ1g0ypie fol@ )+Ndomzf(x))du(t>>,

por lo que el resultado se mantiene al considerar § = Cy< v € LT, A, [1; (0, +00)) para
cualquier g € LY(T, A, u; (0, +00)). O

Estos resultados dados en R™ pueden ser generalizados facilmente a cualquier espacio de
dimension finita, lo cual revisaremos ahora de manera rapida. Sea L un espacio vectorial de
dimension finita. Gracias a la existencia de un isomorfismo A € £(L,R™), se pueden convertir
los elementos de L en elementos en R", para asi aplicar los resultados conocidos en R", y
después volver a L, en tanto para los elementos de L*, tenemos que el operador adjunto de A,
A* € L(R", L*), es un isomorfismo entre L* y R™, con (A*)™! = (A7!)*. Esto permite hacer
uso de la proposicion [1.23] obteniendo asi el resultado que enunciaremos y demostraremos a
continuacion.

En lo que sigue, para espacios de dimension finita, consideraremos las mismas definiciones
dadas en R™, es decir, para el espacio L de dimensién finita tenemos que:

e Una multiaplicacion S : T' = L es medible si S7!(O) € A es medible para cada abierto
OCL.

e Un integrand f : T x L — R se dird normal si la multiaplicacién epi f : T = L x R
dada por epi f(t) = {(z,a) € L x R| f(t,x) < a} es medible y a valores cerrados.

e Para un normal integrand f : T'x L — R tenemos que la funcién integral I i L — R
dada por Iy(z fT f(t,z)du(t) esta bien definida bajo la tipica convencion de que
I¢(x) = 400 si fT [ J:)d,u( ) = +o0, puesto que la funcion ¢ — f(¢,x) es medible
para cada x € L.

e Nuevamente consideraremos la siguiente condicién de acotamiento del integrand f, para
cierta funcion v € LY (T, A, u; L*) y B € LY(T, A, 1; R):

fe(u) > (y(t),u) + f(t)Vt € T p—ctpy Vu € L. (4.4)

Corolario 4.18 Sea L un ev de dimension finita. Sea f : T x L — R un normal integrand
convexo y propio que cumple la desigualdad . Si una funcion g € LY(T, A, p1; (0, +00))
es dada, entonces la funcion Iy : L — RU{+o0} estd bien definida, es conveza, y para cada
xr € L tenemos que:

0l¢(x) = ﬂ cl (/T(ﬁgg(t)ft(as) + Ndomff(:v))d,u(t)> crL.

e>0

DEMOSTRACION. Claramente /; estd bien definida por lo mencionado antes del lema, es con-
vexa, y ademés Iy > —oo en virtud de la desigualdad (4.4]).
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Como el resultado es trivial para x ¢ dom Iy (pues ambos lados de la igualdad son vacios),
consideraremos = € dom /I, es decir, en particular consideraremos [y propia.

Sea Ty ={t €T |x€domf(t,-)} = (epi f) "1 (L x R) € A, el cual es tal que u(T \ Tp) = 0.
En lo que sigue trabajaremos en el espacio de medida (T, A, u).

Sea A € L(L,R") un isomorfismo, con n = dim L. Haciendo uso de la notaciéon de la pro-
posicion [1.23] tenemos que para cada t € Ty podemos definir (Af;)(y) = fi(A™ly) Vy € R",
de modo que también se puede definir Af : Ty x R” — R como integrand. Definiendo
E:R"xR — L xR por E(y,a) = (A 'y, a), se tiene que E es un isomorfismo entre R” x R

y L x R, y asi se tiene que el epigrafo de Af cumple que
epi Af(t) = B~ (epi f(t)) Vt € Ty, (epi Af)™(0) = epi f7(E(0)) VO C R" x R,

de modo que Af es un normal integrand convexo y propio, que ademas cumple la desigualdad
(4.2). Observemos también que podemos definir A, y se tiene que

(AIf)(y) = I;(A™"y) = ; fe(AT y)du(t) = Lag(y) Yy € R™.

Asi, aplicando la proposicion [1.23| para y = Az, tenemos que:
(A")7H(0I(x)) = O(AIF)(y).

Como Af : Ty x R* - R cumple las hipétesis del teorema m, podemos aplicar dicho
resultado para Aly = I45 : R — R y asi obtener que

o1)(0) = (et ([ @ (AB)0) + Namar,)l0)) € R
e>0 To

Para cada t € Ty, como x € dom f;, tenemos que D4y (Af)(y) = (A*) ' 0:gr) fr(x) por la

proposicion [1.23] en tanto para el cono normal, se tiene que, como dom Al = A~'dom I;:

Ndom az;(y) = Oia-1dom1, (y) = O(Aldomr,)(y) = (A*)_lNdomIf(x)v

donde en la ultima igualdad aplicamos la proposicion [1.23] nuevamente. Asi, juntando todo
lo anterior, obtenemos que

(A @1y (x) = (el ( [ 4000 0) + N, (x))du(t)> .

e>0

Como (A*)™! es un isomorfismo, es directo que cl ((A*)7*C) = (A*)~'cl (C) para cualquier
conjunto C' C L*, también es directo que (;c;(A*)(C) = (A*)"'(,e; Ci para cualquier
familia {C}}ier € L* con I conjunto de indices arbitrario, y como u(7"\ 7Tp) = 0, la integral se
puede convertir a una en todo 7" mediante la igualdad pu—ctp. Asi, para concluir el resultado
solo falta demostrar que (A*)~! se puede sacar de la integral, pues dado que es un isomorfismo
implicarfa la igualdad buscada.

Sea C1 = [ (A7) (Degf (1) + Naom 1, (@))Ap(t) ¥ Cs = [ (gt f(£,3) + Naom 1, (@))dn(t).
Queremos probar que C; = (A*)~1C,. Tenemos que x* € C si y solo si existe w : T — L*
tal que w(t) € Ozg(s) f(t, ) + Naom1,(x) ¥t € T p—ctp, (A*)'w € L'(T, A, 1;R™) (y por ende
we LNT, A, u; L*)), y ademés

(2", y) = / (A w(t), y)dpu(t) = / (w(t), A~ y)du(t) Vy € R".
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Haciendo el cambio de variable z = A~1y, obtenemos que lo anterior es equivalente a

(A*2* 2) = /T (w(t), 2)du(t) ¥z € L.

En resumen, tenemos que z* € ) <= A'z* € (5, lo que a su vez es equivalente a
z* € (A*)~1(Cy, concluyendo asi lo buscado. O

Lo que sigue es generalizar este resultado a espacios de dimension infinita, para llegar a
un resultado similar al del teorema 4141

4.3. Teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles
Sea (T, A, 1) un espacio de medida, y sea X un espacio de Banach.

Recordemos que, dados dos conjuntos A y B, para una funciéon h : A — B y un conjunto
K C A, se define la restriccion de h a K como la aplicacion h|x : K — B tal que h|g(z) =
h(z) Vo € K. Del mismo modo, para K C X sev y un integrand f : T x X — R, definimos
la restriccion del integrand f a K como el integrand f|x : T x K — R tal que (f|x) =
(f)lgVteT.

Sea z € X ysea f: T x X — R un integrand convexo y propio tal que I+ esta bien
definida en X. Observemos que, si un subespacio de dimension finita L C X es tal que f|.
es un normal integrand que cumple la desigualdad , entonces para cualquier funcién
g€ LYT, A, 11;(0,+00)) tenemos que, como I¢|, = Iy, , por el corolario [4.18¢

o1l (x) = ( [ @) + Ndomff|L<x>>du<t>) cr (4.5)

e>0

Por lo tanto, como se tiene que para cualquier z* € dI;(x) se cumple que z*|, € 01| (z),
entonces se puede hacer uso de la formula (4.5)). El problema a resolver entonces es buscar la
forma de traspasar propiedades de x*|1, el cual estd en L*, a x*, el cual esta en X*.

Analicemos cuéles propiedades necesitamos extender. Notemos que para cualquier y* €
0I¢|L(z) se tiene que, para cualquier ¢ > 0 y U C L* vecindad abierta del origen, existen
las aplicaciones escalarmente integrables h.,n. : T — L* tales que he(t) € Ozt (ft)|(x),
ne(t) € Naom1,|, (¥)Vt € T pp—ctp, y ademds existe u* € U que, en conjunto con las funciones
antes mencionadas, cumplen que

Wy = /T (he(t) + ne(t), y)dp(t) + (u*,y) Vy € L.

De este modo, si queremos mantener la expresion integral de y* al extenderlo a todo X, es
necesario extender las funciones h, y n.. Estas extensiones tienen que mantener dos propie-
dades: primero, que la extension de h. siga perteneciendo al e— subdiferencial y la extension
de n. siga perteneciendo al cono normal, y segundo, que la extension de h. + n. siga siendo
escalarmente integrable.
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Para ver el primer punto, es decir, que existe una extension que sigue cumpliendo la
desigualdad que define a un e—subdiferencial en todo X en vez de solo L, presentamos el
siguiente resultado.

Proposiciéon 4.19 Sea X un espacio de Banach. Sea L C X un sevye > 0. Seah: X — R
una funcion convexa, propia, sci y tal que estd acotada por un funcional lineal afin, es decir,
existen vy € X*, 5 € R tales que h(z) > (,2)+8Vz € X. Consideremos x € domh y x* € L*
tales que (x*,y —x) < h(y) — h(z) +eVy € L. Entonces x* tiene una extension a todo X que
mantiene esta ultima propiedad, es decir, existe T* € X* tal que T*|;, = z* y T* € O.h(x).

DemosTrACION. Consideremos la aplicacion A.(z,-) : X — R dada en el teorema . Como
h es convexa, propia y sci, tenemos que h.(z,-) es una aplicacion sublineal y positivamente
homogénea, y por estar acotado por un funcional lineal afin tenemos que h.(z,-) > —oo. Asi,
por el teorema [1.21] la desigualdad que cumple z* es equivalente a

(x*,z) < hl(x,z)Vz € L.

De este modo, podemos aplicar el teorema de extension de Hahn-Banach analitico, para asi
obtener que existe Z* € X* tal que Z*|;, = 2* y ademas

(", 2) < hl(z,2)Vz € X,

lo cual es equivalente a 7* € 0.h(x) por el teorema concluyendo asi la demostracion. [

Si bien la forma usual del teorema de extension de Hahn-Banach analitico pide que la fun-
cion sublineal y positivamente homogénea sea a valores en R, no hay problemas en ajustarlo
para que dicha aplicacién pueda tomar el valor +o00. Lo problematico seria que dicha funcion
tomara el valor —oo, por lo que, para evitar este caso resulta necesario pedir la condicién de
acotamiento para la funciéon h en la proposicion anterior.

Sobre el segundo punto, es decir, que la extensién de una funcién escalarmente medible
en L* sea escalarmente medible en X*, tenemos un problema, el cual consiste en saber
cual topologia considerar en X* para la medibilidad, puesto que sus borelianos cambiaran.
Ademas, se puede apreciar que, para que la extension siga siendo escalarmente integrable,
basta que sea medible y que mantenga la norma. Esto tltimo, es decir, mantener la norma,
se tiene en un resultado conocido, el teorema de extensiones de Hahn-Banach, pero este
resultado solo es conocido sobre funcionales lineales, no sobre funciones medibles.

Ante lo anterior, presentamos el siguiente resultado que resuelve estos problemas recién

descritos, y que por su naturaleza podemos denominar como el teorema de extensiones de
Hahn-Banach medibles.

Teorema 4.20 (Teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles). Sea X un espacio de
Banach separable, y sea (T, A) un espacio medible, el cual es completo para alguna medida
o—finita en A. Consideremos X*, el dual de X, como espacio topoldgico con respecto a
la topologia 7. Sea h : T — L* una funcion (A,B(L*))-medible. Entonces, existe una
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extension de Hahn-Banach de h a todo X* que es (A, B(X*,7"))-medible, es decir, existe
h:T — X* tal que h~'(0) € A para cada w*—abierto de X*, y ademds (h(t))|L = h(t) y
|h(t)|| x> = ||h(t)]| - YVt € T.

DeEmosTRACION. Consideremos la multiaplicacion G : T = X™* dada por
x= = [[h(@)]|z-}-

Claramente G(t) # 0Vt € T por el teorema de Hahn-Banach. La idea es demostrar que esta
multiaplicacién tiene una seleccién medible para concluir.

Observemos que G es a valores convexos: sean 7,25 € G(t) y A € [0,1], y sea y* = Aaf+(1—
A)zs, entonces tenemos que (y*,y) = Azt y)+(1—=X)(z5,y) = (h(t),y)Vy € L, y esto implica
que [|ly*|lx- > [|A(t)]|z-. Por otra parte, |ly*[lx- < Alai|lx« + (1 = Nlz3][x+ = [[2(t)[[+, 1o
cual implica finalmente que y* € G(t). Claramente G es a valores || - || x«-cerrados, entonces,
como G es a valores convexos, se tiene que G es a valores w*—cerrados.

Veamos ahora que graph G € A ® B(X*, 7). Consideremos el conjunto R* C X* dado por

G(t) = {z" e X7 [ {27,y) = (h(t),y) Vy € L, ||z7|

R*={2"e X*| sup (2",2)= sup (z",2)}.
2€Bx (0,1) 2€B(0,1)

Consideremos también la aplicacion P : T x X* — T x L* dada por
P(t,z*) = (t,2"|1).
Tenemos entonces que
graph G = {(t,z") € T x X* | x*|p = h(t), ||x*||zx = ||h(t)|| 1}

={(t,x") e T x X*| (t,2"|,) € graph h, 2" € R"}
= P Y(graph h) N (T x R*).

Como h es medible y L* es de dimensi6n finita, por el lema [4.31] (ver seccién de anexos [4.6)
tenemos que graph h € A ® B(L*). Veamos que R* es un conjunto w*—cerrado. Sea una
red (x})xea € R* tal que 25 — 2* € X* en la topologfa 7. Tenemos entonces que, como
xy € R™:

X+ = Sup (xj,x) = <$§7$A>7
IGBL(O,I)

[

donde x) € Br(0,1) es el elemento donde se alcanza el supremo dado que L es de dimension
finita. Asi, tenemos que (z))rea € Br(0,1), y este conjunto es || - ||[—compacto pues L es de
dimension finita, por lo que existe una subred (z), )ee= tal que xy, — 2z € B (0, 1) en norma.
Por lo anterior, tenemos que (:L‘;g, Ty) — (¥, z), de modo que

Ja*lx- < minf a3 lx- < lin a3, lx- = L, o) = (@7, 2) < sup (a2

z€BL(0,1)

Como la otra desigualdad es trivial, se tiene que z* € R*.
Veamos que P es (A ® B(X*, 7)), A ® B(L*))-medible. Consideremos entonces A € Ay
I C L* cerrado, con lo que se puede ver que

P Y AxF)={(t,2") e T x X*|te A z"
= A x I N(F),

L*GF}
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donde I} (F) = {z* € X* | 2*|;, € F}. Veamos que este conjunto es w*—cerrado. Sea una
red (z})xea C HEJ(F) tal que 25 — * € X* en la topologia 7. Entonces para cada A € A,
existe yy € I tal que

(x},x) = (yx,z) Vx € L. (4.6)

Como existe M > 0 tal que ||y5||z- < ||z3]|x+ < M VA € A (pues las redes w*—convergentes
son acotadas), tenemos que (y})aea es una red acotada en el conjunto cerrado F' del espacio
de dimension finita L*, por lo que existe una subred convergente (en las topologias de la
norma y 7 al ser de dimension finita) a algtin y* € F, con lo cual, tomando limite a la
subred en la ecuacion , obtenemos que

(", x) = (y*,z) Vo € L,

por lo cual 1T, (F) es w*—cerrado en X*. Asi, se tiene que P~1(Ax F) € A®B(X*,7%"), por lo
que P es (A®@B(X*,7"), A®B(L*))-medible. Con todo lo anterior graph G' € AQB(X*, 7%"),
por lo que se puede aplicar el teorema [£.7] dado que X* es un espacio de Suslin respecto a
la topologia 7% (lema , de modo que se obtiene una funcion b : T — X* que es
(A, B(X*,7%"))-medible, y tal que h(t) € G(t), con lo cual se cumple lo buscado. O

4.4. Caso espacio constante general

Con el resultado final de la seccién anterior ya podemos presentar uno de los resultados
principales de este capitulo. En esta seccion usaremos muchas definiciones de la seccion [4.1]

en particular usaremos las definiciones [4.10] . 11], 4.12] y [£.13]

Teorema 4.21 Sea X un espacio de Banach separable, y (T, A) un espacio medible. Sea
p una medida o—finita en A tal que el espacio (T, A, ) es completo. Consideremos X*, el
dual de X, como espacio topoldgico con respecto a la topologia 7. Sea f : T x X — R un
integrand convexo, propio y sci que cumple la siguiente condicion de acotamiento, para cierta

funcion v € LYT, A, u; X*) y B € LYT, A, u; R):
Fow) > {1(8),w) + BV € T i — ctp y Yu € X. (@)

Supongamos ademds que f es tal que f|p : T x L — R es un normal integrand para cada
subespacio de dimension finita L C X. Supongamos que Iy : X — R U {400} estd bien
definida. Dada una funcion g € LY(T, A, u; (0,4+00)), entonces para cada * € X tenemos
que:

o1 (x) = () il ( / @g(t)ft(x)+Nmom1f<x>>du<t>),

donde las selecciones de la integral son (A, B(X*,7%"))—medibles, en tanto la clausura es con
respecto a la norma de X*.

DEMOSTRACION. Sea (1) = 1. Si x ¢ dom Iy, la igualdad se tiene trivialmente, dado que:
Q) = NLﬁdomIf<x) = 8If(x) VL c .F(l’)
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Consideraremos entonces = € dom I; de ahora en adelante (por lo que dom I # 0)).

Para probar la primera inclusion, haremos un procedimiento similar al del teorema Sea
z* en el lado derecho de la igualdad. Sea y € dom I y € > 0 arbitrarios. Escojamos L € F(z)
tal que y € L, y una bola V' C X* tal que:

|[(v* y —x)| < eVo* e V.

Entonces tenemos que z* € fT(agg(t)ft(w) + Niadomr, ())du(t) +V, de modo que z* =
J(ha(t) + ha(t))du(t) + v*, donde hi(t) € D-gwy fi(x) ¥ ha(t) € Nipdomr, () ¥Vt € T p—ctp,
v* € V. Asi, como z,y € LNdomI; y v* € V:

(hi(t),y —x) < fily) — fe(x) +eg(t), (ha(t),y —x) SOVE €T pp—ctp, (v*,y —z) < ¢,

de modo que:

(ha(t) + ha(t),y — z) < fily) — filz) +eg(t) VE € T p — ctp, (v*,y —z) <e.

Entonces, integrando sobre 7', obtenemos:

/T (ha(t) + ha(t), g — 2)dpu(t) < Iy(y) — Ip() + 2o, (0" y — 2) < e
= (" y —x) < I;(y) — I;(x) +€go + &,

donde go = [, g(t)du(t). Por lo tanto, como y € dom I; y € > 0 eran arbitrarios, se concluye
que z* € 01s(x).

Para la otra inclusion, consideremos z* € 0I¢(x). Sea L € F(x) arbitrario. Observemos que
entonces tenemos que f|; es un normal integrand convexo y propio que cumple la desigualdad
y ¥ € O(I¢|r)(x). Llamando y* = x*|; € L*, y observando que I¢|; = If|,, podemos
aplicar el corolario y asi obtener que

v e ([ @106 + Nawns, Dttt

donde la clausura es en L*.
Como tenemos que dom Iy, = L N dom I, entonces lo anterior puede ser reescrito como

Ve ﬂ (/T’(aeg(t)f’L(t’ ) + Nindom 1, (€))dp(t) + Br+ (0, 7“)) .

e>0
r>0

Sean € > 0 y r > 0 arbitrarios. Entonces existen y* : T — L*, nZ : T — L* y v € L* tales
que Y2 (t) € gy fl(t, ) ¥y ni(t) € Nprdaomr, (v) VE € T —ctp, (yi +nk) € LT, A, pi; L*) y
v € Br+«(0,7), de modo que

(", y) = /T(<y§(t)7y> + (n2(t),y)) dp(t) + (v,y) Vy € L.

Gracias a nuestras hipotesis, se puede aplicar el teorema a la funcion (A, B(L*))-medible
y*+n:: T — L*, de modo que existe una extension (A, B(X*,7%"))-medible 27 : T — X* tal
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que 2Z[p = yi+nly ||z lxe = lyi+nille- € LNT, A, p;R), de modo que 22 € LY(T, A, j1; X*).
Observemos que y2(t) € Qg f|L(t, x)Vt € Tpu—ctp <= (Y2(t),y) < fi(y)—fi(x)+eg(t)Vy €
L.Vt € Ty, para Ty € A tal que u(T \ Tp) = 0. Asi, para cada t € Ty podemos aplicar el
teorema m para y*(t) € L*, pues f; es convexa, propia y sci, obteniendo entonces una
extension Ji(t) € X* tal que g (t) € O.gu) f(t, ) y J2(t)|L = yi(t).

Observemos entonces que

2I(t) = g2 (t) + 22 (t) — §Z(t) € Ocgy f(t, ) + Niadom 1, (x) Vt € T pu — ctp,
puesto que para cada t € Ty y cualquier y € L Ndom I tenemos que y —x € L y asi

(2() = 92(t),y — ) = (Wz(t) + ne(t) —y2(t),y — ) > 0.

Considerando v € X* la extension de Hahn-Banach de v tal que ||0]|x+ = ||v||z+, podemos

definir la extension y* € X* de y* mediante

(@) = / (2(t), w)dpu(t) + (5,9) Yy € X,

de modo que §*|, = y* y 7 € [} (Oeqry [e(x) + Nrrdomr, (@) dpu(t) + Bx+(0,7).

Volviendo a x*, tenemos que z* — §* € L+, por lo que tenemos que, como u(T) = 1y
L+ + Nindom1; € Nindomi,:

= g* 4+ — g* c / (aag(t)ft(x) —+ NLﬂdomIf(x)) du(t) + BX*(O,T’).
T

Como ¢ > 0 y r > 0 eran arbitrarios, lo anterior implica que

€ (Y ([ (o fi0) + Vi, () 9

e>0

y como L € F(x) era arbitrario, se concluye finalmente la otra implicancia, es decir,

v () A ([ @) + Neraoms, () i)

e>0
LeF(x)

Para pasar al resultado para una medida p o—finita general, basta hacer el mismo procedi-
miento hecho al final de la demostraciéon del teorema 171 O

En la formula del subdiferencial recién probada, la clausura sobre la norma puede ser cam-
biada sin problema por la clausura sobre la topologia 7%, dado que una base de vecindades
del origen de esta ultima topologia se puede describir como {Ll + Bx+(0,7) } (r.1)€(0,4-00) x F(0)
por lo que el cono normal Nzagom 1, () absorbe el término Lt

Si bien las hipodtesis sobre el integrand f en el teorema pueden parecer extranas, la
razén de esto es para poder aplicar este resultado al espacio de las funciones continuas, como
se vera en la siguiente seccion.
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4.5. Caso espacio de funciones continuas

Sea (T, 7) un espacio o—IcH tal que existe una sucesion de conjuntos compactos (K, ),en
tales que T' = UyeN K, y para cada v € N se tiene que K, es metrizable y K, C int K.
Sea C' = Cy(T;R"™) el espacio de las funciones continuas que se desvanecen en el infinito
y M = (M(T,B(T)))" el espacio de medidas de Radon con signo de variacion acotada (ver
seccion[1.3)). Se tiene entonces que T es normal por el corolario[1.33] por lo que podemos hacer
uso del lema de Urysohn y de particiones de la unidad, y ademas C' es un espacio separable
por el lema m (ver seccion de anexos , por lo que se cumple una de las hipotesis de los
resultados de la seccion anterior. Sin embargo, como el dual de C' se puede identificar con M,
esto nos lleva a considerar C' como un espacio medible sobre B(T'), y asi trabajar con una
medida en esta o—algebra. Esto produce problemas, pues esta configuracion suele no ser un
espacio de medida completo: si consideramos, por ejemplo, 7" = R y la medida de Lebesgue,
tenemos que es necesario completar los borelianos a los conjuntos Lebesgue-medibles para
que el espacio de medida sea completo. Asi, para conservar lo desarrollado en la seccién
y poder comparar los resultados, consideraremos la completacion del espacio de medida de
los borelianos, y los diferenciaremos en la notacion.

Sea p una medida (estrictamente positiva) o—finita sobre B(T), y sea (T, A, 1) la com-
pletacion del espacio de medida (T, B(T), i1). Tendremos entonces que los resultados sobre
C* (que puede ser identificado con M) dependeran de si queremos trabajar con selecciones
integrables o con la estructura de M, puesto que en el caso de las selecciones integrables se
tendra que trabajar sobre el espacio de medida (7', A, i) para hacer uso del teorema , en
tanto cuando se quiera trabajar con los elementos de M como medidas de Radon, entonces
se usaré el espacio medible (T, 5(T)), dado que las medidas de Radon y sus propiedades se
dan sobre este espacio.

Consideremos, para cada t € T, los funcionales lineales continuos ev; : C' — R" dados
por evi(u) = u(t) Yu € C. Observemos que, si v € R", entonces la aplicacion v € C' —
(vyevi(u)) = (v,u(t)) € R estd en C* para cada t € T. Asi, para una multiaplicacion
A : T = R™, denotaremos la multiaplicacion t — A(t)ev; C C*, a la multiaplicacion dada
para cada t € T" por

A(t)ev, = {0 € C* | Ju; € A(t) tal que (0, u) = (vi, u(t)) Yu € C}.

La idea es aplicar el teorema principal de la seccidon anterior al caso estudiado en la seccion
. Un gran problema que surge entonces es que, en dicho caso, el integrand f : T x R* — R
estd definido sobre R", en tanto la funciéon integral Iy : C' — R esta definida sobre C, y
en el teorema [£.21] recién visto se tiene que el integrand y su funcion integral deben estar
definidos sobre el mismo espacio. Ante esto, una posible solucién es considerar el integrand
f:TxC — Rdado por f(t,u) = f(t,u(t)) = froevy(u)V(t,u) € T x C, sin embargo es dificil
verificar que este funcional es un normal integrand sobre C' (es decir, que sea (ARB(C), B(R))-
medible). Para evitar el problema de verificar esto es que en el teorema no se considero
la hipotesis de que el integrand fuera normal, sino que cumpliera ciertas propiedades, pues
estas propiedades seran més faciles de verificar para f , como se vera en la demostracion del
resultado a continuacion.
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Teorema 4.22 Sea f : T x R* — R un normal integrand convexo y propio que cumple
la siguiente condicion de acotamiento, para cierta funcion v € LYT,B(T),;;R") y 8 €
LY(T,B(T), ; R):

fi(u) > (v(t),u) + B(t)Vt € T p— ctp y Yu € R™. (4.8)

Entonces la funcion Iy : C'— RU {400} estd bien definida, es convexa, y se tiene que, dada
una funcion g € LN(T, A, j1; (0, +00)), para cualquier x € C se cumple la siguiente férmula

o1 = () all ( / <aeg(t)f(t,w(t>>evt+deom1f<x>>dﬂ<t)),

e>0
LeF(x)
donde la multiaplicacion dentro de la integral estd dada por aplicaciones (A, B(M,7""))-
medibles, y la clausura es con respecto a la norma de M.

DeMOSTRACION. Sidom I; = (), entonces Iy = +o00, por lo que I esta bien definida, es convexa
y se cumple la igualdad pues ambos lados son vacios. Si dom I # (), por el teorema (que
se puede aplicar dado que la desigualdad garantiza que dom I+ # ()) se tiene que Iy esta
bien definida, es convexa y es propia.

En lo que sigue consideraremos x € dom /¢, pues de lo contrario ambos lados de la igualdad
son vacios. Consideremos f : T x C' — R dado por f(t,u) = f(t,u(t)) = fioevi(u)Vt € T,u €
C. Como la aplicacién ev, es lineal continua, tenemos que f es un integrand convexo y sci,
y como [ es un integrand propio, entonces f también es propio (basta considerar, para cada
t €T ywv € dom f, la funcion vy € C.(T;R™), donde ¢ € C.(T;R) esta dada por ¢ =1 si
T es compacto, en tanto si 7" no lo es entonces ¢ es la funciéon continua que entrega el lema
de Urysohn entre {t} y T'\ U para U # T una vecindad abierta precompacta de ¢, tal que
o(t) = 1). Ademas, f cumple la desigualdad , dado que basta definir 4 € L*(T, A, fi; C*)
tal que A(t) = (v(t),evy()\Vt € Ty B = 8 € L\(T, A, i; R), y por se obtiene dicha
desigualdad. Veamos que es un normal integrand para todos los subespacios de dimension
finita. Sea L C C' un subespacio de dimensién finita, con d = dim L. Consideremos una base
{¢:}L, de L, es decir, para cualquier u € L existe {\}&, C R tal que u = Z?:l Ny, y
sea A € L(L,RY) el isomorfismo asociado a esta base, es decir, (A(u)); = A Vi € {1,...,d}.
Consideremos también E € L£(L x R,R? x R) el isomorfismo dado por E(u,a) = (A(u), ).
Definamos el integrand h : T x R? — R dado por h(t, \) = f(t, 330, \i¢s(t)). Entonces, para

f |, el epigrafo cumple que, para todo t € T,
epi flu(t) = {(u,) € L x R| f(t,u(t)) < a}
={(u,a) € L xR|h(t,A(u)) < o}
={(u,a) € L x R| E(u,a) € epih(t)}
= E~}(epih(t)),

en tanto para cada O C L x R se tiene que
(epi flz)H(O) = {t € T'| I(u,
={teT|Iu,a

={teT |3\«

= (epih) "' (E(O)).

) € O tal que f(t,u(t)) < a}

) € O tal que h(t,\) < a,\ = A(u)}
) € E(O) tal que (A, «) € epihy}

)
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Como la aplicacion (t,\) € T x RY — 2;1:1 Aig(t) € R™ es un integrand de Carathéodory,
tenemos por la proposiciéon que h es un normal integrand, por lo que, como ademas E
es un isomorfismo, se tiene que f |1 es un normal integrand.

Asi, se cumplen las hipotesis del teorema m para el espacio de medida (T, A, [1), por lo que
tenemos que

8If(x) = m cl I (L(asg(t)f(t>$) + NLﬁdomIf(:Jc))d,a(t)) 5

e>0
LeF(x)
donde la multiaplicacion dentro de la integral estd dada por aplicaciones (A, B(M,7%"))-
medibles.
Como I; = Iy, se puede reemplazar 8If(x) por 01;(z) y NLmdomI (z) POT Nndom 14 (z)> POT 10

que para concluir solo falta verificar que 0.4 f (t, ) esigual a O.qq) f(t, 2(t))ev,Vt € T p—ctp.
Consideremos Ty = {t € T'| %( z 2(t)) < 400}, y sea t € Ty Por una parte, como f; = f,oev,,
1.22]

entonces, por la proposicion [1.22} tenemos que ev; 00-q¢) fi(evi(2)) € Ozg(t) ft( ), y observando
que para cada v € O-g¢) fi(2(t)) vy u € C se cumple que

(evi ov)(u) = (v, evi(u)) = (v, u(t)),

entonces tenemos que evy o Oy fi(evi(2)) = Ocqr) fe(x(t))evy, con lo que tenemos una inclu-
sion. Para la otra inclusion, sea 6 € 0.4 f(t,2) C C*. Se cumple entonces que

f(t0(t) = f(t,x(t) = (0,0 —x) —eg(t) Vo € C. (4.9)

De ahora en adelante, consideremos 6 como un elemento de M (una medida de Radon con
signo finita). Sea v € dom f; C R™ fijo. Para a € R", podemos considerar la funciéon ¢, :

T — R™ dada por
v—x(t sis=t,
ms):{ o
o si s #t.

Se tiene que se puede aplicar la desigualdad para ¢, = @, + x, a pesar de no estar
en C. En efecto, claramente se tiene que ¢,(t) = v, que ¢, € LY(T,B(T);R") y que es
acotada, por lo que, considerando que || es una medida de Radon no negativa y finita, por
la proposicion [£.32] (ver seccién de anexos [4.6), para cada i € {1,...,n} existe una sucesién
(65,)ven € Co(T5R) tal que ¢L(t) = v; Vv € Ny (|0],8,) — [.(0a + 2)i(s)d|0](s). Entonces,
definiendo ¢, como (¢,); = ¢, Vi € {1,...,n}, tenemos que ¢, € C Vv € N, y ademés
(0,0, —x) = [ ¢a(s)db(s), dado que

0.6, — )~ [ pal0006) = |3 [0~ (eh)(o)- (00 ) Aos)

<> (<|9|,¢L> - [ +x>i<s>d|e|<s>) '

i=1

pues ||d|0|( $)||oo < 1Vs € T |6] — ctp. Asi, tomando limite en v, se concluye que:

f(tav) —f(t,l’(t)) > <9,¢V—CL’> —6g(t)VV EN= f(tav) —f(t,.l’(t)) > / Spa(‘s)de(‘s) _5g(t)7

T
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es decir,
f(tv) = f@tx(t) 2 (0({t}), v — (t)) + (O(T\ {t}), a) — eg(?).

Como esta desigualdad es vélida para cualquier o € R, entonces 0(T" \ {t}) = 0, pues de lo
contrario esto implicaria que f(¢,v) = 400, y como v € dom f; esto es una contradiccion. De
esta manera, se tiene entonces que

[t 0) = f(t,2(t) = (0({t}),v — (1)) — eg(t),

lo cual, como v € dom f; era arbitrario, implica que 8({t}) € 0.4 f(t,z(t)). Por lo tanto

0(6) = / 6(5)d0(s) = (0({t}), 6(t)) Vo € C,

lo cual, como 0({t}) € Oy f(t,2(t)), implica que 0 € Oy f(t,2(t))ev,. Como t € Ty era

arbitrario y pu(7"\ Ty) = 0, se tiene que Oy f(t, 7) = Ocqr) f(t, (t))ev, ¥Vt € T' p—ctp, con lo
cual se concluye el resultado buscado dada la definicién de integral de multiaplicaciones. [

Con esto concluye este capitulo, dado que la discusion sobre las hipétesis, resultados
obtenidos y técnicas que se usaron en esta seccion, ademas de la comparaciéon con el otro
método, se hara en el capitulo [f]

4.6. Resultados anexos

En esta seccion presentamos algunos resultados que fueron usados en este método, cu-
ya demostracion no es trivial, por lo que, para no interrumpir el desarrollo, se enuncian y
demuestran aca.

Para la demostracion del siguiente lema necesitaremos los siguientes resultados. Primero,
el teorema 3.28 de [2)].

Proposicion 4.23 Sea X un espacio de Banach separable, y sea X* su dual. Entonces, se
tiene que Bx-(0,1) es metrizable para la topologia 7" .
Ademés, necesitaremos las siguientes propiedades de los espacios de Suslin, que pueden

ser encontrados en las proposiciones 7 y 8 de la seccion 6 del capitulo IX de [IJ.

Proposicion 4.24 FEl producto de una familia numerable de espacios de Suslin, con la topo-
logia producto, es también un espacio de Suslin.

Proposicion 4.25 Sea X un espacio topoldgico Hausdorff y (Ag)ken € X una sucesion
de subespacios topologicos Suslin de X. Entonces la union y la interseccion de los Ay son
espacios de Suslin.

De este modo podemos presentar y demostrar el siguiente lema.
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Lema 4.26 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces (X*,7%") es un espacio de
Suslin.

DEMOSTRACION. Tenemos que

X* = Bx-(0,n).

neN

Con respecto a la topologia 7%, sabemos que Bx-(0,1) es un conjunto compacto y, por la
proposicion [4.23] también es metrizable, por lo que se deduce que es completo y separable, y
asi es un espacio polaco. Por lo tanto, para cada n € N, Bx«(0,n) es un espacio polaco, pues
es homeomorfa a By«(0,1), asi que en particular es Suslin. Asf, como (X*,7%") es Hausdorff,
por el lema se concluye que (X*,7%") es también Suslin. O

Adicionalmente se puede presentar y demostrar este otro lema, el cual puede ser encontrado
en el lema 3 de [20].

Lema 4.27 Sea E un espacio de Suslin. Sea (fi)icr una familia de funciones continuas
fi: B — RVie I, la cual separa puntos de E, es decir, si x # vy, entonces existe i € I tal
que fi(x) # fi(y). Entonces, existe un conjunto numerable D C I tal que la familia (f;)icp
separa puntos de E.

DEMOSTRACION. Para un conjunto A, definamos Ay = {(z,z)|z € A} C A x A. Consideremos
para cadai € I la funcion fix f; : ExE — R%dada por (fix fi)(z,y) = (fi(z), fily))Vx,y € E.
Como la familia separa puntos, entonces tenemos que, bajo esta notacion:

(B X E)\Ap = U(fi x fi)H(R?*\ Ag).

Por la proposicion tenemos que E x E es Suslin, por lo que existe un espacio polaco P
y una funciéon continua k : P — E x E sobreyectiva. Para cada i € I, definamos

U= (fi x fi) H(R?\ Ag),

el cual claramente es un conjunto abierto, de modo que k~!(U;) también es abierto. De este
modo, como P es separable, existe un conjunto numerable D C [ tal que

U @) = Jr (W)
ieD il
Como k es sobreyectiva, esto implica que
U Ui - U Uia
ieD iel

con lo cual se obtiene que la familia (f;);cp separa puntos de E. ]

Probaremos ahora que el espacio Cy(T;R") es separable. Primero, tenemos el siguiente
resultado, que se puede encontrar en la seccion 12.3 de [18], bajo el nombre de teorema de
Riesz, y resulta como consecuencia del teorema de Stone-Weierstrass y el lema de Urysohn.
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Teorema 4.28 Sea T un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Entonces C(T;R) es sepa-
rable (con la norma uniforme) si y solo si T es metrizable.

Con lo anterior se puede demostrar el siguiente resultado de separabilidad de Cy(T; R™).

Lema 4.29 Sea T un espacio lcH tal que eziste una sucesion de conjuntos compactos (K, ),en
tales que T = \J, oy K y para cada v € N se tiene que K, es metrizable y K, C int K, ;1.
Entonces Cy(T;R™) es un espacio separable (con la norma uniforme).

DemMosSTRACION. Observando que Cy(7;R") = Cy(T; R)", entonces basta probar que Cy(T’; R)
es separable para concluir. Ademés, como C.(T;R) es denso en Cy(T;R) dado que T es IcH
(proposicion , entonces basta ver que C.(T;R) es separable para concluir. Observemos
que para todo conjunto compacto F' C T, existe v € N tal que F' C K, puesto que, como
F C |,y int K, entonces existe un conjunto finito I de N tal que F' C |J,, int K,,, de modo
que considerando v = méx I se cumple lo buscado. Veamos ahora que C.(T'; R) es separable.
Sea v € N. Como K,,; es compacto y metrizable, entonces C(K,.1;R) es separable por
el teorema Sea entonces D, un conjunto denso numerable de C'(K,;1;R). Como T es
o—IcH, sabemos por el corolario [I.33] que T" es normal, por lo que, por el lema de Urysohn,
existe ¢, : T' — [0, 1] continua tal que ¢,(t) = 1Vt € K,,, ¢, (t) = 0Vt € cl (T \ Ky41) ¥y
©,(t) € [0,1]Vt € T. Definimos entonces el conjunto de funciones D,,, donde ¢ € D, si y solo
si existe ¢ € D, tal que

o(t) = {mww(w i€ Ko, (4.10)

0 siteT\ K.
Se verifica que D, C C.(T;R) y es numerable. Definiendo asi D = J, .y D,, tenemos clara-
mente que D es numerable. Veamos entonces que D es denso en C.(T;R). Sea u € C.(T;R)
y € > 0. Entonces, como sopu es compacto, por lo antes probado existe v € N tal que
sopu C K, C K41, de modo que u|g,,, € C(K,41;R), por lo que existe ¢ € D, tal que
SUD,cr, ,, |u(t) — ¥(t)] < e. Entonces, para ¢ : T — R dado por la formula ({.10)), se tiene
que

€ site K,
[ut) =) < (IO ()] <& site K\ Ky,
0 siteT\ Ky,
lo que verifica la densidad de D sobre C.(T;R). O

Finalmente unos resultados de medibilidad usados durante este capitulo.

Lema 4.30 Sea (T,.A) un espacio medible y ¢ : T — R una funcion medible tal que ¥ (t) >

0Vt € T. Entonces i es medible.

—1
DEMOSTRACION. Basta probar que ( ) (—00,a) € A para todo a € R para concluir. Sea

<=
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P
C, = gb_l(%, +00) € A pues ¥ es medible, por lo tanto, i es medible. ]

-1
acRyC, = (l> (—o0,a). Sia <0 entonces C, = () € A, en tanto si a > 0, tenemos que

Lema 4.31 Sea (T,.A) un espacio medible y L un ev de dimension finita. Sea h : T — L
una funcion (A, B(L))-medible. Entonces graph h € A® B(L).

DEMOSTRACION. Primero veremos el caso L = R™. Observemos que, si definimos la funcién
F:T xR" — R™ dada por F(t,u) = u — h(t), entonces se tiene que

graph h = F~1({0}).

Con lo anterior, si F' es (A ® B(R"), B(R™))-medible se tiene lo buscado. Para ver que F es
medible, veremos que cada una de sus coordenadas es (A ® B(R™), B(R))-medible. Tenemos
que, para cada i € {1,...,n}, si definimos F}!, F? : T x R® — R por

FHt,u) = wy, FA(t,u) = —hi(t) Vt € T,u € R",
entonces se tiene que
Ei(t,u) = F'(t,u) + F*(t,u) Vt € T,u € R".

De este modo, si F{' y F?? son medibles se tendra que F es medible por suma de funciones
medibles. Tenemos entonces que, para cualquier A € B(R):

(B 7HA) = T x i (A), (F2) 7 (A4) = b (~A) x RY,

donde 7; es la funcion proyeccion 7(u) = u;. Como 7r; es continua y h; medible, se concluye lo
buscado. Para el caso L ev de dimension finita general, considerando A € £(L, R™) un isomor-
fismo, con n = dim L, basta definir las aplicaciones h:T — R" y P:TxL—TxR"dadas
por h(t) = A(h(t)), P(t,y) = (t, A(y))Vt € T,y € R", de modo que graph h = P~!(graph h),
con graph h € A®B(R") por lo recién probado dado que h es (A, B(R"))—medible, y ademas
P es trivialmente una funcion (A ® B(L), A ® B(R"))—medible. O

Proposicion 4.32 Sea T un espacio o—IcH. Sea 0 una medida (no negativa) de Radon finita
sobre B(T) y sea t € T fijo. Entonces, para cualquier funcion ¢ € LO(T,B(T);R) acotada,
existe una sucesion de funciones continuas {¢, },en C Co(T;R) tal que ¢,(t) = ¥(t) Vv € N

y (0, 6u) = [ (s)dO(s).

DemosTRACION. Sea ) € LT, B(T'); R) acotada. Como 6 es finita, entonces [, 1(s)df(s) € R
(es decir, v € LYT,B(T),0;R)). Para v € N, por el teorema de Lusin (teorema
tenemos que existen ¢ € C.(T;R) y A € B(T) tales que O(T'\ A) < L, ¢(s) = ¢(s)Vs € A, y
|olloe < [|¥]|co- Tenemos entonces dos casos:

e Caso 1: t € A. En este caso basta considerar ¢, = ¢, de modo que ¢,(t) = ¥(t), y
ademas:

10,6,) — / (5)d0(s)| =

[ 06 =065 < Tl
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o Caso2:te€ T\ A SeaU; =T\ {t} y Uy una vecindad abierta precompacta de ¢ tal que,
por regularidad de 6, cumple que 0(U; \ {t}) < L. Como (Ui, Us) es un recubrimiento
abierto de T', entonces, por el teorema (pues T es normal al ser o—IcH), existen
funciones continuas gy, g2 : T'— [0, 1] tales que ¢1(s) + ga2(s) = 1Vs € T, y sop g1 C Uy,
sop g C Us. De este modo, definiendo ¢, = g1¢ + g21(t), tenemos que ¢, C Co(T; R),
por élgebra de funciones continuas y porque ¢ y go tienen soporte compacto. Ademas,
como t ¢ Uy, entonces ¢, (t) = 1(t), en tanto para 0 se cumple que:

10, 6,) / $(s)d6(s)| = / 91()(6(s) — (s))d0(s) + / ga(5) (1) — (5))d0(s)
< 16 — Gl (T \ A) + 20|l B(T \ {1})
).

IN

En cualquiera de los dos casos se cumple que existe M > 0 tal que (0, ¢,) — [ 1(s)d0(s)| <
M2, que ¢, € Co(T;R) y también que ¢,(t) = ¥(t), por lo que se concluye lo buscado. [
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Capitulo 5

Discusion de resultados

En este capitulo se discutiran los principales puntos presentados en este trabajo. Para esto,
llamaremos método 1 al método “Subdiferencial a partir de conjugadas de Fenchel”, sobre todo
al teorema principal del capitulo [3] el teorema y el corolario [3.19] en tanto llamaremos
método 2 al método “Subdiferencial usando una férmula del tipo Hiriart-Urruty-Phelps”, en
especial al teorema principal del capitulo [4] el teorema [4.22]

Primero revisaremos las hipotesis. Por una parte, ambos métodos tienen en comin que
trabajan en el espacio Cy(7;R"™) cuando T es un espacio o—IcH, considerando una medida
i regular estrictamente positiva y f un normal integrand que es convexo, propio y que
estd acotado inferiormente por un funcional lineal afin integrable (en el caso del método
1 la hipotesis dom Iy~ # () entrega esto). El método 1 pide la hipotesis adicional de que
dom Iy # (), lo cual es para no trabajar con la funciéon idénticamente igual a +00, pero ademas
pide otras hipotesis bastante fuertes, que pueden ser dificiles de verificar. Mas detalladamente,
la hipotesis de considerar que la multiaplicacién t — cldom f; sea isc viene de dos hechos,
el primero es para poder aplicar el teorema de selecciones continuas de Michael (teorema
1.49)) y asi usar el teorema , pero en segundo lugar también queremos que f tenga una
estructura compatible con las funciones continuas, es decir, que su dominio tenga alguna
especie de propiedad continua (la que entrega ser isc) y asi permita que uno se pueda mover
dentro de este dominio sin salirse del espacio Cy(T; R™) y quedarse sin ninguna direccion de
movimiento. También son bastante fuertes las hipotesis sobre el dominio de la funcién integral,
es decir, las hipotesis C(Dy) = cl(dom I; N C(Dy)) y C(Dys) = cldom Iy, las cuales vienen
tanto de lo antes descrito de poder moverse dentro de la estructura de f manteniéndose en
Co(T'; R™), como también del hecho de que siy € dom I, entonces y(t) € dom f,Vt € T’ u—ctp,
lo cual, como los conjuntos de medida nula suelen tener interior vacio cuando la medida es
regular, esto podria implicar que y(t) € cldom f; = Dy(t) Vt € T, por lo que y € C(Dy),
motivando asi a considerar la relacion entre C'(Dy) y dom If. Un estudio més acabado de
estas tltimas hipotesis, C'(Dy) = cl(dom Iy N C(Dy)) vy C(Ds) = dom Iy, se pueden ver
en la seccion 4 de [I1]. Por otra parte, el método 2 no pide ninguna hipdtesis extra sobre
el integrand o la funcién integral, ni siquiera pide que dom I; sea no vacio para trabajar.
Sin embargo, para poder aplicar los resultados de multiaplicaciones en espacios de Suslin se
requiere una hipotesis adicional sobre el espacio T', que es la metrizabilidad sobre conjuntos
compactos, puesto que de lo contrario no se puede asegurar que el conjunto Cy(7T;R") sea
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separable. La hipotesis de la existencia de una sucesion de conjuntos compactos (K, ),cn tales
que T' = |, ey Ko, ¥ para cada v € N se cumpla que K, C int K1, esta asegurada para un
espacio o—IcH, la hipotesis adicional viene del hecho de pedir que esta familia sea metrizable,
lo cual se tiene directamente si T es metrizable, pero también hay casos en que esta hipotesis
se cumple sin que 7" sea metrizable, por ejemplo para la topologia 7" del dual de un espacio
de Banach.

Ahora revisaremos los resultados dados por cada método. Ambos métodos dan una for-
mula explicita para los elementos de 0y con la que se puede trabajar, pero tienen claras
diferencias en su expresion. El método 1 da resultados muy explicitos y manejables, puesto
que da una forma muy clara de los elementos del subdiferencial de la funcién integral, ex-
presando claramente tanto su parte absolutamente continua como su parte singular a través
de conjuntos dados por el normal integrand (el subdiferencial y el cono normal del dominio),
los cuales se pueden conocer de manera previa en cada caso particular de integrand. Un
problema es que la férmula de la parte singular en términos del cono normal del dominio del
integrand depende en medida de la misma parte singular, por lo que tal vez sea més comoda
la férmula en términos del cono normal de la funcién integral, aunque esto requeriria traba-
jar de antemano este conjunto. Por otra parte, el método 2, si bien da resultados explicitos,
estos pueden resultar muy dificiles de manejar, puesto que la formula del subdiferencial de la
funcién integral entrega exactamente que los elementos seran selecciones de cierta multiapli-
cacion, sin embargo esta multiaplicacion puede ser muy dificil de manejar a priori. Primero,
de manera similar al otro método, los elementos del subdiferencial de la funcién integral
se expresan en términos del subdiferencial del integrand, lo cual no es problematico, pero
también se expresan en términos del cono normal de la funciéon integral intersectado con
cualquier subespacio de dimensién finita, lo cual es algo que puede resultar un poco mas
dificil de calcular. Otras dificultades que se pueden apreciar para los elementos de 01y son
que, en primer lugar, estos se expresan a través de cualquier valor € > 0 y cualquier sev
de dimension finita debido a la interseccion, lo cual ya hace fijar ciertos parametros previos
al trabajar; en segundo lugar, estos elementos estan en una clausura, por lo que se deben
expresar a través de alguna caracterizacion de la clausura (sucesiones, redes o interseccion
de suma con una base de abiertos, por ejemplo); y finalmente, la que puede ser considerada
la mayor dificultad, es que las selecciones que definen a estos elementos son integrables con
respecto a la completacion de la tribu boreliana (o tribu de Lebesgue) y no con respecto a la
tribu boreliana en si, dado que la teoria de multiaplicaciones en dimensién infinita requiere la
completitud del espacio de medida, por lo que la selecciéon podria no ser medible con respecto
a los borelianos.

Lo tltimo seré revisar las técnicas usadas en cada método. En ambos métodos se requiere
mucho manejo de la teoria de multiaplicaciones y selecciones, ademés de hacer uso de muchos
resultados de medibilidad para trabajar en el espacio de medidas de Radon M (T")". Por una
parte, para obtener el resultado del método 1 se trabaja con las conjugadas de Fenchel, pues se
calcula la conjugada de la funcién integral, y a partir de dicha expresion se deduce una férmula
para el subdiferencial, y antes de llegar al espacio de las funciones continuas se estudian
ciertos espacios descomponibles. Esto ultimo significa que la estructura de los espacios de
funciones y sus duales son cruciales para el desarrollo, dado que en el primer caso, de un
espacio de funciones descomponible en dualidad con otro espacio de funciones descomponible,
el hecho de que estos espacios sean descomponibles habla mucho de su estructura, la cual
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permite directamente aplicar el teorema de las selecciones medibles a través de la regla de
intercambiabilidad. Ya en el caso L*°, como es descomponible pero su dual no, se hace uso de
la estructura especifica que tiene el dual para asi poder aplicar la regla de intercambiabilidad
sobre la parte absolutamente continua, en tanto trabajar la parte singular aparte debido a
la propiedad que la define. Finalmente, ya en el caso del espacio de funciones continuas,
se hace uso de las propiedades pedidas en la hipotesis (dominio isc y las igualdades sobre
dom /) para demostrar directamente que el funcional J; ahi definido tiene como conjugada
a Iy +ic(p), para lo cual se hace uso de la estructura que tiene M(T)" y del teorema de
selecciones continuas de Michael (al hacer uso del teorema , en tanto para llegar a la
formula de la conjugada buscada, se demuestra que Jy« es sci (respecto a la topologia 7°),
para lo cual se hace uso de resultados sobre funciones integrales con dominio de interior no
vacio, los cuales permiten llegar a lo buscado dado que las hipotesis permiten definir ciertas
perturbaciones ¢ f que cumplen dichas propiedades, de modo que la semicontinuidad inferior
de sus funcionales J ¢~ implican que Jy- también es sci. En resumen, se hace mucho uso de la
estructura de los espacios, de los teoremas de selecciones y de las fuertes hipotesis extra para
obtener lo buscado. Por otra parte, para el método 2, se parte de una férmula del tipo Hiriart-
Urruty-Phelps para espacios de funciones constantes de dimension finita, se aplican teoremas
de extension para generalizarlo a espacios de dimension infinita y después se aplica al espacio
de funciones continuas. Para el caso de dimension finita se aplican directamente los teoremas
de selecciones medibles, y luego se hacen ajustes necesarios para que las selecciones sean
integrables y asf el subdiferencial se pueda definir a través de integrales de multiaplicaciones,
ajustes que solo se pueden aplicar gracias a la finito-dimensionalidad del espacio. Ya para
extender estos resultados a un caso mas general, el manejo de la teoria de multiaplicaciones
sobre espacios de dimension infinita es muy importante, ademés del manejo sobre la topologia
7" (con la cual el dual es Suslin), dado que el teorema de selecciones medibles en el caso Suslin
permite demostrar el teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles, y asi generalizar el
resultado a espacios de Banach constantes separables. Ya para aplicar el resultado al espacio
de las funciones continuas, se requiere, al igual que el otro método, manejo sobre M(T)" y
propiedades de las medidas para asi obtener la expresion buscada. En resumen, la técnica
principal que se usa es la teoria de multiaplicaciones en espacios de Suslin, para asi traspasar
las propiedades de dimension finita a dimensiones infinitas, donde se requiere manejo de la
topologia 7% y de la estructura de M (T)".

Dado lo dicho anteriormente, finalizaremos este capitulo con un resumen de la comparacion
entre ambos métodos. Primero, los dos métodos tienen similitudes en cuanto a que se hace uso
de multiaplicaciones y de teoremas de selecciones para trabajar, por lo que tener un manejo
en este tema y distintas variantes de teoremas de selecciones resulta ser muy necesario. Por
otra parte, ambos métodos tienen diferencias notorias, tanto en las complejidades como en las
técnicas usadas. Més especificamente, el método 1 pide hipotesis més fuertes y da resultados
més explicitos y manejables, donde observamos que se trabaja con los borelianos, en tanto en
las técnicas usadas se requiere mucha teoria de conjugadas y conocimiento de las estructuras
del espacio de funciones continuas y su dual. Por otra parte, el método 2 pide hipotesis
menos fuertes y da resultados explicitos pero mas dificiles de manejar, donde observamos
que se trabaja con la tribu de Lebesgue, en tanto sobre las técnicas usadas se requiere
conocimiento de teoria de multiaplicaciones en dimensién infinita (lo cual explica la necesidad
de la completitud del espacio de medida), pero también cierto manejo en extensiones de
funcionales, lo cual se refleja en el teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo consistia en desarrollar dos métodos para obtener
el subdiferencial de las funciones integrales convexas definidas sobre espacios de funciones
continuas. Se puede apreciar entonces que dicho objetivo se cumplié, dado que en el capitulo
se present6 y desarroll6 el primer método, basado en el uso de conjugadas de Fenchel, en el
capitulo [4]se presento y desarroll el segundo método, basado en la féormula de Hiriart-Urruty-
Phelps para el subdiferencial de la suma, y finalmente en el capitulo 5] se analiz6 y discutio
sobre las hipotesis requeridas, resultados obtenidos y técnicas usadas en cada método, ademas
de hacer una comparativa entre ambos métodos.

De este modo, las principales conclusiones de este trabajo se pueden resumir en tres puntos.

El primer punto es que este texto sirve como recopilaciéon de los diferentes resultados sobre
las funciones integrales en un solo documento, dado que todos ellos se encuentran dispersos en
diferentes trabajos. Con esto, este trabajo puede servir como punto de partida para cualquier
refinamiento o mayor desarrollo de los contenidos presentados en el érea de las funciones
integrales.

El segundo punto es el tema principal del trabajo, que es haber efectivamente presentado
y desarrollado dos métodos para calcular el subdiferencial de las funciones integrales conve-
xas sobre el espacio de las funciones continuas, ademas de haber analizado cada método y
haberlos comparado con respecto a sus hipoétesis, resultados y técnicas usadas, teniendo asi
la posibilidad de elegir un método con resultados muy manejables pero con hipotesis muy
fuertes, o bien otro método con resultados mas dificiles de manejar pero con hipdtesis mucho
mas débiles.

El tercer y ultimo punto es que todas las técnicas y resultados intermedios presentados en
este trabajo quedan a disposicion de futuros estudios, los cuales podrian ser trabajados en
mayor detalle, o bien ser aplicados a trabajos especificos que los requieran. Entre las técnicas
usadas destacan, en primer lugar, el uso de la teoria de multiaplicaciones y selecciones para
obtener funciones que cumplan cierta propiedad requerida, por ejemplo al definir la multi-
aplicacion de los conjuntos de nivel de un normal integrand y luego aplicar el teorema de
selecciones medibles en espacios de dimension finita, o bien trabajar con los grafos de una
multiaplicaciéon para obtener selecciones medibles en el caso Suslin con espacios de medida
completos; en segundo lugar, el uso de la estructura de los espacios para calcular conjugadas
de Fenchel; y en tercer lugar el uso de teoremas de extensiones medibles para generalizar re-
sultados de dimensioén finita a dimensiones infinitas con la topologia 7" . Por otra parte, entre
los resultados intermedios presentados, destacan por una parte las formulas del subdiferen-
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cial de las funciones integrales sobre los espacios descomponibles, sobre el espacio L™ y sobre
espacios de funciones constantes, y por otra parte destaca el nuevo resultado presentado, el
teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles, puesto que en el proceso de elaboraciéon
de este trabajo no se logré encontrar otros trabajos que hagan uso de un resultado de este
tipo, por lo que es muy posible que pueda ser aplicado a otros trabajos que asi lo requieran.

Para finalizar el trabajo, se puede pensar en proyecciones que se puedan generar a partir
de este estudio. En primer lugar esta la aplicacion de las dos formulas principales presentadas
a problemas de calculo de variaciones o de control 6ptimo, lo cual no se hizo en este trabajo
pues requiere tiempo, dado que hay que realizar ciertos ajustes para revisar que se cumplan
las hipotesis necesarias, y ademas, una vez aplicadas estas féormulas, hay que verificar si
los resultados que se obtienen concuerdan con los resultados conocidos de dichas areas. Por
otra parte estan las posibles generalizaciones de los resultados aca expuestos, por ejemplo al
caso no convexo, lo cual resulta mas complicado pues requiere usar alguna otra nocién de
subdiferencial menos manejable que el subdiferencial convexo (por ejemplo, el subdiferencial
de Clarke). Y, como tltima proyeccion, tenemos lo dicho en el tercer punto antes expuesto,
que es la posible aplicacion de algunos de estos resultados a otros trabajos, por ejemplo
encontrar alguna posible aplicacion del teorema de extensiones de Hahn-Banach medibles a
algtin problema de teoria de la medida o de otra &rea, incluso si no estéa relacionado a las
funciones integrales.
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