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Resumen

Durante el desarrollo de esta tesis, se estudian diversas aplicaciones de un modelo de
optimizacién entera (MIP) para la representacién de redes neuronales fully connected con
ReLU’s como funcién de activacion. Los resultados obtenidos se pueden extender a casos
méas generales como redes feedforward con funciones de activacion piecewise linear [1].

En el Capitulo 1, se hace una introduccién al problema y se presentan los conocimientos
tedricos previos de optimizacién y aprendizaje de méaquinas necesarios para el desarrollo
de la tesis. También, se introduce el IP maestro que se utilizarda (Big-M) y se explican sus
restricciones.

En el Capitulo 2, se indican todas las precauciones técnicas que hay que tomar en cuenta
para modelar una red neuronal usando este problema IP. Luego se presentan algunos algorit-
mos para calcular las cotas de activacién, las cuales son valores asociados a cada neurona que
resultan ser sumamente importante en este modelo IP. Se hacen diversos estudios empiricos
para determinar cuales son las maneras apropiadas de calcularlas y que calidad tienen estas
cotas calculadas.

En el Capitulo 3, se resuelve un problema de verificacion de redes utilizando el modelo
IP, con el fin de analizar el impacto que tienen las cotas de activacion, su calidad, y el cémo
fueron calculadas: version naive, relajada, entera, entre otras. De este capitulo se obtiene el
marco tedrico ideal para el uso de este modelo IP.

En el Capitulo 4, se utilizan todos los resultados anteriores para implementar un com-
parador de redes neuronales, utilizando una modificaciéon del modelo IP original. Se realizan
diversas pruebas con el comparador, utilizando redes entrenadas con MNIST, y se estudia el
comportamiento de las redes, realizando distintas comparaciones.

Se concluye que el desarrollo de esta herramienta es posible, tiene gran versatilidad y puede
aportar a ambas comunidades (IP, ML), pero requiere estudios posteriores para analizar como
escala con el tamano de las redes, del dataset y con otras arquitecturas. Finalmente, en las
conclusiones, se enumeran los principales aportes de la tesis y se mencionan lineas de trabajo
futuro tanto para la comunidad IP como la de ML.
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Capitulo 1

Introduccién al problema y
definiciones

1.1. Contexto del problema y motivaciones

En los tltimos anos, con los avances tecnoldgicos y las constantes mejoras en capacidad de
cémputo, las redes neuronales se han vuelto cada vez mas importantes y factibles de utilizar
en la vida diaria. Se observan sus aplicaciones en practicamente todo ambito, como en la
salud, ciencias, economia, entretencién entre otros [11, 6]. Es por esto, que el desarrollo de
técnicas que permitan evaluarlas y mejorarlas es de suma importancia, por ejemplo, con el
paso de los anos, cada vez se utilizan redes neuronales més complejas y de mayor tamano, por
lo tanto se vuelve relevante desarrollar técnicas para comprimirlas y aumentar su eficiencia
[12].

En esta tesis, se estudiara el uso de modelos MIP para la representacién de redes neu-
ronales. Se analizard que tan factible es su uso, sus principales ventajas, desventajas, qué
factores se deben considerar y finalmente sus posibles aplicaciones. Para ello, en este capitulo
se introducirdn distintas definiciones y convenciones que se utilizaran a lo largo de toda la
tesis. Estas abarcan temas bdsicos de Machine Learning v Programacion Lineal Mixta.

Notacién: Durante el texto se usaran las siguientes convenciones:

ii) Sean z,y € R" : 2z |y <= Vi € [n] : 2; < y;. Andlogamente se define x > y



1.2. Redes neuronales feedforward

WO c R7*n1 Wl c R71Xn2 Wk c Rk XNkt 1 WL c R Xm

Figura 1.1: Diagrama de una red neuronal feedforward

Una red neuronal feedforward, es un objeto matematico que, como indica su nombre,
estd compuesto de una unidad basica llamada neurona o nodo, las cuales estan agrupadas
en diferentes capas [ € [L]y, con L el numero de capas escondidas, que van procesando una
senal de una capa a la siguiente.

A la primera capa se le denomina capa inicial o input y se le denota como & = (z1, ..., 7,) ',
a la dltima capa se le denomina capa final o output y se le denota como y = (Y1, ..., Ym) ', a
las capas intermedias se les llama capas escondidas o hidden layers, las cuales se le denotara
como h() = (hgl), vy hﬁf} ). Al nimero de nodos de la capa [ se le denomina n; y este valor
puede variar de capa a capa. Cada neurona de la red queda determinada por el par (j,1) que
indica que es la j-ésima neurona de la capa .

Existen también otro tipo de redes que no funcionan de esta forma, como las redes recu-
rrentes, pero no seran objeto de estudio en esta tesis.

Cada neurona (j,1) con j € [ny], [ € [L]o, tiene asociada también una funcion de activacion

f]@ : R — R, la cual determina si la neurona esta activa o inactiva. Por ejemplo, dada una
0)
J

por los valores de la capa previa. A este valor se le aplica la funcién de activacion obteniendo

senal inicial, en cada nodo se obtiene un valor a;’ € R, denominado activacion, y determinado

h§-l) =f (ag-l)), que se transmite a la siguiente capa. Se dice que la neurona estd activa si
hg-l) > ( e inactiva sino.

Existen muchos ejemplos de funciones de activacion. Historicamente una de las mas usadas
fue la sigmoide [2], definida por f(z) = (1 + e *)~! y representada en la Figura 1.2a. Otra
funcién de activaciéon muy utilizada es la unidad lineal rectificada (ReLU por sus siglas en



inglés) [6], definida por f(z) = méax(0,z) y representada en la Figura 1.2b. Generalmente se
utiliza una misma funcién de activacion en las neuronas de una misma capa.

Sigmoid Rectified Linear Unit
(ReLU)

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0

10 -5 0 5 10 -10 -05 00 05 1.0

(a) Ejemplo de una sigmoide (b) Ejemplo de una ReLU

Figura 1.2: Ejemplo de distintas funciones de activacién

También, existen muchos tipos de capas, como las capas de pooling, las capas de convo-
lucién, entre otras. Durante esta tesis, se utilizaran capas fully connected, como las que se
observan en la Figura 1.1, donde cada arista del grafo une un nodo en la capa [ con otro
en la capa [ + 1. En este tipo de capas, la interacciéon entre los nodos de una capa con la
siguiente, esta determinada por los pesos de cada arista; estos pesos se representan con una
matriz W® € R™*™+1 que premultiplica a los nodos h¥) € R™. Al haber muchas aristas y
nodos involucrados en la descripcién de estas capas (dos capas consecutivas forman un grafo
bipartito completo), sus pardmetros suelen gastar espacio considerable en disco, y las redes
terminan siendo costosas de entrenar.

Observacion 1.1 Algunas capas, como las de convolucion y average pooling, pueden ser
representadas como una fully connected si se definen ciertas relaciones sobre sus pesos. Por
lo tanto, muchos de los procedimientos y resultados que se veran en los siguientes capitulos,
pueden ser aplicados a redes con dichas capas.

Definicién 1.1 Se definen las siguientes funciones que se utilizardn durante la tesis:

relu: R — Ry
x — max(0, x)
softmaz : R — [0, 1]

- er
(Zk:l ek ) ie[K]
LogSoftmaz : RE — RE

7 (log(softmaz(x):));eix

Con todo este preambulo, se puede definir méas formalmente una red neuronal como sigue,



Definicién 1.2 Se llamard red neuronal fully connected (FCNN) de L capas escondidas, a
la tupla N = (W, B, F) donde:

1. W={WO WY son las matrices de pesos de cada capa,
2. B={09, ... bV} son los vectores de sesgos de cada capa,

8. F={fO .. fE*D) son las funciones de activacién de cada capa,

Cada capa hV con | € [L + 1]y estd compuesta de n; nodos, con v = h® ey = D
las capas input y output respectivamente, y cada nodo hgl) tendrd un valor dado por hgl) =

0] (l—1)T (1-1) (1-1) . ., . .
f (Wj h +0; ). Este tipo de redes también se les conoce como perceptron multicapa
o MLP.

En general, se asumird que Y1 € [L] : fO = relu y f&*) = softmax y se denotard
simplemente como N = (W, B).

Observacion 1.2 Las redes neuronales también pueden ser interpretadas como funciones
N :R" — R™, por lo que muchas veces se abusard de la notacién usando expresiones como
y = N(x) o similares.

Observacion 1.3 Este tipo de redes se aplica generalmente para resolver problemas de
clasificaciéon de més de una clase, como el procesamiento de imégenes [2]. Por ejemplo, si
se asume que hay un conjunto de datos D = {X, )Y}, donde = € X es la informacién que
procesard la red, e yr € Y es la clase real a la que corresponde z, luego la red clasifica en
base a los valores que tome su ultima capa y = N (x), la cual puede ser distinta a yg. Esto
ultimo determinara que tan buena es la red para clasificar.

Observacion 1.4 Para el caso de softmax, se pueden interpretar los valores que entrega
como una densidad de probabilidad para cada clase, donde K es el nimero de clases. Mu-
chas veces se utiliza en cambio LogSoftmax por las buenas propiedades que tiene para los
algoritmos de optimizacién (convexidad), pero perdiendo la interpretabilidad.

1.2.1. Entrenamiento y validacion

Otra nocion esencial que se necesita introducir, es el proceso de entrenamiento, prueba y
validacion de las redes neuronales. Como ya se menciond, las redes quedan definidas por sus
matrices de pesos y sesgos, de los cuales aun no se ha mencionado como son determinados.
En primera instancia, estos parametros pueden tomar cualquier valor, pero dependiendo de
cual es la finalidad con la que se quiere utilizar la red, se puede considerar que algunas redes
son “mejores que otras”.



En este sentido, para mejorar una red, se lleva a cabo el proceso de entrenamiento. En
esta seccion se pondra el foco en el aprendizaje supervisado, pero existen muchos otros tipos,
como el no supervisado (que usan los algoritmos de clusterizacién), el semi-supervisado,
reinforcement learning, entre otros. Como referencia se puede leer la seccion de entrenamiento
de Bishop [2], o la seccién de algoritmos de aprendizajes de Goodfellow et al [6].

En el aprendizaje supervisado, se asume que existe un conjunto de datos D = (X,)) de
tamanio N (idealmente muy grande), donde X es un conjunto de observaciones o datos de
entrenamiento e ) es un conjunto de etiquetas para cada observacion. Luego, el proceso de
entrenamiento consiste generalmente en minimizar la diferencia entre las etiquetas objetivo
dadas por Y y las etiquetas calculadas por la red neuronal dadas por N (X). Esto se hace
“entrenando” el modelo durante varias épocas, donde cada época es una pasada completa
por todos los datos de entrenamiento.

Para esto, es necesario definir una funcién de pérdida L(N, X,)) para ser usada junto
con algun algoritmo de optimizacién. Un ejemplo comun, es utilizar el error cuadratico medio
(MSE por sus siglas en inglés) como funcién de pérdida, junto con el método de descenso de
gradientes estocastico (SGD). Otras opciones més comunes actualmente, son usar la entropia
cruzada junto con algin algoritmo de optimizaciéon como Adam (nombre derivado de Adaptive
moment estimation)[9)].

Definicién 1.3 Sean N = (W,B), D = (X,Y) con X = {z1,....,an}, Y = {y1,...,yn} €
y; € |K]. Las siguientes son algunas funciones de pérdida estandar:

N K
1
MSE(N,D) = 5 Z Z (N(xn)k — ]l(yn:;f))2 (Error cuadratico medio)
n=1 k=1
N K
CE(N,D) = — Z Z In(N (2)k) - Liyp=p) (Entropia Cruzada)
n=1 k=1

Backpropagation, testeo y validacién

Uno de los procedimientos mas utilizados en ML para entrenar un modelo, es el aprendi-
zaje usando la propagacion hacia atrés o back-propagation. Este consiste en usar las obser-
vaciones en la red para generar predicciones, luego calcular “hacia atrds” los gradientes de
la funcién de pérdida con respecto a los pesos usando la regla de la cadena, para finalmente
minimizar los errores de la funcién objetivo[14]. De esta forma, en cada iteracién, se van
actualizando los parametros de la red, para que las predicciones sean mas similares a los
valores reales.

Este método trae consigo algunos problemas, como el underfitting, el cual ocurre cuando
el modelo no alcanza a tener un error suficientemente bajo en el conjunto de entrenamiento,
ya sea por falta de datos, épocas de entrenamiento u otros motivos. En el caso contrario,



ocurre el overfitting el cual genera que las redes queden demasiado determinadas por los
datos de entrenamiento, perdiendo asi capacidad de interpolacién y poder predictivo [6]. En
la Figura 1.3 se puede apreciar un ejemplo de este fenémeno.

Underfitting Appropriate capacity Overfitting
e®
- / = =
L] L ]
z, T, z,

Figura 1.3: Ejemplo ilustrativo del fenémeno, donde se observa una curva siendo ajustada a
un conjunto de datos . Fuente: Goodfellow et al [6].

Para evitar el overfitting, es comtn separar los datos D en 2 o 3 conjuntos, el de entrena-
miento Dyyqin, €l de validacion D, v el de prueba D . Los primeros dos, se utilizan durante
el proceso de entrenamiento, donde primero se define un nimero de épocas nepochs, y €n cada
época ne € [Nepochs) e le entregan a la red todas las observaciones del conjunto Dy, i, con las
cuales se van ajustando los parametros de la red. Luego, se utiliza el conjunto de validacion
Dyai, junto con alguna métrica de desempeno, para compararlo con el conjunto de entrena-
miento. De esta forma, se lleva un registro de los desempenos en ambos conjuntos durante
las épocas del entrenamiento y se ajustan los parametros de acuerdo a la funcion de pérdida.
En la Figura 1.4, se puede apreciar un grafico del proceso de entrenamiento estandar, donde
se utilizé un conjunto de entrenamiento y validacion.

Al final, si se observa que en ambos conjuntos hay desempenos similares, se considera
que no hay overfitting. En cambio, si la red presenta un desempeno mucho mejor en el
conjunto de entrenamiento que en el de validacién, se considera que la red estd demasiado
determinada por los datos de entrenamiento. Para solucionar esto existen diversos métodos,
los més comunes son aumentar los datos del conjunto de entrenamiento (data augmentation),
cambiar el niimero de épocas con algtn criterio de early stopping, y/o agregar regularizacién
en el entrenamiento, la cual consiste en agregar un factor de penalizacion en la funcién de
pérdida, con el objetivo de aumentar los parametros con valor igual a cero. A esto se le
llamara también aumentar sparsity [6].

Finalmente, para poner a prueba el desempeno de la red se utiliza alguna métrica en
el ultimo conjunto D,.4, €l cual no se ha utilizado hasta el momento, entregando asi una
evaluacion insesgada de la red.
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Figura 1.4: Ejemplo del proceso de entrenamiento/validacién. Fuente

Observacién 1.5 El conjunto de prueba, sélo se usa para la métrica de desempeno (sin
cambiar los gradientes de los pesos). Un error técnico comin en este proceso, es usar la red
en su modo de entrenamiento cuando se esta evaluando el conjunto de prueba, lo cual genera
que se propaguen los errores, afectando asi los valores de los parametros.

1.2.2. Meétricas de desempeno

Para determinar si una red es mejor que otra, es necesario definir métricas para evaluar
el desempeno de las redes. Estds métricas generalmente se usan en el proceso de validacion
y prueba de las redes luego de ser entrenadas. Existen varias métricas en la literatura; como
esta tesis se enfocara principalmente en problemas de clasificacién, se usara recurrentemente
la siguiente métrica de accuracy.

Definicién 1.4 Dado un dataset D = {X, Y} con X = {x1,....,xn}, Y = {vy1,...,yn}, se
define el accuracy de una red N como:

acc(N,D) = N € [0,1]

Donde #A denota el cardinal de A.

Observacion 1.6 Notar que esta métrica tiene problemas con los falsos positivos y negativos.
Si hay un conjunto D que es demasiado desequilibrado, a una red le bastaria clasificar todos
los input con la clase mayoritaria para tener un buen puntaje. Afortunadamente, en los
datasets que se ocuparan mas adelante, no ocurre esto.

Observacion 1.7 En el grafico de la izquierda en la Figura 1.4, se observa el uso de ésta
métrica de desempeno para determinar que no haya overfitting.
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1.3. Modelo MIP para redes neuronales

Debido a la estructura piecewise linear de algunas redes, como las que utilizan a la ReLU
de funcion de activacién [18], recientemente se ha impulsado el andlisis post-training mediante
la programacion entera mixta (MIP). Con este apronte se ha logrado hacer verificaciéon de
robustez en redes [20], conteo de regiones lineales [16] y también compresién de redes [15].
Este ultimo es un tema en el que se pondra mas énfasis durante el desarrollo de ésta tesis.

Una manera de modelar una red neuronal dentro de un problema de optimizacion, es
utilizar una formulacion “Big M”, la cudl en general tiene una estructura similar a la del
problema detallado més adelante: (Big-M). En este caso particular, las restricciones del pro-
blema modelan una red fully connected con ReLLU’s como funciones de activacién, pero con
algunos cambios se pueden usar otras funciones suaves como tanh, la sigmoide, etc.

Ademas, existen otras formulaciones como las basadas en particiones que utilizan disjun-
ctive programming [21], pero a lo largo de esta tesis solo se estudiardn algunas variaciones del
modelo (Big-M), principalmente con cambios en la funcién objetivo y la cantidad de redes
modeladas simultaneamente.

Ig?gleésii F(a,h,z) (Big-M)
s.2. WO TRO 4 pO = g+ Vi € [L], (1.1)
a® =0 — 7Y vl € [L] (1.2)

hY < HDD vl € [L],Vj € [n] (1.3)

A <m (-0 Vi € [L],Vj € [n] (1.4)

0 e {0, 1™ vl € [L] (1.5)

A =0 Vi € [L] (1.6)

=0 Vi € [L] (1.7)

hO = g h§0) € [—ﬁEO),H](O)] Vj € [n] (1.8)

Donde se tiene que:

e v = (x1,...,72,)" € X es el input y el conjunto donde estd definida la red.

e [ es una funcién objetivo que se utilizara dependiendo de qué se busca estudiar. Puede
ser una propiedad sobre el output de la red, de los patrones de activacion, algunas capas
intermedias, etc.

o WU es la matriz de pesos de tamano n; x ni41 v b el vector de sesgos asociados de
tamafio ny, con [ € [L]y las capas de la red,
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e a¥) son las activaciones de la capa I.

! . . . . . . . , .
. z](.) es una variable binaria que indica si la neurona (7j,1) estd activa o no.

. hg.l),ﬁy) son variables que se utilizan para representar la ReLLU, donde hy) toma el valor
de la ReLLU y E;l) es la parte negativa de agl). Asi, RO = (hgl), hél), e hﬁf})T representa
el output de la capa escondida [ € [L].

° H;l),ﬁgl) > 0 son las cotas Big M del problema, es decir, la cota superior para las

. - . .
variables hg-l) y hg-) respectivamente. Esto se puede interpretar como el rango de valores

;l), el cual queda dado por [—Hgl)

cotas de activacion. Notar que basta que estas cotas sean validas para que el problema

que puede tomar a ,H J(-l)]. A estas se les llamaran las

esté bien definido, es decir, a priori se pueden usar valores tan grandes como sean
necesarios.

La restriccién (1.1), es la definicién de las activaciones en una FCNN. Las restricciones
(1.2)-(1.7) permiten modelar el comportamiento de la ReLU en cada nodo (7,1), ya que si

zj(l) =0, se tiene por (1.3) y (1.6) que hg.l) =0y que E;l) € [O,Fg-l)] por (1.4) y (1.7).

g-l) € [—F;l), 0], es decir la neurona estd inactiva y se
cumple que ReLU (ag-l)) =0 = hy). De manera similar, si zj(-l) = 1 ocurre lo mismo pero
O] )

intercambiando los roles de hj con Ey

nuevamente que ReLU (aEl)) = hgl).

Asi, gracias a (1.2) se tiene que a

. Asi, se concluye que la neurona esta activa notando

Por 1ltimo, la restriccién (1.8) es una condicién inicial para que (1.1) esté bien definida
cuando [ = 0 y que une todo el problema con el input z € X. Durante el desarrollo de esta
tesis, se asumira que X C R” es un conjunto acotado, ya que el modelo sera ocupado para el
procesamiento de imagenes, las cuales estan delimitadas por un numero de pixeles n y cada
pixel tiene valores que se mueven dentro de un intervalo [l, u).

Esta suposicién es bastante estandar por cémo se estructuran los datos en los compu-
tadores, asi que no es algo muy fuerte para pedirle al modelo y se puede asumir lo mismo
para problemas més generales que el procesamiento y clasificacién de imagenes.

1.3.1. Alcances del modelo

Es sabido que probar cualquier propiedad en una red neuronal es una tarea compleja, ya

que se demostro que pertenece a NP-Hard [8]. Esto justifica la necesidad de tener un modelo
como (Big-M).

Este modelo tiene varias caracteristicas que lo hacen deseable. Por ejemplo, es un tipo de
modelo muy usado en la comunidad MIP, por lo que hay muchas técnicas de optimizacion



que se conocen y se pueden aplicar para resolver el problema. Es también un modelo muy
versatil, que tedricamente permite probar muchas propiedades en las redes neuronales. Como
se menciond anteriormente, se puede generalizar para mas redes como las que tienen funciones
de activacion lineales por tramos. Si se fijan relaciones entre los pesos de W se puede utilizar
en redes con capas convoluciones o capas de average pooling entre otras.

Sin embargo, este modelo tiene algunas desventajas. Como es un modelo Big-M, este es

. —(
muy sensible a las cotas HV, H ( ), ya que para resolver el MIP es deseable tener buenas
relajaciones lineales del problema, y en este caso mientras més grandes sean las cotas Big M,

peor sera el LP asociado a la relajacién de las variables zj(»l). Esto es, debido a que los valores

. - . .
posibles para hg»l) y hé) crece enormemente en funcién de dichas cotas.

También, definir los mejores valores de H (l),ﬁ(l)

no es un trabajo sencillo. En principio,
como se asumird que X es un conjunto acotado, se podria usar una cota suficientemente
grande para asegurar la validez del modelo, pero encontrar cotas que sean suficientemente
pequenas para que la relajaciéon lineal sea buena y ademds el modelo original sea valido,
resulto ser una tarea muy compleja y susceptible a muchos factores como se vera en detalle

en el préximo capitulo.

1.4. Objetivos y esquema general de la investigacion

El objetivo principal de esta tesis, es generar redes neuronales comprimidas y evaluar sus
pérdidas mediante métodos de programaciéon lineal entero. Para esto, como primer paso, se
analiza el efecto del prunning o redondeo en los modelos MIPs de representacién de redes
neuronales. Se estudian probleméticas como: jMejora el desempeno del modelo al restar pesos
de las matrices? ;Sigue siendo valido?, ; Cuando se puede hacer esto?.

Luego se estudia el efecto de las cotas H, H del modelo (Big-M), que importancia tiene
lo ajustadas que son las cotas, como calcularlas, que precauciones hay que tener en este tipo
de problemas. Para esto, se hacen diversas comparaciones y a través de resultados empiricos
se determina una guia a seguir en el uso de MIPs en redes neuronales. En estos capitulos
se obtienen resultados relevantes para la comunidad MIP, pues se encontraron dificultades
técnicas a la hora de implementar y también que hacer para evitarlos.

Por 1ltimo, se proponen modelos para comparar redes neuronales que seran de utilidad
para estudiar la compresion de redes. Este comparador en principio tiene muchas utilidades,
como por ejemplo chequear cuanto cambia la red neuronal comprimida respecto a la original
y asegurar un margen de error maximo, asi si se asume que la red original es suficiente-
mente buena (bajo alguna métrica) se puede asegurar posteriormente que hay una versién
comprimida que entrega resultados suficientemente similares.

También, en caso contrario, si ambas redes difieren mucho, este comparador proporcio-
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narfa un caso adversarial, que es 1til al momento de certificar problemas en la compresion.

Este comparador, considerando que es un MILP, probablemente sufrira algunos problemas
de escalabilidad debido a su alto nimero de variables y restricciones. Basado en trabajos
previos donde se utilizan versiones més generales de este MILP [19, 1], y le hacen speedups
ajustando las restricciones del LP asociado, se pueden mejorar los tiempos de cémputo para
redes més grandes. Igualmente, ain en el caso donde no se alcance la optimalidad, este
comparador seguiria siendo de utilidad ya que proporciona cotas de optimalidad.

11



Capitulo 2

Calculo de las cotas de activacion

2.1. Introduccién al problema

Con el fin de entender mejor qué ocurre en cada neurona de una red, poder aplicar un
modelo de comparacién de redes y posteriormente desarrollar técnicas de compresién de
redes neuronales, se hace necesario calcular, en primera instancia, el rango de valores que
recibirdn las funciones de activacion en cada neurona del modelo (Big-M). Esta tarea resulta
ser altamente no trivial, pues hay muchos factores a considerar y el modelo es muy sensible
a problemas practicos como la cantidad de pesos, el orden de magnitud de los mismos, como
fueron entrenadas las redes (con o sin regularizacién), entre otras cosas.

Por estas razones, se ocupard una versién modificada del problema (Big-M), con el ob-
jetivo de calcular las cotas de activacion de cada neurona. Esto es, para cada nodo (7,1) se
determinara el médximo y minimo valor que puede tener la combinacion lineal:

I+1 n’
at =wl

0w
Estas cotas seran muy ttiles para las aplicaciones que se veran en esta tesis, pero también
son relevantes para cualquier modelo MIP que posea una estructura similar a la de (Big-M),
pues se pueden usar en el rol de {H J(»l),ﬁg-l) }é Hasta el momento, en la literatura, no se
ha hecho un andlisis detallado del impacto de éstas cotas en este modelo MIP para redes
neuronales, es por ello que el estudio de cémo calcularlas y analizar los efectos que tienen
sobre el modelo es de suma relevancia. Todo esto también motivado por lo que se discutié
brevemente en el Capitulo 1 sobre la importancia de tener relajaciones lineales fuertes en este
tipo de problemas.
0
j
sean lo mds ajustadas posibles, de manera que al relajar el problema maestro (Big-M) con

Asi, el objetivo de este capitulo es desarrollar una forma de obtener cotas para a;’ que
dichas cotas, esta relajacién sea fuerte.
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Para calcular la cota superior en el nodo n € [n,,]| de la capa m € [L], se utilizara el
siguiente MILP.

I?eésg( F(a,h,z)=a™ (Pom)
5.2 WOTRO 450 = gi+! Vi€ [m — 1], (2.1)
a® = p0 — 7Y i€ [m— 1] (2.2)
h < 7D Vi€ [m—1],Vj € [n] (2.3)
=) _ ()
Ry <H, (12" Vi€ [m—1],Yj € [n)] (2.4)
r0. 7Y =0 Vi€ [m— 1] (2.5)
20 e {0,1}m Vi€ [m—1] (2.6)
WO =z w0 e [-H, HY) Vj € [n] (2.7)

Donde se modifican las restricciones de (Big-M), para modelar el comportamiento de la
red hasta la capa m y se utiliza como funcién objetivo el valor de la activacién a'm™. Asi, al
maximizar se estd buscando precisamente el maximo valor que puede llegar a tener el nodo
(n,m), o sea, el valor para HY™.

Notar que, si en cambio se minimiza F'(a, h, z), se puede obtener la cota inferior para la
activacion del nodo (n,m). A este MILP se le denominara (P, ).

/ _ m)
min F(a,h,z) = a, (Poum)
s.a. (2.1) — (2.7)

2.1.1. Algoritmo de resolucién Bounder

En ambas formulaciones, tanto (P,,,) como en (P,,), hace falta definir los valores de

HWY y 7Y en las capas [ < m para poder resolver el problema, pero como X es acotado,
es facil notar que se pueden obtener recursivamente fijindolos para [ = 0 con el rango
admitido en X. Por ejemplo, con el dataset MNIST normalizado se tendria X = [0, 1]2¥*28

e, Vj € [784] : H](-O) =1y F;O) = 0. Con esto, se pueden obtener los valores de H® y 7Y

para la capa [ = 1, y asi recursivamente encontrar todas las cotas de activacién de la red.

Lo anterior también permite controlar el input, por ejemplo, si se quiere analizar cémo se
comporta una red para imagenes similares a un digito d en particular, se pueden fijar estos
valores iniciales en una bola de radio € en torno al digito d € X. Esta idea serd utilizada en
capitulos posteriores.

Asi, se puede construir el siguiente algoritmo para conseguir las cotas de activacién de
todos los nodos:

13



Algorithm 1: Bounder

Input: (W, B), F(O),H(O)

Output: {ﬁ(l), H(l)}lL 1
1 Definir las variables del modelo (bW A, a®W, 20) VI € [L] con (2.5)-(2.6), al) € R™
2 Agregar la restriccion (2.7), usando los valores iniciales F(O), H©

3 Definir cotas validas H (l),ﬁ(l) Vil € [L] usando la Proposicién 2.1
4 forl1<m<Ldo

@

5 Agregar restricciones (2.1) — (2.4) asociadas a la capa m

6 for 1 <n<n,, do

7 Cambiar objetivo al a™ actual

8 Resolver (P,) v (Pum) asociados

9 if Se encuentran cota para aSZ”) then

10 t Definir H{™ y ﬁ;m) con los valores correspondientes

11 else

12 t Propagar peor cota de capa m — 1 con la Proposicion 2.2.

70 gol”
13 Retornar {H H }

=0

Para obtener las cotas iniciales en caso de alcanzar un limite de tiempo, se utiliza la
siguiente proposicion:
Proposicion 2.1 La siguiente es una cota vdlida para las neuronas de la capa | > 2:

-1

-2 -1
1B leo < 1 [oo TT W™l + D (Hb(”)Hoo 11 I\W(m)Hoo> + {100
n=0

m=0 m=n+1

Para | = 1 basta tomar ||hMV]||s < |IW O ||| ae + |[0©]] o -

Observacion 2.1 Esta cota en general es muy grande, pero al menos asegura cotas factibles

a7 para los problemas (P,,), (Puy). Notar también, que si nuestros datos estédn nor-

Jg oo
28% 28

malizados, se tiene que z € X = [0, 1] , ast ||| = ||7||sc = 1 simplificando el primer

término.

DEMOSTRACION. Caso base | = 2:

-
Como h§1) = méx(Wj(O) h© 4 b,(0))

— ||AD]| < (WO RO 15O
< W[ 1PO oo + 16|

14



Luego para [ = 2 se tiene que:

1 oe < WO RO 50 < (WO ho + 167
< WOl oo (W ol oo + 15 o) + 1167
< WO ol WO A o + 19Dl 6o+ 15

1
< 12 oo TT I oo + [[BONoo WD o + [[6%)] o

m=0

Caso general [ + 1:

.
D] oo = (VO RO 4 0] oo < [T ol [AO L -+ 180

-1 -2 -1
< [IW9s (Ih(o)lloo T e+ (IIb(")Iloo 11 IIW(m)oo> + IIb(“)Iloo> + 1169

m=0 n=0 m=n+1

l -2 -1
= 11 o TT Wl + 1W Ol Y (IIb(")Iloo I1 IIW(’")Iloo> + WO oo [Boo + [169] 10

m=0 n=0 m=n+1
l -2 l
= 1B TTIW ™ oo+ (Hb(n)Hoo 11 IIW“")IIOO> + oo WOl + 1169
m=0 n=0 m=n-+1
l -1 l
=12 TT IV oo+ (IIb(”)Iloo 1T IIW(m)Iloo> + 11600
m=0 n=0 m=n-+1

]

Proposicién 2.2 Dados H(l),ﬁm

cota valida:

cotas validas para una capa | > 1, la siguiente es una

Rl < IOl i () + 100

J T

DeMOSTRACION. Trivial de definicién de A+ y desigualdad triangular. O

)

. e, - .
Esta proposicién se utilizard en el caso de que se obtengan cotas H", H ( mejores que

las proyectadas originalmente con Proposicion 2.1, para mejorar las cotas que sean posibles.

2.2. Analisis del algoritmo

2.2.1. Problemas y modificaciones realizadas

El algoritmo 1 present6 problemas de desempeno en su version original, ya que en general
la cantidad de pesos distintos de cero es muy alta. Esto ralentiza la resolucion del MILP,
incluso con redes entrenadas con algin grado de regularizacién, ya que muchas veces los
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pesos obtenidos son muy cercanos a 0 pero no exactamente 0, lo cual tiene incidencia en el
solver, llegando al punto de practicamente no obtener soluciones para capas mas profundas.

Para evitar el problema, se crea una pequena subrutina detallada por el Algoritmo 2, que
permite redondear a 0 los pesos que se encuentren en una bola B(0,¢), con ¢ dado por el
usuario. A esto se le conoce como prunning en la literatura.

Algorithm 2: Rounder
Input: W, >0
Output: W.

Definir W, = {}

2 for W € W do

3 | for filai€ [n] do
4

[y

for columna j € [n41] do
5 if H/VZ(JZ)\ < ¢ then
6 t Definir W/Z»(jl) (e)=0
7 else
8 L Definir VVi(jl) (e) = Wi(jl)

o | Agregar WW(g) al conjunto W,

10 Retornar el conjunto de matrices redondeadas W,

Por otra parte, para mejorar los tiempos de ejecucion, se desarrolla una version modificada
del Algoritmo 1, donde se cambia la linea 8 para resolver en cambio la relajaciéon lineal de los
problemas (B,,) ¥ (Pum)- Este cambio mejora el desempeiio del algoritmo, ya que ahora se
resuelve un LP en vez de un MILP, lo cual se puede hacer en tiempo polinomial. El trade-off
es que se obtienen cotas que podrian ser menos ajustadas que las del MILP.

También, como para una capa m € [L] fija, los problemas (P,;,) ¥ (Pn,) son indepen-
dientes para distintas neuronas n € [n,,], el algoritmo se puede paralelizar facilmente por
capa, resolviendo simultdneamente los MILPs y LPs en lotes o batches B C [ny,].

Como no importa el orden de estos lotes, se opta por dividir el problema en lotes conse-
cutivos de tamano a lo mas n.., el nimero de ntucleos del computador. De esta forma, en cada

capa m, en vez de realizar n,, iteraciones en la linea 6, se hacen | — | iteraciones.
nC

Asi, finalmente se utilizan 2 versiones modificadas del Algoritmo 1; la versién MILP
paralela y la LP paralela, detalladas en el Algoritmo 3.
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Algorithm 3: Bounder versiéon 2
Input: (W, B), F(O), HO® ¢>0,n,, relax € {0,1}
Output: {ﬁ(l),H(l)}L
1 Obtener W, con el algl;rlitmo 2 usando W, e
2 Definir las variables del modelo (h(l),ﬁ(l), a2 VI € [L] con (2.5)-(2.6), a¥) € R™
3 Agregar la restriccién (2.7), usando los valores iniciales ﬁ(o), HO

4 Definir cotas validas H (l),ﬁ(l) VIl € [L] usando la Proposicién 2.1
5 for 1 <m <L do
6 Agregar restricciones (2.1) — (2.4) asociadas a la capa m usando W, como las

matrices de pesos

| ]
Ne

8 By ={1,...,n.};By={n.+1,....2n.};..; By, ={(Ng — D)n. + 1,...,np,}
9 for j € [Np] do

10 if relaz=0 then

11 t Resolver simultdneamente (P,,,) ¥ (Pu») asociados a los nodos n € B;

12 else if relax=1 then

13 Resolver simultdneamente las relajaciones lineales de (Pr) v (Pom)
asociados a los nodos n € B;

14 if Se encuentran cotas para a'™ conn € Bj then

15 t Definir H™ y Fim) con los valores correspondientes

16 else

17 t Propagar peor cota de capa m — 1 con la Proposicion 2.2.

77O 1) L
Retornar {H JH }

=0

1

®

Por tultimo para tener control sobre el tiempo total de ejecucion, se agrega también la
opcion de usar un tiempo limite, el cual se aplica por capa. Es decir, para cada neurona n
en un lote en la capa m se utiliza un mismo tiempo limite t,,. De esta manera se sabe que el
algoritmo entregara cotas validas en a lo méas T = Zme[ I N ]gm)tm segundos.

2.2.2. Configuracién de pruebas experimentales

Con el fin de entender bajo que condiciones el Algoritmo 3 tiene un buen comportamiento,
y poder realizar mas adelante otras pruebas con modelos mas complejos, se realizan una serie
de experimentos para determinar:

1. La configuraciéon de entrenamiento maés favorable (con o sin regularizacién, tipo de
regularizacion, factor de penalizacién, etc)
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2. La cantidad de pesos a redondear, dados por el valor del radio ¢

3. El uso de la version LP o MILP del algoritmo, ;Cual es mejor y por qué?

Para estudiar como afectan estos cambios y los hiper-parametros como el radio de redon-
deo € y el grado de regularizacién A, se entrenan las redes especificadas en la Tabla 2.1! en
el supercomputador del NLHPC?. En particular, se utiliza un nodo Dell PowerEdge C6420
con 2 CPUs Intel Xeon Gold 6152 @ 2.10 GHz de 22 nicleos. De este nodo, se asigna sélo 1
nucleo y 4 GB de RAM para entrenar cada una de las redes. Estas se entrenan por 50 épocas,
con regularizacion L1 y L2, donde se utilizan los siguientes factores de penalizacién:

A€ {0,107%,2-107%3-107*}

Luego se guardan los parametros obtenidos de las redes y se aplican distintos niveles de
redondeo a los pesos de las matrices WW con los siguientes valores:

ec{107*,107* 1072, 107}

Finalmente, para todas estas configuraciones (28 en total), se aplica el algoritmo 3, donde
se resuelven los LPs y los MIPs utilizando Gurobi 9.1.2. El calculo de las cotas se realiza en
el mismo equipo mencionado anteriormente, pero se asignan 4 nucleos y 6 GB de RAM por
cada red.

Tabla 2.1: Arquitecturas usadas en los experimentos. El largo de la tupla indica el nimero
de capas ocultas de la red y cada elemento de la tupla indica la cantidad de nodos en dicha
capa. Todas las capas son fully connected y con ReLLUs como funcién de activacion.

Nombre Arquitectura
3000x1 (3000)
800x2 (800,800)
200x5 | (200,200,200,200,200)
100x10 (100.,...,100)

2.3. Resultados

2.3.1. Nivel de redondeo y regularizaciéon de la red

Como se observa en las Figuras 2.1a y 2.1b, y como es de esperar, la cantidad de pesos que
se redondean afectan negativamente en la precision de la red, aunque hay un gran margen
donde la precisién se mantiene practicamente igual. Destacamos el rango [0,0.04]. De acé

ILa tltima es una tupla de 10 elementos
2Laboratorio Nacional de Computacién de Alto Rendimiento (NLHPC)
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también se desprende que las redes sin regularizar (A = 0) nos permiten redondear en un
radio mucho méas grande sin perder precision. Esto se evidencia, por ejemplo, para ¢ = 0.1,
donde se alcanza un porcentaje de redondeo cercano al 60 %, sin afectar practicamente a la
precisiéon de la red, con cambios menores al 1 %.

Accuracy vs rounding threshold

Rounding percentage
100 I
— 100 I
90 X S
— v 801
X )
S 8o/ <
> g 60
© 707 value of A 2
3 0.0 o 40 Value of A
S 601 : a1} 0.0
2 0.0001 2 Lol 00001
50{ —— 0.0002 =1 —— 0.0002
0.0003 2 0l 0.0003
40 : : : : : : : :
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
& &
(a) Precisién promedio de todas las redes. (b) Redondeo por nivel de regularizacion.

Figura 2.1: Impacto del radio de redondeo ¢, tanto en la precision de la red como en el
porcentaje de pesos redondeados.

Otro detalle interesante, es que el tipo de regularizacion utilizado en el entrenamiento,
también tiene un impacto. En la Figura 2.2a, se observa que una regularizacion de tipo L1
nos permite redondear significativamente mas que una L2, para un mismo radio ¢.

También, en la Figura 2.2b se puede observar que a un mayor nivel de regularizacién, es
posible redondear muchos més pesos para un mismo nivel ¢, sin importar la norma que se
esté usando.

Rounding percentage Rounding percentage
~ 100 < 1007
2 80y 2
< <
[=) o 901
2 60 2
= =
- 401 Type © Value of A
9] 9] |
° None - 80 0.0001
S 204 L1 5 —— 0.0002
& 01 — L2 2 0.0003
0.02 004 006 008 0.10 0.02 004 006 008 0.10
13 13
(a) Redondeo por tipo de regularizacién. (b) Redondeo promedio en redes regularizadas.

Figura 2.2: Cantidad de pesos redondeados por radio de redondeo ¢, segun el tipo de regula-
rizaciéon (o no) y el factor de penalizacion.
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Es importante analizar como afecta la arquitectura de la red al momento de redondear los
pesos. Como se observa en la Figura 2.3, en redes mas profundas la regularizaciéon hace que
se pierda precision mas rapidamente. También, redes regularizadas con norma L2, pierden
precision mucho mas rapidamente que las de tipo L1.

100 3000x1 arch with L1 100 3000x1 arch with L2 100 800x2 arch with L1 100 800x2 arch with L2
\ e
95 95 %0 \ %0
—. 90 90 —
9 X 80 80
- 85 85 -
T go 80 g 70 70
] >
E 75 Value of A 75 Value of A g 60 Value of A 60 Value of A
0.0 0.0 0.0 0.0
70 0.0001 70 0.0001 0.0001 0.0001
—— 0.0002 —— 0.0002 507 0.0002 501 0.0002
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Figura 2.3: Precision de las redes separadas por arquitectura y por tipo de regularizacion
utilizada, donde ¢ es el radio de redondeo utilizado.

20



2.3.2. LP vs MILP: Calidad de cotas

Un factor importante a considerar, es determinar cudnto se gana y/o se pierde al resolver
el LP en comparacion con el MILP. Para ello, se analiza la calidad de las cotas obtenidas en
el problema relajado, calculando un gap de optimalidad relativa definido por (RO Gap).

| Boundp — Boundyypp|
| Boundpsrp| + 10710

(RO Gap)

Notar que mientras mas cercano a 0 sea este valor, se tiene que el LP entrega un cota
mas cercana al MILP, y por lo tanto se entiende que la cota del LP es buena.

Como muestra la Figura 2.4, una de las primeras observaciones es que las cotas del LP
son mejores a medida que se aumenta el radio de redondeo y se aumenta la regularizacion.
También, en esta figura, se observa que las redes sin regularizar presentan una varianza muy
alta para el RO Gap, esto sugiere que hay una fuerte dependencia de la calidad de la cota
con el tipo de arquitectura que tiene la red.

En la Figura 2.5 se observa de mejor manera el fendmeno anterior, el cual se genera por la
calidad del LP en redes mas profundas. Las Figuras 2.5¢ y 2.5d evidencian que la calidad de
cotas es comparativamente peor respecto a las redes de 1 y 2 capas, en el caso sin regularizar.
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Figura 2.4: Calidad relativa de las cotas obtenidas por el LP.

Estos resultados sugieren que hay una propagacion de errores, que se acentiia mientras
mas profunda es la red. La Figura 2.7 muestra de mejor manera este fenémeno, donde se
observa un deterioro exponencial de la calidad de la cota obtenida con el LP, en funcién de
la profundidad de la capa.
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Figura 2.5: Gap de optimalidad relativo en funcién del nivel de redondeo, separado por
arquitectura utilizada. e representa el threshold utilizado para redondear pesos.
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Figura 2.6: Gap de optimalidad relativo en funcién del nivel de redondeo para los casos con
regularizacion. Separado por arquitectura utilizada.
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Figura 2.7: Gap promedio de la cota inferior en funcién de la capa de la red, para las diferentes
arquitecturas utilizadas.
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2.3.3. LP vs MILP: Tiempos de cémputo

Una variable importante a considerar en todo este proceso es el tiempo que se utiliza para
calcular las cotas de activacién de la red. Debido a la motivacion original, este calculo es s6lo
la primera parte de una maquinaria mayor, y a pesar de ser necesario solo la primera vez,
deberia ser realizado de manera eficiente. Es por esto que en esta seccién se analizara cémo
influye la variable temporal en el calculo de cotas, como afecta en la calidad de las cotas y
cuanto se gana aumentando el tiempo disponible para calcular.

Lo primero que se analiza es el tiempo de computo, tanto del LP como del MILP. En la

Figura 2.8 vemos que hay varios ordenes de magnitud de diferencia en el tiempo que conlleva
resolver el LP versus el MILP.
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Figura 2.8: Comparacién de tiempos de resolucién del LP y del MILP (Wall time)

También es interesante ver como las instancias sin regularizaciéon son, en ambos casos,
las que mas demoran en resolverse, siendo en el LP mucho méas grande el impacto que tiene
entrenar sin regularizacion. Debido al decrecimiento que tienen las curvas, se observa también,
que el efecto de redondear pesos es mas importante en la resolucién del LP que la del MILP.

Por 1ltimo, en el caso sin regularizar, a pesar de aplicar un radio € = 0.1 que, como ya
se observé anteriormente, provocaba un redondeo del 60 % aproximadamente, no hay una
mejora significativa en el tiempo de resolucion, tanto en el LP como en el MILP. Esto indica
una primera desventaja comparado con las redes regularizadas, que a medida que se redondea
mas, encuentran cotas mas rapidamente.

Si se observan los resultados para las redes regularizadas con norma L1 disgregados por
arquitectura, se puede notar que:

e Para redes poco profundas, los tiempos de computo son en la practica muy similares,
como se aprecia en las Figuras 2.9a y 2.9b. En cambio, en las redes mas profundas hay

ordenes de magnitud de diferencia entre la version relajada y el MIP, como muestran
las Figuras 2.9c y 2.9d.
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e El efecto de redondear pesos varia dependiendo de la cantidad de regularizacién y la
profundidad de la red, como se observa en las Figuras 2.9b a 2.9d, donde las curva
decrecen a tasas distintas dependiendo del factor A\ y la arquitectura. Se observa que
para redes poco profundas y con poca regularizacion el redondeo incide més que en los
otros casos. A su vez, en redes profundas con mas regularizacion ocurre lo mismo.
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Figura 2.9: Tiempos de resolucién LP y MILP para el caso regularizado con norma L1.

Para el caso con norma L2, en cambio, como se aprecia en la Figura 2.10, en todas las
arquitecturas el LP es comparativamente mejor en tiempos de cémputo. El MILP en todos
los casos tiene un desempeno peor con 6rdenes de magnitud de diferencia y, salvo en las
redes poco profundas, no se beneficia sustantivamente de las bondades del redondeo y la
regularizacion, como si sucede en el caso con norma L1. Sin embargo, las versiones relajadas
de estos problemas si se benefician de éstos, y se observan comportamientos similares al caso
L1. Esto sugiere que los LP suelen tener comportamientos mas estables, sin depender del
tipo de regularizacion que se utilice.

Comparando el desempeno de los LP, para ambas regularizaciones y disgregado por tipo
de arquitectura utilizada, se puede notar que en el caso de norma L1, los tiempos de resolucion
son en general mas cortos. Esto se aprecia en las Figuras 2.11c y 2.11d. También, el LP se
beneficia mas del redondeo en el caso de norma L2. Esto se aprecia en las Figuras 2.9¢, 2.9d
y 2.11b donde las curvas del caso L2 decrecen mas rapidamente que las del caso L1.

Por 1ltimo, comparando el desempeno de los MILP, para ambas regularizaciones y dis-
gregado por tipo de arquitectura utilizada, se puede notar que en general el caso L1 tiene
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Figura 2.10: Tiempos de resoluciéon LP y MILP para el caso regularizado con norma L2.
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Figura 2.11: Comparacién entre las regularizaciones L1 y L2, para los tiempos de resolucion

LP.
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mejor desempeno que el L2 y el factor de regularizacién y radio de redondeo tienen mayor
impacto en los tiempos de resolucion en el caso L1.
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Figura 2.12: Comparacién entre las regularizaciones L1 y L2, para los tiempos de resolucion
MILP.

2.3.4. Impacto del limite de tiempo empleado.

Como se mencioné en la seccién anterior, con el fin de asegurar que el algoritmo no se
quede en las capas iniciales todo el tiempo, se desarrolla una subrutina que reparte el limite
de tiempo total T de manera inteligente en todas las capas de la red, asignando valores
para t,, con m € [L] de una manera exponencial. Esto significa que a capas escondidas mas
cercanas a la capa inicial se les asignara menos tiempo limite de resolucién, mientras que las
capas escondidas més profundas tendréan la mayor cantidad de tiempo para resolver.

Esta decisién se toma considerando los resultados anteriores donde se observa que la
complejidad aumenta considerablemente en capas mas profundas, por lo tanto es natural
pensar que se necesita mas tiempo de resolucion para alcanzar cotas suficientemente buenas.
Ademas, los resultados experimentales mostraron que en general las primeras capas alcanzan
los 6ptimos con bastante facilidad y en poco tiempo.

Es por esto que se realiza un experimento para evaluar el impacto del limite de tiempo
total utilizado en la calidad de las cotas obtenidas. Para ello, en base a los resultados de
las secciones anteriores, se selecciona una instancia de 5 capas con 200 neuronas cada una,
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entrenada durante 50 épocas y regularizada con un factor A = 0.0002 tanto en norma L1
como L2. Luego, estas redes se redondean usando un radio ¢ = 0.04.

Finalmente, con estas 2 redes, se procede a calcular las cotas de los nodos para distintos
limites de tiempo (de 20 a 90 minutos con un paso de 10 minutos), y se obtienen los resultados
de la Figura 2.13.
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Figura 2.13: Calidad de la cota LP comparada con la mejor cota MILP encontrada, en funciéon
del limite de tiempo asignado.

Como se aprecia en la Figura 2.13, la calidad de las cotas LP relativas al MILP, van
empeorando a medida que se asigna un mayor limite de tiempo. También el grafico para la
cota superior, parece indicar que con regularizacion L2, el impacto es mayor.

Este fenémeno, se logra explicar con las Figuras 2.14 y 2.15, las cuales muestran como
mejoran las cotas LP y MILP respectivamente con el paso del tiempo, donde valores mayores
a 1 representan cotas que aun se pueden mejorar, y el mejor valor equivale a 1 pues es
precisamente la mejor cota alcanzada comparada consigo misma.

En estas figuras se ve como a partir de un limite de tiempo, el LP deja de mejorar (por
alcanzar los 6ptimos) mientras que el MILP atin tiene margen de mejora. Esto indica que las
cotas del LP tienen limitaciones, dadas principalmente por qué tan fuerte es la formulacion
de la relajacion lineal, pero como se ve en ambas figuras, para limites de tiempos razonables,
siguen siendo muy buenas comparativamente: a lo més son 2.4 veces mas grandes que las del
MILP en tiempos mucho mayores de los que se usarian en la practica.
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Figura 2.14: Calidad de la cota LP comparada con la mejor cota LP encontrada, en funcion
del limite de tiempo asignado.
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Figura 2.15: Calidad de la cota MILP comparada con la mejor cota MILP encontrada, en
funcién del limite de tiempo asignado.
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2.4. Conclusiones

De este primer analisis de las cotas y los resultados experimentales obtenidos, se despren-
den varias ideas relevantes para el trabajo que se realizard y que no han sido estudiadas en
profundidad previamente en la literatura.

La primera conclusion es que, si se garantiza tener una red con ciertas propiedades desea-
bles, como por ejemplo la regularizacién, podemos asegurar buenos resultados en el calculo
de las cotas aprovechando las bondades del redondeo de pesos. Como vimos anteriormen-
te, también se pueden asegurar buena calidad de las cotas LP en general, con tiempos de
computo acotados y con comportamientos estables independiente del tipo de arquitectura.

Incluso en el caso sin regularizar, se observa que se pueden redondear algunos pesos sin
perder mucha precisién y ganando también en calidad de las cotas LP, aunque en un grado
mucho menor que en el caso regularizado. Es por esto, que de ahora en adelante se aplicara
dicho redondeo como un preprocesado, salvo que se mencione lo contrario.

También como la calidad de las cotas LP es buena comparada con las del MILP y se
resuelven en un tiempo mucho menor, el preprocesado también realizara el calculo de cotas
usando so6lo el LP, salvo que se indique lo contrario. En el siguiente capitulo, se evaluara
el impacto que tiene lo ajustadas que son las cotas en problemas de optimizacion que usan
restricciones del tipo Big-M en el modelamiento de redes neuronales, para registrar cuanto
se pierde al no usar las cotas del MILP que son mucho mas ajustadas. ;Tiene un impacto
significativo? ;Hay algin trade-off 7 Son algunas de las preguntas que se busca resolver en
los siguientes capitulos.
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Capitulo 3

Impacto de las cotas de activacién en
modelo Big-M de redes neuronales

3.1. Problema de verificacion

En este capitulo, con el fin de estudiar los diferentes efectos que pueden llegar a tener
las cotas de activacion HZ»(l),HEl) calculadas en el Capitulo 2, se resolvera un problema de
verificacién para comparar el impacto que tiene lo ajustada que son dichas cotas. Este tipo
de problemas se utiliza mucho en la literatura, por ejemplo para asegurar robustez [20], para
la creacion de casos adversariales [7], entre otros.

Lo que se buscara con este problema es encontrar un input que, comparado con otra ima-
gen inicial x(, genere la méxima diferencia posible en la clasificacién, en otras palabras, para
una imagen referencial inicial, este problema entregara una nueva imagen que es clasificada
de manera totalmente distinta a la original.

Figura 3.1: Ejemplo de caso adversarial para imagen de referencia con d = 5 clasificada como
numero 8.
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Por ejemplo, en la Figura 3.1 vemos una imagen = que se generé tomando como base un
xo correspondiente a un digito 5, sin embargo, con ciertos cambios en la imagen de referencia
xg, se logré que la red lo clasificara en cambio como un nimero 8 con un 93.9 % de certeza.

Para realizar esto, dada una red neuronal N' = (W, B), se modifica el problema maestro
(Big-M) cambiando la funcién F'(a, h, z), generando asi el problema (PV):

Iilg? F(a,h,z) = ||softmax (a(L)) - ?JOH1 (PV)
s.2. WO RO 4O = g+ Vi € [L]o (3.1)
a® = 0 7Y Vi € [L] (3.2)
WY < oYY Vvl € [L],V] € [n] (3.3)
1) _ )
Ry <H; (1-2") vl € [L],V] € [n] (3.4)
hO R =0 Vi € [1] (3.5)
20 e {0, 1}™ Vi € [L] (3.6)
WO =z b e -H, 71 Vj € [n] (3.7)

Donde g, es un vector de probabilidad fijo definido por yo = N (), el output de la red
para la imagen xy. Por su parte, so ftmax(a(L)) es precisamente el output de la red para
imagen x € X, es decir, softmaz(a'®) = N'(z). Por lo tanto, el problema sencillamente est4
encontrando un z € X tal que [|N(z) — N (xo)]|; se maximice. También, més adelante se
definird X de manera tal que la imagen encontrada sea cercana a la imagen de referencia,
bajo una cierta semi-métrica.

Las restricciones del modelo, son las mismas que las del problema maestro (Big-M), y
estan detalladas de mejor manera en la Seccion 1.3.

. —( . :
Recordar que si las cotas [—H E ), Hi(l)] son muy amplias, al relajar el problema usando
zi(l) € [0, 1], se obtienen soluciones muy débiles. Para determinar cudnto afecta realmente este
margen entre ambas cotas, a continuacién se detallara los diversos experimentos realizados

para estudiar este efecto.

3.2. Descripciéon de casos experimentales

Con el fin de estudiar el impacto que puede tener lo ajustada que son las cotas calcula-
das en el Capitulo 2, se realizan una serie de experimentos usando un verificador de redes
modeladas con el MINLP (PV). Este verificador, computa un input z* tal que:
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" € Ba(zo,e) A mix[[N(z) = N(zo)[li = [IN(27) = N(zo)]h,

Donde By(+, ) es una bola definida por una semi-métrica d, y € un nivel de perturbacién
para la imagen inicial xg.

3.2.1. Restriccion del espacio de biisqueda

Para obtener soluciones que no agreguen simplemente ruido aleatorio a la imagen de
referencia, se decide buscar formas de restringir el espacio de busqueda X. Para esto, se
define una semi-métrica para imagenes d™(-,-) : X x X — R como:

dm(‘ra y) - méX dm('r? y)

(i,j)€28x28 7
con:
1 stz =0Ay" #0
dis(wy) = Z’ —y™)k| sino
1 516 =
Donde:
o 2 € M C R¥+1X2m+! ¢5 la vecindad de distancia a lo mas m del pixel (7, 7). A esto

le llamaremos filtro de tamafio m centrado en el pixel (i, j).

e K son los indices de la matriz en M.

La idea detras de esta semi-métrica para una imagen de referencia, es tener en cuenta
tanto la intensidad de los pixeles, como también la vecindad en torno a ellos. Esto se observa
en la definicién por partes, donde en el primer caso se tiene en cuenta si el pixel estd apagado,
mientras que en la segunda se toma en cuenta la vecindad del pixel.

De esta forma, usando esta semi-métrica se pueden imponer condiciones en el espacio de
busqueda X para que la solucion encontrada no difiera tanto de la imagen referencial, tanto
en la forma del digito como en la intensidad de los pixeles.

En la préctica, para restringir el espacio de buisqueda inicial, se realiza el proceso esque-
matizado en la Figura 3.2, donde para un padding p, y un filtro de tamano m x m definidos
con anterioridad, se recorre la imagen de referencia pixel a pixel. En el caso experimental
detallado mas adelante, se utilizan valores m = 3 y p = 2. Con estos parametros, se calcula el
valor dj ; (x5,
medio de los valores encerrados por el filtro. Este valor se utiliza para definir el valor minimo

0) para cada pixel (7, j) de la imagen inicial que, en palabras simples, es el pro-
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Figura 3.2: Esquema del proceso de célculo de rangos admitidos para las imagenes referen-
ciales. En este ejemplo se utiliza m = 3,p = 2 y un nimero 7 de imagen referencial.

y maximo que puede tomar dicho pixel en el espacio de buisqueda, tomando respectivamente:

(1 —e) - di (a7,
min (1, (14¢) - & (2% ,,0)) para el maximo

0) para el minimo

Para los experimentos que se detallaran mas adelante, se fija ¢ = 0.18 por ser suficien-
temente grande para generar soluciones factibles y suficientemente pequeno para generar
soluciones estructuradas. También, se utiliza un representante de cada clase de MNIST (ob-
tenido aleatoriamente) para utilizar como imagen referencial x.

, . . . 0 . .
Asi, se tienen bien definidos los valores { H?, H, }74 . que a su vez, describen el espacio de

bisqueda como sigue

784

X = H —H; HY C [0,1)

Observacion 3.1 Para pixeles con valor 0 y con vecindad de valor 0, es claro notar que
las cotas minimas y maximas permitidas, seran iguales a 0. Con esto se asegura preservar la
forma de la imagen inicial. A su vez, para pixeles con vecindad distinta de 0, al promediar
los valores y ponderar por (1 £ ¢), se asegura mantener la intensidad de los pixeles en dicha
area.
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3.2.2. Configuracion de los experimentos

Para evaluar el impacto de las cotas de activaciéon empleadas en (PV), se utilizan 4 formas
distintas de calcularlas:

e Cotas “naive” obtenidas usando la Proposicion 2.1.
e Cotas “LP” obtenidas con el Algoritmo 3 con relax=1.
e Cotas “MILP” obtenidas con el Algoritmo 3 con relax=0.

e Cotas “IP+img” obtenidas con el Algoritmo 3 con relax=0 y usando la imagen de
referencia inicial para restringir el espacio de busqueda inicial.

Para estos experimentos, se utiliza una red de cada arquitectura del Capitulo 2. Basado
en resultados previos, se considera que las redes con regularizacién L1 y factor A = 0.0002 son
una configuracién en la cual el Algoritmo 3 se comporta de buena manera. Asi, se utilizaran
los siguientes 4 casos a estudiar:

e Red de 1 capa escondida de 3000 neuronas, con regularizaciéon L1, A = 0.0002 y 50
épocas de entrenamiento.

e Red de 2 capas escondidas de 800 neuronas, con regularizacion L1, A = 0.0002 y 50
épocas de entrenamiento.

e Red de 5 capas escondidas de 200 neuronas, con regularizacion L1, A = 0.0002 y 50
épocas de entrenamiento.

e Red de 10 capas escondidas de 100 neuronas, con regularizacién L1, A = 0.0002 y 50
épocas de entrenamiento.

Los experimentos se ejecutaron en el NLHPC, usando la particion general descrita en el
Capitulo 2.

3.3. Resultados

Para distintos porcentajes de gaps de optimalidad en los incumbentes encontrados, se
observa que hay distintos comportamientos segun el tipo de cotas de activacién que se utilice.
Como se aprecia en la Figura 3.3, si se busca encontrar incumbentes que estan muy cerca de
la optimalidad (< 1 %), las cotas del tipo naive no aseguran un alto porcentaje de instancias
terminadas, mientras que las cotas LP e IP4+img presentan la mayoria de las instancias con
un gap menor o igual a 1%.
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Si se admite tener un gap de optimalidad mayor como en Figura 3.3b, se aprecia que las
cotas MILP producen més soluciones en este rango y se mantiene el comportamiento de las
cotas naive, que siguen siendo peores que las demés.

Se aprecia también en la Figura 3.3c, que las cotas LP tienen mejor desempeno que todos
sus competidores en algunos rangos, como entre un 3% y 5% de optimalidad.

Por 1ltimo, como se observa en la Figura 3.3d, las cotas naive comienzan a ser méas
competitivas para rangos de optimalidad maés altos como el 7.5 %. Esto podria ser utilizado
para encontrar rapidamente incumbentes con un gap de optimalidad acotado.

Instances below gap threshold Instances below gap threshold
701 Bound type 701
—— naive
60 o 60
— milp |
o\'_o' 50 — ip+img 'o\—o' 501 — 4/_1
E 40 = E 401 =
2 7 2 o
830 8301
%} (%)}
£ = Bound type
20 20 —— naive
Ip
10 10 — milp
— ip+img
%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 %.O 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Gap [%] Gap [%]
(a) Instancias con gap entre 0% y 1% (b) Instancias con gap entre 0% y 2.5 %
80 Instances below gap threshold 80 Instances below gap threshold
| I ]

o
o

o

Instances [%]
w H U
o

Instances [%]
w H (9,
o

0,
Bound type Bound type
20 —— naive 20 —— naive
Ip Ip
10 — milp 101 — milp
— ip+img — ip+img
0 : : : : 0 : :
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 7
Gap [%] Gap [%]
(¢) Instancias con gap entre 0% y 5% (d) Instancias con gap entre 0% y 7.5 %

Figura 3.3: Porcentaje de instancias que llegan a un cierto gap de optimalidad dado por el
eje X, separadas por el tipo de cota utilizado. En esta figura se consideran todas las redes.

Por otra parte, viendo como se comportan los tipos de cotas de activaciéon dependiendo
de la arquitectura de la red, es claro notar que para redes de poca profundidad, el problema
se vuelve mas sencillo por el porcentaje de instancias que alcanzan incumbentes cercanos al
optimo. En las Figuras 3.4a y 3.4b se aprecia un buen desempeno de las cotas naive, esto
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sugiere que pueden ser utilizadas para una futura heuristica.

Por otra parte, en las Figuras 3.4c y 3.4d se ve un desempeno muy malo de todas los
tipos de cotas en general, pero mas aun en las cotas del tipo naive

Instances below gap threshold for 3000x1 Instances below gap threshold for 800x2
100 , , ’ 100
80 801
X X
a 60’ $ 60,
(S} (S}
C C
2 40/ 2 40
< Bound type = w Bound type
—— naive —— naive
201 Ip 201 Ip
—— milp — milp
— ip+img — ip+img
% i 7 3 2 5 % i 7 3 2 5
Gap [%] Gap [%]
(a) Red de 1 capa (b) Red de 2 capas
Instances below gap threshold for 200x5 Instances below gap threshold for 100x10
1001 Bound type 100 Bound type
e lr:)alve e Inpalve
801 milp 801 — milp
o\'_o' —— ip+img '0\_0' —— ip+img
g 601 E 601
O O
C C
£ a0 2 40
k= £
201 ,—’7 20+ ,
% i > 3 a 5 % i > 3 2 5
Gap [%] Gap [%]
(c) Red de 5 capas (d) Red de 10 capas

Figura 3.4: Porcentaje de instancias que llegan a un gap de optimalidad entre 0% y un 5 %,
separadas por el tipo de cota utilizado y la arquitectura de la red.

Al analizar el tiempo que demoran en computarse los distintos tipos de cotas, se puede
observar en la Figura 3.5 que las cotas ip+img no son muy recomendables, ya que la variabili-
dad de tiempo de cémputo es muy alta, esto puede provocar que algunas instancias demoren
mucho en resolverse y sin obtener soluciones suficientemente buenas para que se justifique.
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Computing of activation bounds

Ip’ }—m-{
milp . III{

naive1

Bound type

0 1000 2000 3000
Time [s]

Figura 3.5: Boxplot del tiempo de computo de cada tipo de cota.
3.4. Conclusiones

Basado en los resultados experimentales, y contrastandolo con el tiempo que requiere
computar cada una de las cotas, es claro ver un trade-off en este punto. Si bien en las
instancias de poca profundidad, las cotas naives se comportaron de manera competitiva
frente a los otros tipos de cotas, es evidente que en casos mas cercanos a la realidad tendrian
un desempeno peor, como se aprecia en las redes de 5 y 10 capas. Sin embargo, este tipo de
cotas igual pueden ser ttiles si se piensa en utilizarlas para creacion de soluciones factibles
en una etapa inicial. Una idea para trabajos futuro, seria utilizar este tipo de cotas, dentro
de una heuristica primal en los modelos IP.

Por otra parte, las cotas del tipo LP se comportaron de buena manera en general. Como
se observa en la Figura 3.5, son las segundas cotas mas rapidas en ser calculadas en promedio,
y a pesar de que las cotas IP+img en algunos casos son mas rapidas en ser calculadas, se
considera que las LP son mejores ya que tienen menos varianza, y por lo tanto el usuario
tiene una mayor certeza de que tiempos esperar.

Si se permite tener gaps mayores a 1%, se observa que son mejores que las cotas naives,
como indican las Figuras 3.3b a 3.3d. También, se aprecia que presentan rendimientos com-
petitivos, alcanzando los mismos valores que las cotas MIP, como indican las Figuras 3.3c
y 3.3d, pero sin el tiempo adicional que conlleva computar dichas cotas. Por tltimo, en los
graficos separados por tipo de arquitectura, se observa que las cotas LP tienen el mismo com-
portamiento para los casos mds cercanos a la realidad, como se observa en las Figuras 3.4c
y 3.4d.

Todo lo anterior, posiciona a las cotas LP como el candidato ideal a ser usado en los MIP
que modelan redes neuronales, debido a su buen desempenio en mayoria de los casos y su
tiempo de computo aceptable.
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Capitulo 4

Desempeno del modelo MIP para
comparar redes neuronales

4.1. Introducciéon

A partir de los resultados de los capitulos previos, se determinaron ciertas configuraciones
ideales donde los MIPs se comportan de manera deseada y se resuelven en tiempos méas
acotados, tales como: tener redes sparse (con regularizacién en entrenamiento), aplicar niveles
de redondeo o prunning para evitar errores numéricos, el uso de LP’s para el calculo de las
cotas de activacién, entre otros. Con el fin de probar empiricamente una nueva herramienta

que se llamara comparador MIP de redes, se usaran estas configuraciones ideales para resolver
el problema (PC).

Hasta el momento, en la literatura no se ha empleado este modelo para una tarea seme-
jante, por lo que estudiar este modelo es de gran relevancia para determinar sus alcances y sus
principales limitaciones. En principio, este modelo MIP permite estudiar una gran cantidad
de problemas, por ejemplo, nos permite cuantificar la diferencia que hay entre las funciones
de dos redes neuronales a partir del comparador C(a, h, z). Una aplicacién de esto seria, usar
el comparador como certificador para una compresién con pérdida de redes neuronales, ase-
gurando asi que la versién comprimida de la red difiere solo en un cierto margen dado por el
comparador C(a, h, z) utilizado.

El problema (PC) formulado a continuacion, es una modificacién del problema maestro
(Big-M), donde las variables del problema estén duplicadas (para representar dos redes) y
estan relacionadas solo en la capa inicial z = hgo) = hgo) y por el comparador C(a, h, z). Las
restricciones son analogas a las del problema maestro y estan explicadas con mayor detalle
en la seccion 1.3.
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Igeés? C(a,h, z) (PC)
s.a. WO RO 4 p® = G Vi € (L] (4.1)
WO 4 b0 = o0 Vi € [Laly (4.2)

a = — 7Y Vi € [Ly] (4.3)

o = p® 7Y Vi € [Ly] (4.4)

Wiy < Hijz) Vie[Llviem  (45)

ny) < H)2) Vie (L Vielm]  (46)

By < Hyy (1= 2() Vie[LlvViel  (47)

Ry < Hyy(1— #4) Vie[LlViel  (48)

A0 e 0,13, 2™ e {0, 1} Vi € [L1],¥m € [Ls] (4.9)

B B B = 0 Vi€ (L), ¥me (L) (4.10)

WY =0 =i b e (A vieh (41

Donde C(a, h, z) es la funcién comparadora que utilizaremos. Generalmente se aplica en
la capa de salida A1 = y.

Con esto, se tiene un conjunto de variables {h;, h;, a;, 2 }>_, que ayudan a modelar dos
redes neuronales, las cuales solamente estan relacionadas a través del mismo input x € Xy a
través del comparador C(a, h, z) que se definird més adelante, dependiendo de qué es lo que
se busca comparar.

Observacion 4.1 Los valores de {m(l)7b,§l)7Li}ie{l72}7 ler;) son datos del problema, dados
por la descripcién de las redes neuronales. Ademads, por los resultados del capitulo anterior se

0

. !
asumen como conocidos los valores {Hi( ), H;" }icq1.9}, 1e]L,], los cuales son calculados usando

la version LP del algoritmo 3.

Notar que a priori, se pueden agregar n redes neuronales a esta formulacién, pero como
el problema con una sola red ya es suficientemente complejo (es NP-Hard), durante este
capitulo, solo se estudiard las limitaciones que tiene en el caso de comparacién con n = 2.

40



4.2. Comparadores

4.2.1. Maxima Diferencia entre dos redes

Una de las motivaciones originales de la tesis, era crear un comparador de redes para
comprobar de manera cuantitativa, que tanto diferia una red neuronal, con su versiéon com-
primida que admite pérdida. Para realizar esto, nace la idea de comparar ambas redes basados
en la maxima diferencia posible entre éstas. De esta idea surge un problema adicional, ; Cémo
definir lo que es la “méxima diferencia”?. A priori, esto se puede llevar a cabo de diversas

maneras, pero en este caso solo veremos dos formas de hacerlo.

En probabilidad

Different cases for C(x) =2

1.0+ Network 1.0 Network
 Py(x) . Pi(x)
. P . P

0.81 2 081 2(x)

0.2 1 0.2 1

0.0 .04

Probability
(=)
[¢)]
Probability
o
[¢)]

=}

>
L
o
IS

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
CIass Class

Figura 4.1: Ejemplo ilustrativo de distintos casos donde C(a, h, z) = 2 para (maxdiff).

Una manera de medir, la maxima diferencia entre ambas redes, es observar los vectores de
probabilidad asociados a una clasificacién de ambas redes y luego ver su diferencia en norma.
En este caso, se decidié por utilizar la norma L, ya que se puede linealizar mas facilmente
lo cual es deseado para el IP, y por su simplicidad en términos generales. Asi, el comparador

quedaria como:
C(a, h, z) =[BT — Bkt (maxdiff)

Si bien, ésta es una idea que surge naturalmente, carece de mucha interpretacion, ya que

para mismos valores de estd métrica, se pueden dar situaciones muy diferentes. Por ejemplo,
. . . Li+1) ;5 (La+1

si C(a, h, z) = 2, esto puede ocurrir debido a que ambos vectores hg ! ), hg 2+ Valen 1 para

distintas clases C; # Cy € [K], lo cual indicaria que ambas redes son muy distintas.

. o . Li+1
También, esto puede ocurrir si un vector digamos hg 1+1)

una sola clase C, y el otro thQH) concentra la probabilidad de manera equiprobable entre

, concentra su probabilidad en
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todas las otras clases k € [K]| con k # C}, lo cual indicaria que la segunda red es bastante
mala pues se confunde entre todas las clases salvo una. Este ejemplo se puede observar mejor
en la Figura 4.1.

En selecciéon de clase

Otra manera de medir la maxima diferencia, es fijarse solamente en cual es la clase
que selecciona la red. Para clasificar, en general las redes se quedan con la clase de mayor
probabilidad, asi se tiene sencillamente que:

Cy = arg max{hgffﬂ)} para k € {1,2}.

1=0,..,9

Luego, para hacer que ambas redes tengan una maxima diferencia en términos de la clase
que seleccionan, basta con asegurar que la clase de mayor probabilidad no sea la misma en
ambas redes. Esto, nuevamente se puede lograr de distintas formas, pero la que se utilizé en
este caso fue agregar las siguientes restricciones:

a3t < o) Vk € [K]\C, (4.12)
agz ™ < alfEr VEk € [K\Cs (4.13)

Donde C; # Cy € [K] son clases fijas para las redes N7 y N> respectivamente. A pesar que
estas restricciones se aplican sobre las transformaciones lineales a(“+1)| estas aseguran que la
red N clasificard el input como clase C; y la red N, clasificard como Cs, ya que softmax
es una funcién creciente. Asi, se evita poner restricciones sobre funciones no lineales como
softmax. Luego, se utiliza la siguiente funcién objetivo:

C(a,h,z) = ag,Lcljl) + agg:l) (maxout)

Este comparador tiene la versatilidad de elegir cuales son las clases C y Cs, pero en
general produce soluciones muy simétricas como densidades equiprobables, para evitar estas
soluciones, en la practica se suma un término de tolerancia ¢ en las restricciones (4.12) y
(4.13), pero también se podria modificar la funcién objetivo para evitar que los valores de
agiﬁl) sean muy similares a los de aE%jl) i € {1,2}, y asi no obtener estas soluciones tan
simétricas.

4.2.2. Maximo nuimero de activaciones cambiadas

Otra forma de comparar redes, orientada en el politopo asociado a las variables de decisién,
es observar la diferencia de los patrones de activacion entre dos redes de igual arquitectura, es
decir, ver cuales son las neuronas que, para un mismo input z € X, tienen diferentes estados
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de activacién en ambas redes.

@

Para esto, se define la variable binaria auxiliar w;,”’ que vale 1 si la neurona (7,l) tiene

estados distintos en ambas redes, y vale 0 si tiene el mismo estado. Luego, se puede estudiar
el nimero de activaciones cambiadas, agregando las siguientes restricciones:

wh + 20 420 <9 Vi € [L] (4.14)
wh < 20 4 vl e [L] (4.15)

. - . . 1
Es claro ver que estas restricciones son validas, pues se tiene que si z§2 =+ zéz entonces
@)

i

< 1 por la primera restriccion y

= 1. Por otra parte, si zfi = élz, se distinguen dos

(@

[

alguna de ellas vale 0 y la otra 1, asi se tendria que w

wz(l) > 1 por la segunda, es decir wgl)

casos, o bien la suma entre ambos es 0 o0 2, asi en el primer caso se tendria que w,”’ < 0 por
la segunda restricciéon, y en el otro caso se tendria lo mismo pero por la primera restriccion,

: !
con esto en ambos casos se tiene que wg )= 0.

Luego para maximizar el nimero de activaciones que cambian entre ambas redes, se define
el comparador como:

C(a,h,z) = Z Z wlgl)(z) (maxflip)

=1 =1

Durante el desarrollo de la investigacion, se hicieron pruebas con este comparador, donde
se observé que se comportaba de buena manera tanto para el problema primal como el dual.
Por temas de tiempo, en esta tesis se omitiran los resultados obtenidos con este comparador,
y se profundizard mas en futuras investigaciones.

4.2.3. Minima perturbacién

Otro problema interesante, es usar esta herramienta para observar que tan susceptibles a
perturbaciones son las redes comprimidas. En este caso, se usa un modo sencillo de compresién
con pérdida, que llamamos redondeo o prunning donde, para un nivel de perturbacién ¢, se
reemplazan los pesos w € B(0,e) por w = 0. Con esto en mente, se busca comparar una
red con su version redondeada, y ver cual es el minimo nivel de perturbacién necesario para
hacer que la versién redondeada difiera en una clasificacién para una misma imagen.

Miés formalmente, dadas dos redes N7, M, y una imagen inicial 7, perteneciente a la clase
Cy € [K], se modelard un problema para encontrar un € > 0y x € B(zg,¢) N X tal que
Ni(z) = Cy y No(z) # Cy. Este problema, asume que la red N; clasifica correctamente,
mientras que la red N, se equivoca.

Para modelar esto, se modifican y agregan restricciones a la formulacién original (PC). El
primer cambio implica agregar una variable ¢ al problema (PC), y modificar las cotas sobre
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el input dadas por la restriccién (4.11). En cambio, se utiliza la siguiente restriccion:

max{zy; —&,0} < hg?; < min{zg; +¢,1} Vj € [n] (4.16)

Con esta restriccion, se esta utilizando la bola de norma L., pero se podria usar otra
semi-norma como se discutio en capitulos anteriores.

También, para asegurar que la red N; clasifique correctamente, se agregan restricciones

similares a (4.12). Concretamente, se agrega una variable binaria auxiliar by que vale 1 si
L+1 L+1

; k+ ) > a( ) y vale 0 sino. Esta variable, permitira contar cuantas clases tienen mayor

probabilidad que Cy para la red Ns. Luego, se agregan las siguientes restricciones:

a3t > a2ty Vk € [K]\Cy (4.17)
M- (1 b)) < a7V — a2 <My VEk € [K]\Co (4.18)
Z b > 1 (4.19)

K\Co

Donde (4.17) asegura que la red N; clasifique correctamente. Si M es suficientemente

grande, (4.18) asegura que si by, = 1, entonces a(QLkH) > agL(;l) y si by = 0 se tiene lo contrario.

Por dltimo, (4.19), nos asegura que al menos hay una clase con mayor probabilidad que Cy
en la red N>, es decir, la segunda red clasifica erréneamente.

Luego se utiliza la funcién objetivo:

C(a,h,z) = —¢ (mineps)

De esta forma, se pueden encontrar (z,¢) tales que:

T € Boo(x0,€) C Xy Nao(z) # N (x) = C

Esto es, la minima perturbacién € tal que exista un x € B (z9,€) que sea clasificado
erréneamente por Ns.

Como este comparador, esta pensado para ser utilizado como certificador de una compre-
sién con pérdida, se asumird que N; y N5 son redes con la misma arquitectura, por lo tanto
Vi e [Ll],‘v’m c [LQ] =N,y L1 = L2 = L.

La suposicién de que N clasifica correctamente estd motivada porque N; ocupa el rol de
la red original y N5 de la red comprimida. Si es que resolvemos el problema intercambiando
los roles de N y Ns., se podré analizar si existe un trade-off al comprimir la red.
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4.3. Descripcion de casos experimentales

Con el fin de poner a prueba en la préctica al comparador (PC), se implementan algunos
de los comparadores mencionados en la seccion anterior, y se realizan diversos experimentos
usando el dataset MNIST y algunas redes neuronales entrenadas previamente. Al igual que en
capitulos anteriores, todos los experimentos fueron ejecutados en el NLHPC, con las mismas
asignaciones de recursos detalladas en la seccion 2.2.2.

También, en virtud de los resultados de los capitulos previos, se decide usar ciertas con-
figuraciones en las cuales se observo que el MIP se desempenaba de mejor manera, como el
uso de redes regularizadas, el célculo de cotas usando Bounder version LP, entre otras. Esta
decision se toma con el objetivo de reducir lo mas posible los problemas de desempeno y
poder obtener resultados en tiempos acotados para el desarrollo de la tesis.

4.3.1. Maxima diferencia

Para este comparador, se utilizan las arquitecturas senaladas en la tabla 4.1, entrenadas
con regularizacién L1 con un factor de penalizacion A = 0.0002. Luego se comparan todos
las combinaciones posibles de estas redes.

Red Arquitectura
fennl (3000)

fenn?2 (800, 800)

fenn5 | (200, 200, 200, 200, 200)
fennl0 (100,...,10)

Tabla 4.1: Arquitecturas para experimentos de (maxdiff)

Tanto para la diferencia en probabilidad como en seleccién de clase, se realizan 3 tipos de
experimentos:

1. Comparar 2 redes usando el espacio inicial por defecto X = [0,1]"®*. (non_imgref)
2. Comparar 2 redes acotando el espacio inicial a X = By, (25, ). (imgref_simple)
3. Comparar 2 redes acotando el espacio inicial a X = By(z§,d) con d la semi-métrica

definida en Capitulo 3. (imgref neighbours)

En los 1ltimos 2 experimentos, se resuelve una instancia por cada clase C' de MNIST. Para
esto, se elige un representante de manera aleatoria que se mantiene fijo en los experimentos.
También, se toma un radio 6 = 0.05 para obtener soluciones menos triviales, ya que si
son similares a la imagen referencial, el modelo tiende a tener dificultades al encontrar una
solucién que las redes clasifiquen distinto.
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Las cotas de activaciéon se calculan usando el algoritmo 3 versién LP con F(O), H®O dados
por el espacio inicial correspondiente, y un ¢ elegido de manera conveniente tal que se redondee
un 90 % de los pesos totales, el valor de € no es relevante, asi que desde ahora solo se
mencionard el redondeo en términos del porcentaje de redondeo p %.

4.3.2. Minima perturbacion

Para esta seccion, con el fin de realizar una gran cantidad de experimentos, se decide
utilizar una arquitectura de 2 capas con 15 nodos cada una, de manera de encontrar resultados
6ptimos en un marco de tiempo acotado.

Para usar el comparador de minima perturbacién, se realizan unos preparativos previos.
Para cada clase d € [9]o de MNIST, se obtiene de manera aleatoria un representante x4 € X
tal que NV (x4) = d, el cudl es utilizado como input inicial. También, se generan 40 redes con

distintos niveles de redondeos 9,, dados por los porcentajes de prunning p, que van desde un
5% hasta un 92.75 %, con un paso de un 2.25 %.

Luego, se realizan 400 experimentos (40 por cada digito), donde se determina el par (Zg4, ¢)
donde ¢ es la minima perturbacién tal que exista Ty € B(xg4,€) con el cual, N(Ty) = d y
N5, (Ta) # d. Esto es, el menor ¢ tal que la versién original clasifique a la imagen perturbada
correctamente mientras que la versién redondeada de la red clasifique de manera distinta.
Para todos los experimentos se utiliza la norma infinito, es decir, la métrica simple.

Estos experimentos, son realizados en el NLHPC, con las mismas configuraciones de los
capitulos pasados, salvo que ahora se le asigna un tiempo limite mayor de 4 horas.
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4.4. Resultados

4.4.1. Maxima diferencia: En Probabilidad

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para todas las combinaciones posibles
de las arquitecturas seleccionadas. Primero se muestran las comparaciones entre las dos redes
menos profundas, luego entre la menos profunda con la més profunda y finalmente entre las
dos redes méas profundas.

800x2 vs 200x5

En la Figura 4.3 se muestran las soluciones que maximizan la diferencia en probabilidad
para las redes 800x2 y 200x5 usando la métrica simple y en la Tabla 4.2, se observa de que
manera clasifica cada red usando estas imagenes, y con que probabilidad lo hace. A primera
vista, parece ser que sélo son digitos del 0 al 9, pero si se observa mas de cerca en detalle, se
puede apreciar que todas las imagenes tienen un ruido de fondo.

Tabla 4.2: Clasificaciones dadas por cada solucién para 800x2 vs 200x5 usando la métrica
simple.

Real | Red 1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 0 64 % 0 94 % 0,63
1 1 81 % 1 99 % 0,367
2 8 49 % 2 92 % 0,93
3 3 100 % 3 100 % 0,008
4 9 80 % 4 97 % 1,551
5 5 100 % 5 83% 0,334
6 6 99 % 8 64 % 1,408
7 7 72 % 7 98 % 0,533
8 8 99 % 9 92 % 1,861
9 9 90 % 9 99 % 0,187

A pesar de este ruido de fondo, la mayoria de las imégenes son bien clasificadas por ambas
redes, siendo la excepcién las Figuras 4.2c, 4.2e, 4.2g y 4.2i. Se observa que en las imagenes
bien clasificadas, solo varia la probabilidad de certeza de las redes, siendo el maximo una
diferencia en norma £, de 0.63

Mientras tanto, en las imagenes que confundieron a alguna de las redes, estas tienden a
equivocarse con los digitos 8 y 9. Esto se explica por el ruido de fondo, que para los casos
de las Figuras 4.2c, 4.2e y 4.2g actian cerrando y cambiando la formas de los digitos, por
ejemplo en el digito 4, se ven algunos pixeles que unen el 4 haciendolo mas similar a un 9.
En el caso de la Figura 4.2j, se dio la casualidad de que el digito ya se asemeja bastante a un
nueve por lo que no fue muy dificil confundir a la red.
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(a) (b) (¢) (d) (e)
(f) ) (h) (i) ()

(g i ]
Figura 4.2: Soluciones para el caso 800x2 vs 200x5 usando métrica simple.

De aqui se puede concluir que esta métrica da soluciones muy cercanas a la imagen de
referencia inicial, y en general sélo permite agregar ruido de fondo, utilizando el rango de
intensidad de cada pixel que puede variar.

Con la métrica neighbours en cambio, es més sencillo confundir a las redes, como se
puede observar en la tabla 4.3 donde en todos los casos al menos una de las redes clasifica
erroneamente, teniendo incluso casos como los de las Figuras 4.3e y 4.3h donde ambas redes
clasifican incorrectamente.

Tabla 4.3: Clasificaciones dadas por cada solucién para 800x2 vs 200x5 usando la métrica
neighbours.

Real | Red1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 6 99 % 0 92 % 1,965
1 1 92 % 3 87 % 1,917
2 2 98 % 8 99 % 1,97
3 3 100 % 8 75 % 1,996
4 8 97 % 9 97 % 1,985
5 5 98 % 9 98 % 1,997
6 6 94 % 0 99 % 1,998
7 8 88 % 3 98 % 1,945
8 8 100 % 7 99 % 1,998
9 5 99 % 9 98 % 1,981

A diferencia de la Figura 4.2, en la Figura 4.3 se observan soluciones mucho mas complejas.
Cémo en este caso el espacio X se restringe de manera tal que se conserve la forma de la
imagen original, no basta con utilizar el ruido de fondo para confundir a las redes.
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(f) () (h) (i) ()

Figura 4.3: Soluciones para el caso 800x2 vs 200x5 usando métrica neighbours.

Las soluciones obtenidas en este caso, se aprovechan del rango de intensidad que pueden
tener los pixeles dentro de la forma del digito, obteniendo soluciones que incluso para el ojo
humano es dificil identificar de que digito se generaron originalmente, como las Figuras 4.3e,
4.3h y 4.3i.

800x2 vs 100x10

En la Figura 4.4 y Tabla 4.4 se observan las soluciones obtenidas para la métrica simple,
obteniendo comportamientos similares a la comparacién anterior por ejemplo, la presencia
del ruido de fondo para confundir a las redes.

Tabla 4.4: Clasificaciones dadas por cada solucién para 800x2 vs 100x10 usando la métrica
simple.

Real | Red 1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 0 68 % 0 99 % 0,634
1 1 95 % 8 85 % 1,639
2 2 90 % 8 98 % 1,793
3 3 100 % 3 98 % 0,033
4 9 73 % 4 98 % 1,772
5) ) 99 % ) 88 % 0,239
6 6 97 % 6 99 % 0,056
7 7 96 % 2 94 % 1,829
8 8 72 % 8 99 % 0,557
9 9 95 % 4 8% 1,548

En este caso, se observa que la mitad de los digitos son bien clasificados por ambas redes
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(f) () (h) (i) ()

Figura 4.4: Soluciones para el caso 800x2 vs 100x10 usando métrica simple.

y en la otra mitad una de las redes se equivoca. Este comportamiento es muy similar al caso
anterior donde la proporcion era 4:6.

En los digitos bien clasificados por ambas redes, se observa nuevamente que la diferencia
L1 de la probabilidad no es tan grande, siendo el maximo de 0.634. Para los niimeros con
clasificacién incorrecta, se vuelve a observar la presencia de digitos como el 8 0 9. Esto sugiere
que usando ciertos nimeros es mas facil enganar a las redes.

A diferencia del caso 800x2 vs 200x5, acd se observa una predominancia del error en la
red mas profunda. También, en los casos donde alguna red se equivoca, en general se observa
un valor mayor de la diferencia £, comparado con el caso 800x2 vs 200x5. Esto parece indicar
que el ruido de fondo en estas imégenes genera un error que se va incrementando en capas
méas profundas.

En la Figura 4.5 y Tabla 4.5 se observan las soluciones para la métrica neighbours. Al
igual que en el caso de las dos redes menos profundas, se observa que con esta métrica en
todos los digitos se logra confundir al menos una red.

Sin embargo, en este caso aumenta la cantidad de digitos en donde ambas redes se con-
funden. Esto puede explicarse ya que, como las redes son menos similares (una es corta y la
otra més profunda), es més fécil obtener resultados distintos entre ambas redes.

Nuevamente en la Figura 4.5 se observa como las soluciones se aprovechan de la intensidad
de los pixeles para confundir a la redes. Algunos ejemplos a destacar son las Figuras 4.5a,
4.5¢c, 4.5e y 4.5j, donde se pueden encontrar similitudes con los ntimeros que erréneamente
clasifican las redes.
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Tabla 4.5: Clasificaciones dadas por cada solucién para 800x2 vs 100x10 usando la métrica
neighbours.

Real | Red1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 6 72 % 2 99 % 1,959
1 1 96 % 8 99 % 1,984
2 7 98 % 8 99 % 1,988
3 1 99 % 9 99 % 1,993
4 9 95 % 8 100 % 1,981
5 5 100 % 7 87 % 1,981
6 2 55 % 6 64 % 1,974
7 7 100 % 8 80 % 1,991
8 7 99 % 8 57 % 1,962
9 5 89 % 4 98 % 1,976

(f) () (h) (i) ()

Figura 4.5: Soluciones para el caso 800x2 vs 100x10 usando métrica neighbours.

200x5 vs 100x10

Por 1ltimo, en la Figura 4.6 y la Tabla 4.6 se presentan las soluciones para las dos redes
mas profundas usando la métrica simple. Se vuelven a observar los mismos comportamientos
que en los dos casos anteriores como: presencia de ruido de fondo, preponderancia del error en
la red mas profunda, confusién con digitos 8 0 9, y proporcion entre nimeros mal clasificados
y bien clasificados cercanos a 50 % /50 %.

ol



Tabla 4.6: Clasificaciones dadas por cada solucién para 200x5 vs 100x10 usando la métrica
simple.

Real | Red1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 0 86 % 0 100 % 0,278
1 1 100 % 8 82% 1,655
2 2 95 % 8 99 % 1,977
3 3 100 % 3 99 % 0,026
4 4 64 % 4 97 % 0,71
5 5 82 % 5 99 % 0,351
6 8 55 % 6 100 % 1,34
7 7 99 % 8 92 % 1,944
8 9 97 % 8 100 % 1,957
9 9 99 % 4 62 % 1,5

(d) (e)
) )

(a) (b) (c)
() ) (h) (i

(g
Figura 4.6: Soluciones para el caso 200x5 vs 100x10 usando métrica simple.

Para la métrica neighbours, se obtienen las soluciones de la Figura 4.7 y la Tabla 4.7,
con comportamientos muy similares al caso 800x2 vs 100x10 salvo pequenas diferencias.

En este caso por ejemplo, aparece el fenémeno de confundirse con un 8 o 9 pero usando
una métrica distinta a simple, ya que en 10 de las 14 clasificaciones incorrectas una red se
confundié con uno de estos digitos.

También, los casos en donde ambas redes se equivocan bajaron en comparacion al caso
800x2 vs 100x10, pero siguen siendo mas que en 800x2 vs 200x5. Esto parece confirmar, que
la similitud de las arquitecturas influye en que tan dificil se hace confundir a las redes.

Se destacan soluciones como Figuras 4.7c, 4.7e y 4.7i que son suficientemente buenas para

confundir al ojo humano.
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Tabla 4.7: Clasificaciones dadas por cada solucién para 200x5 vs 100x10 usando la métrica
neighbours.

Real | Red1 Prob 1| Red 2 Prob 2 | L1 diff
0 2 97 % 0 76 % 1,948
1 3 100 % 8 100 % 1,996
2 7 71 % 8 100 % 1,999
3 4 64 % 3 99 % 1,989
4 9 98 % 8 94 % 1,992
5 9 59 % 8 99 % 1,984
6 8 97 % 6 99 % 1,974
7 7 97 % 9 4% 1,98
8 9 100 % 8 99 % 1,989
9 9 98 % 8 98 % 1,979

(f) () (h) (i) ()

Figura 4.7: Soluciones para el caso 200x5 vs 100x10 usando métrica neighbours.

4.4.2. Minima perturbacion

A continuacién se presenta el resumen de los resultados obtenidos para los experimentos
de minima perturbacion. En la Figura 4.8 se aprecia como se comporta el valor de € para cada
digito en funcion del porcentaje de redondeo que se utiliza. Vemos que hay ciertos digitos que
poseen un € mayor en general, como es el caso del nimero 8. Esto se condice con resultados
que se observaron en la seccion 4.4.1, donde ciertas clases parecen ser mas fuertes que otras.

También en la Figura 4.8, se observa que para redes con un porcentaje de redondeo menor
a 40 %, el modelo MIP asociado tiene mas problemas para encontrar una solucién 6ptima. Los
registros de Gurobi indican que esto se debe a la dificultad de encontrar soluciones factibles
para el problema primal. También, en general para valores menores a 20 %, no se encontraron
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Figura 4.8: Eje izquierdo: Minimo nivel de perturbacién € necesario para confundir a la red
redondeada. Eje derecho: Accuracy de la red para el porcentaje de pesos redondeados. Los
puntos morados representan las instancias donde se alcanza el 6ptimo, mientras que las azules
son la mejor solucion factible encontrada en ese caso.

soluciones factibles, esto puede ser por dos razones: no existe solucion para estos casos ya que
las redes son demasiado similares, o bien, se vuelve al problema anterior de la dificultad de
generar soluciones para el problema primal. En cualquiera de los casos, se encontr6 que las
heuristicas por defecto de Gurobi tienen grandes dificultades para estos tipos de problemas,
lo que presenta un espacio de mejora en futuras investigaciones.

Se puede notar que hay un intervalo en el cual el accuracy aumenta levemente entre el
60% y 70 %. En la Figura 4.9, se hace énfasis en este intervalo de redondeo para observar
como afecta al valor de ¢.
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Figura 4.9: Eje izquierdo: Minimo nivel de perturbacién € necesario para confundir a la red
redondeada. Eje derecho: Accuracy de la red para el porcentaje de pesos redondeados. Los
puntos morados representan las instancias donde se alcanza el éptimo, mientras que las azules
son la mejor solucion factible encontrada en ese caso. Enfoque en intervalo de interés.
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Como se observa en la Figura 4.9, la minima perturbacién necesaria parece ser constante
en este intervalo a pesar de lo que se esperaria. La intuiciéon nos indica, que si la red redon-
deada es més precisa en este rango, se deberia necesitar un mayor nivel de perturbacién para
confundirla. Esto en la practica no ocurre, y puede deberse a que el cambio en la precision
no es tan significativo o bien el accuracy no es una muy buena métrica para determinar esto.

También, se pone énfasis en el tramo de redondeo donde la red empieza a perder rapi-
damente su precisiéon. Como se observa en la Figura 4.10, como regla general la minima
perturbacién necesaria para confundir a la red comprimida tiende a bajar, lo cual es un re-
sultado esperado, ya que mientras menos precision tenga, uno esperaria que fuera mas facil
encontrar una imagen que se clasifica bien por la red original y mal por la comprimida.
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Figura 4.10: Eje izquierdo: Minimo nivel de perturbaciéon e necesario para confundir a la
red redondeada. Eje derecho: Accuracy de la red para el porcentaje de pesos redondeados.
Los puntos morados representan las instancias donde se alcanza el éptimo, mientras que las
azules son la mejor solucién factible encontrada en ese caso. Enfoque en intervalo con 75 %
y 93 % de redondeo.

4.4.3. Discusion y comentarios

En este capitulo, se pusieron a prueba algunos de los comparadores presentados y se
realizaron pruebas empiricas con ellos. Estos resultados pudieron ser obtenidos por usar un
modelo MIP como el del problema (PC).

Si bien los resultados en particular no son muy relevantes, por ser un estudio sobre el
dataset MNIST usando redes no muy comunes, si tienen un valor intrinseco, pues demuestran
que el uso del comparador MIP es factible y ademas es una herramienta que permite responder
preguntas complejas sobre las redes, realizar andlisis muy puntuales y demostrar algunas
propiedades sobre ellas.

Estos tipos de experimentos, se pueden extrapolar a redes méas comunes hoy en dia, como

95



redes con capas de convolucién, con capas de pooling, entre otras, y por lo tanto se pueden
hacer investigaciones mas ambiciosas en el futuro con esta herramienta. Por ejemplo, se podria
idear un método de hackeo de redes, donde se entrena una red y se compara con la red a
vulnerar, usando el MIP (PC), para ver si son idénticas. Si no es el caso, se aplican cambios a
la red hasta que el comparador indique que ambas redes son iguales. Esto se podria realizar
si se tiene una gran capacidad de cémputo y si se conocen algunas propiedades de la red a
vulnerar como su arquitectura, sobre que inputs opera, etc.

Cémo nota general de este capitulo, se desprende que el comparador es una herramienta
factible de usar, es muy versatil pues puede servir para una gran cantidad de problemas que
se planteen, pero presenta problemas de escalamiento y por lo tanto queda la interrogante
de como se comportard con redes méas similares a las que se usan actualmente, que son
mas profundas pero en general con més sparsity en sus matrices de pesos. También, queda
pendiente poner a prueba el comparador con redes sin regularizacion y ver cuanto empeora
su desempeno en estos casos.
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Conclusiones finales

En esta tesis se presentaron e investigaron diversos problemas abarcando tépicos de apren-
dizaje de méaquinas, compresion de redes neuronales, optimizacion entera, calculo numérico,
entre otros. Se hicieron varias pruebas de concepto sobre aplicaciones de modelos IP a la
representacién de redes neuronales y se obtuvieron resultados de interés para ambas areas.

Para la comunidad de Machine Learning, se presentaron herramientas versatiles como
el verificador del Capitulo 3, el cual se puede utilizar por ejemplo para la creacion de ca-
sos adversariales. También, se presentd el comparador que permite estudiar dos o mas redes
neuronales a través del modelo del Capitulo 4, el cual se puede utilizar por ejemplo para la
certificacion de compresiones con pérdida. Se estudiaron y mostraron otras posibles aplica-
ciones del comparador y, a la vez, sus limitaciones y desventajas.

Para la comunidad de optimizacion entera, se mostré el impacto de las cotas Big-M en este
tipo de aplicaciones. Cémo estas cotas influyen en los tiempos de resolucién, como calcularlas
y el impacto que tienen en la calidad de las soluciones en los modelos (Big-M). También, se
observo que Gurobi presenta dificultades para encontrar soluciones primales en estos modelos,
siendo necesario el uso de callbacks. Esto presenta una posible linea de investigacién sobre
heuristicas para estos MIPs de redes neuronales.

Se observé también en el Capitulo 4 que la definicién de un comparador C(a, h, z) es
altamente no trivial, y debe estar muy bien pensado para lo que se pretenda hacer con las
redes. Esto presenta una linea de trabajo futuro para investigadores que conozcan muy bien
ambas dreas (ML y MIP), donde se definan y estudien nuevos comparadores que logren
un objetivo motivado desde el aprendizaje de maquinas, pero de manera eficiente con los
conocimientos de formulaciones MIP. ;Cémo definir un comparador para lograr un objetivo
sin complicar tanto la formulacién del problema IP? ; Qué comparadores son realmente ttiles
para problemas de ML?.

Trabajo Futuro

De los resultados de esta tesis se desprenden muchas lineas de investigacién futura, cémo
las ya mencionadas, pero el mas directo es el estudio del escalamiento del problema. De
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estos resultados, surgen algunas preguntas naturales: ;Como escalan estos modelos MIP
con el tamano, profundidad y complejidad de la red?, ;Se pueden utilizar estos modelos en
arquitecturas de redes méas modernas?, Si es asi, ; Empeora el desempeno?

Cémo se menciond en algunos capitulos, es posible extender el trabajo realizado durante
la tesis a otras arquitecturas como LeNet o ResNet, como también se pueden usar otros
datasets mas complejos como CIFAR. Sin embargo, no se tiene certeza de si empeorard el
desempeno del modelo o no, ya que se presenta un trade-off entre el aumento de variables y la
profundidad de estas arquitecturas con el sparsity de sus matrices y el nimero de pardmetros
necesarios para representarlas. Si bien la profundidad y el nimero de variables aumentara los
tiempos de resolucién, el sparsity de las matrices disminuira los tiempos de resolucién como
se vio en el Capitulo 2.
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