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MARTINGALAS LOCALES EN MODELOS DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

El objetivo de este trabajo es precisar el comportamiento de la solucién de un sistema de
ecuaciones diferenciales estocésticas. Concretamente, se determinard si la solucién es una
martingala o una martingala local estricta. Esto, en el contexto de las mateméticas financie-
ras, estd relacionado con la existencia de burbujas financieras en el precio de cierto activo
modelado por dicho sistema.

El modelo estudiado corresponde especificamente a un modelo de volatilidad estocéastica,
donde el precio se representa por la exponencial estocéastica de la volatilidad, que a su vez
se rige segiin una ecuacion diferencial estocastica, conocida como ecuacion de volatilidad.
Se ha estudiado anteriormente el comportamiento de la solucién a esta ecuacién cuando los
coeficientes de difusion y de drift de la ecuacion de volatilidad son potencias de la volatilidad.
Este trabajo extiende dicho resultado al caso en que el drift de la ecuacion de volatilidad se
“comporta como una potencia” en infinito.

La ecuacion estudiada es, concretamente,
dXt = O'taXtth, XO =Ty > 0

doy = 0/ dB, + p(oy)dt, ¢ >0,

donde X; es el proceso de precios del activo, o, corresponde a su volatilidad, B, y W; son
movimientos Brownianos correlacionados y el drift p cumple con que
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Introduccion

Las burbujas financieras como fenémeno econémico han existido desde el siglo XVII. Al
menos, de la década de 1630 data el primer registro de un suceso de estas caracteristicas.
Consistié, como es parte de la cultura general, en un alza desmedida de los precios de los
tulipanes holandeses, especialmente de los més exoticos. Posterior a esta alza sobrevino una
fuerte crisis financiera.

A lo largo de la historia, esta clase de sucesos han ocurrido periédicamente, con diferentes
intensidades. Las mas relevantes iteraciones de este fenémeno son probablemente la burbuja
financiera que precedi6 a la crisis de 1929, y la mas reciente burbuja inmobiliaria que desaté
la crisis de 2008. Ambas originadas en Estados Unidos, pero cuyas consecuencias afectaron a
gran parte de la economia global. La necesidad y motivacién por estudiar mateméticamente
el origen y comportamiento de este fenémeno es evidente.

Las burbujas aparecen naturalmente en el estudio de las matematicas financieras. Con la
finalidad de introducir esta area de estudio en este trabajo, se planteard un modelo sencillo,
que abarca solamente un activo financiero. Para esto, se considera un espacio de probabilidad
(Q, F,P) y una filtracion F = (F;)i>0. En este espacio se considera el proceso de precios del
activo (St)o<t<r, donde 7 es un tiempo de parada que representa el periodo de vida ttil del
activo. Se asume que el proceso S; es una semimartingala.

Se considera también el proceso de dividendos (D;)o<t<-, representando la ganancia acu-
mulada generada por el activo, y también serd una semimartingala. A € F, representaré el
valor de liquidacién del activo en el tiempo terminal 7. Por tltimo, se considera el proceso de
intereses (7:)o<: que corresponde a los intereses asociados a invertir o tomar prestado dinero
del mercado. Este proceso seré al menos progresivamente medible. Asi, el proceso

t
B; = exp (/ rsds>
0

representa el dinero que se posee invertido en el mercado tras invertir una unidad monetaria
en tiempo 0.

Con esto se puede definir el proceso de riqueza asociada a una unidad de este activo por

tAT
1 B:A
Wy=1 TS—i—B/ —dDs+ —1,«,
t t<rOt t . BT B <t
donde el proceso B; aparece ya que se considera que el dinero obtenido por los dividendos o
por la liquidacién del activo se invierte en el mercado.



Ahora, se supone la existencia de una medida riesgo-neutral equivalente a P, denotada
por Q. Esto es, una medida para la cual el proceso de precios S; es una martingala local.
La existencia de esta medida es equivalente a una hipotesis conocida en la literatura como
No Free Lunch with Vanishing Risk o NFLVR. Para la comprension del contexto de este
trabajo no es necesario entrar en detalle sobre esta hipotesis, es suficiente con mencionar que
restringe la existencia de estrategias factibles que permitan conseguir beneficio con riesgo
nulo (ver [6], capitulo 2).

La medida Q se supondréa tinica, lo que equivale a pedir que el mercado sea completo. Sin
entrar en detalles, solo con el fin de dar un entendimiento intuitivo de la definicion, esto es
que la cartera o portafolio de una persona pueda alcanzar cualquier estado final Zy € L (Q)
mediante estrategias factibles.

El proposito de esta medida Q es dar un sentido a lo que se entiende como precio funda-
mental de un activo. Es sabido que, en la préctica, las burbujas financieras suelen producirse
cuando el precio de mercado de los activos financieros involucrados sube de manera desen-
frenada, superando lo que racionalmente se entenderia como “precio justo” del activo. Sin
embargo, el precio justo de un activo es una nocién vaga por naturaleza, dificil de determi-
nar. Usualmente, la regulacion automaética del mercado entrega precios justos para los activos,
pero cuando el mercado falla de esta forma se vuelve necesaria una definicion matematica
més abstracta. Se conoce como precio fundamental de un activo al proceso

TAT 1 A
Sy =E° —dD, + —1,
! (/0 BS + BT =t

donde T corresponde a un tiempo terminal, que podria ser infinito. Este proceso represen-
ta la mejor aproximacion posible de las ganancias que generaré el activo financiero con la
informacion presente en tiempo t bajo la medida riesgo-neutral.

E) Bta

Acorde a lo comentado en el parrafo anterior, una burbuja financiera se define como el
proceso

B =S — 5. (1)

En base a lo anterior se enuncia el siguiente teorema, para el cual se asumen intereses y
dividendos nulos.

Teorema 0.1 (Ver [7], Teo. 2) Bajo la medida Q, si 5; no es idénticamente nula se cumple
alguno de los siguientes casos.

1. cuando P(1 = 00) > 0, B; es una martingala local. Esta martingala local podria ser una
martingala uniformemente integrable.

2. cuando T es no acotado, pero P(T < 00) =1, f; es una martingala local que no es una
martingala uniformemente integrable.

3. cuando T es acotado, B; es una martingala local estricta.
El caso de interés para este trabajo es el altimo, puesto que se considerara un horizonte de

tiempo finito [0, 7] y por lo tanto 7 < T' < co. Bajo este contexto, escribiendo S; = f3; + S},
se deduce que



Corolario 0.2 §; no es idénticamente nula en [0,T] si y solo si el proceso de precios S; es
una martingala local estricta.

Este resultado es de vital importancia para el desarrollo presentado en este trabajo, pues
proporciona una forma de detectar la existencia de una burbuja financiera (3; simplemente
estudiando la propiedad de martingala del proceso de precios .S;. El caso donde los intereses
y dividendos no son nulos es similar, pero se requiere hacer una modificacién al proceso S;.
En lo siguiente se continuara con la suposiciéon de intereses y dividendos nulos.

Para proceder es necesario plantear un modelo que describa el comportamiento del proceso
de precios S;. Para el caso de intereses y dividendos nulos, un modelo estandar es

dSt = O'tStth,

donde W; es un movimiento Browniano para la medida riesgo neutral. Es decir, el proceso
de precios es la exponencial estocéstica del proceso o; que a su vez se comporta de forma
estocastica, definido por una ecuacion del tipo

dO't = a(at)dt + b(O't)dBt.

donde a y b son suficientemente regulares y B; es otro movimiento Browniano que puede
no ser independiente de W,;. Esta clase de modelos se conoce como modelos de volatilidad
estocéastica. La volatilidad en si misma representa la intensidad de las variaciones que se
distinguiran en el precio del activo. Algunos resultados en la linea del analisis de las soluciones
de estos modelos en el sentido de la teoria de burbujas financieras puede encontrarse en [7]
(seccion 4, p. 17).

El modelo que se estudiara en este trabajo es el dado por las ecuaciones
dSt = U?Stth, SD > 0,
do, = adet + p(oy)dt, oo > 0.

donde o > 0, 8 € R, B; y W; movimientos Brownianos p-correlacionados (i.e. (W, B), = pt)
para la medida Q y p cumple

para K #20y d € R.

Se han estudiado modelos similares con metodologias parecidas a las que se utilizaran en
este trabajo. Se destacan [I] donde se estudia el modelo

dSt == O'gStth, S() > 0,
doy = o) dB,, ao > 0.

y [3], de donde se recogen resultados muy importantes para el desarrollo de este estudio. El
modelo estudiado en dicho trabajo corresponde a

dSt = O'taStth, SO > 0,
do, = atﬁdBt + Kafdt, oo > 0.



El objetivo del estudio consistira en dilucidar para qué valores de los parametros del
sistema se obtendra como soluciéon un proceso de precios que tenga una burbuja no nula
asociada, es decir, en qué casos el proceso de precios resultante es una martingala y en cuales
es una martingala local estricta.

Para abordar este trabajo se seguira una metodologia similar a la expuesta en [1] y [3].
En primer lugar, se introducirdn resultados ttiles del calculo estocastico en el capitulo
Luego, en el capitulo |2 se estudiara la ecuacion del proceso de volatilidad, obteniendo los
valores para los pardametros de esta ecuacién en donde este proceso tiene un comportamiento
adecuado, ademas, con esta finalidad se deduce un lema que sera de utilidad a lo largo de
todo el trabajo. Finalmente, en el capitulo [3]se utilizan razonamientos aplicados previamente
en [1] o [3] que permitiran determinar el comportamiento del proceso de precios a partir del
estudio de una ecuacion diferencial estocastica distinta.



Capitulo 1

Preliminares

Para abordar el contenido de este trabajo es necesario, evidentemente, conocer a cabalidad
la teoria de probabilidades y procesos estocasticos, con énfasis en el calculo estocéastico. En
esta primera seccién se presentan los resultados més importantes a utilizar a lo largo de
este trabajo, y seran necesarios para comprender las demostraciones y razonamientos aqui
presentes.

1.1. Teorema de comparacién

Los teoremas de comparacion permiten deducir relaciones de desigualdad entre las solu-
ciones de dos ecuaciones diferenciales estocésticas distintas a partir de ciertas hipotesis sobre
los coeficientes de estas ecuaciones.

El teorema de interés para este trabajo corresponde al probado por Youssef Ouknine y
Marek Rutkowski en [4], que tiene las hipotesis mas afines a las ecuaciones que se estudiaran.

Teorema 1.1 (Ver [4], seccion 3) Dado un espacio de probabilidad (2, F,P) y un movimiento

Browniano estandar (By)i>o definido en este, junto con su filtracion (Fi)i>o que cumple las
condiciones habituales, se consideran las siguientes ecuaciones diferenciales estocdsticas

¢ ¢
X! =X} +/ o(s, X)dB, —|—/ bi(s, Xds i=1,2
0 0

donde o,b1,by : Ry X R — R son funciones Borel medibles y acotadas. Supongamos también
que o y by (0 by) satisfacen las siguientes tres hipdtesis:

(H1) Eziste una funcion creciente p : R — R que cumple

(o(t,x) —o(t,y)® < (z—y)(plx) — o(y))

para todo par x,y € R tal que x >y yt € R,.

5



(H2) Eziste una constante positiva € > 0 tal que
lo(t,x)| > e
para x € R, t € R,.

(H3) Existe una funcion creciente b : R — R que cumple

[b1(t, 2) = bu(t,y)] < [¢(x) = P(y)]

para todo par z,y € R, t € R,.

Y ademds, se cumple que

inf (ba(s,x) —bi(s,x)) >0, A-c.s.,

seR4

y se verifica una de las siguientes propiedades:

(i) Xo < X§
(ii) X} < X2 y existe una constante § > 0 tal que para todo t € (0,9),

inf (ba(s,z) —bi(s,z)) >0, A-c.s.

s€(0,t)

Entonces, si X;,1 = 1,2 son soluciones de las ecuaciones diferenciales estocdsticas ante-

riores, estas cumplen
P(X! < X2, t>0)=1.

1.2. Teorema de Girsanov

A partir de un espacio de probabilidad (€2, F,P), un movimiento Browniano estandar
(Bi)i>0 con su filtracion asociada F = (F;)i>o que cumple las condiciones habituales y un
proceso medible (X;);>o adaptado a la filtracion F, que cumple

t
P(/des<oo)=1, V0 <t < oo, (1.1)
0

lo que asegura que la integral estocastica f(f X,dB sea una martingala local, se pretende
definir una medida para la cual el proceso definido por

t
Bt:Bt_/ Xsds
0

sea un movimiento Browniano. Para esto, es necesario considerar la exponencial estocastica
del proceso X, definida por

&(X) = exp ( / Xap, -1 / t des) . (12)

6



Cuando este proceso es una martingala, se tiene que E(&,(X)) = 1, pues & (X) = 1. Por
lo tanto, es posible definir la familia de medidas (IP;);~¢ dada por

Py(A) = E(144(X))

para A € F;. El enunciado del teorema es el siguiente:

Teorema 1.2 (Ver [2], Teo. 3.5.1.) Supongamos que (&(X))i>o es una martingala. Sea B,
el proceso definido por

t
Bt:Bt_/ X5d87
0

utilizando la filtracion F, entonces, para todo T € [0,00), el proceso {(Bt)ogtgp, (F)o<t<T}
es un movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad (§, Fy, Pr).

Una herramienta que seré de utilidad a la hora de demostrar la primera condicién del
teorema, la propiedad de martingala para £(X), se conoce como la condicion de Novikov.

Proposicion 1.3 (Ver [2], Teo. 3.5.13) Sea (B;)i>0 un movimiento Browniano, (F)i>o Su
filtracion asociada y (Xi)i0 un proceso medible y adaptado a (Fy)i>o que satisface (1.1)). Si

1 t
E [exp (5/ des)} < oo, V0<t< oo,
0

entonces el proceso £(X) es una martingala.

La utilidad de este teorema dentro de este trabajo es que permite modificar el termino de
drift de una ecuacioén diferencial estocastica. En términos simples, aplicando directamente el
teorema, la solucién a la ecuacion diferencial estocastica

dY; = dB; — Xds

bajo la medida P, se comporta sencillamente como un movimiento Browniano estandar,
siempre que se cumplan las hipotesis necesarias. Concretamente, el resultado que se utilizara
en este trabajo es el siguiente.

Proposiciéon 1.4 (Ver [2], Teo 3.5.4) Dado 0 < T < oo, sean (By)o<i<r un movimiento
Browniano, con su filtracion asociada (Fy)o<i<t, Y (Xi)o<t<T un proceso medible, adaptado
a esta filtracion, que cumple . Sea £(X) el proceso definido por

t 1 t
&(X) = exp (/ X,dB, — —/ des) .
0 2 0

y (My)o<t<r una martingala local continua. Si (X)) es una martingala, entonces el proceso
t
Mt:Mt—/ X,d(M,BY,, Fi, 0<t<T,
0

es una martingala local continua, para la medida Pr, definida por . Ademas,
(M), = (M), Vtel0,T], c.s. para P y Py,

donde las variaciones estdn calculadas con respecto a las medidas correspondientes.



Observacion Como consecuencia, si Wy es otro movimiento Browniano, tal que (W, B), =
pt, entonces el proceso

t
Wt:Wt—p/ XSdS, tE[O,T]
0

es un movimiento Browniano en [0, 7| para la medida Py, pues de la segunda afirmacion del
lema,

Aplicando el teorema de Lévy se deduce la afirmaciéon anterior.

1.3. Existencia y unicidad de soluciones

Justificar la existencia de una solucién fuerte a una ecuacion es vital a la hora de aplicar
el teorema de comparacion presentado en la seccion 1.1 como en el caso de este trabajo, pues
es necesario, por ejemplo, que las soluciones al sistema de ecuaciones presente en el teorema
[I.1] estén definidas en el mismo espacio de probabilidad y en base al mismo movimiento
Browniano.

En este contexto se presenta el siguiente teorema, que permitira asegurar la existencia y
unicidad de estas soluciones fuertes hasta un posible tiempo de explosion.

Teorema 1.5 (Ver [5], Teo. 5.7.38.) Sean M' = (M});>0, i € {1,...,n} semimartingalas con
Mi =0y fi funciones localmente Lipschitz, entonces existe una funcion ((z,w) : R" x Q —
[0, 00| tal que cada ((x,-) es un tiempo de parada, y existe una unica solucion a la ecuacion

dX, =Y fi(X,)dMi,  Xo=u
i=1

hasta el tiempo ((z,-), con

lim sup || X;|| = o0
t—((z,")

c.s. en {¢ < oo}. Ademds, x — ((x,w) es semicontinua inferior, estrictamente positiva y las
trayectorias de X son continuas en [0,((x,-)).

Observaciéon En el contexto de este trabajo, se requerird utilizar este teorema solamente
en ecuaciones del estilo

dX, = f1(X,)dBs + fa(X)ds, Xo ==,

donde las semimartingalas son sencillamente un movimiento Browniano y la identidad (como
proceso creciente determinista).



1.4. Test de Feller para explosiones

El ultimo de los resultados presentados en esta seccién corresponde al test de Feller, una
herramienta que permite obtener conclusiones sobre el tiempo de explosion de la soluciéon a
una ecuacion diferencial estocastica simplemente estudiando la convergencia de una integral.

En primer lugar, se trabaja en un intervalo I = (I,r) donde [ o r pueden ser —oc 0 oo
respectivamente. Se considera sobre este intervalo la ecuacion

dX, = o(X,)dB; + b(X,)dt (1.3)

con condicion inicial Xg = x € (I,r) y B; un movimiento Browniano estandar. Ademas, sobre
los coeficientes de la ecuacién se asume que

o*(z) >0, VreR

L [b(y)]

dy < oc.
)

Veel, de >0, /

Para plantear el resultado se precisa de la definiciéon de solucion débil en el intervalo 1.

Definicion 1.6 (Ver [2], Def. 5.5.20.) Una solucidn débil de la ecuacion es una tripleta
(X, B), (Q,F,P), (Fi)i>0 tal que

1. (2, F,P) es un espacio de probabilidad donde (Fi)i>o es una filtracion que satisface la
condiciones habituales.

2. X es un proceso continuo, adaptado, a valores en [l,r]|, con Xg € I c.s., y B es un
movimiento Browniano estandar en una dimension.

3. Para (1,)22, y (1,)5, sucesiones estrictamente mondtonas que cumplen | < l,, <1, <
r, liml, =1 ylimr, =r, y s

Sy i=mf{t>0: X, ¢ (In,m,)}

entonces se cumple para todo n € N que
tAS,
/ B(X.) + 02(X,)ds < 00 c.5. ¥t € [0,00),
0
y ademds

t t
Xt/\Sn = X() +/ 15§Sn0(Xs)st -+ / 1s§5nb(Xs)d57 \V/t - [0, OO),IP)-C.S.
0 0

Se entiende como tiempo de explosion al tiempo de parada dado por el limite

=lim S, =inf{t>0:X; ¢ (I,r)}.

n—oo



Se introducen, ademas, las funciones p : I — R definida por

p(z) = / " exp (—2 / ' :52% du) dy

v(z) = /Cmp'(y) /Cy mdu'

donde ¢ € I. El test de Feller estudia el comportamiento de estas funciones al tender a los
extremos del intervalo I. Es decir, son de interés los limites

y v : I — R, definida por

l) =l : =1 () =1 i .
p(D) = limp(z), p(r) = n p(e), v(D) = limv(x). limv(a)

Proposicion 1.7 (Ver [2], Props. 5.5.12. y 5.5.28.) La finitud de los limites anteriores no
depende de la eleccion de c € I en la definicion de estas funciones.

En [2] (seccion 5.5C) se exponen una serie de resultados que relacionan la finitud de los
limites anteriores con la finitud del tiempo de explosion S. Estos son los siguientes:

Proposicion 1.8 (Ver [2], Prop. 5.5.22.) Si se sostienen las hipdtesis y definiciones pre-

sentadas en esta seccion, y X es solucion débil de la ecuacion , entonces se distinguen
cuatro casos.

1. Sip(l) = —o0 y p(r) = oo, entonces

]P’(S—oo)—P(supXt—r) —]P’(iant—l) =1

t>0 t>0

2. Sip(l) > —oo y p(r) = oo, entonces

]P’(h’th:l) :P(sup Xt<7“> =1
t/S 0<t<S
3. Sip(l) = —o0 y p(r) < oo, entonces
P(lith:r> :IP< inf Xt>l> =1
t S 0<t<S
4. Sip(l) > —o0 y p(r) < oo, entonces

P (met _ z) i (Hth :r> _pl) —ple)
t/S t /S

Proposicion 1.9 (Ver [2], Teo. 5.5.29.) Bajo las mismas hipdtesis que el resultado anterior,
se cumple
P(S=00)=1 < v(l) =v(r) = oo.

10



Proposicion 1.10 (Ver [2], Prop. 5.5.32.) Bajo las mismas hipdtesis que el resultado ante-
rior, P(S < 00) =1 si y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. v(l) < 00 yu(r) < oo.

. v(l) < 00y p(r) = oo.

2
3. v(r) < ooy p(l)

—0OQ.

En el primer caso, ademds se cumple que E(S) < oo.

Proposiciéon 1.11 Bajo las hipotesis anteriores,

p(r)=o0c = v(r)=o00 y p(l)=-00 = v(l) = 0.

Teorema 1.12 Bajo las hipdtesis anteriores, y definiendo

S = lm Sy,
n—oo

se distinguen los siguientes casos:

S, = lm S, ,
n—oo

r) < oo,
v(r) < oo 13}(0?) s p(r) = oo
E(S) < oo, P](PS(YS: io())@é) (:0’11) P(S <o0)=1
v(l) < o0 ]P’qimt/xs X =1) = p(x) P(limt/; X, = 1) = pla) P(limy oo Xt =1) =1
P (hmt/g Xt = ’[“) = p*([L’) P (h’mt/‘s Xt _ 7“) _ p*([E) P(Supt_mo Xt < T‘) =1
D> P(Ef(; ) E) (E’ll)’ P(S = 00) = 1, P(S = 00) = 1
pv 0 - OOOO P (lim ' > l)__ (o) | PUimess X0 =1) = pla) | Pllim oo Xo=1) =1
B s _'O* P (limy g Xy = 1) = p*(x) | P(sup;oo X¢e <7) =1
P (limy, ~g Xy = r) = p*(x)
P(S<o0)=1 P(S=00)=1 P(S =00) =1
p(l) = —o0 P(lim; 0o Xy =7) =1 P(lim; 0o Xy =7) =1 P(sup;so Xy =71) =1

P(inft_)oo Xt > l) =1

P(inft_)oo Xt > l) =1

]P’(l/nftzo Xt = l) =1
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Capitulo 2

Ecuacion de Volatilidad

El proposito de este trabajo es estudiar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
estocasticas

dXt = O'?Xtth, X() = X9 > 0 (21)
do, = 6PdB, + p(o)dt, oy > 0, (2.2)

donde p(o) es una funcién continua que cumple la propiedad

lim P2

o—o0 Kof

=1, (2.3)

cona >0, K#0, 3,0 € R, donde B; y W, son movimientos Brownianos p-correlacionados.
Especificamente, se intenta proporcionar una descripciéon de las condiciones que deben cum-
plir los parametros del sistema para que X; sea una martingala o, en su defecto, una martin-
gala local estricta.

Bajo el contexto presentado en la introduccion, X; representa el proceso de precios y la
medida de probabilidad que rige el sistema es la medida riesgo neutral, que sera denotada por
P. Acorde a lo expuesto previamente, X; es una martingala local estricta si y solo si existe
una burbuja financiera.

Para estudiar la naturaleza de la soluciéon X, del sistema es necesario precisar cuando
se tiene una solucién o; bien definida para todo t > 0. Esto es que el proceso o; resultante
no explote a infinito en tiempo finito con probabilidad positiva. Mientras que una posible
explosion a 0 se puede corregir estudiando o44g,, no es posible hacer lo mismo con la explosion
a infinito, ya que el modelo pierde sentido en su totalidad.

En [3] se prueba el siguiente resultado, enfocado en una ecuacion similar.

Teorema 2.1 (Ver [3], Cap. 2) La ecuacion diferencial estocdstica

do, = oV dB, + Kol dt (2.4)
o9 >0
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tiene una solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo K # 0, con
0,8 € R. Sea S el tiempo de explosion a infinito de la solucion de esta ecuacion, es decir,

S = lim inf{t > 0: 0, > n},

n—oo

entonces S = o0 c¢.s. st y solo si se cumple alguno de los siguientes casos no intersectantes:

1.§=28-1,K<
2.0=20—-1, K >
3. 0>28—-1, K <0.
4

5

NI—= NI
- .

B<1L

L0>20—-1, K>0,6 <1.
L0 <28—1.

El propésito de esta seccion es generalizar este resultado al caso de la ecuacion

do, = 07 dB, + p(o)dt
oo > 0,

donde la funcion p cumple la propiedad ([2.3)).

En general, se supondré que la funcién p(o) es Lipschitz sobre compactos en (0,00). De
esta forma se cumple que

plr) 1
5 g2 € Lioe((0,00)),

con lo que se comprueba la existencia de soluciones débiles para la ecuacion anterior. Ademas,
esta solucion es tunica en ley (ver [9], Seccion 2).

2.1. Lemas generales

Con este proposito se demuestra el siguiente lema, que sera de utilidad para probar varias
propiedades a lo largo de este trabajo.

Lema 2.2 Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica
dX, = aXdB, + [aX, * p(X,) + f(X)]dt, Xo=a>0 (2.5)

sobre el intervalo I = (0,00), con B, ER, a >0, n=1+ 5;—1, f Lipschitz sobre compactos

y
i 29 4, (2.6)

Tr—00 Kxg

con K # 0. Consideremos también las ecuaciones de la forma

dX, = aX[dB, + [KaX] + f(X)]dt,  Xg= x>0 (2.7)

13



donde K # 0 y xo > 0.

Ademas, sean los tiempos de parada

S,=mf{t>0:X; >n}, S= lim S,
n—oo

Sn:inf{t>0:)~(t >n}, S = lim S,,.

n—o0

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Si existe K > K tal que para algin € > 0 y cualquier zo > &y, la ecuacion de la forma
(.) cumple que S = 0o c.s. entonces S = 0o c.s.

2. Sz existe K < K tal que para algin € > 0 y cualquier xo < &o la ecuacion de la forma
cumple que S < 0o con probabilidad positiva, entonces S < oo con probabilidad
posztwa.

Para demostrar este resultado se probara otro lema que sera utilizado de forma recurrente.

Lema 2.3 Sean

dXt = O'(Xt)dBt + b(Xt)dt, XO = X9 > 0 (28)
dY; = a(Y,)dB, + b(Y,)dt, Yo =140 >0 (2.9)

dos ecuaciones diferenciales estocdsticas con o, b y b cumpliendo las hipotesis del test de
Feller y de existencia y unicidad en ley de soluciones débiles.

1. Denotemos por S* y SY a los tiempos de explosion a infinito de las respectivas solu-
ciones débiles. Si existe una constante M > 0 tal que para todo x > M se cumple que
b(x) = b(x), entonces

P(S¥ =00) =1 <= P(S¥ =) = 1.

2. Sean Sg y Sy los tiempos de llegada a 0 de las respectivas soluciones débiles. Si existe
una constante 6 > 0 tal que para todo x € (0,0) se cumple que b(z) = b(x), entonces

P(Sy¥ =00)=1 <= P(S) =o0) =1.

DEMOSTRACION. Sean v, y 0. las funciones asociadas a las ecuaciones (2.8)) y (2.9) mediante
el Test de Feller:

ve(z) = /Cx exp (—2 /Cy Ulj(( )> dz> /Cy 022(2) exp (2 /: 252((2)) du> dzdy
bo(1) = / exp <—2/c :Zf(zz))dz> /cyUQL(Z)eXp (2/ %m) dzdy.
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De acuerdo con lo mencionado en la secciéon de preliminares, la convergencia de estas
funciones cuando z tiende a infinito es independiente del valor de ¢ (Prop. [1.7)), por lo tanto
se puede elegir ¢ > M tal que

= Lo (c2f 2650 [ oo )
[ (=2 [ 250 ) [ stgo (2 [ o)

o(7).

I
N

Asi, ve(x) = 0.(x) para todo z > M, de donde se obtiene que

lim ve(z) = 00 <= lim 7.(x) = 0.
Tr—00 T— 00

Gracias al test de Feller (Teo. [1.12), esto implica que
P(S¥ =c0) =1 <= P(S¥ =0) =1,

lo que concluye la demostracion del primer caso. El segundo caso se trata de manera analoga.
Nuevamente, se tiene que

vel() :/cxexp (—2/:/ bQ((ZZ))d
b(z

[ e (_2 [

= U.(x).

N
N——
n\,

<
Q
[N}
—~| DN
N
~—

@]

»

o]
/N

[\

C\

I3
QMS‘
==
~— | ~—

(o

<
N——

o

N

o

NS

Q

~—

Ahora se estudia la convergencia en cero, tomando ¢ € (0,9), obtendremos v.(z) = 0.(z)
para todo x € (0,0). Asi,

limv.(z) = 00 <= limo.(z) = 00
z—0 z—0

y, por el test de Feller,
P(S) =o00) =1 = P(S) =o0) =1,
con lo que se concluye la demostracion. 0

Observacion Evidentemente, el lema anterior también es valido para soluciones fuertes,
pues estas se pueden interpretar también como una soluciéon débil.

Probado lo anterior, se procede a demostrar el lema [2.2]

DEMOSTRACION. Se separara la demostracion en tres casos, dependiendo del signo de 1 — :
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Caso 1: 1 — 8 < 0. Se aplica el cambio de variables V; = ¢(X,) = X, ?. De la formula
de It6 se obtiene que

dY; = f'(X)dX, + %f”(Xt)d<X>t

(B-1)B
2

= (1-B)X,%dX, + X a2 Xt

=(1- B)Xt_ﬂ (othﬂdBt + [O‘Xtﬁp(Xt) 4 f(Xt)]dt> B (1 _QB)ﬂagXt_ﬁ_leﬂdt
= alt = 4B+ (1= 0) (X TP + X0 - @X?‘l) at

_1
Reemplazando X; =Y,

a-1 B —B 2
dY; = a(1 — B)dB; + (1 — B) (aYﬁ“‘” () + Y, (YY) — O‘TBYt—l) dt  (2.10)
donde p*(y) = p(y™) y f*(y) = f(y™7). Si definimos
" Py
1 (y) = #
Kya(l—ﬁ)
entonces, ya que 1 — 3 < 0, implica que
lm p*(y) = 1. (2.11)
Asi, la ecuacion ([2.10)) se escribe
. n=B =5 a?p
A% = oL = 8)aB, + (1= ) (k0 + v o - Py, @

1

con condicién inicial Yy = 7577,

De manera analoga, se aplica el cambio de variable a la ecuacion (2.7)), obteniendo

-8 =B 2 1
v = a(1 = 9asi+ (1 8) (akyT 4y ) - ) o=l 213

n

En adelante se entendera por X, X’tLY}, Y, a las soluciones de las ecuaciones 1' 1)
(2.13), (2.12) respectivamente, por S*, 5%, S¥, S¥ a los tiempos de explosion respectivos, y

por SX SX Y SY alos tiempos de llegada a ¢ € [0, 00), con la salvedad de que, en contraste

con la definicién presentada en el enunciado para los tiempos de parada asociados a X, seréd
de interés definir los tiempos asociados a Y como
SY =mf{t>0:Y; <c},
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pues como 1 — 3 < 0, estudiar la explosién a infinito de X es equivalente a estudiar la llegada
a cero de Y. Asi, definir los tiempos de parada de esta forma permite definir

Sy =lim SY.
c—0

Evidentemente, las definiciones para Y son analogas.

Se tienen ciertas relaciones entre los tiempos de explosion anteriores. Ya que Y; = X, _5
SX =S¥, S = SY y de la misma manera I SS/ y S¥ = SY. Por lo que probar que
SX = 50 c.s. es equivalente a probar que ng — 0o c.s. De la misma manera, S¥ < co con
probabilidad positiva si y solo si SY < 0o con probabilidad positiva.

Ahora, la propiedad (2.11)) entrega que para todo £ > 0 existe un ¢ > 0 tal que si |y| < (,

L=< pi(y) <1+, (2.14)
con 1o que
K=&y < Kpr(y)y= < K(1+ &)yt
Por lo tanto,
a1 = B)E(1 -yt > a1 = AR W)yi= > o1 - HE(1 + €y

Denotando por K; > K a la constante entregada por la afirmacion 1 del lema, y por
Ks < K ala constante entregada por la afirmacion 2, se prueban ambos casos por separado.
Para probar la afirmacion 1, se elige £ > 0 tal que K < K(1+sgn(K)&) < K; y por lo tanto,

agregando términos a ([2.14))

a(l - ﬂ)f(ﬂ*(y)y% > ol - ﬁ)K(l + sgn(k)ﬁ)y% > a(l — 5)K1y%.

Para la afirmacion 2, se elige € > 0 tal que Ky < K(1 —sgn(K)¢) < K. De esta manera,

o1 = B)Kp(y)yt7 < a(1 — BYK (1 — sgn(K)&)yts < a(1 — B)Kayts.

De las respectivas hipotesis del enunciado, la ecuaciéon de la afirmacion 1,

n=8 75
dY; = a(1 — B)dB, + (1 — B) (aKlytl—ﬁ A Tﬁy > dt, (2.15)
cumple que P(SY = o0) = 1, y la ecuacion de la afirmacion 2,
n=_ 7:3 5
dY; = a(1 — B)dB; + (1 — ) (aKgytl‘ﬁ + Y, (Y — TY ) dt, (2.16)

. L. 1—
cumple que P(S) = oo) < 1. Se considera en ambos casos la condicion inicial p , que
cumple las propiedades expuestas en cada afirmacion.
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Para el caso 1 se definen las funciones

(1-5) (&Kly% + YT A (y) — %y‘l) siy € (0,(]

by) = ()2 ~ ) st y € (C,20)
0 siy € [2¢,00)
~ (1= 8) (aRy ) + v 1) = S27) siy e (0,¢]
by) = € ¢ (BOEC -y + (y = ) siy € (.20
1 siy € [2¢,0).

Notar que el valor de las funciones en (¢, 2() es simplemente el de la funcion lineal afin
que conecta de forma continua los dos tramos restantes. A partir de estas se definen también,
para 0 < v < xg A Zo:

(1) L(—c0) + b(¥) L(w,00)
(V)]l(foo,u} + b<y)]1(u,oo)

Estas funciones cumplen con que b, < b,. La idea principal es aplicar el teorema de
comparacion expuesto en la seccion de preliminares a las ecuaciones

dY; = (1 - B8)dB, + b,(Yy)dt, Yo=x," (2.17)
dY; = (1 — B)dB, + b,(Y;)dt, 0 =a" (2.18)

a cuyas soluciones denotaremos por Y}” e Y}” respectivamente.

Para ello, se verificara que estas ecuaciones cumplan las hipétesis del teorema. En primer
lugar, denominando o(y) = 1 — 8 al coeficiente de difusion, tenemos que o, b, y b, son
acotadas. Por otro lado, (H1) y (H2) se cumplen trivialmente, ya que o es una constante
distinta de cero. Para verificar la hipotesis (H3) basta notar que b, es Lipschitz continua
pues estd conformada como una concatenacion de funciones Lipschitz continuas. Llamando
L a su constante de Lipschitz, con ¢(z) = Lx se tiene que

by () = bu(y)| < Llz —y| = [Le — Ly| = [p(x) — o(y)], (2.19)
para cualquier par z,y € R, y por lo tanto se cumple (H3).

Finalmente, como b,(z) < 5,,(95), y eligiendo z¢ tal que

1 1

VU —ap < =V
se cumplen las condiciones de desigualdad necesarias para aplicar el teorema, obteniendo que
P(YY <Y t>0)=1. (2.20)
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Sean Y," e Y}* las soluciones a las ecuaciones

dY; = (1= 8)dB, + b(Y))dt, Yo =2y " (2.21)
dY, = (1= B)dB, + b(V)dt, Yo =i ° (2.22)

respectivamente, que existen y son tinicas hasta el tiempo de explosion ya que los coeficientes
de difusion y de drift son Lipschitz sobre compactos en (0,00). Como las soluciones a
y también son tnicas, pues los coeficientes asociados son Lipschitz, en particular son
tnicas en el intervalo (v,00), pero en este intervalo los coeficientes son iguales (los de la

ecuacion (2.17) con los de (2.21) y los de (2.18) con los de (2.22)). Por lo tanto, ya que

las condiciones iniciales pertenecen a (v, 00), por unicidad de soluciones, Y,* y Y}” deben ser
iguales hasta SY . De igual manera, las soluciones f/t* y f/;” deben ser iguales hasta 5'3 . Luego,
ambas igualdades se cumplen hasta el tiempo de parada SY A 53 . Dada la relaciéon , se
tiene que SY A SY = SY.

Con lo anterior, se deduce que
P(Yjsy < thispt >0) =1,
y como v > 0 es arbitrario, se puede tomar limite y obtener que

P(Yisy <Y,

tASY

t>0)=1. (2.23)

Como las ecuaciones (2.15) y (2.21)) tienen igual coeficiente de difusion y los coeficientes de
drift son iguales en el intervalo (0, (), el lema entrega que

P(SY =o0) =1 <= P(S} =00) = 1.
Dado que P(S* = o0) = 1, se deduce que P(S} = o) = 1, y por lo tanto
P(S)" = o0) = 1.
Luego, la desigualdad implica que
P(SY" = o0) =1,
y nuevamente aplicando el lema , esta vez a las ecuaciones y (2.22) se obtiene que
P(Sy" =o00) =1 <= P(S) =0) =1,

y, por lo tanto,

que implica

Para el caso 2, se modifican las funciones b y b para incluir la constante K5 y obtener la
desigualdad que es 1til en este caso al utilizar el teorema de comparacion. Fuera de eso, el
argumento es similar. Las funciones a utilizar son

(1= 8) (afay ™ +ym7 7 (y) — 52y 1) siy e (0,¢]
b(y) = 4 ¢HBO)(2C —y) + (y — ©)) siy € (¢,2(]
1 siy € (2¢,00)
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~ (1= 8) (aky ™ (y) +yo 1) = 52y 71) siye (0,¢]
(¥) = () (2¢ — y) siy € (¢, 20)
0 siy € [2¢,00)

y asi, b > b. También se definen las funciones b, y by, y las respectivas ecuaciones de la misma
manera. Para utilizar el teorema de comparacion es necesario verificar las hipotesis, pero las
funciones de este caso cumplen las mismas propiedades que sus equivalentes del caso anterior,
por lo que el teorema también es valido, esta vez eligiendo x( tal que

1 1

. 515 1-5 _
Yo=12," <zy " =Y,

y dado el sentido de la desigualdad, esta vez se deduce que

P(Y;: * t>0)=1.

ASY ASY < tASY ASY

Cabe recalcar que, dado lo anterior, esta vez SY A S¥ = S¥. Aplicando esto y tomando
limite se obtiene que 3

tASY
Al igual que en el caso anterior, se puede aplicar el lema [2.3] obteniendo que

P(Sy =o0) <1 <= P(S} =c0) <1

Y dado que P(S¥ = o) < 1, se deduce que P(SY = o) < 1, lo que implica que
P(SY" =o00) < 1, y por lo tanto P(S}" = o0) < 1.

Luego, aplicando el lema [2.3| nuevamente,

P(SY" =o00) <1 <= P(S) =0) < 1.

De lo anterior, se deduce que IP’(S%/ = o0) < 1y, de la relacion entre Yy X,

P(S¥ = o0) < 1.

Esto prueba el resultado para el caso 1 — < 0.

Caso 2: 1 — 8 = 0. Ahora, el cambio de variables anterior no tiene sentido, por lo que
se utilizara el cambio dado por la funciéon g(x) = In(x). Asi, aplicando la féormula de It6 se
obtiene que

|
4Y; = f(X)dX; + 5 /" (X)d(X),
1
= XX, = SX et X
1 a—1 a2
- X; (othdBt laX, T p(X,) + f(Xt)]dt) - St

a—1_ 2
= OédBt + <06Xta lp(Xt) + Xtilf(Xt) — %) dt.
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Luego, usando que X; = exp(Y;),

a=1l_1

2
dY; = adB; + <ozey’f( =Pt (V) + e YY) — %) dt,

donde p*(y) = p(e¥) y f*(y) = f(e¥).

Siguiendo la logica del caso anterior, definimos

() = p*(y)

 Keav
y dada la propiedad ([2.6]), se tiene que
lim p*(y) = 1. (2.24)
Y—>00
La ecuacién anterior se escribe como
2
dY; = adB, + (Kaeyt(ﬁ—lm*(yt) +e (Y, — %) dt. (2.25)

Anélogamente, al aplicar el cambio de variables a la ecuacion (2.7)), se obtiene

2

dY; = adB, + (Kae(”l)yt +e  fH(Y) — %) dt. (2.26)

Al igual que en el caso anterior, se denotara por X;, X;,Y;, Y, a las soluciones de las ecua-
ciones , , y , por S, 5, 8Y SY 4 los tiempos de explosion respectivos,
y por SX, 5% SY SY alos tiempos de llegada a ¢ € R. Dado que el cambio de variable es
creciente, el tiempo de parada de interés para Y también es el de explosion a infinito, por lo
que los tiempos de llegada SY se definen igual que los de X, es decir,

SY =mf{t>0:Y, > c},

y andlogamente para Y. Por lo tanto, se tiene que SX =S¥y SX = SY. Asi, probar que
S¥* = 0o c.s. es equivalente a probar que S* = oo c.s. De la misma manera, probar que
P(S¥ = 00) < 1 es equivalente a probar que P(SY = c0) < 1.

De forma similar al caso anterior, de la propiedad (2.24) se obtiene que para todo £ > 0
existe un ¢ > 0 tal que si y > (, entonces

1-&<p™(y) <1+,

y, agregando términos,

2 2

(1 —sgn(K)é)Kae=1v — % < Koyr* (y)en=D¥ — % < Kol + sgn(K)&)en=Dv —

o2
2

Se eligen K; y K5 de la misma forma que en el caso anterior, tales que si y > (,

2 042

Rap*(y)env — % < Kjaem Dy _ =
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042

5 2
Kap*(y)er=1v — % > Kyael™ DY — 5

De esta manera, para probar la afirmacion 1 se estudia la ecuacion
o2
dY; = adB, + (aKle(”lm +e V(Y - 7) dt, (2.27)

que cumple que P(SY = co) = 1, dadas las hip6tesis del lema. Por otro lado, la ecuacion del
caso 2 es

2
dY; = adB, + (aKQeW”Yt +e VN (Y) — %) dt, (2.28)

que cumple P(SY = o0) < 1.

Primero se estudiaré el caso 1 Se definen las funciones

p

1 siy € (—o0,(—1),
bly) = 0Oy —(C—1)+(C—y) siye (-1,
(B e eV (y) — % siy € (¢, 00),
) ’Q siy € (—o00,(—1),
bly) = 4 6Oy — (¢ —1)) siy€(C—1,¢),
| aFoe™DY e~V f*(y) — 0‘72 siy e (¢,00).

A partir de estas, se definen, para v > 0:

b(Y) L (oo (¥) + 0(¥) L (1,00) (¥)
DY) L~ () + b(V) Livoo) (1)

Estas funciones cumplen con que b, > b,. Nuevamente se utiliza el teorema de compara-
cion, esta vez con las siguientes ecuaciones:

dY; = adB; + b,(Y;)dt, Yy = In(zy),
dY; = adB; + b, (Y;)dt, Yy = In(Z).
Como anteriormente, sus soluciones se denotaran por Y” e }N/t” respectivamente.

Las hipotesis se cumplen de manera similar al caso anterior. Esta vez, o = c¢ sigue siendo
constante, por lo que es acotada y cumple (H1) y (H2). Por otro lado, b, y b, son acotadas
y b, es Lipschitz continua, por lo que se cumple (H3) tal como se verifico en (2.19).

Finalmente, como Bl, <b,y
YY = In(&y) < In(zo) = Yy,

se cumplen las condiciones de desigualdad necesarias para aplicar el teorema.
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Asi, se obtiene que 3
P(Y) <Y/, t>0)=1. (2.29)

Sean Y," e Y}* las soluciones a las ecuaciones

dY; = adB; + b(Y;)dt (2.30)
dY; = adB; + b(Y;)dt. (2.31)

que existen y son tnicas hasta el tiempo de explosion, pues los coeficientes de difusion y de
drift son Lipschitz sobre compactos en R. Por unicidad de soluciones en (—oo,v), Y y Y}*
deben ser iguales hasta SY. De igual manera, fft” y }N/t* deben ser iguales hasta Sf , con lo que
ambas igualdades se cumplen hasta el tiempo de parada SY A 5“3 . Dada la relacion , se
tiene que SY A SY = SY.

Con lo anterior, se deduce que
P(Yisy < Yisy t>0) =1,
y como v > 0 es arbitrario, se puede tomar v — oo y obtener que
P(Yigv < Yiigy,t>0) = 1. (2.32)
Como las ecuaciones y tienen igual coeficiente de difusion y los coeficientes
de drift son iguales en el intervalo (¢, c0), el lema [2.3] entrega que
P(SY =00) =1 <= P(S¥ =o00) = 1.

Dado que P(S¥ = c0) = 1, se deduce que P(SY = oco) = 1 de las relaciones expuestas
anteriormente, y por lo tanto

P(SY" = o0) = 1.

Luego, la desigualdad implica que
P(SY" = o0) =1,
y nuevamente aplicando el lema esta vez a las ecuaciones y (2.31)), se obtiene que
P(SY =o00) =1 <= P(5Y =oc0) =1,
y, por lo tanto, IP’(S’};O = 00) = 1, lo que implica el resultado buscado
P(5% = 00) = 1.

Para estudiar el caso 2, nuevamente se modifican las funciones b y b para incluir la
constante K5 de forma tal que se obtenga la desigualdad opuesta entre estas,

0 siye(—oo,C—l]
b(y) = 0Oy — (C = 1)) siy e (¢—1,0)

aKoe ¥ £ e ¥ f*(y) — & siy € [¢,00)
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i 1 siy € (—oo0,¢ —1].
b(y) =S by —(C—=1))+ (¢ —y) siy e ((—1,0)

2

aKe" DVt (y) + eV f*(y) — % siy € [, 00)

y asi, b < b. A partir de estas, se definen las funciones b, b,, las ecuaciones respectivas y
se elige xo de forma apropiada, tal como en el caso anterior. Se cumplen las hipotesis del
teorema de comparaciéon bajo la misma justificacion. El teorema entrega que

Y*

tASY ASY

]IP’(YASYASY < t>0)=1

A partir de esto, se deduce que SY ASY = SY De aplicar esto y tomar limite se obtiene
que
P(Y] o < Y

S t>0) =1, (2.33)
Al igual que en el caso anterior, se puede aplicar el lema 2.3 deduciendo que

P(SY =00) <1 <= P(S* =o0) < 1.

Dado que P(S* = 00) < 1, se deduce que P(SY = 00) < 1, y por lo tanto

P(SY =o0) < 1.

Luego, usando (2.33)),

P(SY" = o0) < 1.

Para concluir, se aplica el lema una vez mas, con las ecuaciones de (2.25) y (2.31]),

P(SY =o0) <1 <= P(SY =0) < 1.

De donde se obtiene que P(SY = o0) < 1y, de la relacion entre Y y X,
P(S¥ = 0) < 1,

lo que termina la demostracion del caso 1 — g = 0.

Caso 3: 1 — 3 > 0. En este caso se vuelve a utilizar el cambio de variables f(z) = 277,
por lo que se trabaja con las mismas ecuaciones encontradas en el caso 1:

-8
B

dY; = a(l — B)dB; + (1 — B) (aKYf-g LYY - ;ﬂ ) dt,

% = alt = 4B+ (1 - ) (k¥ ) + 17 o - P

donde p* se define tal como en el caso 1, y esta vez cumple que

lim p*(y) = 1. (2.34)

Yy—0o0
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Se utilizara para las soluciones y los tiempos de parada y explosion respectivos la misma
notacion y definiciones que en el caso 1 — § = 0 pues, a diferencia del primer caso, el cambio
de variable es creciente, lo que implica que S¥ = §¥ y §¥ = §Y.

La propiedad ([2.34]) entrega que para todo & > 0 existe un ¢ > 0 tal que si y > (, se
cumple que
1= <p(y) <1+,
y por lo tanto,

n—»3

a(1 = K (1 —sen(K)e)yt < a(l - B)Kw ()i < a(l - HE(1 + sen(K)e)yt=

@@

Nuevamente, se utilizan las constantes K; y K5 que cumplan las propiedades del enun-
ciado, con

a(1 = B)Eoy ' < a(l = B)K(1 - sgn(K)Ey'™ < a(l = K (y)y',
Y ~ n—_ ~ ~ n—_8 n—_8
a(l =) K (y)y=7 <ol = B)K(1 +sgn(K)§y=7 < afl — ) K1yt=s
Para el caso 1, se utiliza la ecuacion
% = (1= 9B+ (1= 9) (a7 + v 500 - Ly e
que cumple que P(SY = oo) = 1. Luego, se definen las funciones
1 siyE(—oo,C—l]
b(y) = < WOy —(C— 1)2; (¢ 51) siy € (C—1,0)
(1= 8) (akuyt +y™7 () = 52y siy e [¢o0)
0 Siye(_oo7c_1)
b(y) = { () (y — (¢ — 1)) siy e ((—1,0)

~ n-B =B . 28 _ .
(1-2) (aKy“ﬂu*(y)vLyl*ﬂf (y) — 5Py 1) sty € [, 00),
y de la misma manera, para v > 0:
b(V)]l(foo,y] + b(y>]1(u,oo)
b(y)]l(foo,zx} + b(y)]l(u,oo)

Estas funciones cumplen con b, < b,. Con estas funciones ya definidas, para concluir
se procede exactamente como en el subcaso 1 dentro del caso 1 — 3 = 0, por lo que este
desarrollo se omitira.

Por otro lado, para el caso 2, se utiliza la ecuacion

n—»3
B

dY; = a(1 — B)dB; + (1 — B) (aKQSQI‘ LY (Y — ﬁy ) dt,

2
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que cumple que P(SY = o0) < 1, y se utilizan las funciones

0 SiyE(—OO,C—l]
b(y) = b(C)(y—(C—l))B ) siye((—1,0)

(1-28) (csz%ﬁ + YT y) — %y‘l) siy € [¢,00)

1 siy € (0, —1]
b(y) = WOy —(C—1)+(C—1) siy € (¢—1,0)

n=_8

(1= 8) (aRy ) + v f () = 57) siye[C o)

y las funciones truncadas

()
()

(V)]l(foo,z/} + b<y>]1(u,oo)
(V)]l(foo,u} + b(y>1(1/,oo)

S o
S O

Ahora, b, < by. A partir de aqui, para concluir se procede exactamente como en el subcaso
2 del caso 1 — 8 = 0. Esto completa la demostracion. O

Con esto ya se puede abordar la demostracion de la propiedad presentada comentada al
comienzo de esta seccién mayor facilidad.

2.2. Analisis de la ecuaciéon de volatilidad

A partir del lema recién demostrado se puede probar la siguiente proposicion con facilidad.

Proposicion 2.4 La ecuacion diferencial estocdstica

og > 0

donde p es una funcion Lipschitz sobre compactos en (0,00) que cumple

lim p(o)

oo Kogd =1

Y

tiene una unica solucion fuerte positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo
K #0,6,5 € R. Esta solucion cumple con que P(S? = o0o) = 1 si se cumple alguno de los
stguientes casos no intersectantes:

1. 6=20-1, K<
2.0=20—-1, K >

= N

, B< 1
3. 0>20—-1, K <.
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4. 0>268—-1, K>0,0<1.
5. 0<28—1.

Por otro lado, si no se cumple ninguno de los casos anteriores, y tampoco se cumple el caso

borde
e 0=23-1K=31,
entonces la solucion a la ecuacion cumple P(S7 < oco) > 0.

DeEMOSTRACION. En primer lugar, la existencia y unicidad de la soluciéon fuerte positiva hasta
un posible tiempo de explosion es una consecuencia directa del teorema (1.5} puesto que tanto
el coeficiente de difusion como el de drift son funciones Lipschitz sobre compactos en (0, 00).

Para probar el resto de la propiedad, la idea es utilizar el lema [2.2] para comparar la
ecuacion con la ecuacion y asi deducir el resultado. Para concordar con la notacion
del lema, la constante K del enunciado se denotara por K. El lema es aplicable en cualquiera
de los casos del enunciado, pues en todos se verifica la hipotesis de la afirmacion 1 del lema

2.2] En efecto, escribiendo

p(o)
)= =,
o) =75
la ecuacion (2.35)) se escribe
d6, = 67 dB, + K&°u(oy)dt. (2.36)

Por otro lado, la ecuacion de la forma
do, = 0P dB, + Ko'dt (2.37)

cumple con que S? = oo c.s. para cualquier condicién inicial oy > 0 siempre que se sus
pardmetros cumplan alguno de los casos expuestos en el teorema [2.I] Es directo que las
ecuaciones presentadas cumplen con las formas requeridas para aplicar el lema[2.2] con o = 1

y f=0.

Por lo tanto, notando que si §, 8 y K cumplen alguno de los casos favorables del enunciado
entonces siempre existe K > K para el cual las constantes 6, 8 y K caen dentro del mismo
caso, se deduce mediante el teorema que en estos casos la ecuacion cumple que
S7 = oo c.s. Asi, de la afirmacion 1 del lema [2.2] se deduce que la soluciéon a la ecuacion

(2.35)) cumple S = oo c.s.

Lo anterior concluye la demostracion de aquellos casos en los que S = oo c.s., pero aun
es necesario revisar que en los casos opuestos a los mencionados en el enunciado se cumpla
que S < oo con probabilidad positiva. Estos corresponden a

1.6=28-1, K>3, g>1
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2. 0>28—1, K >0, 0§ > 1.

En [3] se prueba, como afirma el teorema , que la solucion a la ecuacion (2.37) cumple
lo buscado en ambos casos, es decir, que S < oo con probabilidad positiva siempre que las
constantes cumplan con alguna de las dos condiciones. Bajo los mismos argumentos que en la
parte anterior, se puede probar que la ecuaciéon también lo cumple, esta vez utilizando
la afirmacion 2 del lema 2.2

Dado K > % o K > 0 dependiendo del caso, es directo que siempre existe un e > 0 tal
que K —e < Ky % <K —¢00< K —e. Luego, se cumple que la solucién a la ecuacion
1' con constante K = K — ¢ cumple P (87 = 00) < 1. Por lo probado en , utilizando
esta vez la afirmacion 2, se concluye que cumple P (S 7= oo) < 1, que es lo requerido.

Con esto, se han cubierto todos los casos necesarios para probar el resultado, lo que
concluye la demostracion. O

2.2.1. Estudio del caso especial

La propiedad anterior trata la gran mayoria de los casos por analizar, sin embargo, queda
pendiente el caso 0 = 28 — 1, K = % Dada la naturaleza del caso, no se puede utilizar
directamente el lema [2.2| para obtener el resultado deseado. En primer lugar, se abordara el
subcaso en el que si se puede aplicar el lema, dado por las condiciones 6 = 25 — 1, K = %,
B <1

En este caso, tomando K > K, entonces las constantes 4, 3 y K quedan dentro del caso
0=26—-1 K > %, £ <1, por lo que la solucién a la ecuacion

do; = O'thBt + f(afdt

cumple con que S = oo c.s., de acuerdo con el teorema [2.1. Por lo tanto, se cumplen las
hipotesis para utilizar la afirmaciéon 1 del lema y deducir que la solucién a [2.35 cumple
S = oo c.s. que es lo buscado.

Asi, solo queda estudiar el caso § = 28 — 1, K = %, £ > 1. Para comenzar, se procede

realizando el cambio de variable Y; = g(0y) = o} P obteniéndose mediante la formula de Tto
la ecuacion

A= (1= g+ (1 9) (Kir() - §)vian vo=al ™ @3y
donde ahora )
. 1 plytF
W (y) = ply™=r) = ( ¢)>
Kyi-5

que cumple p*(y) — 1 cuando y — 0, pues 1 — § < 0. Para aplicar el test de Feller se escribe

la funcion
o(z) :/1xexp <—2/1y %Z)Ldu) /f%exp (2/1 %du) dzdy
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donde

oo (-2 [ 200) <o (2 [ (st ).

Escribiendo p*(z)

Y b 2 Y1—-p _ * _
exp (—2/1 a((Z))Qdu> = exp <_1—5 1 5 U 1+6;U)u ldu)

Il
—_
+
™

*
—~
=
<

Il

N[ —=

Luego,

donde v*(x) corresponde a la funcién asociada a la ecuacion

(1-5)

2
2 Yol Yo=oy 7,

dY; = (1 - B)dB; +

mediante el test de Feller. Esta ecuacion se obtiene como consecuencia de aplicar el mismo
cambio de variable a la ecuacion por lo que, en virtud del teorema[2.1] la solucion a esta
ecuacion cumple que S§ = oo c.s., lo que implica que

lim v*(z) = oc.

z—0
Por otro lado, suponiendo que
1
/ e (u)utdu < oo, (2.39)
0
entonces
1 1
v(z) > exp (m/ 5+(u)u1du> v*(z)
1 A )
Zexp(—/ et (u)u~ du>v* .
= | <w («)



Como la exponencial en la tltima expresion es positiva, pues la integral es finita, se tiene
que

s * _ ’ _
ilir(l)v () =00 = 9101_%’0(:13) = 00,

por lo que la solucién a la ecuacién (2.38) cumple S§ = oo c.s.

Revisando la condicion ([2.39)), esta se cumple si, por ejemplo, existen C, a > 0 tales que
e*(z) < Cz®. Deshaciendo el cambio de variable ¢*(z) = 5(xﬁ), donde p(z) = 1+ (),
esto se traduce en

e(x) < Czo=H),

Es decir, (2.39)) se cumple si existen C' > 0y a < 0 tales que

e(x) < Cx“.

Esta condicién puede mejorarse. Si se considera que existen C' > 0y M > 1 tales que
para x > M
e(z) < C'In(x) 71, (2.40)

es decir, e*(z) < C'ln(z™!)™! para z < 1> =: ), con C' = C'(8 — 1). Reemplazando esto en el
desarrollo anterior, se obtiene que

n " C z
v(x) > ﬁ/x y_l/y Z exp (m/y ln(u_l)_lu_ldu) dzdy.

Para efectos del calculo se utilizara n = e~!, pero dado que la convergencia de v(x) no

depende del valor de 7, las conclusiones seran aplicables para cualquier n < 1. Aplicando el
cambio de variable s = In(u™!), ds = —u~!du

c / N ) S
exp | —— In(u u du) =exp | — s ds
<1—5 y ) 1 =5 Jungy)

con lo que

Como Zln(zfl)fﬁ — 0 cuando z — 0, se tiene que foe_l zIn(z71) 177 es finita (y

positiva). Luego v(x) — oo cuando x — 0 si y solo si
o1
. —1 —1\-<
lim y In(y ) TFdy = oo.

z—0 =

30



Aplicando el mismo cambio de variable,

—1

e In(z~1)
/ yn(y ) TRy = / w7 du.
T 1

. . C
Y, resolviendo, asumiendo 5 # —1
-1

R N T 1-p N
/z y In(y™) de——OJrl_ﬁ(ln(ﬂf ) P 1)

Al tomar el limite z — 0,51 0 < C' < §—1, la integral anterior va a infinito, y si C' > g—1,

converge a una constante positiva. Si % = —1,

—1

/ () dy = In(ln ),

que tiende a infinito cuando x — 0. Por una parte, lo anterior implica que si 0 < C < g —1
la solucion a ([2.35]) cumplirda S = oo c.s. La conclusion restante se puede aplicar para obtener
otro resultado.

Suponiendo ahora que existe un M > 1 tal que para todo z > M, g(z) > C'In(z)~! para
C' > B — 1, es decir, para todo x € (0, %),

e*(z) > Cln(x™ 1), (2.41)

del célculo anterior se obtiene que,

9 71 71 C z
v(x) < m/:C y—l/y Z exp <m/y ln(u—l)—lu—ldu> dzdy,

y como el lado derecho de la desigualdad es convergente cuando z — 0, v(z) también lo es.

Lo anterior implica que si se cumple ([2.41]), entonces la solucion a la ecuacion ([2.35))
cumplird que S < oo con probabilidad positiva.

Escribiendo lo anterior en términos de la ecuacion para o, se concluye el siguiente resul-
tado:

Proposicion 2.5 La ecuacion diferencial estocdstica

do, = o) dB; + p(oy)dt
oo >0

donde p es una funcion Lipschitz sobre compactos en (0,00) que cumple

2
lim _p(a) =1,

oso0  gf

tiene una unica solucion fuerte positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo
0=26—-1yp>1. Sea




si existen 0 < C <1y M > 1 tales que para todo o > M,
g(o) < Cln(o)™,
entonces la solucion o, cumple S = oo c.s.
Por otro lado, si existen C' > 1y M > 1 tales que
g(o) > Cln(o)™
para todo o > M, entonces o, cumple S < oo con probabilidad positiva.

Esto concluye el estudio del tiempo de explosion de la ecuacion de volatilidad , sin
embargo, del analisis anterior es posible deducir un corolario que sera 1util al estudiar ciertos
casos en el capitulo siguiente. Concretamente, el resultado es una reescritura de la proposicion
anterior en términos que seran tutiles posteriormente.

Corolario 2.6 La ecuacion diferencial estocdstica

W= (1= B+ (1= 9) (K () - 5) v Yoo

donde p* es una funcion Lipschitz sobre compactos en (0,00) que cumple

lm p*(y) =1,

tiene una tnica solucion fuerte positiva hasta un tiempo de explosion S* para todo § = 25 —1
y B >1. Sea

e (y) = p(y) — 1,
si existen C € (0,8 —1) y M > 1 tales que para todo y > M,

e*(y) < Cln(y™H)7,
entonces la solucion Y, cumple S¥ = oo c.s.
Por otro lado, st existen C > —1 y M > 1 tales que
e*(y) > Cln(y™ )™
para todo y > M, entonces Y; cumple S*¥ < oo con probabilidad positiva.

Con esta informacion, es posible abordar el estudio del sistema ({2.1)).
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Capitulo 3

Modelo de Volatilidad Estocastica

El objeto de estudio de esta secciéon sera la solucion X, del sistema

{dXt = 00X, dW,, Xy =20 > 0 -

do; = O'thBt +p<0't)dt, oo > 0.

donde a > 0, y los procesos W; y B, son movimientos Brownianos p-correlacionados, con
p € [—1,1], es decir, existe un movimiento Browniano B, independiente de B; tal que

Wt:th+ \/1—pZB£, Vt>0,
o, en otras palabras, [W, B], = pt para todo t € R.

Especificamente, se debera resolver la pregunta de si el proceso X es una martingala o,
en su defecto, una martingala local estricta.

En [3], se resuelve la misma interrogante en base a la solucion X de un modelo similar,
dado por

dXt = O'gXtth, XO =T > 0 (32)
do, = 6PdB, + Koldt, oy > 0.

La respuesta que se da a esta interrogante esté relacionada con la finitud del tiempo de
explosion de la solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

61 -1 s-1 g-1
: +—O‘<a2 Jy 5 pay?t

p—1
a

=1 .
Ay, =V, " * dB + |KaY, " dt. (3.3)

Més especificamente, la relacion esta dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 (Ver [3]) Si oy es una solucion buena (i.e. P(S7 = o0) = 1), entonces
la tinica solucion positiva Y; de la ecuacion explota hacia infinito en un tiempo finito
con probabilidad positiva bajo la medida P, es decir, P(SY < oco) > 0 si y solo X; es una
martingala local estricta.

33



3.1. Resultados previos

Siguiendo el razonamiento presentado en [3] y [I] para demostrar este resultado, se puede
probar una propiedad analoga a la anterior para el sistema (3.1]). En primer lugar, se definen
los tiempos de parada

Ty = inf{t >0: Xt/\So > M},
T]]\\4/Il =T NSy

y se estudia el proceso X, sonrr - Para alivianar un poco la notacion, en adelante se utilizara
M

la letra S solo para los tiempos de parada asociados a o y la letra T para los asociados a X.
Aplicando la férmula de 1t6 con la funcion f(z) = 27, v € (0,1), se obtiene que

t/\So/\T]]\\/}[/ fy(fy o 1) t/\SO/\TjVI[/
X0 — 4 / IXotdW, + T2 / X7o%ds,
0 0

M’
t/\So/\TM

g . L .
y tomando esperanza, usando que X*'%0"™v > (0 por ser una exponencial estocastica y
anulando el término de la integral estocastica pues es una martinganla que comienza en cero,

- 1 t/\SO/\T]\/I/
0<EX . )=ay+ 0" Vg ( [ xeas)., (3.4)
0

/
tASoAT

y, por lo tanto,

Luego, el teorema de convergencia monétona implica que

tASg 21,7
E ( Xgagads> <——2— < o0
0 (1 =)

Por otro lado, como
M]P)(TM S t) = E(MlTMSt/\So> S E(Xt/\SO/\T]u) = Xy,

se deduce que
x

pues X; es una martingala local, y al detenerla en Sy A T); resulta una martingala. Asi,

Ty — oo c.s. cuando M — oo. Ademés, si o; cumple S = 0o c.s., Syy — 00 c.s. cuando

M — oo. Por lo tanto, 721" — oo si M, M’ — cc.

Por otra parte, aplicando la desigualdad de Holder con % y ﬁ,

]E(Xﬂy 1 M/

M AtASo T Tax <tASO)

S E(X ar ninsy) B

o
Y AEtASq

AtASo

= 2]P(rM <t A Sp) T < 2lP(r < )i
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; 1
y asi, E(X:J{\g’/\msolni‘f'<t/\so) — 0 cuando M, M’ — oo. Como X, < Xing, +1 € L', se

puede aplicar el teorema de convergencia dominada, mediante el que se obtiene, al hacer
M, M — oo

B(X) o) =BT o o) FEXT L ng)

tASoATM’ tASoATM! tASoATM' TTap

— E(‘X;Y/\So ) .

Aplicando este resultado en (3.4)), se deduce que

_ 1 tASo

B0 =+ 20 s ([ xaas),
0

y tomando limite con v — 1 se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.2 Sean X; y oy soluciones del sistema , donde oy es buena. Para todo
v €(0,1) yt >0 se cumple que

tASo
E ( Xgagads) < Q.
0
Ademas, el siguiente limite existe

,y _ 1 tASo
O(t) = lim ——E ( XJo2™ ds) :
0

y—1
donde O(t) = E(Xns,) — o < 0.

Con la notacion de la propiedad anterior, X; es una martingala local estricta si y solo si
existe algiun ¢ > 0 para el cual ©(t) < 0.

Lema 3.3 (Ver [I], Lema 5.3) Sean 0 < 6 < 6 y X,, o, las soluciones del sistema (3.1]),
donde o; cumple S = oo c.s. Si para t > 0 sucede que

tASo
liminf(y — 1)E ( X0 ds) <0,
yﬁl_ 0
entonces
tASy
liminf(y — 1)E ( X0 ds) = —00,
y—1- 0
Con esto, se puede probar el siguiente resultado
Proposicion 3.4 Dado el sistema
dXt:XtO'tath, X0:$0>0
do, = deBt + p(oy)dt, o9 >0

cona>0,0,0ceR, K<0yp<0. Entonces Xipns, €s una martingala.
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DEMOSTRACION. La demostracion es anédloga a lo expuesto en [3] (Teo. 3.3), pues cuando
K < 0, acorde a lo probado en el teorema [2.4] o, cumple S = oo c.s. y, dado que también es
continua, posee las mismas propiedades de la solucién o, del sistema que se utilizan en
[3] al probar el resultado anélogo. Concretamente, se procede aplicando la formula de It6 al

. ., 1 s, !
proceso X, s.Ar0tns.nr- Para evitar sobrecargar la notacién, se escribird 7 = TJJ\‘/[/[ .

tAS AT tASNT
Y _ a+1
Xins.arOtas.ar = To00 + 'y/ X]od ™ dW, + / Xgades
0 0

tASe AT tASe AT
€ _ 1 €
+ K/ X2o0ds + % / X2 tds
0 0

S

tASNT
+ yp/ X)oothds.
0

Tomando esperanza y acotando se deduce que

~ 7 7y —1) ST 2041
0 < E (X]ys.000ins.0r) < 7o+ X702+ qs ) .
0

Luego, reorganizando los términos y utilizando el teorema de convergencia monoétona
sobre M y M’,

tASo 2 Y
Tn00
<=0

(1—-vE ( Xgagaﬂds) <=

0

Por lo tanto,

tASo
liminf(y — 1)E < X;’J?“ds) > —2x¢00 > —00,
y%lf 0

y aplicando el lema anterior, se deduce que

tASo
lim (v — 1)E ( X;*aza“ds) =0
0

y—1—

para cualquier ¢ > 0. De la propiedad se concluye entonces que E(X;ns,) = ¢, es decir,
Xins, €s una martingala. O

Para obtener la propiedad analoga a la proposicion [3.1] se aplica el cambio de variables
Y, = of'. Concretamente,

t -1 t
Y, =05 + a/ o tdo, + ale=1) / o 2d(o),
0 0

2
=05 + / g§‘+5—1d33 + Oz/ a?_lp(05>d$ + M / J;I—i-?ﬂ—zds
0 0 2 0
t 1481 t 140=1 a(a _ 1) 1281
0 0 0
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donde, a diferencia del capitulo anterior,

Por lo tanto, se obtiene el sistema
dXt = Xt}/;th, XO =Ty > 0
B=1 51 Bt
dy; = aV,'"" = dB, + {KaY;H T r(Ys) 4 ey } ds, Yy =09 >0.

X, es, entonces, la exponencial estocastica del proceso Y;, es decir,

tASo 1 tASo
Xins, = Toexp (/ ysdWy — 5/ yzds) .
0 0

E(Xsy nsoLsy, <insy) = woPy(Syy <t A So),

Ademas,

donde P, es la medida que tiene como densidad a x_ngt nsonsY, - Esta medida es de probabilidad,
pues el proceso X; 5,5 cumple la condicion de Novikov y acorde a lo expuesto en el teorema
es una martingala. Esto se comprueba acotando como sigue,

1 t/\So/\S}CI 1
E | exp 5/ Y2ds < exp (§M2t) < 0.
0

Una aplicacion del teorema de Girsanov (|1.4) dice que el proceso estocastico definido por

BS_BS_/ Y:ed<B>W>s

0

:Bs—p/ Yids, con0<s<tASyASy,
0

es un movimiento Browniano respecto a la medida P;. Utilizando esta igualdad, se puede
describir Y mediante la siguiente ecuacion

ala—1) 14261

B=1 . 6—1 B=1
v, =a¥," * dB, + {K@Ys1+ B OR e +apYs " e }ds.

Por lo tanto, la solucion Y, del sistema (sistema original), al ser vista bajo la medida P,
tiene la misma distribucion que la soluciéon de la ecuacion
g2 o1 -1 5-1 81
4y, = oY, e dr, + [KQYS” = (Y, + %Y;” " fapYete } ds,  (3.5)

bajo la medida P (en adelante Y;), donde I" es un movimiento Browniano para la medida P,
siempre que ambas comiencen desde la misma condicién inicial off. Con esto, se puede probar
el siguiente resultado:
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Proposicién 3.5 La unica solucion positiva Yy de la ecuacion cumple
IP’(S? <o0) >0
st y solo si existe algun t > 0 tal que

1}‘211_)1?5 E<XS}(4/\SO 15'}\//[<t/\50) >0,

y Xsns, €s una martingala local estricta.

DEMOSTRACION. Procediendo exactamente como en [3] o [I] se obtiene el resultado. En resu-
men, el razonamiento es el siguiente: X, gy 15, €s una martingala para cualquier M > 0, por
lo que

2o = E(Xsnse Longy<sy,) + E(Xgy Loy cins,)

= E(XS/\SO) + lg\g[n_}oréf E<XS}C{]‘SXI<S/\SO)

donde se utiliza el teorema de convergencia monétona para la primera esperanza, junto con
que Xgns, > 0y S, — oo, pues Y, cumple S¥ = oo c.s. Por lo tanto, si para todo s > 0,

lim inf B(Xgy 1y, <sns,) =0

entonces X,g, es una martingala. En caso contrario X ,g, sera una martingala local estricta.

Ahora, suponiendo que P(SY < o0) > 0, como P(S¥ < o0) = P(SY < SY), para s
suficientemente grande,

By(SY, < so A So) =P(S), < sg ASY) >P(SY <sgAS)) >0

donde la primera igualdad se tiene debido a que la distribucion de Y; bajo P, es la misma
que la de Y; bajo P. Luego,

lim inf E(Xy, 5, Lsy, <apns) = %o lim _jglofP(SE <soASY) > 2oP(SY < s9ASY) >0,

y por el razonamiento anterior, se comprueba que X;,g, es una martingala.

Para la implicancia inversa, si P(SY < oo) = 0, entonces

Bi(SY, <sAS)) =P(ST, <sAS)) = P(SY <sASY)=0.

Asi,
lim inf (X, v 15y, <ons,) = lim inf P,(SY, < sASp) =0,
lo que demuestra el resultado. O
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3.2. Analisis del modelo de volatilidad estocastica

De la propiedad anterior se deduce que es posible entender el comportamiento de la
solucion al sistema (3.1)) mediante el estudio del tiempo de explosion de la solucion a la
ecuacion , que es lo que se realizard a continuacion. Para agilizar la notacion durante
este estudio se utilizaran las constantes

-1 6—1
P WYk YR W
« (6%

con lo que la ecuaciéon se escribe

ala—1)

dY; = oY dly + | KaY,"u* (Y;) + 5

Y2 4 paY) T dt.

En el siguiente teorema, demostrado en [3], se explicitan los intervalos para las constantes
K, p, o, By d en los que la solucion al sistema (3.2) es una martingala o una martingala
local estricta. Concretamente el resultado es el siguiente:

Teorema 3.6 (Ver [3], Teo. 3.8) Se considera el sistema
dXt:XtO'?th, X0:$0>0
do, = 0} dB, + Koldt, oo >0,

donde 6 € R, a >0, p € Ry K # 0. Se supone, ademds, que la unica solucion débil o, de
la sequnda ecuacion es buena, es decir, P(S° = 00) = 1. Si p > 0 y sucede cualquiera de los
siguientes casos no intersectantes

e d<26—-1,a=p-1,p>3.

e 0<28—1,a>pF—-1,a+p>1.
e0=28-1a=8-1K+p>1

e 5=28-1,a>8—-1,a+8>1.

e )>20—1,a>pf—-1,a+p>1,0<a+p.

e 0>2—1,a>f—-1,a+p>1,0=a+p, K€ (—p,0),

entonces Xing, es una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple
ninguno de los casos anteriores, o si p < 0, entonces Xips, €5 una martingala.

En la presente seccién se demostraréd un resultado similar asociado al sistema estudiado
en este trabajo. En primer lugar se abordara un resultado intermedio que omite los casos
borde. Estos se estudiaran por separado posteriormente.

Proposicion 3.7 Se considera el sistema

dX, = XtO'?th, Xo = To >0
do, = ol dB, + p(oy)dt, oo > 0,
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donde, o« > 0, B € R, K # 0 y p es una funcion que cumple

I 22)

z—o0 Kod =1

para algun 0 € R. Se supone, ademds, que la inica solucion o, de la seqgunda ecuacion cumple
S =00 c.s. St p>0 y sucede cualquiera de los siguientes casos no intersectantes:

e 0<28—-1,a=8-1,p> 3.
e5<28—1,a>B8-1,a+8>1.
e5=28-1,a=8-1,K+p>1

e 5=28-1,a>8-1,a+8>1.

e 0>20—1,a>pf—-1,a+B8>1,0<a+p.
ei>20—1,a>pf—-1,a+8>1,0=a+08, K€ (—p,0),

entonces Xing, €s una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple
ninguno de los casos anteriores, ni alguno de los siquientes casos borde:

.5:25_1705:6_17K+p:%7
e 0>2—1,a>pf—-1,a+p>1,=a+p5, K=—p,
e 0=23-1,K=13>1+a

0sip <0 yno secumple el caso borde
° 5:26—1,K:%,5>1,
entonces Xing, €s una martingala.

DEMOSTRACION. Se considerara en primer lugar p > 0. Supondremos que las constantes «, (3,
0 y K cumplen con alguno de los casos listados en el enunciado y con alguno de los casos
para los que P(S7 = 00) = 1 segtin el teorema . En lo siguiente se utilizara S := S7.

Sid < 28 —1, del teorema [2.4] se deduce que no es necesario imponer ninguna restriccion
adicional sobre las constantes para que se cumpla que P(S = oo) = 1, y los casos del
enunciado no imponen ninguna condicién sobre K, por lo que para cualquier K < K, las
constantes a, 3, 0 y K caen dentro del mismo caso que o, 8,0y K.

Sid=28—1, el teorema dice que para que o cumpla S = oo c.s., se requiere que
o bien K < %, o bien K > % y 8 < 1.Sia, 8,0y K satisfacen alguno de estos casos, y
alguno de los casos del enunciado asociados a la restriccion 0 = 25 — 1 para el cual Xy g, €s
martingala local estricta, entonces es posible encontrar K < K tal que «, 38, § y K satisfacen

las misma restricciones que «, 3, d y K.
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Sid>26—1, el teorema dice que o bien K < 0, o bien K > 0y 0 < 1. Considerando
también los casos del enunciado, en cualquiera de estos es posible encontrar un K < K tal
que o, 8,6 y K cumplan la misma restriccion que o, 8, § y K, tanto dentro del teorema
como en el contexto de este resultado.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos se cumple que existe K < K tal que la solucion a
dg, = 67dB, + K&%dt, 09> 0 (3.7)

es buena acorde al teorema [2.1, y la solucién X al sistema

dXt - Xﬁf‘th, i'() > 0
d6, = 67dB, + K&ldt, &y > 0,

es una martingala local estricta, segtin el teorema Y de acuerdo con la propiedad [3.1]
esto implica que la solucién Y; a la ecuacion

a—1)

dz = Oé}';;;ydrt =+ |:]:~(O{i};77 + O[(Tﬁ}yl + pa}’“/t,y+1 dt’

donde T" es un movimiento Browniano, explota a infinito en tiempo finito con probabilidad
positiva, es decir,

P(SY =) < 1,
para cualquier condiciéon inicial Yy. Para mayor claridad se escriben ambas ecuaciones a
comparar:

ala—1)

dY; = oY, dl, + [fmﬁ" +——

Vi 4 pa?ﬂ“} dt, (3.8)

a1 _1
dY; = oY,'dl'; + {ozYt > p"(Yh) + %Yf’_l + paY;’H} dt, (3.9)

donde se ha escrito S
p(y) = Ky~ p*(y).
Esta comparacion cae dentro de la implicancia 2 del lema pues, marcando con una comilla
las constantes asociadas al enunciado del lema2.2) con o/ =1, /=7, =ay

oa—1)
2

y+1

fly) = Y+ pay T

que es Lipschitz sobre compactos en (0, 00), se comprueba que ambas ecuaciones cumplen las
hip6tesis necesarias para utilizar la afirmacion 2 de este resultado.

Por lo tanto, se obtiene que P(SY = co) < 1. Luego, gracias a la propiedad se deduce
que Xing, €s una martingala local estricta.

Por otro lado, si p > 0 y no se cumple ninguno de los casos de la parte anterior, entonces
se cumple alguno de los siguientes casos:

05<25—1,a:/3—1,p€(0,%).
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0<28—1,a>pf—-1,a+<1.

e d<28—1,a<f—1.
e0=20-1l,a=0-1,K+p<i
ed=28-1,a>8—-1,a+8<1.

e )=20—-1,a<pf—1

e >2—1T,a>pf—-1L,a+6>1,0>a+p.

0>20—1L,a>pf—-1La+p>1,0=a+0, K< —pVK>0.
d>26—-1,a<|1-4|.

Ademas, se supone que o; cumple S = oo c.s., por lo que debe cumplirse alguno de
los casos del teorema [2.4] Se lleva a cabo un anahsls similar al de los casos anteriores para
verificar la existencia del K > K tal que las constantes o, ﬂ, § y K cumplan las mismas
condiciones que a, /3, § y K tanto en el contexto del teorema [2.4] como en el de este resultado.
Asi, con un razonamiento similar al anterior se podra utilizar la afirmaciéon 1 del lema

Si § <208 — 1 ninguna de las restricciones impone algo sobre K, por lo que al mantener
el resto de constantes iguales y modificar K (es decir, usar K > K en lugar de K) se siguen
cumpliendo las mismas restricciones.

Si 0 = 26 — 1, hay dos casos probleméticos. En primer lugar, en el caso o = § — 1,
K+p< %, si K+p= %, cualquier valor para K > K deja de cumplir esta restriccion, por
lo que la ecuacion |D no cumpliria que S = oo c¢.s. y no se podria usar la afirmacién 1
del lema [2.2] Asi, como se menciona en el enunciado, se excluye como caso problemético y
se analizard mas adelante. Si K + p < %, entonces existe X > K tal que se cumple la misma
condicion, por lo que se puede proceder normalmente.

Por otro lado, en el caso a>fF—1,a+ [ <1, las restricciones que impone el teorema
sonK<—oK> 5y B8 <1 Com06<1 1nclusocuandoK ,SIK>K este K

Satlsfarla el segundo caso y la ecua(n seguirfa cumpliendo S = oo c.s. y por lo tanto el

teorema implica que la ecuacion .) cumple SY = o0 c.s. , por lo que si se puede aplicar
la afirmacion 1 del lema 2.2

En el caso 6 =28 —1, 8 > a+1 lo anterior no siempre puede realizarse, ya que si K = =
entonces para cualquier K > K las constantes o, 8, § y K satisfacen § = 25 —1,68>1y
K > , lo que, acorde al teorema [2.1] implica que la solucién a la ecuacion cumple que
S < 0o con probabilidad posmva, y por lo tanto no es posible determinar el comportamlento
de la solucion de la ecuacion (3.3)) utilizando la proposicion . Como consecuencia, también
se excluyeel caso 0 =260 -1, 6>a+1 K = % para ser estudiado posteriormente.

Sid > 28 —1, las restricciones que impone el teorema son K <0oK >0yd <1, que
no interfieren al encontrar K > K que cumpla lo requerido. Por lo tanto, los casos o > 3 —1,
a+p>1,0>a+ By a<|l—p]noson probleméaticos.

El caso restante, por otra parte, incluye el subcaso a > -1, @ > > 1,0 = a+ f,
K = —p en el que si hay un problema, puesto que cualquier K > K se sale del caso en el
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que el teorema asegura que la solucién de la ecuacion 1) cumple que SY = oo c.s.,
ya sea porque K € (—p,0), en donde SY < oo con probabilidad positiva, o bien porque
K > 0, en donde el teorema afirma que la solucion a la ecuacion cumple S? < oo
con probabilidad positiva. En cualquier caso, no es posible aplicar la afirmacién 1 del lema
2.2) para obtener la conclusion deseada, por lo que se estudiara este caso posteriormente.

Finalmente, se agrega a la lista anterior el caso p < 0. De la proposicion se sabe que
sip <0y K <0, X;rg, es una martingala. Luego, solo resta probar que esto también se
cumple en el caso K > 0, p < 0. Revisando los casos favorables del teorema [2.4] se deduce
que el tnico caso problemaético es el dado por las condiciones § = 25 — 1, K = % y B> 1,
siguiendo el mismo razonamiento que en los casos anteriores. Se pospone el analisis de este
caso para la seccion siguiente.

Por lo tanto, se ha verificado que para todos los casos listados anteriormente, excluyendo
los casos borde expuestos en el enunciado, existe algin € > 0 tal que para cualquier K>K
el teorema entrega que la solucion de la ecuacion |) cumple que SY = oo c.s. siempre
que la solucién a cumpla S% = oo c.s. Bajo las mismas especificaciones que en el caso
anterior, se deduce, aplicando la afirmacion 1 del lema de la misma forma que al aplicar
la afirmacion 2 anteriormente, que S¥ = oo c.s., con lo que Xy,5, es una martingala. Con
esto, se comprueba la propiedad enunciada. O

3.3. Estudio de los casos especiales

Habiendo demostrado lo anterior, queda resolver la interrogante en los casos que fueron
excluidos. Si p > 0

1.6=20-1,K=% 8>1+aq,
2.0=26-1,a=08-1,K+p=3,
3.0>20—-1lL,a>f—-1,a+p>1,0=a+ 3, K=—p.

Por otro lado, si p < 0, se tiene el caso borde

4. 6=28-1,K=1% 8>1.

1
2

3.3.1. Caso 1

El primer caso a estudiar estd dado por las condiciones 6 = 25 — 1, K = %, 8 >1+a.

. . . 1— . . P
En este caso, se realiza el cambio de variable Z; =Y, ~ " obteniendo, mediante la formula de
[to, la ecuacion

o [L(Zt)_ﬁ -1 ﬁ _ ﬁ_ -8
A2, = (1= )AL+ (1= B) (=527 +pZ 7 ) dt, Zy=05"7 =05 7 >0, (3.10)
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1 1 . . . . .
donde ji(z) = p*(277) = p(z=0-), siguiendo la notacion de la seccién anterior. De aqui
se deduce que si 0; cumple S = 0o c.s., entonces Xypg, s una martingala. Para probar esto
formalmente basta con aplicar el test de Feller.

(x) = ﬁ : ylexp (2 /y ) :((;‘))2@) dzdy

donde

es la integral relacionada a la ecuacion

(7)) — _ 1 1
dZ; = (1 - B)dB; + (1 — 5)%2;%, Zo=0,"" =0y7" >0, (3.11)

mediante el test de Feller. Esta se obtiene al aplicar el cambio de variable Z = ¢*(1=7) a la
ecuacion

doy = 0/ dB, + Kol p(oy)dt.

Dado que se parte desde la premisa de que la soluciéon o; cumple S = oo c.s., se tiene
que la soluciéon a esta ecuacion cumple que S = oo c.s. Es decir, en términos de la ecuacion
, SZ = oo c.s. Relacionando esto al test de Feller, se deduce que v'(z) — oo cuando
x — 0. Ademas, ﬁ € (0,1), lo que implica que

2p /1 _a )
exp | —— ut=Fdu | > 0.
(75

Asi, se deduce que v(z) — oo cuando x — 0. Por lo tanto, la solucién a la ecuacion (3.10))
cumple SZ = oo c.s., y asi, S¥ = oo c.s. Esto implica el siguiente resultado.

Proposicion 3.8 Considérese el sistema @), donde 6 =20 —1, K = %, B>1+a,y B
y Wy son p-correlacionados, con p > 0. Si la solucion oy cumple S = oo c.s., entonces Xips,
es una martingala.
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3.3.2. Caso 2

Se prosigue con el caso 0 = 26— 1, a=p—-1, K +p = % Realizando el cambio de
variable Z, = Y;'~" sobre la ecuacion (3.5),

dZ, = (1= B)dl; + (1 — B) (K,}(Zt)zf_ﬂ v Pz éZt1>

2
— (1= v+ (- ) (Kiz) + - 5) 2
= (- par+ (- ) (Ke(z)+ 257 ) 20,

donde fi(z) =14 &(2).

Esta ecuacion corresponde a la ecuacion estudiada en el corolario [2.6] En efecto, dicho
resultado estudia, especificamente, la ecuacion del tipo

2 B

dnz(l—ﬂ)d3t+(1—ﬁ)(

que corresponde a la ecuacion anterior cuando 2Ké(z) = £*(z). Por lo tanto, se puede aplicar
dicho corolario para obtener que

e siexisten 0 < C < 3—-1y0<mn <1 tales que 2K&(z) < Cln(x~!)~! para todo
0 < x <, entonces S§ = o c.s.

e siexisten C > 3 —1y0<n<1tales que 2K&(z) > Cln(z~!)~! para todo 0 < z < 7,
entonces SZ < oo con probabilidad positiva.

Dados los valores de las constantes en este caso, la soluciéon o, siempre cumple S = oo
c.s., por lo que el lema [3.5] es siempre aplicable. Asi, escribiendo lo anterior en funcion de la
variable o se deduce el resultado siguiente.

Proposicion 3.9 Considérese el sz’stema donde 6 =20 -1, K+ p= %, B=1+a, B,
y Wy son p-correlacionados, con p > 0, y o, cumple con S = oo c.s. Sea

6(0’):2];—(;)—1,

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.
1. Si existen 0 < C < ﬁ y M > 1 tales que para todo o > M,
sgn(K)e(o) < Cln(o)™,
entonces la solucion Xins, €s una martingala.
2. Si existen ﬁ <C y M >1 tales que
sgn(K)e(o) > Cln(o) ™

para todo o > M, entonces Xing, es una martingala local estricta.
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3.3.3. Caso 3

El siguiente caso estd dado por las condiciones 6 > 26 —1,a > f—1,a+5 > 1,0 = a+0,
K = —p. Notando que

-1 a+p—1 6—1
’Y+1=<1+B—)+1:L+1:—+1:n,
« « «

y aplicando esto en la ecuacién (3.3)), se obtiene

—1
dY; = oY, dl, + a {(K +p) Y + (a 5 )YEH dt

—~1
= oY dl, + %Yf”’_ldt. (3.12)

Por otro lado, en la ecuacion (3.8)), debido a la presencia de la funcion p*, el término
asociado a Y;" no desaparece. Asi, se obtiene la ecuacion

a—1

dY; = oY dl'y + « [p (1—p" (V)Y + Yf”_l} dt.

Para estudiar el comportamiento del tiempo de explosiéon de la solucién a esta ecuaciéon
se utiliza el test de Feller. La integral a calcular es

v(w) = /1 " exp (—2 /1 ' :5(“12) du) /1 ' UZ?U) exp (2 /1 Z :522) du) dzdy,

donde los coeficientes de difusion y de drift estan dados por

o(u) = au’,

bu) = a [p(l () + O‘T_lu%—l} |

En primer lugar, se calcula

b0) o [pl1— () + 25t
o?(u) o2u®y

1 a—1
== 1 * n—2y -1
<p( pr(w))u + 5 U ) ;

luego, usando que n — 2y =1 — v,

oo (-2 [ 2 0) < -
.
(

v —1
/pa—ﬁwWﬁﬂ+a2u4m)
1

[ = )
r

@

(L ) )y

= exp

N
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Asi, con €*(u) =1 — p*(u),

2 [* 2 Y P 2 # o
v(r) = E/l exp (—f/l 5*(u)u1_7du) yla/l 2 % exp (Ep/l 5*(u)u1_7du) 2% dzdy

a—1

2 [ Y 20 [Y 29 [* &
= _2/ / exp __,0/ e*(u)u'"du | exp _p/ e*(u)u'~"du Z 2 ddy
a” J1 a Jq o Jq Yy
2 [T (Y 2y [V ot
A [l [ronw) ()
a”Ji N1 a J, Y

Acotando, se obtiene que

v(z) > = / / exp <——/ 5*+(u)u17du) (E> ’ 2z P dzdy
)
a—1
2, [ &
> —2/ exp <__p/ 5*+(u)u1_'ydu> <f> 2" dzdy
a”J1 )1 @ J1 Y

— exp (_iﬁ /1 ' 8*+(u)u1_7du) (), (3.13)

donde

W TE
0(x) = —2/ / (E) 2 2V dzdy,
a”Ji J1 \¥Y

que corresponde la integral que describe el comportamiento en infinito de la solucion a la
ecuacion (3.12) a través del test de Feller. En efecto, denotando por v*(z) a la integral que
entrega el test para la ecuacion (3.12)), se obtiene

@ V-1 v “a—1
v* () :/ exp —2/ & / ———— exp 2/ & dzdy
1 1 2« 1 a2z 1 2«

y reemplazando

Y - ]. - 1 a—
exp (—2/ a2 uldu) = exp (_a 1n(y)> = y’Tl,
1 a a

en la expresion anterior, se obtiene

Como resultado del teorema [3.6] cuando las constantes toman los valores que dan lugar
a este caso, la solucion X al sistema ([3.2]) es una martingala. Mediante el lema se deduce
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que el tiempo de explosion a infinito de la ecuacion (3.3)) es infinito c.s. y por lo tanto, gracias
al test de Feller,

3}1_{{)10 0(x) = 0.

De esta propiedad y de la desigualdad ([3.13)) se deduce que

2 T
exp <_Ep/ 5+(u)u1_7du> >0 = lim v(x) = 0.
1

T—00

Luego,

/ et (w)urdu < co = lim v(z) = 00 <= P(S, = ) = 1,
1

T—r00

por lo tanto, dadas las constantes del caso, una condiciéon suficiente para que X;,g, sea una
martingala es que

et (uw)u'™" € L'(1,00). (3.14)

Es importante notar que, a partir de las condiciones que definen el caso,

0—0>p—-1,
y usando que § = «a + [ se tiene que a > § — 1, es decir,

81
(6%

1>

:7_17

y asf, 1 — > —1. Esto implica que u'~7 ¢ L!(1, o), de donde se deduce que para cumplir la
condicion ((3.14) no basta con la mera convergencia a cero de £(u), sino que se requiere una
condicién sobre la velocidad de la convergencia de £(u) a cero.

En particular, si existen C >0y r<y—2= % — 1 tales que
e (y) < Cy',

entonces

€*+ (u)ul—’y < OUT+1_y,

yecomor+1—v<(y—2)+1—v=—1, se cumplird que e (u)u'~" € L' y asi, X\, serd
una martingala.

Sin embargo, esta condiciéon es meramente suficiente y esta lejos de ser la condicién ne-
cesaria. Para notar esto basta revisar el caso e*(u)u'™ = Cu™! con C' > 0. El célculo es el
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siguiente

o(z) = 2 / / exp( % / g(u)ul—vdu) (g " dady
_ / / exp( 200 / u_ldu) (g)az_Q:dzdy
== /1 /1 exp (—%(ln(y) —ln(z))> <§)az—%dzdy

2 = Y 2pC+a—1
Z «
= —2/ / (—) 2727dzd
a” J1 1 Yy
2 (7 Y
= —2/ y? 2bdzdy,
a” Ji 1

con a = Et&_l y b= M 27v. Analizando estos coeficientes, es posible notar que

a+1 < 0siysolosi C > 5~ y b+1 > 0siysolosi C > Zﬁpl Por otro lado, a+b+2 = 2(1—~)
que tiene el mismo signo que 1 — (3, como se ha mencionado anteriormente. Asi, suponiendo

a#-1,0# -1, ya+b+1+# —1,

2

- = ’ a+b+1 ad
v(z) ag(bﬂ)/l y ydy

9 IZ(l—’y) -1 xa-&-l -1
T 6+ ( 20— (at D) )

Sil—v>0ya+1<0, notando que b = —a — 27, se tiene que

b=—a—2y>—-a—-2=—(a+1)—1>—1,

con lo que b+1 > 0. Asi, en este caso, v(z) — oo cuando x — co. Eligiendo C suficientemente
grande se puede asegurar la condicion a + 1 < 0, y para ¢ < C se deduce que

ve(T) = %/ / exp (—@/ culdu> <f) 2 P dzdy
> —/ / exp (——/ C’uldu) (—) ’ Z dzdy

lo que implica que si 1 — v > 0 entonces X;,g, serd martingala para cualquier C'.

El caso 1 — v < 0 requiere un anélisis similar. Notando que 1 — 3 < 0 implica que

2’82p1 > 5-, se identifican tres casos. En el primer caso, asociado a la condicién C' > pl se

tiene que a+ 1 <0yb+1>0,conloquev(z) = L < ooy Xing, es martingala local estricta.

El segundo caso es similar; con C' € (2%), %) se tiene que a+1 <0y b+ 1 <0, por lo que
también se cumple v(z) — L < 0oy Xyag, €s martingala local estricta. Por ultimo, el tercer
caso corresponde a C' < %, enel quea+1>0yb+1<0, obteniendo asi que v(z) = 0oy

Xins, €s martingala.
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Es importante estudiar el caso borde C' = 2%; donde a + 1 = 0. En este caso, el calculo de
la integral es diferente, y se obtiene

2

- = ; a+b+1 ad
v(z) a2<b+1)/1 Y ydy

- (e ).

Como b+ 1 < 0, se tiene que v(x) — oo. Para el caso C' = 25-1 se puede aplicar un

. .. . 28—1
razonamiento similar al del caso anterior. Sea ¢ € (;p, 261 >

volz) = = / / exp (—— cu—ldu> (g) T Mdzdy
<2 / / exp (—— Z cu—ldu) (2) T dady

=v.(z) = L < 0.

Asi, vo(z) — L' < 00, y por el lema Xins, €s una martingala local estricta.

Finalmente, se estudia el caso 1 — v = 0. Para C suficientemente grande, a +1 < 0 y
b+ 1 >0, con lo que

2

- = ! a+b+1 _ a
'UC(:K) - @2(b—|—1)/1 Y ) dy

2 (= 1Y
T2+ UMY T et >

Luego, razonando de igual forma que en el caso 1 —~ > 0, se deduce que para todo ¢ < C,
ve() — oco. Asi, en este caso Xyag, es martingala, sin importar el valor de la constante C.

En resumen, cuando e*(u)u'™" = Cu~t,si1 — 3 > 0, 0511—B<0yC'< Xt/\go es
una martingala. En el caso contrario, dado por 1 = <0y C > & XMSO es una martlngala
local estricta. Con esto, basta que £*(u) < Cu?™? (con C' € R en el primer casoy C' = —p en

el segundo) para que X;.g, sea martingala. En efecto, si C' es tal que X;,g, es martingala y
e*(u)ul~" < Cu™!, entonces

|
-

y por lo tanto v(z) — co. Por otro lado, en el segundo caso, si £*(u) > Cu?~? con C' >
entonces Xyrg, es una martingala local estricta. Esto se deduce de manera anéloga al caso
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anterior, pues

f_ 2 e (2 [ wa) (_)“t—mdzdy

vo(r) = L < oc.

Con esto, en el caso 1 —y < 0 se tiene una condicién que implica que X g, es martingala
y otra que implica que es martingala local estricta. Sin embargo, para el caso 1 — v > 0 solo
se tiene una condiciéon que implica que X;ng,, por lo que ahora se estudiara este caso para
obtener una condicién que implique que X;,g, es martingala local estricta.

En primer lugar, se estudiara el caso 1 — 3 > 0. Aplicando el cambio de variables z = y* =
que ya ha sido utilizado anteriormente, se obtiene

Az, = (1= par+ (1= 0) (p (- iz 277 - 52 Y ar

Cabe recalcar que § > 20 — 1y a+ [ = ¢ implican que s := ﬁ > 1. Segtn el test de
Feller, la integral a calcular es

o= [ (-2 [ o) [ e (2 o)
z Y pé(u)uT?F — Byt Y z pE(u)uTF — Byt
~ g e (‘2/1 S d“) J e <2/ (e d“) e

donde, por supuesto,

Por lo tanto, se tiene que

/y pé(u)u® — By 1

du = ——
1 1-p 1—
por lo que

Y oF s _ Byt _ y
exp (—2/1 pa(u);&_ﬁzu du) = exp <%/1 E(u)u’du + 1fﬁln(y))

Asi,

1 - -2 v s [Y 2 i =8
v(z) = m/l exp (17'0/1 é'(U)ust) ylff*/l exp <ﬁ/1 5(U)uSdU) Y= dady

B 1 x fly f(2)dz
- W

o1



con
oy e (122 [“suae) 0

Asumiendo ¢*(u)u* = Cu? con C,q > 0, se tiene que f(y)y 7 = ooy [/ f(u)du — oo.
Para aplicar la regla de L’Hopital al limite

lim fl
yooo f (y)y“’

es necesario calcular f'(y):

e (2 000 20 (2 ) L
2Cp

= f(y) (1 —5Y" T fﬁyl) :

Por lo tanto, el limite es

v=oo f(y)y=®  wooo fiy)y= —qf (y)y 9!
1
- ylggo EB + iﬁy 1-q _ qy*(I*l
_ 1= 5
- 2C)p’

de donde se obtiene, gracias al criterio del cociente para convergencia de integrales, que

0o y oo
lim o) = = [ £ [ i~ [yay

lim v(z) = 00 <= q € (0,1],

T—00

Es decir,

por lo que, siguiendo la justificacion anterior presentada para un contexto similar, para C' > 0

£(z)x® < Cr = lim v(x) = oo,

T—00

es decir, recordando que £(z) = £*(z*),

e (z)z < Czs = lim v(z) = oo.

Tr—00

Se distingue como condiciéon suficiente para que X;,g, sea una martingala local estricta
la existencia de constantes ¢ > 1, C' > 0y M > 0 tales que para todo x > M,

e*(x)x > Ca*.
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Por otro lado, si 1 — 8 = 0 el cambio de variables aplicado es z = f(y) = In(y), con lo
que se obtiene la ecuacion

1
dZ, = adl'; + « <pé(zt)ezt — 5) dt,

donde ahora

Acorde al test de Feller,
x Y b(u) vo2 Z bu)
v(z) = exp —2/ du)/ exp (2/ du | dzdy
= [ow (-2 [ Zpm) [ e (2 7
2 [7 2 (Y z 2 [*
= —2/ exp <——/ pé(u)e*du + —) / exp (—/ pé(u)e du — i) dzdy.
a? fi a )y al )y a )y «

Con ¢ > 1y C > 0 tales que é(x)e” = Cz?, y f(x) = exp (% ff pCuldu — g), al igual
que en el caso anterior, se puede usar la regla de L’Hopital para calcular el limite. Para ello,
se calcula la derivada de f(z):

<

2pCz9 — 1
fl@) = ——f(a).
«
Con lo que L’Hopital entrega
Yy
d
Hm fl f(’Z) < _ Hm , f(y) -
yooo f(y)y™ v [yt —af (y)y= 0
, 1
- yli{{olo 2LC — ly—q — qy—q—l
o«
— 2pC"

por lo que, de manera analoga al caso anterior, se cumple que para C' > 0

E(z)e” < Cx = lim v(z) = oo,

T—00
o bien,

e*(z)r < Cln(zr) = lim v(x) = oo.

T—00

Y siguiendo el argumento, también se cumple que la existencia de constantes ¢ > 1y
C > 0 tales que
e*(z)xr > Cln(z)?

implica que X;5g, es una martingala local estricta. En resumen, si 1 — 3 > 0:

e Siexiste C' > 0 tal que £*(z) < Ca'a" =1 entonces Xins, €s una martingala.

e Si existen ¢ > % y C > 0 tales que e*(z) > Cz? !, entonces X;,g5, s una martingala
local estricta.
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Sil—p=0:

e Si existe C' > 0 tal que e*(z) < C’# entonces X;pg, €s una martingala.

e Siexisten ¢ > 1y C > 0 tales que £*(z) > C@, entonces X;.g, es una martingala
local estricta.

Finalmente, si 1 — 5 < O:

e Si existen C' < ZLp y M > 0 tales que *(z) < Oz para todo = > M, entonces
Xins, es una martingala.

e Si existen C > 2%) y M > 0 tal que £*(z) > Cr'a 1 para todo = > M, entonces Xy g,
es una martingala local estricta.

Al escribir estas afirmaciones en funcion de la variable o se obtiene el resultado siguiente.

Proposicion 3.10 Considérese el sistema (@, donde § > 26 —1, a > |1 —p|, K = —p,
0=a+ 0, y By y Wy son p-correlacionados, con p > 0. Sea

e(o) = 1+%.

Si < 1:

e Si existe C' > 0 tal que e(x) < Ca'™ entonces Xps, €s una martingala.

o Siexisten g>1—0 yC >0 tales que e(x) > Cx?, entonces Xins, €s una martingala
local estricta.

SiB=1:

o Si existe C' > 0 tal que e(x) < C’h;(—f) entonces Xins, €s una martingala.

e Siexisten ¢ > 1 y C > 0 tales que e(x) > Cmi—i)q, entonces Xins, €S una martingala
local estricta.

Si B> 1:

e Si existen C' < 2%) y M > 0 tales que e(x) < C2P~17% para todo x > M, entonces Xns,
es una martingala.

o Si existen C' > 2—1p y M > 0 tal que e(x) > CxP~1=% para todo x > M, entonces Xns,
es una martingala local estricta.

Observacion Cabe recalcar que, dados los valores para las constantes que definen el caso, no
hay problemas asociados a la aplicabilidad del lema [3.5] puesto que, acorde a la proposicion
, la solucion o, al sistema ([3.6)) siempre cumple que S7 = oo c.s.

Con esto se concluye el estudio del tercer caso. Queda, por lo tanto, el estudio del dltimo
caso borde.
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3.3.4. Caso 4

El dltimo caso estd definido por las condiciones p < 0, 6 = 26— 1, K = % y 8 > 1.
Aplicando el cambio de variable Z;, = Y;' ™7, se obtiene la ecuacion

dZ, = (1 — B)dT, + (1 — f) ((Kﬁ(Zt) _ g) Z7 4 pZtlfﬁ> dt. (3.15)

Para estudiar este caso, se dividira en cuatro subcasos en base a los valores de o, § — 1
y P

Caso a > f—1, p < 0: En este caso, existen n > 0y p € (p,0) tales que para todo 0 < x <7
se cumple que

(1-0) ((Kﬂ(m) - g) e 4 pxlaﬂ) > (1-0) ((K - g) el 4 ﬁxf‘ﬂ) .

En efecto, dado € > 0, sea 1; > 0 tal que para todo 0 < = < n, fi(xr) < 1+ ¢, entonces

(1-5) ((K,&(:c) — g) x4 pxlfa> > (1-4) ((K - g) et Kex ™' pxli‘ﬁ> .

Si x < 1, entonces 2~ < 277, por lo que

“_m<<K‘§)x1+Km1+ﬂﬂ%)>ﬂ—5WKK—§>x1+wx+Mw%>.
Luego, con ¢ tal que (Ke + p) < 0, se cumple la afirmacién anterior, con p = Ke 4+ p y
n = min{n, 1}.

Para concluir, se aplica el teorema de comparacion de la misma forma que en demostra-
ciones anteriores. Se definen las funciones

(1= 8) ((Kie) = 8) o~ + ™) siwe (0]
)

b(x) = n (b(n)(2n —x) + (x —n) si x € (n,2n),
1 si x € 21, 00),

 [a=a(E=paepm) siaeal

b(x) = < ntb(n)(2n — 2) six € (n,2n),
0 six € [2n,00),

\

y, para 0 < v < Zg < Zy las funciones

(V>]]-a:§V + b([[‘) :H-£D>l/7
(V) La<y + b(2) Lys.
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Se trabaja entonces con las ecuaciones

dZ; = (1 — B)dL, + b(Z,)dt, Zt = Zy,
dz; = (1 — B)dL, + b(Z,)dt, Z; = Z,
dz? = (1 = B)dT; + b,(Z)dt, Z0 = Z,,
dZ¢ = (1= B)dT; + b,(Z,)dt Zy = Z,

con soluciones Z*, ARV AN A respectivamente. Del teorema de comparacion se deduce que
P(Zy > Z¢) = 1, y por lo tanto P(S} > S}) = 1. Ademés, por unicidad de soluciones en

(v, 0), P(Z:/\S* > Z:/\s*) = 1. Tomando limite sobre v,

P(Z:

t/\S*

> Z:AS )=1.

El teorema [3.6] y la relacion dada por la propiedad [3.1] implican que la ecuacion
azi= (1= pari+ (- 9) (K- 5) 20+ 527,

con condicion inicial Z, cumple SOZ = 00 c.s., pues sale de aplicar la formula de Ito a la
ecuacion 1.} en uno de los casos donde Xt/\go es martingala. Del lema E se deduce que
S;; = 00 ¢.s., y de la desigualdad anterior, S; = oo c.s. Luego, el lema implica que SZ = oo
C.S., y por lo tanto X;rg, es martingala. Asi, se comprueba el siguiente resultado.

Proposicion 3.11 Considérese el sistema donde 6 =26—-1, K = %, b>1,a>p—-1y
B, y Wy son p-correlacionados, con p < 0. Bajo estas condiciones, Xins, €s una martingala.

Caso a = — 1, p < 0: La ecuaciéon a estudiar es

dZ, = (1 —p)dl'y + (1 = p) (%

i Z,) — g + p) Z7ldt.
Escribiendo fi(Z;) = 1+ €(Z;), y suponiendo p <0y p # —3
dZt = (1 — /B)drt + (1 — /B) <K/ + K/5,<Zt) — g) Zt_ldt,
donde, K'=1+p<iye(z)= ﬁg(x). Asi, con p/(z) =1+ €'(x),

4z, = (1= par+ (1 - 0) (K(2) - § ) 27ar

s . . . 1—
Esta ecuacion sale como resultado de realizar el cambio de variable Z; = o, A

ecuacion

en la
doy = o?dly + K'o i/ (0y)dt.

Las constantes satisfacen las condiciones del caso 6 = 28 — 1, K < 5 en la proposicion
. 2.4 de donde la solucién a esta ecuacién cumple S = oo c.s. Esto 1mphca que SZ = 00 c.s.
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se utiliza el mismo argumento que en el caso anterior, pues se puede elegir

(1—ﬁ>(wm> >(1—5)<W+,§).

Se procede analogamente, definiendo las funciones by, bs, by, b y sus ecuaciones asociadas,
y utilizando el teorema de comparacion tal como en el caso a > —1. Se concluye el siguiente
resultado.

Sip=-—1,
p < —% tal que

Proposicién 3.12 Considérese el sistema donde 6 =28—-1, K=, a=06-1yB, y
W, son p-correlacionados, con p < 0, entonces Xins, es una martingala.

Caso a < —1, p < 0: Se escribe la ecuacion (3.15)) como

[i(Ze) — b

dZ, = (1 — B)dl; + (1 — B) ( 4+ ngaf’) dt.

Para aplicar el test de Feller, se calcula

vm:ﬁ/:/ylexp (Q/Cf((Tu;du) d=dy
= (1—#6)2 /: /y1 exp (ﬁ /:(ﬁ(u) — Bt + 2pu1“6du) dzdy

e [ o (2 [0 e on (2 [ )
> v'(z),

donde se acota inferiormente la tltima exponencial por 1. Al igual que en el caso 1, v/(x) esta
asociada (tras un cambio de variable) al comportamiento de la solucién o; mediante el test
de Feller, y por lo tanto,si o, cumple S = oo c.s., entonces v'(z) — oo cuando x — 0. Luego,
v(x) — oo y asi, por el lema , Xins, es una martingala. Esto se resume en el siguiente
resultado.

Proposicion 3.13 Considérese el sz’stema donde 6 =26 —1, K = %, a<pf—-1y B
y Wy son p-correlacionados, con p < 0. Si la solucion o, cumple S = oo c.s., entonces el

proceso Xyng, es una martingala.

Caso p = 0: Por ultimo, en este caso simplemente se debe estudiar el tiempo de llegada a 0

de la solucion de la ecuacion

i(Z) — B
2

que es sencillamente la ecuacion resultante de aplicar el cambio de variable Z = ¢*(1=7) a
la ecuacion (2.35)) (salvo el Browniano utilizado, pero esto no es de relevancia ya que las
soluciones son iguales en ley, y la propiedad estudiada es invariante en este aspecto). Por lo
tanto, bajo la hipotesis de que o; cumple S = oo c.s., se tiene que la solucidn a esta ecuacion
debe cumplir que SZ = oo c.s. y, por el test de Feller, X;,s, es martingala.

dZ, = (1= B)dl + (1 - B) Z;
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Proposicion 3.14 Considérese el sz’stema, donde 6 =20 -1, K = %, a<pf-1yp=0.
Si oy cumple S = 0o c.s., entonces el proceso Xing, €s una martingala.

Lo anterior concluye el estudio de los casos de excepcion encontrados en la demostracion
de la propiedad 3.7} Los resultados encontrados se resumen en el siguiente enunciado.

Teorema 3.15 Se considera el sistema

{dXt = X,00dW,, Xo =m0 >0 (316)

do, = o dB, + p(oy)dt, oy > 0,
donde, a« >0, € R, K # 0 y p es una funcion que cumple

. plo)
crhlgo Kod =1

para algin 6 € R. Se supone, ademds, que la unica solucion de la sequnda ecuacion, oy,
cumple S = 00 c.s. Si p > 0 y sucede cualquiera de los siguientes casos no intersectantes

§<28—-1,a=6-1,p> 3.
0<28—1,a>6—-1,a+5>1.
§=28-1,a=8-1,K+p>1
0=26—-1La>p—-1,a+p>1.
0>20—1,a>p—-1,a+p8>1,0<a+p.
d>20—-1l,a>f—-1,a+p>1,0=a+p, K € (—p,0),

entonces Xing, €s una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple
ninguno de los casos anteriores, ni alguno de los siguientes casos borde:

.5:2ﬁ_17a:ﬁ_17K+p:%7
e )>2—-1,a>pf—-1,a+8>1,0=a+ 5, K=—p,

o st p <0, entonces Xips, €s una martingala. Los dos casos anteriores se rigen de acuerdo

a las propiedades[3.9 y respectivamente.
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Conclusion

En el presente trabajo se ha ampliado un resultado previo, para lo cual en el proceso
se ha presentado una metodologia que podria ser utilizada para ampliar de la misma forma
resultados similares, en donde un término de drift se modifique levemente para incorporar
una clase més grande de procesos estocasticos.

Con respecto al resultado obtenido en el teorema [3.15| se observa que el comportamiento
de la solucién de la ecuacion ([3.16)), como era de esperarse, es muy similar al de la solucion a
(3.2). Sin embargo, existen casos especificos en donde la velocidad de convergencia del limite

. plo)
K

puede ser causante de una diferencia entre el comportamiento de ambos sistemas.

Esto se prueba especificamente en las proposiciones v [3.10] donde se demuestra que
existe una relaciéon entre la velocidad de convergencia del limite anterior y el que la solucion
X, sea una martingala real o una martingala local estricta, senalando incluso que, de con-
verger suficientemente lento, la soluciéon se comportaria como una martingala local estricta,
a diferencia de lo observado en el teorema probado en [3].

Como puntos importantes a tener en cuenta para determinar la propiedad que cumpla el
proceso X; se distinguen la desigualdad entre § y 23 — 1, y la relacion entre v y |1 — |. Puede
observarse, por ejemplo, que siempre que X; es martingala local estricta, debe cumplirse que,
o bien a > |1 — ], o bien &« =  — 1. Esto puede indicar, por ejemplo, que para que se
de una martingala local estricta es necesario que el valor de o, incida mas fuertemente en
las variaciones de X; que en sus propias variaciones aleatorias asociadas al Browniano (no
exactamente, puesto que se debe cumplir o > |3 — 1| y no necesariamente o > |3|, pero es
la misma idea). Por otro lado, la relaciéon entre 6 y 24 — 1 dan cuenta del término que tiene
predominancia en la evoluciéon de o; al acercarse a infinito.

Por otro lado, cuando p < 0 se cumple que X;5g, es una martingala, lo que guarda relacion
con que cuando el Browniano B; tiende a aumentar, el Browniano W; tiende a disminuir, por
lo que cuando, por aleatoriedad, la soluciéon o; aumenta, el proceso X; tendera a disminuir,
evitando asi comportamientos erraticos.

Las relaciones anteriores son dificilmente interpretables, parecen surgir muchas veces como
mero resultado del calculo matematico. Esto se debe en gran medida a la dificultad intrinseca
de interpretar la condicién de martingala local estricta. La condicién de burbuja financiera,
tal como se expuso en la introduccion, no se refiere a que el proceso de precios se dispare y
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explote a infinito, sino que basta con que el proceso ; definido en , no sea nulo c.s.

Como puede leerse en [7] (Teo. 3), es posible que las burbujas, tal como se entienden
en este trabajo (asumiendo NFLVR y mercado completo), se anulen. Es decir, que si existe
un t tal que B; = 0, entonces 5, = 0 para todo u > t. Esto da lugar a dos observaciones
importantes. En primer lugar, el comportamiento de burbuja debe presentarse desde t = 0
(i.e. si existe burbuja, entonces By # 0) y en segundo lugar, es un recordatorio de que una
burbuja puede no estar asociada a una explosion desmedida del proceso de precios, sino
que puede dar cuenta solo de una pequena diferencia entre el precio de mercado y el precio
fundamental del activo.

Como posible avance posterior, queda precisar el comportamiento de la solucion de la
ecuacion en los casos abordados por las propiedades y . Los resultados presentes
en este trabajo, si bien entregan informacion relevante al caso, no son una caracterizacion
de la propiedad de martingala, sino que solo proporcionan condiciones suficientes sobre la
velocidad de convergencia para que la solucién sea una martingala o una martingala local
estricta.
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