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El presente trabajo aborda la implementacion del control adaptivo directo de orden fraccionario en
el control longitudinal de aeronaves, un enfoque no reportado en la literatura. Se analizo el control
adaptivo directo fraccionario tanto en aeronaves civiles (Cessna-182) como de combate (F-16),
obteniendo buenos resultados en comparacion con el control adaptivo entero.

Esta propuesta de tesis aporta al conocimiento del control de acronaves al presentar un esquema
simple de control para plantas de grado relativo igual a 2 (n* = 2), como es el caso del Cessna-
182, evitando la implementacion mas compleja para grados relativos mayores o iguales a 2.

La estabilidad de esta implementacion se demostr6 incluyendo un nuevo lema (Lema 5) valido para
plantas de orden entero y leyes adaptivas fraccionarias con grado relativo mayor o igual a 2 y
simplificando un teorema fundamental del control fraccionario (Corolario 3).

Es importante destacar que esta es la primera implementacion de control adaptivo de orden
fraccionario aplicado al control de aeronaves. Mas aun, los resultados tedricos y de simulacion son
facilmente extensibles a la mayoria de los sistemas de control adaptivos de grado relativo 2 o
superior.



ABSTRACT

The present work deals with the implementation of direct adaptive control of fractional order in
the longitudinal control of aircraft, an approach not reported in the literature. Fractional direct
adaptive control was analyzed in both civil (Cessna-182) and combat (F-16) aircraft, obtaining
good results compared to integer adaptive control.

This thesis proposal contributes to the knowledge of aircraft control by presenting a simple
control scheme for plants with a relative degree equal to 2 (n* = 2), as is the case of the Cessna-
182, avoiding the more complex implementation for degrees relative greater than or equal to 2.

The stability of this implementation was demonstrated by including a new lemma (lemma 5)
valid for integer-order plants and fractional adaptive laws with relative degree greater than or
equal to 2 and by simplifying a fundamental fractional control theorem (Corollary 3).

It is important to highlight that this is the first implementation of fractional order adaptive control
applied to aircraft control. Furthermore, the theoretical and simulation results are easily
extensible to most adaptive control systems of relative degree 2 or higher.
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1. Introduccion

El control longitudinal del angulo de cabeceo (o actitud) de una aeronave tiene gran importancia
en su dinamica de vuelo debido a que ésta, se ve expuesta constantemente a perturbaciones del aire
como son los vortices y rafagas de viento, las cuales hacen que una aeronave se desvie de su rumbo
e inclusive pueda quedar en una condicion peligrosa de inestabilidad. Mas aun, una aeronave
presenta incertidumbre en sus parametros debido a las diversas condiciones de vuelo como son
altitud y presion atmosférica, entre varias otras, haciendo ain mas dificil el control.

En Fluidodinamica, es sabido que cualquier cuerpo en movimiento a través de un fluido
experimenta fuerzas debidas a la interaccion entre éste y el fluido, que dependen de la geometria
del cuerpo y de las propiedades del fluido. Esencialmente, estas fuerzas constituyen una resistencia
al movimiento del cuerpo. La posibilidad de vuelo de un avion depende de la utilizacién adecuada
de un cuerpo, denominado perfil alar. Sera la geometria del perfil, quien definird en ultimo término
el sentido y direccion de las fuerzas que resultan al interactuar éste con el fluido, por tanto, el
control automatico de una aeronave es vital para mantener condiciones de vuelo seguras.

En este trabajo, se realiza una descripcion de los conceptos de la aerodindmica, ecuaciones de
vuelo, fuerzas, sensores, actuadores y planta que son necesarios para la representacion del
movimiento longitudinal de una aeronave. Luego se desarrolla un analisis y disefio de las
estrategias de control aplicadas al modelo del avion (o aeronave) usando estrategias de control
avanzado tales como el control adaptable por modelo de referencia directo de orden fraccionario
(CAMRD-OF) aplicado al modelo longitudinal de la aeronave. Mds atn, se establece tedricamente,
la estabilidad de la implementacion fraccionaria.

Los resultados preliminares del estudio del controlador CAMRD-OF muestran una mejoria
respecto de su contraparte entera. En particular, la salida controlada o angulo de cabeceo, presenta
un seguimiento mas cercano a la salida de modelo de referencia, con indices de desempeiio tales
como el TAE (Integral absolute error del inglés), ITAE (Integral time absolute error), ISE (Integral
square error) e ISI (Integral square input) menores que aquellos obtenidos con CAMRD tradicional
o CAMRD de orden entero.

En sintesis, el tema de esta Tesis consiste en la implementacion de estrategias de control avanzado
del tipo adaptivo por modelo de referencia directo de orden fraccionario o CAMRD-OF aplicadas
al control de vuelo de una aeronave y la respectiva comparacion con su contraparte de orden entero
o clasica (CAMRD). Especificamente, aquella relacionada con el control del movimiento
longitudinal del avion, controlando la actitud (dngulo de cabeceo) del avion a través de la superficie
de control denominada elevador de cola. Para el caso del modelo de una aeronave civil, se utilizd
como base de estudio, la aeronave Cessna-182 debido a su gran uso en la aviaciéon civil como
aeronave de entrenamiento e instruccion. En el caso de una aeronave de combate, se extendieron
los resultados al caso de modelos de un avidon caza multiproposito F-16 Fighting Falcon construido
por la empresa Lockheed Martin Co., el cual es parte del arsenal aéreo de la Fuerza Aérea de Chile
(FACH).



1.1. Motivacion

El control longitudinal de una aeronave es fundamental para una correcta y segura maniobra de
ascenso o elevacion. Por tal motivo es de vital importancia contar con sistemas de control cuyo
desempefio sea el mejor posible en un sentido seguro y robusto. Existen diversos enfoques para
llevar a cabo el control longitudinal, entre los que se cuentan tanto los enfoques cldsicos (PID
tradicional) como sistemas de control mas avanzados tales como el control adaptivo con todas sus
variantes (directo, indirecto y combinado, principalmente).

Por otra parte, en la actualidad existen diversos trabajos de investigacion que sugieren las bondades
de los controladores de orden fraccionario, en cuanto a mejorar el desempefio de los controladores
clasicos, como es el caso de los PID-OF [6,7, 8], e incluso, ser comparables, en algunos casos, con
controladores avanzados tales como los adaptivos [4]. Por tal motivo, se desea estudiar el
desempefio de controladores avanzados de orden fraccionario, para cuantificar las mejoras en el
desempeno que puedan existir frente a los controles avanzados de orden entero actualmente en
funcionamiento para el control longitudinal de una aeronave, como es el control adaptivo por
modelo de referencia CAMR [1, 2, 3, 13, 16].

1.2. Descripcion del problema general

El problema fundamental que este trabajo pretende resolver es el desarrollo de controladores
adaptivos de orden fraccionario, que exhiban ventajas respecto de los controladores clasicos usados
en la actualidad para el control del angulo de cabeceo de aeronaves.

Una de las muchas tareas de los pilotos es mantener una actitud especifica, es decir, lograr un vuelo
recto horizontal, como también ascender o descender con un cierto grado respecto al Horizonte
artificial. Como esta tarea requiere que el piloto sea diligente, la mayoria de los aviones sofisticados
cuentan con un piloto automatico de actitud que realiza esta labor. Con esto se logra:

a) Relevar al piloto de la manipulacion de los mandos disminuyendo las cargas que se desarrollan
sobre el avion, mejorando asi, la exactitud en la navegacion.

b) Volar el avion sin un control directo sobre las superficies de control longitudinal (tim6n de
profundidad o elevador de cola).

1.3. Hipotesis de trabajo

La hipotesis de trabajo en la que se basa esta propuesta de investigacion es la siguiente:

Los esquemas que involucran controladores adaptables con leyes de ajuste basadas en
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, en un sistema de control longitudinal de una
aeronave (control del dngulo de cabeceo), permite obtener resultados mas ventajosos con
respecto a los esquemas adaptivos no fraccionarios o clasicos. Ademas, los controladores de
orden fraccionario presentan mejores prestaciones frente a perturbaciones externas y
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variaciones paramétricas. Ademas, los controladores para plantas de grado relativo n* = 2
presentan mejor desempefio que los controladores generales disefiados para plantas cuyo grado
relativo es n* > 2.

1.4. Objetivos

Objetivo general

e FEl objetivo general del presente trabajo es analizar, desarrollar y comparar, tanto a nivel
tedrico como a través de simulaciones numéricas, estrategias de control para mantener
constante el angulo de cabeceo de un avion (actitud), durante una trayectoria de vuelo
determinada, a través del control del angulo del elevador de cola. Este estudio se realizaré
mediante desarrollos tedricos y simulaciones computacionales de las estrategias de control
adaptable por referencia a modelo directo (CAMRD) tanto entero como de orden
fraccionario, utilizando, las derivadas e integrales comunmente usadas como son las de
Riemann- Louville y Caputo, para luego llevar a cabo un andlisis comparativo entre ellas.
Para ello se usaron herramientas recientemente desarrolladas en el Grupo de Control del
Departamento de Ingenieria Eléctrica (DIE) de la Universidad de Chile, las cuales se han
plasmado en publicaciones de impacto internacional.

Objetivos especificos

e Analizar, desde el punto de vista analitico y de simulaciones, controladores adaptivos de
orden fraccionario aplicado al control longitudinal de una aeronave civil como es el caso
del avion Cessna-182 ampliamente utilizado como aeronave de instruccion, considerando
ordenes de derivacion e integracion pertenecientes al intervalo 0 <«< 1.

e Determinar valores 6ptimos de los pardmetros del controlador adaptivo fraccionario usando
la técnica PSO (Particle Swarm Optimization) considerando diferentes Ordenes de
derivacion a y ganancias y para cada ley de ajuste.

e Realizar un estudio comparativo de los controladores CAMRD y CAMRD-OF para
cuantificar las mejoras obtenidas, medidas a través de indices de desempefio usualmente
utilizados en los procesos de optimizacion.

e Extender los resultados obtenidos de los controladores adaptivos por referencia a modelo
de orden fraccionario, y aplicarlos a aeronaves de mayores prestaciones como es el avion
de combate F-16 construido por Lockheed Martin Co.

e Realizar un andlisis de sensibilidad de los parametros de los esquemas CAMRD
fraccionarios propuestos, con el fin de determinar los valores 6ptimos de los parametros
3



adaptables (ganancias, condiciones iniciales, etc.) y del orden de las derivadas para las leyes
de ajuste que permitan obtener mejores resultados que con los esquemas CAMRD
tradicionales.

e Realizar andlisis de robustez de todos los controladores propuestos y verificar su
comportamiento general frente a variaciones paramétricas y perturbaciones externas.

1.5. Contribuciones

Las contribuciones mas destacadas de este trabajo de tesis son el desarrollo de controladores
adaptivos de orden fraccionario nunca antes aplicado al control longitudinal de aeronaves los
cuales presentan buenos resultados y similar o mejor comportamiento en algunos casos, ante
variaciones paramétricas que los controladores adaptivos cldsicos. Ademas, otra contribucion
importante de la tesis, es la constatacion a nivel de simulacion por ahora, que es mas
conveniente, en la medida que se pueda, implementar el esquema de control particular para el
caso en que el grado relativo de la planta sea igual a 2 en vez de usar el esquema general de
control adaptivo (n* = 2) el cual considera errores adicionales en su implementacion. Esto se
debe a que la salida de la planta y, (t), para el sistema general, presenta mas oscilaciones en el
transiente que para el caso de la implementacion particular (n* = 2). En sintesis, si se debe
controlar un sistema de grado relativo 2 o mayor, es conveniente aproximar la planta a un
sistema de grado relativo 2 (en la medida de lo posible por supuesto) y aplicar la implementacion
fraccionaria propuesta en esta tesis. Finalmente, se ha contribuido a nivel tedrico, con un nuevo
lema (Lema 5) que permite relajar una hipotesis importante del Teorema 1 el cual es la base de
analisis de estabilidad para el caso en que la planta es de orden entero pero la ley de ajuste es de
orden fraccionaria. Ademads, se ha simplificado el Teorema 1 definiendo un nuevo corolario
(Corolario 3) para el caso bajo estudio.

2. Estado del Arte

Para el desarrollo de la Tesis se hizo principal énfasis en la busqueda de resultados recientes en
WoS desde los afios 1975 a 2022 de control longitudinal de orden fraccionario de aeronaves
(aircraft longitudinal fractional control y longitudinal aircraft fractional order control) no
encontrandose articulos de investigacion al respecto. Ademas, se desarrolld una busqueda de areas
relacionadas como es el control auto-sintonizado de orden fraccionario aplicados al control
longitudinal de aeronaves o self-tunning fractional PID control (otra técnica de control adaptivo) y
solo aparecen 24 registros que estan mas bien ligados al control de sistemas de potencia y energias
renovables, y otros en combinacion con logica difusa aplicados a manipuladores robdticos
principalmente, pero no a control longitudinal de aeronaves.



En [12], se estudia el control de aterrizaje de un avion caza F-18 sobre un portaaviones basado en
un controlador PID con un sistema activo de rechazo de perturbaciones (ARD por sus siglas en
inglés). En [13] se disefia un controlador LQR basado en algoritmos genéticos para el control
longitudinal de un avion caza F-16 para diferentes regimenes de vuelo. En [22] se analiza el control
longitudinal de un bombardero B-1 usando un enfoque de control multivariable 6ptimo [23, 24,
25] del tipo LQG/LTR basado en un observador adaptivo [29, 30].

En [1, 2] se estudia el control PID clasico a una aeronave Cessna 182 cuyo control, servird como
base de comparacion con las técnicas de control adaptivo de orden fraccionario a desarrollar en
esta Tesis. También, en [3, 10] se estudia el control longitudinal de un avidon caza F-16 Falcon
Figther aplicando técnicas de control avanzado como es el control adaptivo por referencia a modelo
en su variante combinado (CAMRC) el cual también servira como base de comparacion para una
extension de las técnicas de control avanzado, pero de orden fraccionario (CAMRD-OF).

En [12] se estudia el control longitudinal del tipo backstepping aplicado a un aviéon de
aeromodelismo X-plane similar al NexStar de alas rectangulares. En [13] se estudia el control
longitudinal y lateral de vehiculos no tripulados como helicopteros. El enfoque de control es del
tipo adaptivo basado en una continua linealizacion de diferentes puntos de operacion de la aeronave
para luego aplicar el control adaptivo por referencia a modelo o CAMR.

En [14, 15] también se usa un controlador no lineal del tipo adaptivo el cual elimina las oscilaciones
de alta frecuencia por medio de un filtro pasabajos denominado Control Adaptivo L1. Ademas, se
han estudiado otros enfoques de control longitudinal a nivel de simulaciéon, como son el control no
lineal por modos deslizantes [17] y en el dominio de la frecuencia, el control Quantitative Feedback
Theory (QFT) [18] aplicado al control del pitch rate del modelo de una aeronave de combate
avanzada para dos puntos de operacidn o estados de vuelo constantes como son a nivel del mar y
a 33.000 pies aproximadamente a una velocidad de 0,7 Mach. Este tipo de control es similar al tipo
H,,. Ademas, se realiza una comparacion con dicho contol H,,, mostrando algunas ventajas del
QFT sobre He,.

En [32] se aplica control estabilizante a la razon de cambio del angulo de cabeceo 8(t) (6 razén de
cambio del pitch angle) de un avion de combate que, por su naturaleza, es inherentemente inestable
para mejorar maniobrabilidad en el caso que tenga que evadir un misil o en el combate aire-aire (6
dog figth del acronimo en inglés). Este control combina varias técnicas, las cuales consideran la
realimentacion del estado, control integral en la trayectoria directa y un filtro de prealimentacion
para reducir el sobrepaso.

En [55] se aplica control longitudinal al &ngulo de cabeceo de un avion de combate F-15 usando
control adaptivo por modelo de referencia, pero lo unico fraccionario, es la funcion de
transferencia, no obstante, las leyes de ajuste siguen siendo enteras a diferencia de esta Tesis.



Finalmente, en [33] se utiliza una combinacién de control Hy, y control dptimo (LQG) para llevar
a cabo el control longitudinal de una aeronave de combate del tipo Grippen sueco (ala pequeia
anterior al ala principal).

En resumen, varios estudios se han llevado a cabo para el control longitudinal de aeronaves, sin
embargo, en ningin caso aplican el enfoque propuesto en esta Tesis. Es asi, como esta Tesis
pretende llenar el vacio existente, basando las estrategias de control longitudinal de aeronaves, con
el nuevo enfoque del control que hace uso de los conceptos del calculo fraccionario aplicado a los
algoritmos de control avanzados.

De esta manera, se pretende dotar al controlador con un mayor numero de grados de libertad
permitiendo eventualmente, una mejora considerable en las caracteristicas de desempeio frente a
sus contrapartes enteras como se muestran en el analisis a nivel de simulacion de la Seccion 6
(Simulaciones y andlisis de resultados). En esta seccion se compara el desempefio del control
longitudinal de un avion Cessna 182 usando un CAMR clasico [1,2] versus su contraparte de orden
fraccionario (CAMR-OF). El objetivo como siempre en cualquier sistema de control es que

lim[y, () = ym(8)] = lim e(t) = 0 2.1)

En que ¥, (t) es la salida de la planta que se desea controlar e y,,(t) es la salida del modelo de
referencia que se desea seguir en el caso del control adaptivo.

2.1. Conceptos generales del control adaptable.

En términos generales, un sistema de control adaptable es aquel que se aplica cuando existe
desconocimiento de la planta como por ejemplo parametros parcialmente desconocidos [4]. En el
caso de las aeronaves, el desconocimiento parcial del sistema se debe a que los parametros cinéticos
son inciertos, varian con el tiempo y estan sometidos a perturbaciones externas sobre la aeronave.
Por esta razon, el control adaptable permite obtener mejores resultados que si se utilizaran técnicas
de control convencionales, debido a la capacidad del controlador de adaptarse frente a incertezas.

Entre los esquemas mas populares del control adaptable, se encuentra el control adaptable por
modelo de referencia (MRAC, por sus siglas en inglés) [4].

En el esquema de la de la Figura 2.1 se tiene la planta cuya salida es y,, (t) y un modelo de referencia
cuya salida es y,,(t). El objetivo del CAMR es determinar los parametros ajustables del
controlador {6(t), k(t)}, de forma tal que para una entrada de referencia r(t) y una sefial de
control convenientemente disefiada u(t), el error e(t) entre la salida de la planta y, (t) y la salida
del modelo y,,, (t) converja a cero.
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Figura 2.1: Esquema de controlador adaptable por modelo de referencia.

Segun [4], para que el CAMR tenga solucién en el caso lineal, es necesario que se cumplan las
siguientes hipotesis:

e Conocimiento del signo de la ganancia de alta frecuencia de la planta.

e Conocimiento del grado relativo de la planta.

e Conocimiento del orden (o de una cota superior) de la planta.
e Que los ceros de la planta sean estables.

Hoy en dia existen métodos para relajar las hipotesis, los cuales le afiaden un nivel de complejidad
mayor a la solucidn basica, pero permiten resolver el CAMR con menos restricciones [4].

Dentro del CAMR, existen varios enfoques de disefio, donde se pueden mencionar el control
adaptivo directo, control indirecto con enfoque algebraico, control indirecto con enfoque dindmico
y el control adaptivo combinado [4, 28, 29, 30, 31].

El enfoque directo es uno de los mas utilizados y es aquel donde se considera que los pardmetros
desconocidos del controlador se ajustan a partir del error de control, sin estimar ningun parametro
de la planta.

A modo de ejemplo, para el caso particular de una planta lineal de primer orden del tipo

yp(t) = _apyp(t) + kpu(t)’ (22)

con a,, k, € R constantes desconocidas, y, (): [t,, ) = R, u(): [ty, ) = R, y un modelo de

referencia lineal también de primer orden de la forma

Ym(t) = _amym(t) + bmr(t)f (2.3)



con a,,, b, € R constantes conocidas con a,, > 0, x,("): [t,, ) = Ry r(-):[t,, ) = R una
referencia acotada y continua por tramos, el problema consiste en aplicar una sefial de control al
sistema de la ecuacion (14) de la forma

u(t) = 6()y,(t) + kr(t). (2.4)
cuyos parametros deben ajustarse. Notar que si a, y k,, son conocidas, entonces

—am+ap

0" = T, (2.5)
x _ bm
k* = Ky (2.6)

son los parametros ideales del controlador.

La solucion de este problema conduce al denominado Modelo de Error 2 definido como

é,(t) = —amex(t) + kpde (Oyp(t) + kpr (DT (D), 2.7)
donde pg =0 — 0"y ¢y, = k —k*.
Los errores paramétricos ¢g y ¢ se ajustan a partir del conocimiento de la entrada r(t), la salida
¥p(t) y el error de control e, (t), de tal forma que ¢(t) tienda a cero, es decir, Llim ¢(t) =0.En

general, las leyes de ajuste de los parametros se basan en ecuaciones diferenciales generadas
mediante el empleo de funciones de Lyapunov y tienen la forma

0(t) = —sgn(kp)ez (), (0), (2.8)

k(t) = —sgn(kp)ez(t)r(t). (2.9)
Sin embargo, existen otros modelos de error debido a que existen diferentes formulaciones de
problemas que conllevan a la eleccion de diferentes leyes de ajuste y por ende, a diferentes modelos
de error.

En la Tabla 2.1 se presentan en forma sucinta, los modelos de error que aparecen cominmente en
problemas de control adaptivo.



Tabla 2.1: Resumen de modelos de error y leyes de ajuste para sistemas adaptivos

Mo;l:rlcc))rs de Ecuacion de error Ley de Ajuste
Modelo 1 é1(t) = ¢" (Dw(®) $(t) = —ye,(Hw(t)
Modelo 2 e, (t) = de, + bpT (D) w(t) o) = —ye,"(O)Phw(t)

é3(t) = A()e3(t) + bp" (Hw(t) o
Modelo 3 6.(6) = hTey (1) P(t) = —ye,(Hw(t)
&4(t) = e5(t) + e6(0)
- ()¢ (¢)
Modelo 4 €5(t) = W(s)$" (D (t) P =~ 1 ‘|€‘4(T(t)((t)
460 = ¢TOW ] =W 000 2(8) = W) ()
+6(t

En esta tabla, w(t) representa el vector de entradas supuestamente conocido, ¥y es una ganancia
adaptiva que puede ser constante o variante en el tiempo, W (s) es una funciéon de transferencia
conocida y asintoticamente estable. El parametro §(t) es un término desconocido pero que decrece
exponencialmente con el tiempo.

2.2. Conceptos generales de calculo fraccionario.

El célculo fraccionario es una disciplina matematica que estudia las derivadas e integrales de orden
real o incluso complejo. En la actualidad el célculo fraccionario se aplica en modelacion y control
en areas tales como las redes eléctricas, la teoria del caos y fractales, la electronica y la
identificacion de sistemas, entre otras [5].

Existen varios operadores de derivadas e integrales fraccionarias. En el dominio del tiempo, dichos
operadores se definen por la operacion de convolucion de funciones, por lo que estan especialmente
destinados a describir fenomenos con memoria. En el caso del dominio de Laplace, las operaciones
corresponden al operador s* con a € ‘R.

Entre las integrales fraccionarias mas utilizadas podemos mencionar la integral fraccionaria segiin
Riemann-Liouville, y entre las derivadas fraccionarias podemos mencionar las derivadas
fraccionarias segiin Riemann- Liouville y la de Caputo, entre muchas otras.

2.2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

De acuerdo a [5] la integral de Riemann-Liouville se define de la siguiente manera. Sea Q) =
[a,b](—0 < a < b <) un intervalo finito en el eje real. La integral de orden a €
C(Re(a) > 0) se define de la siguiente forma

Cf@

1
18, f(t) = Mo ). == dr, t>a,Re(a) >0, (2.10)
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donde I'(a) es la funcién gamma definida como

b
0=t & ]_c (;)1_a dr, t<bRe(a)>0, (2.11)
I'(a) = f “tamtg-tgy, (2.12)

0

2.2.2. Derivada fraccionaria segun Riemann-Liouville.

La derivada de orden a € C(Re(a) > 0) se define de la siguiente forma [5]:

R £(4) = 1 (d>n t f(@ t>an—1<a<n, 513
a+f( ) _F(n_a) dt . (t—‘[)a_""'l ) nEz-}-. ( A )
1 d\* (*  f@ t<bn—-1<a<mn,
Rpa Y R
Db_f_l"(n—a)( dt) ft (r—t)“—nﬂdr' —— (2.14)

2.3.3. Derivada fraccionaria segun Caputo.

La derivada, segin Caputo, de orden @ € C(Re(a) > 0) se define de la siguiente forma [5]:

cna _ 1 t_ @ t>an—1<a<n,
Da+ (t) - r(n-a) fa (t_.[)tx—n+1 dT' (215)
ne zZt,
cna _ -1 b (D) t<bn—1<a<n,
Db—f(t) - r(n-a) ft (T—t)@—n+1 dr. (216)

nezt.
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3. Modelacion de la dinamica de una aeronave.

A continuacidn, se presenta el modelo matematico general de la dindmica de una aeronave, el cual
ha sido estudiado por varios autores quedando bien establecidas sus ecuaciones que relacionan las
fuerzas y momentos con las variables cinematicas de interés, las cuales representan un sistema de
ecuaciones no lineales. Sin embargo, el presente trabajo, se enfocard en el desarrolld, andlisis y
disefio de las estrategias de control aplicadas al movimiento longitudinal de aeronaves, es decir, al
movimiento en el eje solidario al fuselaje o eje x y la rotacion respecto del eje lateral y (dngulo y
velocidad angular de cabeceo).

En el Anexo I de [1] se encuentra una introduccion a los términos aerodindmicos que se ocupan en
el desarrollo de esta Tesis, que, sin ser muy extenso, trata de cubrir los minimos conocimientos
fisicos que estan relacionados durante el modelamiento de la aeronave.

La dindmica de un avion puede ser descrita de diferentes formas. Varios autores han derivado
diferentes modelos para aeronaves [1,2,3,7,8,10,13,18]. Un avion en vuelo es un sistema de seis
grados de libertad. Las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de una aeronave son
3 ecuaciones de fuerza, 3 ecuaciones de cantidad de movimiento y una séptima ecuacion que
relaciona la energia cinética [13].

Es importante mencionar que, para todos los efectos practicos, el centro de gravedad (CG) y el
centro de masa (CM) de la aeronave, coinciden bajo el supuesto que la gravedad no cambia a lo
largo de todo el cuerpo de la aeronave. Asi entonces, si consideramos un sistema de coordenadas
de ejes perpendiculares (XYZ) cuyo origen es el centro de gravedad de la aeronave (o punto P de
la Figura 3.1), solidarios al cuerpo de la aeronave que giran con velocidad angular ® como se
muestra en la Figura 3.1, las ecuaciones que describen el movimiento son,

Figura 3.1: Sistema de ejes considerados para una aeronave en vuelo.
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q v

F=m<—+wa> (2.17)
at

en que V es la velocidad del centro de masa con respecto a los ejes de rotacion y m representa la

masa del cuerpo. Ademas, la ecuacion de momento es

M=24GxV (2.18)

g . . . .
donde H representa el momento cinético del cuerpo con respecto a los ejes rotatorios fijos a la
aeronave.

3.1. Sistema de coordenadas

Las ecuaciones (2.17) y (2.18) pueden tomar formas explicitas diferentes segun sea el sistema de
coordenadas que se use. Entre los sistemas ortogonales mas usados para simular el avion en el
computador consideraremos: ejes relativos a la tierra o ejes terrestres (sistema de ejes X'Y'Z'), y
ejes relativos al cuerpo o ejes moviles (sistema de ejes XYZ) como se muestran en la Figura 3.1.

Lo importante que se ha considerado al elegir los ejes terrestres es que sean validas las leyes de
Movimiento de Newton. En [57] se muestra que es despreciable la velocidad de rotacion de la tierra
en aviones subsonicos y supersonicos, pero no asi en vehiculos hipersonicos (el cual no es el caso
de las aeronaves estudiadas en esta Tesis).

En la Figura 3.1 se define un elemento diferencial de masa continuo, dm. La ubicacion de este
elemento de masa continuo esta descrito por un vector 7', que tiene su origen en el CG o CM del
sistema de ejes X'Y'Z' solidario a la Tierra. En el caso de aviones rigidos este elemento de masa
mantiene la distancia relativa con otros elementos de masa, no asi para elementos de masa que son
parte de maquinas rotatorias como compresores, turbinas, etc. Cada elemento de masa est4 sujeto
ala aceleracion de gravedad, g . Este vector se asume orientado a lo largo del eje positivo Z'. Como

consecuencia una fuerza ¢,-g-dv=g-dm actia en cada elemento de masa. La cantidad ¢,

representa la densidad de masa local del avion y dv el volumen diferencial del elemento de masa dm.

También, otros elementos de masa localizados en la superficie del avion son sujetos a la

combinacion de fuerzas aerodinamicas y fuerzas de empuje por unidad de éarea ( F).

Los sistemas ortogonales més utilizados para describir el comportamiento del avion son los ejes
terrestres (sistema de coordenadas X’Y’Z’ fijos a la tierra) y los ejes de rotacion solidarios a la
aeronave (sistema de coordenadas XYZ) o ejes cuerpo, también representados con el subindice b
correspondiente a la palabra body del inglés (X»YvZb). Supondremos que la masa total de la
aeronave y la distribucion de masa, permanecen constantes. Esta es una suposicion razonable para
la masa que cambia menos del cinco por ciento dentro de los primeros 30 a 60 segundos de vuelo,
con respecto al consumo de combustible.
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Luego, aplicando la segunda ley de Newton al perfil de un ala sobre los ejes de rotacion no
inerciales XYZ solidarios a la aeronave (Figura 3.1), se puede luego, caracterizar cada componente
del vector en dicho sistema de ejes de coordenadas (como se muestra en la Figura 3.2).

Z’ (Earth—fixed)
Aerodynamic and Thrust Forces Acceleration of Gravity

L, and L

X
M, ‘and My
Y N, and Ny Y
z
A
Aerodynamic and Thrust Moments Linear and Angular (Rotational) Vdﬁ+

Figura 3.2: Caracterizacion de cada componente vectorial con respecto a los ejes XYZ (Figura
subida del libro Airplane Flight Dynamics and Automatic Flight Controls de Jon Roskam).

Notar que los productos de inercia /,, =/, =0, debido a la simetria de la aeronave en el plano

XZ. Luego, se obtienen las siguientes ecuaciones de momento lineal y angular [13].

e Ecuaciones escalares del momento lineal
m(U — VR + WQ) = mg, + Fy_+ Fr,
m(Y —UR +WP) = mgy, + Fy, + Fp,
m(W —UQ + VP) = mg, + F, + Fr,
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e Ecuaciones escalares del momento angular
Pl —RL, — Li,PQ + (I, — 1,,)RQ = Ly + Ly
Qlyy + (Iyx — I;)PR + I,,(P?> — R?) = M, + My
Rl,, — PL, + (I, — I,)PQ + I,,QR = N, + Ny

donde I;; representa el producto de inercia respecto de los ejes ij.

Las fuerzas, momentos y velocidades de la aeronave en cada eje XYZ se definen como,

e Fuerzas
Componentes de las fuerzas aerodindmicas: Fuerzas de arrastre longitudinal, lateral y

sustentacion respectivamente.
Fy=F,i+F, j+F,k
Componentes de las fuerzas de empuje longitudinal, lateral y sustentacion respectivamente.
Fo=Fi+F, j+F.k
Componentes de la aceleracion gravitacional
g=gi+g,j+ek

e Momentos
Componentes de los momentos aerodinamicos: momentos de alabeo (o roll del inglés), cabeceo

(pitch del inglés) and guinada (o yaw del inglés) respectivamente.
M,=Li+M,j+N k

Componentes de los momentos de empuje: momentos de alabeo (o roll del inglés), cabeceo
(pitch del inglés) and guifiada (o yaw del inglés) respectivamente.

MT = LTi + MTj-l_ NTE

e Velocidades
Componentes de la velocidad angular: razones de cambio de alabeo (roll rate), cabeceo (pitch

rate) and guifada (yaw rate) respectivamente.
@ = Pi+Qj + Rk

Componentes de la velocidad lineal: velocidades hacia adelante, lateral y hacia abajo
respectivamente.
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Vo = Ui+ Vj+ Wk

e Distancia (o Posicion)
Componente para la posicion a cada elemento de masa local de la aeronave respecto de su
centro de gravedad.

7= xi+yj+ zk

3.2. Ejes relativos a la tierra (X'Y'Z') y ejes relativos al cuerpo (XYZ)

Para definir la orientacion del avion relativo al sistema de ejes terrestres X'Y'Z', es suficiente definir
la orientacion del avidn con respecto a los ejes relativos del cuerpo XYZ. Para esto trasladamos
paralelamente el eje X'Y'Z' al centro de masa del avion o punto P y lo renombramos como ejes
X.Y,Z,. Sobre ¢él, se precisan 3 rotaciones sucesivas a través de los angulos de Euler ¢, 0 y ¢ (Ver
Figura 3.3). La primera transformacion consiste en hacer girar el sistema de ejes de coordenadas
X1Y1Z: alrededor del eje Z1, dando un angulo ) denominado angulo de guifiada. Este sistema,
renombrado como X2Y 27, es luego rotado alrededor del eje Y2, dando un dngulo 6 llamado angulo
de actitud de cabeceo. Este nuevo sistema, renombrado como X3Y3Z3, se gira alrededor del eje X,
dando un dngulo¢ llamado angulo de balanceo. Del estudio de la curva de vuelo del avion relativo
a los ejes terrestres, se obtienen las ecuaciones cinematicas del avion, descritas segin los angulos
de Euler [11].

¢=P+Qsengptan @+ Rcos g tan O
0=Qcos¢—Rseng
v =(Qseng+ Rcosg)secld

Flight route

Terrestrial axes

=

Figura 3.3: Orientacion de la aeronave con respecto a los angulos de Euler.
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3.3. Modelo de perturbacion o linealizado de la aeronave

Los 2 tipos de condiciones de vuelo mas estudiados son:

a) Condicion de vuelo de estado estable.
b) Condicion de vuelo de estado perturbado.

° Condicion de vuelo de estado estable.

La condicion de vuelo estado estable se puede definir como una condicidn para el cual todas las
variables de movimiento permanecen constantes en el tiempo relativas al sistema de coordenadas
XYZ (solidarias al cuerpo del avion). Matematicamente esto significa:

V,=0yo=0
Existen 3 condiciones tipicas de vuelo de estado estable, a saber,

a.1) Vuelo recto y nivelado.
a.2) Viraje coordinado.
a.3) Ascenso y descenso.

La condicion de vuelo de estado estable es valida para aquellas condiciones en que la densidad
atmosférica es constante, es decir, donde la altura es constante. Se ha estudiado que, durante los
primeros sesenta segundos de una perturbacion pequefia en la densidad atmosférica, esta no varia
mas de cinco por ciento, motivo por el cual, es aceptable considerar las 3 condiciones de vuelo
anteriores como condiciones de vuelo estables.

En este Tesis, se abordard principalmente la condicion de vuelo recto y nivelado y las
perturbaciones relativas a dicho estado, la cual es la condicion prevalente de las aeronaves.

o Condicion de vuelo perturbado

Un estado de vuelo perturbado se puede definir como uno para el cual todas las variables de
movimiento se pueden definir relativas a la condicion de vuelo de estado estable, es decir, cada
variable de movimiento se puede definir como la suma de una cantidad de variable estable mas una
cantidad de variable perturbada (Ver Figura 3.4).
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Perturbed path flight

X

Steady state path flight

Figura 3.4: Ejemplo de una condicion de vuelo perturbado rectilineo.

Para el caso de este estudio, solo interesa estudiar la condicion de vuelo de estado perturbado o linealizado
en torno del estado estable de vuelo recto y nivelado, motivo por el cual, a cada variable del sistema de
ecuaciones que describen el comportamiento general del avion y a cada fuerza aerodinamica como a los
momentos aerodindmicos, los redefiniremos como variables perturbadas de la siguiente manera:

e  Variables de movimiento

U=U1+u V=V1+‘U W=W1+W
P=P +p Q=0Q:+q R=Ri+r (3.1)
Y=y, +¢ 0=0,+6 db=¢1+¢
e  Fuerzas
Fay = Fay, tfax  Fay = Fay, tfay  Fay= Faz, * fag 3.2)
FTX:FTX1+fTX FTY:FTY1+fTY FTZ:FTZ1+fTZ '
e  Momentos
Ly=1La 1y My=My +my  Ny=Ny +ny (3.3)

LT=LT1+lT MT=MT1+TI’LT NT=NT1+nT

El subindice 1 indica la condicion de estado estacionario estable, las letras mayusculas indican el
valor de las variables en estado perturbado y las mintisculas corresponden a la perturbacion. Para
obtener un modelo adecuado del comportamiento dinamico de la aeronave, se introduciran las
siguientes suposiciones:

1. Las perturbaciones realizadas sobre los angulos de Euler son aceptables para el estudio
dinamico del avion si estos no superan los +15 grados. Al hacer esta suposicion se logra
hacer una aproximacién en las funciones trigonométricas seno y coseno para pequeios
angulos. A saber,
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Sif es un angulo pequeiio = sen(f) ~ f y cos(f) ~1

2. El producto cruz entre las variables de movimiento perturbado, hacen que las ecuaciones
contengan términos no lineales, pero la experiencia ha mostrado que, ante pequefas
perturbaciones, los términos no lineales son despreciables con respecto a los términos
lineales.

3. Suponer que las perturbaciones deben ser pequeiias es un supuesto aceptable sobre todo en
aeronaves de pasajeros puesto que el avion debe volar con la maxima comodidad posible
para el pasajero, es decir, este debe sentir lo menos posible cualquier cambio brusco sufrido
por el avion.

4. Para diferentes condiciones de vuelo determinada (vuelo recto y nivelado, viraje, etc.),
respecto a una curva de vuelo pequefiamente perturbada segun un angulo de Euler, se
pueden utilizar las siguientes condiciones iniciales [57] para afrontar de mejor forma su
estudio:

- Lavelocidad lateral en estado estable es igual a cero.
- El angulo de alabeo inicial es igual a cero.
- Las velocidades angulares iniciales son todas iguales a cero, es decir,

B(0)=0,(0)=R (0)=y,(0)=6,(0)=4(0)=0

Finalmente, las ecuaciones que describen las variables del modelo perturbado y linealizado,
pueden ser definidas como

e FKuerzas

Eje X: m(u + Wyq) = —mg0cosb; + fu, + fr,
Eje Y: m(v — U;r — Wyp) = mgepcosty + fu, + fr, (34)
Eje Z: m(W — U1q) = —mg8sendy + fa, + fr,

¢ Momentos

Eje X: p = ¢ —senb,
EjeY:q=26 (3.6)
Eje Z: r = z[)cosel

e Cinematica
EjeX: Ixxp - Ifo' == +lA + lT
EjeY: I,,q = my + mp

EjeZ: I,,7 — L.,p =ny +nr (3:5)

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que las fuerzas y momentos aerodinamicos en estado
estable pueden ser despreciadas.
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En el Anexo II de [1] se puede encontrar el desarrollo completo que se realiza para describir las
ecuaciones de vuelo de un avion. Estas ecuaciones tienen su origen en las leyes de Newton, para
luego, de una serie de desarrollos matematicos y aproximaciones, llegar a las ecuaciones
perturbadas del avion, las cuales permiten el desarrollo de estrategias mas generalizadas de control.
Finalmente, a estas ecuaciones, se les introduce una serie de suposiciones fundamentales, como las
mencionadas en los puntos 1 a 4, transforméandolas en las ecuaciones dindmicas perturbadas
linealizadas de un avion. Las ecuaciones dindmicas generales de un avion consideran las fuerzas y
momentos que actian en el avion, como también, la cinematica que se establece segun cada eje de
coordenadas.

Es importante hacer notar que las ecuaciones (3.1) a (3.6) representan la dindmica perturbada
general del avion, pero para su total comprension y por la complejidad del analisis de las fuerzas y
momentos que actiian en cada eje de coordenadas, se remite al lector al Anexo Il de [1] donde se
presenta en extenso la modelacion matematica de la dinamica de una aeronave.

3.4. Modelo longitudinal de perturbacion y linealizado de una aeronave

Para simplificar el andlisis, en la Figura 3.5 se muestra la geometria y los angulos de interés
longitudinales de la aecronave que es el objetivo de este estudio.

Figura 3.5: Angulos fundamentales del movimiento longitudinal de una aeronave (figura subida
por Baron Johnson y modificada por mi autoria).

V es la velocidad del viento relativo a la aeronave (trayectoria de vuelo).
0: Angulo de cabeceo (pitch angle del inglés).
o: Angulo de ataque (attack angle del inglés).

v: Angulo de la trayectoria de vuelo.
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Notar que, y = 0 — a.

La planta utilizada como base de las simulaciones para llevar a cabo el control adaptivo directo en
sus versiones entera y fraccionaria es la aeronave utilitaria Cessna-182 la cual es muy popular por
su bajo coste y alto rendimiento. Ademads, esta aeronave es muy utilizada en el proceso de
instruccion de pilotos civiles.

El desarrollo y la realizacion del modelo lineal que describe el movimiento longitudinal perturbado
del avidn se presenta en extenso en el Anexo IV de [1]. El resumen de ecuaciones que describen
este movimiento es:

u(t) = —g0(t) cos 01 + Xy, - u(t) + Xg, - u(t) + Xg - a(t) + Xs, - 6.(0)
Up-a(t) = Uy - 0(t) = —g - 0()sinby + Zy, - u(t) + Zg - a(t) + Zs - a(t) +Z4 - 0() + Zs, - 5.(t)  (3.7)
6(t) = (My +Myg,) -u(®) + (Mg + Mz,) - a(t) + My - a(t) + Mg - 0(t) + Ms, - 5,(¢)

En que u(t) es la velocidad lineal segun el eje longitudinal de la aeronave, a(t) el angulo de
ataque, 6(t) el angulo de cabeceo (o pitch angle), 8, (t) el angulo del elevador de cola y los X;(t),
Z;(t) y M;(t) son las derivadas con respecto a las variables de interés i.

Luego, se puede definir un modelo lineal que nos otorga la posibilidad de introducir los conceptos
basicos de control para nuestro sistema dindmico.

Pero antes, es conveniente hacer un cambio de variables para poder llevar el conjunto de las
ecuaciones 3.7 a una forma matricial representada en variables de estado de la siguiente forma:

Luego, definiendo las siguientes variables de estado,

x1 = 6(b),
x, =000,
x3 =u(t),
x4 = a(t).
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y realizando manipulacion algebraica, se puede llegar al siguiente sistema de ecuaciones de estado,

X1 () = x,(t)

. gsinf{ M, ( Zq + Ul) ( M, - Zu>
t) = —————x(t M, + My —— t M, + M t
xz() Z(I+U1 xl()+ q+ aZd+U1 xz()+ u TuZd-l-Ul X3()
Mg - Z, Mg - Zs
M, + M —) t +(M +—e)6 t
+ (Mo M, 7T 30+ (M5, + 57557 5.0

(3.8)
xX3(t) = —gcos Oy x.(t) + (Xu + XTu)x3(t) + X, (t) + Xge(Se(t)
gsinf,

a(0) = O+ (o
X = U Y Zg + Uy

120 + (2 ) 12 (0) + (525 a0 + (22) 5, (0)
7o+ U 7o+ Us

Luego, llevando este sistema a su forma matricial, se tendra que

xl all ces ces a14 xl b1
kN _ 562 _ : : Xy b2
X(t) - x3 - x3 + b3 69 (t)
564_ a41 a44 x4 b4_
X, X,
hed _ X2 = X2
y@)=[1 0 0 0] %s donde % = Xy ,vector de estado.
X4 X4

En que los coeficientes aij estan relacionadas con los términos de la ecuacion (3.8).
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3.4.1. Modelo longitudinal de perturbacion linealizado del avion Cessna-182

Como en esta Tesis, se desarrollard principalmente un control adaptivo directo de orden
fraccionario (CAMRD-OF) para luego compararlo con su contraparte de orden entero (CAMRD),
las condiciones de vuelo seran aquellas del vuelo recto y nivelado, considerando condiciones de
operacion (o punto de operacion) tipica que se muestran en la Tabla 3.1, a saber

Tabla 3.1: Condiciones de operacion del Cessna 182 en vuelo recto y nivelado.

Altitud [pies] 5.000
Velocidad [m.p.h.] 130

Peso [libras] 2.650
Presion dindmica [p.s.i] 49,6
Centro de gravedad en porcentaje [%] 26,4

Para mayor informacion de las caracteristicas operativas y técnicas de esta aeronave, éstas pueden
ser consultadas en [19].

Adicionalmente, en la Tabla 3.2 se muestran los valores de los coeficientes derivativos de las
ecuaciones (3.7) o (3.8) para las condiciones de operacion de la Tabla 3.1, a saber,

Tabla 3.2: Coeficientes derivativos del Cessna 182.

Coeficiente Derivativo Unidades Coeficiente Derivativo Unidades

X, =-0,95 pies Z, =0 pies
’ seg® ‘ seg?
pies rad

seg
X, =0,47 pies M, =0 rad
' seg® seg?
pies pies
seg seg
X, =605,76 pies M, =0 rad
seg® seg?
rad pies
seg
X5 =0 pies M, =19259,39 rad
‘ seg® seg?
rad rad
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7 =-9.09 pies M, =0 rad
¢ seg? seg?
pies rad
seg Seg
Z =-14258,07 pies M, =2542,51 rad
“ seg? seg?
rad rad
seg
Z, =-61,63 pies M, =4336,60 rad
“ seg? seg?
rad rad
seg seg
Z =-181,38 pies M, =35251,27 rad
! seg? seg?
rad rad

seg

Haciendo un andlisis del espacio de estado, se aprecia que el modelo de sistemas dindmicos del
movimiento longitudinal del avion para pequeias perturbaciones tiene una variable de entrada
6,.(t) y una salida y(t) € R.

A continuacion, en la ecuacion (3.9), se muestra el modelo del Cessna-182 representado en
variables de estado para la condicion de operacion de la Tabla 3.1.

X1 0 X1 0
2o |l —68485 0 —192591 X, 347012
O =1 1= —0,0456 —19.4588||xs| 8e ()
%4 09877 —0,0014 —22329 ||xs 0,2162
(3.9)
X1
SN _ X2
y@=01 0 o o
X4

Ademas, como el andlisis de interés es aquel del modelo longitudinal, y en particular, se desea
controlar el angulo de cabeceo (rotacion respecto del eje Y) de la aeronave, entonces la funcion de
transferencia sera,

x,(s) _ 6(s)
8e(s)  8u(s5) (3.10)

Wp(s) =
por lo tanto, de acuerdo con la ecuacion (3.8), la salida sera y(¢) = 0(¢) = x,(¢).

Luego, aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones (3.9) y (3.10) e imponiendo
condiciones iniciales nulas, se obtiene la matriz de funciones de transferencia
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W,(s) = @= C(sI—A)™B+D
p 5,(s) (3.11)
donde
A = matriz de nxn
B = matriz de nxr
C = matriz de mxn
D = matriz de mxr = [0].

Con
n=4
r=1
m=4.

Luego, bajo estas condiciones de operacion, la funcion de transferencia entre el angulo de cabeceo
0(t) y el angulo del elevador de cola &, (t) viene dada por,

W (s) — 6(s) _ 34,7012(s + 0,0589)(s + 2,0996)
P\ =5 () (s% + 0,0444s + 0,02533)(s + 9,08265 + 34,3275) (3.12)
o bien,
(s - o(s) 34,7012s2 + 74,9025s + 4,2914
P =5 (s) T st + 912753 + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695 (.13)

Es decir, la planta es de orden 4 (n = 4) y grado relativo 2 (n* = 2).

Es interesante notar que se ha considerado la entrada &, (t) positiva, cuando el elevador de cola
gira hacia arriba, de tal manera de tener el numerador con signo positivo en la ecuacion (3.13).

El controlar el angulo de cabeceo o actitud de la aeronave 8(t) es muy importante en la industria
aeronautica puesto que parte importante de las tareas de los pilotos, es mantener una actitud
especifica, es decir, lograr un vuelo recto horizontal (vuelo recto y nivelado), como también
ascender o descender con un cierto grado 8 de actitud respecto al horizonte artificial. Como esta
tarea requiere que el piloto sea diligente, la mayoria de los aviones sofisticados cuentan con un
piloto automatico de actitud que realiza esta labor. Con esto se logra:

¢) Relevar al piloto de la manipulacion de los mandos disminuyendo las cargas que se desarrollan
sobre el avion, mejorando asi, la exactitud en la navegacion.

d) Volar el avion sin un control directo sobre las superficies de control longitudinal (timén de
profundidad o elevador de cola) permitiendo un mayor descanso a los pilotos y que estos se
puedan concentrar en otras tareas de interés.

Es precisamente este tipo de control que se aborda en esta Tesis, cuya hipodtesis fundamental es
probar que el control adaptivo de orden fraccionario tiene mejores prestaciones que el control
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adaptivo clésico o entero aplicado a una aeronave. Es preciso indicar que, en la revision del estado
del arte, no se han encontrado implementaciones de controladores de actitud (control del &ngulo de
cabeceo), aplicado a aeronaves que sean de orden fraccionario.

3.4.2. Modelo longitudinal de perturbacion linealizado del avion de combate F-16

En el caso del avion polivalente (multifuncion) F-16 Falcon Figther, es mas deseable controlar la
razon de cambio del angulo de cabeceo q(t) = 8(t) (pitch rate) que el angulo mismo. Para llevar
a cabo esta simulacion, se utilizdo el modelo matematico [3,10] el cual considera condiciones de
vuelo recto y nivelado a nivel del mar o baja altitud y representado en variables de estado tal como
se indica en la ecuacion (3.14). Por otro lado, la ecuacion (3.15) da cuenta de la funcioén de
transferencia del sistema entre q(t) y el angulo del deflector de cola &, (t).

A continuacién, se presentan los modelos matematicos de ambas representaciones (variables de
estado y funcion de transferencia) de la dindmica longitudinal del avion F-16 para las condiciones
de vuelo nivelado. A saber, V=502 [pies/s] y Altitud = 0 [pies] (avion volando a nivel del mar o
cerca de la superficie terrestre).

) , ()
ol Loy Sl o

yo =10 [

en que y(t) = q(t) o pitch rate.

Luego, de la ecuacion (3.13), se puede obtener facilmente la funcion de transferencia entre la
salida de interés q(t) y la entrada &, (t) puesto que

Y(s) Q(s) ) ~0,175s — 0,1807
= = C(sl — A)'B =
U(S) 69(5) 52 + 2,0963 + 0,3535 (315)

—1,0189 0,9051
0,8223 -1,0774f

—0,0022

En que la matriz A = —0,1756

el vector B = [ ] y el vector

c=[0 1].

Es importante hacer notar que no es facil encontrar modelos mas complejos del F-16 como es el
caso del Cessna-182. Es razonable suponer que como el F-16 es un avion de combate relativamente
moderno y por razones de seguridad, los autores de trabajos similares no muestran modelos de
mayor complejidad. Asi entonces, el modelo que se dispone del F-16 es un sistema de segundo
orden 2 (n = 2) y grado relativo 1 (n* = 1).
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4. Marco teorico

Para facilidad del lector, se presentan teoremas y lemas fundamentales utiles en el analisis de

estabilidad y deduccion de las leyes de ajuste para el caso entero o clasico, para extender estos

resultados al caso adaptivo fraccionario.

Es bien sabido que si la planta es de orden n y su grado relativo es de orden n* = 1, entonces

las ecuaciones diferenciales de la planta en conjunto con el controlador adaptivo directo

CAMRD son

X, () = Apxy, (t) + byu(t) ¥p (1) = hjyx, (t)
w1(t) = Aw,(2) + lu(D);
W2 (t) = Aw,(t) + Ly, (£);

0@ =[r@® oM ¥w® oIO];
6(t) =[k(t) 6{() 6,(t) 65"

[v(@®O] (k@ -k i
0,(t) — 6; .
¢(t) = |(£z Eg | = | 9(1) E t% _ 9% | : vector de errores paramétricos del controlador @)
L)) Lo, o) - 03]
y cuya ley de control es,
i
u®) =0T w(t) = T (Ow(t) + 0 w(t), en que 6* = |Zli son los parametros
0
163
ideales del controlador.
Con leyes de ajuste dadas por
l%(t) = —sgn(kp)el(t)r(t)
0o(t) = —sgn(kp)e: ()y, (1) “2)

9:1(t) = —sgn(kp)el(t)a)l(t)
6,(t) = _Sgn(kp)el(t)wz(t)

son tales que el sistema controlado, resulta ser asintéticamente estable en el sentido que se cumple

que gim e;(t) = 0.

Estas leyes de ajuste se basan en los Lemas 1 y 2 que se presentan a continuacion.

Lema 1 (Barbalat): Si e:R* - R es uniformemente continua para t = 0, y si el limite de la

integral

tlim fotle(‘c)ldr existe y es finito, entonces tlim e(t) =0.
—00 -0
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Corolario 1: Si e € L2 N L*® y é es acotado, entonces gim e(t) = 0. El hecho de que e € L? es

. . .ot . .
equivalente a decir que Lllm ) 0 e(7)?dr existe y es finito.

—00
Lema 2: Considere el sistema dindmico descrito por las ecuaciones de estado y estado-salida como

é(t) = Ae(t) + bdpT (D w(t)
e () = h'e(D)
donde la matriz A es Hurwitz, el par (4, b) es estabilizable y (hT, A) es detectable (es decir, los
modos que no son controlables u observables son estables) cuya funcion de transferencia del
sistema H(s) = hT(sI — A)~'b es estrictamente real positiva (e.r.p) y ¢: R* — R™ un vector de

(4.3)

parametros ajustables con w: RT — R™ una funcion variante en el tiempo que puede ser medida.

Si ¢(t) es ajustada como

d(t) = —ve1(Dw(t) (4.4)

con ¥y > 0 denominada ganancia adaptiva, la cual puede ser tutil en modificar la rapidez de
convergencia de los pardmetros del controlador. Por simplicidad se supondrd y = 1.

Entonces, el estado de equilibrio (e = 0, ¢ = 0) es uniformemente estable y Llim e;1(t) = 0. Mas

aun, si w(t) es de excitacion persistente (o suficientemente rica en armonicos) [4], entonces
también se cumplira que tlim lp ()] = 0 [4].
—00

Para el caso de esta Tesis, en la cual la técnica de control sera el control adaptivo directo, el interés
se limita a que lim e;(t) = 0 y no es de mayor interés la convergencia paramétrica, la cual si es
t—oo

relevante en problemas de control adaptivo indirecto o combinado que requieren identificacion.

Demostracién: Por Lema de Meyer-Kalman-Yakubovich (Lema MKY) [4], se sabe que si H(s)
es e.r.p, y dada una matriz Q = QT > 0 entonces existe una matriz P = PT > 0 tal que

ATP +PA=—Q
Pb = h.

Luego, la prueba es directa utilizando la siguiente funcion candidata de Lyapunov
1
Vie,d) =eTPe+ ;¢)T¢

y evaluando su derivada V a través de las ecuaciones 4.3 y 4.4, lo cual nos lleva a la ecuacién
Vie,¢) = eT(PA+ ATP)e + 2e"Pb¢p"w — 2¢Tyw

=—eTQe<0
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Por lo tanto, el origen (e = 0, ¢ = 0) es uniformemente estable y tanto e(t) como ¢(t) son
acotados (considerando por supuesto que e(ty) y ¢(t,) son acotados) y por tanto e;(t) también
sera acotado. Ademas, como e(t) aparece en V entonces e(t) es de cuadrado integrable. A estas
alturas, es util mencionar, para efectos de simplificacion de la escritura, que en la notacion clasica
del control adaptivo, decir que e(t) es uniformemente acotado equivale a decir que e(t) € L* y
que e(t) sea de cuadrado integrable es equivalente a decir e(t) € L2.

Asi entonces, como e(t) es acotado, por la ecuacion (4.4), é(t) también sera acotado (y é;(t) sera
acotado ya que e; (t) = hTe(t)). Ademas, como ¢(t) es acotado, entonces w(t) debe ser acotada.
Luego, por Lema 1, tlim e;(t) =0.

—00

También, se puede probar que el error de salida viene dado por

k
e (t) = k—p Win ()™ (Dw(t) (4.5)

del cual, es facil deducir las leyes de ajuste por simple inspeccion sin necesidad de recurrir al Lema
2. Asi entonces, utilizando las ecuaciones de la planta en conjunto con las ecuaciones del
controlador (ecuacion (4.1) se tiene que

%, (£) = Ay, () + by, (67 (Dr())
@1(t) = Aw,(t) + 1 (HT(t)w(t)) (4.6)
@, () = Aw, (t) + 1 (R x, (1))

y como los errores paramétricos son
PY(&) = k() — k7, ¢po(t) = 6o(t) = 65, ¢p1(t) = 61(0) — 61, P2 () = 6,(8) — 6;

o) =[W) o) ¢o(t) @I ()]T, la ecuacion (4.6) puede ser reescrita como,

X(6) = Apnx () + byn[¢" (D w(©) + k7 ()]

4.7
Yp(£) = hippx(t) 7
En que,
(A, + b,05hY  b,0:T  b,05" b,
Apn = | 165RS A+16;" 165" | by = [ ! ]
L} 0 A 0
-hp Xp ()
hmn = 0 y x(t) = wl(t) .
L0 w,(t)
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Luego, puesto que la funcién de transferencia de la planta en conjunto con el controlador W, (s) = W, (s)
cuando 6(t) = 0%, el modelo de referencia puede ser descrito por la ecuacion diferencial de orden
(3n — 2) como,

D.Cmn(t) = Amnxmn(t) + bmnk*T(t)
ym(t) = h‘z;lnxmn(t)- (4-8)
donde,
xp ()
xmn(t) = (U;(t) y
w3 (t)

hTmn[SI - Amn]_lbmnk* = Wm(s)

O bien,

k
hz;’ln [SI - Amn]_lbmn = ﬁWm(s) (4'9)

Las sefiales x,, (t), w](t) y w3 (t) pueden ser consideradas como sefiales en el modelo de referencia
aumentado correspondientes a x, (t), w;(t) y w,(t) del sistema completo (planta + controlador).

Finalmente, restando la ecuacion (4.8) de la ecuacion (4.7), la ecuacion del error de estado e(t) en
conjunto con el error de salida e, (t) seran

é(t) = Apne(t) + bynld" (Dw (D]
e1(t) = hippe(t) (4.10)
donde,

e(t) = x(t) — Xmm(t) y e1(£) = yp(t) — Ym(1).

Finalmente, la ecuacién (4.10) cumple todas las condiciones para aplicar el Lema 2 ya que la matriz
Apn es Hurwitz puesto que es la matriz del modelo de referencia aumentada simplemente y el
modelo de referencia por definicion, debe ser estable.

Mas atin, utilizando el hecho de que la funcidén de transferencia del error de salida estd dada por
W, (s) = hipnlsl = Apn] by = :—p W,,,(s) o ecuacion (4.9), el error de salida e; (t) también se

puede expresar como

e (t) = :—ZWm(s)ch(t)w(t) 4.11)

Lo cual prueba que la ecuacion (4.5) es correcta. Asi entonces, de las ecuaciones (4.10) o (4.11) es
facil obtener las leyes de ajuste
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k(t) = —sgn(kp)el(t)r(t)

0o(t) = —sgn(ky)er (D), ()
0,(t) = —sgn(kp )es (Dw; ()
6,(t) = _Sgn(kp)el(t)wz(t)

4.12)

También, es importante notar que, a las leyes de ajuste, se las puede ponderar por una ganancia
denominada ganancia adaptiva y > 0 sin afectar el analisis de estabilidad del sistema con control.
Mas atlin, estas ecuaciones en su forma mas compacta, pueden ser ponderadas por una matriz I' =
I'T > 0, es decir

o(t) = —Fsgn(kp)el(t)a)(t) (4.13)

En este caso, lo tnico que cambia para la prueba de estabilidad de la implementacion del
controlador con sus respectivas leyes de ajuste, es la funcién de Lyapunov candidata, a saber, esta
funcion es modificada como

Vie,p) =eTPe+ ¢TI 1¢p
y evaluando su derivada V a través de las ecuaciones (4.10) y (4.13), nos lleva a la ecuacién

V(e,¢) = —eTQe < 0, la cual es idéntica a la obtenida para el caso simple de ganancia adaptiva y = 1,
por lo tanto, las conclusiones respecto de la acotacion de sefiales y estabilidad de los errores, usando
las leyes de ajuste (ecuacion (4.12) o (4.13)) son similares.

No obstante, y como ya se indicd, para efectos de mayor simplicidad en el andlisis de estabilidad,
se supondra que y = 1.

En la Figura 4.1 se muestra un diagrama en bloques de la estructura del controlador CAMRD de
orden entero para el caso general en que el grado relativo de la planta es n* = 1.
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' R (5)
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L P R,(5)
+ T+ |~ T®) )
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< w1 (1) w, (1)
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Figura 4.1: Estructura del caso general del controlador adaptivo directo (CAMRD) de grado
relativo n* = 1.

Ademas, en la Figura 4.2 se muestra el diagrama en bloques asociado al error de salida.

o () = (s [0

Figura 4.2: Diagrama en bloques del error de salida en el caso de CAMRD cuyo
grado relativo es n* = 1.

Ahora bien, en el caso en que n* = 2 la funcion de transferencia del modelo de referencia W, (s)
ya no es e.r.p., y por tanto ya no es evidente deducir por simple inspeccion de la ecuacion del error
de salida (ecuacion (4.5) o (4.11)) las leyes de ajuste que garanticen la estabilidad del sistema de
control adaptivo directo. Tampoco, es posible usar el Lema 2 de manera directa. En este caso, una
posibilidad, para no recurrir a los errores aumentados y auxiliares (caso n* > 2) para la
implementacion del controlador, los cuales hacen més compleja tanto la implementacién como el
analisis de estabilidad, es poder realizar una modificacion a la estructura del controlador en caso
que el grado relativo es exactamente igual a 2 (n* = 2), de tal manera que en la nueva ecuacioén
del error de salida e, (t), se tenga una funcion de transferencia e.r.p lo cual nos permita usar tanto
el Lema 2 como la ecuacion del error de salida, para determinar las leyes de ajusten que permitan
que la planta en conjunto con el controlador, sean estables, de tal manera que 31_)1?0 e;(t) =0.

31



A saber, se debe reemplazar 8(t) por el operador lineal P, (8) = L(s)8(t)L™1(s) [53] con L(s) un
polinomio Hurwitz. En el caso de n* = 2, L(s) es Hurwitz de grado 1, es decir, L(s) = (s + a)
cona > 0.

Como la ecuacion de error de salida es,

er(t) = ZWin($)97 (D0 () (4.14)

donde W,,,(s) ya no es e.r.p., con la modificacioén propuesta, de reemplazar 6(t) por el operador
PL(6T) = L(s)8T ()L™ (s) = (s + @)8" (1)

sera

(S_'l_a), la nueva entrada a la planta u(t) modificada

1
(s+a)

w(®) = (s + )87 () —— w(t) (4.15)

En la Figura 4.3 se muestra la modificacion a la entrada de control propuesta.

w(t) w(t)
1
(1)
sTa @ e -

Figura 4.3: Diagrama en bloques de la entrada de control modificada para el caso en
que la planta presente un grado relativo n* = 2.

\ 4

Estd modificacion de la entrada también significa una modificacion del error de salida, por lo tanto,
el nuevo error de salida sera

er(t) = L Wn(LESPT (L)) = 2 Win()$7 (DB(D) (4.16)

En que @(t) = L71(s)w(t) =S+Law(t) y la funcién de transferencia modificada W,,,(s) =

W (s)L(s) = W,,(s)(s + a) ahora si es e.r.p., por lo tanto, se puede aplicar el Lema 1 y 2, y
ademas, las leyes de ajuste se pueden determinar por simple inspeccion de la ecuacion del error
(ecuacion (4.16)).

Es decir,

P (1) = 6(t) = —sgn(ky)e; (D@ (1) = —ey (D@ (t) (4.17)
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Notar que en las leyes de ajuste se ha reemplazado w(t) por w(t). Recordar ademas que,
[k()] [ ] [7(D ] [ 7O ]

_ | (O] _ .\ _|o@®] 1 o]
PO =gy(6)| - @O = [y, |[Y POrne- 0O =5 ()| = 5]y (0 |

l, ()] lw, ()] o, Lo,

y la entrada de control modificada (ecuacion (4.15) también puede ser expresada como

u(®) = (5 + 0" () == w(0) = (s + D[O"(OBO)] = s[07OFO] +alo” OGD]  (4.18)

Es decir,

u(®) = 0T(O@(t) + 0T (D)@ (t) + abT (D@t = 0T ()@ (t) + 6T () w(t) (4.19)

yaque 8T ()@ (t) + ab8T (Dw(t) = 87 (t)(s + a)w(t). Asi entonces, como

u(®) = 0T @(t) + 0T (Dw(t) (4.20)

y luego, reemplazando la ecuacién (4.17) en la ecuacion (4.20), se llega a que

u(®) =0T (w(t) — e (DT (H)w(t) (4.21)

En la Figura 4.4 se muestra un diagrama en bloques de la implementacion del sistema de control

modificado para el caso en que n* = 2 en el cual se puede hacer uso de los lemas 1 y 2 para obtener

las leyes de ajuste garantizando que tlim e1(t) = 0. Considerar que la nueva ecuacion de error de
—00

estado y error de salida vienen dadas por

e(t) = Apne(t) + by [PL (@D w(t)]
e1(t) = hippe(t) ' (4.22)
O bien,

é(t) = Amne(t) + by [¢" (OB (0)]

er(t) = hlpe(t) (423)

En que by, = L(8)bypmy y @(t) = L1 (s)w(2).
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Ym (1)

e (1)
Vp () +I

r(t) k(t) + @ u(r) K Zp(s)

. 1 —_— @ PE
(s+a) : @ +j .
f 9!(:)):—.

Figura 4.4: Estructura modificada del controlador adaptivo directo (CAMRD) para el caso
particular de grado relativo n* = 2.

En la Figura 4.5 se muestra el diagrama en bloques asociado al error de salida.

w(t) 20) ey (t)

1 4.| (s+a) |—» k—me(s) —>
(s+a) km

Figura 4.5: Diagrama en bloques del error de salida en el caso de CAMRD cuyo grado
relativo es n* = 2.

\ 4

Asi entonces, la adecuada eleccion de L(s), la realizacion de P, (6) libre de derivadores y la posterior
prueba de estabilidad del sistema de control modificado, forman la esencia de la solucion al problema de
control cuando el grado relativo de la planta es exactamente igual a 2 (n* = 2).

Para finalizar este apartado, es interesante mostrar algunas propiedades del operador lineal en 6(t)
utilizado en la nueva ley de ajuste y control P, (8) = L(s)8(t)L™1(s) [54].

1) P,(87) = L(s)8" ()L™ (s).
1) P, (68") = 6" si 8" es constante.
1i1) P, (8) — 0 =P, (¢p) — ¢p,donde (t) = 0" + ¢(t).
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Para probar estabilidad de esta implementacion, se puede definir una funciéon candidata de
Lyapunov tal que,

Ve, ¢) = eT(t)Pe(t) + p(t)T¢p(t), con P = PT > 0, luego derivando con respecto al tiempo y
evaluando la derivada V a través de la ecuacién de error (ecuacidn (4.23)) y ley de ajuste (ecuacion (4.17))
se tendra,

V(e @) = eT(t)Pe(t) + e(t)"(£)Pe(t) + p(D)"p(8) + ()b (1) (4.24)
y como
()" = [Amne®]" + {bpr [T OB} = e()T AT n + {bpr [¢7 (B} y adems,

DT P(1) + PO (1) = —e1 (DD (OP(E) — P e1(DD(L) = —2e1 ()P () B(L)

Luego, reemplazando estas igualdades en la ecuacion (4.24) se llega a que

Vie,d) = [eT (DA + &7 () P(D)bD, [Pe(®) + e(O)TP[Apne(t) +

bprd)T(t)U_)(t)] - 261 (t)(,‘bT(t)a(t) (4-25)

O bien,
V(e ¢) = eT (D)[ALP + PAnyle(t) + [bprd” (DB(0)]" Pe(t)
B e (4.26)
+ e(t)"Pbyy ¢ (@(E) — 2e, ()" (DB()
pero [by,d” @] P = PT[byrd” ©@(1)] = P[bprd” OB®)] = hond” (DB (0)

ya que & (t)¢(t) = ¢T(®@(t) y PT = P, por lo tanto, el término [bprqu(t)a(t)]T Pe(t) =

Rpn®” D@ (®e(t) = hype(®d’ Dw(t) = e ()" Dw(t) ya que ¢T(t)@(t) es un escalar. De
igual modo, el término e(t)TPbpr(;bT(t)E(t) = e, (t)¢" (H)w(t). Finalmente, reemplazando todas estas

igualdades en la ecuacion (4.26) se llega a que

Ve, ) = eT()[ALnP + PApyle(t) (4.27)
Entonces, por Lema 2, dada una matriz P = PT > 0 existe una matriz Q = QT > 0 tal que
AT P+ PA,,=—-Qy
Pby, = hpy.

luego, la ecuacion (4.27) queda de la forma

Vie,¢) = —eT(t)Qe(t) <0 (4.28)
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Por lo tanto, el origen (e,¢) = (0,0) es uniformemente estable y e(t) y ¢(t) son acotadas.
—w(®) yL(s)

(s+a)
es Hurwitz, entonces tlim e(t) = 0y como e, (t) = hl ,e(t) en que hT,, es simplemente un vector
—00

Ademas, si w(t) es acotada, entonces @(t) también lo es ya que @(t) = L™1(s)w(t) =

de coeficientes constantes, gim e1(t) = 0, lo cual garantiza que la implementacion especial del
—00

controlador para el caso en que le grado relativo es exactamente igual a 2 (n* = 2), es
asintoticamente estable respecto del error de control e;(t) y estado e(t) (aunque éste, no esté
accesible).

Es importante destacar que la prueba de estabilidad de esta implementacion es muy util a la hora
de tener que escoger un modelo de referencia para la planta, ya que permite escoger un modelo de
referencia que si bien, este debe ser asintoticamente estable, no necesita ser e.r.p. (con igual grado
relativo que la planta por supuesto) por medio del filtraje de la sefial w(t) utilizando un simple

filtro de primer orden L™1(s) = ﬁ haciendo mas facil la implementacién del controlador en el

sentido que no es necesario recurrir a sefiales adicionales como son el error auxiliar y error
aumentado usados generalmente, en los casos en que el grado relativo de la plantaes n* > 2.

Observacion 1: Es interesante notar que si se aplica el Lema 1 (Lema de Barbalat) a las
consecuencias de la ecuacion (4.28), es decir acotamiento del error e(t) y ¢(t), etc., no es necesario

exigir que la sefial auxiliar w(t) o @(t) sea acotada para demostrar que gim e(t) =00 gim e, (t) =
—00 —00

0. Mas atin, la acotacion de las sefiales auxiliares w(t) o @(t), las cuales dependen de la sefial de

entrada a la planta u(t) y la salida y, (t), estin garantizadas puesto que la salida de la planta y,(t) debe

ser acotada dado que el error e(t) (y por tanto e, (t) = ¥, (t) — ¥4, (£)) son acotados e ¥y, (t) es acotada
por definicion.

A continuacion, presentaremos algunas definiciones, en ninglin caso exhaustivas, de la derivada e
integral de orden fraccionario que seran usadas en el analisis de estabilidad de la implementacion
del control CAMRD-OF.

4.1. Definiciones y propiedades utiles del calculo fraccionario aplicados al control
adaptivo

Definicién 1 [5]: La Integral fraccionaria de Riemann -Liouville de orden & > 0 de una funcion
f(t) € R esta definida por

1t f(©
IEf(t) = o fto i dt ,t >ty y Re(a) >0 (4.29)

donde T'(a) es la funcién gamma definida como

I'(a) = [ t* e tdt . (4.30)
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Definicion 2 [5]: Sea @ = 0 y [n] = a. La derivada fraccionaria de Caputo de orden a de una
funcion f(t) € R esta definida como

m)
EDEf(t) = —— [F LD _gr 431)

I'(n—a) 'to (t—t)@"n+1

en que f™ € Ly[t,, t].

De igual modo, a continuacion, también se presentan algunas herramientas adicionales (lemas y
teorema) Utiles para el analisis de sistemas de control adaptivo de orden fraccionario.

Lema 3 (Principio de comparacion fraccionaria): Sea e(t) € R" un vector de funciones
diferenciables. Luego, Vt > t,, se cumple la siguiente desigualdad

%thf‘{eT(t)Pe(t)} <eT(t)P:Dfe(t), Va € (0,1], donde P € R™™ es una matriz cuadrada de

coeficientes constantes, simétrica y definida positiva. En [51] se encuentra una demostracion de
este lema.

Ahora bien, otro lema que es de utilidad en el estudio de la evolucion del error de salida en modelos
de orden fraccionario es el siguiente.

Lema 4 : Sea e(+): R* — R una funcion uniformemente continua y acotada. Si existe un & € (0,1]

tal que
1 ot e(r)?
(@) fto (t-p)i-a dt <M, Vt =ty conM € (0, ), entonces

lim

t—ooo

ft e(t)%dr

En [53] se encuentra una demostracion de este Lema.
Teorema 1: Sea el error de estado e(t) y el error de salida e, (t) representados por las ecuaciones

GDe e(t) = Amne(®) + bun[®T O (D],  e(to) = e 432)
e1(t) = khine(®), e1(to) = e

Donde la matriz A,,,, € R™" es Hurwitz y el sistema es tal que dada una matriz Q = Q7 > 0 €

R™" entonces existe una matriz P = PT > 0 € R™™" tal que

Az'nnp + PAy, = —0Q
Pbyn = hipn-

lo cual implica que la tripleta {A,;;,, Pmn, Amp } satisface las condiciones del Lema de Kalman-
Yakubovich-Popov [4]. Ademas, k es una constante desconocida, pero de signo conocido,
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e(t): R - R™ corresponde al vector de estados no accesible, e; (t): R — R es el error de salida
(accesible), by, hyn € R™, ¢(t): RY - R™ es el vector de error de parametros definido como
¢(t) = 6(t) — 6% con 6(t): Rt - R™ los parametros estimados (del controlador) y 8*: RT —» R™
los parametros ideales desconocidos del controlador. w(t): R — R™ es un vector de sefiales
auxiliares disponibles y 8 € (0,1], cuyas leyes de ajuste adaptivas, para estimar los pardmetros
desconocidos del controlador, estén dadas por

SDEP() = (SDFO(t) = —ysgn(k)e;(Dw(t),  P(to) = o (4.33)

cona < 8 cona € (0,1]. Entonces, bajo el supuesto que e(t) y ¢ (t) sean funciones diferenciables
y uniformemente continuas, se cumple que:

i) El error paramétrico ¢(t), el error de estado e(t) y el error de salida e, (t) permanecen
acotados.

Mas aun, si la sefal auxiliar w(t) es acotada, entonces
ii) EDEP(E) y thf e(t) también permanecen acotadas y,

iii) El valor medio de la norma cuadrada del error de estado ||e(t)]|? es 0(t¥™%) Ve > 0.

Es 1til poder deducir que si [|e(t)||? es o(t¥™*) Ve > 0 poder establecer un coralario
que explique el comportamiento del error de salida e, (t) que es al cual se tiene acceso.

Corolario 2: Del teorema anterior, es evidente que si se cumple (iii) también se debe
cumplir que el valor medio de la norma cuadrada del error de salida e;(t) es o(t¥™%)
Ve > 0 puesto que e (t) = khT e(t) con hL, vector cuyas componentes son
constantes.

Aunque la prueba de este teorema se puede encontrar en [40], pero dada la importancia en el
analisis de estabilidad del problema de control abordado en esta Tesis, se esbozara la demostracion.
Ademés, en [39 a 48, 53 y 55] se encuentra buena parte de los avances relacionados con la
estabilidad de los sistemas de orden fraccionario.

Demostracion:

Prueba parte (i). Dado que por definicion se asume que tanto e(t) como ¢(t) son funciones
diferenciables y haciendo uso del Lema 3, la siguiente expresion puede ser escrita Vt > tg,

T cnpB
[tﬁDf {e"Pe}(®) +] _ Zlekl(t)P toDe €(6) + i
GDEGTX 1T |22 @7 R0 |
Luego, reemplazando las ecuaciones (4.32) y (4.33) en lado derecho de la ecuacion (4.34) y
considerando el hecho de que A ,P + PA,,, = —Q, Pbpyn = hyn, €1(t) = khY,, e(t) se tiene que
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EDF(eTPe}(t) + £DE {'f—' ¢T¢} () < eT(6)[AL,P + PAyyle(t) (4.35)
O bien,
EDF{eTPe}(t) + DT P}(E) < —eT(£)Qe(t) (4.36)

Luego, aplicando la integral fraccionaria de orden f (ademas de usar la definicion 3.1, Corolario
2.3 de [49]), se puede obtener la siguiente expresion,

e" (t)Pe(t) — egPey + 1P{eTQe}(t) + l)li—llﬁ_“{qﬁT(P — ¢50o}(t) <0 (4.37)
Ahora bien, analizando la ecuacion (4.37), probaremos que ¢(t) y e(t) son acotadas por
contradiccion. Supongamos que ¢ (t) no es acotada. Puesto que ¢ (t) es uniformemente continua,
entonces existen intervalos de longitud crecientes donde ¢T () (t) > L > ¢! ¢, por lo tanto, la
integral fraccionaria I8 ~%{¢" ¢ — P3¢ }(t) diverge conforme t — oo. Esto contradice el hecho de
que la expresion en la ecuacion (4.37), debe ser siempre no positiva (< 0), puesto que los términos
eT(t)Pe(t) y IP{eTQe}(t) son siempre no negativos (= 0) y el término no positivo —el Pe, es
acotado, contradiciendo la hipotesis de que ¢ (t) no es acotada. Asi entonces, ¢ (t) debe ser acotada
vt > t,.

Por otro lado, el menor valor que puede adquirir la integral fraccionaria % 17T — plpo}(t)

en la ecuacion (4.37) es para el caso en que ¢pT ¢p = 0 Vt > t,. Por lo tanto, en ese caso, la ecuacion
(4.37) se puede convertir en la expresion siguiente,

T
eT()Pe(t) — el Pey + IP{eTQe}(t) < 'y’;'(‘;—‘j’;g(t —t)f (4.38)

Asi entonces, Supongamos que e(t) es no acotado. Puesto que e(t) es uniformemente continua,
entonces existen intervalos de longitud crecientes donde ¢T (t)¢p(t) > C > 0, por lo tanto, la
integral fraccionaria dada por I8{e”Qe}(t) en la Ecuacion 4.38 diverge conforme t — 0. Puesto
que la integral fraccionaria es de orden S8, su rapidez de crecimiento a lo menos, sera de orden t#,
lo cual establece una contradiccion con el lado derecho de la ecuacion (4.38) conforme t — oo. Por
lo tanto, se puede concluir que e(t) permanece acotado Vt > t, con lo cual se completa la prueba
de la parte (i) del teorema.

Prueba parte (ii). Puesto que ya estd demostrado que tanto e(t) como ¢(t) son acotados y
asumiendo que w(t) es acotada, por hipdtesis del teorema, entonces, basado en las ecuaciones 4.32

y 4.33, se concluye que thtﬁ e(t) y £D&¢(t) también son acotados.

Prueba parte (iii). Dado que e(t) como ¢(t) son funciones diferenciables, haciendo uso del Lema
3, se puede obtener la siguiente expresion
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2eT (P EDFe(t) + £DE {7¢T¢>} (t) < —eT(t)Qe(t) (4.39)

Luego, siaplicamos a integral fraccionaria de orden « a la ecuacion (4.39), y reordenando términos,
se llega a la siguiente desigualdad

Peol or — grsnce) —
fageroel(o < | 7 @3t~ 9THIO .40

1“{2eTPt§Df e}(t)
Puesto que I1*{e” (t)Qe(t)}(t) = 0y ¢(t)es acotada, entonces de la ecuacion (4.40) se concluye
que I “{ZeTP thtﬁ e}(t) es acotada superiormente. Ademas, dado que como e(t) y thtﬁ e(t) son

acotados, se concluye de la proposicion 1 de [40] que la integral fraccionaria I “{ZeTPthf e}(t)

es uniformemente continua.

Ahora bien, supongamos que el término / “{ZeTP thtﬁ e}(t) diverge. Puesto que este término es
acotado superiormente, entonces la divergencia implica que [ “{ZeTPthf e}(t) tiende a —oo.
Luego, dado que [ “{ZeTP thf e}(t) es uniformemente continua, se puede establecer que
8-« {Ia{ZeTPthfe}} (t) tiende a —oo, lo cual, de acuerdo al Lema 2.3 de [49], esta expresion

puede ser reescrita como, Iﬁ{ZeTP thfe}(t) — —00,

Recordar que puesto que e(t) es diferenciable, entonces, de acuerdo al Lema 3, se tiene que
thf {eTPe} < ZeTPthf e(t), lo cual implica que

17 {thf{eTPe}} ) < IB{ZeTPthfe}(t) - —o0 (4.41)

De acuerdo al Lema 2.22 de [5], el lado izquierdo de la ecuacion (4.41) puede ser reescrita como

I {thf{eTPe}} (t) = eT(t)Pe(t) — el Pey » —oo (4.42)
Lo cual contradice el hecho que e(t) es acotada, por lo tanto, se puede concluir que

1* {Ze Tp tﬁDf e} (t) es acotada inferiormente.

Mas aun, dado que ¢(t) y I “{ZeTPthf e}(t) son acotados, se puede concluir de la Ecuacion 4.40

que 1%{eTQe}(t) también es acotada. Esto, a su vez, implica que I*{||e(t)||?}(t) es acotado Vt >
to.

Basado en este resultado y utilizando el hecho de que ||e(t)]|? es no negativo y acotado, podemos
aplicar el Lema 4, el cual nos permite concluir que
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=0, ve> 0. (4.43)

O bien, y dado que e, (t) = khT ,e(t), también se puede concluir que

MO
lim [t¢¢ L‘ =0, ve > 0. (4.44)

t—oo t

Es deci_r, el valor medio del cuadrado de la norma del error de estado e(t) y, por tanto, también el
valor medio del cuadrado de la norma del error de salida e, (t) es o(t¥~%) Ve > 0, lo cual significa
que dichos errores convergen asintoticamente a cero con una rapidez de convergencia mayor que
t=%, lo cual concluye la prueba.

Es interesante notar que dado que —e” (t)Qe(t) en la ecuacion (4.36) es por definicion no positivo,
es decir, —eT (t)Qe(t) < 0, el Teorema 1 se puede modificar de tal manera que la ecuacion (4.37)
se exprese de una manera mas simple. Asi entonces, se propondra un nuevo corolario denominado
Corolario 3, el cual como se indico, es una version mas simple del Teorema 1. En este caso, solo
enunciaremos lo mas relevante de la modificacion, cuya demostracion es idéntica a la del Teorema

1 pero en este caso, se puede omitir el analisis del término I8 {eT Qe}(t) que aparece en la ecuacion
(4.37).

Corolario 3 (modificacion simplificatoria del Teorema 1):

Sea el error de estado e(t) y el error de salida e; (t) representados por las ecuaciones

EDF e(t) = Apne(®) + by [¢T D], e(to) = e (4.45)
e1(t) = khipne(t), e1(to) = exo

Donde la matriz 4,,,, € R™" es Hurwitz y el sistema es tal que dada una matriz Q = Q7 >0 €
R™" entonces existe una matriz P = PT > 0 € R™™" tal que

ATmnP + PApn = —Q
Pbyn = hpn-

lo cual implica que la tripleta {A;;n, Pmn, Amn } satisface las condiciones del Lema de Kalman-
Yakubovich-Popov [4]. Ademas, k es una constante desconocida, pero de signo conocido,
e(t): Rt - R™ corresponde al vector de estados no accesibles, e, (t): R* — R es el error de salida
(accesible), bpn, hyn € R™, ¢(t): RY - R™ es el vector de error de parametros definido como
¢(t) = 6(t) — 6% con 6(t): Rt - R™ los parametros estimados (del controlador) y *: R* —» R™
los parametros ideales desconocidos (del controlador). w(t): R* — R™ es un vector de sefiales
auxiliares disponibles y 8 € (0,1], cuyas leyes de ajuste adaptivas, para estimar los pardmetros
desconocidos del controlador, estén dadas por
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EDEP() = EDFO(E) = —ysgn(k)e,(Dw(t),  $(to) = Po (4.46)

cona < 8 cona € (0,1]. Entonces, bajo el supuesto que e(t) y ¢ (t) sean funciones diferenciables
y uniformemente continuas, se cumple que:

1) El error paramétrico ¢p(t), el error de estado e(t) y el error de salida e; (t) permanecen
acotados.

Mas atn, si la sefal auxiliar w(t) es acotada, entonces
ii) EDEP(E) y thf e(t) también permanecen acotadas vy,

iii) El valor medio de la norma cuadrada del error de estado ||e(t)]|? es 0(t¥™%*) Ve > 0.

Demostracion:

Entonces, como la ecuacion (4.36) establece que

EDF{eTPe}(t) + DT P} (t) < —eT (£)Qe(t) (4.47)

y como por hipétesis —e” (t)Qe(t) < 0, entonces la ecuacion (4.37) se puede modificar para
obtener la expresion mas simple,

EDF{eTPe}(t) + EDEF{pTP}(E) < 0 (4.48)

y la demostracion es idéntica a la del Teorema 1, pero nos evitamos explicar las condiciones que
se establecen sobre el término I#{eT Qe}(t) ya que no aparece en la ecuacion (4.48), simplificando
el analisis de la demostracion.

El anterior desarrollo tedrico sera aplicado al modelo de la aeronave Cessna 182, obtenida en la
Seccion 3, la cual es una planta de orden 4 y grado relativo 2.

En nuestro caso, las ecuaciones del sistema de control adaptivo CAMRD de orden fraccionario (o
CAMRD-OF) se pueden expresar como

DL e() = Apne(®) + buald" DB®],  e(ty) = & (4.49)
e1(t) = hjpe(t), e1(to) = eqo

Ademas, considerar que f = 1 en este estudio. Pero las leyes de ajuste seran fraccionarias, es decir,

EDEP() = EDFO(E) = —ysgn(ky)es(D@(E), (o) = o (4.50)
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Cona € (0,1] y kj, es la ganancia de la planta cuyo valor es desconocido, pero se conoce su signo.

Sin pérdida de generalidad, se puede considerar t, = 0. Notar que en la ecuacion (4.46) se ha
cambiado la sefial auxiliar w(t) del caso n* = 1 por @(t) para el caso n* = 2.

Luego, para poder demostrar que el error de estado e(t), error de salida e; (t) y error paramétrico
del controlador adaptivo ¢(t) de la implementacion propuesta en este trabajo son acotados, se
deben identificar y asociar los coeficientes y sefiales de esta estructura (ecuaciones (4.45) y (4.46))
con los coeficientes y sefiales de las ecuaciones del Teorema 1.

En principio, como el signo de k,, para la planta bajo estudio es conocido y positivo, por lo tanto,
la ecuacion (4.46) se reduce a

SDEG(E) = SDEO(E) = —ye,(DB(E),  P(to) = ¢ (4.51)

Ademés, la constante k que aparece en las ecuaciones del Teorema 1, se puede considerar igual a
k, la cual puede ser absorbida por el vector hi,, ya que no aparece en forma explicita en la ecuacion
(4.45) del modelo de error de nuestro sistema de control, sin embargo, aparecen los términos ¢ (t)
y @(t) en vez de ¢T(t) y w(t). Luego, al igual que en la demostracién de estabilidad realizada
para el caso de control adaptivo de orden entero CAMRD, visto en la Seccion 1, se puede reescribir
la ecuacion (4.45) como

£D; e(t) = Amne(®) + bp[p(OB©D)],  elto) = e “4.52)
e1(t) = hipne(t), e1(to) = e

Finalmente, en el caso particular del modelo de error de nuestra planta, como esta ecuacion
diferencial es de orden entero (f = 1), entonces la ecuacion (4.52), se puede reescribir como,

e(t) = Apne(t) + brp[‘p(t)(‘_)(t)]f e(to) = eg

er(t) = hlyne(®), er(t) = e (453)

En que by, = by L(s) y por tanto, se puede aplicar el Teorema 1 con la tnica salvedad que la

condicion impuesta de acotamiento para la sefal w(t) ahora debe ser impuesta a las sefial w(t),

(S+a) w(t) y (Sia)
la condicion del Teorema 1 de que w(t) sea acotada, puesto que si w(t) es acotada, entonces
también los sera w(t). Por lo tanto, imponiendo las condiciones del Teorema 1 a las sefiales de
error e(t) y ¢(t), es decir, que estas cumplan con las condiciones de que sean sefales

sin embargo, dado que @(t) = L™1(s)w(t) = es Hurwitz, basta con mantener

uniformemente continuas y diferenciables, se cumplira que tanto ¢(t) como el error e(t) (y por
ende e, (t)) seran acotados. Ademas, si se garantiza que la sefial auxiliar w(t) sea acotada (por
tanto w(t) también sera acotada), por el mismo Teorema 1, se cumplirda que las derivadas
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fraccionarias thf e(t) y 5Df ¢(t) también serdn acotadas. Notar que en nuestro caso f = 1y por

tanto e(t) (y por ende, &, (t)) seran acotados.

A modo ilustrativo entonces, las ecuaciones (4.36) y (4.37) del Teorema 1, se transforman en

d{eT (t)Pe(t)}

dt + SDE{PTPYI(E) < eT()Qe(t) (4.54)
I[eT(t)Pe(t) —elPey + ft eT(t)Qe(r) dt +]|
| 1 o | <0 (4.55)
| 1T — B3¢0} J

para el caso analizado en esta Tesis.

Finalmente, debido a la prueba de la parte (iii) del Teorema 1, también se cumplird que el valor
medio del cuadrado de la norma del error de estado e(t) (y por tanto, también el valor medio del
cuadrado de la norma del error de salida e, (t)) es o(t*~%) Ve > 0, lo cual significa que dichos
errores convergen asintoticamente a cero con una rapidez de convergencia mayor que t~%.

En conclusion, estd demostrada la estabilidad de nuestro esquema de control CAMRD-OF cuya
planta es de grado relativo 2. La unica condicion a tener cuenta es que tanto ¢ (t) como e(t), deben
ser uniformemente continuas y diferenciables y que la sefial auxiliar w(t) sea acotada.

Observacion 2: Desde el punto de vista tedrico, solo estd garantizada la estabilidad de nuestro

esquema para a < f§ en que, para nuestro caso, § = 1, por lo tanto, a debe € (0,1]. El caso en que
a > B (por ejemplo, @ € (1,2]) no esta resuelto analiticamente hasta ahora.

Ahora bien, para demostrar que el controlador propuesto es estable, en el sentido que todas las
sefiales son acotadas, se debe cumplir que en la ecuacion del error (4.49), la matriz A,,, sea
Hurwitz, es decir, todos sus valores propios deben pertenecer al semiplano izquierdo del plano
complejo s. Para llevar a cabo dicha demostracion, se deben determinar los pardmetros ideales del
controlador adaptivo directo 8%, los cuales son constantes. Estos parametros se obtienen haciendo
uso de la identidad de Bezout. En [4] se explica en forma extensa como determinar dichos
parametros. Estos parametros estan relacionados tanto con la planta como con el modelo de
referencia.
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5. Diseiio de estrategias de control adaptivo directo fraccionario

En este capitulo se analizardn las estrategias de control adaptivo directo de orden fraccionario
aplicado a la aeronave de instruccion civil Cessna-182 y el avion de combate F-16 Falcon Figther.
El marco tedrico que se desarrollard sera aplicable a ambos casos con las simplificaciones
respectivas para el caso del F-16 puesto que el modelo disponible, es de menor orden y grado
relativo que el del Cessna-182.

5.1. Control adaptivo por modelo de referencia directo de orden entero y
fraccionario (CAMRD y CAMRD-OF) aplicados al Cessna-182 cuyo grado relativo
esn' =2
En términos generales, el objetivo principal del Control Adaptivo por Modelo de Referencia
(CAMR) es minimizar el error entre la salida de la planta y,,(t) y la salida del modelo de referencia
Ym (t) como se muestra en la Figura 5.1. En el caso del Control Adaptivo por Modelo Referencia

Directo (CAMRD), el ajuste de los parametros del controlador se basa en el error de control e(t)
[17].

- Modelo de
= Referencia
Ym(t)
rt) —>| e
S— a®
A
g j Yp®) +
+ u()) , —
2%
> -
+
(53<
2}

Figura 5.1: Diagrama en bloques del controlador CAMRD.

Para el caso particular del movimiento longitudinal del avion bajo investigacion, utilizaremos un
modelo de cuarto orden para la planta alrededor de un punto de operacion definido por la ecuacion
(4.9) o (4.10). Bajo hipotesis bien conocidas, la ley de control para el CAMRD tiene la forma
[15,24].

u(t) =07(t) - w(t)

donde,

6(t) = [k(t), 67 (1), 65(), B(D]" € K2y w(®) = [r(6), W] (), ¥,(D), WS (®)] € R® sonel

vector de parametros del controlador y sefiales auxiliares respectivamente.
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El vector de las sefiales auxiliares esta definido por las siguientes ecuaciones representadas en
variables de estado, a saber,

w1(t) = Aw,(t) + lu(t)
w2(t) = Awy (t) + Ly, (2)

con k(t)l HO(t)l r(t), yp(t) € ER, y Hl(t) ) 92(t)lwl(t)1W2(t) € ER3' (/1! l) €S un par
controlable arbitrario, en que A € R3*3 es un matriz asintéticamente estable o Hurwitz y [ € R3.
Por simplicidad, podemos escoger (A,/) en su forma candnica controlable.

En este caso, la ecuacion de error de salida puede ser expresada como.
k, r
er(t) = - Wn()0T (D0 (®) 5.1)
m

En el capitulo de analisis de estabilidad se desarrolla en extenso la determinacion del error de
control e; (t) de la ecuacion (5.1).

cuyo vector de error de parametros del controlador ¢ (t) viene dado por,

[Y(©)] [k -k
¢(t) — |¢1(t)| — |91(t) - eikl
FNGINERGELS
lo, 0] lo,c6) - 63

€ R8

enque k*, 87,0,y 65 son los valores ideales de los parametros del controlador adaptivo que hacen
que la planta en conjunto con el controlador sea idéntica a la funcidén de transferencia del modelo
de referencia W, (s) que es lo que se desea conseguir, puesto que, en ese caso, el error de control
e1(t) = yp(t) — ¥ (£) = 0 conforme t — oo.

Notar que (1), po(t) E Ry ¢1(t), p,(t) € R3.

El problema en determinar leyes de ajuste estables, para el caso en que la planta tiene grado relativo
n* > 2, se debe a que en la ecuacion del error (ecuacion (5.1)), W, (s) no es estrictamente real
positiva (e.r.p.), por lo tanto las leyes de ajuste que son aplicables para el caso en que n* = 1 deben
ser modificadas. No obstante, existe la posibilidad, y solo en el caso de que n* = 2, que dichas
modificaciones no impliquen agregar seiales de errores adicionales como son el error aumentado
y error auxiliar entre otras que hacen mas compleja la implementacion del control adaptivo.

Asi entonces, si se considera la posibilidad de poder agregar diferenciadores, se puede escoger una
funcion del tipo L(s) = (s + a) con a > 0 tal que W, (s)L(s) sea funcion de transferencia e.r.p.
y con esta modificacion, poder establecer leyes de ajuste similares al caso en que n* = 1. Luego,
si se define una nueva sefial auxiliar como @(t) = L™1(s)w(t) entonces el vector de parametros
del controlador 8(t) se puede reemplazar por L(s)0(t)L™1(s). Asi, la nueva sefial de error de
control o salida puede ser redefinida como,
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k
e, (t) = ﬁwm(s)L(s)df(t)a‘J(t) (5.2)

Luego, la sefial de control se puede expresar como,

u(®t) =0T w(t) + 0T () w(t) + ad” ()@ () (5.3)
O bien,

u(t) = 0T(w() + 6T (w(t) (5.4)

Ahora bien, si (t) se puede reemplazar por una ley de ajuste adecuada, la salida del controlador
u(t) puede quedar libre de derivadores lo cual es deseable. Asi entonces, si se escoge la ley de
ajuste de los parametros del controlador 8(t) considerando el nuevo error de control dada por la
ecuacion (5.2), tal que,

0(t) = p(t) = —sgn(k,)e; (D@ () (5.5)

Entonces se puede demostrar, al igual que el caso en que n* = 1, que el sistema con control
adaptivo es estable y tlim e(t) = 0. Luego, la ley de control quedara expresada como
—00

u(t) = 0T (O w(t) — sgn(ky)e (Do ()@ (t) (5.6)
la cual esta libre de derivadores.

En resumen, las leyes de ajuste de los parametros del controlador adaptivo directo de orden entero
y fraccionario seran:

Leves de ajuste adaptivas de orden entero,

0(t) = p(t) = —sgn(k,)e; (D@ () (5.7)

Leves de ajuste adaptivas de orden fraccionario,

En este caso, se utilizard la derivada fraccionaria de Caputo, es decir,

EDEO(t) = SDEP(t) = —sgn(kp)el(t)a(t) (5.8)
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5.2. Analisis de estabilidad del control adaptivo CAMRD-OF aplicado al Cessna-
182

Sea la planta de orden n y grado relativo n* = 2 modelada por las ecuaciones de estado

X, (t) = Apxy (£) + byu(t)
yp () = hjx,(t)

donde A, € R™", es la matriz de estado de la planta x,, € R™ es el vector de estado, b, y h;, son vectores

(5.9)

€ R™ cuya entrada u(t) y salida y,(t) € R . Ademas, la funcion de transferencia de la planta puede ser
representada como

Y, (s)
U(s)

Z,(s)
PRyG5)

En que Z,(s) y Ry, (s) son polinomios ménicos de ordenn — 2 y n respectivamente. k,, es un parametro

= W,(s) = hL(sI — A,) b, = k

(5.10)

de ganancia constante, cuyo signo es conocido y sin pérdida de generalidad, lo consideraremos
positivo a lo largo de todo el analisis (k, > 0) y Z,(s) es Hurwitz. Ademas, se supone que los
pardmetros de la planta (ganancia k, y coeficientes de los polinomios Z,(s) y R,(s)) son
desconocidos.

Por otro lado, la funcién de transferencia del modelo de referencia W}, (s), la cual tiene una entrada de
referencia r(t) y salida yp, (t) € R la cual se desea que siga la salida de la planta y, (t) se puede representar

como

Vo) Z(s)
R(s) ~ m(®) =knp 0

cuyo grado relativo es igual al de la planta, es decir, ny, = 2 con Z,,(s) y R,,(s) polinomios moénicos

(5.11)

también de orden n — 2 y n respectivamente. Entonces, el objetivo de disefiar un controlador
adaptivo es tal que el error de salida e;(t) = y,(t) — yn,(t) tienda a cero conforme t tiende a
infinito, es decir, lim e, (t) = 0.

t—oo

En la subseccion siguiente se presenta el marco tedrico, sin ser exhaustivo, al menos fundamental,
para llevar a cabo las pruebas de estabilidad asintotica del error de estado e(t) y de salida e (t) en
el caso entero y estabilidad en el caso fraccionario. Esté marco tedrico fundamental sera
considerado para probar estabilidad y acotamiento de las sefiales del controlador adaptivo directo
de orden fraccionario (CAMRD-OF) aplicado por vez primera, a un modelo de aeronave (Cessna-
182 en nuestro caso), para el control del angulo de cabeceo 6(t) (o pitch angle del inglés) el cual
es considerado como parte del control longitudinal de una aeronave.
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El modelo longitudinal de la aeronave se dedujo en la Seccion 3 el cual fue representado por las
siguientes ecuaciones de estado

561 0 xl 0
% | _ 6, 8485 0 ~19, 2591 x| |34,7012
—0,0456 —19,4588 + 8e (1)

X3 0
09877 —0,0014 —2,2329 | [X4 0,2162 (5.12)

X1
Ww®=[1 00 O]M

en que
0 1 0 0 0
L-| o —684ss 0 -192591|  _ 347012
» = [-32,17 0 —0,0456 —19,4588|" P =| o
0 0,9877 —0,0014 —2,2329 0,2162
(5.13)
][00
r_ x| _ |9(t)|
=100 0 y xo=[=10
il el
Y cuya funcion de transferencia es
W (s) — 6(s) 34,7012s% + 74,9025 + 4,2914
P =5 () s4+9,1275° + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695 (5.14)
O bien
W (s) — 0) _ 23 701 s2 +2,15855 + 0,1234
P TS 5) - T S5 19,1278 + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695 (5.15)
En que
k, = 34,7012,

Z,(s) = s +2,15855 + 0,1234 y
R,(s) = s* +9,12753 + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695.

Luego, dependiendo de los requerimientos del sistema de control (maximo sobrepaso, tiempo de
asentamiento, etc.) el disefiador puede escoger el modelo de referencia mas adecuado para sus
propositos. El modelo de referencia utilizado para nuestro caso, es un modelo simple de segundo
orden el cual si debe tener el mismo grado relativo (n* = 2) de la planta, sin embargo, se escogio
un modelo que no presenta sobrepaso para evitar en lo posible, el sobrepaso en el angulo de cabeceo
0(t) (pithc angle del inglés) que es la variable que se desea controlar. A saber, el modelo de

referencia escogido es
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0(s) 2

W, = =
m(s) R(s) s?+4+3s+2 (5.16)
en que
Kk =2
Zm(s) =1y
R,(s)=s?>+3s+2.
Entonces, los parametros ideales del controlador que se obtienen son [4]
(k"7 10,05764
011] | 6,0155
O12| |11,4455
g+ — P13 _| 39685
0 0,075 (5.17)
03] 1-0,7989
6;,| |-1959
p;,] 1-1,9953.
Luego, formando la matriz y vectores de la ecuacion de error (4.49), se tiene que
(A, + bpy05h]  b,0;T  b,6;T b,
Apn = 165k, A+10;T 1657 |, by, = [ l ]
lh}, 0 A 0
:hp (5.18)
hpn =10 |
L0

en que

=

611 6,0155 21 —0,7989
k* =k—m = 0,05764, 85 = 0,075, 6; = |05, | = [11,4455], 65 = |63, =[ —-1,959 ]
P 055 3,9685 03, 1-1,,9953

Ademas, la matriz A debe ser Hurwitz, y el par (A, l) controlable, por tanto, se escogio

0 1 0 0
0 0 11,l=]0
-6 —11 -6 1

La cual esta en su forma candnica controlable y cuyo polinomio caracteristico es

A=

sI—Al=s3+652+11s+6=(s+ 1(s+2)(s+3)
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Luego reemplazando los parametros, vectores y matrices obtenidos, en la ecuacion (5.18), se llega

a que
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2,6062 —6,8485 0 —19,2591 208,7471 397,1726 137,7117 -—-27,7228 —67,9797 —69,2393
-32,17 0 —0,0456 19,4588 0 0 0 0 0 0
0,0162 09877 —-0,0014 —2,2329 1,3006 2,4745 0,858 —-0,1727 —0,4235 —0,4314
A _ 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
mn 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0,075 0 0 0 0,0155 0,4455 —2,0315 —0,7989 —1,959 —1,9953
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 -6 -11 —6
0
34,7012
0
) 0,2162
p 0
bmn=[l]= : KT, =[100000000 0]
0 1
0
0
0

Se puede verificar que la matriz A,,, es Hurwitz ya que todos sus valores propios A; con i =
1,2,--+,10 pertenecen al semiplano izquierdo del plano complejo s.

Dada la gran dimension de la matriz aumentada A,,,, se utilizoé el comando eig (4,,,) de Matlab
el cual se encarga de calcular los valores propios de dicha matriz. Asi entonces,

I —3,9871 1
—2,643 +j1,6149
—2,643 —j1,6149

-3
eig(Amn) =4 = 2 :
—0,6696 + j0,9422
—0,6696 — j0,9422
-1
—0,4864
B —0,0597 |

Lo cual verifica que la Matriz A,,, es Hurwitz y por tanto se cumplen las exigencias del Teorema
1 (o Corolario 3), asegurando la estabilidad del sistema de control adaptivo propuesto.

A continuacioén, y como parte de trabajo tedrico de esta Tesis, se propondra un nuevo lema para
abordar el analisis de estabilidad de la implementacidn particular propuesta que relaja la hipotesis
(i1) del Teorema 1 (o Corolario 3), aplicada a la planta bajo estudio.
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Lema 5: Sea un sistema o planta de orden n y grado relativo n* = 2 la cual esté representada por
las ecuaciones de estado

Xp (1) = Apxp(t) + byu(t)
Yo ) = hgxp ®
Cuya ley de ajuste de los parametros del controlador viene dada por,

(5.19)

EDEP() = EDFO(D) = —ysgn(ky)e (D@ (t) = —ye,(D@(t),  ¢(ty) =0

donde A, € R™™, es la matriz de estado de la planta x,, € R™ es el vector de estado, b, y hy, son vectores
€ R™ cuya entrada u(t) y salida y,,(t) € R, en que Z,(s) y R, (s) son polinomios ménicos de ordenn — 2
y n respectivamente. k,, es un parametro de ganancia constante, cuyo signo es conocido y sin
pérdida de generalidad, lo consideraremos positivo a lo largo de todo el analisis (k, > 0) y Z,(s)
es Hurwitz. Ademas, se supone que los parametros de la planta (ganancia k, y coeficientes de los
polinomios Z,(s) y R,(s)) son desconocidos y cuyo modelo de referencia es también de grado
relativo 2 (n,,, = 2) y Hurwitz, y cuya ecuacion de error viene dada por,

e(t) = Amne(t) + brplp @) (8)], e(ty) = e
e1(t) = hine(t), e1(to) = eqo
en que A, es Hurwitz. Luego, dado que e(t) y ¢(t) son acotadas por parte (i) del Teorema 1,
entonces las sefiales auxiliares w(t) (y w(t)) también seran acotadas.

(5.20)

Demostracién: Suponiendo que e(t) y ¢(t) son uniformemente continuas y diferenciables, y
basado en el Teorema 1 (o Corolario 3), en el cual se demostr6 que tanto e(t) y ¢(t) son acotados,
entonces, €é(t) también serd acotado ya que e(t) es acotado, diferenciable y uniformemente
continuo. Asi entonces, como las sefiales auxiliares w(t) (y @(t)) son parte de la ecuacion para
é(t) (ecuacion (5.20)), entonces w(t) debe ser acotada y w(t) también serd acotada puesto que

— 1
w (t) - (s+a)

1 .
w(t) dado que i S Hurwitz, lo cual concluye la prueba.

Este lema nos permite relajar la hipotesis que se debe considerar en el Teorema 1, en que para
probar que las derivadas fraccionarias sean acotadas, se debe imponer que la sefial auxiliar w(t)
sea acotada, cosa que no es necesario establecer en el caso en que § = 1. Otros casos, en los que
Be(0,1) se debe recurrir al Teorema 1 por ahora.

Mas aun, si la sefial auxiliar w(t) es acotada como se demuestra en el Lema 5, entonces, el Teorema
1, nos garantiza que la norma al cuadrado del error de estado ||e(t)]|? y salida |e;(t)|? tienden a
0 conforme t tiende a infinito.

Asi entonces, se ha logrado probar la estabilidad del sistema de control adaptivo fraccionario
propuesto.

Observacidn 3: Este lema también es valido para el caso general en que n > 2 siempre y cuando
B = 1 o las ecuaciones de error sean del tipo de la ecuacion (5.20).
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5.3. Control adaptivo por modelo de referencia directo de orden entero y
fraccionario (CAMRD y CAMRD-OF) aplicados al F-16 cuyo grado relativo es
n=1

Dado que, para este caso, se dispone de un modelo mas simple de la planta el cual es un modelo de
segundo orden y grado relativo 1 (n* = 1), entonces el analisis es mas sencillo que el caso del
Cessna-182 visto en el apartado anterior. Este hecho de la simpleza del modelo de aviones de
combate se debe por lo general, a restricciones en la informacion cuando se trata de asuntos de
seguridad nacional.

Asi entonces, el modelo matematico del F-16 [3] visto en la seccion 4 es

©® | |
ol = [omazs rommallocol+ (2o toss) 8@
y® =[0 1] [“Eg

en que y(t) = q(t) o pitch rate.

(5.21)

1,0189 0,9051
0,8223 —1,0774

—0,0022

_0 1756] y el vector

y lamatriz A = [ , el vector B = [

c=[0 1].

Ademas, la funcion de transferencia entre la salida de interés q(t) y la entrada 6,(t) viene dada
por

Q(s) _ —0,1756s —0,1807
5,(s)  s2+2,0963s + 0,3535 (5.22)

Sin embargo, al igual que en el caso de avion Cessna-182, cambiaremos el signo del numerador de
tal manera que la salida q(t) = 6(t) sea positiva cuando el angulo del deflector de cola &, (t) gire
hacia arriba (al revés de la notacion clasica que considera positivo el angulo del deflector de cola
cuando esta gira hacia abajo). Con esto, se logra tener un sistema positivo, es decir

Q(s) _ 0,1756s 40,1807 01756 s+ 1,02904
5,(s)  s2+2,0963s+0,3535 s2 4+ 2,0963s + 0,3535 (5.23)

Luego, la ley de control es

u() =07() - w(t)
donde,

8() = [k(t), 67(6), 6p(D), O3(DIT € R*y w(®) = [r(1), W] (®), ¥, (), W§(®)] € R*sonel

vector de parametros del controlador y sefiales auxiliares respectivamente.
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El vector de las sefiales auxiliares esta definido por las siguientes ecuaciones representadas en
variables de estado, a saber,

w1(t) = Aw,(t) + lu(t)
w2(t) = Awy (t) + Ly, (2)

con k(t), 6,(t), r(t), y,(t) ER,y 0:(t), 0;(t), w1(t), w,(t) € R. (A,1) es un par controlable
arbitrario, en que A € R es un escalar asintéticamente estable o Hurwitz y [ € R. Por simplicidad,
podemos escoger (A,/) en su forma candnica controlable.

En este caso, la ecuacion de error de salida puede ser expresada como.
k, r
e;(t) = k—Wm(S)¢ (BDw(t) (5.24)
m

cuyo vector de error de pardmetros del controlador ¢7 (t) viene dado por,

[P [kE) -k
d)(t) — |¢1(t)| — |91(t) - 9;'
FNGINERGELS
[qsz(t)J lez (t) — B;J

€ R*

enque k*, 61,60,y 0, son los valores ideales de los parametros del controlador adaptivo que hacen
que la planta en conjunto con el controlador sea idéntica a la funcion de transferencia del modelo
de referencia W,,,(s) que es lo que se desea conseguir, puesto que como ya se menciond en el
apartado anterior (Cessna-182), de ese modo, se consigue que el error de control e(t) = y,(t) —
Ym (t) tienda acero (e(t) = 0) conforme t — oo.

Notar que 1(t), $o(t), $1(t), $2(t) € R.

Dado que el grado relativo de la planta es 1, determinar las leyes de ajuste es sencillo y pueden
obtenerse directamente de la ecuacion de error. Ademas, en este caso, W, (s) es estrictamente real
positiva (e.r.p.),

k
er(t) = 1= Win(s) (D (D) (5.25)

m

Luego, la sefial de control es simplemente,

u(t) = 0T (Hw(t) (5.26)

Cuyas leyes de ajuste para el caso entero o clasico son

0(t) = (t) = —sgn(ky)es (H)w(t) (5.27)
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Entonces se puede demostrar (ver seccion 4), que el sistema con control adaptivo es
asintoticamente estable y gim e(t) = 0 para el caso entero.
—00

Ahora bien, en el caso fraccionario, las leyes de ajuste seran
5DE0(t) = §DEB(t) = —sgn(kp)er(H)w (L) (5.28)

Para las cuales se debe demostrar estabilidad, lo cual se analiza en la seccion siguiente.

5.4. Analisis de estabilidad del control adaptivo CAMRD-OF aplicado al F-16

Para facilidad del lector, reescribiremos las ecuaciones del error para el caso del F-16 (planta de
segundo orden y grado relativo igual a 1).

é(t) = Apne(t) + b[p(Dw(D)], e(ty) = eo
e1(t) = hipne(t), e;(to) = ex

Cuya ley de ajuste de los parametros del controlador viene dada por,

(5.19)

théxd’(t) = thf‘B(t) =—ve,(Dw(t), () =0

Al igual que el caso de la demostracion de estabilidad del Cessna-182, aplicando el Teorema 1 o
su simplificacion (Corolario 3) se concluye que el sistema de F-16 es estable segun Lyapunov. Las
ecuaciones de la planta para el F-16 difieren en las del Cessna-182 en que no es necesario usar el

_ 1 . . . .
vector w(t) = -~y w(t) el cual permitia que la ecuacion de error fuera estrictamente real positiva

(e.r.p.), sino que se utiliza directamente w(t) y dado que el grado relativo de la planta, en el caso
del F-16, es 1 (n* = 1), se garantiza que la ecuacion de error es e.r.p. Ademas, también por
Teorema 1, se garantiza que el valor medio de la norma cuadrada del error de estado [[e(t)]|? es
o(t¥~%*) Ve > 0, es decir,

lim
t—oo

[ta_g [¢ lle@?az
t

] =0, ve> 0. (5.20)
Ademas, utilizando el Lema 5 se puede demostrar que las sefiales que componen el vector de

sefales auxiliares w(t) son acotadas.

Luego, como la funcion de transferencia es

Q(s) _ 0,1756s + 0,1807
5.(s) s2+2,096s + 0,3535 (5.21)

Wy(s) =
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O bien,

Q(s) 01756 s +1,02904
Se(s) 7 s2+2,0963s + 0,3535 (5.22)

Wp(s) =

En que

k, = 0,1756,

Zy(s) = s+ 1,02904 y

R,(s) = s* +2,0963s + 0,3535.

Luego, dependiendo de los requerimientos del sistema de control (maximo sobrepaso, tiempo de
asentamiento, etc.) el disefiador puede escoger el modelo de referencia mas adecuado para sus
propositos. El modelo de referencia utilizado para nuestro caso, es un modelo simple de primer
orden de dindmica relativamente rapida ya que el polo se ubicard en s = —2. A saber, el modelo
de referencia escogido es

Wn(s) = % =3 i > (5.23)
en que
K = 2
Zp(s) =1y
Ry(s)=s+2.

Entonces, los parametros ideales del controlador que se obtienen son [4]

k* 11,43

. _|61| _| —0,0326

0" =16:| = | 51657 (5.24)
0; —4,24286

en que la matriz A debe ser Hurwitz, y el par (A, l) controlable y, por tanto, se escogieron
A=-1,1=1.

Luego, formando la matriz y vectores de la ecuacion de error (4.49), se tiene que

(A, + b,05h]  b,0;T  b,6;T b,
Amn=| 165h5 A+10;T 1057 | by = [ l ]
Lh] 0 A 0
h (5.25)
hpn =1|0
L0
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en que

=

k* =-"= 1143, 85 = —0,0326, 67 = —5,1657 y 05 = —4,24286

kp
La cual esta en su forma candnica controlable y cuyo polinomio caracteristico es

s —Al=(s+1)

Luego reemplazando los parametros, vectores y matrices obtenidos, en la ecuacion (5.25), se llega

aque

-1,0189 10,8937 -0,0001 —0,0093

A = 0,8223 —1,9845 —0,0057 —0,7450

mn 0 —5,1657 —1,0326 —4,2429
0 1 0 -1

b 0,0022
p 0,1756
bmn=[l]= 1 hTmn=[0100]~
0 0

Se puede verificar que la matriz A4,,, es Hurwitz ya que todos sus valores propios 4; con i =
1,2, -+ ,4 pertenecen al semiplano izquierdo del plano complejo s.

Luego, utilizando el comando eig (4,,,) de Matlab se calculan los valores propios de dicha matriz.
Asi entonces,

—2,0532
—1,0265 +j0.2162
—1,0265 —j0.2162| "

-1

eig(Amn) = A=

Lo cual verifica que la Matriz A,,, es Hurwitz y por tanto se cumplen las exigencias del Teorema
1, asegurando la estabilidad del sistema de control adaptivo propuesto.
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6. Simulaciones y analisis de resultados
Adicionalmente, y para efectos de comparacion de los diferentes controladores disefiados,
definiremos una funcional de costo cuadratica del tipo usada en problemas de optimizacion, es
decir,

—rt . 2 cu?
J =y o(@e - €2(0) + wy - wP(®)dt ©.1)

El cual contiene los clésicos indices de desempefio, a saber, el ISE = f;:o e?(t)dt e ISI =

t . . .y , .
ft -0 u?(t)dt. En esta Tesis, dependiendo del caso, también se usaran funcionales de costo
0=

normalizadas de tal manera que las contribuciones del error e(t) y el esfuerzo de control u(t)
sean equivalentes en magnitud o, dicho de otra manera, tengan el mismo peso a la hora de

) . A 0) t v
evaluar la integral. A saber, el ISE e ISI normalizados ( ft0=00 © dt e ft0=00'—(t)dt)

respectivamente. Sin embargo, se debe tener cuidado con el uso estas expresiones puesto que

0, (t) 0 0, (t) pueden ser cero para algiin tiempo ¢ indefiniendo con ello las integrales. En esos casos,
se recurre a las clasicas expresiones de las funcionales de costo (las cuales no consideran el
término de normalizacién o(t). Ademas, no olvidar que el disefiador puede cambiar la
importancia de cada variable cambiando el valor de los ponderadores w, y w,,. Finalmente, se
incluirdn otros términos que amplian el alcance de la funcional de costo recalcando siempre
que estos términos adicionales también son parte del criterio del disefiador.

Luego, la funcional de costo a utilizar sera,

_ t du t ) e2(t) ) u?(t)
Jnorm = Wessess + Wau Jy, |E| dt+ fy o (‘”e o) T Pu au(t)) dt (6.2)

en la cual se ha incorporado la ponderacion del error de control en régimen permanente egs y
. . . . |d .
la integral de la magnitud de la razon de cambio |d—1:| del esfuerzo de control. Finalmente, para

la implementacion de los controladores adaptivos de orden fraccionario (CAMRD-OF), se
escogieron diversos valores para el operador de derivacion a de las constantes del controlador
en forma arbitraria obteniéndose buenos resultados. Esto inspird posteriormente, la aplicacion
de un algoritmo de optimizacion denominado optimizacioén por enjambre de particulas (PSO o
Particle Swarm Optmization del inglés) por su facilidad de implementacion en sistemas
complejos y adecuada velocidad de convergencia aplicado a los 6rdenes de derivacion a's de
las leyes de ajuste adaptivas junto a las ganancias y's (igual a 1 en un principio), las cuales

estan relacionadas con la velocidad de convergencia de los parametros k y 6 del controlador
CAMRD-OF.

En un principio y para facilidad en la comparacién de los diferentes controladores, se considero
que las ecuaciones de ajuste tuvieran el mismo orden de derivacién a y las mismas ganancias
y; en el proceso de optimizacion (usando la técnica PSO). Luego, este mismo proceso de
optimizacion se realizard para el controlador de orden entero, en el cual, lo inico que se
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optimizara, seran las ganancias y; las cudles seran iguales en todas las leyes de ajuste, al igual
que el caso fraccionario con la diferencia que en este caso a = 1.

6.1. Pruebas de simulacion del control CAMRD-OF aplicado al modelo longitudinal
de la aeronave Cessna 182

Para mejor comprension del lector, reescribiremos las ecuaciones de la planta a controlar (modelo
longitudinal de la aeronave Cessna-182) las cuales fueron deducidas en la Seccion 3 y vienen dadas
por

X1 0 1 0 X1 0
X | 0 —6,3485 0 —192591 X2 4 34,7012 5.()
X3 |—32,17 0 —0,0456 —19,4588||x3 0 €
Xy 0 0,9877 —0,0014 —2,2329 ||X4 0,2162 (6.3)
X
Y@ =[1 00 0 H
en que,
0 1 0 0 0
A = 0 —6,3485 0 —19,2591 b = 34,7012
P |-32,17 0 —0,0456 —19,4588|" P 0 y
0 0,9877 -0,0014 -2,2329 0,2162 (6.4)
fa) [00)) |
T _ _ X2 — [6t)]
hy [1 0 0 O] y x,(1) is |u(t)|
il e
cuya funcion de transferencia es
2421 12
W (s)= O(s) 34,7012 s3 +2, 585S-2|-0, 337 6.5)
3 s* 49,1275 +34,7561s* +1,7542s +0,8695
en que
k, = 34,7012,

Zy(s) = s> +2,15855+0,1233 y

Ry(s) = s +9,127s" +34,7561s” +1,75425+0,8695 .

Por tanto, la planta es un sistema de orden 4 (n = 4) y grado relativo 2 (n* = 2). Ademas, el modelo de
error asociado a este sistema es precisamente el modelo de error tipo 3 dado por la ecuacion (5.20), es decir
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— kl’ 7 T\
e;(t) = HWm(SN) B w(t) (6.6)
en que W,,,(s) = W,,(s)L(s) y @(t) = L(s) *w(t) con L(s) = (s + a) Hurwitz.

Por otro lado, en el caso particular de la implementacion de este controlador, en que la planta es de
grado relativo 2, el modelo de referencia, no necesita ser e.r.p. (estrictamente real positivo) y puede
ser escogido con la tnica condicion, que su grado relativo sea igual o mayor al de la planta (n, >
2) y por supuesto, que éste, sea Hurwitz o asintéticamente estable.

Asi entonces, realizaremos pruebas de simulacion de los controladores CAMRD y CAMRD-OF
considerando un modelo simple de segundo orden y grado relativo n,,, = 2. A saber,

0(s) 2
W = =
() R(s) s*+3s+2 (6.7)
En que
K, =2
Zp(s) =1y

R, (s)=s?>+3s+2.

Es importante notar que la respuesta de la planta al escalon en lazo abierto presenta una caracteristica
marcadamente oscilatoria de larga duracion (300 seg. aproximadamente) antes de lograr el estado estable.
Esto se debe a que los 2 pares de polos de la funcidn de transferencia, son complejos conjugados. Un par de
polos contiene una frecuencia de oscilacion rapida (oscilacion corta o short oscillation del inglés) y el otro
par de polos presenta una frecuencia de oscilacion mas lenta (oscilacion pugoide o phugoid oscillation del
inglés). Por lo tanto, es conveniente escoger un modelo de referencia que no presente sobrepaso.

En la Figura 6.1, se muestra la respuesta al escalon de la planta en lazo abierto.

m——yp(t): Respuesta al escalon

. . . . .
0 50 100 150 200 250 300
t [seg]

Figura 6.1: Respuesta al escalon unitario de la planta en lazo abierto.

A continuacion, en la Tabla 6.1 se muestran los detalles de la implementacion de los controladores
CAMRD y CAMRD-OF.
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Tabla 6.1: Detalles de la implementacion del CAMRD y CAMRD-OF

2

s24+3s+2
34,7012s% 4 74,9025s + 4,2914

Planta Wp(s) - s* +9,127s3 + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695

6(t) =[k®) 61 6o(t) 6;(1)]" € R®

w® =[r® oI® 3w® ol©)] er®
u(t) = 0" (Mw(t) — e (D" (B (t)

Modelo de referencia W, (s) =

Ley de control

w1 (t) = Aw,(t) + lu(t)
w2(t) = Aw,(8) + Ly, (2)

Sefiales auxiliares 0 1 0
A=|0 0 1
-6 —-11 -6
=100 1]7
' i 1 1
Filtro de primer orden L(s) con L(s) =

a=1. Gt+a) (s+1)

k, _
er(t) = - Wn()97 (OB (®)

Error de salida .

W (5) = (5 + DW(s) y B0 = =00 (0)
Leyes de ajuste entera 0(t) = —ye, (O w(t)
Leyes de ajuste fraccionarias EDEO(E) = —ye (Dw(t)

Las leyes de ajuste fraccionaria fueron implementadas utilizando la Toolbox Ninteger para Matlab
[50]. Especificamente, se utilizo el bloque NID, el cual esta basado en el método de aproximacion
de Oustaloup [51]. En este caso, se utilizaron 5 polos, 5 ceros y el intervalo de frecuencia fue f €
[0,01, 100] rad/seg. Es importante mencionar que se logran mejores aproximaciones si se amplia
el ancho de banda (ej: f € [0,010, 1000]) pero a costa de aumentar el tiempo de simulacion.

6.1.1. Resultados preliminares de las simulaciones para el Cessna 182

En esta seccion, se presentan resultados preliminares de comparacion entre el CAMRD y CAMRD-
OF escogiendo en forma directa, algunos valores del orden de derivacion fraccionario a en las
leyes de ajuste, pero que servirdan como base para posteriores andlisis comparativos de los
controladores.

Ademas, se consideraron los siguientes valores para los ponderadores o pesos; w, = 2 and w,, =
1, wgy =1y wes = 1. Es util mencionar que estos valores pueden ser escogidos a gusto del
disenador. El tiempo de simulacion fue de 100 segundos (T, = 100).

Es importante notar que la funcional de costo también es escogida por el disefiador y puede incluir
mas 0 menos términos de disefio.
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En la Figura 6.2, se muestran las respuestas de la planta con control para diferentes valores de a.
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Figura 6.2: Angulo de cabeceo 8(t) con control CAMRD-OF para diversos ordenes de
derivacion a.

Para notar mejor el comportamiento transiente y estacionario de la repuesta o angulo de cabeceo
0(t), se realizaron acercamientos, los cuales se muestran en las figuras 6.3 y 6.4 respectivamente.
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Figura 6.3: Angulo de cabeceo 8(t) con control CAMRD-OF para diversos ordenes de
derivacion a durante el periodo transiente de la respuesta.
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De la Figura 6.3, se aprecia un comportamiento similar de las respuestas, sin embargo, la que
presenta mayor diferencia con la referencia es para el caso de orden entero (@ = 1). Se nota un
mayor pronunciamiento de la respuesta en los primeros instantes. Por otro lado, si el caso fuera
seguir un escalon y no el modelo de referencia, entonces presentaria un mejor desempefio respecto
de los demads casos. No olvidar que se desea alcanzar un minimo de la funcional de costo (es decir,
un menor J,o-m) Y, pOr tanto, también es importante mantener un esfuerzo de control lo mas
reducido posible.
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Figura 6.4: Angulo de cabeceo 6(t) con control CAMRD-OF para diversos ordenes
de derivacion a cercano al estado estacionario de la respuesta.

En este caso, se aprecia que a medida que a disminuye, la respuesta comienza a deteriorarse en el
sentido que el error de control aumenta. Esto es mas evidente para el casoen @ = 0,5y a = 0,3.
Para el caso de « = 0,9 y a = 0,7, estos errores se mantienen dentro de limites aceptables, en
particular el caso de @ = 0,9 el cual es muy similar al caso entero. También, es importante
considerar el caso en que el sistema se vea sujeto a perturbaciones, y por lo tanto, serd importante
no tan solo considerar el error de estado estacionario, sino también, la robustez que pueda presentar
el controlador.

A continuacidn, en la Tabla 6.2, se muestra el resultado de las simulaciones preliminares.

Tabla 6.2: Funcional de costo J,,,-m para el control CAMRD y CAMRD-OF para diversos
ordenes de derivacion a y ganancia de convergencia adaptivay = 1.

% a ISE + ISI Jnorm

CAMRD 1 1 3,2249 11,25

1 0,9 3,2157 10,96

1 0,7 3,1925 10,40

1 0,5 3,1616 9,977

CAMRD-OF 1 0,3 3,1218 9,781
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De la Tabla 6.2 se puede apreciar que el minimo J,,o,m se logra con 6rdenes de derivacion a menores,
lo que nos lleva a suponer que debe existir un 6ptimo de la funcional de costo distinto del caso entero (@ =
1) o simplemente CAMRD clasico.

6.1.2. Resultados usando optimizacion PSO para el Cessna 182

En el proceso de optimizacion, el cual es definido por el disefiador, usaremos el algoritmo de
optimizacion denominado optimizacion por enjambre de particulas (Particle Swarm Optimization
del inglés o PSO) [20, 21] dada su facilidad de implementacion para la optimizacion de sistemas
complejos. Ademds, con el objetivo de minimizar el tiempo de ejecucion del algoritmo,
supondremos en una primera instancia, que todos los ordenes de derivacion de las leyes de ajuste
s son idénticos al igual que todas las ganancias adaptivas y's, por lo tanto, tendremos solo 2 valores
de los parametros a optimizar. Mas adelante, realizaremos una optimizacién completa en la cual
ajustaremos los 16 parametros para el CAMRD-OF, a saber, 8 ganancias adaptivas mas 8 6rdenes
de derivacion correspondientes a las leyes de ajuste. De igual manera, para el caso de optimizacion
para CAMRD entero o clasico, solo se deben optimizar 8 parametros.

Recordando la funcional de costo

t  |du t e?(t) u?(t)
Inorm = @essess + wau fy o [ dt + oo (we Sig o Sg)de o

En general, los pesos que acompafian a cada termino, son definidos por el disefiador. Asi, por
ejemplo, si el disenador considera que es mas relevante mantener valores mas moderados del
esfuerzo de control, entonces aumenta las ponderaciones o pesos que acompaifian a dichos términos.

Para este proceso de optimizacion, se escogieron los siguientes pesos,
Wes =1, w4y, =1, w, =2y wy, =1y cuyo tiempo de simulacion fue de 100 [s].

En un primer proceso de optimizacion el cual denominaremos optimizacion simple,
consideraremos que las ganancias adaptivas y seran idénticas entre si al igual que los 6rdenes de
derivacion a.

En la Tabla 6.3 se aprecian los valores 0ptimos obtenidos para y y a.

Tabla 6.3: Funcional de costo J;,or-m Optimizada por PSO para control CAMRD y CAMRD-OF.

y a ISE + ISI T norm
DMRAC-PSO 4,2596 1 3,2001 10,6495
DMRAC-OF-PSO | 4,6618 0,3 3,1433 9,2980

De la Tabla 6.3 se puede notar un menor valor de la funcional de costo para el caso del control
adaptivo fraccionario versus el control adaptivo de orden entero o clésico.
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A continuacion, se muestran graficas de los angulos de cabeceo para los casos de control adaptivo
fraccionario y entero o clasico optimizados con sus respectivas ganancias Optimas para cada caso.
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=4.6618
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Figura 6.5: Angulo de cabeceo 8(t) con control CAMRD-OF y CAMRD optimizados.

De la Figura 6.5 se aprecia un comportamiento similar de la salida 6(t). Sin embargo, si
consideramos el periodo transiente (Figura 6.6), vemos que la salida en el caso del control clasico
no se ajusta tan bien a la salida al modelo de referencia, presentando menos suavidad respecto a la
convergencia de como lo hace el control fraccionario.

gama=4.2596 gama
1 T T T

=4.6618
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Figura 6.6: Angulo de cabeceo 0(t) con control CAMRD-OF CAMRD optimizados durante ¢l
periodo transiente.
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Mas aun, si observamos el esfuerzo de control graficado en las figura 6.7 y 6.8, nos podemos
dar cuenta que si bien, en el régimen permanente las curvas son similares, se nota un peak
mas pronunciado, en el régimen transiente, para el caso entero o CAMRD, lo cual es una
observacion interesante en el sentido que, si bien los comportamientos de las salidas
controladas pueden ser similares (aunque con mas brusquedad en el periodo transiente para
el caso clasico), el esfuerzo de control es mayor en el caso entero o clasico.

=4.6618
frac

gama=4.2596 gama
0.35 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t[s]

Figura 6.7: Esfuerzo de control §,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD optimizados.

gama=4.2596 gama__ =4.6618

frac
T T T T T T T T T

Figura 6.8: Esfuerzo de control §,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD optimizados en el
periodo transiente.
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En la Figura 6.8 se aprecia de mejor manera el peak mas pronunciado del esfuerzo de control para
el caso entero.

Finalmente, llevando a cabo el proceso de optimizaciéon mas completo, el cual denominaremos
optimizacion exhaustiva, es decir, considerando ordenes de derivacion y ganancias adaptivas
diferentes para las leyes de ajuste del CAMRD-OF. Ademas, se consideraron 50 iteraciones y a €
(0, 1]. Para efectos practicos de la optimizacion, se consider6 una cota inferior de @ = 0,3 en el
orden de derivacion puesto que, para valores menores de «, la convergencia del algoritmo de
derivacion fraccionaria aplicado al caso adaptivo, se hace muy dificil en cuanto a tiempo y costo
computacional y a medida que a se acerca a 0, puede no converger. Asi entonces, los parametros
obtenidos fueron los siguientes:

a, =0,3 a1 =05315 a;,=1 a;3=1
a, =03 a1 = 0,3 a, =1 a3 =0,8608.
Yr = 5,6173 y;; =0,03 Y12 = 0,03 y;3 = 33,5375
Yo = 0,03 Y21 = 10,0493 y,, = 0,03 y,3 = 0,11957.

En la Figura 6.9 se puede apreciar la evolucion de la funcion de fitness o funcion objetivo J,orm
respecto al nimero de iteraciones del enjambre de particulas utilizadas en el algoritmo de
optimizacion PSO.

Funcion de Fitness
©
w
T
L

9.26 \ J

9.25 N T n T T —p—

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
N° Iteracion

Figura 6.9: Evolucion de la funcidn objetivo o funcional de costo J,,0,-m @ medida que aumenta el
nimero de iteraciones usando PSO y CAMRD-OF.
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De la Figura 6.9 se puede apreciar que la disminucion de la funcion de costo no es tan significativa
a partir de la iteracion 30. Esto nos da un indicio de la eficiencia y simplicidad del algoritmo PSO
puesto que la convergencia al valor minimo es relativamente rapida.

Por otro lado, los valores de los parametros o ganancias adaptivas optimizadas para el caso
CAMRD de orden entero o simplemente CAMRD, resultaron ser

yk = 5,3633 yll = 0,1 )/12 = 0,1 y13 = 4‘9,58
Yo = 0,1 Y21 = 0,1 Y22 = 7,6837 Y23 = 0,1

Al igual que el caso anterior, en la Figura 6.9 se muestra la evolucion de la funcion objetivo o
fitness para cada nueva iteracion del enjambre de particulas para el caso de CAMRD de orden
entero.
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10.5745 J

10.574 1

10.5735 . . . . . . . . .
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Figura 6.10: Evolucién de la funcion objetivo o funcional de costo J,,o-m @ medida que aumenta
el namero de iteraciones usando PSO y CAMRD.

De las figuras 6.9 y 6.10, es interesante notar una mayor rapidez de convergencia, a un valor
estable de la funcidn objetivo, en el caso fraccionario (Figura 6.9) respecto del caso entero
(Figura 6.10), a pesar que se deben optimizar el doble de pardmetros. Esto pareciera ser un
indicativo que, al existir mas grados de libertad en el controlador, el comportamiento puede
ser modificado de mejor manera que en el caso mas restrictivo o entero.

A continuacion, en las figuras 6.11 y 6.12 se muestran las respuestas de ambos
controladores adaptivos respecto del seguimiento de la sefial de referencia (en color verde).
Ambas respuestas son similares y si observamos el transiente (Figura 6.11), el analisis es
similar al caso de optimizacion simple (en que se suponen que todas las ganancias adaptivas
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son iguales y todos los 6rdenes de derivacion a también son iguales), es decir, la respuesta
del CAMRD-OF se aproxima de manera mas precisa y suave a la referencia que el caso
entero o CAMRD.
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Figura 6.11: Angulo de cabeceo (t) con control CAMRD-OF y CAMRD con optimizacion
exhaustiva.
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Figura 6.12:Angulo de cabeceo 8(t) con control CAMRD-OF y CAMRD con optimizacion
exhaustiva durante el periodo transiente de la respuesta
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De igual modo, en las figuras 6.13 y 6.14 se aprecia nuevamente, que el esfuerzo de control es
mayor en el caso entero que fraccionario. En particular, este esfuerzo es mayor, en el periodo
transiente.

0.35 T T T T T T T T T
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Figura 6.13: Esfuerzo de control 8,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD con optimizacion
exhaustiva.
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Figura 6.14: Esfuerzo de control 8,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD con optimizacion
exhaustiva en el periodo transiente.

A continuacion, en la Tabla 6.4 se muestran los valores Optimos de la funcional de costo
Jnorm Paralos casos en que se varian todos los parametros del controlador.

70



Tabla 6.4: Funcional de costo J,,o;-m con optimizacion completa por PSO para el control
CAMRD y CAMRD-OF.

ISE + ISI Jnorm
CAMRD-PSO 3,19773 10,5738
CAMRD-OF-PSO 3,13314 9,251

Ahora bien, es interesante notar que la diferencia entre la optimizacion exhaustiva versus la simple
no es tan distinta puesto que los valores de la funcion objetivo son similares. Es util notar este
aspecto, ya que, para el caso del sistema analizado en esta Tesis, no se gana mucho (menor valor
de la funcional de costo o funcion objetivo) con optimizar todos los pardmetros (16 para el caso
fraccionario y 8 para el caso entero) versus optimizar suponiendo que todas las ganancias adaptivas
y's son idénticas al igual que todos los drdenes de derivacion a's apara las leyes de ajuste adaptivas
(optimizacion simple). Asi entonces, bastaria con realizar una optimizacion simple, la cual requiere
menos tiempo de simulacion para tener valores adecuados de los parametros mas o menos ideales
de las leyes de ajuste sin una pérdida elevada del comportamiento de la salida controlada del
sistema.

Observacién 4: En el caso en que los a’s puedan tomar valores mas alla de 1, es decir, a € (0,2)
podriamos tener un nuevo conjunto de pardmetros Optimos, a saber

Olk = 0,3 all = 0,3 alz = 0,3 a13 = 1,99
0(0 = 0,3 0(21 = 0,3 azz = 1,99 a23 = 0,3.
yk = 5,4‘84‘2 yll = 26,1357 y12 = 0,03 )/13 = 0,03

yo = 0,03 y21 = 14‘,0865 yzz = 0,03 ‘}/23 = 4‘6,2364‘.

9.36 T T T T T

9.34

Funcion de Fitness
©

© w

w N

©
)
®

9.24 L . I L I L .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

N° Iteracion

Figura 6.15: Funcion objetivo en cada iteracion para el caso CAMRD-OF en que el orden de
derivacion del parametro a € (0,2).
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CUYO Jnorm = 9,2507, el cual es muy similar al caso en que a € (0,1]. En resumen, tampoco se
mejora ostensiblemente el desempefio del controlador fraccionario si se extiende el rango de los
valores que podria adoptar el parametro a mas alla de 1.

Ahora bien, seria interesante analizar el comportamiento de la respuesta del sistema controlado si
se considera la implementacion general del controlador adaptivo directo para el caso en que el
grado relativo es mayor o igual a 2 (n* > 2), y asi poder comparar este comportamiento con el
implementado en esta Tesis que como se ha mencionado, solo sirve para el caso en que el grado
relativo es exactamente igual a 2 (n* = 2).

En la Figura 6.16 se muestra un diagrama en bloques del controlador adaptivo CAMRD
generalizado cuando n* > 2. En este caso, se deben considerar errores adicionales como son el
error auxiliar e, (t) y error aumentado £(t) ademas de una ganancia adicional k, (t). En este caso,
Wn(s) y Wy(s) son las funciones de transferencia del modelo de referencia y planta

respectivamente.

Win (s’

Modelo de
Referencia

r ﬂ @ 5> u (I W, (s)

)z

Figura 6.16: Estructura del controlador adaptivo directo (CAMRD) generalizado para el caso en
que el grado relativo de la planta es n* > 2.
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Luego, para hacer una primera comparacion, consideraremos los mismos valores de los y's y a's
obtenidos en el caso de optimizacion exhaustiva considerados para n* = 2, a la implementacion
generalizada vista en la Figura 6.16. A continuacidén se muestran nuevamente los valores de las
ganancias adaptivas optimizadas para el caso entero

Yr = 53633 y11, =01y, =0,1y,3 =49,58
Yo =01 Y21 = 0,1 Y22 = 7,6837 23 = 0,1
y para el caso fraccionario
a, =0,3 a;1 =05315 a;,=1 a3=1
a, =03 a1 = 0,3 a, =1 a3 =0,8608.
Yr = 56173 y41 = 0,03 Y12 = 0,03 y13 = 33,5375
Yo = 0,03 Y21 = 10,0493 y,, = 0,03 y,3 = 0,11957

En la Tabla 6.5 se muestran los parametros de disefios para el caso del CAMRD y CAMRD-OF
Generalizado, es decir, esta es la implementacion general del CAMRD cuando el grado relativo es
mayor o igual a 2 (n* > 2).
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Tabla 6.5: Detalles de la implementacion del CAMRD y CAMRD-OF Generalizada (n* > 2)

2
Modelo de referencia W.(s) = ——mMmM
m(s) s24+3s+2
W, (s) = 34,7012s2 + 74,9025s + 4,2914
Planta P = 41912753 + 34,7561s2 + 1,7542s + 0,8695

0(t) = [k(t) 6{() 6o(t) 67 ()]" €R®

T
Ley de control Generalizada = [r(t) u(ag(i)aT%]:f’)((f))(t)wg(t)] -

w4 (t) = Aw,(t) + lu(t)
@2(8) = Aw, (t) + Ly, (1)

0 1 0

A=1]0 0 1

Senales auxiliares -6 —-11 -6
[=]00 1]T

u(t) = Wi (s)u(t)
@(t) = Wi (s)w(t)
e1(t) = yp(t) — ym(t)
ex(t) = 0T () (t) — u(t)
e(t) = e () + k(e ()

&(®)e ()
"1+ o)’ (t)

Errores

k1 ) =-vy

Leyes de ajuste enteras
e®)a(t)

"1+ 20" (t)

« _ £(t)ex(t)
£DEky(t) = ~v; 1+ 00" (@)

6() = -y

Leyes de ajuste fraccionarias
e (t)
"1+ o)’ ()

DEO() = -y

En la Figura 6.17 se muestra una grafica del angulo de cabeceo 6(t) para el caso entero y
fraccionario de la implementacion del CAMRD y CAMRD-OF generalizado junto a la sefial de
salida del modelo de referencia 6,,(t).
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Figura 6.17: Angulo de cabeceo @(t) con control CAMRD-OF y CAMRD generalizados.

Se puede apreciar que la salida del caso adaptivo generalizado entero presenta oscilaciones en el
periodo transiente, cosa que no sucede con el caso fraccionario y tampoco con el caso adaptivo
entero y fraccionario de la implementacion de control adaptivo no generalizado (n* = 2), lo que
sugiere que la implementacion propuesta en esta Tesis (la cual es una extension del caso entero
clasico), presenta un mejor comportamiento que la del caso general del control adaptivo (n* = 2).
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Figura 6.18: Angulo de cabeceo 8(t) con control CAMRD-OF CAMRD generalizados durante el
periodo transiente.
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En la Figura 6.18 se aprecian las oscilaciones que presenta la variable controlada 6(t) en el periodo
transiente del control adaptivo de orden entero generalizado. Es evidente el mejor comportamiento
que presenta el caso de orden fraccionario y cuyo error en régimen permanente, va disminuyendo
con el tiempo, aunque no de una manera tan rapida como en el caso de orden entero.
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Figura 6.19: Esfuerzo de control 8,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD generalizado.
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Figura 6.20: Esfuerzo de control 8,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD generalizado en el
periodo transiente.
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Lo mismo sucede con el esfuerzo de control. En las Figura 6.19, se aprecia un peak menos
pronunciado para el caso fraccionario con respecto al caso entero y en particular, en el periodo
transiente (Figura 6.20). Ademas, el caso entero presenta varias oscilaciones antes de alcanzar un
estado mas estable.

Finalmente, en las figuras 6.21 y 6.22, se muestran todas las respuestas de los controladores
adaptivos implementados con sus respectivos esfuerzos de control (figuras 6.23 y 6.24).
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Figura 6.21: Angulo de cabeceo (t) con control CAMRD-OF y CAMRD.
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Figura 6.22: Zoom angulo de cabeceo @(t) con control CAMRD-OF y CAMRD en parte del
periodo transiente.
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De las figuras anteriores es mas o menos evidente que el controlador con mejor comportamiento
es el CAMRD-OF optimizado con PSO y n* = 2 ya que el comportamiento transiente es el mas
cercano a la sefial de salida del modelo de referencia sin presentar oscilaciones y, ademas, el error
en régimen permanente es cercano a cero tal como el caso entero. Esto era de esperarse dado que
este caso presenta la menor funcional de costo J,,orm, 10 cual se muestra en la Tabla 6.4.
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Figura 6.23: Esfuerzo de control 8, (t) con control CAMRD-OF y CAMRD.
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Figura 6.24: Zoom esfuerzo de control §,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD en el periodo
transiente.

De las figuras 6.23 o 6.24 también se puede apreciar que los menores esfuerzos de control se
consiguen con los controladores de orden fraccionario.
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En la Tabla 6.6 se muestra un resumen del desempefio de los controladores implementados tanto
para el caso no generalizado (n* = 2) como generalizado (n* > 2).

Tabla 6.6: Funcional de costo J,,o,-m para los controladores CAMRD y CAMRD-OF
generalizados y no generalizados.

ISE + IS1 Jnorm
CAMRD-PSO 3,19773 10,5738
CAMRD -OF-PSO 3,13314 9,251
CAMRD -Generalizado 3,29046 13,5
CAMRD -OF-Generalizado 3,08819 9,396

Asi entonces, como conclusion, podemos decir que el controlador que presenta el mejor desempeio
es el CAMRD-OF no generalizado (n* = 2), el cual se destaca en color azul, aunque si solo se
considera el indice ISE +ISI, el CAMRD-OF-Generalizado seria muy levemente superior, pero con
una mayor complejidad en su implementacion.

Por ultimo, realizaremos la optimizacion de los parametros del controlador adaptivo generalizado
de tal manera que las comparaciones sean aun mas equivalentes. Luego, los parametros 0ptimos
obtenidos para el caso fraccionario generalizado son

a,=03a;;, =03 a;;,=1 a;3=1
ag = 0,3 a1 =0,3301 a,;, =1 a3 =0,3.
Yk = 8,0272 y;1 = 4,0692 y, =0,03 y43=0,03
Yo = 4,8543 y,, = 163,1845 y,, = 16,2021 y,3; = 39,0482.
y para el caso entero generalizado
Yx = 53364 y4; =0,03 y;, = 31,2447 y,3 = 57,489
Yo = 0,03 Y21 = 0,03 y,, = 1,2051 y,3 = 124,5065.

En la Tabla 6.7 se muestra un resumen del desempefio de los controladores optimizados con PSO
e implementados tanto para el caso no generalizado (n* = 2) como generalizado (n* > 2).

Tabla 6.7: Funcional de costo J,,o,-m para los controladores CAMRD y CAMRD-OF
generalizados y no generalizados.

ISE + ISI Jnorm

CAMRD-PSO 3,19773 10,5738
CAMRD -OF-PSO 3,13314 9,251
CAMRD -PSO-Generalizado 3,2734 12,88
CAMRD -OF-PSO-Generalizado 3,13 9,203
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De la Tabla 6.7 se puede notar que, considerando todos los casos optimizados, los controladores
que presentan el mejor desempefio son los controladores de orden fraccionario CAMRD-OF-PSO
y CAMRD-OF-PSO-Generalizado. Nuevamente, aunque se optimice el caso entero, este presenta
oscilaciones en el periodo transiente, cosa que no sucede con los casos fraccionarios. Este es un
resultado muy relevante en el area de control de aeronaves ya que demuestra un mejor desempefio
que se puede lograr al implementar un control adaptivo de orden fraccionario versus el clasico
control adaptivo de orden entero, el cual es comun en aeronaves de alto desempeiio como son los
aviones civiles de pasajeros y de combate. Seria interesante entonces, como parte del trabajo futuro,
poder extender estos resultados a aeronaves de pasajeros (Boeing y Airbus por ejemplo) y no tan
solo aplicarlos a aeronaves de instruccion como es el caso del Cessna-182 visto en esta Tesis de
Doctorado para el caso de aviones civiles.

Finalmente, es util mencionar que si bien el controlador CAMRD-OF-PSO-Generalizado presenta
un valor de J,,,m levemente menor que el CAMRD-OF-PSO, esto es producto también de un valor
levemente menor en el peak del periodo transiente del esfuerzo de control, pero como contraparte,
la respuesta no es tan cercana a la del modelo de referencia como si lo es la respuesta del CAMRD-
OF-PSO en todo el intervalo restante hasta considerar los 100 segundos. Mds atn, la simpleza de
la implementacion CAMRD-OF-PSO (del tipo n* = 1) y el menor tiempo de procesamiento de la
accion de control supera a la del caso generalizado, aunque ambas respuestas son muy similares

con diferencias que podrian considerarse insignificantes como se puede apreciar en las figuras 6.25
y 6.26.

1.2 T T T T T T T T T
1 -
0
a s distintos n*=2
0.8 a s distintos n*>=2
£ 06 b
0.4 b
0.2 4

0 | | I I I | | | I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[s]

Figura 6.25: Angulo de cabeceo 6(t) con control CAMRD-OF y CAMRD-OF-Generalizado.
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0.99 O

a s distintos n*=2
a s distintos n*>=2

0.91 =~ L I I ) i
3.5 4 4.5 5 5.5

t[s]

Figura 6.26: Angulo de cabeceo 0(t) en parte del transiente con control CAMRD-OF y
CAMRD-OF-Generalizado.

Asi entonces, de las figuras 6.25 y 6.26 se puede notar que las respuestas son practicamente
idénticas para ambos controladores fraccionarios, aunque con un seguimiento levemente mejor de
la salida del modelo de referencia para el caso CAMRD-OF respecto al caso CAMRD-OF-
Generalizado.

T T T T T T T T T
« s distintos n*=2
— v s distintos n*>=2
0.2
0.15
C&D
bl
0.1
0.05
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 6.27: Esfuerzo de control 8,(t) con control CAMRD-OF y CAMRD en el periodo
transiente.
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Finalmente, en la Figura 6.27 se muestran la gran similitud de las sefiales de los esfuerzos de control
para ambos controladores en el periodo transiente y con un leve menor peak del caso generalizado
lo cual explica el menor J,o,-m Obtenido.

También es util sefalar que, en la medida de lo posible, es conveniente reducir el orden y mas aun,
el grado relativo de la planta an® = 2 aproximando la funcién de transferencia original de la planta
de tal manera de aprovechar el comportamiento del tipo de controlador disefiado en esta tesis
evitando entre otras cosas, tener que incorpora sefiales y errores auxiliares, ademas que se reduce
el nimero de parametros que se deben ajustar en el proceso de optimizacion y evitando sobrepasos
u oscilaciones, en el periodo transiente.

6.1.2. Analisis del comportamiento del CAMRD-OF aplicado al modelo
longitudinal del Cessna 182 ante cambios en los parametros de la planta

A continuacion, se llevaran a cabo pruebas de robustez debido a cambios paramétricos de la planta.
Para ello, realizaremos una comparacion entre el CAMRD de orden entero y CAMRD-OF
optimizados con PSO usando el esquema de control adaptivo simplificado para el caso de grado
relativo igual a 2 (n* = 2) ya que este controlador fue el de mejor desempefio (junto al CAMRD-
OF generalizado), pero de mejor respuesta respecto de seguimiento del modelo de referencia,
mayor simpleza en la implementacion y por tanto, mayor rapidez en la accion de control.

El principal parametro para el cual analizar la robustez del controlador serd un cambio de un 5%
adicional en el pardmetro constante del denominador el cual es la multiplicacion de las frecuencias
naturales de largo (oscilacion fugoide o phugoide oscillation del inglés) y corto periodo (oscilacion
corta o short oscillation del inglés). Estas frecuencias dependen principalmente a las condiciones
de vuelo del avion (velocidad longitudinal menor a la de crucero con cambios bruscos en el
deflector de cola 6,.(t)).

El fugoide tiene un angulo de ataque casi constante pero un cabeceo variable, causado por un
intercambio repetido de velocidad y altitud. Puede ser excitado por un tnico efecto elevador (una
desviacion corta y aguda seguida de un retorno a la posicion centrada) que resulta en un aumento
del cabeceo sin cambios en el ajuste de las condiciones de crucero. A medida que la velocidad
disminuye, la nariz cae por debajo del horizonte; y cuando la velocidad aumenta, la nariz sube por
encima del horizonte. Los periodos pueden variar de menos de 30 segundos para aviones ligeros a
minutos para aviones mas grandes. Por tanto, es un parametro cuyo cambio puede ser peligroso si
dichas oscilaciones aumentan y persisten en el tiempo.

Son varios los casos de accidente por este fenomeno de subida y bajada continua de la nariz de una
aeronave. Solo por nombrar uno, en el afio 1972, un Fokker F-27 Friendship de la compaiia Aero
Transporti Italiani, en ruta desde Roma Fiumicino a Foggia, mientras ascendia a 13.500 pies, entro
en un area de mal tiempo con actividad de tormenta local. A casi 15.000 pies, el avion perdio
repentinamente 1200 pies de altitud y su velocidad disminuy6 desarrollando oscilaciones fugoides,
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de las que los pilotos no pudieron recuperar el aparato. El avion golped el suelo a una velocidad de
340 nudos. Tres tripulantes y los quince pasajeros de a bordo resultaron fallecidos [52].

En la Figura 6.28 se muestra el fendmeno de oscilacion fugoide y oscilacion de periodo corto.

Short Period short period
(me1t0 5 SEC}-#

Angle of attack Vertical height
minimum

]

f /[E\ air speed nearly constant

J . S

long period

o
: 3 3
2 1
- | =T e
-

Figura 6.28: Oscilaciones de periodo corto y largo o fugoide (Figura subida del libro Aircraft
Design de Ajoy Kumar).

Ahora bien, en la Figura 6.29 se muestra la simulacion de un cambio en el pardmetro constante
cuando este aumenta un 5% a los 100 segundos, es decir, cambia de 0, 8695 a 0,913. El tiempo
total de simulacion es de 200 segundos.

12 CAMRD Optimizados con PSO

3
g 08 0,0
@ 6,(t) CAMRD Entero n*=2
[ 6 _(t) CAMRD Fraccionario n*=2
S o6 L
o 0.
=
j=2]
c
<<
=04
T
0.2

0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s]

Figura 6.29: Angulo de cabeceo 8(t) ante cambio del parametro constante del denominador.
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Figura 6.30: Zoom de 8(t) ante cambio del pardmetro constante del denominador.

De las figuras 6.29 y 6.30 se aprecia que ambos controladores presentan un buen comportamiento
de la estabilizacion del d&ngulo de cabeceo de la aeronave ante un cambio del parametro constante
ya que a los 2 a 3 segundos de producido el cambio paramétrico, el controlador lo estabiliza
presentando oscilaciones de muy pequefia amplitud respecto de la referencia. Es importante
destacar que las oscilaciones fugoides son aceptables hasta por un periodo de 30 segundos para
aviones livianos como es el caso del Cessna-182.

CAMRD Optimizados con PSO
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Figura 6.31: Esfuerzo de control u(t) = §,(t) ante cambio del parametro constante del
denominador.
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Figura 6.32: Zoom del esfuerzo de control u(t) = 8.(t) ante cambio del parametro constante del
denominador.

En las figuras 6.31 y 6.32 se aprecia el esfuerzo de control realizado para estabilizar el angulo de
cabeceo luego del cambio paramétrico, el cual es algo mayor en el caso del CAMRD-OF respecto
de su contraparte entera, no obstante, dicho esfuerzo mayor es eliminado a los 4 segundos
aproximadamente.

Aunque todos los cambios paramétricos son importantes, hay unos que inciden mas que otros como
es el caso visto anteriormente. Otro cambio paramétrico a tener en cuenta seria aquel que acompana
al término de segundo orden en el denominador (s?) ya que este considera entre otros, la suma de
las frecuencias fugoide y de corta duracion elevadas al cuadrado, ademas de la multiplicacion entre
ellas y los factores de amortiguamiento relativo respectivamente.

Luego, supongamos que se produce un aumento de un 10% de este pardmetro a los 100 segundos,
es decir, pasa de 34,756 a 38,2316.

En la Figura 6.33 se muestran el comportamiento del angulo de cabeceo 6(t) ante el cambio
paramétrico, el cual es practicamente imperceptible. Es decir, ambos controladores son muy
robustos ante dicho cambio, a pesar de ser un cambio tan importante como un 10%.
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Figura 6.33: Angulo de cabeceo O(t) ante cambio del parametro que acompaia a s en el
denominador.

Algo similar sucede con el esfuerzo de control (ver Figura 6.34). Este es levemente mayor para el
caso CAMRD-OF respecto del CAMRD de orden entero como se aprecia de mejor manera en la
Figura 6.35.
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Figura 6.34: Esfuerzo de control u(t) = &.(t) ante cambio ante cambio del parametro que
acompafia a s? en el denominador.
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Figura 6.35: Zoom del esfuerzo de control u(t) = &.(t) ante cambio ante cambio del
parametro que acompafia a s en el denominador.

En resume, ambos controladores presentan gran robustez ante cambios en los parametros de la
planta.

6.2. Pruebas de simulaciones del control CAMRD-OF del pitch rate (o razén de
cambio del angulo de cabeceo) aplicados al avion de combate F-16

En el caso del avidon polivalente (multifuncion) F-16 Falcon Figther, es més deseable controlar la
razon de cambio del angulo de cabeceo q(t) = 6(t) (pitch rate) que el angulo mismo. Para llevar
a cabo esta simulacion, se utilizoé el modelo matematico [34, 35] el cual considera condiciones de
vuelo nivelado y representado en variables de estado tal como se indica en la ecuacion (6.9), para
luego, obtener la funcion de transferencia entre la razon del dngulo de cabeceo q(t) = 6(t) y el
angulo del aleron de cola 6, (t) como se muestra en la ecuacion (6.10). A continuacion, se presentan
los modelos matematicos de ambas representaciones (variables de estado y funcion de
transferencia) de la dindmica longitudinal del avion F-16 para las condiciones de vuelo nivelado.
A saber, V=502 [pies/s] y Altitud = 0 [pies] (avidn volando a nivel del mar o cerca de la superficie
terrestre).

© | )
30 =[omzs “rorsal oo * Corselo.
yo =0 1%,

en que y(t) = q(t) o pitch rate.

(6.9)
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Luego, de la ecuacion (6.9), se puede obtener facilmente la funcion de transferencia entre la salida
de interés q(t) y la entrada J,(t) puesto que

Y(s s —0,1756s — 0,1807
() _ Q0 _ (s — A)1B =
U(s)  6(s) s2 42,0965 + 0,3535 (6.10)

—1,0189 0,9051
0,8223 -1,0774

—0,0022

—0 1756] y el vector

En que la matriz A = , el vector B = [

c=1[0 1]

Sin embargo, al igual que en el caso de avién Cessna-182, cambiaremos el signo del numerador de
tal manera que la salida q(t) = 6(t) sea positiva cuando el angulo del deflector de cola 8, (t) gire
hacia arriba (al revés de la notacion clasica que considera el angulo del deflector de cola positivo
cuando este gira hacia abajo). Con esto, se logra tener un sistema positivo, es decir

Q(s)  0,175s+0,1807 01756 s +1,02904
5,(s)  s2+42,096s +0,3535 s2 +2,096s + 0,3535 (6.11)

El esquema de control se muestra en la Figura 6.36 el cual es tipico esquema de control adaptivo
directo para el caso n* = 1.

Zul(s) VYm (1)

' Kn 2.
Pl L
yp () 7
ri)| ey ) u () K 2o » )
4+ &_ﬂ_(L

Figura 6.36: Estructura del caso general del controlador adaptivo directo
(CAMRD) de grado relativo n* = 1.
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A continuacion, en la Tabla N°6.8 se muestran los parametros y ecuaciones de la implementacion
del controlador CAMRD y CAMRD-OF.

Tabla 6.8: Detalles de la implementacion del CAMRD y CAMRD-OF (n* = 1)

Modelo de referenci W (s) = K, 2m&) _ 2
odelo de referencia n(s) = mR ) st2
_Z,() _ s + 1,02904
Planta Wo(s) = Ky Ry(s) 0.1756 5 +2,0965 + 0,3535
0@) = [k(t) 671 6,(t) 65 (1)]" € R*
T
Ley de control w(t) = [r(t) THORA) a)g(t)] € R*

u(t) =0T w(t)

w1 (t) = Aw,(t) + lu(t)
w2(t) = Aw,(8) + Ly, ()
A=-1
=1
e () = yp(t) — ym(t)

Sefiales auxiliares

Errores

EDEO(E) = —ye, (HDw (1)

Leyes de ajuste fraccionarias

Se escogidé un modelo de referencia con una dinamica relativamente rapida (también se podria
. 1 . :
haber escogido W, (s) = —; bero dado que este es un avion de combate, se requieren mayores

exigencias en cuanto a tiempos de respuesta. De hecho, como tiempo de simulacion se escogio solo
Tsim =5 [s].

También, es interesante notar que como lo mas importante es seguir lo mas fielmente la referencia,
se uso una funcional de costo que considerara unicamente el error de control e, es decir,

t
] = wef e?(t)dt (6.11)

t0=0
Recordar que la funcional de costo y sus pardmetros pueden ser escogidas por el disefiador.

En la proxima seccion, se lleva a cabo el proceso de optimizacion de los controladores fraccionarios
y enteros con PSO y se analizan los resultados.

6.2.1. Resultados usando optimizacion PSO para el F-16

En este caso, el proceso de optimizacion es mas rapido debido al menor orden del sistema. Ademas,
el valor de w, = 50 para ponderar de manera importante el error de control. Luego, los valores
obtenidos para el caso fraccionario fueron
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Y = 477,3457 y, =576,3984 y, = 23,0385 y, =0,03
a,=03a;,=03ay=1a, =0,3.

En la Figura 6.37 se muestra la evolucion de la funcional de costo (o funcion de fitness) en cada
iteracion del algoritmo de optimizacion PSO.

0.5
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0.25
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N° lteracion

Figura 6.37: Funcional de costo para el caso optimizado con PSO del controlador CAMRD-OF.

y para el caso entero
Yr = 605,4839 y; = 2489360 y, = 60,2778 y, = 301,4298

y cuya evolucion de la funcional de costo se muestra en la Figura 6.38.
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Figura 6.38: Funcional de costo para el caso optimizado con PSO del controlador CAMRD.
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Ademas, en la Tabla 6.9 se muestra un resumen del desempefio de los controladores
optimizados con PSO e implementados para el caso n* = 1 del F-16.

Tabla 6.9: Funcional de costo J para los controladores CAMRD y CAMRD-OF de grado
relativo n* igual a 1.

J
CAMRD-PSO 0,3946
CAMRD -OF-PSO 0,0104

De la Tabla 6.9 se puede notar que, el controlador de mejor desempefio es sin duda el CAMRD-
OF versus su contraparte entera. Este es un resultado muy relevante en el area de control de
aeronaves ya que demuestra que se puede lograr un buen desempefio al implementar un control del
pitch rate (o razén de cambio del dangulo de cabeceo en una aeronave de combate como es el caso
del F-16) usando un controlador adaptivo de orden fraccionario.

CAMRD Optimizados con PSO
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q(t): razon de cambio angulo de cabeceo o pitch rate
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[0}

o
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Figura 6.39: Razén de cambio del angulo de cabeceo q(t) = O(t) o pitch rate con control
CAMRD y CAMRD-OF.

Es evidente de la Figura 6.39 que el seguimiento de la referencia (curva azul) del pitch rate usando
el controlador CAMRD-OF (curva verde) es casi perfecto a diferencia del control de orden entero
CAMRD (curvaroja) el cual presenta varias oscilaciones antes de alcanzar el régimen permanente.
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Figura 6.40: Esfuerzo de control u(t) = 8.(t) con control CAMRD y CAMRD-OF.

Ademas, la amplitud maxima del esfuerzo de control también es menor y con bastantes menos
oscilaciones en el caso del CAMRD-OF como se puede apreciar en la Figura 6.40.

Es decir, el CAMRD-OF ademas de presentar una respuesta claramente superior (casi un perfecto
seguimiento de la sefial de referencia), también presenta un mucho menor esfuerzo de control que
el caso CAMRD de orden entero.

Finalmente, si permitimos que el orden de derivacion sea superior a 1, es decir ae(0,2) y
procedemos a realizar la optimizacion por PSO se obtienen los siguientes parametros

¥ = 571,8539 y; =201,7184 y, = 39,2932 y, = 49.6488
a,=03a; =03a,=0,3a, =1,99.
En la Figura 6.41 se muestra similar desempefio al caso del controlador para ae(0,1).
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Figura 6.41: Razén de cambio del 4ngulo de cabeceo q(t) = O(t) o pitch rate con control y
CAMRD-OF con ae(0, 2).
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En la Tabla 6.10 se aprecia una leve mejoria respecto del CAMRD-OF para ae(0,1), la cual no es muy
relevante ya que las respuestas son practicamente idénticas.

Tabla 6.10: Funcional de costo J para los controladores CAMRD y CAMRD-OF de
grado relativo n* igual a 1 incluido a€(0, 2).

J
CAMRD-PSO 0,3946
CAMRD -OF-PSO 0,0104
CAMRD-OF-PSO- a¢(0,2) 0,0095

6.2.2. Analisis del comportamiento del CAMRD-OF aplicado al modelo
longitudinal del F-16 ante cambios en los parametros de la planta

A continuacion, y similar al caso del Cessna-182 realizaremos un analisis de robustez frente al
cambio paramétrico mas sensible de la planta, el cual corresponde al parametro constante en el
denominador de la funcidn de transferencia del F-16. Asi entonces, realizaremos un cambio del
10% (aumento del 10%) a los 5 segundos, por tanto, el tiempo total de simulacion serd de T'sim =
10 [s]. Es importante hacer notar que un cambio del 10% es mas o menos radical en el pardmetro
de una aeronave, sin embargo, la idea es poder probar el comportamiento de los controladores ante
variaciones paramétricas importantes para mejorar los niveles de prestaciones en aeronaves de
combate.
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Figura 6.42: Pitch rate q(t) ante cambio del parametro constante del denominador.
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Figura 6.43: Zoom del pitch rate q(t) ante cambio del parametro constante del denominador.

De las figuras 6.42 y 6.43 se nota una mejor robustez ante el cambio paramétrico del controlador
CAMRD-OF. No obstante lo anterior, una vez alcanzado el régimen permanente, el CAMRD de
orden entero también presenta un comportamiento adecuado, aunque con algunas oscilaciones de
mayor amplitud y de mas larga duracion que el caso fraccionario antes de volver a la referencia.

Ahora bien, respecto del esfuerzo de control, el CAMRD-OF presenta un pico mas pronunciado
ante el cambio paramétrico, aunque de muy corta duracion (ver Figura 6.44).
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Figura 6.44: Esfuerzo de control u(t) = 8,(t) ante cambio del parametro constante del
denominador.
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En resumen, el caso CAMRD-OF presenta un mejor comportamiento en el periodo transiente del
inicio del control (seguimiento de la referencia) como asi también, una adecuada robustez ante un
importante cambio paramétrico (10%) del término constante.

Finalmente, es atil mostrar (figuras 6.45 y 6.46) que se cumple lo propuesto en el Lema 5 para el
modelo del Cessna 182 en el sentido que todas las sefiales auxiliares @w(t) son acotadas.
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Figura 6.45: Sefiales auxiliares del sistema de control fraccionario con n* = 2.
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Figura 6.46: Zoom de parte del periodo transiente de las sefales auxiliares del sistema de
control fraccionario con n* = 2.
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Lo mismo sucede con las sefiales auxiliares (sefales acotadas) del modelo del F-16 Falcon Figther,
las cuales se muestran en la Figuras 6.47.

Senales internas auxiliares

r(t)

wi(t)
yp(t)
w2(t)
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Figura 6.47: Senales auxiliares del sistema de control fraccionario con n* = 1.
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7. Conclusiones y trabajo futuro
La propuesta de Tesis se enfocé en el diseo de esquemas de control adaptivo directo de orden
fraccionario (CAMRD-OF) aplicados al control del &ngulo de cabeceo (o pitch angle del inglés)
de una aeronave civil (Cessna -182) y la razon de cambio del angulo de cabeceo (o pitch rate
del inglés) para el caso de un modelo longitudinal simple de una aeronave de combate como es
el F-16.

Los resultados obtenidos mostraron que para el control del angulo de cabeceo de una aeronave
de instruccion civil como es el caso del avion Cessna 182, usando un lazo de control adaptivo
de orden fraccionario (CAMRD-OF), se logré un mejor desempefio (menor J,,orm) que con el
CAMRD clésico o de orden entero optimizando en ambos casos, los pardmetros y 6rdenes de
derivacion de las leyes de ajuste fraccionarias por medio del algoritmo de optimizacion PSO.
Es importante hacer notar que el algoritmo que se use en el proceso de optimizacion depende
de la eleccion del disefiador, por tanto, PSO no es el tinico que puede ser usado en dicho
proceso.

También, se investigd la extension de estos resultados al control del pitch rate (o razén de
cambio del angulo de cabeceo) de un modelo simple de la dindmica longitudinal de un avion
caza F-16 Falcon Figthter, con buenos resultados. De hecho, se logré un mejor desempefio
haciendo nuevamente uso del CAMRD-OF versus su contraparte entera o simplemente
CAMRD.

Ademas, se logré demostrar tedricamente, la estabilidad de las implementaciones propuestas,
por lo cual, el logro de los objetivos propuestos en esta Tesis serd un aporte importante al
conocimiento en el area del control de orden fraccionario aplicado al control de aeronaves,
tanto civiles como de combate, donde existen pocos aportes relacionados con el control
adaptivo por modelo de referencia o CAMR que hacen uso del calculo fraccionario.

También, se llevaron a cabo los respectivos andlisis de robustez de las implementaciones de
controladores propuestas con buenos resultados, por lo tanto, se lograron todos los objetivos
planteados en la Tesis.

Demas esta decir que esta Tesis es la primera que aborda y hace uso de las nuevas teorias de
estabilidad, incorporando lemas propios (Lema 5) y simplificando otro teorema (Teorema 1)
para el caso en que la dindmica del error de salida y las leyes de ajuste tienen diferentes 6rdenes
de derivacion, lo que era un tema pendiente en el area del control fraccionario. Mas aun, el caso
estudiado en esta tesis es de la mayor relevancia puesto que en los casos mas practicos del
control adaptivo, los modelos de error son por lo general, de orden entero ya que el modelo
matematico de los sistemas dindmicos es de orden entero y por tanto distinto al orden de
derivacion que pudieran tener las leyes de ajuste fraccionarias. De hecho, es muy poco comun
que los modelos matematicos de los sistemas fisicos sean de orden fraccionario y menos aln,
que el orden de derivacion del modelo fraccionario coincida con el orden de las leyes de ajuste
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fraccionarias. También, es importante sefialar que es primera vez en la literatura del control
adaptivo que se aplica este sistema de control adaptivo directo de orden fraccionario a una
aeronave con mejores resultados que su contraparte entera como se demuestra en el reciente
paper publicado por este autor y sus co-autores [55].

Ademés, y por lo comentado en el parrafo anterior, el caso analizado en esta tesis puede ser
ampliamente extensible a la mayoria de los casos practicos del control adaptivo fraccionario en
los cuales los 6rdenes de derivacion son distintos tanto para el modelo del sistema bajo estudio
(orden entero por lo general) como para el orden de las leyes de ajuste, la cual puede ser
fraccionaria. De hecho, quedd demostrado a nivel de simulacion, que es ventajoso reducir el
grado relativo de un sistema an* = 2 ya que la implementacion del controlador es mas sencilla
y se evitan oscilaciones o sobrepasos en el periodo transiente, tema que es relevante en el caso
particular del control de aecronaves puesto que no se desea que ésta presente oscilaciones
sostenidas por un periodo relativamente largo de tiempo. Es decir, los controladores de orden
fraccionario suavizan la respuesta.

Finalmente, se pudo demostrar que usar ordenes de derivacion fraccionarios mas allade 1 (¢ €
(1, 2)) no mejora sustantivamente el desempefio de los controladores, al menos para el avion
Cessna-182 estudiado en esta Tesis.

Como trabajo futuro, se espera poder demostrar no tan solo estabilidad sino estabilidad

asintotica del error de control utilizando una funciéon de Lyapunov adecuada que permita, con
las herramientas desarrolladas hasta ahora, poder llevar a cabo dicha prueba.
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