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Resumen

Este trabajo presentara un estudio teérico y numérico sobre la deteccion de comunidades
en redes complejas basado en las herramientas de la mecanica estadistica aplicada a un sis-
tema granular. En particular, se utilizaran los datos del estudio de Castillo et al [Phys. Rev.
Lett. 109, 095701 (2012)], el cual analiza una transicion de fase continua de segundo orden
en un sistema granular cuasi bidimensional vibrado verticalmente. En esta investigacion se
informara sobre la construccién de una red granular de particulas para estudiar la formacion,
evolucion y propiedades estadisticas de grupos de particulas que se desarrollan en las proximi-
dades de la transicion liquido-soélido del sistema. Usando los datos de posiciones de particulas
y orden local, se extraeran clisteres granulares tomados como comunidades de la red granular
mediante optimizacion de la funcién modularidad @ = ;- ij(Aij — Pi;)0(Cy, C5), la cual
representa una medida de similitud entre elementos de un mismo grupo C;. Cada una de es-
tas comunidades sera un conjunto de particulas con orden de orientacion local bien definido,
incrustado dentro de una serie de otros parches que forman una compleja red de camulos de
particulas ordenadas.

A su vez, se mostrara que la distribucion de los tamanos de los grupos, el tiempo de vida
medio, y diversas centralidades de la red de clusteres dependen de la distancia a la transicion
de fase liquido-so6lido del sistema granular. Especificamente, la distribucion del tamano de
los conglomerados muestra un comportamiento invariante de escala durante al menos una
década en los tamanos de los conglomerados, la esperanza de vida de los conglomerados crece
mondtonamente con cada tamano de conglomerado, y las centralidades muestran valores cada
vez mas grandes a medida que se acerca la transicion.

Por otra parte, se demostraran dos modelos entropicos que representan al sistema: uno
microscopico y otro mesoscopico. Esto ultimo permitiendo tener una entropia asociada a la
transicion, con la cual se entenderé mejor la transicion, permitiendo definir un calor especifico
del sistema. Se mostrara que este no muestra divergencia, lo que responde interrogantes de
los estudios anteriores.
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Capitulo 0

Introduccion

« Yet the simplest solution by far would be nothing, that there should be
nothing at all in the universe. Nature is far more inventive than that, so I
refuse to go along thinking it always has to be simple.»

R.P. Feynmann [1]

Un estudiante se encuentra en su escritorio, ubicado en el tercer piso, al costado norte del
edificio de Fisica de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas de la Universidad de Chile,
son las 9 de la manana. El joven tiene a sus espaldas una ventana por la cual cae la luz sobre su
cuerpo, dandole la temperatura perfecta para sentirse comodo y asi escribir su tesis. Mientras
pasan las horas, la sensacion de calor sobre su espalda va de aumento en aumento, obligandolo
a cerrar la cortina. En ese momento, el joven visualiza indirectamente al Sol, cuerpo celeste en
equilibrio termodinamico [2]. El cual, si bien tiene una gran masa que lo hace colapsar sobre si
mismo, siente a su vez una gran presiéon producida por reacciones nucleares que lo expanden,
anulandose ambos efectos, y manteniendo asi su volumen constante. Desde los mismos rayos
que nacen alla lejos en el centro del sistema solar, absorben energia las plantas, o en otras
palabras, la vida, lo organico, lo cual pareciera estar en perfecto equilibrio, asi como lo esté el
sol. Afortunadamente, esto no es asi. Nosotros (si se permite por primera y tltima vez escribir
en primera persona durante esta tesis), la vida, el planeta Tierra y muchos otros fenémenos
fisicos del universo, son sistemas que no estan en equilibrio termodinamico, sino que estan
lejos de este: sistemas en los cuales las cantidades que los definen evolucionan constantemente
en el tiempo y en el espacio. El planeta Tierra, por ejemplo, recibe constantemente energia
desde el sol. Este influjo de energia proporciona la fuerza para el mantenimiento y nacimiento
de la vida y es, responsable de mantener una atmosfera fuera del equilibrio termodinamico
[3], en la cual la presion global no existe, sino que depende de la altura.

Antes de definir los sistemas fuera del equilibrio termodinédmico, hay que definir los fe-
némenos en equilibrio termodinamico. Estos son manifestaciones de dinamicas descritas por
variables macroscopicas (entropia, volumen, nimero de particulas, entre otras) intensivas o
extensivas que no cambian en el tiempo, ni el espacio, es decir, un sistema esta en un estado
de equilibrio si las propiedades observables macroscopicas tienen valores fijos y definidos en
un limite de un gran numero de constituyentes [4]. Estas propiedades macroscopicas son lla-



madas variables de estado. Una variable de estado es cualquier cantidad fisica que tiene un
valor bien definido para cada estado de equilibrio del sistema, y este equilibrio se define por
relaciones entre estas variables via una ecuacion de estado del sistema. Esta tltima es una
funcién, que contiene todas las variables de estado que definen el equilibrio del sistema. Por
ejemplo, en el caso de los gases ideales, las variables que lo describen son el volumen V', la
temperatura 7' y la presion P. Luego la ecuacion de estado serd una ecuacién que cumpla
f(V,T,P) =0, la cual sera valida siempre que el sistema esté en el equilibrio termodinami-
co. En palabras mas simples, en un sistema en equilibrio termodinamico las variables que
definen su estado no dependen del tiempo [5]. Junto con esto, un sistema en el cual se ha
llegado a un equilibrio termodinamico, se caracteriza por haber maximizado su entropia S.
Esto ultimo fue demostrado por Clausius [6] y refiere directamente con el segundo principio
de la termodinamica:

as >0

Este muestra; para sistemas donde no existe intercambio de materia y energia con el
entorno (sistemas aislados), que al pasar desde un estado hacia otro estado en algin tiempo
dt, la variaciéon de entropia siempre es mayor o igual a 0. Esto significa que la entropia de
un sistema aumenta constantemente hasta llegar a un maximo, donde se cumple la igualdad
dS = 0. Cumplida esta, se satisface entonces que al evolucionar de un estado hacia otro,
ambos tienen la misma entropia. Para Clausius, la entropia era una medida definida por el
calor y la temperatura del sistema; por ejemplo, para procesos reversibles, es decir, procesos
donde se puede pasar desde un estado A, hacia otro estado B, asi como también al revés,
se define la variacion de entropia como dS = %. Por otra parte, para procesos irreversibles,
es decir, cuando no se cumple esto, la variaciéon de entropia es dS > %. Luego, como la
entropfa siempre aumenta en funciéon del tiempo, esto explica, por ejemplo, procesos de
difusiéon (ver Figura 1), en particular el porqué el calor fluye desde un cuerpo caliente a uno
frio: la transferencia de calor produce un aumento en la entropia del sistema. En el caso en
que ya no hay variaciéon de entropia al pasar desde un estado hacia el otro, las cantidades
macroscopicas asociadas al sistema no podran variar en tiempo: el sistema esta en equilibrio

termodindmico.

Usando la entropia de Clausius, se puede relacionar la evolucién de un sistema termodi-
namico via sus derivadas parciales, que estan bien definidas, y definir potenciales termodiné-
micos para entender mejor ciertos sistemas termodinamicos. Estos potenciales son funciones
de estado con unidades de energia, los cuales permanecen constantes cuando el sistema pa-
sa desde un equilibrio hacia otro [5]. Los més conocidos son la energia libre de Helmholtz
F=U+TS§, la energia de Gibbs G = U + PV — TS y la entalpia H = U + PV.

Por otra parte, se puede definir el equilibrio termodinamico desde otro punto de vista,
este es el de la fisica estadistica desarrollada inicialmente por Boltzmann [8], continuada
por Gibbs [9], Planck [10] y Einstein [11] a principios de 1900, y Jaynes en los anos 50
[12]|. La entropia definida por Clausius, depende de un factor macroscopico T que compone
la ecuacion de estado, y un factor macroscopico d@) que depende de las variaciones de la
misma. Boltzmann intenté explicar el significado de las variables macroscopicas en funcion de
estadisticas microscopicas, llegando a la conclusion de que cantidades microscopicas promedio
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Figura 1: Proceso de difusion en células. En un estado inicial de baja entropia, grandes
concentraciones de proteinas se encuentran alrededor de la célula. A medida que pasa el
tiempo se equipara la cantidad de proteinas que entran y salen de la célula: se ha llegado a
un equilibrio termodinamico. |7].

tenfan una correspondencia con las cantidades macroscopicas observadas. Esto tltimo sucede
debido a que el estado macroscopico es estable respecto a las pequenas fluctuaciones de estos
valores promedios [13]. Boltzmann entendit los sistemas fisicos, como grandes conglomerados
de particulas, donde si bien analizar cada particula en funcién del tiempo se torna imposible,
surgen igualmente leyes estadisticas que rigen al sistema [4]. Para realizar esto se puede pensar
de la siguiente forma: la configuracion de un sistema termodindmico con todos sus detalles;
como las posiciones 7; y velocidades v; de las particulas, en un instante de tiempo, es definido
como un microestado. El conjunto de microestados, que comparten cantidades macroscopicas
similares, se denomina ensamble [9], es decir, definida alguna cantidad macroscopica; como
la temperatura, un ensamble sera el conjunto de todos los estados posibles de las diferentes
posiciones y velocidades de las particulas, con los cuales se puede definir esa temperatura.
Desde este punto de vista estadistico, la entropia del sistema se puede definir como:

S = kplog(Q),

donde kg es una constante denominada constante de Boltzmann, y €) es la cantidad de mi-
croestados asociados a alguna caracteristica macroscopica del sistema. Existe una cantidad
verdaderamente grande de microestados, cada cual asociado a alguna cantidad macroscépica
medible, y todos; en el caso de ensambles canonicos (ensambles donde los microestados cum-
plen suavemente una restriccion, como por ejemplo, una temperatura 7 promedio), tienen
asociado una probabilidad de ocurrir [9]. El sistema a cada instante, segin esta concepcion
estadistica, pasa desde un microestado hacia otro al azar. Luego, que la entropia crezca a cada
instante, significa que se pasa constantemente desde un estado con menos microestados que
lo pueden representar, a un estado macroscopico con més microestados correspondientes, es
decir, pasar constantemente a un estado macroscopico (macroestado) més probable. Cuando
se llega finalmente hacia un equilibrio termodindmico, este en realidad es un estado de ciertas



caracteristicas macroscopicas, con tal cantidad de microestados, que la probabilidad de que
suceda un microestado, el cual no lo represente, es muy baja.

El Sol, entonces, es un sistema en equilibrio termodinamico, ya que mantiene sus variables
macroscopicas constantes. Un fenémeno fuera del equilibrio es una reaccién de un sistema,
el cual se lo esta forzando constantemente a no encontrarse en algtin equilibrio, sea termodi-
néamico, mecanico, quimico, entre otros. Esto provoca que en estos no se cumpla ningun tipo
de distribucion homogénea, lo que no significa que no existan estados estacionarios, sino que
estos no siguen distribuciones del equilibrio. En el caso de sistemas biologicos o ecolégicos,
nunca se estd en equilibrio, sino que se estd en un proceso de constante cambio. Ejemplos
de estos se pueden ver en las Figuras 2 y 3. La primera muestra el caso de las reacciones
quimicas de Belotsov-Zhabotinsky [14, 15], las cuales a diferencia de una reacciéon quimica
en el equilibrio, donde pasado un tiempo la concentraciéon de reactantes y productos se vuel-
ve constante, aqui esto dltimo no se cumple, sino que se forman ciclos regulares o incluso
cadticos, donde en un momento hay mas reactantes que productos, y luego viceversa. Este
proceso es completamente irreversible, nunca se vuelve a un mismo estado inicial. Por otra
parte, en la segunda imagen, se muestra una Convexion de Rayleigh-Bénard[16, 17|, la cual
consiste en una capa delgada de un fluido laminar, la cual se perturba con una diferencia
de temperatura del borde superior e inferior. Tras una diferencia critica de temperatura, se
forman los patrones locales que se pueden ver en la imagen. He aqui una gran motivacion
para estudiar los sistemas fuera del equilibrio: son la gran mayoria de los fendémenos de la
fisica.

Fuera del equilibrio, nunca se maximiza la entropia del sistema, siempre hay un inter-
cambio de energia o materia entre el sistema y el medio que lo rodea, lo que impide la
caracterizacion del fenémeno mediante cantidades macroscopicas constantes, a diferencia de
los sistemas en el equilibrio termodinamico, los cuales no evolucionan en el tiempo. Otra di-
ferencia fundamental entre ambos es que si se divide un sistema en equilibrio termodinamico
en subsistemas, todos ellos, deben ser caracterizados con las mismas cantidades intensivas
que describen al sistema total, es decir, la presion y la temperatura en cada subsistema debe
ser idéntica. Esto ultimo no ocurre en los fendémenos fuera del equilibrio, ya que las cantida-
des intensivas varian localmente. Otra forma de entender los sistemas fuera del equilibrio es
considerar que en sistemas abiertos a reservorios externos, el intercambio de energia u otra
cantidad conservada entre el sistema y el reservorio, conduce a corrientes que impulsan la
evolucion temporal del sistema (eléctricas, de particulas, calor, entre otras), esto produce a
nivel microscopico, que entre un par de microestados exista un flujo de probabilidad no nula
en el tiempo [18], es decir, la probabilidad de pasar de un microestado al otro o viceversa
varia en funcién del tiempo, lo que implica irreversibilidad. Esto tltimo no ocurre en el caso
de sistemas en equilibrio termodinamico, en estos no existe ninguna probabilidad variable
asociada entre dos microestados, sino que esta es siempre constante, lo que se denomina
balance detallado, lo que provoca que en el equilibrio todo cambio sea reversible.

Dentro de estos fenémenos existen, al igual que en la termodinédmica del equilibrio, tran-
siciones de fase, es decir, el paso desde un estado hacia otro al aumentar o disminuir las
variables de estado mencionadas anteriormente. Para comprender estos cambios de estados
en los sistemas fuera del equilibrio, se ha buscado herramientas que permitan estudiar las
diferentes transiciones y sus mecanismos. Una forma de mejorar la compresion de estos es
analizar sistemas granulares |21], los cuales cumplen todos los requisitos para dar méas in-
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Figura 2: Reaccion de Belotusov-Zhabotinsky: conjunto de reacciones quimicas donde la rela-
cién entre reactantes y productos varia continuamente en el tiempo. [19].

Figura 3: Patrones generados por una convexiéon de Rayleigh—Bénard en un fluido laminar
[20].



formacion sobre esta clase de fenémenos, ya que: tienen transiciones de fase de diferentes
tipos, tienen la ventaja de que se pueden estudiar sisteméticamente, y lo méas importante,
son sistemas fuera del equilibrio. Esto porque, en primer lugar, los sistemas granulares se
componen de largas conglomeraciones de particulas macroscopicas discretas, las cuales in-
teracttian entre si con fuerzas disipativas (friccion y choques inelasticos) lo que produce una
pérdida de energia constante y, por otra parte, el peso de la energia potencial de los granos
es muy superior a la temperatura que se puede definir en estos. Luego ambas condiciones
evitan cualquier clase de equilibrio termodinamico que se pueda definir en el sistema.

El estudio que abordara esta tesis tiene como base de datos un sistema granular que ya
ha sido estudiado anteriormente [22, 23| en el cual ocurre una transicion tipo liquido-solido.
El sistema consiste en N ~ 10* particulas de didmetro d = 1mm en una caja cuasi-2d de
area cuadrada A = (100d)?, la cual es acelerada verticalmente en diferentes aceleraciones.
Los resultados de los estudios anteriores dan a entender que hay una aceleracion critica en
la cual hay un cambio en el promedio del orden local cuéddruple de los granos, siendo es-
te cambio una transiciéon continua de segundo orden. Esta transicion se estudié en dichas
investigaciones utilizando herramientas teéricas que se basan en argumentos de simetria, di-
mensionalidad y conservacion [18, 24, 25]. Estos argumentos permiten una forma genérica y
universal de caracterizar, en particular, la evolucion macroscopica del sistema granular y las
propiedades generalmente vinculadas a los modos lentos a gran escala que dominan la diné-
mica del sistema. En este sentido, la localidad de las interacciones entre los granos se borra
en la dindmica a gran escala. Por lo tanto, la informacion granular local (como fluctuaciones
de fuerzas locales y/o aglomeraciones de particulas) se pierde dentro de este modelado. Esta
informacion local es de suma importancia para la estabilidad mecénica de la materia granular
cuando estén presentes cadenas de fuerza [26-29], asi como para la descripcion de defectos en
la materia granular vibrada [30-33], especialmente en el caso de sistemas granulares estruc-
turados (como el caso de granos no isométricos [34-38|). Uno de los objetivos de esta tesis
serd estudiar el rol de esta informacion local en el sistema.

Una gran dificultad; para estudiar este sistema y cualquier otro sistema fuera del equili-
brio, consiste en lo dificil que es definir una entropia del sistema, debido a la no existencia
de variables macroscopicas que no evolucionen en el tiempo. Esto conduce a no entender en
algunos casos qué realmente pasé en la transicion de fase. Si bien, no es necesario obtener una
entropia para poder describir y analizar transiciones de estado, si es 1til obtenerla para poder
comprender la evolucion de un sistema, asi como las estructuras mas probables segtin c6mo
varie en el tiempo esta entropia. Luego, si se tiene una entropia bien definida del sistema,
se puede saber qué estructuras debiesen aparecer o desaparecer en funcion de esta, como se
comportaré el sistema en el futuro, asi como también saber cuantos microestados posibles
pueden representar dicho sistema. Un ejemplo de la relevancia de definir la entropia son los
mismos estudios anteriores. Estos logran captar una transiciéon de fase a través del segui-
miento de un parametro de orden orientacional local [22, 23|, y al estudiarla en profundidad
mediante modelos de hidrodinamica granular, concluyen que el calor especifico asociado al
sistema no diverge; sin embargo, debido a que nunca definen una entropia del sistema no
logran tener una clara interpretacion sobre qué significa este calor especifico.

Ante estas dificultades, una solucion para estudiar esta clase de fenémenos, son las deno-
minadas redes complejas. Estas al igual que en la mecénica estadistica de Boltzmann, pueden
estudiarse mediante ensambles de redes que cumplan alguna condiciéon [39]. Luego, si se ma-

6



ximizan estos ensambles bajo restricciones asociadas al sistema de manera correcta, se puede
describir una entropia bien definida del sistema [40], la cual permite entender la termodina-
mica del problema, su dinamica, y en especifico las transiciones de fase, logrando explicar
qué significa para la termodindmica de la red, el calor especifico u otra variable dependiente
de la entropia.

La definicion de una red, es simple: coleccién de puntos (nodos) unidos mediante lineas
(enlaces) [41]. A través de estos conjuntos de puntos y enlaces se intenta representar diversos
fenémenos, donde la forma en que se producen los enlaces y el significado de los nodos, es
amplia y depende del contexto en el que se las utilice. Los nodos enlazados entre si produ-
cen estructuras que tienen propiedades complejas, conociéndose estas como redes complejas.
Estas han sido utilizadas para intentar comprender algunos de los comportamientos fisicos
complejos de sistemas mecéanico-cuanticos [42|, de materia condensada [43| y en particular de
medios granulares [44, 45], lo que ha permitido describir y predecir fenémenos nuevos de estos
sistemas, como también visualizar y entender de manera més completa comportamientos ya
observados.

En el dltimo tiempo, el estudio de sistemas mediante redes ha despertado un fuerte
interés, esto debido al enorme potencial de caracterizar y visualizar problemas de distintas
indoles a través de propiedades de estructuras de redes. Este interés ha ido en aumento ano
a afio (Figura 4) en las distintas areas del conocimiento (Figura 5), como lo son el estudio
de epidemias [46-48|, la economia [49-51], las redes sociales [52-54], la educacion [55-58|,
entre otras, permitiendo asi obtener nuevas formas para tratar de comprender la dinamica y
propiedades de sistemas complejos.

Gracias a los avances en esta ciencia que utiliza grafos para modelar sistemas, lo bien que
ha funcionado para describir y entender sistemas fisicos, y lo interesante de los fenémenos
fuera del equilibrio para comprender mejor la naturaleza, en especifico la transicion de fase
mostrada en los estudios anteriores, nace esta investigacion. Se necesita entender mejor lo
que sucede localmente en el sistema granular, asi como también entender en profundidad
qué es lo que esta sucediendo en esta transicion. Para esto, en primer lugar, la investigacion
resolvera la falta de informacion local con un anélisis del comportamiento mesoscopico del
sistema. Estudiar mesoscopicamente sistemas es comun y tutil en la Fisica. Es conocido el
uso de coarse-grainings (definido como la representacion de un sistema con menos grados de
libertad de los que realmente tiene [59]) en dindmicas donde existen demasiadas variables.
Por otra parte, para abordar mejor la transiciéon, una buena alternativa es encontrar una
entropia bien definida que represente al sistema. Ante esto surge natural la idea de entender
el sistema granular mediante una red granular compleja, donde los nodos seran granos, y los
enlaces el orden local entre granos. Luego, uniendo el estudio de la informaciéon local y la
entropia, se puede realizar un estudio mesoscopico a través de coarse graining en redes.

Recientemente, se han realizado muchos estudios que intentan entender fenémenos me-
diante la dinamica de conjuntos de particulas [60-64], algo curioso es la diversidad de formas
en que se realiza esto en los estudios que utilizan las redes complejas [65-71|, pasando por
métodos donde generan clisteres a través de la uniéon de todos los nodos que poseen alguna
estadistica similar como por ejemplo el grado de orden x, a otros métodos sofisticados de
renormalizacion, conservando asi estadisticas de la red. Es importante sistematizar la forma
en que se simplifican los sistemas mediante coarse-graining y realizarlo de una forma genéri-
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ca que represente cada sistema, entendiendo asi cudles son las ventajas o desventajas de los
diversos tipos de simplificacion del sistema. Por otra parte, el entender el sistema como una
red compleja permite encontrar una entropia que lo represente, cuantificando asi el grado



de complejidad de un ensamble de redes, definiendo correctamente el tipo de restricciones
a las cuales estan sujetas. Este tipo de acercamiento al estudio de la complejidad de redes
via una definicién estadistica de entropia ha sido exitoso para recuperar informacion tutil de
un ensamble de redes de una manera sistemaética y precisa. Esto ademés es una herramienta
potente la cual permite, al escribir de manera correcta las restricciones, abordar variedad de
sistemas fuera del equilibrio termodinamicamente.

0.1. Objetivos

Esta tesis tendra dos objetivos principales:

e Estudiar el sistema granular analizado en [23] mediante redes complejas, realizando
un coarse grained que evalie el rol de las estructuras locales del sistema antes de la
transicion.

e Encontrar una entropia que represente al sistema, la cual sea capaz de describir correc-
tamente las cercanias de la transicion.

Por otra parte, se tendran como objetivos especificos:

Calcular y obtener estadigrafos de redes complejas que caractericen el acercamiento a
la transicion.

Analizar el cambio en la estructura de las redes complejas via el célculo de su entropia
y su derivada.

Observar si la entropia que describe al sistema coincide con las interpretaciones del
estudio anterior.

e Lograr una interpretacion de la transicion en base a los cambios estadisticos de las redes
y sus centralidades.

Importante senialar, que en esta investigaciéon no se buscaré ni replicar ni confirmar re-
sultados del estudio anterior. Se buscara continuar la investigacién, pero aplicando redes
complejas para entender desde otra perspectiva el problema. Esto generara resultados acor-
des a esta perspectiva, la cual es una visiéon mesoscopica del sistema diferente a la vision a
gran escala del estudio anterior.

0.2. Esquema

Esta tesis se estructura de la siguiente forma. En la Parte I se aborda todo el marco teorico
necesario para entender la investigacion, el cual esta dividido en dos capitulos. El Capitulo 1



expone una explicaciéon de lo que significan los sistemas granulares, las transiciones de fase
y un analisis de los resultados obtenidos en la investigacion anterior. Luego, el Capitulo 2,
muestra un desarrollo de las herramientas de redes complejas que se utilizarén en esta tesis, en
especifico las relacionadas con la mecénica estadistica. En la Parte II; la cual solo se compone
del Capitulo 3, se explica todo el proceso de creacion de redes microscopicas y mesoscopicas
que fue desarrollado para modelar el sistema a través de grafos. Tras esto, la Parte I1I contiene
3 capitulos y detalla todos los resultados obtenidos en esta investigacion. En el capitulo 4,
se demuestra un modelo entropico asociado al sistema microscépico y se estudia la variacion
entropica de este. En ese mismo capitulo se demuestra nuevamente un modelo, pero esta
vez mesoscopico, calculando asi entropias con degeneracion debido a la simplificacion del
sistema. Después, en el Capitulo 5 se caracteriza la dinamica mesoscopica del sistema granular
en las cercanias de la transiciéon a través de estadisticas de redes complejas en funciéon de
la aceleracion del sistema. Tras esto, la conclusion de esta investigacion, se desarrolla en
el Capitulo 6. Por ultimo hay dos Anexos: El Anexo A muestra dos demostraciones via
un argumento entropico, la primera consiste en un modelo nulo (Modelo Geografico) muy
utilizado en la literatura de redes complejas aplicada a sistemas granulares, mientras que
la segunda un intento de modelo para clusterizaciéon de particulas. Luego, se adjunté en el
Anexo B el pre-print de un articulo enviado durante esta tesis.
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Capitulo 1

Materia Granular

« Son las generalizaciones prematuras, y no su verdad, las que han conducido a
la ciencia a oponer al hombre y al mundo que trata de comprender.»

I. Prigogine y 1. Stengers [13]

Esta investigacion se centra en el estudio de redes complejas utilizadas para comprender la
dindmica y estructura de ciertos sistemas fisicos. Un ejemplo de estos sistemas son los medios
granulares, y en particular, un sistema granular que presenta una transicion de fase fuera del
equilibrio entre un estado tipo liquido a uno tipo sélido. Para comprender el contexto de
este estudio, se necesita primero entender qué es un sistema granular y qué es una transicion
de fase. Se describira, en primer lugar, un sistema granular y sus caracteristicas; luego se
analizaran los conceptos basicos de las transiciones de fase, definiéndolas y caracterizandolas
en los diversos tipos que existen, en particular aquella que describe al sistema que se estudiara
en esta tesis.

1.1. Sistemas Granulares

Los sistemas granulares estan en contacto con el ser humano dia a dia. Es mas, son tan
comunes en la vida, que después del agua, son el segundo componente mas utilizado en
las industrias [72]. Estos sistemas son definidos como conjuntos de particulas macroscopicas
rigidas, cuyo tamano caracteristico sea al menos mayor que 100 pm [73|. Ejemplos de esto
son la arena, las frutas y el café, particulas macroscopicas inelasticas, las cuales interactiian
de diversas formas entre si, mediante fuerzas elasticas, disipativas, de adherencia, entre otras.
Estas particulas son lo suficientemente masivas para no ser afectadas en sus movimientos por
las fluctuaciones de temperatura, a diferencia de sistemas en equilibrio termodinédmico. Para
notar esto tltimo, basta comparar el orden de magnitud de la energia potencial necesaria para
levantar un grano sobre otro con respecto a la energia de activaciéon térmica. La constante
de Boltzmann sp es del orden de ~ 1072 J/K, por lo que la energia de activacion térmica
kpT a temperatura ambiente (T ~ 300° K) es del orden de 1072! J mientras que la energfa
potencial necesaria para levantar un grano de didmetro d ~ 1072 m y densidad similar a la
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del agua es mgd ~ 1078J. Es decir, en estos sistemas:

mgd =>> kT

La dindmica de estos conjuntos de particulas son muy complicadas de estudiar. En ge-
neral son descritos por una gran cantidad de grados de libertad que presentan interacciones
en general irreversibles y, ademas, altamente no lineales [74]. Esto provoca que no exista una
conservacion de la energia luego que los granos interactien (tipicamente via colisiones), es
decir, AE < 0, lo que muestra otra gran diferencia con los sistemas en equilibrio termodi-
namico, donde la energia permanece constante. Estas interacciones entre granos, por otra
parte, son disipativas. Esto produce que la mayoria de los regimenes granulares estaticos
sean metaestables [75|, o en otras palabras, minimos locales, lo que impide que el sistema
evolucione hacia alguna energia minima global. Ademés, en estos sistemas la descripcion
continua se dificulta, debido a la falta de claridad del limite entre la escala de tamanos de
los granos que componen el sistema y el flujo de estos. Esto ultimo se puede observar en la
Figura 1.1, donde una pila de semillas se encuentra inicialmente en reposo (1.1 (a)), y luego
tras aumentar la inclinacion se provoca un flujo de granos (1.1 (b)). El tamano de este es del
orden de 10 didmetros de granos. Esto dificulta la obtenciéon de promedios que representen
al sistema [73|. La nula relevancia de la temperatura en estos sistemas, la disipacion de la
energia y la dificultad de promediar hacen que estos sean considerados sistemas fuera del
equilibrio termodinamico.

Figura 1.1: (a) Un montén de semillas de mostaza inclinadas en un angulo menor que el
angulo de reposo. (b) El mismo montén de semillas después de haber aumentado ligeramente
la pendiente para crear una avalancha. |26]

Los sistemas granulares, al presentar fenémenos fuera del equilibrio, son sistemas donde
las dinamicas locales cumplen un rol en el comportamiento del sistema, produciendo heteroge-
neidades en él. Debido a esto, los sistemas tienen comportamientos muy diversos y diferentes.
Al presionar un sistema de granos se pueden generar efectos como lo son la dilatacion |76],
cadenas de fuerza [45] y formacion de puentes [77|. Por ejemplo, al presionar un sistema
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de granos de arena con agua, si la presion es alta, estos aumentan el volumen del sistema
(proceso de dilatacion), colocandose el agua entre los granos. Por otra parte, al agitar con
aceleraciones més grandes que la aceleracion de gravedad aparecen otros efectos, asi como el
efecto nuez de Brasil|78|, conveccion [79], segregacion por tamano [80], incluso patrones que
pueden ser cuadrados [22], hexagonales [81], espirales [82], oscilones [83], dependiendo de la
frecuencia de vibracion. Estos se pueden ver en la compra de un paquete de papas fritas,
donde las mas pequenas se encuentran en el fondo, mientras las mas grandes se encuentran
arriba (efecto nuez de Brasil). En definitiva, son sistemas con tal cantidad de efectos y carac-
teristicas que requieren mucha investigacion sobre como funciona cada uno de estos efectos
particulares.

Imégenes de estos sistemas se pueden observar en las Figuras 1.1 y 1.2. En la primera se
puede ver como en estos sistemas, el comportamiento de los granos depende localmente y no
globalmente. La avalancha ocurre solamente en la superficie, lo que se puede pensar como
un conjunto de granos que se comportan como un fluido, en cambio, en las profundidades
del sistema, los otros granos no se mueven. Por otro lado, en la segunda se muestra que
en los desiertos (sistema enorme de granos de arena) se forman; debido a flujos de aire
que inyectan energia al sistema, diversos patrones en la arena, los cuales muestran distintos
comportamientos que emergen localmente [84].

Figura 1.2: Patrones locales generados por flujos de aire en las arenas de un desierto

Los sistemas granulares pueden soportar tensiones y crear una pila estatica de granos,
fluir como un liquido o comportarse como un gas cuando estén fuertemente presionados [73],
dependiendo de la inyecciéon de energia que reciba el sistema y las fuerzas que actien en él.
Incluso pueden coexistir en varios de estos estados al mismo tiempo. Es més, si la energia
y/o la fuerza aplicada sobre el sistema varian de alguna forma, se pueden producir cambios
de fase dentro del sistema granular. Ejemplo de esto es el sistema que se estudiaré en esta
tesis, asi como también lo es la transicion fluido-cristal que ocurre al vibrar granos de acero
compactados en un anillo cuasi bidimensional al aumentar la cantidad de granos que cubren
el anillo [85], o el caso de un medio granular perturbado con un campo eléctrico, el cual sufre
una transicion de fase desde un estado solido granular a un estado dilatado de gas granular
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[86].

Ante tal cantidad de comportamientos, han surgido distintas teorias que intentan descri-
birlos. Cada una intenta explicar una serie de fenémenos y no todas inician desde las mismas
ecuaciones fundamentales [75]. Al igual que en la totalidad de sistemas fuera del equilibrio,
aun no existe ninguna teoria general que sea capaz de abordar tal cantidad de problemas
de manera genérica. Se podria pensar en primera instancia que las teorias asociadas a los
atomos, y particulas pequenas, podrian funcionar para describir estos sistemas, pero como
ya se menciono, la disipaciéon en los choques, el nulo aporte al movimiento de la temperatu-
ra, vy la no conservaciéon de la energia impiden por ejemplo aplicar la termodinédmica clésica
en estos. Sin embargo, en ciertos limites, si existen teorfas que explican con precisién gran
variedad de fenémenos. Por ejemplo, para abordar sistemas granulares poco densos que se
comportan como gases, se utiliza la Teoria Cinética Granular [87-89|, la cual obtiene una
funcion distribucion f(v,r,t) desde la ecuacion de Boltzmann-Enskog que permite describir
el sistema mediante el caos molecular. El limite de esta teoria es cuando la densidad del
sistema es grande y las correlaciones entre velocidades de particulas no se pueden despreciar.
Por otra parte, la Hidrodindmica Granular, intenta modelar, con ideas de la hidrodinamica,
flujos granulares[90, 91]. Para ello modifica la ecuacion de Navier-Stokes considerando que
los granos son compresibles, la energia no se conserva y que los coeficientes de transporte en
el sistema dependen de la temperatura. Nuevamente, esto tiene un limite: como se mencioné
anteriormente, la escala de los flujos en sistemas granulares no tiene una clara separacion
respecto la escala de los mismos granos, por otra parte, esta teoria, como aborda a los granos
como flujos, describe muy bien la dinamica macroscopica del sistema, pero pierde la nocion de
las interacciones locales, las cuales son fundamentales para la estabilidad mecanica de los sis-
temas. Por otra parte, hay modelos fenomenologicos para explicar ciertos comportamientos.
Por ejemplo, el uso de la ecuacién de Ginzburg-Landau para describir patrones en sistemas
de capas granulares periddicamente vibradas[92, 93|, el uso de células automatas para en-
tender avalanchas y pilas de arena [94], la descripcion de campos de fase para comprender
transiciones|95]|, entre muchos otros ejemplos.

Con la diversidad de métodos y teorias, surge la pregunta sobre si se podrian estudiar
estos sistemas de alguna forma mas sencilla. Ante esto, en el dltimo tiempo, muchos estudios
de fisica granular han intentado comprender fenémenos de sistemas granulares, como cadenas
de fuerza, mediante redes complejas [44, 45, 96, 97]. Mostrando que en la estructura de estas,
a partir de informacién puramente geométrica, sin la necesidad de mediciones fotoelasticas
detalladas u otras mediciones de fuerza de contacto, se pueden obtener resultados similares y
de forma mucho mas sencilla. Por ejemplo, se han encontrado correlaciones entre la centrali-
dad de intermediacion [98] y la presion en sistemas de granos comprimidos ciclicamente [99],
permitiendo relacionar una cantidad microscopica de la red (centralidad), con una caracte-
ristica mesoscopica del sistema como lo es la presion, lo que permite predecir distribuciones
de fuerza, coeficientes de transporte de calor y la velocidad del sonido en el medio.

Observando los aportes que las redes complejas dan al estudio de cadenas de fuerza, a
sistemas granulares, se debiesen seguir desarrollando herramientas que permitan estudiar con
cada vez mas claridad sistemas de granos. El sistema granular a estudiar en esta tesis; el cual
sera explicado méas adelante en detalle, es un sistema granular el cual transita desde un estado
liquido hacia un estado solido. Para describir esta transicion, en los estudios anteriores, se
utilizaron los modelos de hidrodindmica granular. Ante la poca informacién local que aporta
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este modelo, y los aportes comentados anteriormente sobre estudios de las redes complejas
aplicadas a materia granular, surge natural la tentativa de intentar modelar el sistema y la
transicion mediante redes complejas y ver en qué puede aportar esta vision en sistemas en
transicion. Antes de entrar en las redes, primero se necesita explicar qué son las transiciones
de fase y cuél es este sistema que se estudiara.

1.2. Transiciones de Fase

Las transiciones de fase en la termodinamica del equilibrio, son explicadas a través de
cambios de variables que describen macroscopicamente el sistema y que no son dificiles de
definir, como lo es la temperatura, entropia, entalpia, el calor especifico, entre otras. Cuando
no existe dicho equilibrio, no es sencillo definir una termodinédmica asociada al sistema que
explique la transicién, es més, se necesita crear nuevas variables de estado no generales
que describan el comportamiento global del sistema. Esto quiere decir, que debido a que
por ejemplo (en el caso de medios granulares) la temperatura no afecta al sistema, no es
sencillo encontrar una entropfa con la cual se pueda definir alguna variable de estado que
describa la transiciéon, como si pasa en sistemas en equilibrio. Esto tltimo debido a que
a diferencia de la termodinamica del equilibrio, donde la entropia se puede definir por las
probabilidades asociadas a los microestados, en estos sistemas, esas probabilidades varian en
funcion del tiempo [18]. Por otra parte, en sistemas fuera del equilibrio termodindmico no
hay independencia en los comportamientos de las particulas, lo que permite tener distintas
dindmicas dentro del sistema. Ante esto se puede definir densidades de entropia [3| que
describan localmente el comportamiento del sistema, pero esto en sistemas complejos es
dificil de realizar.

Las transiciones de fase, tanto para sistemas fuera del equilibrio, como en el equilibrio,
estas significan un cambio abrupto en alguna cualidad del sistema, al variar algiin pardmetro
de control. En el caso de sistemas termodinamicos en equilibrio, estos cambios estan bien
definidos por las variables de estado (Figura 1.3), las cuales permanecen constantes en el
equilibrio termodinamico sin necesitar ninguna inyeccion de energia. En el caso de sistemas
fuera del equilibrio, no se puede definir correctamente ninguna de las variables de estado que
se utilizan en sistemas que cumplan la termodinamica del equilibrio, en el mejor de los casos se
puede definir localmente [3|, pero esto no es genérico. Luego, cuando existen transiciones, éstas
deben depender de otras variables que describan el problema. Estas variables dependeran y
seran distintas en cada sistema granular que transite. Ejemplos de estas variables de estado
son parametros de control externos que inyectan energia a los diferentes sistemas granulares.
Estos pueden ser alguna aceleracion externa que haga vibrar a los granos [22], alguna presion
externa provocada por un piston que comprima las particulas [96], entre otras.

Existen diversos tipos de transiciones desde un estado a otro. Una forma de clasificar estos
diversos tipos de transiciones es observar qué sucede con las distintas simetrias antes y después
de una transicion. Por ejemplo, al pasar de un estado liquido a un estado sélido hay un quiebre
de simetria. El estado liquido contiene dos simetrias: rotacional y traslacional, en cambio, el
estado so6lido no contiene ninguna. Las transiciones descritas por un quiebre en la simetria,
son denominadas transiciones estructurales [101]. Por otra parte, aquellas transiciones donde
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Figura 1.3: Diagrama de transiciones de fase en funcion de la temperatura ya la presién para
el caso del agua [100].

no hay quiebres de simetria son denominadas transiciones isoestructurales[102|. Ejemplo de
esto es la transicion liquido-gas, donde ambos estados poseen las dos simetrias mencionadas
anteriormente y el tinico cambio en el sistema es una diferencia de densidad.

A su vez, cada uno de estos tipos de transiciones se puede clasificar en otras clases de
transiciones, denominadas transiciones de n-ésimo orden. Paul Ehrenfest introdujo esta cla-
sificacion. Para determinar a qué orden corresponde una transicion, se debe definir algin
potencial termodinamico ® que represente el estado termodinamico del sistema. Si la deri-
vada n-ésima del potencial termodinamico es la primera en ser discontinua, la transicion es
de n-ésimo orden. Para comprender mejor esto, uno puede analizar los primeros dos 6rdenes.
En las transiciones de primer orden existe un calor latente I # 0, es decir, en la temperatura
critica de la transicion, se debe absorber o ceder un calor para lograr el cambio de fase. Por
otra parte, en las transiciones de segundo orden este calor latente I = 0. Ante esto, se dice
que las transiciones de primer orden, son transiciones abruptas (debido a esta cantidad de
calor que se necesita), mientras que las de segundo orden son continuas.

Un ejemplo para observar estas diferencias son los gases de van der Waals. Esto es un
modelo propuesto por Van der Waals, que mejora la ecuacion para gases ideales considerando
el efecto de tamano finito y la atraccion entre particulas. Para ello, la ecuacion de estado es:

a
<P+ W)(V - b) == NIiBT

Donde a y b son constantes que dependen del fluido a modelar. Si uno dibuja isotermas

respecto de esta ecuacion, esto es, curvas de temperatura constante en un diagrama de presion

y volumen, puede observar una transicion de primer orden. En la Figura 1.4 se pueden
visualizar distintas isotermas. La isoterma C-D se le denomina la isoterma de la temperatura
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critica T,.. A temperaturas menores que esta, aparecen isotermas como E-L, las cuales tienen
un comportamiento de coexistencia de fases extrano, que se explicard a continuaciéon. A la
izquierda de F, el estado es liquido, mientras que a la derecha de J, el estado es gaseoso.
Por otra parte, en las zonas F-G e I-J son metaestables ambos estados, mientras que en G-I
es una zona de inestabilidad (debido a la pendiente de la curva, no hay un minimo local
de energia). Ahora, si la transicion es abrupta, se debe entonces cumplir que la primera
derivada de un potencial termodindmico ® sea discontinua. Tomando el potencial de Gibbs
G =U+ PV — TS, una relaciéon que cumple es:

0G
(a—P)T -

En las isotermas como E-L, existe una diferencia entre el volumen del estado liquido y

el volumen del estado gaseoso, es decir, la derivada (%)T es discontinua y, por tanto, la

transicion es de primer orden.

preAssure p

N

mmmm - —

>
o W Wi Vi volume V

Figura 1.4: Diagrama de transiciones de fase en funcién de la presion y el volumen para el
caso de gases de Van der Waals [103].

La transicion asociada al sistema que se estudiaré en esta tesis, es una transicion de segun-
do orden. Estas transiciones son muy interesantes debido a que ademas de ser discontinuas
en la segunda derivada del potencial, se caracterizan por comportamientos universales tipo
potencia en distintas magnitudes. Ejemplos de estos son la susceptibilidad y y correlaciones
de largo alcance £ [18]. La primera se define como:
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0X

= —— 1.1

X =5y (1.1)

Con X alguna propiedad que describa el sistema, e Y una perturbaciéon externa. Un
ejemplo clésico de esto es la susceptibilidad magnética x,, = %—J‘g, la cual mide la variacion

de la magnetizacion del sistema M cuando se varia un campo magnético externo B. Cuando
la transicién es continua, esta diverge mientras se acerca al valor critico de la transicion,
cumpliendo entonces para el caso tanto de equilibrio como fuera del equilibrio que y ~
|Y%CYC|*V. Siendo Y la variable de estado que describe al sistema, Y, el valor de Y en donde
ocurre la transiciéon, y + una constante parte de los llamados exponentes universales que
describen a las transiciones de fase continuas.

Por otra parte, se mencionoé la correlacion de largo y. Para entender el significado de esta
se debe primero definir la funcion correlacion C(r), la cual correlaciona en algin espacio, dos
variables s1(r) y so(r) que, definidas en todo ese espacio del sistema (en este caso se tomo
s1(r) = sa(r) = s(r)), describen una caracteristica del sistema:

C(r) = (s(R) - s(R+7)) = (s(R)){s(R +7)) (1.2)

La funcion correlacion C(r) en las cercanias del punto critico, se puede asumir como un
comportamiento exponencial [23] tipo:

C(r) ~ e "¢ (1.3)

Este largo de correlacion &, es una medida del rango de la funcién de correlacion C(r)
cerca del punto critico de la transicion. Siguiendo con el ejemplo de magnetismo referido
antes, tomando a s(r) como una funciéon que describe el valor del espin en toda posicion de
algin sistema, el largo de correlacion senala cuél es la distancia promedio en donde existe una
correlacion entre los espines de las diversas posiciones. Esta al igual que la susceptibilidad,
diverge en las transiciones continuas a medida que se acerca al punto critico, es decir, £ ~
|Y%CY°|_”. Al igual que el caso anterior, Y es la variable de estado que describe correctamente
la transicion y v otra constante, la cual al igual que v es otro exponente universal en este
tipo de transiciones.

Para estudiar transiciones en un sistema fuera del equilibrio como lo es un sistema granu-
lar, lo que se debe hacer entonces es, en primer lugar, tener una variable de estado asociado
al sistema, la cual en nuestro caso serd una aceleraciéon externa que inyectaré energia al sis-
tema, luego se debe determinar qué tipo de transicion es, para ello hay que observar si lo que
sucedio6 fue un quiebre de simetria, una percolaciéon, un cambio de densidad, etc. Por tltimo,
para definir si esta es continua o no, se debe observar los valores de la susceptibilidad x y la
correlacion de largo & y ver si divergen o no. Es esto mismo lo que se mostrara en la seccion
siguiente: como se estudio la transicion en el estudio anterior del sistema.

Antes de mostrar esto, es importante notar que en esta tesis se busca estudiar una transi-
cion de segundo orden mediante la obtencion de la entropia del sistema. El que la transicion
sea continua es clave para poder entender el sistema de esta forma. En transiciones abruptas,
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como las explicadas anteriormente en gases de Van der Waals, existe histéresis, es decir, hay
una diferencia entre las temperaturas criticas (por ejemplo, de solidificacion y de fusion), lo
que implica que hay dos maximos para los cuales la entropia se puede maximizar, complican-
do un estudio de transiciones mediante esta. No es asi, en transiciones continuas, en éstas hay
un solo maximo, lo que permite, en el caso de estudiar un sistema mediante redes complejas,
que la entropia maximizada mediante restricciones asociadas al sistema, sea capaz de expli-
car la transicion. Luego, esto puede ser de muchisima utilidad para comprender transiciones
continuas en fenémenos fuera del equilibrio.

1.3. Resultados anteriores de la investigacion

Esta investigacion se centra en el proceso de transicion liquido a sélido en un sistema
granular cuasi bidimensional acelerado verticalmente [22]. Antes de mostrar la investigacion
en si y las herramientas que se usaran en ella, se necesita definir correctamente el sistema
que se estudiara, y como se describe este sistema en los estudios anteriores.

El sistema consiste en un volumen cuasi-2d con N = 11,504 particulas, las cuales cubren
aproximadamente el 90 % del area del sistema. Este sistema es acelerado verticalmente, en
diferentes aceleraciones I' (esta sera la variable de estado del sistema), logrando una transi-
cion en una aceleracion critica I'.. Esta transicion es una transicion estructural de segundo
orden. Estas tienen como caracteristica un quiebre de simetria, y en general estos quiebres
relacionados con las transiciones de fase tipo estructural pueden ser descritos por un paré-
metro de orden. Este parametro consiste en un campo escalar o vectorial definido en todo el
espacio, el cual en el punto critico de la transiciéon tiene un cambio de comportamiento. En
el marco de esta investigacion, este parametro ya fue encontrado y se puede definir su valor
sobre cada particula j como:

] 1 iad
Q) = N 264 s (1.4)

Con Nj el nimero de vecinos cercanos, y o el angulo respecto al eje horizontal entre el
vecino sy j.

El parametro Qi describe el orden local cuadruple de cada particula j. Esto sirve para
estudiar el orden local de una particula individual respecto a las deméas particulas cercanas.
Existen también parametros de orden local hexagonal, pentagonal, entre otros, bastan definir
QI = NLJ Zivf " pero se ha mostrado que si bien en sistemas bidimensionales se privilegia
un orden hexagonal, en el caso cuasi bidimensional de altura L, ~ 1,8d — 1,9d el orden
privilegiado es cuadruple [23]. Este pardmetro Q) es cercano a 1 en su modulo cuando a su
alrededor hay 4 particulas cada una a un dngulo de 7 respecto a la més cercana, es decir,
formando un cuadrado alrededor de la particula j, por el contrario, es cercano a 0, cuando
esto esta lejos de cumplirse, generando que los vecinos de la particula j no formen cuadrados
alrededor de él. Para estudiar el orden general de estructuras cuadradas de todo el conjunto

de particulas se analiz6 el promedio de este:
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Qi = (5 Yl (1.5)

Lo que se observo con este promedio, es que existe una aceleracion critica I, para la cual,
antes de llegar a ella, el orden global (Q)4) aumenta linealmente, y tras ella hay un cambio
en el comportamiento, lo que se observa en la Figura 1.5. Este cambio de orden también se
puede visualizar en la Figura 1.6, donde se ve que en (a) no existe un orden muy claro (estado
liquido), sino que en ciertos lugares pequenios hay orden local visible, mientras que en (b) es
evidente que en medio hay un gran conjunto de granos ordenados entre si (estado solido).

0.48
046
o 044
~ 042

0.4

Figura 1.5: (|Q4]) en funcion de la aceleracion I' en el sistema granular [22]

Figura 1.6: (a) Imagen de granos para I' < T'.. (b) Imagen de granos para I" > T,

Esta transicion estructural detectada se estudié con mayor profundidad mediante las
fluctuaciones del parametro de orden en el espacio de Fourier del sistema. Esto con el objetivo
de saber qué clase de transicion estructural es. Para ello, la fluctuacion en el espacio de Fourier
por definicion es:

S4(/2) _ <|Q4(k7t) _]V<Q4(k7t)>|>

(1.6)
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Donde Q4(lg, t) = Zjv Qie“zfj(t) es la transformada de Fourier del pardmetro de orden
definido anteriormente. Esta fluctuacion tiene un comportamiento tipo Ornstein-Zernike pa-
ra vectores de onda pequenos k < 1 [23]. Esto implica que en el limite de vectores de onda
pequenos; esto es, estudiar el sistema a gran escala; las fluctuaciones Sy(k) se pueden apro-
ximar en funcion de la susceptibilidad estética S;(0) y el largo de correlacion del pardmetro
de orden en el espacio &:

1

Sa(k) =~ 54(0)W

(1.7)

Como se menciona en la seccién anterior, expresar el sistema en funcion de estos dos térmi-
nos es muy util para determinar el tipo de transicion. Escribiendo la aceleracion normalizada
Como € = |%\ se sabe que si la transicién es continua se deben cumplir:

(o3

§4 ~ 8_1/, S4<O) ~ 6_7, (18)

Este comportamiento tipo potencia efectivamente ocurre en el sistema, como se puede
observar en la Figura 1.7. Este satura cuando es cercano a 0, debido a que la caja es finita
(comportamiento que también se visualizara en esta tesis). Con esto se demostro en el estudio
anterior que la transicion es continua. Es decir, esta transicion es una transiciéon estructural,
lo cual lo podemos ver en que es descrita por un cambio en un parametro de orden, y es de
segundo orden debido al comportamiento de su susceptibilidad y correlacion de largo.

10

8,(0)

10

Figura 1.7: £ y S4(0) en funcién de € . Los simbolos (circulos y cuadrados) abiertos son los
correspondientes al sistema de estudio. El color azul corresponde a £ y el rojo a S;(0). [22]

Como se puede desprender de lo escrito, en esta tultima seccion de este primer capitulo
del marco teorico, se entendié que al acelerar verticalmente un sistema granular con cier-
tas caracteristicas, se da una transicion estructural de segundo orden. Sin embargo, quedan
algunas interrogantes respecto a cémo aporta la informacion local del sistema en esta tran-
sicion. Debido a que solo se estudio el sistema para longitudes de onda grande, el aporte de
estructuras mesoscopicas no se puede apreciar en este analisis. Si bien se puede decir que el
sistema se ordend, no hay mas informacién del como. Este serda uno de los objetivos de esta
investigacion. Por otra parte, en el analisis realizado en el estudio anterior del sistema se
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concluy6 que debido a la combinaciéon de los distintos exponentes universales, como v y v, el
calor especifico del sistema no divergia a medida que se acercaba a la transicion, lo cual esta
completamente de acuerdo con que sea una transicion de segundo orden. El problema esta
en que esto no tiene un claro significado en los fendmenos fuera del equilibrio [22|. En esta
tesis se realizara una interpretacion de este calor especifico que concordara con lo expuesto
en el estudio anterior, el cual se encontrara mediante el estudio del sistema como una red
compleja. Asi se definird una entropia asociada a la red con la cual se podra interpretar e
incluso obtener este calor especifico, pero para ello, primero se debe entender qué es una red
compleja, como se estudian sus estadisticas y como se entienden mecénica-estadisticamente.
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Capitulo 2

Redes Complejas

«Es tmposible meditar sobre el tiempo y el misterio del pasaje creativo de la
naturaleza sin una emocion abrumadora frente a las limitaciones de la
inteligencia humana.»

AN Whitehead [104]

Esta investigacion se fundamenta principalmente en redes complejas. Se utilizan éstas
como herramienta para poder entender el comportamiento local en la transicion del sistema
granular, asi como también para poder interpretar de mejor manera la termodinamica del
sistema. Para entender lo que se utilizara en la investigacion, en este capitulo se explicaran
estadigrafos que se aplicardn posteriormente en los resultados, se mostrara el método de ob-
tencion de comunidades, el cual seré el coarse graining que se mencion6 en la introduccion,
y luego de esto se mostrara la vision mecano-estadistica que se puede realizar en redes, en-
contrando, dada ciertas restricciones, redes mas probables que otras via entropia. Desde esta
altima se mostrard como encontrar un modelo nulo adecuado, si se escriben correctamente
las restricciones de un sistema.

2.1. Redes Complejas Individuales y Multicapas

2.1.1. Redes Complejas Individuales

Una coleccion de nodos, los cuales son relacionados entre ellos de alguna forma entre si,
es lo que se denomina red. Matematicamente, se pueden definir como un grafo G [105]:

G = (V,B), (2.1)

Donde V es el conjunto de los nodos (vértices) de la red, y E el conjunto de los enlaces entre
nodos de la red. Estos grafos son utilizados para modelar diversos sistemas, por lo que el
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significado de los nodos y de las relaciones entre ellos, varia en funcién del problema que
abordan. Una red se puede visualizar mediante puntos (nodos) que se vinculan con otros
mediante lineas (enlaces) como se puede observar en la figura 2.1. Para utilizar redes como
modelos que representan un fenémeno hay una idea detras en la que se debe insistir, esta
es: estudiar los fendémenos mediante relaciones, éstas son las relevantes. Si es que se puede
encontrar relaciones entre sujetos, se puede entender un problema mediante redes. En el caso
de esta investigacion, como se explicara en el préoximo capitulo, los sujetos seran granos, y
las relaciones el orden que existe localmente entre ellos.

Figura 2.1: Visualizacion de una red

Dado un sistema que se esta modelando como una red, existe una forma de estudiarlo y asi
conocer sus propiedades y estructura: analizar su matriz de adyacencia A , la cual contiene la
mayoria de la informacién que puede ser obtenida de la red. Los elementos que la componen
se definen como:

A 0 si no hay enlace (2:2)

A — { peso del enlace entre el nodo © y el nodo j

Ademés, si dentro del sistema hay caracteristicas o atributos asociados a los mismos nodos,
como pueden ser tamano, espin, densidad, entre otras, se pueden expresar estas propiedades
del nodo i como un vector de atributos a;. Lo mismo puede ocurrir para los enlaces, un
ejemplo de esto es una red de colaboracién en la publicacién de articulos cientificos. Esta
es una red, en la cual entre dos paises hay un enlace si existe algin articulo escrito por dos
cientificos que investiguen en estos dos respectivos paises. Este enlace puede contener ademas
la informacién de cuantos son los articulos, cuéntos cientificos de cada pais participaron, el
porcentaje de mujeres y hombres que participaron, entre otras cosas. Si bien estos atributos
se pueden separar en diversos layers como se vera mas adelante, en el caso de estas redes que
se acaban de definir, se puede construir un vector de atributos €;;.

Definido ya la matriz de adyacencia y los vectores de atributos, ahora se puede explicar
como estudiar una red en base a esta matriz y vectores. Para estudiar propiedades de alguna
red, existen estadigrafos que entregan distinta informacion sobre ella. Cada uno de estos sera
més util que otro o entregaré cierta informacién mas relevante dependiendo del problema.
Algunos utilizados comtnmente y que se utilizaran en esta investigacion son [98|:

1. Grado k;: Informa la cantidad de enlaces que posee cada nodo, es decir, la cantidad de
relaciones que contiene respecto a los deméas. Para obtener esta cantidad, basta sumar
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sobre todos los NV nodos j, los elementos de la matriz de adyacencia (A;;):

. Cantidad de enlaces m: Tomando la cantidad de enlaces de cada nodo de la ecuacién
2.3, se puede calcular la cantidad total de enlaces que existen en la red. Para esto basta
sumar sobre todos los nodos la cantidad de enlaces que ellos poseen, y luego dividirlo
por dos debido a que la suma cuenta dos veces cada relacion. Esto dara informacion de
qué tan densa es la red.

m = % Z ki (2.4)

. Centralidad de intermediacion B;: Existen nodos en las redes, los cuales participan més
en las conexiones entre nodos que los demés. Para determinar estos, los cuales son
fundamentales para que la informacién de un nodo pueda llegar a otro, se define la
centralidad de intermediacion (betweenness en inglés). Para calcular esta centralidad
referida a un nodo 7, hay que sumar sobre todos los pares de nodos existentes s,t, y
calcular la razén entre la cantidad de caminos mas cortos en los que participa i (n?,)
y la cantidad total de caminos mas cortos entre el par de nodos g4. Tras sumar, se
normaliza respecto a N? (3,1 = N?) para que tenga valores entre 0 y 1. Luego, si el
nodo ¢ participa en todos los caminos mas cortos entre cualquier par de nodos, su valor
es 1, por el contrario, si no participa en ningiin camino, su valor seré 0. De esta forma
se puede discriminar qué nodos son los relevantes en la conexion de la red.

1 n
N2 o7 Jst ( )

. Centralidad de cercanfa C;: En una red existen distancias d;;, las cuales se definen
como la cantidad de enlaces para conectar un nodo desde otro. Esta distancia es 1 si
dos nodos derechamente estan conectados, pero en caso de que necesiten de otro nodo
que los conecte esta va aumentando en cantidad. Es por esto mismo que hay nodos que
estan en promedio mas cerca de los demés nodos y nodos que estan en promedio méas
lejos de los demas nodos. Para determinar quiénes son los méas cercanos, se define la
centralidad de cercania (closeness en inglés) para cada nodo i. Esta se calcula como la
suma del inverso de las distancias entre el nodo ¢ y los deméas nodos. Luego se normaliza
multiplicando por N — 1 (cantidad de nodos menos él i), asi tiene valores entre 0 y 1:

1
Zj;éi dij

. Densidad p(n) de algun atributo n. Tomando todos los nodos, se puede analizar cudl es
la probabilidad de encontrar cierto atributo en la red. Para ello se analiza su densidad
respecto a todos los valores:

Ci=(N—1) (2.6)

pln) = =——— (2.7)



6. Densidad p(e)de atributo de los enlaces e. Al igual que la anterior, se puede encontrar
la probabilidad de encontrar cierto atributo en los enlaces de la red:

Yicj€ij 0(eij =€)

m

ple) = (2.8)

2.1.2. Redes Complejas Multicapas

Si el sistema que se quiere estudiar, contiene distintos tipos de relaciones entre nodos,
se necesita generalizar lo que se mencion6 anteriormente, pero para una serie de redes in-
terconectadas. Los sistemas complejos, ya sean fisicos o de otras areas del conocimiento,
generalmente son tan complejos que a veces no se pueden entender desde una sola red. De
esta complejidad nacen las redes multicapas. Estas consisten en un conjunto de redes que
representan al sistema en las diferentes aristas que el problema toma. Esto sucede cuando
existen diferencias en la naturaleza de las relaciones (enlaces).

Un ejemplo (Figura 2.2) para visualizar esto: imagine la red de transporte de la ciudad X.
Esta es una red donde los nodos son diferentes lugares de la ciudad y los enlaces las conexiones
que existen mediante transporte entre los distintos lugares. Para llegar de un lugar a otro,
se pueden tomar diferentes medios de transporte como por ejemplo metro, tren o bus. La
relacion (enlace) de un lugar a otro mediante alguno de estos tres medios es distinta, por lo
que el problema se puede separar en tres tipos de relaciones de diferente naturaleza, la red de
transporte de metro, la cual conecta lugares mediante lineas del metro, la red de transporte
de trenes, la cual conecta lugares mediante los recorridos de trenes, y la red de transporte de
buses, la cual conecta lugares mediante recorridos de buses. Pero también hay interconexion
entre medios, existen lugares donde hay una estacién de tren y una estacion de metro, por lo
que ademas de los enlaces de estas tres redes de transporte por si solas, existen conexiones
entre redes, es decir, tomar un tren, hasta un paradero en el cual también hay una estacion
de metro, y luego tomar el metro para llegar al lugar de destino. Cada plano a su vez tiene
nodos que se pueden conectar a otros nodos de los otros planos.

Matematicamente, la definicion de una red multicapas debiese ser entonces un conjunto
de grafos G [105]:

—

G = (Gy,Ga,...), (2.9)

Donde a su vez, cada cual, es un grafo como los que se definieron anteriormente, es decir:

Gy = (Va, Ex), (2.10)

Pero no son solamente un conjunto de grafos separados, sino que las multicapas contienen
relaciones entre grafos distintos (layers). Por lo que falta un término G,, que caracterice estas
relaciones entre dos grafos G,,Gy:
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Figura 2.2: Ejemplo de una red multicapa modelando un sistema de transporte publico. Cada
capa representa un medio de transporte distinto. Los nodos, dibujados como circulos grises,
son las estaciones de los respectivos medios de transporte, y existen dos enlaces: los enlaces
negros continuos, los cuales corresponden estaciones de un mismo medio de transporte conec-
tadas entre si, y los enlaces grises discontinuos, los cuales corresponden a una interconexion
de estaciones de distintos medios de transporte [106].

ga:y - (‘/xa‘/yaExy)a (211>

Donde V, y V, son los conjuntos de nodos en las capas x,y que se conectan entre si y £, los
enlaces existentes entre estas distintas capas z,y. Este término de comunicacién entre capas
implica que en realidad G # (G4, Ga, ...) ya que falta esta conexion. Luego G debe ser:

G =(G1,Ga,....Gay o, Gro, s Gy ) (2.12)

En una red compleja descrita por un grafo GG existia una matriz de adyacencia, la cual
permitia estudiar la red. En el caso de las redes multicapas, también existe una matriz, esta
es llamada matriz de multiadyacencia y sus elementos se pueden escribir como:

(2.13)

A = | peso del enlace entre el nodo i del layer x y el nodo j del layer y
Iy 0 si no hay enlace

La cual contiene en su interior todas las matrices de adyacencia de cada layer y las cone-
xiones de nodos de distintos layers [105]. Con esta se pueden obtener los mismos estadigrafos
que se mencionaron anteriormente y también obtener otros que involucren a los distintos
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layers, como por ejemplo la centralidad de grado total (considerando todos los planos de co-
nexiones) de un nodo i, el coeficiente de clustering de nodos de las multicapas, entre otras, las
cuales no se profundizara en este marco teérico, ya que no seran parte de esta investigacion.

2.1.3. Comunidades y Modularidad

Para estudiar la estructura de una red, sea multicapas o simple, se usan diferentes herra-
mientas. Esto con el objetivo de saber si la estructura es tipo jerdrquica, circular, concentrada
en un centro, periférica, entre otras. La estructura de una red consiste en la forma en que
se vinculan los nodos del fenémeno que estamos representando. Estas estructuras se pueden
analizar mediante diferentes estadigrafos y algoritmos. Entre ellos, encontrando k-cores (con-
junto de n nodos donde cada uno al menos esta conectado a otros k del mismo conjunto),
componentes (maximo subgrupo de nodos de la red, tal que cada nodo puede llegar por algin
camino hacia cualquier otro nodo del subgrupo), comunidades (nodos més conectados entre
ellos que con el resto), entre otras. Esta tltima obtiene subgrupos divisibles dentro de la red
(lo que se llama una particion dura); como se puede ver en la Figura 2.3, y sera utilizada en
esta investigacion como método de coarse-graining. Para la obtenciéon de las comunidades de
una red hay que maximizar la funciéon modularidad, la cual se define como [98]:

Qmoa = Y [Aij = vP;5] 8(cir ¢5), (2.14)

]

Donde v es denominado el pardametro de resolucion, el cual es un namero arbitrario (gene-
ralmente se ocupa como v = 1) que se utiliza para privilegiar la obtencion de comunidades
més grandes o mas pequenas, F;; es la probabilidad de enlace entre los nodos 7 y j, la cual
dependera del problema que represente la red (modelo nulo) y ¢; es la comunidad en la cual
se encuentra el nodo ¢. Esta probabilidad P75 es fundamental para que se puedan categorizar
los nodos en diferentes grupos. Para una red aleatoria definida por una secuencia de grado
por cada nodo (modelo nulo aleatorio) la probabilidad de enlace entre dos nodos es [39]:

L (2.15)

iJ /—i k‘z

Para otros tipos de problemas, donde por ejemplo los nodos tienen atributos, u alguna
restriccion, se debe crear un modelo que represente la red, y en funcién de este encontrar
esta probabilidad. En el caso de un atributo tipo posiciéon en los enlaces, se han propuesto

modelos nulos donde incluyen restricciones espaciales y se han modelado de la siguiente
manera |96, 108|:

By = Ll f(dij), (2.16)
Donde I; es la importancia del nodo ¢ (puede ser k; u otro atributo a; del nodo i, dependiendo

del problema) y f(d;;) alguna funcién de la distancia (puede ser decreciente o creciente,
dependera de la descripcion del problema).

29



Figura 2.3: Mediante la maximizacion de la funcién modularidad, se puede dividir a los
distintos nodos de la red, en diferentes grupos (region sombreada) donde se cumple que los
nodos correspondientes a cada grupo, son més similares entre ellos, que con el resto de la red
[107].

Para encontrar matemaéaticamente el modelo mas acorde a algtin problema en particular,
se puede obtener esta probabilidad de enlace mediante un anélisis de ensambles que describa
al sistema y desde estos obtener la probabilidad F;;, asi como se hace en mecéanica estadistica.
Esto se detallara en la siguiente seccion.

La obtencion de comunidades es fundamental en esta tesis. Como uno de los objetivos de
la investigacion es comprender la dinamica local mesoscopica del sistema, estas seran utili-
zadas como método de coarse grained, pero como se puede notar, para obtener comunidades
correctamente, se necesita un modelo nulo P;; que represente al sistema.

2.2. Mecanica estadistica en redes complejas

Para realizar un analisis con vision de mecanica estadistica en redes complejas se deben
definir ensambles de grafos. Para esto se considerara a un conjunto de nodos y a sus vinculos
como un microestado y se denominara como macroestado a el conjunto de estos microes-
tados que cumplan con alguna condicién comun. En ese sentido se pueden tener ensambles
microcanoénicos y canonicos, cada uno con distintas restricciones (F (A) = C [40]). En los
primeros las restricciones que se deben cumplir son exactas, mientras que en el segundo
las restricciones son sobre promedios. En el caso del microcanénico se puede trabajar, por
ejemplo, con la cantidad de enlaces Zi<j A;j = L, el grado de cada nodo Zj7j¢i Aij = K,
entre otras, mientras que en el candnico se debe trabajar con la cantidad promedio enlaces
>icj P(G)Aij = L (con P(G) la probabilidad de esa red), con el grado promedio por cada
nodo Y it P(G)A;; = k;, etc. Para estudiar estos sistemas mediante ensambles, primero se
debe definir la entropia:
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— > P(G)In(P(G)) (2.17)

Donde la probabilidad de los grafos P(G) dependera de las cantidades asociadas a las
restricciones (F),) y las restricciones del sistema (C),), las cuales como se mencioné anterior-
mente pueden ser exactas o sobre promedios. Tomando el caso de los ensambles canénicos,
los cuales seran los que se utilizaran en esta tesis, se puede escribir las restricciones como:

Cp =3 Pe(G)FL(G) (2.18)
G

Luego se puede maximizar la entropia dada las restricciones:

8PC SJFZA ZPC C’u))+A(zG:Pc(G)—1):0

Y asi encontrar la probabilidad de cada ensamble Pg(G), la cual sera al igual que en
termodinamica [39] una funciéon exponencial tipo Gibbs:

Po(G) = —exp Z)\ F.( (2.19)

con Zc¢ la funcion particion del ensamble canoénico, A, los multiplicadores de Lagrange
que aparecen al colocar las restricciones y A el encargado de normalizar la probabilidad.
Luego, si se coloca esta probabilidad en la definicién de entropia, se puede escribir esta de la
siguiente manera:

ZP log( —exp Z)\ F.(GQ)))

S=Y NG+ log(Zc) (2.20)

m

Para encontrar valores en estos célculos, se debe obtener valores para los multiplicadores
de Lagrange, para esto, derivando la tltima ecuacion respecto a A, se puede encontrar una
relaciéon que permite encontrar estos multiplicadores usando a la funcién particion:

dlog(Zc)

Cu=- N,

(2.21)

Luego, toda la informacion del sistema se puede obtener, asi como en mecanica estadistica,
encontrando la funcién particion:
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Ze =Y exp(— Y MNFu(G)) (2.22)

Siguiendo todo este proceso, uno puede obtener un valor definido de la entropia S. Ejemplo
de esto es un sistema donde la restriccion asociada a la red es L = 3, P(G) Y, Aij, s
decir, la cantidad total de enlaces de la red describe al sistema. Desarrollando esta entropia
como se hizo de manera genérica anteriormente, se puede demostrar que S = log((N(]z_l)))
[39], con N la cantidad de nodos en la red. Luego, se puede observar en la Figura 2.4, como
cambia esta en funcion de la cantidad de enlaces totales de la red.

200 A

150 A

W 100 A

50 A

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
L

Figura 2.4: Gréfico de la entropia S en funciéon de la cantidad de enlaces L de un sistema de
redes, donde la restriccion es L =3, P(G) 3, _; Aij v la cantidad de nodos N es 25.

Al igual como se hizo en la seccién anterior con las redes, se puede generalizar esto para
nuevos ensambles, esta vez de redes multicapas. Al igual que antes, se puede definir la entropia
multicapas, pero con la diferencia de trabajar con un vector de grafos, es decir G = G-

S ==Y P(G)n(P(G) (2.23)

Las restricciones C), pueden ser respecto a cada layer o entre layers y dependiendo de éstas
se cumpliran distintas probabilidades para cada grafo [39], las cuales nuevamente tendréan la
forma exponencial tipo Gibbs:

Po(G) = Zicexp(— D MFUG)) (2.24)

Con Z¢ la funcion particién del ensamble de redes multiatributos, A, los multiplicadores
de Lagrange que aparecen al colocar las restricciones y F), las restricciones. Analogamente, al
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caso anterior se puede escribir la entropia de forma maés sencilla si se utiliza esta probabilidad

—

Pc(G) en la ecuacion de definicion de la entropia multicapas:

S = MNCyu+log(Zc) (2.25)

I

Lo distinto entre la mecanica estadistica en redes complejas individuales y redes complejas
multicapas ocurre cuando existen correlaciones entre layers, lo que complica la obtencion de
la probabilidad del grafo multicapas Pc(é), ya que las ecuaciones para obtener los multipli-
cadores de Lagrange, pueden ser méas complicadas. En el caso en que no exista correlaciones,
encontrar la probabilidad del grafo multicapas es sencillo: depende de la de los distintos

layers, pero cada uno es independiente entre si, luego la probabilidad es:

P(G) = ﬁ P(G,) (2.26)

Esto implica que la funcién particion total del sistema debe ser la multiplicacion de todas
las funciones particion respectivas a cada layer:

z=1]2% (2.27)

Y esto a su vez implica que la entropia de la red multicapas es la suma de las entropias
individuales de cada capa de la red:

S=Y 5, (2.28)

Esta vision mecanoestadistica descrita permite obtener la probabilidad de enlace entre
dos nodos, que es algo fundamental en esta tesis. Para lograr ello simplemente hay que sumar
sobre todos los grafos posibles en los cuales hay enlace y dividirlo por toda la cantidad de
grafos posibles del sistema. Lo que es lo mismo que:

Py =Y P(G)5(Ay > 0) (2.29)

He aqui una gran utilidad de modelar el sistema mediante ensambles. Se puede obtener la
probabilidad P;; de que exista un enlace entre dos nodos 4, 7, y luego utilizarla en la funcién
modularidad descrita en la seccion anterior.

33



2.3. Coarse Grained

Uno de los objetivos que se han mencionado en este marco tedrico es el estudio de las
interacciones locales y su rol en la transicion de fase del sistema granular. Para ello se decidi6
estudiar el sistema mesoscopicamente. La determinacion de comunidades mediante modula-
ridad es la forma de simplificaciéon del sistema que se utilizo en esta investigacion, esto es un
tipo de coarse graining que se puede realizar en redes complejas. Esta clase de simplificaciones
se usa bastante en fisica, por ejemplo en mecanica de fluidos se puede estudiar la suspension
coloidal (choque entre moléculas en un fluido) de moléculas en el nivel microscopico mediante
el Hamiltoniano de todas las particulas [59]:

H=2 o 2M+ ZV +VE9Q.q) + VEC(Q)

donde m; es la masa de las particulas del fluido, M; la masa de las particulas colisionantes
y los VMSS , Vgc, VZ-]CC son los potenciales entre particulas. De esta descripcion se puede pasar
a un nivel mesoscopico, pensando al espacio como pequenas celdas (C;) de grosor A ubicadas
espacialmente en R¢,. Aqui ya no se vera la masa de cada particula, el momemtum, o la
energia, sino que se veran las caracteristicas de la celda en ese espacio, obteniendo densidad
de masa, momemtum y energia en cada celda.

Re,
Pc; = m;
¢ ; A
9o, = sz‘ RACZ
C;
Re,
€c;, = ; €; A

Pasando de trabajar con la velocidad, posiciéon, y masa exacta de cada punto del espacio,
a promedios de velocidades, posiciones, y masa en ciertas regiones del espacio.

Esta clase de simplificaciones provoca que la entropia del sistema simplificado sea consi-
derablemente mas grande que la del sistema microscopico. Esto es debido a que los promedios
realizados para simplificar el problema se pueden realizar de muchisimas formas y ademas
hay una gran pérdida de informacion [109]. Esta cantidad de formas en que se puede realizar
ese promedio deben considerarse en el calculo de la entropia. Hay que notar que si se sim-
plifica el sistema, hay menos estados posibles que en el sistema microscopico, por lo que la

suma en la entropia coarse grained S¢ = >, —P,log(p,) disminuye en comparacion con la
pu=meso
microscopica Sy = Y. —Plog(p;). Pero aqui no se esté considerando la entropia misma

i=micro
de cada estado simplificado. Luego la entropia coarse grained, debe considerar el término
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clasico de la entropia, més un término que determine todos estos estados degenerados que
permiten el mismo sistema s,, [110]:

So = — Zpul09<pu> + Z SuPu (2.30)
I I

Esto mismo se puede realizar para redes complejas agrupando nodos en grupos y luego
simplificando el problema (Figura 2.5). Como ya se menciona en la seccion inicial de redes,
la definicién de una comunidad dentro de una red dependia de una probabilidad p;;, la cual
a su vez depende del sistema que se esté estudiando. Al tener esta probabilidad se pueden
obtener las comunidades del sistema. Luego, si se tienen M comunidades ();, con n; nodos con
diferentes enlaces, esta red se podra ver desde un punto de vista mesoscopico si se transforma
la red original en una red donde cada comunidad es un nodo. Esto es bastante 1til en sistemas
donde la cantidad de nodos es enorme. Por tltimo, como las comunidades detectan grupos
de nodos conectados mas entre ellos que con el resto de la red, detecta nodos similares entre
si, es decir, las comunidades son un conjunto de nodos similares. Esto se puede utilizar para
buscar cuanto debe ser la entropia coarse grained en el caso de una red compleja simplificada.

é(Slv 81)

Coarse-graining

Figura 2.5: Coarse Grained realizado en redes complejas. Desde una red de nodos (izquierda)
se simplifica el sistema en 3 grupos de nodos (S7, Sz, S3) conectados entre si (derecha) [70].
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Capitulo 3

Base de Datos

« Hay que abrir de par en par las ventanas y tirar todo a la calle, pero sobre
todo hay que tirar también la ventana, y nosotros con ella.»

J. Cortazar [111]

En este capitulo se detallara el como se obtuvo la base de datos preliminar para realizar
esta investigacion. Se explicara la transformacion de los datos recibidos a redes complejas,
la clusterizacion mediante modelos nulos y posterior creacion de redes de clusteres y, por
altimo, la creacion de una medicién temporal de los clisteres a través de una red multicapas
temporal.

3.1. Datos preliminares

Los datos preliminares utilizados en esta tesis de magister fueron tomados durante los anos
2010-2013 en el marco de la tesis doctoral de Gustavo Castillo en la Universidad de Chile [23].
El sistema estudiado consiste en un conjunto granular de N = 11504 particulas de diametro
d = 1mm en una caja cuasi-2d de area cuadrada de largos L, = L, = L, donde L? = (10%d)?,
la cual es acelerada verticalmente, con una frecuencia w = 80H z, en diferentes aceleraciones,
donde se define la aceleracion adimensional como I' = Aw?/g. La cobertura superficial, la
cual define la porcién de area cubierta por granos, se us6 como ¢ = Nwd?/4L?, donde en este
caso es ¢ = 0,904. La caja cuasi-2d consta de dos placas de vidrio recubiertas de ITO de 10
mm de espesor para disipar las cargas electrostaticas, separadas por un marco cuadrado. La
caja se encuentra fijada a una base la cual admite una matriz de diodos emisores de luz de
alta intensidad. Luego, con la iluminaciéon que viene desde la base, se visualizan las particulas
como circulos oscuros sobre un fondo blanco. Por otra parte, un acelerémetro se encuentra
sobre la base y mide la amplitud forzada. Iméagenes sobre el fondo blanco fueron tomadas
con una camara de alta velocidad (MotionPro X3) a 10 fps con 1020x1020 piz? (un ejemplo
de imagen se puede observar en la Figura 3.2). Tras esto, las posiciones de las particulas
se determinaron con una precision de sub pixeles mediante un algoritmo implementado en
C++ y CUDA [23]. Estas fueron archivadas en un archivo .bin, el cual contiene la siguiente
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informacion:

e Posicion de cada particula j (X, Yj)
e Area de Voronoi (A7)
e Parametro de Orden local cuadruple (@) definido en la ecuacion 1.4

e Nimero de Vecinos (NV;)

Estado de la particula (Solido / Liquido)

Figura 3.1: Set-up del experimento [23]

3.2. Creacion de Redes de Orden de Granos (Base de
Datos)

Tras recibir los archivos .bin tomados en 23], lo primero que se realizo fue la observacion de
los datos, con el objetivo de entender como trabajar con ellos. Para ello primero se contabilizo
cuantos datos fueron recibidos:

e Tres carpetas las cuales cada una representa un dia diferente de grabacion
e Una suma de 90 videos dentro de las tres carpetas.

e Cada video (n) se corresponde a una aceleracion T',,.
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Figura 3.2: Imagen tomada por MotionPro X3

e Cada video se compone de 3272 imagenes (cada imagen de alguna aceleracion I'), se
representara con el simbolo n,), tomadas con una frecuencia de 10 fps, es decir, por
cada 10 imagenes pasa 1 seg.

Cada imagen dentro de cada video fue recibida como un archivo .bin el cual fue leido y
transformado en archivos .csv con la siguiente forma:

N[ (X, Y,) | Re(@}) | Im(Q]) [ A [S/L] N,
1 | 100, 506 1 1 59 1 4
2 | 257, 899 -0,2 0,9 52 0 4
319, 1000 0,6 0,9 68 1 5
N | 300, 709 0,8 -0,2 60 1 4

Notar que de los 90 videos recibidos, se utilizaron 35. Los videos recibidos corresponden
a todas las aceleraciones analizadas en [23], pero en esta tesis solo se analizaran las cercanias
de la transicion (antes de que ocurra). Considerando que la aceleracion critica obtenida en los
estudios anteriores fue de I'. = 5,1, el rango escogido de estudio escogido fue las aceleraciones
que cumpliesen 4,1 < I',, < 5,1. Por tltimo, hacer notar que dentro de cada imagen se
encuentran los datos de 11.000 granos. Es decir, la cantidad de datos analizados es del orden
de 10°.
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3.2.1. Red q primer intento y sus defectos

En primera instancia, con los datos en CSV, se crearon redes complejas mediante el
modulo networkr en Python, que se denominaron Redes g primarias, las cuales intentaban
representar, cada una, una imagen (n,) de una aceleracion (I',). El método empleado para
la creacion de redes fue:

e 1) Recorrer cada fila j (la cual representa un grano) del CSV. Obtener el médulo de su
pardmetro 3. Donde el médulo desde aqui se denominara por simplicidad ¢; = Q|-
Luego se agrega este grano a la red, con 3 atributos: (z;,y;), Re(Q}) vy Im(Q7).

e 2) Tras esto, se observa si ¢; > ¢*. Donde se tom6 ¢* = 0,8, ya que este se relaciona
directamente con conceder al grano el estar el mismo en estado solido, respecto a sus
vecinos.

e 3) Si lo anterior es cierto. Se crea un enlace sin peso entre el nodo j y todos sus vecinos
i€ Nj.

e 4) Se itera el proceso para la columna j + 1

Es decir, se observa cada grano, y si este esta en estado solido, se enlaza con sus vecinos.
Luego, los elementos de su matriz de adyacencia es:

1 Siag: >g* ; .
Ag;;p):{ lqj_q,yzeNJ’ 3.1)

0 caso contrario

Tras realizar esto, se notaron tres defectos en describir al sistema de esta manera. En primer
lugar, el limite ¢* para la existencia de los enlaces es muy estricto, y es mucho mas dificil de
lograr en aceleraciones bajas. En segundo lugar, la matriz de adyacencia no es simétrica, y si
se le obliga a ser simétrica, produce enlaces entre granos muy ordenados y otros que pueden
estar completamente desordenados. Por ultimo, no se coloca peso en los enlaces, provocando
que no exista diferencia entre enlaces, cuando en la realidad del sistema, si dos granos son
vecinos y ambos estan ordenados y conectados, la relacion entre ellos es mucho mas fuerte
que dos granos vecinos que no estan tan ordenados, pero que igual estan conectados.

3.2.2. Red q definitiva

Tras notar los problemas del primer modelo de red del sistema, se traté de solucionar cada
una de estas falencias, asi se cre6 ahora una red simétrica, con peso y aliviando la condicion
de enlace, con el siguiente algoritmo para la creaciéon de redes:

e 1) Recorrer cada fila j (la cual representa un grano) del CSV. Obtener el moédulo
q; = |Q3]. Luego se agrega este grano a la red, con 3 atributos: (x;,y;), Re(Qy) v
Im(@Q).
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e 2) Se identifica quiénes son los N; vecinos del grano j.

e 3) Para cada vecino i € N; se observa si ¢;, ¢; > (Q4) (desde ahora se denominaréa (@)
ya que solo se estudiara el ordenamiento cuadrético). Si se cumple esta condicion, se
enlaza el grano j con el grano i. Esta condicién es simétrica.

e 4) Se itera el proceso para la columna j + 1

Luego los elementos de la matriz de adyacencia que representa cada red queda descrita
como:

Ae) _ ) 4 Siogi,q; >(Q)y ieN; (3.2)
ij = . ; .
0 caso contrario
Con esta matriz de adyacencia se generaron las redes asociadas a cada imagen, esto tltimo
se puede observar en la Figura 3.3. Se puede notar que todos los granos con magnitud alta
de su parametro de orden, se encuentran enlazados entre si con los granos cercanos que a su
vez tienen magnitud alta de su parametro de orden.

Ambos procesos, tanto el primer modelo como el segundo, en un inicio, fueron realizados
con un codigo que demoraba aproximadamente 300 segundos en obtener una sola red, es decir,
una sola imagen. Esto hacia imposible la realizacion de la tesis, ya que los datos son més de
300.000 imagenes. Para ello se recibi6 a Ayuda de Alonso Utreras, estudiante de Magister en
Computacion de la Universidad de Chile, optimizando el codigo via cython, tomando un solo
segundo por imagen. Con esto se obtuvo una Red ¢ correspondiente para cada imagen como
se puede observar en la Figura 3.3.

Al

1Q

0

Figura 3.3: En a) un mapa de color del modulo del parametro de orden para cada grano de
un frame de la aceleracion I' = 4,83, y en b) Red ¢ asociada a esa imagen, en negro los nodos
(granos), y en rojo los enlaces.

Algo importante de decir, es que quizas la forma mas intuitiva de crear la red, hubiese
sido conectar cada grano con sus respectivos vecinos, colocando como enlace el término e
el cual aparece en el parametro de orden @, asi, si uno sumase sobre cada nodo los enlaces

., ] _ .
alrededor suyo se cumpliria que @} = >, A;;. Pero esto trae muchos problemas. En primer
lugar, la matriz de adyacencia se vuelve antisimétrica, ya que o = —aj. Por otra parte,
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la matriz serfa una matriz cuyos elementos serian ntmeros complejos. Por ultimo, desde
esa matriz la tnica forma de obtener el promedio (@Q); la cual es la variable que describe

al sistema, serfa: (Q) = >, \/ > Aij 2k Ajyy 1o que se vuelve muy dificil de trabajar en

ensambles de redes.

3.3. Red de Comunidades

Cada red q posee aproximadamente 11.000 granos, pero en esta tesis se busca estudiar
el sistema de forma mesoscopica. Para ello se realizdé un coarse-graining via deteccion de
comunidades de granos. Para esto, solo se consider6 a los granos que estén enlazados con
otros, ya que el estudio es sobre el ordenamiento de granos, y justamente los que estan
enlazados, estan ordenados (o al menos més ordenados que el promedio).

Las comunidades o clusteres de nodos, se pueden obtener de diferentes maneras, en nuestro
caso se realizé de 3 formas diferentes que se explicaran més adelante. Por cada una de estas
formas se cre6 una red g de comunidades, las cuales fueron formadas desde una nueva matriz
de adyacencia, la cual contiene como elementos:

_ 3.3
ap 0 Caso contrario. (3:3)

© {1 Si 3 A% >0 donde i € Ca,j € Cp,

Esto quiere decir, que se enlazan las comunidades de una misma imagen en la Red ¢ de
Comunidades si existe algin nodo de la comunidad C\, en contacto con algin nodo de la
comunidad Cp. Estos enlaces de la red de clisteres no tienen peso. Este proceso de creacion
desde la Red q a la Red q de Comunidades se puede visualizar en la Figura 3.4:

Esto se realizoé de 3 maneras diferentes, las cuales se nombraran en la investigacion como:
Modelo Newman|98|, Modelo Geogrifico|96] y Modelo Geogrifico Modificado. Los dos prime-
ros son modelos existentes en la literatura, mientras que el dltimo fue construido en esta
tesis desde un argumento entrépico, el cual se mostrara en el proximo capitulo. La manera
de obtener estas comunidades fue para todas igual: maximizando la funcion modularidad
(ecuacion 2.14), en la cual se encuentra la variable denominada modelo nulo P, y sera la
diferencia entre cada modelo. Esta variable describe la probabilidad de enlace entre dos nodos
y varia obviamente segtn el fendémeno a modelar.

3.3.1. Modelo Newman-Girvan

Primero se detectaron comunidades mediante el Modelo Newman. Este modelo es el méas
conocido y utilizado en la literatura. Para obtener comunidades, considera que cualquier nodo
puede estar conectado con cualquier otro nodo, sin importar la posiciéon ni ningin atributo.
La probabilidad PZ]JV G asociada a este modelo se puede escribir como:
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Figura 3.4: Visualizacion de la creacion de las redes q de comunidades: Un grupo dado de
particulas (en el plano inferior) esta representado por un nodo del grupo (en el plano superior)
para [' = 4,83. Las lineas rojas muestran la correspondencia entre las dos redes. Las lineas
negras (en el plano superior) muestran los bordes de la red de grupos que representan la
cantidad de particulas en los bordes entre los grupos de particulas (en el plano inferior).

kik;
PG = 2 (3.4)

g V4 om’

Donde k; es el grado del nodo ¢ y m es la cantidad de enlaces totales de la red. Esta pro-
babilidad se puede entender de la siguiente forma: si cada nodo tiene dado como restriccion
suave una centralidad de grado k; y se construyen ensambles de redes bajo estas condicio-
nes, la probabilidad de enlace al maximizar la entropia de la red seré exactamente la escrita
recientemente.

Para detectar comunidades de granos con esa modularidad se utilizé la funcién del mo-
dulo networkz: greedy modularity communities, la cual maximiza segin el método Clauset-
Newman-Moore [112]. Este consiste en, primero, asignar a cada nodo en una comunidad de
él mismo y luego fusionar repetidamente las parejas de comunidades que generen aumento
en la modularidad hasta que ya no sea posible incrementarla mas (alcanzar el méaximo de
la funcién) . Un ejemplo de deteccion de comunidades mediante este modelo en los datos de
esta investigacion se puede ver en la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Deteccion de comunidades mediante el Modelo Newman-Girvan. Cada color re-
presenta una comunidad detectada y solo se muestran comunidades que contengan mas de
dos granos. No se muestran los enlaces de la red

Si bien en este modelo se logra detectar comunidades, o clusteres, de granos, mediante la
maximizaciéon de una funcién, el problema de esta detecciéon de comunidades es que no usa
elementos del problema, sino que solo detecta comunidades comparando la red, con redes
aleatorias dada una secuencia de grado de los nodos. Esto se puede notar también en los
tamanos de las comunidades que detecta. Por ejemplo, cuando hay un gran clister que se
puede detectar visualmente, este modelo no lo logra encontrar algoritmicamente, sino que lo

divide.

3.3.2. Modelo Geografico

Se busco en la literatura modelos que usaran parametros fisicos del problema. Tras esto
se consider6 el Modelo Geogrdfico utilizado en diversos articulos que obtenian mediante la
funcion modularidad cadenas de fuerza en sistemas granulares [96]. Aqui el modelo que uti-
lizan representa una red donde los nodos poseen un atributo: su posicién, y los enlaces otro
atributo: la fuerza entre los granos F;;, donde no puede existir enlace si dos granos no estan
en contacto. En esta investigacion, no se tiene los datos de fuerza entre granos, por lo que
como la red, no es una red de cadenas de fuerza, sino de orden, en vez de utilizar una fuerza,
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se utiliz6 el parametro de orden, de esta forma se intenté representar mejor el sistema. En
este caso, en la funciéon modularidad se coloco, siguiendo la linea de los estudios anteriores:

P = {aiq;) ©(Ay) (3.5)

Donde:

QZQJ - Z Azg

z<]

@(Aij){ ’

0 Caso contrario.

Es decir, aqui debido a la condicion, ©(A4,;;) la probabilidad de enlace solo existe entre
nodos en contacto, y ademas lo que multiplica esta condicién es el promedio de peso, de los
enlaces existentes. Este modelo, al igual que el anterior, también tiene una interpretacion de
ensambles, la cual seré analizada y demostrada en el Apéndice A.1.

Para implementar este modelo, se modifico el algoritmo utilizado para detectar las comuni-
dades del Modelo de Newman, pero con las nuevas variables. Con esto se detectd comunidades
bajo el Modelo Geogrdfico como se puede ver en la figura 3.6. El problema de este modelo, es
que en el sistema granular estudiado, a diferencia de los sistemas granulares que han usado
este modelo, la diferencia entre el promedio de peso de los enlaces existentes (|¢;q;|) v el peso
¢;q; de los enlaces, no es muy grande. Esto tltimo no ocurre en las cadenas de fuerza, donde
la fuerza promedio puede ser incluso dos 6rdenes de magnitud menor que algunas fuerzas
entre granos, luego el modelo en este sistema detecta comunidades demasiado pequenas que
no representan al sistema (es demasiado estricta la condicion).

3.3.3. Modelo Geografico Modificado

Por esta razon se intent6 perfeccionar el modelo, creando el Modelo Geogrdfico Modifica-
do, suavizando la condicién de contacto y tomando una probabilidad de enlace construida
entropicamente mediante las restricciones fisicas del sistema, lo que se mostrara mas adelante
en la seccion 4.1:

BURQM)? 6

B =1 a0 2

(3.6)

Donde:
Q) = Zqz (g > (1QI))
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Figura 3.6: Deteccion de comunidades mediante el Modelo Geografico. Cada color representa
una comunidad detectada y solo se muestran comunidades que contengan mas de dos granos.
No se muestran los enlaces de la red

0ij = 1 si 1,7 son vecinos

b = fraccion de area ordenada del sistema

Se puede notar, que este modelo es similar al anterior, pero tiene unas sutiles diferencias.
En primer lugar, no contiene el término (g;q;), el cual es muy dificil de obtener a priori,
en cambio, tiene el término (|Q*]), el que no es dificil de conseguir, ya que no es mas que
calcular el promedio del pardmetro de orden solo considerando los parametros méas grandes
que el promedio. Algo interesante de este modelo es el parametro S. En algunos articulos el
parametro de resoluciéon v que se encuentra en la funcién modularidad, es modificado para
obtener comunidades con mayor sentido fisico, pero la modificaciéon de este es totalmente
arbitraria. La ventaja aqui es que la fraccion ordenada, ( si se puede modificar y es un
parametro fisico del problema, luego se puede usar para obtener comunidades mas acordes
al sistema que se modele.

Al igual que antes, se modifico el algoritmo utilizado para detectar las comunidades an-
teriormente, pero con estas nuevas variables. Visualmente, se puede observar en la Figura
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3.7 que este modelo determina comunidades mas grandes que los dos modelos anteriores y lo
realiza, como se demostrara mas adelante, con los parametros reales del problema.

. g o eepree v w o remereo

1 B, g e, T¥ LR S

g3, o0 o *

o8 o,
1

Figura 3.7: Deteccion de comunidades mediante el Modelo Geografico Modificado. Cada color
representa una comunidad detectada y solo se muestran comunidades que contengan més de
dos granos. No se muestran los enlaces de la red

El proceso de prueba de los 3 modelos se realizé en orden cronolégico. Realizar el coarse
graining con la funcién modularidad ya estaba estudiado, pero no se tenia conocimiento de la
complejidad que podia abarcar el no colocar una probabilidad acorde al sistema. Al realizar
el estudio con el primer modelo, se dio a entender, tras obtener resultados, que este no tenia
sentido, ya que obtenia clisteres dentro de clisteres que no hacian sentido fisico. Luego, en
una busqueda en la literatura, se encontré el segundo modelo, esperando que esto funcionara,
pero tampoco fue el caso, debido a que este modelo determina cadenas de fuerza, no grupos
de granos ordenados. Ante esto se probaron otros modelos. Siguiendo con la linea mencionada

en el marco teodrico en la ecuacion 2.16. Se intentd F;; = %%; donde 745 es la distancia
)

espacial de los dos nodos, encontrando comunidades acordes a lo que se esperaba. El problema
fue no poder justificarlo entrépicamente. Tras esto surgioé el ultimo modelo, el cual optimiza
una entropia y sigue verdaderamente restricciones del sistema de manera sencilla y razonable,
como se mostraré en el siguiente capitulo.
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3.4. Tiempos de Vida

En las Redes q y en las Redes q de Comunidades se representa mediante redes image-
nes de ciertas aceleraciones, pero otro aspecto importante para analizar en las interacciones
locales, es su tiempo de accion, es por esto que se ide6 una forma de detectar los tiempos
de vida de los grupos de granos ordenados. Para esto se crearon las Redes ¢ multicapas de
Comunidades , las cuales consisten en redes multicapas temporales, formadas por la unién
temporal (representando un I',, completo) de las comunidades de las Redes q de comunidades
de un I';,, donde los nodos representan comunidades de granos y hay dos tipos de enlaces:

e intra layers: Enlaces que las comunidades contienen de las Redes q de Comunidades, es
decir, qué comunidades de un mismo tiempo ¢ tienen granos en contacto entre si.

e inter layers: Enlaces que representan la evolucion temporal de las comunidades, es
decir, qué comunidad corresponde a qué otra comunidad cuando pasamos de un tiempo
t al tiempo t + 1. Para esto hay que realizar una eleccion de cémo identificar esta
correlacion de comunidades. Para ello, la eleccion fue buscar comunidades que tuvieran
tanto posicion del centro de masa, como cantidad de granos similar. Esto se explicara
a continuacion en la construccion de la creacion de las redes multicapas temporales

Para construir Una Red g multicapas de Comunidades se siguieron los siguientes pasos
(visualmente en 3.8):

e Se escoge una aceleracion I'), a la cual representar
e Se abre la Red q de Comunidades t

e Todos los nodos son agregados a la Red q¢ multicapas de Comunidades. Todos los enlaces
que contiene esa red, son también agregados a la Red q multicapas de Comunidades
como intra layers.

e Luego, al analizar la Red g de Comunidades t, se abre la Red ¢ de Comunidades t + 1
(a)

e Por cada comunidad de la Red q de Comunidades t ¢, se proyecta su area en la Red ¢

de Comunidades t+1 (b), y se enlaza con todas las comunidades que tengan nodos bajo

Tamano comunidad c,
[
v

su area (c). Enlace con un atributo llamado p,,, que sera p,, = Torero cormurided <

e Luego solo se conservan los enlaces hacia las comunidades que su cantidad de granos
sea £50 % al de la comunidad de la red ¢, es decir, se eliminan los p,, que cumplen con

0,5 < /1 —pyy/ (d).
41

e Como pueden ser varias las comunidades ¢,"" que tengan un p,, con !, solo se quedara
el maximo de ambas direcciones max(ps,) = wyy, es decir, primero, de todos los enlaces
que recibe cZH, solo queda el max (ps,) (e), y luego de todos los enlaces de ¢, solo
queda el max (ps,) (f) . Esto con el proposito de ver qué comunidad CZH de la Red q
de Comunidades t + 1 realmente comparte la gran mayorfa de informacion que trae la

comunidad ¢, y que una comunidad CZH represente solo a una comunidad c’.
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e Tras obtener w,, se enlazan las comunidades ¢!, y ¢jt' con un enlace denominado inter
layer (g)

(e) (f) ()

Figura 3.8: Proceso de correlacion entre comunidades. (a) Dos Redes ¢ de tiempos conse-
cutivos t y t + 1. (b) Proyeccion del area de t en ¢t + 1. (¢) Enlaces con las comunidades
que comparten area. (d) Eliminacion enlaces con comunidades de tamanos distintos. (e) Co-
rrespondencia hacia t. (f) Correspondencia hacia ¢ + 1. (g) Igualacion de colores para las
comunidades que se corresponen

49



Es decir, esta red esta codificada en los elementos de una matriz de adyacencia:

AS, siz,y € t (enlaces intra layer)
Ap, =4 Lsiwg #0 conx € t,y € t+1 (enlaces inter layer) ,
0 caso contrario

Donde el primer término es simplemente los enlaces dentro de un mismo tiempo, es decir,
los enlaces de las Redes q de Comunidades, mientras que el segundo término son los enlaces
entre comunidades correspondientes en tiempos consecutivos, es decir, si la comunidad C*
se corresponde a la comunidad C;“. Con esta nueva red, se pueden calcular los tiempos de
vida promedio segin el tamano de la comunidad. Para esto basta contar sus enlaces inter
layers hacia adelante temporalmente de las comunidades recientemente formadas, y asi saber
cuanto tiempo 7. promedio viven clisteres de tamano n.. Algoritmicamente esto es:

e Se fija como variable t =0y p(n.) = 0.

e Por cada nodo de la red de tamano n. se mide si este contiene o no contiene ancestros,
esto es, un enlace inter layer con el tiempo anterior.

e Si no tiene ancestros se calculan sus descendientes A, esto es la cantidad de comuni-
dades consecutivas, las cuales entre ellas tienen un inter layer y que el primer enlace
corresponde a este nodo.

e Calculado A, se suma al tiempo como variable t+ = A y a la densidad de comunidades
de tamano n. iniciales también p(n.)+ =1

e Por tltimo se normaliza y se obtiene el promedio de tiempo para las comunidades de

tamano n.: 7. = =+
¢ te T plne)

Para realizar esto existieron problemas de tiempos con los codigos. En relacionar cada
red de comunidades, con la del tiempo posterior, demoraba aproximadamente 60 segundos.
Esto, considerando la enorme cantidad de imagenes que se relacionaron y teniendo presente,
ademas, los 3 modelos usados, fue un problema para la realizacion de esta tesis. Para so-
lucionarlo, esta tesis fue parcialmente apoyada por la infraestructura de supercomputo del
NLHPC (CCSS210001). Se tomo la decision de paralelizar codigos y realizar la creacion de
las Redes q de Comunidades multicapas simultaneamente, mediante la ayuda de los servido-
res del Laboratorio Nacional de Computaciéon de Alto Rendimiento (NLHPC). Esto permitio
paralelizar hasta 15 aceleraciones simultdneamente, con los 3 modelos al mismo tiempo de
las Redes q de Comunidades multicapas.
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Capitulo 4

Entropia

«No se trata de cansancio y un desgaste fisico y quimico, fruto de las
exigencias de la vida (pues para remediarlo bastaria con el reposo), sino mds
bien de algo espiritual: la conciencia del paso del tiempo, que, ante la
monotonia tninterrumpida, corre el riesgo de perderse y que estd tan
estrechamente emparentada y ligada a la conciencia de vida que, cuando una se
debilita, es inevitable que la otra sufra también un considerable debilitamiento.»

T. Mann [113]

En este capitulo se mostrara todo lo logrado en esta investigacion via la teoria mecano-
estadistica de redes complejas. Se comenzara por la demostraciéon de un modelo nulo asociado
al sistema, esto con el objetivo tanto de fundamentar su uso en la obtencién de comunidades
para la realizacion del coarse grained, como también para estudiar la entropia del sistema en
funcion de la aceleraciéon adimensional normalizada €. Luego se mostraré el comportamiento
de la entropia del sistema y se obtendré una posible interpretacion del calor especifico que
permite entender coeficientes obtenidos en las investigaciones anteriores. Tras esto se dara
a conocer, en el caso general, como es la entropia coarse grained en redes complejas. Por
altimo, se utilizara esta entropia en funciéon de la aceleraciéon para nuevamente entender el
proceso de transicion de fase y se mostrara que esta concuerda con la entropia del sistema
microscopico.

4.1. Demostracion Modelo Nulo

Al realizar el coarse grained explicado en la Seccién 3.3 se utiliz6 un modelo nulo P;; =
%&j. Esta probabilidad viene de construir un modelo nulo formulado mediante restric-
ciones en redes que representan dicho sistema. En esta seccién se mostrara como se obtuvo
este modelo, maximizando ensambles en redes multicapas [39] con peso, donde la primera
capa contiene la informaciéon del orden de los granos, y la segunda contiene la informacion

de los granos vecinos entre si.
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Modelo Nulo Red Multicapa Granular

Se dividira el problema en dos. En primer lugar, las relaciones de vecinos que existen en
los nodos y en segundo lugar las relaciones de orden local que contiene cada nodo. Como
los enlaces de la red granular solamente existen cuando dos granos vecinos estan ordenados,
se dird que esto es similar al siguiente problema: una red multicapa de dos capas. En la
primera los vecinos estan conectados entre si, y en la segunda todos los granos ordenados
estan conectados entre si. Luego, nuestro sistema esta descrito cuando colocamos una sobre
la otra y se cumplen las dos condiciones: son vecinos y estan ordenados.

Realizando esta separacion de dos capas, el sistema estara descrito por una red multicapa
G:

—

G= [GsaGmgso] (41>

Donde se tendran dos redes G y G,. La primera sera el grafo que describa las relaciones de
vecinos entre los granos del sistema y la segunda la que describa las relaciones de orden entre
los granos del sistema. Como en este caso hay una correspondencia de nodos, los términos
del conjunto G, serin triviales y existiran solamente entre nodos correspondientes.

Comenzando con la red de vecinos (G). Esta se definira como una red donde los elementos
de la matriz de adyacencia D;; son simplemente una funcion de la distancia. Esto con el
objetivo de colocar de forma genérica la restriccion de vecinos al ensamble de redes:

Dy = { f(di;) funcion de distancia d;j entre el nodo i y el nodo j (4.2)

0 si no hay enlace

En esta red de distancias, P(Gs) sera la probabilidad de que, dada la restriccion que
se mencionard a continuacion, se encuentre el microestado (G,. La ecuacion 2.18 del marco
tedrico mostraba como escribir una restriccion C), en ensambles canoénicos. En este caso,
se colocara la siguiente restriccion: si es que existe enlace entre dos granos solo pueden ser
VeCcinos:

0=> P(G.))_ O(Di)(1-5;) (4.3)
Gs i<j

Donde O es la funcién Heaviside, y 6;; una delta de vecinos (si 4, j son vecinos es 1, caso
contrario 0). Es decir, esta restriccion entrega ensambles de redes, donde dada una cierta
cantidad de granos, solo los que son vecinos pueden estar enlazados. Usando la ecuacion 2.22,
se puede aplicar esta restriccion, para asi escribir la funcién particion Z, de estos ensambles:

7, = Z e~ ¥ 2ic; ©(Dig)(1=63)

Ga
Z, = H Z e~ YO(Dij)(1-545)

1<j Dij
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Con T el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion mencionada anteriormente.
Luego, notando que ©(D;;) solo puede tener dos valores (0 o 1), se suma sobre todos los
valores posibles obteniendo:

Z, =[]+ e 00 (4.4)

1<j

La cual, es similar a la funciéon particiéon del caso de los fermiones. La tnica diferencia es
que aqui se esta tratando con relaciones entre nodos y es, por esto mismo, que la suma es sobre
dos indices i < j. Desde esta funciéon particiéon es posible obtener toda la informaciéon del
sistema de relaciones entre vecinos, y como lo que interesa es encontrar las probabilidades de
enlace tanto en esta capa de nodos vecinos, como en la otra, se puede obtener la probabilidad
de este capa con la ecuaciéon 2.29:

Py =Y P(G,)s(Dj; > 0)
Gs

Escribiendo la probabilidad del grafo P(G) usando la ecuacion 2.24, se puede escribir lo
anterior de la siguiente manera:

1

F)Z — Z 76*T2i<]’ @(Dij)(lfl;ij)é(Dij > 0)
G, 7%
s I s oD 1.
Pi=1- Z Ze TXic; 0P (1=03) §(D,; = 0)

iJ

Esto se puede desarrollar integrando en la delta de Dirac sobre el elemento de matriz de
adyacencia D;;:

1 _
Pi=1- Z 76—T2z<y@(ny)(l—éxy)e—T@(Dijfoxl—aij)
Daysij

P=1- 1o ry, 605,

Daypi — °
Notando que Z, = Dayss;
TYF£1]

término derecho es en realidad 1 + e~ ¥(1=%) (hay que sumar sobre los dos valores posibles 0
y 1). Entonces solo sobrevive de esta division el término ij:

67T2x<y @(Dzy)(lflszy) X ZDly_i]' e*T Z:c<y @(Dzy)(lféﬂvy)7 y que el

S

1
Z] - 1 - 1 + e—T(l—(Sij)
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e~ Y(1-6i5)

-P’L“ = 1+ e—T(l—(Si]‘)

(4.5)

Al igual que la funcion particion de este sistema, la probabilidad encontrada es simil a
la probabilidad en distribuciones de fermiones. Esto viene nuevamente del hecho de que solo
existen dos valores posibles de estados: o no hay enlace, o, si lo hay, pero sin importar el peso
de este. En la siguiente capa se observara que en casos donde si importa el peso del enlace,
la probabilidad es completamente distinta. Ahora, para obtener el valor del multiplicador de
Lagrange T y encontrar el valor de la probabilidad independiente del multiplicador, se puede

usar la restriccion que viene de la ecuaciéon 2.21: 0 = _al%j(fzs),
—Y(1-63;)
[ J
0= Z 1+ e~ Y(1-4;5) (1 - 61)

1<j

Separando la suma entre aquellos que son vecinos y quienes no, se puede desarrollar la
ecuacion y encontrar una relacion que permite despejar T:

fT(lfg/jjl 1 fT(lfgﬁ/jO 0
o= Y -+ Y -4

i<j vecinos 1+ 6,'1‘(1,% 1<j no vectnos 1+ €7T(17§/j5

-T

0=leﬁ

1<jJ no vecinos

e—T

B 1+e T

La tnica forma que puede suceder esto es que T > 1, esto implica que el término
e~ Y(A=di) d;;. Usando esto ultimo en la probabilidad encontrada anteriormente, se puede
obtener la probabilidad de enlace que se buscaba:

s e—T(l—éij) B 52]
g 1+ e—T(l—(Sij) - 1 + 5”

Py =6,/ (46)

Encontrada esta probabilidad, se debe encontrar la misma pero para la red de orden GG,,. De
esta forma tendremos ambas probabilidades de enlaces y asi se podré definir correctamente la
probabilidad del sistema real. Para ello, primero se debe escribir los elementos de una matriz
de adyacencia asociada al sistema de orden:

Wi = { qiq; st hay enlace (4.7)

0 st no hay enlace
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Tras esto, al igual que antes, hay que imponer restricciones asociadas al sistema a estudiar.
La restriccion més general que se puede escribir del sistema, considerando los resultados
obtenidos del estudio anterior, es restringir los valores de las variables ¢;. Por lo mismo se
puede tomar la siguiente restriccion:

L=Y P(Go)) W (48)
Go

i<j

Donde L seré la suma total de enlaces. Como lo que se busca son ensambles de redes, en
las cuales todo nodo ordenado esté conectado con los demas nodos ordenados, entonces L
debe cumplir, por otra parte, ser L = ZK]. 495 9(¢i,q; > (@) ). Como no se esta considerando
en este layer si son vecinos o no, sino que simplemente dos nodos estén ordenados, esta suma
de nodos ordenados es descorrelada, por lo que se puede aproximar a:

N(N - 1)

> 0(ai g > (Q)) = B———(Q")*

1<j

Donde (Q*) es el valor del orden promedio de los granos ordenados, /3 la fraccion de pares

N(N-1)
2

de granos ordenados respecto del total de pares de granos, y el total de pares de

granos del sistema. Luego L se escribe de la siguiente manera:

N(N —1)

Q) (49)

L=p

Esta restriccion entrega ensambles de redes, donde dada una cierta cantidad de granos,
los que estan ordenados estan enlazados con todos los otros granos del sistema que también
estan ordenados. Pero atin mas, aqui esté incluida la variable fisica que describe la transicion
(@), ya que los ensambles deben cumplir que la suma de todos estos enlaces sea en promedio
L, y el término (Q*)? ~ (Q)?, es decir, la restriccion, considera directamente el parametro de

orden global del sistema. Con lo anterior se puede escribir la funcién particion de esta red
g

Z, = E e A Wiy
Gs

Zs = H E e Wi
1<J Wij

Con A el multiplicador de Lagrange asociado a nuestra restriccion. Luego, sumando sobre
todos los posibles valores de W;; se obtiene la funcion particiéon. A diferencia del caso anterior,
aqui la suma sobre todos los estados posibles es desde 0 hasta oo, ya que la restriccion es
sobre W;; a diferencia de antes, que era sobre O(D;;).

Z,=[Ja-e™™"

1<j
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Lo que da nuevamente un resultado simil de la fisica estadistica. Se comporta como una
funcién particion bosoénica. Esto se debe al hecho de que similar a los bosones; los cuales
a diferencia de los fermiones pueden tener los mismos nimeros cuanticos, existen muchos
estados posibles en los que pueden estar enlazados. Al igual que antes, para obtener la
probabilidad de enlace hay que integrar con la ayuda de la delta de Dirac:

Py =" P(G,)8(W;; > 0)
Go

o 1 A w.
Py=3 e iy > 0)

1]
G, ¢

0 I Ay w,
Py= 1= Lot Saogr, =0
Go

Zo
1
pPo=1—— -
ij (1—e M)t
o _ _—A
Solo falta despejar el multiplicador de Lagrange y asi obtener la probabilidad que se busca.
Para encontrar A se puede usar al igual que en la red de vecinos L = _61%1(&20) (ecuacion

2.21):

oA
L= =

1<j

Notando que la suma es la misma para cada par de nodos, y que la cantidad de pares de
nodos es N(N —1)/2:

e—A

L=N(N-1)/2——

Colocando esto en la ecuaciéon de la probabilidad encontrada recientemente, se puede
2L
MU Luego, reemplazando el valor de L se encuentra

Ity
finalmente la probabilidad de que dos granos del sistema estén enlazados en la red de orden:

obtener que P/, cumple P} = e A =

o _ _BQ)
e T i

Ahora que ya se tienen las probabilidades de ambos sistemas, y sabiendo que ambas re-
des no estan correladas debido a que la red de orden toma todos los granos sin importar la
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vecindad, se debe cumplir la ecuacion 2.26. Luego, la probabilidad de que exista un enlace en
ambas redes (probabilidad de que estén ordenados y sean vecinos) debe ser descrita entonces
por la multiplicaciéon de ambas:

s b B(@)?
Py =P Y = W@j/z (4.12)

Esta es la probabilidad que se us6 en la obtenciéon de comunidades, y con la cual a
continuacion se calculara la entropia del sistema. Algo importante de mencionar es que las dos
restricciones utilizadas fueron restricciones globales del sistema, luego, se pueden utilizar para
cualquier sistema que contenga un observable global que describa al fenémeno en términos
de interacciones locales, como sucede en sistemas de cadenas de fuerza, modelo ising, entre
otros. En el caso de que no sea asi, se debe encontrar otro tipo de restricciones que aborden
al sistema.

4.2. Entropia Sistema Granular

Con el modelo entréopico demostrado en la seccidon 4.1 se puede encontrar la entropia
microscopica que describe la transicion. Esto con el objetivo de poder graficarla y analizarla,
y asi comparar resultados con las investigaciones anteriores sobre la descripcion de esta
transicion. Para realizar esto, la ecuacion 2.20 definia la entropia como:

S =" MNCyu+log(Zc)

I

Obteniendo \,C, y Z. se puede obtener directamente la entropia de la red granular
que describe al sistema microscopicamente. Para ello, primero se puede notar usando lo
desarrollado en la seccién anterior que las restricciones >, A,C, = T -0+ A - L. Por otra
parte, se debe encontrar la funciéon particion global Zs, pero como el sistema contiene dos
capas (orden y espacio) se debe usar la ecuacion 2.22. Luego la relacion de la funcion particion
total con las de las distintas redes debe ser Zo = Z, X Z,. Esto quiere decir que la entropia
entonces cumple que:

S="-04+A-L+log(Zs)+log(Z,) (4.13)
Ya con esta ecuacion es posible calcular, con los datos de las redes de orden, la entropia del
conjunto de redes granulares en funciéon de . Donde ¢ es la aceleraciéon normalizada ¢ = %

Esto ultimo se muestra en la Figura 4.1 a). Donde cada punto del gréfico es el promedio ‘de
la entropia para cada aceleracion, es decir, a cada una de las 3.272 imagenes dentro de una
aceleracion se les obtuvo su entropia, y luego el promedio de estas fue colocado como la
entropia asociada a esa aceleracion. Importante mencionar que se eliminaron 3 datos outliers
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correspondientes a las aceleraciones I' = 4.8155, 4.7381, 4.6548 (todos datos del segundo dia
de grabacion).

Se puede observar que la entropia tiene un comportamiento totalmente continuo, tal como
se describi6 en el estudio anterior del sistema [22]. Por otra parte, como ¢ es la aceleracion
normalizada que inyecta energia en el sistema granular, se puede usar el calculo de la entropia
de la red granular S(g) como proxy del calor especifico fuera de equilibrio ‘fl—f ~ Cy(e). Esto
asume varias cosas. En primer lugar, que la entropia de la red esté relacionada con la entropia
del sistema granular, y, por otra parte, que la aceleraciéon £ es un simil a la temperatura
T asociada al sistema. Segiin el modelo C, el calor especifico tiene comportamiento tipo
potencia, luego, modelando la entropia como potencia, esta es practicamente constante (no
varfa el orden de 10° como se puede ver en la Figura 4.1 b)), provocando entonces que su
derivada; la cual es proporcional a C,, sea 0. Entonces en este caso, C, = 0. Esto significa
que no muestra divergencia cuando € se aproxima a cero cerca de la transicion de tipo sélido
liquido. Esto es completamente consistente y concuerda con el exponente o = 0 en el lenguaje
de transiciones de fase dinamicas [24] dentro del modelo C utilizado para describir este sistema
granular [22], donde este exponente proviene del resultado del calor especifico en transiciones
continuas C, ~ |T" — T,.|*. Si @ = 0, significa que el calor especifico debe ser una constante
en funciéon de e tal como sucede en este caso.
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Figura 4.1: a) Entropia sistema microscopico en funcion de . b) Entropia en escala log log.

Algo relevante aqui es interpretar qué significa esta entropfa. La entropia definida refiere
a la cantidad de configuraciones posibles de las dos capas (orden y vecindad) que representan
el sistema. Luego esta aumenta a medida que se acerca la transiciéon debido a que existen mas
granos ordenados, lo que hace que la cantidad de formas de generar la restricciéon promedio
L aumente, pero no considerablemente, como se observa en la Figura 4.1 b). Por otra parte,
este proxy de calor especifico se puede entender como una unidad que mide como va variando
la cantidad de configuraciones posibles que puede tomar el sistema en funciéon de modelarlo
mediante ensambles de redes complejas.
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4.3. Demostracion Entropia Coarse Grained en Redes Com-
plejas

Uno de los ejes de esta tesis es entender al sistema de forma mesoscopica. Ya con la
entropia microscopica del sistema demostrada en la seccion 4.1 y analizada en la seccion 4.2,
es interesante compararla con la entropia mesoscopica de este. Esto tltimo es un problema
clasico en fisica y es conocido que se obtiene un aumento en la entropia debido a la pérdida
de informacién que se produce en el coarse-grained. En esta seccion se pretende demostrar
una forma simil a la entropia coarse grained mostrada en la ecuacion 2.30, pero esta vez
aplicada a redes complejas. Esto con el objetivo de entender la transicion desde una vision
mesoscopica y ademas mostrar un nuevo marco tedrico para poder usar coarse graining en
sistemas que utilicen redes complejas.

La entropia coarse grained en un sistema termodindmico se define como en la ecuacién
2.30:

Se==Y_ P(w)log(P(w))+ > s,P(w) (4.14)

w w

Siendo s,, la entropia asociada a la degeneracion del mesoestado w, y P(w) la probabilidad
del mesoestado w. Para calcular la entropia del mesoestado, se debe considerar toda la
cantidad (€2,,) de microestados que pueden representar al mesoestado. Tomando la definicion
de la entropia tipo Boltzmann:

Sw = Log(y) (4.15)

En el caso de redes se debe tener exactamente lo mismo. La entropia coarse grained se
puede definir en funcion de la probabilidad del grafo simplificado P(G), y la entropia asociada
a éste sq:

Se=—Y P(G)log(P(G)) + > _ saP(G) (4.16)

Hay que notar que el primer término de la entropia se puede escribir de una forma més
simple si se consideran los elementos de la matriz de adyacencia a;; del problema como
binarios (sin peso) y se calcula la probabilidad de enlace p;;. Luego, el primer término es
equivalente a sumar sobre cada enlace posible, el promedio de que exista enlace (log(p;;)) ¥y
de que no exista enlace (log(1 — p;;)):

- Z P(G)log(P(G)) = — ZPileg(pz‘j) + (1 = pij)log(1 — pij)
G i<j

Considerando esto en la entropia coarse grained definida anteriormente, esta se puede
reescribir como:
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Se = — ZpijZOQ(pij) + (1 = pij)log(1 — psj) + Z sqaP(G)
G

i<j

El término extra: ), sq¢P(G) = Y, 109(Qc)P(G) se puede calcular. Para ello se debe
obtener una expresion para la degeneracion del sistema Qg (G). Hay que notar que dado un
grafo G, esta degeneracion, no es mas que la multiplicaciéon de todas las formas C;; de obtener
cada enlace existente entre 7, j , es decir:

= [ (4.17)

1<j

Otra forma de entender este término es la siguiente: Si existe enlace entre dos nodos i, j
1 . . .
el valor (Cy;)#¢7 = Cj;, esto es, la cantidad de formas de realizar ese mismo enlace, por otra

. . 0 . . .
parte, si no hay enlace (Cj;)#7 = 1, es decir, la cantidad de formas de no realizar un enlace
(la tnica forma de no realizar un enlace, es no realizarlo). Usando esto ultimo, el término
extra de la entropia queda:

> 5aP(G) =Y log(T[(Ciy)™) P(G)

Y saP(G) =) P(G))_log(Cyj)ay
G g i<J

Notando que ), P(G)a;; = pij:

> " seP(G) = log(Cij)p;;
G

1<j

Luego la entropia coarse grained de una red compleja se puede escribir como:

Se == pijlog(pi;) + (1 = pis)log(1 = pi;) + Y log(Cij)pi; (4.18)

1<J 1<j

Algo importante a notar de esta forma de escribir la entropia, es que se debe encontrar de
alguna forma la probabilidad p;; de enlace entre dos nodos. Esto puede complicar los calculos
si las redes no son random y hay que buscar un modelo nulo que las represente. Ante esto,
otra forma de ver sistemas degenerados en redes, la cual no se abordara en esta tesis, mas si
se debiese continuar por ese camino, es lo que se explicara a continuacion. La entropia coarse
grained por definicién, se colocé como:

Se=—Y P(G)log(P(G)) + > _ saP(G)
G

G
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Pero el término ), s¢P(G) es en realidad el promedio de la degeneracion entropica (sq),
que es lo mismo que (log(€2)). Este promedio, en realidad, corresponde al valor més probable
del grafo degenerado, es decir, al que maximiza la cantidad de formas posibles de enlazar. Si
uno encontrase cuél es ese maximo mediante herramientas de combinatoria y grafos, podria
evitar los célculos precisos hechos en el caso de pocos clusteres [114] y encontrar un 6ptimo,
el cual corresponde exactamente al término entrépico buscado. Lo interesante a notar es que
este es independiente de la probabilidad de enlace, y si es muy grande, el término se vuelve
dominante en la entropia total S, ~ (s¢).

4.4. Entropia Sistema Coarse-Graining

En esta investigacion, como se explico en el Capitulo 3, se realizé un coarse grainded via
la maximizacion de la modularidad. Asi se obtuvo grupos de granos ordenados. Con ellos se
crearon redes de comunidades, como se explico en la seccion 3.3. Ahora, la pregunta es como
calcular la entropia de este sistema simplificado. Al simplificar una red compleja mediante
algiin coarse grained, se asumird que la red simplificada que se genera es similar a una
red random. Esto debido a que la cantidad de simplificaciones y promedios que se realizan,
provocan que éstas se comporten como si fueran redes random. Luego, si la red simplificada
es similar a una red random, la probabilidad de enlace entre dos grupos de nodos, es sencilla.
Simplemente es la probabilidad de Newman-Girvan:

Si se quiere observar qué sucede con la entropia del sistema, hay que utilizar la ecuacion
4.18 demostrada en la secciéon 4.3:

S, = — szﬂOQ(pz‘j) + (1 — pij)log(1 — pij) + Z log(Cij)pij

1<j 1<J

El problema se traduce en contar los estados degenerados de enlace ;. En nuestro caso,
solo es el borde de ambas comunidades los que pueden estar en contacto. Considerando que
el borde de una comunidad de tamaifio n’, tiene una cantidad b* = ¢(n’)'/? de particulas en el
borde, solo se debe contar cuantas formas existen de enlazar dos grupos, uno de b particulas
y otro de &’ particulas. Esto asume que cualquier grano puede estar conectado con cualquier
otro, y que incluso un grano podria estar conectado con todo el otro borde, lo que no es
cierto, pero es una primera aproximacion. Luego, considerando que cada particula de cada
grupo puede estar conectada con cualquier particula del otro grupo, la cantidad de formas
es:

Ci;=2"" —1 (4.19)
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Usando esta cantidad, y el modelo nulo senalado, la entropia del sistema seréa:

kik; . kik ik o _p) biky
=2 o) O ) 2 1o~y
5%=—§:ﬁﬁ@@mﬁny—mww@»+¢u—ggﬂm¢1_£f§) (4.20)

1<j

Se puede mostrar la entropia al igual como se realizé en la seccion 4.2, pero esta vez de
forma mesoscopica. Esta entropia se puede visualizar en la figura 4.2 a). Donde cada punto
del grafico es el promedio de la entropia mesoscopica para cada aceleracion, es decir, a cada
una de las 3.272 imégenes dentro de una aceleracion se les obtuvo su red de comunidades
y a su vez a cada una de estas redes se les obtuvo su entropia. Luego el promedio de estas
fue colocado como la entropia asociada a esa aceleraciéon. Importante mencionar que se eli-
minaron los mismos 3 datos outliers eliminados anteriormente en la entropia microscopica
(correspondientes a las aceleraciones I' = 4.8155, 4.7381, 4.6548, todos datos del segundo dia
de grabacion). Al igual que en la seccion 4.2 se usé como proxy a un calor especifico C), ~ %
Se puede observar en la figura 4.2 b), nuevamente la entropia no varia y es practicamente

constante al modelarla tipo potencia.
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Figura 4.2: a) Entropia sistema mesoscopico en funcion de . b) Entropia en funcion e escala
log log.

El comportamiento es totalmente similar a lo mostrado en la entropia microscopica, au-
mentando continuamente a medida que se acerca la transicion, lo mismo para el calor especi-
fico del sistema que permanece sin divergencia. Lo que llama la atencién es el no incremento
previsto de la entropia del sistema. Los valores de la entropia mesoscopica son del orden de
103, mientras que en la microscopica de 10°. Esto pudo haber ocurrido por varias razones,
pero hay tres las cuales explicarian esto: primero, la red microscopica posee enlaces con pesos,
mientras que la red de comunidades contiene enlaces binarios, luego la entropia mesoscopica
considera muchisimos casos de enlaces que la mesoscopica no considera, segundo, se pasa de
aproximadamente 5.000 granos con algin enlace, a 400 grupos de granos que no todos tienen
enlaces con otros grupos de granos, es decir, no se esta cerca de los limites termodinamicos
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de grandes cantidades de enlaces, tercero y tltimo, quizés las redes producidas no siguen

probabilidades de redes random, es decir el término p;; = &;c <+ podria ser otro.
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Capitulo 5

Distribuciones

« No dejen de tensar cada vez mds los resortes en su interior y no duden en
forzarlos cuando haga falta, y repitanse, por mds que el exceso de esfuerzo no
esté de moda, que el futuro les pertenece a los que se esfuerzan en exceso.s

H. Bergson [115]

En esta seccion se presentaran las diferentes distribuciones de las Redes ¢ de Comunidades
asociadas al sistema granular cercano a la transicion. Como informé Castillo [22], el sistema
granular muestra un orden de orientacion global creciente a medida que (Q)) crece linealmente
con I' < T'.. A medida que esto ocurre, las particulas se organizan en grupos con un numero
cada vez mayor de particulas que se unen a otros grupos a través de particulas compartidas
en sus bordes. Usando la aceleraciéon normalizada 0,02 < ¢ < 0,2 se calcul6 la distribucion
de tamanos n., el tiempo de vida 7. de los grupos de estos conjuntos de redes en funciéon de
la aceleracion normalizada . Por otra parte, se analizé tanto la cantidad de enlaces totales
de la red, como también en funciéon del tamano de los grupos de granos, asi como el calculo
de 3 histogramas de centralidad: grado, cercania e intermediacion. Esto con el objetivo de
caracterizar mesoscopicamente la cercania de la transicion.

5.1. Tamano

La distribucion de tamanos de los grupos de granos p(n.) usando el modelo nulo demos-
trado en la seccion 4.1 se muestra en la Figura 5.1 a) para diferentes valores de la aceleracion
normalizada . Cada color representa la distribucion de tamanos para una aceleracion. Es-
tas distribuciones muestran un comportamiento de ley de potencia, p(n.) ~ n? durante al
menos una década, entre tamanos de 20 y 200 particulas por ciimulo independiente del valor
de la aceleracion. Los valores de mejor ajuste para o dentro del rango anterior se muestran
en la Figura 5.1 a) (recuadro), que muestra un comportamiento limite para aceleraciones
cercanas a la transicion.

El comportamiento de la ley de potencia se satura mostrando un limite para tamanos
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Figura 5.1: a) Distribucién de tamanos de los clusteres p(n.) en funcién de n.. Recuadro:
Mejor fit del exponente de la ley de potencia o como funcion de € para N, € {50,500}. La
linea discontinua horizontal muestra el valor limite de o en funcién de ¢. La linea discontinua
vertical muestra el valor mas grande de € a partir del cual a se satura. b) Claster cut-off n}
como funcién de €. ¢) Tamano més grande de Cluster 7. en funciéon de e.

de ctiimulos mayores que un valor dado n’(¢), el cual es cada vez mas grande a medida que
se acerca la transicion liquido-solido. Usando una correccion exponencial simple p(n.) ~
ng x exp(—n./ny), se calculd n = n¥(e), lo que se muestra en la Figura 5.1 b). De manera
similar, se puede calcular la distancia de grupo més grande encontrada para cada valor de
g, N, = (n?) que se muestra en la Figura 5.1 ¢). Como en el caso de la saturacion n}, 7,
también disminuye con £ (a medida que la aceleracion se aleja de la transicion). Se puede
probar un comportamiento de ley de potencia tanto para n; como para 7. en funciéon € en el
rango donde a converge hacia -2.0. Dentro de este rango, n} ~ e <" con (*=023+0,05y
Ne ~ e ¢ con ( =0,21 +0,05.

Se podria atribuir este comportamiento de la distribuciéon de tamanos a problemas re-
lacionados con la percolacion [116-119]|, ya que muestra el exponente predicho (o = —2,0)
para la distribucion de conglomerados. Ultimamente, se ha descubierto que aparecen un par
de transiciones de fase diferentes de segundo orden (una de actividad y otra de orden de
orientaciéon) en un sistema de discos granulares cortados bidimensionales en el mismo valor
critico del pardmetro de control [120], esto podria ser el caso de los datos analizados en esta
tesis, ya que estarfamos encontrando otra transicion ademés de la estructural ya descrita,
pero en realidad para estas redes de clisteres no es el caso, ya que ni n} ni n, muestran el
comportamiento critico esperado en problemas relacionados con la percolaciéon en funciéon de
¢ dentro del rango experimental de los datos presentes.

Ahora bien, continuando con lo anterior, se podria observar el comportamiento de las
componentes de la red, en vez de las comunidades de esta, y observar si en ese caso pudiese
existir una percolaciéon u otro tipo de transicion. Las redes ¢ cumplen el criterio de la exis-
tencia de una componente gigante (k?) — 2(k) > 0 [107], por lo que podria ser el caso. Esto
da para toda una nueva investigacion y seria interesante observar incluso que ocurre con esta
componente gigante después de la transicion.

Importante notar que este comportamiento de la distribucién de tamanos es un compor-
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Figura 5.2: Densidad de tamano en funcién del parametro de resolucion v para I' = 4,68.

tamiento libre de escala de exponente -2 en el rango entre 20 y 200 particulas. Esto significa
que a las diferentes escalas entre el rango, se encuentran los mismos patrones de distribucion
de tamanos, es decir, la naturaleza de los tamanos de los clusteres es auto-similar. Ademas,
hay una ley tipo potencia en su distancia méas grande, como se mencion6 al describir 7., la
cual permite entender el ritmo de crecimiento de estos, lo mismo para el paso de funcion
potencia a exponencial n.

Se podria pensar en relacionar estos resultados de correlacion mesoscopica obtenidos en
esta distribucion con la correlacion de largo alcance obtenida en el estudio anterior [22, 23].
El comportamiento tipo potencia & ~ 7! no se relaciona uno a uno con como escala la
saturacion n}. La explicacion de esto es que en este estudio se detectan comunidades de
granos. Siempre se va a particionar el gran claster en algunas comunidades por lo que las
estructuras encontradas son diferentes a las correlaciones de largo del estudio anterior. Esta
particion del gran cluster ocurre debido a que en los bordes de las comunidades se encuentran
granos con un orden similar al promedio global, lo que provoca que los grupos de granos
se diferencien también en su orientacion, por lo que la correlacién detectada mediante las
redes de comunidades no es solo de orden, sino también orientacional. Para encontrar una
relacion entre la correlacion y las saturaciones obtenidas en estas distribuciones, se podria,
como se menciond anteriormente, sumar la cantidad de granos de los clusteres entre si, y
considerarlos un gran clister, de esta forma, la escala observada seria mucho mas similar a
la de las longitudes de onda observadas en el estudio anterior de este sistema.

Por otra parte, las distribuciones de tamano p(n.), fueron obtenidas para distintos para-
metros de resolucion v (parametro que aparece en la funcion modularidad y que afecta en
el tamano de las comunidades detectadas) para asi observar si este influia o no en el tipo
de distribucion de los grupos de granos. Esto se puede ver en la Figura 5.2, donde se pro-
b6 con una serie de valores: v = [0,01;0,05;0,1;0,5; 1; 5; 10; 50; 100] para una aceleraciéon en
particular I' = 4,68. No se obtuvieron mayores diferencias en el exponente de la potencia
a ~ —2,0, mas si en la saturacion. Mientras més grande es el pardmetro de resolucion, mas
pequenas son las comunidades, produciendo una saturacién en tamanos mas pequenos, por el
contrario, mientras mas pequeno se toma el parametro de resoluciéon, mas grandes se hacen
las comunidades, retrasando el cutt-off. Para valores pequenos del parametro de resolucion
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(v < 0,05) ya no surgen diferencias con numeros menores, ya que no hay comunidades mas
grandes que se puedan obtener.

Por ultimo, estas distribuciones; como se mencioné al inicio, fueron obtenidas para el

caso de la deteccion de comunidades con el modelo nulo Pj; = %&j /2. En un inicio

de esta tesis, se realizd lo mismo, pero detectando comunidades con el modelo nulo random
kik;

P = TN mostrando distribuciones exponenciales, tipo cadenas de Markov, que incluso

colapsaban entre si cumpliendo que p(n.) ~ gl/2¢—nee/*A Egtas distribuciones evidentemente
no representan al sistema. Igualmente, han sido obtenidas y analizadas en estudios de grupos
de particulas, que no usan un apropiado modelo nulo [61]. Lo que muestra la importancia de
la correcta deteccion de grupos de particulas.

5.2. Tiempos de Vida

A partir del procedimiento descrito en la secciéon 3.4 se calculd la vida promedio 7. =
7(n.) de los clusteres en funcion de su tamano n., como se muestra en la Figura 5.3 a).
Los tiempos de vida, al igual que en la distribuciéon de tamano, se agrupan en intervalos
(ne — Ane,n. + An,) usando An. = 10, que es el tamano promedio de los pequenos grupos
que se encuentran alrededor de los bordes de las imagenes. Para una aceleracion ¢ fija, el
tiempo 7. crece mondtonamente con n. € {50,500} como una ley de potencia tipo 7. ~ n/!
con exponente n = 0,24 4+ 0,05 como pendiente de mejor ajuste. Los grupos con n., mas
grandes se sostienen con un 7, mas grande, mostrando una gran dispersiéon cuando n,. es del
orden de 1000 particulas, esto para todos los valores de £ como se muestra en la Figura 5.3

a).

Por otra parte, las fluctuaciones del tiempo de vida o(7.) se representan en la Figura 5.3
b) en funcién de 7.. Se puede observar que crecen (en promedio) de forma mono6tona con 7.
Una ley de potencia se puede ajustar en este caso como o(7.) ~ 7, con p = 0,5540,05 como
la pendiente de mejor ajuste. Esto muestra que a medida que los grupos crecen en tamano
y, por lo tanto, 7, aumenta, la razéon entre la fluctuacion de los tiempos y los tiempos de
vida promedio o(7.)/7. ~ Te 1/2 disminuye, lo que significa que 7, puede ser una escala de
tiempo adecuada para describir la lenta dinamica de la evolucion de los grupos granulares. Es
importante tener en cuenta que estos hallazgos también se observan cuando la restriccion de
correspondencia explicada en la seccion 3.4 se reduce de 50 % a 10 %, aunque con fluctuaciones
mucho mayores.

Importante es notar que en articulos sobre este sistema, se llega a la conclusion de que
el tiempo de relajacion es ty ~ €72 [22]. Se podria pensar que aqui se deberfa reproducir
este mismo resultado, pero no es asi. Ese tiempo de relajacion es el tiempo en que dada una
perturbacion al sistema; en cierto niimero de onda, este vuelve a algun equilibrio. En este caso,
se esta midiendo la vida media de los clisteres de granos, lo que es completamente distinto.
Es el tiempo promedio que vive un conjunto de granos de cierto tamano. Mencionar también,
que al realizar este mismo proceso, pero mediante la obtencién de comunidades utilizando el
modelo nulo random, P;; = % se obtienen distribuciones gaussianas del tiempo, lo cual no
tiene ningin sentido fisico, lo que es otra prueba de la importancia de usar un modelo nulo
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Figura 5.3: a) Tiempo de vida promedio 7, en funcién de los tamanos de los clusteres n. en
funcion de la aceleracion normalizada €. b) Desviacion estandar de la vida promedio o(7.).

adecuado al problema.

5.3. Cantidad de Enlaces

En la Figura 5.4 a) se representa la distribucion de la suma total de enlaces m producida

en las redes de clusteres en funcion de €. Estas tienen una distribucion gaussiana p(m) ~
_ —(m—(m))2 . . . . .
e 202 donde el niimero medio de conexiones m disminuye linealmente como ¢~ con

v = 0,05 % 0,005, mientras que la desviacién de los datos o2 = 90 es independiente de €. Lo
primero es bastante esperable fisicamente, ya que a medida que los grupos mas pequenos se
fusionan en otros mas grandes, la cantidad de enlaces posibles de la red disminuye. Por otra
parte, que la desviacion de los datos no dependa de € habla de que el coarse grained realizado
produce redes con un promedio de enlaces bien definido.

v

Se calculd, a su vez, la cantidad de conexiones en funciéon del tamano de los grupos
de granos n., como se observa en la figura 5.4 b). La cantidad de conexiones por tamano
k = k(n.) crece como una ley de potencia con n. como n% con (, = 0,55 4 0,05 y es
independiente de €. Esta escala, que se muestra en la Figura 5.4 b), es de esperar, ya que las
conexiones entre los grupos dependen del niimero de particulas en los bordes de los grupos y
la cantidad de particulas en el borde es proporcional a la raiz del total de particulas, por lo

1/2
tanto, Kk ~ nc/ .

5.4. Centralidades y Distribucién de Grado

Tras el calculo de la densidad, tiempo y cantidad de enlaces, se realizo el estudio de dos
centralidades y el grado de los nodos, y sus cambios en funcién a la cercania de la transicion.
Estas se pueden visualizar en la Figura 5.5.

En primer lugar, tanto la centralidad de cercania (Figura 5.5 a)) como la centralidad de
intermediacion (Figura 5.5 b)) poseen un comportamiento con peaks para valores pequenos
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Figura 5.4: a) Densidad de la cantidad de enlaces m en funcion de €. b) Cantidad promedio
de conexiones en funcion del tamano n. de las comunidades de granos

de centralidad. Estos son causados meramente por las fluctuaciones generadas por el tipo
de bineado para identificar los valores de B y C'. Esto es un problema muy comun en los
histogramas de las diversas centralidades cuando son descritas por un eje logaritmico. Ante
esto, Newman [98| propone que se puede mejorar el entendimiento de estas centralidades
realizando una distribucion cumulativa (es decir ®(x) = p(X > z) [98], asi como se ve en la
figura 5.6. En esta, se visualiza primero, una depresion en la funciéon cumulativa en ambas
centralidades, esto quiere decir, que muchos clusteres poseen su valor de centralidad en ese
rango, lo que es producido por la gran cantidad de clusteres pequenos que no estan conectados
a ningan otro clister y que, por lo tanto, no poseen una gran centralidad. Hay, ademas, un
comportamiento exponencial decreciente en ambas, aumentando la pendiente en funcion de
e. Esto significa, en ambos casos, que la probabilidad de encontrar nodos con centralidad z o
més, disminuye exponencialmente. Por otra parte, la pendiente de decrecimiento disminuye
a medida que nos acercamos a la transicion, esto significa, en el caso de la centralidad de
cercania, que mientras mas cerca se encuentra el sistema de la transicion, los grupos de
granos estdn mas cerca entre si. Este aumento en la cercania explica que a medida que se
acerca la aceleracion, mas clisteres se acercan entre si, produciendo clusteres cada vez més
grandes. En el caso de la centralidad de intermediacién, comunica que a medida que aumenta
la aceleracion, se puede lograr para los nodos una importancia mayor en la conexiéon entre
nodos, incluso cambiando un orden de magnitud. Es decir, aumenta la importancia de algunos
cliisteres en conectar la red.

El grado, por su parte (Figura 5.5 ¢)), puede ajustarse con una funcién potencia para
k < 5 tipo p(k, ) ~ k=¥, donde la pendiente es 1 = 3,15 £ 0,05. Es un rango muy pequefio,
no alcanza a ser una década como para asociarlo a un comportamiento libre de escala. Si
bien la mayoria de los fenémenos naturales que se modelan mediante redes siguen leyes tipo
potencia, se podria observar; con mejor precision, si efectivamente sigue ese comportamiento,
si se aumentara considerablemente la cantidad de granos que tiene el sistema (debido a que
la red de clasteres no contiene tantos nodos ni enlaces).

. . . _Arel/5
Tras esto para s > 5 se puede ajustar una funciéon exponencial tipo p(k, ) = e=2% " £2/5,

donde la pendiente es A = 1,15 + 0,05 permitiendo valores mayores para k a medida que
nos acercamos a la transicion. Esto es bastante razonable, pensando que mientras més cerca
se encuentra el sistema de la transicion se producen clisteres més grandes y, mientras més
grande son, més conexiones pueden llegar a tener debido al aumento del perimetro cubierto
por su borde, como se ve también en el grafico de enlaces en funcion del tamano en la Figura

70



5.4 b).

10t a) b) 100 C) 0.20

0.02

* 8
5 ' .'
" 107 '
10 10-5
107 ) . @
"~ [ =vcivesiaiye]
- = - 100
k

Figura 5.5: a) Centralidad de Cercania. b) Centralidad de Intermediacion. ¢) Distribucion de
Grado

0.20

0.02

T T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012
C B
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lativa de la centralidad de Intermediacion.

Resumiendo la informacion que estas centralidades y el grado comunican sobre como se
comportan los clisteres de granos, se puede decir que mientras méas cerca se esta del cambio
de fase: 1) mas cerca estan los clusteres de granos entre si, ii) la relevancia; en términos de
conectar la red; de los clusteres, logra aumentar en un orden de magnitud, iii) por tltimo,
la posibilidad de encontrar clisteres con gran cantidad de enlaces (entre 10 y 20 enlaces)
aumenta en funcién de . Esto ultimo no significa que aumenten la cantidad de enlaces
totales de la red, ya que fue observado en la figura 5.4 que disminuyen, por lo tanto, lo que
se observa aqui es en realidad un aumento de la cantidad de enlaces que poseen los grandes
clisteres generados. Luego todo tiene bastante sentido, Los clisteres cada vez més grandes,
aumentan cada vez su cantidad de enlaces, lo que produce que exista menor distancia entre
los distintos clisteres de la red, conectandolos a todos, lo que implica a su vez un aumento
de un orden de magnitud en la centralidad de intermediacion.

Dos cosas importantes de senalar en estos resultados antes de presentar las conclusiones
son, céomo influyen las condiciones de borde de este sistema, y como afectan las fluctuaciones
en estos resultados, ante la poca cantidad tanto de nodos como de enlaces en estas redes de
comunidades de granos.

Respecto a las condiciones de borde, los granos encontrados en los bordes tienden a
quedarse en estos, lo que podria afectar de alguna manera los resultados de las distribuciones
que fueron mostrados en este capitulo. Sin embargo, los clusteres formados en los bordes
siempre son pequenos de no mas de 10 granos, por lo que no afectan en como se distribuyen
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los tamanos en todo el resto del espacio. Por otra parte, en las distribuciones, las cuales
abordan anélisis de los enlaces de la red, tampoco afectan. Generalmente, no se enlazan entre
si estos clasteres de borde. Luego eliminando el borde del sistema en 5mm se generarian los
mismos resultados.

Acerca de las fluctuaciones de las redes de comunidades, no afectan tampoco los resulta-
dos. Si bien son redes pequenas, representan un fenémeno maés grande, por lo que son bastante
estables en sus distribuciones, lo que se puede observar en la poca fluctuacion que existe en
todas las distribuciones. Si bien en los tiempos de vida se observa bastante dispersion, esto
no es debido a la red en si, sino a la forma de generar la correlacion entre comunidades, lo
que puede ser mejorable.
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Capitulo 6

Conclusion

En esta tesis se ha estudiado mediante herramientas de redes complejas un sistema gra-
nular en su transiciéon liquido-sélido. Esto se realizé tanto desde una vision entrépica, como
también desde una visiéon mesoscopica que utiliza la vision mencionada anteriormente. Funda-
do en resultados de investigaciones precedentes, se model6 el sistema en funcion de relaciones
de orden y se obtuvieron resultados que aportan mayor entendimiento de esta transicion
continua de segundo orden.

En el capitulo 3 se mostré que se puede modelar un sistema granular mediante redes
complejas. Dada una base de datos, se cred tanto una red granular del sistema, como también
una red simplificada via coarse grained. Esto tltimo es una forma sistematica y genérica
que permite realizar coarse-grained en sistemas fisicos fuera del equilibrio, los cuales sean
modelados mediante redes complejas, es decir, en funcion de las relaciones entre nodos.

En el capitulo 4 se demostré un modelo entropico que permite modelar el sistema mediante
redes complejas. En este, se pudo observar como varia la entropia a medida que se acerca
la transicion, logrando obtener un proxy de calor especifico que necesitaba la investigacion
para entender con mas profundidad coeficientes del marco teérico del modelo C, usado para
describir este sistema en investigaciones anteriores. A su vez, se mostr6 una forma de analizar
la entropia en sistemas coarse grained en redes. Si bien, en este caso no se logré mostrar el
aumento de entropia en la comparaciéon microscopica y mesoscoOpica, se hace interesante
continuar este tipo de investigaciones y, en particular, entender el término de degeneracion
del sistema, ya que en fenémenos donde este sea muy grande, puede tener toda la informacion
necesaria para la descripcion dinamica.

En el capitulo 5 se caracterizo al sistema mesoscépicamente. Asi se entendi6 el como se van
generando los clusteres de particulas, como van creciendo en funciéon de la aceleraciéon, como
se van acercando entre si y cuanto sobreviven en el tiempo. Se puede concluir, que mediante
este enfoque de redes y coarse grained, si es posible obtener mas informaciéon sobre lo que
sucede en el sistema cerca de la transicion. Por otra parte, las diversas centralidades describen
el cambio en las distancias de clisteres, interconexién y en el aumento de importancia de
los cliisteres que se van generando en el sistema, lo que explica bastante sobre como se van
ordenando los granos.
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En esta tesis, queda mostrada una forma de abordar problemas fuera del equilibrio, més
alla del sistema particular que se analiz6. La gran dificultad de encontrar la entropia en
sistemas termodindmicos complejos, se puede solucionar intentando entenderlos mediante
relaciones, creando alguna red que los represente. Luego, la caracterizacion del sistema fi-
sico mediante restricciones en las relaciones es fundamental para poder abordarlo y que
efectivamente sea de utilidad el enfoque de redes complejas. Este anélisis sistemético para
la agrupacion en sistemas granulares puede servir para estudiar y comprender la evolucion
espacio-temporal de estructuras de mesoescala en sistemas que muestran transiciones de fase
fuera de equilibrio.

Esta clase de investigacion debiese continuar. En primera instancia, estudiando este mismo
sistema, pero mediante simplicial complexes [121], esto debido a que el orden que toman los
granos es no lineal y depende de los 4 vecinos. Este enfoque permitiria entender atin més como
es que se forman y evolucionan esta clase de sistemas. Ademas, en los estudios anteriores [22],
se detectd una transicion de primer orden, la cual aparece si el drea cubierta por los granos
disminuye a un 77 %. Luego, serfa interesante estudiar esa transicion, usando esta misma
herramienta entropica. Otros sistemas similares a este, pero que agregan otras variables,
como por ejemplo, el campo magnético [122], serian atractivos de estudiar mesoscopica y
entropicamente mediante redes, ya que, en esos casos, el orden local producido entre los
granos es de repulsion y no de atraccion, lo que expandiria la validez de usar esta mecénica
estadistica de grafos en sistemas granulares que transiten. En esa misma linea, se debe insistir
en abordar, con redes complejas, nuevos sistemas fuera del equilibrio, permitiendo asi entender
el rol de las estructuras mesoscopicas en las distintas transiciones, como también obtener una
entropia bien definida, y ver si esta coincide con transiciones de fase ya conocidas. El método
de coarse grained via modularidad realizado, seria interesante seguir desarrollandolo tanto
en sistemas fisicos, como también fuera de la fisica, ya que permite identificar cuéles son las
redes simplificadas mas probables, y asi, enfocar investigaciones en solamente analizar estas
para entender los diferentes problemas que se aborden. A su vez, la entropia coarse grained,
es algo que puede ser muy 1til en cualquier clase de problema que codifique la informacion
en términos de relaciones. Si bien el problema de obtener el degeneramiento no esté resuelto
de manera exacta, se puede obtener aproximaciones en limites termodindmicos de muchos
nodos y enlaces y, asi, entender el sistema meramente por la degeneracion, sin enfocarse
en obtener la probabilidad de los enlaces. Esto ultimo es muy importante, ya que permite,
que una herramienta nacida en la fisica, como la mecéanica estadistica, pueda expandirse y
utilizarse como una forma de entender fenémenos més alla de la fisica, adaptandose por sus
propias caracteristicas a cada problema que se pueda entender mediante relaciones.
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Anexo A

Demostraciones

« Mirad la linea recta, ella no es dulce como el puente que une las miradas, no
sigue raices de los drboles, la curva de los cielos, ni el alma vertical de los
espejos. »

T. Cid [123]

En este Anexo, se demostraran dos modelos nulos mediante las herramientas de la me-
canica estadistica de redes complejas. En primer lugar, se demostrara en A.1 un modelo
utilizado ampliamente y con mucho éxito en la obtencién de cadenas de fuerza en sistemas
granulares. Tras esto, en A.2 se demostrard un modelo que caracteriza una clusterizacion
en comunidades, pero sin pérdida de informacion, es decir, conociendo igualmente los nodos
dentro de las comunidades.

A.1. Demostracion Modelo Geografico

Aqui se mostrara la demostracion entropica del Modelo Geogrdfico utilizado en [96]. Para
esto, la matriz de adyacencia a la cual queremos realizar ensambles debe ser una matriz
con peso W;;, la cual contenga dos restricciones. Las mismas que se usaron en el modelo
demostrado en la seccion 4.1, pero esta vez no se separaran los enlaces en dos capas. La
primera restriccion sera que solo pueden existir enlaces entre vecinos, y la segunda, que existe
un enlace promedio bien definido. Esto puede funcionar para modelar cualquier problema en
el cual solo existan conexiones locales, y donde el promedio se pueda controlar (como es el
caso de esta investigacion, o el caso de modelamientos que usan el modelo geografico).

Escribiendo las restricciones:

0=> P(G)> OWi)(1—dy) (A.1)

G i<j
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L=> PG)> Wy (A.2)

i<j

Donde L cumple que L = m(wy;), con m la cantidad de enlaces promedio, y (wy;) es el
promedio de los pesos de los enlaces existentes, es decir, solo considerando cuando W;; # 0.
Luego, con estas dos restricciones se puede escribir la funcién particiéon del problema:

7 = Z e_A z:i<j Wij_FZi<j O(Wi;)(1—655)
G

— H Z e~ AW —TO(Wi;)(1-6i)

1<J Wij

Sumando sobre todos los valores que puede tener la matriz de adyacencia W;;, es decir,
desde 0 hasta co, se puede obtener de manera simplificada la funcién particion que describe
el problema:

_ s (&
Z=1Ja+e Mm) (A.3)
i<j

Lo que interesa obtener desde la funcion particion es la probabilidad P;; de que exista un
enlace. Para obtenerla, se abordara de manera distinta a lo realizado en secciones anteriores.
Primero se obtendra la probabilidad ;;(w) de que exista un enlace de peso W;; = w. Luego, a
partir de esta se obtendra Pj;, el cual sera la suma de las probabilidades 7;;(w) donde w > 0.
La probabilidad 7;;(w) por definiciéon se debe escribir como 7;;(w) = >, P(G)6(W;; = w).
Integrando con la delta de Dirac sobre w se puede obtener rapidamente que esta probabilidad
debe cumplir que:

1
—Aw-TO(w)(1-6;,;
7Tz'j<w) =€ (w)(1=0:5) o T(=0;)—A
I+ S—%—

e—Aw—F@(w)(l—(Sij) (1 _ G_A)

1 _ e—A + e—F(l—(Sij)—A

(A4)

mij(w) =

Ya con esta probabilidad obtenida se puede obtener la probabilidad F;;. Para esto basta
notar que P;; = 1 — m;;(w = 0), luego se tiene el valor de la probabilidad que se buscaba:

—A

_ € ~T(1-5;;)
bij = 1Ay eToy)A° ’ (A.5)

Escrita en funcion de los multiplicadores de Lagrange, se deben encontrar estos mediante
las restricciones, y asi obtener el valor real de Pj;. La primera restriccion es:
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—T(1-8;;)—A

QZ_M:Z € —55)

or 1 — e 4 e T=05)=A S

1<j

Para encontrar valores desde esta sumatoria, se puede dividir la suma entre los nodos que
son vecinos entre si, y los que no son vecinos entre si, obteniendo:

0
e~ T(—87)—A 0

o—T(1-571A
(1-9¢)

0= 1-5)+ Y

! 0
vecinos 1 — e~ + 6711(17%7/\ no vecinos 1 — €™M + 6711(17%5*/\

efI‘fA
0= Z 1— €_A + e—F—A

no vecinos

Para que se cumpla esta restriccion, como no depende de ¢, 7 cada valor de la sumatoria,

debe cada uno de estos ser exactamente igual a 0. Luego se debe cumplir que e T = 0. Por

. U dlog(Z
otra parte, se puede obtener otra relacion desarrollando la segunda restriccion L = —%:

A 4 ,A-T(1-4;;) —A

~ et +e J €

L= } : AL AT(s,) T A
l—eMte (1=6i5) 1 —e

1<j

Al igual que en la anterior, el primer término de la sumatoria, se puede separar en una
suma de vecinos y otra de no vecinos utilizando 4;;. El segundo término como es independiente
de 7, j simplemente se puede separar en una suma independiente.

1 0
_eA 4 e AT(55 _e A4 e—A—r(l—%/X oA

L=>Y" 4o

0
vecinos 1 — e~ A + e_A_F(l_M no vecinos 1 — e~ + e~ A-T(-97 1<j

Pe Y e Y ey
— 1 —e A fe A ¢ 1—eAfe AT L] A
VECINOS no vecinos ’L<j
La suma de vecinos es 0, debido a que el numerador es siempre 0. Por otra parte, se puede

separar en dos sumas el término de la suma de no vecinos, y notar que uno de estos, ya fue
detectado en la restriccién anterior como 0:

~ WO . —A —A
> > : +Zliﬁ

+
0 0
no vecinos 1 — e=A ‘f‘W no vecinos 1 — e~ A ‘I’W i<j

h
Il

L= Y Tt

no Vecinos 1<J
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Notando que es el mismo término, pero el primero, sumando negativamente sobre todos
los pares de nodos que no son vecinos y, el segundo, sumando positivamente sobre todo par
de nodos, el resultado es la suma solamente sobre los vecinos del término comun:

L= 10

VeCinos

. . T —-A
Como la cantidad de enlaces es m, la suma sobre vecinos debe ser L = m1“—x. Luego,

despejando desde esta ecuacion el término que contiene al multiplicador de Lagrange e, se

tiene el valor del multiplicador asociado al promedio de enlaces:

3=

e A = — (A.6)
1+

3

Solo falta obtener el valor del multiplicador asociado a que los enlaces solo sean entre
vecinos. Para eso se puede usar el valor obtenido e '=2=0 y utilizar el valor recién encontrado
de e~ para concluir que entonces I' > 1. Esto implica que e T0—%) = d;j. Luego se puede
escribir finalmente el valor de F;;

P — —%5“
1) Z

1+ 0452
(wi)

Py= g,
J 1_|_<w::7>]

(A7)

El cual es el mismo modelo usado en [96], basta cambiar (wj;) — (fi;).

Cabe destacar que ese modelo se construye desde una matriz de adyacencia que considera
todos los granos conectados con sus vecinos. A la hora de detectar comunidades considerando
esa matriz de adyacencia, se encuentran comunidades similares a las obtenidas con el otro
modelo nulo demostrado en esta tesis (el cual solo considera enlaces cuando ambos granos
estan ordenados).
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A.2. Modelo Nulo de Comunidades sin pérdida de infor-
macion

Con el objetivo de analizar la entropia de sistemas mesoscopicos, se intenté de diversas

formas obtener alguna aproximacion a esta. Cronologicamente, esta fue el primer intento de

representar via ensambles un sistema mesoscopico. La idea es la siguiente: una red tras un

coarse grained, es un conjunto de M comunidades formadas a través de N nodos, por las

cuales salen hacia otras comunidades cierta cantidad de enlaces, y poseen dentro de si mismas
una cierta cantidad de enlaces. Luego esto se puede modelar con esas dos restricciones:

1) Enlaces que salen de cada comunidad ¢

K=" P(G)) Aijd(q; = q)6(q; # q) (A.8)

i<j
2) Enlaces dentro de cada comunidad ¢
K=Y "P(G)> Aydlg = q)d(q; = q) (A9)
€] i<j
Donde ¢; es la comunidad a la cual pertenece el nodo i. Luego, con estas dos restricciones
se puede escribir la funcion particién, la cual contendra M multiplicadores de Lagrange A,
asociados a la restriccion de la cantidad de enlaces que salen de cada comunidad, y otros M

multiplicadores v, asociados a la cantidad de enlaces que contiene dentro de si misma cada
comunidad:

7 - Z e~ g M icy Aijd(@i=a)8(g;79) — Xy va2i<; Aij0(4i=a)3(5=9)

Notando que:

D A Aud(a = q)d(q; # q) = Y Aij(Ag, + Ag,))d(a # 45)

i<j i<j

> Y Aidla = 0)d(g = q) =D Aij (v + 70,)0(2i = ;)

q 1<J 1<J

Se puede reescribir la funcién particion como:

7 - E e~ i<y Aii g +Aq;)0(ai7a5) — 2oic; Aij(va;+74;)6(0i=45)
A
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= H Z o~ (Rai+2q;)0(ai#05) Aij — (Ya;+74;)(a5=0;)Aij

1<J Aij

Sumando ahora sobre todos los valores posibles de A;;, donde solo se tomo 0 o 1, es
decir, existe o no enlace entre los nodos i, j, se obtiene la funciéon particion en funcion de los
multiplicadores de Lagrange:

7 — H(l + 6—(/\qi+)\qj)5(%7&'1]')—(7%4-%3-)5((11':%')) (A.lO)

1<j

Observando esta funcién particiéon se puede notar que existiran dos probabilidades de
enlaces distintas. Una que es entre miembros de la misma comunidad, y otra que es en-
tre miembros de distintas comunidades. Calculando primero entre miembros de la misma
comunidad (aqui se cumple que ¢; = ¢; = ¢ luego se suma dos veces el mismo 7):

Pl =Y "P(G)6(Ay =1)d(q; = ¢; = q)
G

in 6727(1
P = 1+ o2 (A.11)
En cambio, en el caso de miembros de distintas comunidades:
Pt =) P(G))(A; = 1)8(g; # ;)
a
“Ag;— A
out € ! ’
ot — Ty oy (A.12)

Para encontrar los multiplicadores se deben aplicar de forma independiente los dos con-
juntos de restricciones:

pin — —~0log(Z) o _ —0Olog(Z)
! g ! O
Dando respectivamente:
in 6_2%1 out eiAqii/\qj
k=D om MRS DL o (A.13)
e~ 14 e =l te Ty
i<j/i,j€q i<j/ic€qj¢q

Desarrollando primero el término ké" para asi obtener luego la probabilidad ij”, se puede

sumar sobre todos los pares de nodos que pertenecen a la comunidad ¢, los cuales si se toma
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Ng)(Ng—1 L.
LQ”‘). Como cada término de la suma es

que en cada comunidad existen N, nodos, son
igual, se puede encontrar que la cantidad k7" es

Ng)(Ng — 1) e
2 1+ e 2%

kin =2

Colocando esto en la ecuacion A.11 se encuentra directamente la probabilidad de enlace
entre dos nodos de una misma comunidad.

p;‘ﬁ -4  _ pin A.14
= W, =D (A.14)

Continuando con la probabilidad de enlace entre dos nodos de distintas comunidades, se
debe desarrollar la restriccion al igual que en el caso anterior:

_)\q_

7

X, — g

_)\qj

k;ut _ Z €

i<j/i€q,j¢q 1+e ’

Sumando sobre ¢, se puede notar que por cada comunidad ¢ existiran N, sumas iguales,
es decir, la suma se puede simplificar por:

—Ag—Ag;

out
bt = >N

Jtq

Ahora se puede decir lo mismo para el caso de los nodos que no pertenecen a la comunidad
q, quedando finalmente que el total de enlaces que salen de la comunidad ¢ cumple:

A=Ay

out €
kS ZNN—1+ S

Para seguir desarrollando este resultado, hay que notar que como k;’“t son numeros gran-
des, pero del orden de Ny, . Luego se puede aproximar a primer orden la suma a:

k’ZUt — § Nqule—)\q—)\q/
/

Donde si se suma sobre todas las comunidades g:

k,out ZNB q2
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out
Logrando encontrar e* = e = %, y asi obteniendo que la probabilidad de enlace
q

entre nodos de distintas comunidades seré:

koutko/ut
out __ q _
P = NNy~ (A.15)

Ya con estas dos probabilidades, se puede encontrar la entropia del sistema:
== ZPileQ(pz‘j) + (1= pi)log(1 — pij)
i<j

La cual se puede separar entre enlaces dentro de comunidades y fuera de ellas:

— > pllog(pi)+(L—piNlog(L—pi) = > pitlog(py") + (1—pit)log(1—pi)

1<j 1,j€q 1<j 1€q,j¢q

. . . . Ny(Ny—1

Considerando que entre nodos de una misma comunidad existen % valores de la
primera suma, los cuales son iguales, y lo mismo, pero N,Ny en el caso de la suma sobre
enlaces entre distintas comunidades, esto queda:

N, (N, —1 X 4
g — _ Z M(pmlog(]?m) +(1=P"™)log(1—P™)) ZN Ny P,ylog(Pyy)+(1—Pyy)log(1—P,y)

2

q q<q’

Desarrollandolo, el resultado es exactamente:

Z N,( 1)log(Ny(Ny — 1)) — (Ny(N, — 1) — kM)log(Ny(N, — 1) — ki) — ki"log (k")
out J.out poutgout  poutpout  poutpout
+ ;q NyNilog(NoNy) = (NyNy = = Mog(NoNy = =) = (S Mog (S
(A.16)

Lo que puede ser aproximando via stirling, quedando de una forma mas sencilla como:
1 Ny(N, —1) NNy
S = 5 H ( kin H kgutk;)}m (Al?)
q g q<q’ (kYN

Llegado a este resultado, se intentd observar si la entropia efectivamente era mayor que
la entropia del sistema granular, no lograndolo. Las razones son las mismas consideradas en
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la secciéon 4.4, pero ademas, esto que pareciera abordar al sistema de forma coarse grained,
realmente no lo hace. En este modelo, no hay ninguna pérdida de informacion, por lo que no
aborda ningin degeneramiento del sistema mesoscopico, es mas, se necesita saber la matriz
A;j, la cual en un sistema simplificado por coarse grained no existe, sino que solamente se
sabe que dos comunidades estdn o no enlazadas. Luego, esta forma de abordar el problema
no es una simplificacion via coarse grained, sino que modela alguna situacion especial entre
comunidades formadas en alguna red random.
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Anexo B

Publicacion

En este Anexo, se adjuntara un articulo enviado durante esta tesis a la revista Physical
Review E. Este es una sintesis de todo el trabajo de construccion de redes realizado, e incluye
la demostracion del Modelo Geografico Modificado el cual fue utilizado para la obtenciéon de
comunidades.

B.1. Statistical evolution of a granular cluster ensemble
at a liquid-solid-like phase transition

Enrique Navarro y Claudio Falcon

We report on the construction of a granular network of particles to study the formation,
evolution and statistical properties of clusters of particles developing at the vicinity of a liquid-
solid-like phase transition within a vertically vibrated quasi two-dimensional granular system.
Using the data of particle positions and local order from Castillo et al [Phys. Rev. Lett. 109,
095701 (2012)], we extract granular clusters taken as communities of the granular network via
modularity optimization. Each one of these communities is a patch of particles with a very well
defined local orientational order embedded within an array of other patches forming a complex
cluster network. The distribution of cluster sizes and life-spans for the cluster network depend
on the distance to the liquid-solid-like phase transition of the quasi two-dimensional granular
system. Specifically, the cluster size distribution displays a scale-invariant behavior for at least
a decade in cluster sizes, while cluster lifespans grows monotonically with each cluster size.
We believe this systematic community analysis for clustering in granular systems can serve
to study and understand the spatio-temporal evolution of mesoscale structures in systems
displaying out-of-equilibrium phase transitions.
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Statistics of a granular cluster ensemble at a liquid-solid-like phase transition

Enrique Navarro* and Claudio Falcén®
Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas,
Universidad de Chile, Casilla 487-3, Santiago, Chile
(Dated: October 25, 2023)

We report on the construction of a granular network of particles to study the formation, evolution
and statistical properties of clusters of particles developing at the vicinity of a liquid-solid-like phase
transition within a vertically vibrated quasi two-dimensional granular system. Using the data of
particle positions and local order from Castillo et al [Phys. Rev. Lett. 109, 095701 (2012)], we
extract granular clusters taken as communities of the granular network via modularity optimization.
Each one of these communities is a patch of particles with a very well defined local orientational order
embedded within an array of other patches forming a complex cluster network. The distribution
of cluster sizes and life-spans for the cluster network depend on the distance to the liquid-solid-
like phase transition of the quasi two-dimensional granular system. Specifically, the cluster size
distribution displays a scale-invariant behavior for at least a decade in cluster sizes, while cluster
lifespans grows monotonically with each cluster size. We believe this systematic community analysis
for clustering in granular systems can serve to study and understand the spatio-temporal evolution

of mesoscale structures in systems displaying out-of-equilibrium phase transitions.

I. INTRODUCTION

Dry granular matter, i.e. a large collection of macro-
scopic particles interacting via dissipative collisions, can
be driven into different phases (such as solid, liquid and
gas-like ones) which depend on the energy injection-
dissipation balance occurring within the system [1-4].
These out-of-equilibrium equilibrium phases display in-
teresting transitions, which have been studied using very
well-known theoretical tools relying on symmetry, dimen-
sionality and conservation arguments [5—7]. These argu-
ments allow a generic and universal way to characterize,
in particular, the granular system’s macroscopic evolu-
tion and properties usually linked to the large scale, slow
modes that dominate the dynamics of the system. In
this regard, the locality of interactions between grains are
smeared out on the large scale dynamics. Thus, the lo-
cal granular information (such as local force fluctuations
and/or particle agglomerations) is lost within this model-
ing. Nevertheless, this local information is of paramount
importance for the mechanical stability of granular mat-
ter when force chains are present [2, 8-10], as well as
for the description of defects in vibrated granular mat-
ter [11-14], specially in the case of structured granular
systems (such as the case of nonisometric grains [15-20]).

Recently, network science methodologies and tech-
niques have been implemented in the study of granular
systems [21-29] in order to understand the effect and im-
portance of the local information (encoded into a gran-
ular network of forces, positions or bond orientational
order) on the overall dynamics of the system. Quasi-two
dimensional granular systems have been the main subject
of study in this approach due to the direct accessibility

* enrique.navarro@ug.uchile.cl
t cfalcon@uchile.cl

to the information of each particle (such as position, ve-
locity and force). It must be noticed that this feature
has has already been exploited extensively to track out-
of-equilibrium two-dimensional phase transitions [30-36].
From the local information, different types of networks
can be constructed, defined solely by the definition of
nodes and their connections. In this paradigm, encoding
the complex relations of the granular system’s particles
in a rather simple networks can be extremely useful in
the study of the granular system’s static and/or dynami-
cal properties, particularly the way it creates mesoscopic
structures such as force chains [37, 38] or clusters [39, 40].

In this work, we study the formation, evolution and
statistics of clusters of particles at the vicinity of a liquid-
solid-like phase transition via community detection by
optimizing a quality function called modularity [41]. Ex-
perimental data of particle orientational and spatial or-
der taken from Ref. [33] is used to construct a network
which encodes within its links the local orientational or-
der of the granular system, enabling the use of the tools of
network science within the framework of non-equilibrium
phase transitions. To wit, we relate clusters of ordered
particles of the non-equilibrium granular system to hard
partitions of its respective network, which are computed
using a null model for granular matter, validated via an
entropic argument.

II. BOND-ORIENTATIONAL NETWORK

A set of bond-orientational networks were constructed
from data sets used in Ref. [33], where N/ = 11504 stain-
less steel spherical particles of diameter d = 1 mm are
confined in a box of lateral dimensions 100d x 100d and
a vertical dimension of 1.94d. The box is vibrated verti-
cally with in a sinusoidal acceleration a(t) = I'g cos (wt),
where g is gravity, 1 < T’ < 6 and w = 2007 rad/s. 3000
images of the in-plane motion of the particle ensemble
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FIG. 1. Image of steel particles (1 mm in diameter) used to construct our clusters for I' = 4.95. a) |Q%| of each each particle.
Color bar shows available values of |Q%|. b) Links between particles used to construct the order network (in red) following

Eq. (2).

were acquired at 10 fps and used to detect them with sub-
pixel accuracy using a particle tracking algorithm. From
each image, the position of each particle in the horizon-
tal plane 7, and the fourfold bond-orientational order
parameter per particle

1 )
Q= D < (1)

meMy,

were calculated. Here M,, is set of nearest neighbors of
particle n computed via a Voronoi partition and au,, is
the angle between the neighbor m of particle n and a
given axis. From this point on, we will set Q* = @, as
we will only consider four-fold orientational order.

For a given I', a (simple) network represented by an
adjacency matrix

A {11 1QuI = (@ and me M,
nm 0 otherwise ’

is computed for each image using (|Q|) as a thresh-
old for the solid-liquid transition [33]. The results pre-
sented here display no change when (|Q|) is varied within
+10%. Non-directionality for the network connections is
enforced by the symmetric nature of AS{ZL. Tadpoles are
directly removed from the adjacency matrix as no self-
links are available (A, = 0 for all n) [42].

The binary adjacency matrix computed above encodes
the connections (edges) between particles (nodes) n and
m with a large local orientational order. In Fig la) a
snapshot of particles at a given I' is presented displaying
the local value of |Q4| as a color map over each particle,
showing that they arrange themselves in cluster of sim-
ilar |Q4| values. Using Eq.(2), the connections given by
the adjacency matrix are shown with red lines between
particles in Fig. 1b) We relate the particle clusters dis-
played in Fig 1a) via the array of connections displayed
in Fig 1b) to the network’s communities [42], which are

indivisible subgroups within the network (what is called
a hard partition). In a similar fashion one can encode the
strength of the connections between nodes via a weighted

adjacency matrix W,(Lf,)l between nodes n and m, which in

our case can be readily defined as W& = |Qn||Qum| A%

In our work, the clusters are found by maximizing a
certain quality function, the network’s modularity Q,

Q=Y (Wi = vPum)dc,.c. ®3)
n,nG/\/

where node n resides in community C,, and node m re-
sides in community C,,, v is called the resolution pa-
rameter, P,,, is a matrix term stemming from a null
model [43] for the edge distribution within the network,
and 0, is Kronecker’s delta function. Modularity has
been proposed as a direct way to measure and quan-
tify the community structure within large networks [41],
where communities (or modules) are nodes that have a
larger ammount of non-zero connections among them-
selves than with the rest of the network’s nodes [44]. One
can understand v as the ratio between the spatial den-
sities of two communities in an optimal hard partition
following the null model selection. When v < 1 the hard
partition tends to favor the selection of larger commu-
nities rather than smaller ones, and vice versa [43]. We
have set y=1 as we try to find the cluster dynamics at
the solid-liquid-like transition where the system tends to
agglomerate into clusters with a large span in scales (ide-
ally, in a scale invariant way).

We have tested 3 different null models to track the
structure of particle clusters: the Newman-Girvan null
model [45], the geographic null model [28] and a modifi-
cation of the former one, adapted to the observed data.
The Newman-Girvan null model, which has been exten-
sively used in community detection [43] is based on edges
which are placed at random on each node. The random-
ness of this edge configuration is quantified by the degree
kn of each of the network’s nodes (i.e. the number of



FIG. 2. Examples of communities found from optimizing Q using (a) the Newman-Girvan, (b) the geographic, and (c) our
modified null model for v =1 and I" = 4.95. Patches of particles with the same color represent communities. Particles with no
connections (edges) as well as singleton clusters are not shown as they do not contribute to the adjacency matrix.

edges connecting it) [42]. To wit, P,y = knknm /K where
k=2 k, = 2N (k) is the total number of edges of
the network and (k) is the average number of edges per
node on the network. For granular matter, the hypothe-
sis of random connections for each and every node does
not correspond to the reality of the local granular net-
work connectivity. To correct this hypothesis, Daniels
and co-workers [28] proposed a geographic null model,
where nodes represent particles and edges represent, for
instance, forces between them, which are encoded into

P = { f)A%p% with (f) the mean inter-particle force.
This null model displays communities which follow the
local force chains of the granular material.

These two null models display very different commu-
nity structures when we maximize Q for a given I' and
v = 1, as shown in Fig. 2. Here only connected parti-
cles are depicted, which contribute to non-zero terms to
the adjacency matrix. Using the Newman-Girvan null
model,(cf. Fig. 2a)) the cluster array found from the
Q optimization displays clusters with sizes that are ex-
ponentially distributed with several inter-cluster connec-
tions, much more than the ones found using the geo-
graphic null model (cf. Fig. 2b)). A particular char-
acteristic of the cluster array arising from the use of
the geographic model is the appearance of single par-
ticle clusters within clusters of 4 to 10 particles, which
develop as a consequence of the nature of a model con-
structed to follow force chains in compacted granular
matter [28]. Following this feature, we propose a modi-
fied model to take into account the quality of the order-
ing between neighboring particles. We propose the null
model P, = B(\Q|>2A£«%/2 following the geographic
model approach, where (3 is the fraction of ordered parti-
cles within the system (see the Appendix for an entropic
justification of this null model). To find algorithmically
these communities we optimize the community partition
by maximizing Q using a local greedy maximization al-
gorithm [46, 47] in such a way that the total edge weight
within the communities is as large as possible with re-
spect to a chosen null model [43]. The optimally com-
puted community partition is then recomputed a number

of times (chosen heuristically [48]) in order to assure a
certain convergence as the maximization process is NP-
hard [49]. In our maximization process we have repeated
the calculation at least 20 times per images by permuting
the nodes, finding the same clusters.

III. CLUSTER NETWORK

After the above optimization process, we find a set
of communities (clusters) C,, of particles which are con-

FIG. 3. A given cluster of particles (in the bottom plane) is
represented by a cluster node (in the upper plane) for I' =
4.83. The red lines show the correspondance between the two
networks. The black lines (in the upper plane) show the edges
of the cluster network which represent the amount of particles
at the edges between particle clusters (in the bottom plane).
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FIG. 4. a) Distribution of cluster sizes p(n.) vs n. for 0.02 < € < 0.2. Inset: Best fit power-law exponent « as a function of
e for N. € {50,500}. Horizontal dashed line shows the limiting value of « as a function of e. Vertical dashed line shows the
larges value of € from which asaturates. Color bar shows values of €. b) Cluster cut-off n) as a function of €. ¢) the Largest

cluster distance 7. as a function of e.

nected by intra-communal edges (A%p% for n,m € C,).
These clusters are also connected between them via inter-
communal edges (Agﬂ)n for n € Cy, m € Cg and a # )
thus forming a new coarse-grained network. We con-
struct a new adjacency matrix for the (much smaller)
cluster network

= 4
ab 0 otherwise. )

4© _ {1 if A®) —1 for any n € Co,m € Cg,
which is used to describe the cluster evolution as a
function of T" near the solid-liquid transition occurring
at I'. = 5.09 £ 0.07 [33]. This means that the inter-
communal edge between two clusters is nonzero if there is
at least one particle shared at the edges of these clusters.
A representation of this clusterisation process is shown in
Fig. 3 using a small region of an image at I' = 4.95. The
detected clusters of particles, represented by large nodes
with sizes scaling with the number of particles per clus-
ter, display inter-cluster connections (black lines) which
represents that there are particles at the edges between
clusters.As reported by Castillo [33], the granular system
displays an increasing global orientational order as (|@Q|)
grows linearly with I' < T'.. As this occurs, particles ar-
range themselves into clusters with a larger and larger
number of particles that adjoin other clusters via shared
particles at their edges. Using the normalized acceler-
ation 0.02 < ¢ = (I': = I")/T. < 0.2, we compute the
distribution of sizes n., and lifespan 7. of the clusters
from these network sets as a function of e.

A. Size and lifespan properties of the cluster
network

The distribution of cluster sizes p(n.) using our mod-
ified null model is shown in Fig. 4 for different values

of e. It displays a power-law behavior for p(n.) as a
function of n., p(n.) ~ n% for at least a decade in clus-
ter sizes between 20 to 200 particles per cluster. The
best fit values for o within the above range are de-
picted in Fig. 4 a) (inset), showing a limiting behavior
for low e. This power law behavior saturates display-
ing a cut-off for cluster sizes larger than a given value
n%(e) which is larger and larger as we approach the liquid-
solid-like transition. Using a simple exponential correc-
tion p(n.) ~ n% x exp(—n./n}), we compute n} = n(e)
which is displayed in Fig. 4 b). Similarly, one can com-
pute the largest cluster distance found for each value of
€, e = (n?) which is shown in Fig. 4 ¢). As in the case
of n}, n. decreases with e. One can probe a power-law
behavior for both n} and 7. in € in the range where «
converges towards -2.0, as it is depicted in Fig. 4 a) (in-
set). Within this range, n} ~ € with ¢* = 0.23 4 0.05
and 7, ~ € with ¢ = 0.21 4 0.05. One might adscribe
the above power-law behavior for cluster size distribu-
tion to percolation-related problems [50-53] as it dis-
plays the predicted exponent for our cluster distribution.
Recently, a couple of different second-order phase tran-
sitions (one of activity and one of orientational order)
have been found to appear in a system of two-dimensional
sheared granular discs at the same critical value of the
control parameter [35], which might be the case of the
data from Ref. [33]. We have checked that for our cluster
network, this is not the case, as neither n} nor n. dis-
play the critical behavior expected in percolation-related
problems as a function of € within the experimental range
of the present data.

Using these cluster network sets, we track the temporal
cluster evolution for a given € to compute the average
lifespan of clusters of size n.. The way we track the
cluster temporal evolution is depicted in Fig. 5. The
process starts by tracking the cluster networks within



FIG. 5. Temporal cluster evolution procedure for two consecutive images. (a) Cluster network detection for both images. (b)
Area projection of one cluster network onto the other. (¢) Link creation between clusters. (d) Link trimming by weight. (e)

Backward link trimming. (f) Forward link trimming.

two consecutive images j and j + 1 (Fig. 5a)). The area
of each cluster from image j is projected onto image j+1
(Fig. 5b)) and a link is created between a cluster C? of
image j and a cluster CJ 1 of image j + 1 if nodes from
CJ+1 correspond to the projected area of CJ (Fig. 5¢))

.This link has a directed weight p(f ) equal to the ratio
of the number of nodes of CJ and CJ!. In the same
fashion there is a directed Weight pﬁf’)n equal to the ratio
of the number of nodes of C7! and CJ. We keep only

the links with (p{n, pim) > 0.5, which means that both
clusters share at least half of the nodes (Fig. 5d)). As
CJ+1 can be linked with more than one cluster C}, we

restrict the linkage between clusters by keeping the one

(b )

with the largest pmyn (Fig. 5e)). The same procedure is

done then forwards in time with pgf;)“ to link only one

cluster CJ to only cluster CZ ! (Fig. 5f)). Following this
link path for each cluster from image j = 1 to j = N we
can track its lifespan as the number of links it holds until
the cluster is no longer traceable.

From the above procedure, the average lifespan 7. =
7(n.) as a function of n. is shown in Fig. 6 using the
experimental sample frequency of 10 Hz. Clusters with
sizes in (n. — Ang,n. + An,) are binned together using
An, =20 which is the average size of the small clusters
found around the edges of the images (see Fig. 1). For

a fixed €, 7. grows monotonically with n. € {50,500} as
a power law with exponent n = 0.24 £ 0.05 as a best
fit slope. Clusters with larger n. are sustained with a
larger 7., displaying a large dispersion as n. is of the
order of 1000 particles for all values of ¢ as shown in
Fig. 6a). Lifespan fluctuations o(7.) are depicted in
Fig. 6b) as a function of n., which grow (on average)
monotonically with 7.. A power law can be fitted as
o(Te) ~ 7H, with u = 0.5540.05 as the best fit slope. This
shows that as clusters grow in size and thus 7. increases,
o(Te)/Te ~ Tc /2 decreases, which means that 7, can be
used a proper time scale to describe the slow dynamics

of granular cluster evolution. It is important to notice

that this findings are also observed when (pﬁf,,)l, pgn)n) are

reduced from 0.5 to 0.1, albeit larger larger fluctuations
in 7. are found.

IV. CONCLUSIONS

The results presented above display a community de-
tection scheme via a @ optimization which allows the
computation of a cluster ensemble of ordered particles in
a quasi-two dimensional vibrated granular system close
to a solid-to-liquid-like phase transition. These clusters
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FIG. 6. a) Average lifespan 7. as a function of N, as a function
€. b) Standard deviation of the average lifespan o(7.) vs the
average lifespan 7.

are constructed as hard partitions using an entropic null
model in Q which takes into account both the bond-
orientational and the spatial order of the granular sys-
tem. From the computed cluster ensemble as we increase
the normalized acceleration € = (I'. —T") /T, we track the
cluster size distribution p(n.) and the cluster mean lifes-
pan 7.. The cluster size distribution displays a power-law
dependence on n, with an exponent close to -2.0 which
independent of € in the range n. € {50,500}, and an
exponential cut-off with a slope equal to 1/n}(e) which
increases with €. The mean lifespan 7. of clusters with
size n. increases with a power-law as a function n. with
an exponent close to 1/4 for n. € {50,500}. For larger
values of n., large fluctuations of 7, are observed.

We believe that this community analysis via Q opti-
mization for cluster detection in granular systems can be
of use to study and understand the spatio-temporal evo-
lution of mesoscale structures in systems, specially ones
displaying out-of-equilibrium phase transitions. Further-
more, the application of an entropic null model in the
Q optimization scheme enables a systematic computa-
tion of mesoscale structures in out-of-equilibrium granu-
lar systems and their dynamics without the necessity of
defining ad-hoc parameter values [28]. It is our hope that
this scheme will be used on other quasi-two dimensional
granular systems to study, compare and contrast the dy-
namics of their mesoscale structures as phase transitions

develop in such systems.
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Appendix A: A Null model for ordered phases in
granular matter

The null model presented in the present work to find
communities was found by an entropic maximization
scheme. We start by considering a multiplex network [54—
56], which means that two nodes within one network can
belong also to a different one at the same time. In our
case we will consider a multiplex formed by N labeled
nodes from n = 1,..., N and M layers represented by a
G = (GW,...,GM), where G(® indicates the set of all
possible networks at layer o = 1, ..., M of the multiplex.
Nodes can be connected by specifying an adjacency ma-
trix Ay, (as defined in the text) which can be weighted,
depending on the type of network under study.

With this in mind, we task ourselves to find the ensem-
ble properties of the multiplex by specifying the proba-
bility P(G) for every possible multiplex. For a given set
of multiplex probabilities P(C_j) we can compute the en-
tropy of the multiplex ensemble

Z P(G)log (P(G)), (A1)

which is proportional to logarithm of the number of possi-
ble multiplexes of the ensemble. As in statistical mechan-
ics, we can find an ensemble of multiplexes that maximize
S, subjected to a given set of restrictions (a Gibbs prob-
ability ensemble). If we assume that the layers of the
multiplex are uncorrelated, the probability of the multi-
plex can be written as

M
ré = I

which simplifies greatly our task.

We now specify our problem within this framework.
First we will set M = 2 and o = o0,s. One layer,
called the orientational layer (o), connects pairs of nodes

(A2)

(n,m) with intralayer weights wv(loq)n = [@Qn||@m| as long
as |Qnl, |Qm| > (|Q|). A second layer, called the spatial
layer (s), connects pairs of nodes (k,l) with intralayer
weights w,(CSI) = f(dk,1) where dy; = |F,,—7)y| is the spatial
distance (measured in number of diameters d) between
nodes and f(z) is a scalar function that goes to zero

with increasing x. Note that in the orientational layer



any pair of nodes (n,m) that satisfy the thresholding
scheme for |@,| and |@,,| is connected. In this approxi-
mation, local orientational order does not couple directly
with spatial order [33], we will assume for simplicity that
( (0) () ) =

wih b)) = (W) (wih,), i.e., we neglect the overlap
between layers [06] This means that the probability of
finding a link between nodes (n,m) in both layers of the
multiplex is simply the multiplication of the intralayer
link probabilities for these nodes, following Eq.(A2).

In a canonical multiplex ensemble for our data, the
set of multiplexes G = (G, G(®)) satisfy constraints on
average, informed by the dynamics of the granular layer
both in the orientational layer and in the spatial one.
In this case, for the orientational layer we set the global
constrain

N
LO) = ZP (@) Z w), (A3)
= gV 0m2

which can be understood as settmg on average a fraction
B of nodes (particles) within the system with a fourfold
bond-orientational order parameter per particle (|Q*|).
For the spatial layer the constraint

N
0= P(G) > 0w),)(O(dum — d))
G

n<m
sets in average the spatial interaction of particles only
the nearest neighbors for each particle. Here ©(z) is
the Heaviside function [57]. Thus, maximizing S from
Eq.(A1) constraint to Egs.(A4)-(A4) gives

(A4)

AO (W), ) (O(dnm—d))
Z

where Z is the partition function of our system and
(A, A) are Lagrange multiplier enforcing the orientational
(A) and spatial (A) constraints of the system, respec-
tively. As the layers are assumed to be uncorrelated, we
calculate Z = Z(©) x Z() with

20 =% e AN Wi
G(o)

=11 >

n<m {w§70>m}

ezn<'m _Aw'EL(?)wn_
P(G) =

(A5)

eiAwSJO,)m

=J[a-eMH (A6)
n<m
and
z() — Z e~ AN, 0w, (O(dnm—d)

G ()

I >

SO (wfn) }=0,1
H (1 + e_A(e(dn'm_d))).

n<m

efAG)(wfjln)(@(dnm*d))

(A7)

It is now straightforward to compute the link probabil-
ity (i.e., the null model) for our mulitplex between nodes
(n,m) from the product partition function P,,,. The

link probability between two nodes P for the orienta-

tional layer can be computed from the weight probability

Tnm (w) of the link for a given weight w,({c;q)T =w

Tum(w) = P(G
G

=e M (1—e™),

S(wig) = w)

(A8)

as P9 =1 — Tpm(w = 0) = e™®. Using Eq.(A4) and
Eq.(A6), we link A and the restriction via

dlog (Z2(°)) e A
(o) - 7o\ ) _
L OA 7; 1—e A
_N(N-1) ™
2 1—e A
N(N -1
— N =D o2, (49)

= BQ"N?/(1+ B(Q)?) = Pim. The
link probability between two nodes psfr)n in the spatial
layer can be computed similarly imposing that the weigh
of the link t is larger than zero, i.e.,

s)izp

which sets e=4

= AO(dnm—d))
1+ ¢ AOUnm—d)

(A10)
Similarly as before, we link A with the restriction via

S(ws), > 0) =

dlog (Z2))

8A
(Q(dnmfd))
- Z 1+67A(O( o —d)) (©(dnm

which is fulfilled only if A — oo as it needs that the sum
over all non-neighbors yields zero. In that case, P,({:% =
3(1 — O(dpm — d)) for every neighboring pair (n.m) in
the layer and P = 0 otherwise. Following Eq.(A2),
the link probability for our multiplex (and thus our null
model for the granular network) is

0=—

—d)), (All)

P — p(s) « plo)

nm nm nm

__B{e)?* (1 - O(dwm — d))
STrsleE 2 AP
which can be approximated to 3(|Q*[)2(1—O(dym,—d))/2

for 8 < 1. In this expression the term (1 — O(dp.m — d))

can be understood as the spatial adjacency matrix Agﬁ)n
for particles that are in contact (nearest neighbors). An
important consequence of this approach is the entropic
justification for the use of a geographic model proposed
in Ref. [28] to find community structure in a granular
system subjected to simple local and global restrictions.
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FIG. 7. Cluster network connection statistics. a) Distribution of the number of connections for the entire network p(x) versus
k as a function of e. b) Distribution of connections per node p(k) versus k as a function of e. ¢) Mean value of the number of
connections per node (k(n.)) versus n. as a function of epsilon. Same colorbar as in previous figures.

Furthermore, using these techniques, one can compute
directly the entropy of the granular network via the ap-
plication Eq.(Al) to the problem at hand. As the par-
tition function for the problem in the limit of negligible
overlap is Z = Z(0) x 25)| § = S(e) = 8@ + 80 =
—ALP®) 4 1og (Z2(°)) + log (2(¢)), which can be used to
compute the entropy for the ensemble of granular net-
works as a function of €, which is depicted in Fig. 8. As
€ is the normalized acceleration which injects energy into
the granular system, one could use the calculation of the
granular network entropy S(e) as a proxy to the an out-
of-equilibrium specific heat 28 ~ Cy (e) which shows no
divergence as € approaches zero close to the solid-liquid
type transition. This is consistent with the a=0 expo-
nent (cf. Fig. 8b)) in the language of dynamical phase
transitions [6] within the C'—model used to describe this
granular system [33].

Appendix B: Cluster network properties

In this Appendix, we will focus on the statistical prop-
erties of the cluster network constructed above. We char-
acterize these networks as a function of the normalized
acceleration e = (I'; — T")/T'.. We will first deal with the
statistics of the edges within the network. In Fig. 7a) we
depict the distribution of the number of connections x
as a function of e. The mean number of connections (k)
decreases linearly with €, which is expected as smaller
clusters merge into larger ones, and thus less connections
are formed within the network. The distribution can be
reasonable fitted by a chi-squared distribution where the
number of degrees of freedom x increases with decreasing
e. For the case of connections per node k (cf. Fig. 7b)),
the distribution can be reasonable fitted with an expo-
nential function for k£ > 4, with a slope which decreases
with e, allowing larger values for k as we approach the

solid-liquid transition. We also computed the amount of
connections as a function of n., k = k(n.) grows as a
power law with n. as n$ with ¢, = 0.55 4 0.05 and is
independent of e. This scaling, shown in Fig. 7¢c), is to
be expected as the connections between clusters depends
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FIG. 8. a) Semilogarithmic horizontal plot of S(€) vs € for

the granular network. b) Semilogarithmic horizontal plot of

dS(e)
de

vs € for the granular network.

on the number of particles at the edges of the clusters,

and thus k& ~ n(l;/Q.
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