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ESTUDIO Y SIMULACION DE ONDAS DE TRAFICO: COLISION DE
JAMITONES

El objetivo principal del presente trabajo es estudiar numéricamente las colisiones de jami-
tones en una ruta circular. La motivacion del estudio de estos eventos es el comportamiento
fractal de las velocidades de salida que se obtiene en el modelo ¢* al colisionar una onda kink
con un antikink, dos ondas viajeras que se mueven con misma velocidad pero en sentidos
opuestos. Se exploraron tres métodos distintos para colisionar kinks con antikinks: Métodos
de diferencias finitas explicito, implicito y método pseudoespectral. Entre estos se escogié el
método con menor coste y error computacional, para asi calcular las velocidades de salida
y obtener el comportamiento fractal deseado. Un jamiton corresponde a una solucién tipo
onda viajera que aparece cuando la densidad vehicular rompe la condicién sub-caracteristica
en modelos de ecuaciones de trafico y que se encuentran caracterizados por su densidad so-
nica. Para esto se estudia tedricamente la apariciéon de jamitones, sus principales cualidades
y ecuaciones que describen su comportamiento, para luego explorar métodos numéricos que
simulen a los jamitones con buena precisiéon. Bajo este contexto es que se decide ocupar el
método de volimenes finitos, en particular con el método de Godunov y el aproximador HLL
para resolver el problema de Riemann asociado.En el estudio de la colision de jamitones se
define primero una condicién de compatibilidad que permite seleccionar jamitones que se
puedan colisionar entre si. Luego, se escoge un jamiton de prueba tal que posea mayor rango
de jamitones compatibles, de modo que sea colisionado con varios otros jamitones de distintos
tamanos y velocidades. Un primer resultado a observar es que la colision de jamitones produce
un nuevo jamiton con velocidad distinta a los iniciales. Al graficar este fendmeno para varias
colisiones, se obtiene que las velocidades de salida suavizan las rectas dadas por la velocidad
del jamiton de prueba y las velocidades iniciales de los jamitones colisionados.También se
exploran otras propiedades como la amplitud de los jamitones de salida, largos y densidad
maxima. En cada caso se obtienen distintos resultados: En el caso de la amplitud y densidad
maxima de salida, ocurre que en un rango amplio de densidades sénicas los valores de salida
superan o igualan a los valores de entrada, mientras que en los largos el jamiton resultante
posee mayor longitud que los entrantes. Por tdltimo se exploran los comportamientos a distin-
tos tiempo de reaccién de los conductores, obteniendo que algunas propiedades no dependen
de tal tiempo como la amplitud, velocidad de salida o densidad maxima, mientras que el
largo de salida si.
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Capitulo 1

Introduccion

En los tltimos siglos el automévil ha sido uno de los principales avances tecnolégicos del
ser humano. Desde su invencion en 1886 por Karl Friedrich Benz, el automévil ha sido el
responsable de agilizar y mejorar cientos de actividades cotidianas del ser humano que antes
eran solventadas de maneras mas rudimentarias. Por ejemplo el transporte de cargas pesadas,
conexion con sectores alejados de ciudades industrializadas y, principalmente, la movilizacion
de personas de un lugar a otro en el menor tiempo posible. Actualmente, es comin observar
cientos de vehiculos de todo tipo transitar por las calles, desde autos comunes y corrientes
hasta camiones de cargas voluminosas.

En los ultimos anos, ha aumentado el uso del automovil dado el aumento per-capita en
paises como EEUU o Japoén [1]. En Chile el ano 2022 més del 70 % de los hogares tenian
al menos un auto [2|. Esto genera problemas tanto en la infraestructura de las ciudades
(aumento de calles o expansién de las existentes) como también problemas sociales con los
atochamientos vehiculares o tacos a ciertas horas del dia que dificultan y ralentizan el tras-
lado de personas, algo incompatible con uno de los objetivos principales del automovil.

En el presente trabajo se busca hacer un estudio matematico mediante simulaciones numé-
ricas de la colision de tacos o llamados, desde un punto de vista matematico, jamitones y que
surgen en modelos de trafico vehicular. Mas precisamente, se analizaran esquemas numéricos
para simular atochamientos vehiculares, como se desplazan en tiempo y espacio, para luego
observar que ocurre si colisionan dos de estos. Este tipo de estudio no se ha realizado con
anterioridad, al menos entre los autores y trabajos conocidos, y se buscara establecer como
base para futuros estudios posteriores en el tema.

El aporte de esta tesis serd en dar un entendimiento de las colisiones de jamitones, cual
es el comportamiento de un jamiton luego de su colisién, estudiar su tamano, velocidad de
salida y como esto podria ser aplicado en la vida cotidiana, que puede ser, por ejemplo,
disminuir el tamano de los tacos en carretera colisionandolos con otros de menor magnitud
o establecer modelos de control rigurosos con demostraciones matematicas para desatochar
el trafico.

En el Capitulo 2 se mostrara la motivacion principal en el estudio de colisiones: La colisién
kink-antikink en la ecuacién ¢*, explorando diversos esquemas numéricos para realizar simu-
laciones lo méas precisa posibles. De estos métodos se escogera el que tenga buena precision
y bajo coste computacional, pues se requiere simular una gran cantidad de colisiones para
observar de buena forma el efecto fractal deseado.



Luego, en el Capitulo 3 se exploraran algunos modelos macroscopicos del trafico. Se dis-
cutiran sus propiedades y condiciones, asi como también su origen a partir del diagrama
fundamental. En el Capitulo 4 se presentara la construccién mateméatica de los jamitones,
vale decir, su definicién matematica, obtencion a partir del modelo de trafico y varias pro-
piedades que cumple.

En el Capitulo 5 se estudiaran varios esquemas numéricos para simular leyes de conserva-
cién escalar. Se compararan con ejemplos sencillos y se escogera el método a utilizar para la
simulacién de jamitones del Capitulo siguiente.

En el Capitulo 6 se implementara el esquema numérico para asi simular un jamiton. El
esquema sera validado comparando con el jamiton tedrico y se replicaran resultados observa-
dos en la bibliografia, como la aparicién de jamitinos en una ruta larga, esencialmente infinita.

Finalmente, en el Capitulo 7 se dard a conocer el procedimiento seguido para colisionar
jamitones. Esto incluye la configuracion inicial, condiciones que deben cumplir los jamitones
para poder colisionar y eleccién de jamitones. Los jamitones elegidos seran colisionados y se
estudiaran posibles propiedades que surgan de la colision.

1.1. Introducciéon a modelos de trafico

Realizando un acercamiento desde el punto de vista matematico, en los tltimos anos se
han desarrollado y estudiado varios modelos de trafico, caracterizados por su propio enfoque
particular. Dado esto, se destacan tres perspectivas en la teoria de flujo vehicular: Microsco-
pico, modelos celulares y macroscopicos.

Estos enfoques no funcionan de manera independiente pues resultan ser equivalentes tanto
en sus formulaciones como en fenémenos que engloban. Por ejemplo el modelo mas simple
de autémata celular resulta ser un caso particular de discretizacién numérica del modelo
macroscopico LWR.

1.1.1. Modelos microscépicos

Los modelos microscépicos describen el comportamiento individual de los vehiculos y
como interacttian entre si. Sea N > 0 el total de vehiculos en una carretera. Para el vehiculo
j € {1,...,N} se definen su posicion, velocidad y aceleracién en funciéon del tiempo como
z(t),v;(t) y a;(t), respectivamente y que cumplen los siguientes principios fisicos elementales:

» v; =1;,Vj € {1,..., N}, es decir que la velocidad es la tasa de cambio de la posicién.

ca; = v; = %;,Vj € {1,...,N}, es decir que la aceleracién es la tasa de cambio de la
velocidad.

Este tipo de modelos se puede generalizar por el sistema de EDOs de segundo orden siguiente:
a;(t) = f(t,x1,v1, 22,02, ..., TN, UN), J € {L,..., N}, (1.1)

donde f representa la interaccién entre los vehiculos. Ejemplos de modelos microscopicos son
el modelo follow the leader [3], optimal velocity [4] y combinaciones los anteriores.



Los tipo follow the leader reduce las interacciones entre todos los vehiculos a solo in-
teracciones con el vehiculo siguiente, acelerando o desacelerando en funcién del vehiculo de
adelante. Se resumen en la siguiente EDO:

aj(t) = f(t, Zj, Uj,ﬁ?j+1,?)j+1), j S {1, ey N} (12)
. Uj+1 — Uy
Donde f puede ser, por ejemplo, f(t,z;,v;, Tjt1,Vj41) = —.
Lj+1 = Xj

Los modelos optimal velocity resultan de una eleccion particular de f en el modelo follow
the leader. Se define f(t,x;,v;,j41,vj41) = V(2,41 — x;) — v; donde V representa la veloci-
dad éptima del vehiculo j. Es decir, los vehiculos aceleran o desaceleran para alcanzar una
velocidad 6ptima en relacion a la distancia con el vehiculo de delante.

La desventaja principal de este tipo de modelos es su baja eficiencia computacional al
momento de generar simulaciones numéricas, dada la alta cantidad de ecuaciones que se deben
resolver en simultaneo. De todas formas, existen librerias de c6digo abierto y programas que
permiten su simulaciéon, como por ejemplo la libreria PySPH de Python.

1.1.2. Modelos celulares

En este tipo de modelos se trabaja con autématas celulares (deterministas o probabi-
listicas) donde cada célula del autémata representa un vehiculo en movimiento con cierta
velociad v o bien un espacio vacio.

El modelo Nagel-Schreckenberg [5] es un tipo de modelo celular autémata basado en un
algoritmo con cuatro reglas de actualizacion. Se definen dr > 0 y dt > 0 el tamano de las
celdas en que se divide la autopista y el paso temporal, junto con N = L/dx con L > 0 el
largo de la autopista. Sea 0 < M < N el total de vehiculos y p € (0,1). En cada instante
temporal, se actualiza la posicion y velocidad de cada vehiculo en base al siguiente algoritmo:

Algorithm 1 Nagel-Schreckenberg
viv+1
v <— min{v, b} con b celdas vacias al frente
if v > 2 then
v « max{v — 1,0} con probabilidad p
end if
rT—rT+v




Mod_elo traﬂco ceIuIar . Modelo trafico celular

(a) Condicién inicial con ps = 0.5 (b) Condicién inicial con ps = 0.7
Figura 1.1: Simulaciones con dt = dr = 1, N = 100 y hasta tiempo final
T = 100.

. Modelo traflco celular

Figura 1.2: Condicién inicial con py = 0.2

En las Figuras 1.1.a, 1.1.b y 1.2 la cantidad inicial de autos fue elegida de manera aleatoria,
donde cada celda tiene probabilidad ps € (0,1) de contener o no un vehiculo. En cada Figura
se observan franjas negras que representan la acumulaciéon de vehiculos, es decir, atascos
vehiculares o tacos, que ademas se desplazan en el tiempo. Se observa ademés otro compor-
tamiento de la vida real: la aceleracion de un vehiculo cuando tiene el camino despejado (més
apreciable en la Figura 1.2).

Una de las ventajas de este tipo de modelos es su sencillez y formacién de fenémenos
observables en la vida real, como lo son los atascos vehiculares. En particular el modelo Nagel-
Schreckenberg corresponde a un modelo vehicular de primer orden, equivalente al modelo
LWR [6, 7] que se verd en detalle en el Capitulo 3. También se pueden formular modelos de
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transmision celular equivalentes a ecuaciones macroscopicas de segundo orden, como ARZ
8, 9] o PW [10, 11].

1.1.3. Modelos macroscdopicos

Este tipo de modelos seran los utilizados en este trabajo y se presentaran mas en detalle
en el Capitulo 3. En resumen, los modelos macroscopicos o continuos consideran un enfoque
continuo del trafico vehicular, pues ya no se observa el comportamiento individual de vehicu-
los, si no en la densidad vehicular y en el campo de velocidades (velocidad que se tiene en
un momento y lugar).

Si bien es un enfoque distinto a los ya presentados, los modelos macroscopicos se encuen-
tran relacionados con los microscopicos o de autématas celulares. Por ejemplo, en [12] se
establecen equivalencias entre modelos continuos y microscépicos, o en [13] se ven equivalen-
cias con autématas celulares.

Este tipo de modelos presenta varias ventajas para el estudio del trafico vehicular, por
ejemplo son preferidos en términos de seguridad y privacidad de datos pues no accede indivi-
dualmente a los vehiculos, poseen buena precision y estimacion a gran escala para datos con
ruido o dispersos [14, 15], pueden ser extendidos a rutas con més carriles o a problemas de
control [16].



Capitulo 2

Motivacion: Colision Kink-antikink en
ecuacién ¢*

En este Capitulo se presentard la principal motivacién del estudio de colisién de ondas
viajeras. El objetivo principal de este Capitulo es simular la ecuacién ¢* y observar el compor-
tamiento fractal de las velocidades de salida luego de la colisiéon, en funcién de las velocidades
de entrada. Para esto, se exploran tres métodos distintos, de los cudles dos corresponden a
esquemas de diferencias finitas y un tercero correspondiente a un esquema espectral.

El fenémeno de las velocidades de salida en la ecuacién ¢? ha sido estudiado en [17-22],
donde se describe matematicamente el fenémeno conocido como resonancia two-bounce, que
corresponde a un efecto de doble rebote producto de la colisién entre un kink y un antikink
que viajan a velocidades especificas; junto a las debidas simulaciones numéricas.

La ecuacién ¢* estd dada por

Esta ecuacion admite una familia de soluciones tipo ondas viajeras llamadas kinks y dadas
por

¢(x,t) = ¢ (x — vt) = tanh (x—xo—'ut) : (2.2)
2(1 —v?)

donde v corresponde a la velocidad de entrada (fija) tal que —1 < v < 1. Por otro lado, la
solucién antikink corresponde a la misma onda pero viajando en sentido opuesto, ¢5(x) =
— ¢k (x). Para las simulaciones numéricas se considerard la ecuacién (2.1) con condiciones de
borde especificadas para cada caso y con condiciones iniciales de modo tal que un kink y un
antikink se aproximen entre ellos a una velocidad v, es decir

¢(0,2) = dx(x + x0) + o (r — 20) =1 (2.3)

(0, 2) = —vdy (z + x0) — VPR (2 — x0). (2.4)

Los esquemas numéricos a abordar seran: Diferencias finitas explicito, método de Crank-
Nicolson y método pseudo-espectral, programados en Python. A modo de validacién de los



esquemas, se calcularan para cada uno la energia total del sistema, dada por la expresion

B(t) = [ Slod + gloaP + 51— 6*)dr. (25)

Notar que si ¢ es solucién de (2.1) entonces E es constante en el tiempo ya que % = 0.
Luego, se debe cumplir que E(t) = E(0) para todo t > 0 y por tanto los esquemas numéricos

deben ser capaces de preservar la energia del sistema.

Para calcular (2.5) se us6 una regla de cuadratura adecuada e inspirada en la energia
discreta del f-esquema en [23, p.62] anadiendo el término no lineal de (2.1):

A
P> (m) Fan (677, 67) + Ban(6" — 6", 6" — ") + U7, (26)
j=0

N Ujp] — Uy Vi1 — Uj 1Y 2\ 2

donde ay(u,v) =) ( ! ; ]) ( ! ; ]) y Y(u) = 5 > (1 — uj) . En cada simulacién
j=0 5=0

se obtendré la diferencia de la energia a tiempo ¢, y la energia inicial (obtenida numérica-

mente) cuyo valor es E(0) ~ 0.96.

2.1. Diferencias finitas

Los esquemas de diferencias finitas se caracterizan por aproximar las derivadas a través
de discretizar su serie de Taylor, obviando los términos restantes. Para derivadas de segundo
orden normalmente se consideran dos puntos vecinos para aproximar el valor de la funciéon
en un punto z;, aunque el esquema puede ser extendido para considerar més de dos vecinos.

Un esquema de diferencias finitas explicito se distingue por poseer actualizaciones simples,
donde el paso siguiente qﬁ?“ corresponde a una funcion del paso anterior ¢7, mientras que en
un esquema implicito el paso siguiente ademéas depende de si mismo, por lo que es necesario
resolver un sistema lineal del tipo Ax = b en cada paso temporal.

2.1.1. Esquema explicito

Este esquema fue utilizado en [20]. Sea N > 0 el total de puntos en la grilla espacial y
T > 0 el tiempo final. Se definen x, > 0y z; = —z, los extremos, y h = (z, — ;) /N el paso
espacial. Con esto, se define z; = hj con j € {0,..., N + 1} los puntos a evaluar.

Por otro lado, se define el paso temporal At > 0, Np = T/At y t, = At-n con n €
{0, ..., Nr}. Los esquemas explicitos en general deben cumplir con una condicién de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL), que en este caso estd dada por:

At/h < 1, (2.7)

por lo que los pasos temporal y espacial deben ser elegidos de manera apropiada para que la
soluciéon numérica sea estable. La ecuacién (2.1) discretizada queda como:

¢t =200 + @i B — 207 + 67
At? h?

+ f(¢5) =0, (2.8)



donde f(¢) = —¢+ ¢y @7 corresponde a la aproximacion de la solucién ¢ en el punto z;
a tiempo t,,. En este esquema se consideran condiciones de borde periddicas, que pueden ser
implementadas imponiendo la condicién de periodicidad en los extremos de la grilla, es decir

o = O, Yn e {0,...,Np}. (2.9)

2.1.1.1. Resultados

Para las simulaciones se utilizaron A = 0.01 y At = 0.009, mismos utilizados en [20] y
¢ = 0 para el calculo de la energia (2.6).

Solucién ¢* para v=0.1988 Solucién ¢* para v=0.19125

<1.0 1.0
15 15
-0.5 0.5
10 10
5- 0.0 0.0
X 0- x .
-0.5 -0.5
_5 B B
-10 -1.0 ~10 -1.0
-15 -15
-15 -1.5
200725 5075 100 125 —20 75 100 125
t t
(a) Doble rebote (b) Triple rebote
Figura 2.1: Ejemplos de colisiones.
Energia DF explicito v=0.1988 Energia DF explicito v=0.19125
0.0075 - 0.0075 -
0.0050 - 0.0050 -
S 0.0025- S 0.0025-
g g
| 0.0000- | 0.0000-
& -0.0025- & -0.0025-
~0.0050- ~0.0050-
—0.0075- —0.0075-
0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150

t t

(a) Doble rebote (b) Triple rebote
Figura 2.2: Energias para cada colisién

La Figura 2.1 muestra que el esquema explicito logra simular con precision dobles y triples
colisiones, ademés de que logra conservar (con saltos de pequena magnitud en las colisiones)
la energia del sistema en el tiempo, como se observa en la Figura 2.2. El problema principal de
este método es que requiere de pasos temporales y espaciales pequenios para lograr una buena
precision en la solucion. Esto aumenta los tiempos de ejecucion y vuelve inviable obtener las
velocidades de salida para distintas colisiones.

2.1.2. M¢étodo de Crank-Nicolson (CN)

Se utilizan los mismos pardmetros de discretizacion del esquema anterior, salvo por At
que en este caso puede ser escogido libremente dado que este esquema es incondicionalmente
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estable.

Se utiliza el esquema de Crank-Nicolson en espacio presentado en [23, p.60] para la ecua-
cién de onda con 6 = 1/2 y modificado para incluir la no linealidad del sistema. En este caso,
la parte no lineal es evaluada en el paso n y por lo tanto considerada de manera explicita.
La ecuacion (2.1) discretizada queda como

G 200+ 0T NN 200 O O 200 OIS o o (2.10)
At? 2h? 20 ’ | |

En este caso en cada instante temporal se debe resolver un sistema lineal del tipo
A" = b (2.11)

donde A € R¥*N y b € RN corresponden a las matrices de actualizacién del sistema.

2.1.2.1. Resultados
Se us6 h = 0.01, At = 0.009 y § = 1/2 para la energla discreta (2.6).

20Solucién ¢* para v=0.1988 2gaolucién ¢* para v=0.19125 1o

-1.0
15 15
0.5 -0.5
10 10
5- 0.0 - 0.0
X  0- x .
-0.5 -0.5
_5 B B
-10 -1.0 -10 -1.0
-15 -15
-15 -15
200725 50 75 100 125 150 —20 75 100 125 150
t t
(a) Doble rebote (b) Esquema falla
Figura 2.3: Ejemplos de colisiones. Se observa que el esquema falla en simular
un triple rebote.
Energia CN v=0.1988 Energia CN v=0.19125
0.0075 - 0.0075 -
0.0050 - 0.0050 -
S 0.0025- S 0.0025-
T T
| 0.0000- | 0.0000-
5 —0.0025- & —0.0025-
—0.0050- —0.0050-
—0.0075- —0.0075-
0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150
t t
(a) Doble rebote (b) Esquema falla

Figura 2.4: Energia para cada colision.



Un problema importante con este esquema es la falta de precision a largo plazo debido a
que la parte ciibica se considera explicita y por tanto se disminuye su precision en tiempo,
como se observa en la Figura 2.3.b. De todas formas el esquema es capaz de preservar la
energia del sistema como se ve en 2.4, al igual que el esquema explicito. Otro problema es el
coste computacional al tener que resolver sistemas matriciales en cada instante temporal y
la necesidad de pasos temporales y espaciales pequenos para que la solucion converja. Esto
conlleva a altos tiempos de ejecucién como en el esquema explicito y no resulta de interés
para el calculo de velocidades de salida.

2.2. Meétodo pseudo-espectral

Se replica el método en [17] usando el método de colocacién o pseudo-espectral mostrado
en [24]. Los métodos de colocacién consisten en aproximar las derivadas espaciales de la
ecuacion mediante combinaciones lineales de funciones continuas. En el caso de una ecuacién
estacionaria, se busca aproximar ¢(z) definiendo ¢* como una combinacién lineal finita:

@)= X dies(a), (212)

donde :b; corresponden a los coeficientes y ¢;(z) funciones suficientemente continuas. Un
método se dice que es espectral si las funciones ¢;(x) constituyen una base de funciones
continuas para el dominio espacial que se desea estudiar. Ejemplos de bases pueden ser los
polinomios de Legendre o polinomios de Fourier. Un método se dice pseudo-espectral cuando
las funciones ¢; se evalian en puntos especiales z,, (también llamados puntos de colocacion)
a determinar segtin la base que se escoja.

En el caso de la ecuacién (2.1) se puede notar que se preserva la paridad espacial de las
soluciones, por lo que resulta conveniente trabajar con la serie de cosenos y solo considerar
el dominio [0, L], dado que la solucién se puede extender de manera par a todo el dominio
[—L, L]. Se consideran ¢;(x,,) = cos(k;z,) donde los valores de k; y x,, se escogen de manera
que las sumas parciales (2.12) coincidan con la definicién de la transformada discreta del
coseno, dada por

DCT(6), = Jff (920 4 ; B 0O (W)) | (2.13)

Se escogen k; = % y Zn, = h(2n + 1) donde h > 0 corresponde al paso espacial. Dada las
propiedades de la transformada del coseno, implicitamente se esta considerando condiciones
de borde Neumann homogéneas.

Hasta el momento sélo se ha tenido en cuenta la variable espacial. Para incorporar la
dependencia temporal de la solucion, basta tomar transformada del coseno en espacio a (2.1)

solo en los sumandos lineales y aplicar propiedades para la derivada en z, para asi obtener
el sistema de EDO’s

9uDCT(¢); = —kiDCT(¢); + DCT(¢); — DCT(¢3), j € {0,...,N — 1}, (2.14)
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o bien, aplicando DCT ™" la inversa de la transformada del coseno discreta dada por

Jm(2n+1)
DCT ! Z ¢n, COS < 5N ) (2.15)
se obtiene el sistema
Ou(); = DCT™" (~k!DCT(¢);) + ¢ — 62, j € {0,..., N = 1}. (2.16)

En este caso, el término no lineal fue trasladado entre el espacio de Fourier (asociado al
coseno) y el espacio usual mediante la transformada del coseno. Para resolver las ecuaciones
(2.16) se utiliza el método de Runge-Kutta de orden 4.

Observaciéon En algunos casos la EDO obtenida luego de aplicar transformada se puede
resolver explicitamente, como es el caso de la ecuacion de Schrodinger [25].

La principal razén para usar métodos espectrales en ¢* es que los demds métodos rea-
lizados necesitan un mallado muy fino para tener simulaciones confiables y esto incurre en
tiempos de ejecucion elevados, mientras que los espectrales en general poseen buena precision
y con muchos menos puntos de discretizacion.

2.2.1. Resultados

Se us6 N = 128 (total puntos de colocacién) y At = 1/20. Para la energia se usé § = 0
en (2.6) dado que el esquema es explicito en espacio.

20Solucic')n ¢* para v—0.1988 2g.olucic')n ¢* para v=0.19125

-1.0 <10
15 15
-0.5 -0.5
10 10
5- 0.0 i 0.0
x 0- x B
-0.5 -0.5
_5 B
-10 -1.0 -10 -1.0
-15 -15
-1.5 -15
~20; 100 -20

25 50 75 100 125 150
t

(a) Doble rebote (b) Triple rebote

Figura 2.5: Ejemplos de colisiones.
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Energia espectral v=0.1988 Energia espectral v=0.19125

0.04- 0.04-
. 0.02- . 0.02-
(A (A
S S
1 0.00- | 0.00-
=1 =1
~0.02- -0.02-
~0.04- —0.04-
0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150
¢ ¢
(a) Doble rebote (b) Triple rebote

Figura 2.6: Energias para cada colisién. Se observa que las diferencias son
mayores que en los esquemas anteriores.

Un defecto de los métodos espectrales es que, en general, no preservan la energia de los
sistemas, como por ejemplo en la ecuacién de Schrodinger no lineal [25]. En este caso par-
ticular para la ecuaciéon ¢* el esquema presenta diferencias en la energia mas elevadas en
comparacion a los demés esquemas y no se podria concluir directamente que el método pre-
serva la energia, debido posiblemente a las resonancias que surgen, como se ve en la Figura
2.6. Una posible solucién a este efecto es considerar un esquema Runge-Kutta especializado
en sistemas no lineales, como lo hecho en [17] y explicado con mayor detalle en [26]. De todas
formas, los resultados en general no varian mucho entre esquemas, salvo en CN donde no
se logran reproducir triples rebotes. Luego, dado el menor tiempo de ejecucién del método
pseudo-espectral, se elige este para calcular las velocidades de salida para 800 colisiones con
velocidades de entradas distintas.

Para obtener las velocidades de salida se determina en primer lugar el instante en que
la solucién deja de rebotar. Luego, se calcula numéricamente el tiempo que demora la onda
entre dos puntos para varios instantes de tiempo y por tdltimo se toma el promedio de las

velocidades en cada ventana de tiempo. En caso de que hayan infinitos rebotes se tomara
como velocidad de salida nula. Las velocidades obtenidas se observan en la Figura 2.7.

Velocidad de salida vs velocidad inicial
0.20-

0.15-

Vout

0.10-

0.05-

0.00- L“‘-

0.175 0.200 0.225 0.250 0.275 0.300 0.325

Vin

Figura 2.7: Grafico de velocidades de salida
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La particularidad de este tipo de colisiones se observa en la Figura 2.7 antes mencionada,
donde las velocidades de salida parecen seguir un comportamiento fractal a medida que se
aproximan a una velocidad critica v, ~ 0.2598. El objetivo en los Capitulos siguientes sera
explorar y encontrar algin comportamiento similar al colisionar jamitones.
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Capitulo 3

Modelos macroscoépicos

Como se mencioné en la introduccion, los modelos macroscépicos describen el comporta-
miento vehicular como un continuo y es el tipo de modelo que se utilizara en este trabajo.
Este tipo de ecuaciones describe la evolucién espacio temporal de la densidad vehicular a
través de ecuaciones tipo leyes de conservacion escalar.

Las variables principales en este tipo de modelos son:

* Densidad p = p(z,t), que representa el nimero de vehiculos por unidad de largo y que
se asumira siempre positivo,

 campo de velocidades u = u(z,t), que representa la velocidad a la que ird un auto en la
posiciéon x a tiempo t y

* tasa de flujo vehicular ¢ = pu, que indica la cantidad de vehiculos que pasan por un
punto fijo por una unidad de tiempo.

Con estas se puede deducir la ecuacién de continuidad. Para 1, x5 con x1 < x5 dos puntos
en el espacio se define

m(t) = /:2 p(x,t)dx (3.1)

1

como el total de vehiculos entre los puntos x; y xs. El cambio en el total de vehiculos
entre ambos puntos estard dado por la diferencia entre el flujo vehicular entrante por x; y el
flujo saliente por w9, es decir que

Som(t) = a(ea,t) — ol t) = — [ aular )i

1

z2
Pero %m(t) = / pi(x,t)dx. Juntando ambas ecuaciones, se obtiene que
1

/ pi(x,t) + gz (x,t)dx =0,

1

y dado que 1 y x5 son arbitrarios, se concluye la ecuacién de continuidad:

que indica que los vehiculos no se crean ni se destruyen. Escrito de esta manera el modelo
se encuentra incompleto al tener dos incégnitas (p y u) y una ecuaciéon. El modelo Lighthill-
Whitham-Richards (LWR) arregla este problema considerando u = u(p) para asi reducir el
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total de incognitas. En cambio, los modelos de segundo orden tales como Aw-Rascle-Zhang
(ARZ) y Payne-Whitham (PW) agregan una segunda ecuacién para el campo de velocidades
que independiza ambas variables.

Antes de continuar, es necesario introducir el concepto de diagrama fundamental que
constituye una base importante para los modelos de trafico tanto de primer orden como
de segundo orden, pues en él se condensan las principales propiedades que se pretenden
encapsular en los modelos macroscopicos, como por ejemplo las congestiones vehiculares o el
flujo libre a bajas densidades.

3.1. Diagrama fundamental

El diagrama fundamental es el grafico de medidas empiricas de la tasa de flujo vehicular
versus la densidad. En los modelos macroscépicos se intenta aproximar mediante una funcion
de flujo, estrictamente céncava, dada por Q(p) = pU(p), donde U(p) se conoce como veloci-
dad deseada y que es decreciente en funcién de p (mayor densidad vehicular implica menor
libertad de movimiento para los vehiculos).

En la Figura 3.1 se observa un ejemplo de diagrama fundamental obtenido de una base
de datos del ano 2003 del departamento de transporte de Minnesota [27] de un sensor de
autopista.

Diagrama fundamental Diagrama fundamental

Tasa de flujo
Tasa de flujo

(a) Diagrama fundamental (b) Fases

Figura 3.1: Ejemplo de diagrama fundamental con sus fases.

La primera medicién de un DF fue hecha en 1930 por Greenshields [28] y donde el flujo
Q(p) resultaba ser cuadratico con respecto a p (con U(p) dado por (3.5)). Estudios poste-
riores revelaron que una aproximaciéon cuadratica no seria adecuada y desde entonces se han
propuesto varias funciones, como por ejemplo funciones lineales por pedazos [29, 30] o bien
bi-cuadratico [31].

Usualmente el diagrama fundamental se clasifica en dos o tres fases, dependiendo de la
teoria. La teoria de dos fases divide el DF en flujo libre y flujo sincronizado, como se aprecia
en la Figura 3.1.b. La teorfa de tres fases identifica el flujo para baja densidad (flujo libre),
densidad media (flujo sincronizado) o alta densidad (tacos en movimiento) [32].

Un ejemplo de funcién Q(p) puede ser el flujo de Newell-Daganzo [29, 30] que corresponde
a un flujo linear por pedazos dado por
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Cmaxp si0<p<pe,
o ={ », (33)

Pmax P .
Qmaxi S1 pc < P < pmaxa
pmax - pc

donde Quax = UmaxPe Y Pe s€ conoce como densidad critica que corresponde a la densidad
cuyo flujo es maximo.

Otro ejemplo es el flujo propuesto en [33] dado por

@<p>=c(g<o>+<g<1>—g<o>> Z —g( P )) (3.4)

pmax pmax

2
cong(y) =1/1+ (nyb> , que corresponde a una version suavizada del flujo de Newell-Daganzo

(3.3) y cuyos parametros pueden ser ajustados usando minimos cuadrados con un conjunto
de datos para aproximar a cualquier diagrama fundamental [34].

En la Figura 3.2.b se aprecia una comparativa entre los distintos flujos mencionados, con
Pc = pmax/g'

ool ' ] " [ -_sonsorgama] Comparacion distintos DF
808 0.8-
© 0.7
0.6-
< 0.4 -

—— MNewell-Daganzo suavizado

2l = s e T ] 0.2- — Greenshields
= o N —— Newell-Daganzo
=" 0.0- --- Bi-cuadratica

0.2 04 06 08 1 00 02 04 06 038 1.0
den5|ty P / pmax p;"fl'omn_‘(

flow rate: # vehicles / lan
o o o o o
N W B¢ B>

o
=

(=]

o

(a) Diagrama fundamental (b) Comparativa entre varios flujos distintos.

Figura 3.2: Diagrama fundamental usado en [33] y comparativa de algunos
flujos.

Se prefiere usar el flujo (3.4) antes que (3.3) ya que esta ultima no es derivable en p = p.
y para el desarrollo del trabajo es necesario que las funciones involucradas en los modelos
tengan un minimo de suavidad.

3.2. Modelo LWR

Como se dijo anteriormente, este modelo asume una relacién fundamental entre p y wu.
Se define u(p) = U(p) con U(p) definida a partir del diagrama fundamental. Una primera
eleccién para U puede ser

U(p) = tma (1— P ) (3.5)

Pmax

es decir, una interpolacion lineal entre la maxima velocidad a la que puede ir un vehiculo
individualmente y el flujo vehicular a densidad maxima (tal que los vehiculos no puedan
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moverse). Esta eleccién lleva a una aproximacion cuadrética del DF, como se observa en
3.2.b. Sin embargo, se pueden definir otras alternativas méas complejas a partir de flujos Q(p)
que aproximen mejor el DF y con la relacién U(p) = Q(p)/p (recordar que p > 0). Luego,
LWR corresponde a la ecuacion

pe+ Q(p)z = 0. (3.6)

Si bien este modelo reproduce de buena manera el comportamiento del trafico vehicular a
bajas densidades, no logra capturar el efecto dispersivo que se aprecia en el DF en el régimen
congestionado o de flujo sincronizado. Ademas, tampoco logra reproducir el fenomeno de
congestion fantasma [35], que consiste en la aparicién de atochamientos vehiculares o tacos
sin influencia de factores externos y que ocurren por la propagacién de pequenas perturba-
ciones en el trafico. Este ultimo problema es critico pues los jamitones nacen precisamente
de este fendmeno y que, vale decir, son el enfoque principal de este trabajo.

3.3. Modelo PW

El modelo Payne-Whitham fue el primer modelo de segundo orden propuesto y esta dado
por el siguiente sistema de ecuaciones:

Pt + (pu)x =0,

1 U(p) — 3.7
Uy + uug + ;p(/)>x = Wa (3.7)

donde p(p) es una funcién estrictamente creciente y corresponde a la presion del trifico que
modela la conducciéon preventiva, y 7 es el tiempo de relajacion que representa el tiempo en
que los conductores ajustan su velocidad a la velocidad deseada. Una eleccién posible para
p(p) puede ser p(p) = Bp? [36], llamada presién regular, o bien una versién mas compleja

dada por:
p(p) = —p <p£ax in (1 - prfax)> (3.8)

conocida como presion singular.

En [33] se demuestra que este modelo posee soluciones gobernadas por ondas viajeras
no lineales auto-sustentadas (jamitones). Sin embargo, este modelo ha sido criticado en [37]
pues, bajo ciertas condiciones, admite soluciones con flujos y velocidades negativas (vehiculos
yendo en sentido contrario). Es por esto que se prefieren otros modelos de trafico de segundo
orden, aunque manteniendo el término de relajacién en la segunda ecuacion.

3.4. Modelo ARZ no homogéneo

El modelo ARZ no homogéneo escrito en las variables p y u esta dado por:

Pt + (Pu)z = Oa

—u 3.9
(u =+ h(p))e + u(u + h(p))e = U(p)T, )

donde h(p) se conoce como funcion de duda, es estrictamente creciente y cumple un rol si-
milar a la presion en PW.
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Este modelo es un sistema hipérbolico de leyes de conservacion con término de relajacion
y originalmente fue propuesto en su version homogénea, pero la adicién del término de rela-
jacion en la segunda ecuaciéon es lo que permite la aparicion de los jamitones.

Las funciones U(p) y h(p) deben ser dos veces diferenciable y deben cumplir las siguientes
condiciones:
au d*U

a) — <0y

g ke 0, es decir que U(p) sea decreciente y Q(p) sea concava.
P P

b) (% > 0) y que ph(p) sea estrictamente convexa, de modo que %{Ep) > 0. Estas dos
hipdtesis aseguran que las ecuaciones estén bien puestas en presencia de soluciones tipo

shocks [38] y resuelven el problema de PW.

En [39] se comprueba que el sistema es efectivamente hiperbélico. Para esto, se multiplica
la primera ecuacién de (3.9) por h'(p) y se resta a la segunda, llegando al sistema

pt+ (pu)e =0

Y () - ) 10

w= () em= (5, )

para asi escribir el sistema ARZ linealizado

ur + ug (u — ph'(p)) =

Se definen

(’“&” o) (310

Wi+ LOW)W, = f. (3.12)
Los valores propios de la matriz L(W) estan dados por
AN =u—ph(p), X =u, (3.13)

que por b) cumplen que \; < Ay si p > 0y por lo tanto el sistema (3.9) es estrictamente
hiperbodlico. Los valores propios del sistema se conocen como wvelocidades caracteristicas y
seran de utilidad méas adelante para describir la condicién de existencia de los jamitones.

Dependiendo de las variables que se defina, el modelo ARZ puede tener otras formulacio-
nes. A continuacién se presentan dos y la utilidad que tiene cada una. La primera de ellas
es la forma conservativa. Se define la variable y = p(u + h(p)), de donde u = y/p — h(p).
Reemplazando en la primera ecuaciéon de (3.9) se obtiene

pr+ (y — ph(p))s = 0. (3.14)

Para la segunda relacién, se multiplica la primera ecuacion de (3.9) por (u+ h(p)) y se suma
a la segunda ecuacion multiplicada por p, quedando el sistema

pt+ (pu)s =0
(p(u+h(p)))r + (up(u + h(p)))e = é(U(P) —u)
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y que escrito en variables conservativas se lee como:

pe+ (y = ph(p))e =0

2 3.15
e + (yp - yh(ﬂ)) - i (p(U(p) +h(p) —y)- 1)
Definiendo
(p B y2— Ph(P) B 0
Q= (.y) R ) R (1 (0 U(p) + h(p)) — y>> (8:16)

el sistema se puede reescribir como

Q; + F(Q). = 5(Q). (3.17)

Esta forma de escribir el modelo serd esencial para realizar simulaciones numéricas en el
Capitulo 6, como también es util para calcular las velocidades caracteristicas (3.13) a través
del Jacobiano de F', aunque se requiere un poco mas de trabajo algebraico.

La segunda forma de escribir el modelo ARZ es la forma Lagrangeana [40, 41]. En este
caso, se definen las variables v(o,t) y u(o,t) donde v =1/p y o es el nimero de vehiculos,
que cumple

do = pdx — pudt. (3.18)

Con estas variables, el modelo se lee como

Vi = Uy,

W) - (3.19)

donde h(v) = h(1/v) y U(v) = U(1/v) y que satisfacen

v U dh d*h

—>0,— <0,— <0y =— >0, 3.20

dv dv? dv Y v (3:20)
a partir de las hipdtesis a) y b). En el Anexo B se presenta en detalle la derivacién del siste-
ma. Esta formulacion sera 1til en la construccion tedrica de los jamitones, como también se
puede usar en el método SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) (ver [42, 43]) para realizar
simulaciones numéricas como en [36], pero que no fue utilizado en este trabajo.

Ambas formas tienen asociadas condiciones de Rankine-Hugoniot (ver el Anexo A para
méas informacién sobre la derivacién de estas condiciones). Para variables conservativas se
tiene que [F(Q)] = s[Q] y por lo tanto se tienen

ly — ph(p)] = slpl,
v*/p— yh(p)] = slyl.

(3.21)

donde [u] = ut —u~ es el valor del salto de la variable u a través de un shock y s la velocidad
de propagacion del shock. Para variables Eulerianas basta recordar que y = p(u+ h(p)) para
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asi tener que

[ou] = s[pl,
) (3.22)
|+ pub(p)] = s[p(u+ h(p))].
Para la forma Lagrangeana se tienen las condiciones
[u] = m[v],
(3.23)

[u] = = [A(v)],

donde —m es la velocidad de propagacién del shock pero en variables Lagrangeanas (en el
esquema euleriano m representa el flujo vehicular que pasa a través de un shock). En el
Capitulo 4 se vera que ambas cantidades s y m estan relacionadas de alguna forma.

3.4.1. Condicioén sub-caracteristica

Los modelos macroscépicos comparten un tipo de solucién llamadas estado base donde
plx,t) = p = cte. y u(x,t) = @ = cte., es decir que el flujo vehicular se mueve de manera
uniforme: Los vehiculos se encuentran siempre a la misma distancia y se mueven a su velo-

cidad deseada @ = U(p).

Por otro lado el término de relajacion introducido en los modelos de segundo orden provo-
ca que la velocidad del trafico u converja a U(p) cuando 7 — 07. En este caso, las soluciones
tanto de ARZ como de PW estarian dominadas por la ecuacién de continuidad (3.2) con
u = U(p), que corresponde precisamente al modelo LWR. Notar ademas que (3.6) posee una
velocidad caracteristica dada por u(p) = Q'(p) = pU'(p) + U(p).

Sea p(x,t) = py u(x,t) = u = U(p) un estado base para algiin modelo de segundo orden.
Se definen las siguientes condiciones:

Definicién 3.1 (Estabilidad lineal (EL)) El estado base (p,u) es linealmente estable si toda
pequena perturbacion decae en tiempo.

Definicién 3.2 (Condicién sub-caracteristica (CSC)) El estado base (p,u) cumple la con-
dicion sub-caracteristica si la velocidad caracteristica p = p(p) del modelo LWR (3.6) se
encuentra entre las dos velocidades caracteristicas Ay = A\ (p, @), Ao = Xao(p, U) con Ay < Ay
del modelo de sequndo orden, es decir

El teorema de Whitham relaciona ambas condiciones:

Teorema 3.1 (Whitham) El estado base (p,u) es linealmente estable si y solo si cumple la
condicion sub-caracteristica.

La demostracion del teorema 3.1 fue realizada por Whitham en [44]. Cémo se mencion6
con anterioridad, los modelos de segundo orden son capaces de reproducir inestabilidades
en el trafico y que, por lo tanto, el teorema de Whitham se vuelve importante para poder
distinguir entre estados base estables e inestables de una manera mas sencilla a través de la
CSC. De todas formas, se pueden estudiar las inestabilidades de manera directa, calculando
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el factor de crecimiento para perturbaciones de la forma e?*

misma desigualdad de CSC.

? como en [45] y concluyendo la

Usando las velocidades caracteristicas calculadas en (3.13) para el modelo ARZ se tiene
que su condicién CSC corresponde a

i~ pi(5) < pU'(p) + U(p) < &,

pero 4 = U(p) quedando que
AW (p) < pU'(7) < 0.
Por a) la segunda desigualdad siempre se cumple. Asi, se obtiene que el estado base (p, @) es

linealmente estable si y solo si
0<h(p)+U'(p) (3.25)

para el modelo ARZ.

El teorema 3.1 ha sido investigado y extendido en varios trabajos [11, 44, 46-48] con
principal enfoque en la CSC e incluso en sistemas hiperbolicos de N ecuaciones mas generales
que los modelos de trafico. Algunos de estos resultados son, por ejemplo:

* El teorema (3.1) puede ser extendido a relacionar la CSC con la estabilidad de las
soluciones: Una solucion de estado base con pequenas perturbaciones converge al estado
base inicial cuando ¢t — oo,

* las soluciones a modelos de segundo orden que satisfacen la CSC en todo punto convergen
a soluciones de LWR cuando 7 — 0,

* més general, si 7 no es lo suficientemente pequeno, las soluciones a modelos de segundo
orden convergen a soluciones de LWR pero con un término de viscosidad no lineal
adicional y de magnitud O(1), y

 andlisis de casos degenerados para CSC: A\; = p < A9 o viceversa y que han sido
estudiados en [49, 50].

Una pregunta interesante que fue estudiada en [33, 36, 45], es jcomo evolucionan las
soluciones a estados base constantes en modelos de segundo orden cuando no se cumple la
CSC?. En los trabajos mencionados y en estudios numéricos en PW y ARZ [36, 40] se muestra
que este tipo de soluciones convergen a regimenes dominados por jamitones, que sera el foco
principal de este trabajo.
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Capitulo 4

Jamitones

4.1. Funciones del modelo
Se consideraran las siguientes funciones especificas para el modelo ARZ (3.9):

* La funcién de diagrama fundamental @) dada por (3.4) y con pardmetros b = 1/3, ¢ =
0.078Umax Pmax, A = 1/10 ¥ umax = 20m/s? que se escogen para ajustar datos reales [33],

¢ el valor de pua, se ajusta asumiendo un tamano de 5 metros por vehiculo més un 50 %
extra de distancia segura entre estos. Luego, en pna.x habra exactamente un vehiculo en
7.5m y por lo tanto pmax = 1/7.5m,

* la velocidad deseada estard dada por U(p) = Q(p)/py

* la funcién de duda serd h(p) = ( - )7 con f=8y~y=1/2.

Pmax—p

El tiempo de relajacion 7 para testear y obtener resultados generales serda 7 = 5s pero en
el Capitulo 7 se estudiaran efectos para otros valores de 7. Los graficos de las funciones se
presentan en las Figuras 4.1 y 4.2.

Diagrama fundamental @ Velocidad deseada U
20 -
061 15-
=04 T 0.
S = 10
0.2- 5-
0.0-" i i i i ‘ 0- i i i i ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
i'?j'fpm:\x i'?j'fpm:\x
(a) Funcién diagrama fundamental (b) Velocidad deseada

Figura 4.1: Gréficos de las funciones @ y U.
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Intervalo que rompe CSC

5 Funcion h 200
—— Rompe CSC
40 - 100- e Raices
— Recta cero
30- =
= 0
= 20- by
= =
10 - = —100-
0 —200-
~109 02 04 0'6 0'8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2/ Proae P/ Pmax
(a) Funcién de duda (b) Gréfico U'(p) + I (p)

Figura 4.2: Gréficos de h e intervalo donde se rompe CSC para ARZ.

4.2. Analisis de ondas viajeras

Los jamitones se definen como ondas viajeras auto sustentadas que surgen en modelos de
segundo orden. Estos pueden ser construidos siguiendo la teoria Zel’dovich-von Neumann-
Doéring (ZND) [51] ya que poseen misma estructura matematica que las ondas de detonacion.

Se realiza un ansatz de ondas viajeras para obtener una expresion para los jamitones.
Se hard la construccion con la formulacién Lagrangeana (3.19) pero las expresiones finales
y simulaciones se traduciran a variables eulerianas al tener mejor visualizacién fisica. Sea
x = ™22 El objetivo serd encontrar soluciones v(o,t) = v(x) v u(o,t) = u(x) de (3.19).
Reemplazando estas expresiones en (3.19) se obtiene el sistema de ecuaciones

§V’(X) - —u'(x) =0, (4.1)
P00 + () 2 () = C D =) (12)

Integrando directamente (4.1) se tiene que
mv —u = —Ss, (4.3)

donde s es una constante de integraciéon. En variables Lagrangeanas —m corresponde a la
velocidad de propagacion del jamiton, mientras que s corresponde al flujo de masa de vehicu-
los que pasa a través de la onda. En variables eulerianas ambas constantes invierten sus
significados (s corresponde a la velocidad y —m al flujo de masa). La ecuacién (4.3) implica

u=s+mv, (4.4)
y reemplazando (4.4) en (4.2) se obtiene la EDO del jamiton

_wiv(x)) (4.5)

donde w(v) = U(v) — (mv+s) y r(v) = mh(v) + m?v. Dado que h/(v) <0y h"(v) > 0, 7 (v)

A~

tendra a lo més una raiz vy tal que h/(vy) = —m. La EDO (4.5) puede ser integrada a través
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de v, si w(v) tiene una raiz en v, también, es decir que

A

U(vs) = mvg + s. (4.6)

La ecuacion (4.6) se conoce como condicion de Chapman-Jouguet [51] en la teoria ZND vy
el punto v, es llamado punto sonico. Luego, las soluciones tipo ondas viajeras suaves de la
EDO (4.5) se pueden parametrizar por vy, donde las constantes m y s estaran dadas por

A

m=—k(vy)ys=U(vs) —mv,. (4.7)

Los shocks que se muevan a velocidad —m pueden ser anadidos al perfil suave encontrado
usando las condiciones de Rankine-Hugoniot (3.23). La primera condicién en (3.23) muestra
que la cantidad mv — u se conserva a través de un shock, que se condice con la condicion
(4.4) para la parte suave de la onda viajera. Combinando ambas condiciones en (3.23) y
multiplicando por m se obtiene que

[m?v + h(v)] = 0, (4.8)

es decir que 7(v) se conserva a través de un shock. Luego, al integrar (4.5) se puede incorporar
un shock en algin valor v- que salte a un valor v tal que r(v™) = r(v') y continuar
integrando desde ahi. Mas atun, para que el shock satisfaga las condiciones de entropia de
Lax se debe cumplir que el volumen especifico decrezca a través del shock, es decir que
vh < vy < v, porlo que el perfil suave del jamiton v(y) debe ser creciente. Usando L’Hopital
en (4.5) en el punto vy y que v debe ser creciente, se tiene que

ﬁ:(VS) “’: il,("S)
h,(VS)h”(VS>

<0, (4.9)

es decir que U/(VS) + fz’(vs) > 0 y por lo tanto se rompe la CSC en v, por lo que los
jamitones con shocks existen si y solo si la condicién CSC se rompe. Como consecuencia de
esto, la funcién w(v) tendrd una segunda raiz vy, para v > vy y, dado que (4.5) no puede ser
integrado mas alld de v, este perfil correspondera a un jamiton mazximal que conecta los
puntos vy con vg, donde r(vg) = r(vy). Vale decir que la aparicién de un jamiton maximal
es puramente tedrico ya que es infinitamente largo.

Ubica vy, Ubica jamiton actual
1

— w(v) — r(v)
---- Cero ---- jamiton maximal
---- jamiton actual

w(v)
r(v)

v v

(a) Funcién w(v) con una segunda raiz vyy. (b) Funcién r(v) con un jamiton maximal y uno de
ejemplo. El punto v, corresponde al minimo de 7.

Figura 4.3: Funciones w y r con un jamiton maximal y otro de ejemplo.
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Observacién El mismo procedimiento se puede realizar en variables eulerianas para (3.15)
definiendo n = =5,

4.3. Construccion de jamitones

En base a los aspectos tedricos discutidos, se pueden construir jamitones de la siguiente
forma:

—_

. Se escoge ps que rompa la condiciéon SCC y se define vy = 1/ps,

2. se definen m = —h/(vs) y s = U(vs) — mvs,

3. se busca vy > v tal que w(vy) = 0y se definen 7y, = r(Vs) ¥ Tmax = 7(Var),
4. se busca vg < vg tal que 7(VR) = Tmax,

5. se escoge v~ tal que vy < vy (V7)) € (Tmin, Tmax)

6. se busca v tal que v < vy y r(v’) =r(vh),y

7. se resuelve la EDO (4.5) desde vt a v~ para obtener la ecuacion del jamiton en la

variable y.
Jamiton en v Jamiton en p
__________________________________ 0.10-
35- R —— Jamiton actual
0.09- p --- Cadena de jamitones
30 - 0.08 - + Jamiton maximal
b e Punto sénico
p) y A L \ v ‘-
= 25 - :‘ ,‘/ : ’!z |‘ "z : = 0.07 \ i \‘\
= A R = 0.06- 0, P
20 - 1 I 1 I 1 ’ : / Il
s Jamiton actual v/ 0.05 - :
15. --- Cadena de jamitones ! & !
+ —— Jamiton maximal V} 0.04F !
10 s Punto sénico oo3- __________ P
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
T z
(a) Ejemplo de una cadena de jamitones entre v y (b) Cadena de jamitones en la variable p.

v o,

Figura 4.4: Ejemplo de una cadena de jamitones para v, p y u, junto a un
jamiton maximal.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se presentan ejemplos de jamitones en las variables p, v y u, recor-
dando que v = 1/p y u se obtiene de (4.4). En tales casos se integré en la variable x usando

que

1 1 1
dn=—=(zx —sdt) = =(de + mvdt —udt) = =(vdo + mvdt) = vdyx (4.10)
T T T

y regla de la cadena en la EDO (4.5).
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Jamiton en u

18 -
16 -
—_ I 1«1 /1 /1
% 14 I: / i / ‘Il /! i
L I
i ’.‘r : J'J : _J'! : _0"
] | —— Jamiton actual
12 - 1 4 | -—- Cadena de jamitones
'V" :— Jamiton maximal
10- e Punto sdnico
0 50 100 150 200
€T

Figura 4.5: Cadena de jamitones en la variable p.

Con esta construccion se pueden calcular algunas propiedades del jamiton en la coordenada
X Como:

* Largo L
v— /
L = 7'/ v (v) dv, (4.11)
vt U)(V)
* total de vehiculos en el jamiton
v /
N= T/ T g (4.12)
vt w(v)
y
e Amplitud A
A=p, —p_. (4.13)

En las Figuras 4.7, 4.6 y 4.8 se muestran jamitones de distintos tamanos y velocidades, junto
con su largo y total de vehiculos. En este caso la cantidad de vehiculos podria no ser natural
al ser un modelo continuo.

Densidad Velocidad
1.0 20.0
e Punto soénico s e Punto soénico
0.8 -
15.0 -
y 0.6 2.5
g s = 0.15m/s
< = 100 -
\6: =0.15
0.4 75 s = 0.15my/s
5.0 -
0.2 -
2.5-
00 50 100 150 200 00 50 100 150 200
T T

Figura 4.6: Jamiton medio con ps; = 0.525p.x, de largo L =~ 231.70 y con
N = 14.05 vehiculos.
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Densidad Velocidad

1.0 20.0
e Punto sénico s e Punto sénico
0.8 - =]
15.0 -
L 06 12.5 -
qa_ = 10.0 -
=
SR 75 s =-5.52m/s
5.0 -
0.2 -
2.5-
0.0 L1 : : ! f : ! f 0.0 L1 f : ! f : : !
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
€r xr
Figura 4.7: Jamiton grande con ps = 0.6pmax, de largo L =~ 1507.27 y con
N = 93.65 vehiculos.
Densidad Velocidad
1.0 20.0
e Punto sénico s e Punto sénico
0.8 -
15.0 -
L 06 2.5 e— -~
z 5 = 5.25m/s
= 5 = 5.25m/s 3 100 -
= 04k ______J—__—-__—'—‘——.——q_
. 7.5 -
5.0 -
0.2 -
2.5-
e L B S S N L T B - S S
€r xr

Figura 4.8: Jamiton chico con ps = 0.45pmax, de largo L = 15.27 y con
N =~ 0.91 vehiculos.

4.4. Jamitones en el diagrama fundamental

Gracias a la construccion de jamitones, estos se pueden graficar en el diagrama fundamen-
tal. Dado que los jamitones no son soluciones constantes, estos no pueden ser puntos en el
DF. Multiplicando la relacién (4.4) por p y definiendo g = pu se tiene que

q=sp+m, (4.14)

es decir que un jamiton es un segmento de linea en el plano (p, q) de tasa de flujo vs densidad
y cuya pendiente corresponde a la velocidad de propagacion del jamiton. Mas atn, por la
condicién de Chapman-Jouguet (4.6) para vy = 1/p, y las igualdades (4.7), la ecuacién (4.14)
se puede reescribir como

q=3(p—ps) + psU(ps) (4.15)

y evaluando en p = p;, se tiene que q(ps) = psU(ps) = Q(ps) por definicién de @ y por lo
tanto el segmento de jamiton intersecta al flujo de equilibrio en ps. En la Figura 4.9 se ve un
ejemplo de jamiton en el diagrama fundamental, donde los extremos del segmento (p*, pTu™)
y (p~, p~u~) representan los dos estados del jamiton a través del shock.
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Jamiton en diagrama fundamental
1.0-

PR
0.8-
0.6-
=
< 0.4-
0.2- —— Curva de equilibrio

—— Jamiton actual
—— Jamiton maximal
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P

Figura 4.9: Jamiton maximal y un jamiton en el plano ¢ — p. Ambos yacen
en la misma linea que pasa por (ps, Q(ps))-

Para cada ps; que rompe la CSC, el jamiton maximal correspondiente es el segmento de
linea que une los puntos (par, m+spa) v (pr, m+ spr) donde pyr = 1/vy v pr = 1/Vg cons-
truidos siguiendo los pasos de la Seccién 4.3. Se puede notar que, como w(vy;) = 0 por cons-
truccién, entonces U(VM) = mvy, + s y multiplicando por py; se tiene que Q(par) = m+spu,
es decir que py; también pertenece a la curva de equilibrio.

Jamitones maximales

1.0-
0.8-
E 0.6-
r
0.4r Curva de equilibrio
0.2 —— Envoltura jamiténica
) —— Rectas jamiténicas
0.0- - | . Pur:utos 5omtlzcrs | .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ﬁ;"r Prmax

Figura 4.10: Region jamitonica compuesta por varios jamitones maximales,
junto con la envoltura jamiténica.

La Figura 4.10 muestra algunos jamitones maximales para varios p; que rompen la CSC,
junto con la envoltura jamitonica. Esta envoltura indica el borde en el cudl los jamitones deben
caer, llamada region jamitonica. La envoltura superior corresponde a la curva generada por
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unir los puntos (pgr, m=+spgr). Por otro lado, los segmentos de jamitones también se intersectan
por debajo de la linea de equilibrio, por lo que también forman una envoltura inferior. Esta
curva estd dada por los puntos (p*, ¢*) que cumplen

7 (pe) = —TPs)

(o) q"(ps) = m(ps) + s(ps)p" (ps)- (4.16)

Un resultado interesante demostrado en [33, 45] es que la velocidad de un jamiton estd
determinado solo por la densidad sonica ps. Mas ain, s es decreciente con respecto a ps. En
efecto, de (4.7) escrito en variables eulerianas se tiene que

s(ps) = Ulps) — psh'(ps)- (4.17)
Luego, calculando la derivada de s(ps) con respecto a ps se cumple que
s'(ps) = U'(ps) = W (ps) — psh"(ps) = U'(ps) + 1'(ps) — (psh(ps))", (4.18)

de donde el primer término es negativo suponiendo que p; rompe la CSC (si no, no existiria
jamiton) mientras que el término (psh(ps))” es positivo pues en b) se supuso que ph(p) es
convexa. De esta forma s'(ps) < 0y entonces s es decreciente con respecto a p,. En la Figura
4.10 se observa cémo decrece la pendiente de cada segmento de jamiton maximal a medida
que aumenta ps.

4.5. Estabilidad

En [45] fue estudiada numéricamente la estabilidad dindmica de los jamitones bajo pe-
quenas perturbaciones. En tal caso, se determind que la estabilidad depende del tamano del
jamiton: Jamitones muy pequenos resultan inestables pues colisionan con nuevos jamitones
que surgen de las pertubaciones, mientras que jamitones de mayor tamano también son ines-
tables pero en este caso se separaban en dos o mas jamitones. Ambos casos son visibles en el
plano de fase (ps, L), asi como también en el diagrama fundamental, observables en la Figura
4.11.

¢ Unstable Jamiton 3000
Stable Jamiton
—=Short Jamiton limit "::::’;::,
1.5 |l==SCC boundary L 25001 g SN
2000+
g £}
g =
~ ’qE 1500
(e
05k 1000
* Unstable Jamiton
i 500 Stable Jamiton
it — Equilibrium curve
O 1 {1 1 1 —
0O 20 40 60 80 100 120 o | . . [=Lower envelope
ps (veh/km) 0 20 40 60 80 100 120

p (veh/km)

(a) Jamitones estables e inestables en el plano (b) Jamitones estables e inestables en el diagrama
(ps, L). fundamental.

Figura 4.11: Gréficos de estabilidad obtenidos de [45]
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Capitulo 5

Voliimenes finitos

En este Capitulo se mostraran algunos esquemas numéricos de primer y segundo orden
para simular sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién. Se seguiran principalmente los
procedimientos descritos en [52, cap.4] y [53]

Los sistemas de leyes de conservacién hiperbdlica unidimensional son de la forma

q +F(a), =0, (5.1)

donde q corresponde al vector de variables conservativas y F' las funciones de flujo especifi-
cas para cada ley de conservacion. Este tipo de sistemas establece que la cantidad q en un
dominio €2 cambia en el tiempo debido tnicamente al flujo a través del borde 02 del dominio.

En este tipo de sistemas se suele trabajar en su forma integral para asi considerar soluciones
débiles y que especialmente contengan discontinuidades. Para a < b la forma integral de (5.1)
esta dada por

[l t)de = Fa(a. 1)) - Flab, 1) (5.2)

La relacién (5.2) es la base para definir el esquema de volimenes finitos. Se discretiza el
espacio en celdas C; para i € {0,..., N} con N > 0 el total de celdas y cada una con tamario
Ax = b’T‘L, aunque se puede tomar una grilla no uniforme. Cada C; esta dada por el intervalo

C; = (%’4/2, 35z‘+1/2)7 (5-3)

donde 7;_1/2 = a+iAx y Ti41/2 = x;_1/2+Ax. Por otro lado, el tiempo se discretiza tomando
At y definiendo t,, = nAt para n € {0, ..., N;} con N, = T/At y T > 0 un tiempo final. Para
el instante ¢,, se define Q}' como el valor promedio de q en la celda C; dado por

1
Q=5 e t)de. (5.4)

Trabajar con los promedios por celda permite utilizar mas facilmente propiedades de leyes
de conservacion para derivar esquemas numéricos, como por ejemplo asegurar que el método
sea conservativo tal que imite la solucion real y que es importante para aproximar de manera
mas precisa los shocks.
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Usando @ = x;_1/2 y b= 2;_1/2 en (5.2) se tiene que

CZ/CZ q(z,t)dx = F(Q(l’i—l/Q,t)) — F(Q(xz‘+1/2, 1)), (5.5)

expresion que se puede utilizar para generar un algoritmo de actualizacion temporal, es decir,
dado Q7 calcular el paso siguiente Q7. Para esto la ecuacion (5.5) se integra entre t,, y t,,11
y se obtiene que

[ e tuda— [

i %

alz.t,)dz = /tt+ F(q(ti1ot) — Q2o )dt.  (5.6)

Dividiendo la relacién (5.6) por Az se obtiene

tn+1 tn+1
Q' -Qf = /t F(a(zi-1/2,t))dt — /t F(a(ziy1/2,1))dt (5.7)

que sugiere una forma de actualizar Q*" a partir de Q7. El problema es que las integra-
les del lado derecho no se pueden evaluar de manera exacta pues q(x;+1/2,t) puede variar
temporalmente a lo largo del borde de cada celda. En cualquier caso, se puede estudiar el
sistema de la forma

At

Q?H = Q? - E(F?—H/Z - F?—1/2) (5-8)
Q'{H—l
tn—l—l
F Fr
S A /2
tn
i1 Q7 ?+1

Figura 5.1: Esquema de volimenes finitos extraida de [52, p.65].

donde F7,, /o €8 una aproximacion del flujo medio a lo largo de x = ;+,/» dado por

]_ tn+1

i1/ At s, F(q(wit1/2,1))dt. (5.9)

La Figura 5.1 ilustra el proceso de actualizaciéon. Notar que F} /2 depende tanto de Q7
como de Q}, es decir que F , , = F(Q}L, Q}) y donde F es alguna funcién de flujo numérico
que puede variar segun el método que se requiera ocupar.

Observacién El método de volimenes finitos (VF) se encuentra muy relacionado al de

elementos finitos (EF o FEM en inglés). Mds atin, VF se puede obtener de la formulacién
variacional usual de FEM [23] considerando funciones test ¢ = 1.
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5.1. Método de Godunov

El esquema o método de Godunov fue introducido por Sergei Godunov el ano 1959 [54]
como método para resolver las ecuaciones de Euler no lineal de dinamica de gases. El método
se basa principalmente en el algoritmo REA (reconstruct - evolve - average) que consiste de
tres pasos:

* Reconstruir una funcién polinémica por pedazos q"(x,t,) a partir de los promedios Q'
de cada celda. Una elecciéon sencilla es una funcién constante por pedazos tal que

q"(x,t,) = QF, paratodoz € C;. (5.10)

7
* Evolucionar el sistema hiperbdlico con condicién inicial q"(x, t,,) para obtener Q" (x, t,41).

* Promediar esta funcién sobre cada celda para obtener nuevos promedios

1

Q= A73/0 & (2, tnsr)de. (5.11)

La solucién " (que se considerard constante por pedazos) dada por el algoritmo REA resulta
tener un comportamiento similar a la soluciéon del problema de Riemann en la celda C;
y resulta ser constante para t, < t < t,y;. Ademds, la integral (5.9) puede ser resuelta
exactamente si se reemplaza q por q". Esto sugiere que el flujo F esté dado por

F(Qr,Qr) = F(qi(QL, Qr)) (5.12)

donde ¢*(Q;, Q,) denota la solucién al problema de Riemann entre los estados Q; v Q... El
esquema reduce el problema de resolver la integral (5.9) a resolver el problema de Riemann
en cada celda espacial. De todas formas, el método esta sujeto a la condicion CFL

Smax At 1
< = 1
Axr — 2’ (5.13)

donde sy, corresponde a la velocidad de onda mas grande que haya. En el caso de un sistema
hiperbdlico con velocidades caracteristicas {A1, A, ..., A, } se tiene que spax = max, |A,|. En
lo que sigue se mostraran algunos aproximadores presentados en [53] para el problema de Rie-
mann para leyes de conservacion escalar unidimensional y algunos resultados experimentales
en la ecuacion de Burgers:

q2

con condiciones iniciales

1 siz<0 —1 six<0
1 2
= , = . 5.15
qO(:E) {O sixz >0 qo(:v) {1 sixz >0 ( )

La solucién exacta a la condicién ¢} corresponde a un shock que conecta 1y 0 con velocidad
de propagacién 1/2. En cambio, la solucién a g2 corresponde a una onda de rarefaccién dada
por
-1 six<-—t
gz, t) =qa/t st —t<z<t (5.16)
1 six >t.
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5.1.1. Flujo de Godunov simplificado
Para el caso de leyes de conservacion escalar de la forma
g+ f(q)z =0, (5.17)

el flujo de Godunov (5.12) se puede escribir explicitamente como

_ QLISIl@ngR f(@) si Qr < Qr
JT"(QLaQR) - max f(9> si QL > QR ) (518)

mas aun, si f posee un tnico minimo en x el flujo se puede simplificar a

F(Qr, Qr) = max {f(max{Qr, 7}), f(min{Qr, 7})} . (5.19)
Burgers primera condicion inicial t=0.50 Godunov Burgers segunda condicion inicial t=0.50 Godunov
1or 100~ solucién exacta
0.75 - —e— Simulacion
0.8-
0.50 -
— 0.6- . 0.25-
8 8
-3 +« 0.00-
S 04- ¥ _o25-
—0.50 -
0.2-
—— Solucién exacta ! —-0.75 -
ool +. S‘lmulacllon ‘ | | : : : -1.00- : : | | | | | |
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
T xr
(a) Condicién inicial g} a tiempo ¢ = 0.5 (b) Condicién inicial ¢2 a tiempo t = 0.5

Figura 5.2: Flujo de Godunov para la ecuacién de Burgers con condiciones
iniciales distintas.

5.1.2. Linealizadores

En este esquema se busca linealizar la funcién de flujo f tal que A ~ f’. Una posible
eleccion para A puede ser

A0 s Qu#Qn

| . (5.20)
f(Qr) si Qr =Qr

A(Qr,Qr) = {

Con esta eleccién para A la funcién de flujo F, también llamada flujo de Roe queda como

f(Qr) i A(QLyQR) >0

f(Qr) st AQr,Qr) <0’ (5:21)

F(Qr,Qr) = {

Como se aprecia en la Figura 5.3.b el esquema falla al simular una onda de rarefacciéon, per-
sistiendo en una solucién estacionaria. Esto ocurre porque las ondas de rarefacciéon pueden
viajar en ambas direcciones, a diferencia de los shocks que viajan en una sola direccion. Este
efecto no logra ser capturado por el esquema de Roe.
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Burgers primera condicidn inicial t=0.50 Lineal Burgers segunda condicidn inicial t=0.50 Lineal
1.0 - 1.00 -

—— Solucién exacta
0.75 - —e— Simulacién

0.8-
0.50 -

06- 0.25 -

0.00 -

u(t, z)

)
=
=

0.4 - —0.25 -
—0.50 -
0.2-
—— Solucién exacta ! -0.75 -
0.0k —0—‘ Sl|mulac‘|on | ‘ ) . : : ~1.00- . ‘ : : ‘ . ‘ ‘
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
xr xr
(a) Condicién inicial ¢} a tiempo ¢t = 0.5 (b) Condicién inicial ¢Z a tiempo t = 0.5

Figura 5.3: Flujo linealizado para la ecuacion de Burgers con condiciones
iniciales distintas.

5.1.3. Lax-Friedrichs

El esquema de Lax-Friedrichs corresponde a un tipo de esquema de voliimenes finitos
llamados esquemas centrales. En estos métodos se arregla el problema de la linealizacion
aproximando el problema de Riemann en cada celda a través de una solucién con dos ondas,
una viajando a la izquierda con velocidad s;, = s.(Qr,Qr) y la otra hacia la derecha con
velocidad sg = sgr(Qr, @r). En esta solucién aparece naturalmente un estado intermedio (Q*
junto con un flujo intermedio f* y, por lo tanto, el flujo F adquiere la siguiente forma:

F(Qr,Qr) = [1(Qr,Qr) (5.22)

El flujo intermedio fx se obtiene mediante las condiciones de Rankine-Hugoniot [53]. Mani-
pulando algebraicamente se llega a que f* debe estar dado por

F(Qr, Qn) = spf(QL) — spf(Qr) + srsi(Qr — QL)_ (5.23)

SR — SL,

Para el esquema de Lax-Friedrichs se consideran

Ax Ax
S, — —E, SR — E, (524)
obteniendo asi el flujo de Lax-Friedrichs dado por
+ Ax
FQu Q) = 1O Do, gy (5.25)

Los resultados para la ecuacién de Burgers se encuentran en la Figura 5.4. Se observan en am-
bas Figuras que el esquema es estable, no posee oscilaciones y se aproxima a la solucion, salvo
que las soluciones aproximadas poseen difusién y, en comparacién con el flujo de Godunov,
la precision es menor.
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Burgers primera condicion inicial t=0.50 L-F Burgers segunda condicién inicial t=0.50 L-F
1.0 - 1.00

. --% 7 —— Solucion exacta
0.75 - —e— Simulacién
0.8-
0.50 -
— 0.6- — 025p
B ]
= < 0.00-
S 04- T o2s-
-0.50 -
0.2-
—— Solucién exacta -0.75 -
0.0k —0—‘ Sl|mulac‘|on | ‘ ) : : : 100 . : ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘
-1.00 —0.75 —-0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00 -1.00 —0.75 —-0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00
x x
(a) Condicién inicial ¢} a tiempo ¢t = 0.5 (b) Condicién inicial ¢Z a tiempo t = 0.5

Figura 5.4: Esquema de L-F para la ecuacién de Burgers con condiciones
iniciales distintas.

5.1.4. Esquema de Rusanov

Este esquema también corresponde a un esquema central. Las velocidades de propagacion
en este caso estan dadas por
S, = —S, Sp = S, (5.26)

donde s = s(Qr, Qr) = max{|f'(Qr)|, |f'(Qr)|}, resultando en el flujo

JT:(QL; QR) _ f(QL) + f(QR) _ S(QL’ QR) (QR _ QL) (527>

Burgers primera condicion inicial t=0.50 Rusanov Burgers segunda condicién inicial t=0.50 Rusanov
Lor 100" Solucién exacta
‘\ 0.75- —— Simulacién
0.8-
0.50 -
— 0.6- — 025-
8 8
- < 0.00-
s 04 ® 025
-0.50 -
0.2-
—— Solucién exacta -0.75 -
0.0l —o—‘ Sl|mulas|on ‘ ! ] . : : ~1.00- : : ‘ ! ‘ . | ‘
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00
x x
(a) Condicién inicial ¢} a tiempo ¢ = 0.5 (b) Condicién inicial ¢Z a tiempo ¢ = 0.5

Figura 5.5: Esquema de Rusanov para la ecuacion de Burgers con condicio-
nes iniciales distintas.

En este caso se mejora bastante la soluciéon a comparacion con el esquema de Lax-
Friedrichs, siendo incluso bastante similar al flujo de Godunov.

5.1.5. Esquema Engquist—Osher

El esquema Engquist—-Osher (E-O) posee funcién de flujo F dada por

f(Qu)+ f(Qr) 1) 9=
e —2/L f ()| da. (5.28)

F(Qr,Qr) =
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Si la funciéon f posee un tinico minimo en Z y ningin méximo, el flujo de (E-O) se puede
escribir explicitamente como

F(Qr,Qr) = f(max{Qr, 7}) + f(min{Qr, 2}) — f(Z). (5.29)

Este esquema se conoce como esquema de division de flujo ya que separa el flujo en parte
positiva y negativa.

Burgers primera condicién inicial t=0.50 E-O Burgers segunda condicion inicial t=0.50 E-O
Lop 100~ ___ solucién exacta
0.75 - —— Simulacion
0.8-
0.50 -
—~ 0.6- —~ 0257
8] 8
< < 000-
¥ 04- ¥ o2s-
—0.50 -
0.2-
—— Solucién exacta ! —-0.75 -
0ol —o—‘ Sl|mulac‘|on ‘ | ‘ ’ : : 100 : : ‘ | ‘ . | ‘
-=1.00 -0.75 =0.50 =0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00 -=1.00 -0.75 =0.50 =0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00
x x
(a) Condicién inicial ¢} a tiempo ¢t = 0.5 (b) Condicién inicial ¢Z a tiempo t = 0.5

Figura 5.6: Esquema Engquist—Osher para la ecuacion de Burgers con con-
diciones iniciales distintas.

En la Figura 5.6 se observa que el esquema E-O, al igual que Rusanov y Godunov, aproxima
de buena forma a la solucién tedrica.

5.1.6. Comparacion esquemas de voliimenes finitos

En la Figura 5.7 se observan los métodos vistos hasta el momento para un tiempo ¢ = 0.55.
En la Figura 5.7.a se observa mejor la diferencia entre el esquema L-F y los demas métodos.
Ademas, los esquemas E-O, Godunov y lineal en la Figura 5.7.a casi no poseen diferencias.
Esto ocurre porque en realidad los tres flujos son equivalentes para este caso de prueba. No
asi en la Figura 5.7.b donde el esquema lineal falla en aproximar.

Comparativa métodos t=0.55 Comparativa métodos t=0.55
10- EO 1.00 - Eo
‘ —— Rusanov 0.75 - —— Rusanov
0.8- —_— —_— -
LF 050 LF
—— Lineal —— Lineal
— 0.6~ —— Godunov — 025~ —— Godunov
3 —— Tedrica Eﬁ 0.00. — Tedrica
3 L B
0.4 —0.25 -
—0.50 -
0.2-
—-0.75 -
0.0- -1.00 -
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00
x x
(a) Condicién inicial ¢§ a tiempo t = 0.4 (b) Condicién inicial g2 a tiempo t = 0.5

Figura 5.7: Comparacion de los distintos métodos presentados para la ecua-
cién de Burgers con distintas condiciones iniciales para t = 0.4 y t = 0.5
respectivamente.

En la Figura 5.8 se observan los errores relativos en norma L' para cada método con
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mallas cada vez maés finas. El error usado fue

||QA33 - qt00||L1

ear = 100
. HQtGOHLl

(5.30)
donde ga, corresponde a la solucién aproximada con paso espacial Az y g0 @ la solucién
tedrica.

Errores cada método Errores cada método

].01;

+— Godunov

o 1 . a —e— Roe
5 107 - 5 — LF
= [ ° £ 107 —e— Rusanov
i} - —e— Godunov &5 [ o . .
g
. —e— Roe [ - . *— E-O
P —— LF [ * .
- —e— Rusanov L
*— E-O
- - — - | N 101- . E—— - '
102 103 102 103
N, N
(a) Condicién inicial ¢g. (b) Condicién inicial ¢3.

Figura 5.8: Errores en norma L' en escala logaritmica de cada método para
la ecuacion de Burgers con condiciones iniciales distintas.

Para la primera condicién inicial (Figura 5.8.a) se observa que Godunov tiene mejor de-
sempeno que los demds métodos, pero para la segunda condicién inicial (Figura 5.8.b) el
esquema con mejor desempeno resulta ser Rusanov. Esto indica que el esquema 6ptimo de-
pende sustancialmente del problema que se esté trabajando.

5.2. Solver HLL para sistemas de leyes de conserva-
cion

Los métodos presentados hasta ahora son para leyes de conservacion escalar. De cualquier
forma, la expresién (5.12) se encuentra generalizada para sistemas no lineales, donde igual-
mente se necesita encontrar el valor de ¢*(Q;, Q,) en cada celda. En general, el proceso de
resolucion del problema de Riemann exacto es caro, dada la cantidad de condiciones que
posee, la cantidad de veces que se debe resolver (en cada celda de la grilla) y repetir para
cada instante temporal, por lo que muchas veces basta solo con aproximar la soluciéon para
obtener buenos resultados.

Un aproximador sencillo que produce buenos resultados y que verifica que el flujo numérico
satisfaga la condicién de entropia [55] es el solver HLL [45]. La idea es similar a los esquemas
centrales para sistemas escalares. Se consideran dos ondas que se propagan a velocidades sy,
y Sg, de donde aparecera un estado intermedio q* y un flujo intermedio F*. El flujo en este
caso esta dado por

F(QL) si ST, Z 0
F(Qr,Qr) = {F*(Qr,Qr) sis,<0<sg, (5.31)
F(Qr) sisp <0
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donde el flujo intermedio F* esta dado por

F*(Q1, Qn) = sprF(QL) — st F(Qr) + srsp(Qr — QL)‘ (5.32)

SR — SL

Las velocidades sy, y sg se pueden estimar de varias formas. En el caso de un sistema con m
velocidades caracteristicas Ay < ... < A, se pueden elegir [56]

sp = max{ A, (Qr}, Am(Qr)), sL = min{A(Qr), M(Qr)}, (5.33)

que esencialmente sirven para sistemas de dos ecuaciones.

Observacion Eligiendo s, = —sg = sy

s(Qr, @r) = max{[A(QL)[, [M(Qr)|, |Am(QL)], [Am(Qr)} (5.34)

[56] se generaliza el esquema de Rusanov 5.1.4 para sistemas de leyes de conservacion.
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Capitulo 6

Simulacion modelo ARZ

En este Capitulo se mostraran dos formas de poder simular el modelo ARZ. El primer mé-
todo consiste en utilizar voliimenes finitos resolviendo el problema de Riemann analiticamente
en cada grilla espacial, mientras que el segundo método consiste en utilizar un aproximador
del problema de Riemann llamado HLL.

Dado que el modelo ARZ posee un término de relajacién que lo vuelve no homogéneo
este se simula con un esquema en dos etapas, siguiendo el esquema presente en [52, cap.17]
llamado time splitting: En primer lugar se resuelve el modelo homogéneo con voliimenes
finitos (5.8) y en segundo lugar se resuelve una EDO dada por

donde v corresponde al término fuente adicional al sistema. Ambos pasos se componen, es
decir, la actualizacion de la EDO utiliza como paso anterior la soluciéon obtenida de voliimenes
finitos. La mayor dificultad de implementacién ocurre cuando el término fuente que se agrega
a las ecuaciones es, por ejemplo, no lineal o posee derivadas de 6rdenes superiores (términos
de difusién o dispersién).

6.1. Simulacién modelo homogéneo

El modelo ARZ homogéneo corresponde al sistema (3.9) sin el término de relajacion:

(u+ h(p))e + w(u+ h(p)). = 0. '
y escrito en su forma conservativa (3.17) se lee
Q, + F(Q). = 0. (6.3)

De esta forma se puede aplicar el esquema de voliimenes finitos (5.8) con el flujo de Godunov
(5.12). En general resolver el probleman de Riemann de forma analitica es costoso compu-
tacionalmente y produce comportamientos no deseados. Es por esto que se trabajard con un
aproximador.
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6.1.1. Solucién con aproximador

Se utiliza el aproximador HLL de la Seccién 5.2 y con flujo dado por (5.31). Las velocidades
Sy sg se escogen como en (5.33) con las velocidades caracteristicas de ARZ (3.13):

SR — max{)\l(QL), )\I(QR)}a S, = maX{AQ(QL), AQ(QR)} (64)
y flujo
F(Qr) si s, >0
F(QL,Qr) = F*(Qr,Qr) sis, <0<sp (6.5)
F(Qe) si sp <0
con Q. — (pL>’ Q. = <pR> y FH(Qu, Qn) = 22E(Q0) = 5. F(Qr)  5r51(Qr = Qu)
YL Yr SR — SL

De esta forma, el esquema de actualizaciéon para el modelo homogéneo queda como

Q= Q- 5 (F(Qnan) - F(Qrear)). (6.6)

6.2. Simulacién con término de relajaciéon

Como se mencioné anteriormente, para agregar el término fuente al modelo basta resolver
la EDO (6.1) numéricamente, donde la actualizacién considera el término Q; obtenido de
simular el esquema homogéneo. El modelo ARZ no homogéneo escrito en variables conserva-
tivas (3.17) se lee

Q: + F(Q). = 5(Q), (6.7)

0
<i (p(U(p) + h(p)) — y)> ' (6.8)

donde
S(Q) =

Luego se debe resolver

y dado que el término de relajacion sélo aparece en la segunda ecuacién, por lo que bastara
actualizar en la variable y. La EDO (6.9) se resuelve usando un esquema implicito en tiem-
po ya que no es deseable imponer condiciones CFL extras a los saltos espacial y temporal,
ademéas de aprovechar que no hay término de relajacién para la variable p, simplificando la
implementaciéon computacional.

Discretizando la EDO (6.9) se tiene que

g =y AU ARG gt 6.10

T

donde la segunda ecuacién se tiene pues no hay término de fuente para p. Asi, definiendo
a = At/7 y manipulando algebraicamente la ecuacién (6.10) se tiene el siguiente esquema

de actualizacién para la variable y'*':
Y = (iU (p0) + h(p) + — o (6.11)
7 o + 1 (2 7 7 o + 1 7

40



donde pf y y! se obtienen de resolver (6.6) en el mismo instante temporal.

6.3. Resultados

En [57] se muestran varias simulaciones de jamitones en rutas circulares y la aparicién
de jamitinos en una ruta infinita. A modo de validar el esquema, se emularan los resultados
obtenidos en [57], asi como también se presentaran Tablas de error entre la simulacién con
un jamiton como condicién inicial y su solucion tedrica.

En todas las simulaciones se consideraron condiciones de borde periddicas (ruta circular).
El beneficio de este tipo de condiciones es la preservacion de la masa vehicular en el tiempo
al no existir salidas ni entradas de vehiculos, es decir que el nimero de vehiculos N dado por

N = /OL p(z,t)dz, (6.12)

es constante para todo tiempo t. Esto da otra forma de validar las simulaciones numéricas.

6.3.1. Precisiéon esquema numérico

Para el esquema 6.2 se consider6 una solucion inicial tipo jamiton dada por la construccién
del Capitulo 4. La simulacion se deja corriendo hasta un tiempo tg,. y se compara con la
solucién tedrica dada por

Q(z,1) = Qjam <H> , (6.13)

-
donde Qjam se obtiene de la construccion en 4.3. Para comparar se calculan los errores relativos
de la simulacién en norma L' para distintos refinamientos de la grilla y distintos 7. El error
es el mismo que (5.30) dado por

Ax — t Lt
cae _ 100 1Qas = Queollr. (6.14)
||Qteo’ ‘Ll
- Densidad . Densidad t=1.01
—— Simulacién . —— Simulacién
0.8 --- Tebrica 0.8- --- Tedrica
B 0.6- 0.6
g g
§ 0.4- QE
SN oy a
0.2- 0.2
0.0- 0.0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
x x
(a) Condicién inicial tipo jamiton (b) Comparacién después de un tiempo.

Figura 6.1: Ejemplo comparativo entre la simulacién numérica y jamiton
teodrico con ps = 0.433pmax, V— = 26 y N = 200, hasta tgn = 1.01.
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(a) Integral de densidad o nimero de vehiculos. (b) Zoom en la discontinuidad.

Figura 6.2: Namero de vehiculos en la simulacién y zoom en el shock para
visualizar las diferencias. Se verifica la simulacién observando que el nimero
de vehiculos efectivamente se mantiene constante.

En las Tablas 6.1 y 6.2 se encuentran los errores obtenidos para tgu. = 0.5 v tgna = 2,
respectivamente, para tres valores de 7 distintos y para un jamiton fijo con p; = 0.433pmax
y v_ = 26. Se observa lo esperable: a medida que la malla se vuelve més fina, la solucion se
aproxima mejor a la solucion teérica. De todas formas, para 7 = 1 es donde se encuentran los
errores mayores para ambos tiempos finales en comparaciéon a 7 = 5 y 7 = 10. Esto podria
indicar que la simulacién no aproximaria de buena forma a la solucién real cuando 7 sea
pequeno, especialmente si se desea estudiar la convergencia de ARZ a LWR con 7 yéndose
a 0. Este caso no serd abarcado en este trabajo pero en [52, cap.17] se aborda y se propone
una actualizacion de paso fraccional cuando 7 — 0.

Tabla 6.1: Errores para distintos 7 con tgn, = 0.5

Errores 7 =1 Errores 7 =5  Errores 7 = 10

N o7 ghe o7 ghe £ ghe
20 5.908 2.661 2.519 1.205 1.779  0.862
40 3.079 1445 1992 0874 1.187  0.526
80 1.437  0.667 0.594 0.296 0.957  0.402
160 1.028 0.503 0.350 0.170 0.290  0.143
320 0.649 0.304 0.203 0.111  0.179  0.088
640 0.244 0.123 0.103 0.051 0.131  0.072
1280  0.099 0.048 0.070 0.034 0.086  0.046

2560 0.055 0.026 0.050 0.025 0.073  0.039
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Tabla 6.2: Errores para distintos 7 con tgna = 2

Errores 7 =1 Errores =5 Errores 7 = 10

N 2" ghe o ghe 5" ghe
20 19.760 9.725 6.055 2.690 3.524 1.663
40 11.521 5495  2.837 1.251  2.589 1.226
80 7.052 3.282 1.308 0.622 1.092 0.491
160 4.473 2.021  0.722 0.363 0.493 0.246
320 2.834 1.235  0.337 0.187 0.217  0.127
640 1.207  0.538 0.186 0.106  0.140  0.088
1280 0.487 0.235 0.094 0.064 0.120 0.067
2560 0.295 0.144  0.065 0.044  0.094 0.053

6.3.2.

Formacién de jamitones

En las Figuras 6.3, 6.4 y 6.5 se observan formaciones de jamitones con condiciones ini-
ciales que emulan una pequena perturbacion. El tamano y desplazamiento de los jamitones
obtenidos depende en cierto grado de la densidad inicial, que en todos los casos fue escogida

para romper la CSC.

p/pma.z:

. Densidad - Densidad t=13.42
—— Simulacién —— Simulacién
0k --- Tedrica 0.8 -—= Tedrica
0.6- 0.6
g

0.4- S04

_/—\ QU
0.2- 0.2
0.0- 0.0-

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

X X

(a) Condicién inicial. (b) Formacién de un jamiton.

Figura 6.3: Ejemplo con baja densidad inicial

En el caso de la Figura 6.3 el jamiton viaja con velocidad positiva hacia la derecha.
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Densidad _ Densidad t=23.07

1.0 1.0
—— Simulacién —— Simulacion
0.8- --- Tebrica 0.8- --- Tedrica
0.6- 0.6
g g
< . T &
X 04 <04
0.2 0.2
0.0- 0.0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
x T
(a) Condicién inicial. (b) Formacién de un jamiton.

Figura 6.4: Ejemplo con alta densidad inicial.

En cambio, en la Figura 6.4 el jamiton resultante, ademas de ser mas largo, se mueve con
velocidad negativa, es decir, hacia la izquierda.

Densidad i Densidad t=117.09
1.0 .
—— Simulacién —— Simulacién
0.8- --- Tedrica 0.8- --- Tebrica
L 0.6
§ 0.6 /\ g

< Sy
- 0.4 = 0.4

0.2- 0.2

0.0- 0.0-

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
z z
(a) Condicién inicial. (b) Formacién de un jamiton grande y varios jami-
tinos.

Figura 6.5: Formacién de jamitinos en una ruta larga.

En la Figura 6.5 se aprecia la formacion de jamitinos mostrada en [57], a partir de una
condicién inicial gaussiana mas pronunciada y en una ruta circular de seis kilémetros de
largo, que esencialmente aproxima una ruta infinita. Después de un tiempo, se forma una
cadena de jamitinos con velocidad positiva, a partir de un jamiton de mayor magnitud y con
velocidad negativa. Al ser una ruta circular, naturalmente el jamiton grande colisiona con
algunos jamitinos y lo que se aprecia es que el resultado de colisionar dos jamitones es otro
jamiton pero de largo y velocidad distintas a los iniciados antes de la colision. Esto se vera
en mayor detalle en el Capitulo 7.
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—— Simulacién
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X

Figura 6.6: Solucién es gobernada por regimen jamiténico.

En la Figura 6.6 se corrié la simulacién de jamitinos hasta un tiempo grande. Se observa
que la soluciéon se encuentra dominada por un régimen jamiténico, con varios jamitones
unidos por shocks y de igual amplitud pero aparentemente de distintos largos, situacion que
se puede dar si cada jamiton tuviese una densidad sénica ps distinta. Se puede notar ademas
que todos los jamitones en 6.6, al estar unidos mediante shocks, comparten el parametro p_.
Esta observacion serd importante para establecer el esquema de colisiones del Capitulo 7.

6.4. Aproximaciéon de m y s

Un valor de interés a obtener a partir de la simulaciéon de jamitones es la velocidad de
propagacion, especialmente si se desea estudiar jamitones obtenidos de manera numérica y
se desconocen los pardametros tedricos del jamiton. Una primera aproximacion seria obtener
p+ v p— a partir de la simulacién, dado que se cumplen p, = mxax{p(x)} y po = mxm{p(:v)}
para una solucion tipo jamiton. Con estos parametros, se puede aproximar el valor de ps a
partir de la construccién de un jamiton.

El problema de este método es que posee alta tasa de error pues depende solo de dos pun-
tos de la simulacion y el error del esquema numérico podria propogarse en la obtencion de
ps. Por lo tanto, es necesario buscar otra forma de aproximar s y m que tenga mayor precision.

En el Capitulo 4 se analizaron los jamitones en el diagrama fundamental, concluyendo que
correspondian a segmentos de linea que intersectan a la curva de equilibrio en (ps, Q(ps)) y
m y s correspondian al intersecto y pendiente de la recta que pasa por el segmento, respec-
tivamente.

Este resultado entrega una forma de poder aproximar la velocidad de propagacién de un
jamiton recurriendo al plano (p, ¢). El método de obtencién fue presentado en [45]. Consiste
en tomar una soluciéon tipo jamiton obtenida a partir de la simulacion pjam y %jam y graficar
los datos obtenidos en el plano (p,q) (es decir, graficar (pjam, Pjam%jam))- El resultado espe-
rado corresponderia a un segmento de recta con los pardmetros del jamiton. Asi, se pueden
obtener Mmjam ¥ Sjam @ partir de una regresion lineal del grafico mencionado.

Para observar la eficacia del método, se tomé como condicion inicial un jamiton con
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ps = 0.433pmax v v— = 26, mismo utilizado en las Tablas 6.1 y 6.2. Se calcul6 el error relativo
entre s y m del jamiton y el obtenido por la regresiéon lineal, dados por

|mAx — Meo |

|mteo|

|3Ax - Steo|

8% =100 , €5 =100 (6.15)

|5teo|

Para este jamiton particular, se tiene que Mmoo ~ 0.356 v Sieo =~ 6.374. Se probd la eficacia
del método corriendo la simulacion hasta tg,, = 2 y para 7 = 1,5, 10 para mallas cada vez
mas finas. Los resultados se encuentran en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Errores de s y m para distintos 7 con tgn, = 2

Errores 7 =1 Errores 7 =5 Errores 7 = 10
N ghe ghe ghe ghe gl el

20 0.01623  0.03049  0.00371 0.01826  0.03326  0.02255
40 0.00312 0.01316 0.00522  0.00253  0.01849  0.01286
30 0.00410  0.00235  0.00566  0.00125  0.01087  0.00785
160 0.00429  0.00007  0.00526  0.00272  0.00701  0.00533
320 0.00423  0.00128  0.00487  0.00328  0.00473  0.00374
640  0.00171  0.00048  0.00248  0.00170  0.00209  0.00162
1280  0.00029  0.00008  0.00233  0.00179  0.00091  0.00070
2560  0.00025  0.00006 0.00165 0.00131  0.00063  0.00051

Se observa en la Tabla 6.3 que el método es eficaz incluso en mallados poco finos y aumenta
la precisién mientras mas fina es la malla. Este método se utilizara en el Capitulo 7 para
obtener las velocidades de salida de los jamitones resultantes de la colisiéon de jamitones.
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Capitulo 7

Colision de jamitones

7.1. Preliminares

Como se mencioné en el Capitulo 6, la colision de jamitones fue observada en la aparicién
de jamitinos en una ruta circular. En tal caso, la colision de dos jamitones forma un nuevo
jamiton con parametros posiblemente distintos a los de los jamitones originales. Ademas, se
observo que, para que dos jamitones puedan colisionar, deben compartir el valor de p_ pues
necesariamente deben estar unidos por el shock entre p_ y p; (o en variables lagrangianas,
entre v, y v_).

. . . . 1 2 / 1 1 1
En efecto, sean dos soluciones tipo jamiton @, v @5, con pardmetros p,,v_,v, y

jam jam

p2,v2,v3 respectivamente. La idea serd obtener una condicién necesaria para que leam pueda
: 2 1 : : 1 1

unirse a Q. La parte suave de (@, se obtiene de integrar la EDO (4.5) entre v y v_.

Pero el shock de ngam une los valores v2 con Vi, por lo que si se quiere unir la parte suave

de Qj,,, con el shock de @7, necesariamente vi = v>. Esta condicién se le conocerd como

condicion de compatibilidad entre jamitones.

Definicién 7.1 (Compatibilidad) Dos jamitones Qj,,, Yy Q3 de pardmetros v' y v, res-
pectivamente, se dirdn compatibles si v' = 1.

Se puede notar que la condicién de compatibilidad no restringe completamente los valores
de ps ni de vy, a pesar de que este dltimo es dependiente tanto de ps (pues m = m(ps) y
s = s(ps)) como de v_. Dado que la familia de soluciones jamiténicas se encuentra parame-
trizada por ps se puede estudiar la compatibilidad de varios jamitones de distintos tamanos
y largos en base a su densidad sénica para un jamiton fijo dado por p;.

En primer lugar, para se escogera un p.s; tal que el intervalo de eleccion para v_ sea el
mayor entre las densidades que rompen la CSC y se escoge v'®' como el punto medio del
intervalo encontrado. Luego, se escogen densidades sonicas tales que el intervalo de jamiton
maximal dado por [vg,vy| contenga a v Las densidades encontradas se observan en la
Figura 7.1. El jamiton de prueba elegido posee pardmetros p, ~ 0.4333 y v**' ~ 26.602.
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Figura 7.1: Densidades compatibles con jamiton de prueba.

De esta forma se asegura que el estudio de colisiones considera una cantidad variable de
tamanos y largos distintos, ademas que los jamitones a colisionar resultan ser compatibles,
pues v*®' puede ser elegido en los jamitones a colisionar. De todas formas, el primer paso
de elecciéon para p'™' se puede realizar para cualquier p, que rompa la CSC. La eleccién
particular hecha fue para hacer la mayor cantidad de colisiones posibles con un solo jamiton

de prueba.

Como se menciono en el Capitulo 6 en la simulaciéon de apariciéon de jamitinos, se observan
variadas colisiones entre jamitinos que poseen distintas velocidades, asi como algunos fueron
absorbidos por el jamiton inicial més grande. Esto da pie a la siguiente proposicion, cuya
validacion por el momento es solo numérica y se puede observar en las Figuras 7.2 y 7.3.a.

Conjetura 7.1 La colision de dos jamitones compatibles origina un nuevo jamiton cuyos
pardmetros dependen de los jamitones originales.

Esta proposiciéon resulta fundamental pues las simulaciones se realizan esperando el sur-
gimiento de un nuevo jamiton.

Los jamitones elegidos se unen con el jamiton de prueba y esto se impone como condicién
inicial en la simulacion, para luego dejar correr el codigo hasta un tiempo lo suficientemente
grande tal que se haya formado el jamiton resultante de la colisién. Dado que este jamiton
fue obtenido de manera puramente numérica, para obtener sus propiedades, tales como m
y s, se usa el método descrito en la Seccion 6.4 a partir del comportamiento de un jamiton
en el diagrama fundamental. En la Figura 7.2 se observa un ejemplo de como colisionan dos
jamitones y el jamiton resultante después de pasado un tiempo f;nq. En la Figura 7.3.a se
observa el segmento que aproxima al jamiton post-colisién en el plano (p, q).

48



Colisién de jamitones
Densidad Velocidad
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Figura 7.2: Ejemplo de colisién entre un jamiton con ps; = 0.425p,. v otro
con ps = 0.443pmax, ambos con v_ = 25.
Post-colision en el plano p—gq L, ] .
i Variacion numero de vehiculos en colision
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(a) Segmento que aproxima al jamiton obtenido de (b) Amplitudes.

la colisién en la Figura 7.2.

Figura 7.3: Segmento y conservacion vehicular. El primer grafico verifica la
aparicion de un jamiton post-colisién y el segundo verifica que el algoritmo
de colisiéon no rompe la ley de conservacion.

7.2. Resultados

Con el algoritmo planteado se realizan 274 colisiones distintas entre el jamiton de prueba
y los jamitones compatibles, utilizando 7 = 5, N = 160 como total de puntos en la grilla y
At tal que se cumpla la condicién CFL (5.13). Las simulaciones de las distintas colisiones se
realizaron en paralelo con 20 clusters HPC. A los jamitones resultantes de las colisiones se
les calculan sus velocidades de propagacion, que se observan en la Figura 7.4 en funcion de
las densidades p; compatibles con el jamiton de prueba.
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Velocidades de salida 7=5

_______ - Post-colisién

- s{ﬁfcﬂ‘]

030 0.35 040 045 050 0.55
p;’fpnuu:

Figura 7.4: Grafico de velocidades de salida post-colision. El dato en
P/ Pmax == 0.44 corresponde a jamitones que no colisionaron por tener valores
de ps muy cercanos.

Se pueden calcular otras propiedades a partir de los jamitones post-colision, como el largo
y la amplitud dados por las ecuaciones (4.11) y (4.13). En la Figura 7.5 se muestran los lar-
gos y amplitudes de los jamitones resultantes en funcién de los p, compatibles y comparados
con los correspondientes a los jamitones previos a colisionar. La recta punteada representa el
jamiton de prueba.

Largo de salida Amplitud de salida
1000- .  Post-colisidn : 05
800 - L(ps)
=r L(ptest) 0.4r
BOO [ e ] e e e e e g T ETTE
K| < 03
a00 0.2- Post-colisién
200 - 01 — Alps)
== A(Picst)
o 1 | 00- -~ s A
030 035 040 045 050 0.55 030 035 040 045 050 055
p;‘rpmm{ p;"rpm:v(
(a) Largos. (b) Amplitudes.

Figura 7.5: Largos y amplitudes obtenidos luego de cada colisién.
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Figura 7.6: Valores de p; luego de cada colision.

De igual manera se pueden comparar las velocidades de salida junto con la funcién s(ps),
obteniendo el grafico de la Figura 7.7.

Comparativa con funcion s
Post-colision
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—— S{Ph’.ﬂ‘]

15.0-

12.5-

10.0 -

1.5 -
5.0 -
2.5 -
0.0-

—-2.5-

030 0.35 040 045 050 0.55
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Figura 7.7: Comparacién con funcién s(ps).

Un resultado interesante se puede observar en la Figura 7.4 para ps/pmax € [0.26,0.35].
Notar que para algunas colisiones las velocidades de salida aumentaron en relacion al jamiton
de prueba. Esto podria indicar que un jamiton se puede acelerar si se impacta con jamito-
nes de menor tamano y, en caso de que la relacion entre velocidad-tamano cumpla buenas
propiedades, se podria disminuir el tamano de un jamiton. Esto entrega una herramienta
importante en la aplicaciéon pues se podria desatacar el trafico colisionando con cadenas de
jamitones de menor tamano.

Por otro lado en la Figura 7.7 se observa que las velocidades de salida corresponden a la
suavizacion entre la constante piest ¥ la funcion s(ps). Esto indica que los jamitones predomi-
nantes post-colision corresponden a los de mayor tamano, es decir que los jamitones de menor
largo y amplitud son absorbidos por aquellos mas grandes. Sin embargo, en aquellas colisiones
de jamitones con pgs/pmax € [0.40,0.45] se observa cierta aditividad en sus amplitudes, pues la
amplitud obtenida post-colisién resulta ser mayor que las amplitudes pre-colision. Un efecto
contrario y observable en 7.7 ocurre con las velocidades de salida, que resultan disminuir con
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respecto a los jamitones de entrada para el mismo rango de densidades. Este fenémeno se
puede resumir en la siguiente conjetura:

Conjetura 7.2 (Cotas post-colision) Sea Qjom un jamiton con densidad sdnica ps. Sea
{Qﬁam A un conjunto no vacio de jamitones compatibles parametrizados por sus densida-

des sonicas {p?},\. Sea Qpost €l jamiton obtenido al colisionar Qjom con Q;am y con densidad
sénica pP°t. Se cumplen las siguientes:

e Existe un Ny tal que s(p?°*') < s(p2) para todo p} > plo,
o Eziste un A\ tal que A(pP°%') > A(p}) para todo p} < plt y

e L(ps) > L(p}) para todo \.

7.3. Variacion 7

Una pregunta interesante de resolver es jse preserva el mismo fenémeno para distintos
valores de 77, recordando que este parametro aparece recurrentemente en el estudio tedrico
de los jamitones. Para responder esta pregunta se realiza el mismo experimento realizado con
anterioridad pero con dos valores de 7 distintos (7 = 1 y 7 = 10) adicionales. El resultado
de las colisiones se observa en la Figura 7.8.

Velocidades de salida distintos 7

6L -9!‘1*-'-“-'-'“-,‘-‘;:: ----------- r—1
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L
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[ ]
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2= L
[ ]
[ ]
L ]
[ ]
0- .,
[ ]
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[ ]
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030 035 040 045 050 0.55
ﬁ;’rionuu(

Figura 7.8: Gréfico de velocidades de salida post-colisiéon con distintos 7’s

Se puede ver que el comportamiento de las velocidades de salida es igual para los distintos
7. Esto tiene sentido pues tanto m como s dependen solamente de la densidad soénica, mas
no del valor de 7. Esto da origen a la siguiente proposicion:

Conjetura 7.3 La velocidad sonica del jamiton resultante de una colision es independiente
de T.

Las demés propiedades de un jamiton, tales como la amplitud, largo y p,, también pueden
ser estudiadas variando 7. En las Figuras 7.9 y 7.10 se obtienen las amplitudes, largos y p+
para 7 igual a 1,5 y 10.
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Figura 7.9: Largos y amplitudes para distintos 7’s.
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Figura 7.10: Valores de p; para distintos 7’s

En 7.9.b y 7.10 se observa que tales propiedades tampoco dependen de 7. Esto también
es esperable pues tanto p, como p_ solo dependen de p,, que a su vez es independiente de
7. Esto agrega més invarianzas a la colision de jamitones:

Conjetura 7.4 La amplitud y valor de py del jamiton resultante de una colision es inde-
pendiente de T.

De todas formas, en la Figura 7.9.a se observa que el largo del jamiton post-colisiéon cambia,
siendo mayor a medida que aumenta 7. Este efecto esta relacionado a la formula para el largo
dada en (4.11) que depende de 7. Esto da la siguiente conjetura

Conjetura 7.5 FEl largo del jamiton resultante de una colision es dependiente de T.

Es interesante estudiar si existe aditividad en los largos de los jamitones, es decir, si el
largo jamiton post-colisiéon corresponde a la suma de los largos de los jamitones antes de
colisionar. Para esto, se calculan los largos de los jamitones antes de la colision, se suman y
se comparan a los largos post-colisién. Se define el siguiente error normalizado:

Lcol - (L + Ltest)
mf)lX (L —+ Ltest) ’

B, = (7.1)

donde L., corresponde al largo del jamiton post-colision, L. al largo del jamiton test y L
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al largo del jamiton colisionado con el jamiton test. Las Figuras 7.11 y 7.12 muestran los
resultados obtenidos.

. . Diferencia largos con 7= 10
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(a) Error largos para 7 = 5. (b) Error largos para 7 = 10.

Figura 7.11: Largos y amplitudes para distintos 7’s.

Diferencia largos con r=1
0.4-
0.3-

0.2-

Ep

0.1-

L vmgdein " o Py 92'0% e oo . ‘s
0.0- : ey == - .v-“{f;ﬁ'\\.*.‘
_0.1 L . .

030 035 040 045 050 0.55
p/Pmax

Figura 7.12: Error largos para 7 = 1.
Se observa que efectivamente el error es pequeno, especialmente para el caso 7 = 5.
Ademas, las diferencias mas apreciables pueden ser provocadas perfectamente por errores

numéricos en la simulacion. Esto da pie a la siguiente conjetura:

Conjetura 7.6 FEl largo del jamiton luego de colisionar corresponde a la suma de los largos
de los jamitones colisionados.
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Capitulo 8

Conclusiones

Para concluir este trabajo, se hara un resumen de lo expuesto y resultados en cada Capi-
tulo, asi como también lineas futuras que se pueden seguir desarrollando.

En el Capitulo 2 fueron explorados varios métodos numéricos para obtener el comporta-
miento fractal de las velocidades de salida al colisionar un kink con un antikink en la ecuacion
¢*. En el Capitulo 3 se introdujeron propiedades de los modelos de trafico més utilizados. En
el Capitulo 4 se observo la obtencién tedrica de jamitones y sus propiedades. en el Capitulo
5 se exploraron distintos métodos para simular sistemas de leyes de conservaciéon y aplicarlos
en el Capitulo 6 para simular Jamitones. En este Capitulo se validé el esquema numérico bajo
errores numéricos y comparativas con jamitones teéricos. Por tltimo en el Capitulo 7 se defi-
nieron y probaron numéricamente varios resultados en la colisiéon de jamitones: La colision de
jamitones origina un nuevo jamiton, las velocidades de salida corresponden a la suavizacién
de dos funciones, los largos de salida aumentan, asi como las amplitudes (en un rango de
densidades) y se observaron propiedades dependientes e independientes de T post-colisién.

8.1. Trabajo futuro

La colisién de jamitones deja varias preguntas abiertas por responder, especialmente en
el ambito tedrico pues los resultados de esta tesis son s6lo numéricos pero que pueden dar
rumbo a eventuales demostraciones. Por tanto explicaciones tedricas o validaciones robustas
matematicamente son trabajos a realizar a futuro.

Por otro lado, se pueden experimentar aiin mas con las simulaciones numéricas y explorar
mas alla de las dobles colisiones. Por ejemplo simular triples, cuddruples colisiones o inclusive
colisiones de N jamitones. Por supuesto los resultados en este punto deben ser analizados
con cuidado pues corresponden a casos de mayor complejidad y cuyo resultado final es al-
tamente no trivial. Casos similares se han estudiado en otro tipo de sistemas, como en la
ecuacién de Schrodinger donde existe solucién explicita para la interaccion de N solitones
[58]. Siguiendo este hilo es que también se puede experimentar con bombardeos con cade-
nas de jamitones a un jamiton de mayor tamano, esperando este disminuya su amplitud vy,
en palabras sencillas, se logre desatascar el trafico. Es desconocida la veracidad de este efec-
to pero la Figura 7.4 sugiere que al menos se puede aumentar la velocidad del jamiton mayor.

Otro experimento que se puede realizar es colisionar utilizando otras funciones h, U o
) determinadas a partir de otro diagrama fundamental mas localizado. Como por ejemplo
rutas particulares en alguna ciudad o pais. De esta forma las simulaciones numéricas se pue-
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den ajustar a distintas realidades, asi como poder aplicarlas en la vida real y poder resolver
problemas cotidianos.

un ultimo trabajo futuro que se puede realizar, aunque escapa un poco de la tematica
de la tesis, es implementar modelos de control para los atascos vehiculares a través de las
simulaciones numéricas de jamitones. Como fue mencionado con anterioridad, se han realizado
experimentos empiricos de control, méas no existe rigidez matematica al respecto, por lo que
un buen trabajo futuro seria experimentar bajo simulaciones numéricas estos casos y derivar
resultados tedricos.
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Anexos

Anexo A. Obtencion condiciones de Rankine-Hugoniot

Se considera el siguiente problema a valores iniciales para un sistema de leyes de conser-
vacion, dado por

{ut + F(u), = f(u),en R x (0,00) (A1)

u =g¢g,en R x {t=0}.

A continuacion, se derivaran las condiciones de Rankine-Hugoniot para el sistema homo-
géneo (f(u) =0) y no homogéneo, presentada en [59, cap.1] y adaptadas para f(u) # 0.

A.1. Caso homogéneo

Sean a < b,a,b € R cualquiera. Sea u una solucién a la ecuacion lo suficientemente suave.
Integrando en [a, b, se obtiene

CZ / " udz + Flu(t b)) — F(ut, a)) = 0. (A.2)

Sea £(t) una curva caracteristica donde la solucién presenta un salto. Luego, el término con
derivada temporal se puede reescribir como sigue

d b d £(t)—e b
—/ udr = — | lim / udz + lim udzx
dt Ja dt |e—0+Ja =0~ JE(t)+e

N N N T L
=g |t [ e+ i [ ).

Aplicando la regla de integracién de Leibniz en el primer sumando de la ultima igualdad de
(A.3) se tiene que

(A.3)

£(t)—e d [Et)—e €(t)—e
dt 0+/ = lim — udr = lim [/ wdr + u(t, &(t) — 5)§l(t)] . (A4)
e— a

e—0+ dt =0+
Definiendo £~ :=£(t) — e, u™ := u(t, ) y omitiendo el limite, se sigue que

d . E(t)—¢ _ £ _ _
2 lim ude = u=¢' — / F(u)zdr = u=¢ + F(u(t,a)) — F(u~) (A.5)

dt e—0+ a a

donde se utilizé (A.1). De la misma forma para el segundo sumando en (A.3) se obtiene que

d .. b o b /
p Elg(r)l_ s udr = 61_131_ l/ﬁ(t)% udr — u(t, &(t) +e)E(t)] . (A.6)
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Definiendo £ :=&(t) + e y ut :=u(t, ) y usando que u; = —F(u),, se tiene

aahm / ude = F(ut) — F(u(t, b)) — u*e’. (A.7)

Juntando todo en (A.2) se obtiene
ut—u)=Fu")—F(u), (A.8)

de donde se define [u] = u™ —u~ y [F(u)] = F(u") — F(u™) y se concluyen las condiciones
de Rankine-Hugoniot:

[F(u)] = &'Tul. (A.9)
A.2. Caso no homogéneo.

Se procede de forma similar al caso anterior. Integrando en [a, b] se tiene

b b
jt/ udx+F(u(t,b))—F(u(t,a)):/ f(u) da. (A.10)
Luego
o= im [ v+ L [ wd Al
g e = g [ e i [ e

donde £(t) corresponde a una curva caracteristica. Usando la regla de integracién de Leibniz

y que u; = f(u) — F(u), en (A.11)

— lim / ud:)s—/g ug de+u~E'(t) :/5 f(u) de—F(u™)+F(u(t,a))+u=¢. (A.12)

dt e—0t a

De la misma forma para el segundo sumando

dt |e—0- 5(t)+€u Tl = o+ u)ax U u(t, u , .
y juntando todo se concluye
Fut) = Fu) =& u"—u") (A.14)

o bien
[F(w)] = ¢'[ul, (A.15)

obteniendo asi que la no homogeneidad de la ecuacién no altera las condiciones de Rankine-
Hugoniot.

Anexo B. Cambio a variables lagrangeanas

Se tiene el siguiente sistema de EDP’s dado por el modelo ARZ:

pe+ (up)s =0, (B.1)
(u-+ h(p))e+ ulu+ h(p)s = ~(U(p) ~ ). (B.2)
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Se propone el siguiente cambio de variables (formulacién lagrangeana) asumiendo p > 0
siempre:

cv=u(to), v= %,
s u=u(t,o)y
* do = p(dx — udt).

El objetivo sera obtener la siguiente ecuacién con las nuevas variables:

U = Uy (B.3)
(@4 h{())e = ~(0(0) ~ ) (B.4)

Xo(o)
con condiciones iniciales X (0,0) = Xy(0o) tal que / ’ po(s)ds = o, de modo que
0

1

9 %0(0) = R @)

=v(0,0).

De ¢), se tiene que

8t(8UX) = 5’0(@)() = (9mu(t, X) . &,X

y por otro lado, usando la caracteristica y la ecuaciéon de p,
—1 —1 v
O = F@p(t, X) = F(@p + udyp) = ;uxp = O u(t, X)v.

Luego, 0,X y v cumplen la misma EDO con condiciones iniciales y por lo tanto 0, X = v.
Usando esto en b) se cumple

Oyl = 0,u0,X = vo,u = O,

concluyendo asi la ecuacion B.3.
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