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Resumen

En los sistema extendidos, un comportamiento complejo puede ser caracterizado a través
de sus propiedades dinámicas (caos espacio temporal) y estad́ısticas (comportamiento tipo
turbulento). En el contexto de las observaciones experimentales halladas en el experimento
de la válvula de cristal ĺıquido con retroinyección óptica, las cuales muestran una transición
a un comportamiento tipo turbulento desde un patrón estático, surge la pregunta acerca
del mecanismo por el cual este se produce: Turbulencia de fase, mediada por defectos o
intermitencia. Esta tesis cumple con el objetivo de caracterizar este mecanismo y dar cuenta
de sus propiedades estad́ısticas.

En el Caṕıtulo 1, se introducen conceptos y herramientas esenciales para el correcto
entendimiento de esta tesis como la turbulencia, el espectro de Lyapunov y la transformada
de Hilbert entre otros

En el Caṕıtulo 2, se presentan los resultados experimentales principales obtenidos en el
experimento de la válvula óptica de cristal ĺıquido con retroinyección óptica para un canal
cuasiunidimensional. Se explica en detalle la transición encontrada en función del largo de
difracción libre L, además de una caracterización del estado turbulento encontrado.

En el Caṕıtulo 3, se presenta el modelo de Turing-Swift-Hohenberg varicional y su versión
no variacional, la que está estrechamente relacionada con el experimento de la válvula óptica
de cristal ĺıquido. Se muestra el trabajo anterior en sus propiedades dinámicas, en donde
fue obtenido y caracterizado el caos espacio temporal. Luego, se presentan las simulaciones
numéricas realizadas, las cuales sirvieron para calcular las propiedades estad́ısticas. Además
se explican los valores de los exponentes del espectro original y como es posible mejorar los
resultados en función de un filtro al patrón base presente.

En el Caṕıtulo 4, se presenta en primer lugar la ecuación de Ginzburg-Landau con coefi-
cientes complejos en una dimensión. Este modelo permite una fenomenoloǵıa de los estados
turbulentos observados, la que se explora mediante el cálculo de sus propiedades estad́ısti-
cas. Después, se introduce el modelo de Coullet-Iooss, el cual es una variación del modelo
anterior ya que introduce una ecuación acoplada para la fase local del patrón en estudio. Se
investigó el espacio de parámetros de este modelo, además de caracterizar estad́ısticamente
los diferentes espectros de potencia de los nuevos estados.

Finalmente, el Caṕıtulo 5 presenta los resultados preliminares de la ampliación de nuestros
estudio a dos dimensiones espaciales. Fue posible encontrar en las simulaciones nuevos estados
en dos dimensiones que se asemejan a su contraparte experimental.
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3.1.1. Descripción de un cristal ĺıquido y sus mesofases . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Configuración del experimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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experimentales mientras que la ĺınea negra da cuenta de la ley de potencia
obtenida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.1. Estados en la ecuación de TSH en una dimensión. Simulación númerica utili-
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ν = 1.00. A la derecha un patrón estático para parámetros η = 0.0, µ = −0.1,
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parámetros γ1 = 2, γ2 = 0 y ε = 0.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

x



5.19. Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la naturaleza es posible observar una gran variedad de fenómenos, los cuales desde
siempre han cautivado la capacidad de sorpresa del ser humano llevándolo a sugerir diferentes
creencias e ideas como forma de explicación. Desde el punto de vista de las ciencias f́ısicas, se
realizó un intento,con mucho éxito, por explicar algunos de estos sucesos en términos de una
tendencia al equilibrio. De esta manera, un sistema dado, se considerará en equilibrio si su
comportamiento se mantiene constante para un tiempo infinitamente largo, y además, este
será un equilibrio estable si es que bajo cualquier perturbación o fluctuación, el sistema es
capaz de mantenerse en su estado sin ser afectado. Sin embargo, el Universo nos presenta no
sólo fenémenos en equilibrio, sino una diversidad entre objetos que se encuentran en este y
aquellos que no. Aśı, tenemos objetos altamente organizados, lejos del equilibrio, como la vida,
y también objetos que están en equilibrio, y por lo tanto son desorganizados, lo que equivale
a la imposibilidad de una sóla descripción universal basada en el principio del equilibirio, o
como lo llamaremos en este tesis, variacional. Esto no significa en ningún caso que Newton
esté equivocado, sino que lo que nos dećıa se aplicaba a situaciones particularmente simples
como el movimiento de un péndulo o el de la Tierra alrededor del Sol y corresponden por lo
tanto a simplificaciones.

Hoy estamos convencidos de que la mayoŕıa de fenómenos complejos que encontramos sólo
puede producirse lejos del equilibrio porque lejos de este ya no existe principio variacional,
y entonces no habrá un estado ideal hacia el cual el sistema debe necesariamente tender,
sino nos acercamos a un régimen de perturbaciones y bifurcaciones, en donde surgen natu-
ralmente nuevas soluciones, las cuales llamaremos estructuras disipativas, idea introducida
por Prigogine [72]. Este régimen corresponderá al de interacciones complejas, las cuales son
estudiadas y modeladas bajo el lente de la f́ısica no lineal.

En este contexto de no linealidad es donde la formación de patrones complejos emerge
como una nueva solución en los sistemas lejos del equilibrio [75]. Ejemplos en nuestro diario
vivir existen en diferentes escalas. Desde patrones presentes en reacciones qúımicas, pasando
por los pelajes de diferentes animales y patrones vegetales en el desierto hasta las estructuras
formadas por las nubes bajo diferentes condiciones climáticas [47, 61, 35, 76]. Estos patrones
presentan caracteŕısticas complejas e impredecibles que los vuelven imposibles de describir
en términos simples y deterministas, lo que nos lleva a estudiar la emergencia de estos en
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sistemas que puedan dar cuenta de la rica complejidad que presentan estas estructuras.

Figura 1.1: Compendio de patrones complejos observados en diferentes esca-
las. De izquierda a derecha: Patrón observado en cloroplastos(Recuperado de
Wikipedia: https://es.wikipedia.org/wiki/Cloroplasto#/media/Archivo:

Plagiomnium_affine_laminazellen.jpeg), reacción qúımica de Belousov-Zhabotinsky
(Imagen de Arthur Winfree https://sciencephotogallery.com/featured/

belousov-zhabotinsky-reaction-in-dish-prof-arthur-winfreescience-photo-library.

html), patrones en animales (Imagen superior recuperada de https://www.

nationalgeographic.es/animales/leopardo, Imagen inferior recuperada de
https://www.reddit.com/r/ReefTank/comments/hr5frq/the_ornate_boxfish_

aracana_ornata/ ), patrones tipo rayas y fairy circles en Australia y Nami-
bia respectivamente (Imagen superior recuperada de Meron (2019) [63], ima-
gen inferior recuperada de https://www.smithsonianmag.com/smart-news/

what-causes-namibias-fairy-circles-probably-not-termites-180951534/) y
patrones observados en nubes tipo rayas y Mammatus (Imagen superior propia,
imagen inferior recuperada de https://weather.com/sports-recreation/news/

sky-watching-mammatus-20130227)

Se describirá un experimento basado en una celda de cristal ĺıquido nemático con retroin-
yección óptica en donde se utilizará un campo eléctrico para alinear las moléculas del cristal
ĺıquido en una dirección determinada. Junto con ello, un haz de luz proveniente de un láser de
Helio-Neón incidirá en la celda de cristal ĺıquido polarizándose de una determinada manera
dependiendo de los ı́ndices de refracción presentes en el cristal, los cuales son función de la
organización molecular o director promedio del cristal. Para finalizar, se suma una válvula
de retroinyección, la cual entregará un campo eléctrico adicional dependiente de la luz inci-
dente. En śıntesis, este experimento se conoce como el experimento de la válvula óptica de
cristal ĺıquido (LCLV), el cual puede exhibir una gran variedad de fenómenos robustos fuera
del equilibrio. Al cambiar los parámetros de retroinyección de la luz en el experimento es
posible agregar dinámica no variacional al sistema, la cual ha mostrado generar dinámica
permanente, estados caóticos y estructuras localizadas. Por otro lado, los resultados preli-
minares sugieren la existencia de una dinámica caótica espacio temporal, la cual aún no ha
sido analizada en términos estad́ısticos para categorizarla según el criterio propuesto para la
ecuación de Ginzburg-Landau con coeficientes complejos por Chaté (1994) [19, 20].

La incidencia de esta dinámica no variacional relacionada a la variación de la válvula de
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retroinyección de la luz ha sido estudiado en el contexto del experimento [75, 6, 22] y ha sido
derivada una ecuación tipo forma normal de Lifshitz desde la ecuación original que modela la
dinámica del experimento. Esta forma normal presenta una región de caos espacio temporal
en su versión unidimensional [24]. Sin embargo, no se conoce su comportamiento estad́ıstico
en una dimensión ni tampoco sus propiedades generales en dos dimensiones.

1.0.1. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar y caracterizar los patrones espacio
temporales en una válvula óptica fuera del equilibrio, desde perspectivas teóricas, experimen-
tales y numéricas.

• Definir, desde el punto de vista f́ısico y matemático, el patrón espacio temporal, que
nos permita caracterizarlo para estudiarlo y poder aplicar el conocimiento adquirido a
otros contextos f́ısicos.

• Participar activamente en conjunto con otros investigadores en formación en el estudio
experimental de patrones complejos observados en la válvula óptica con retro inyección.

• Caracterizar estad́ıstica, teórica y experimentalmente, leyes de comportamientos tales
como leyes de espectro de modos, caracterización de los factores de estructura, los cuales
permiten distinguir intermitencia espacio temporal o auto-similitud [38]. Identificar el
origen de estas leyes y caracterizarlas como función de los parámetros f́ısicos.

• Caracterizar teórica y experimentalmente la dinámica de los comportamientos com-
plejos de los patrones espacio temporal por medio de la determinación del espectro
de Lyapunov, entroṕıa de Sinai-Komogorov, dimensi ón de Kaplan-York y espectros
temporales.

• Caracterizar la dinámica de defectos de los patrones y modos espaciales.

• Caracterizar los mecanismos de emergencia o rutas de patrones complejos espacio tem-
porales. Verificar estos mecanismos experimentales.
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Caṕıtulo 2

Conceptos preliminares

2.1. Sistemas variacionales

La forma más intuitiva de entender un sistema f́ısico simple de la forma ẋ = f(x), es a
través de definir una cantidad escalar llamada enerǵıa potencial V (x). Gráficamente podemos
entenderlo, con la imagen de una bolita deslizando a través de un riel, la cual siempre tenderá
el movimiento a las partes del riel que se encuentran a menor altura, siendo imposible para
la bolita acceder a las zonas mayor altura sino es a través de la adquisición de velocidad. De
esta manera, podemos escribir una ecuación variacional para el movimiento de la bolita

ẋ = −dV

dx
. (2.1)

En donde se usó la convención estándar del signo negativo para dar cuenta de que la bolita
siempre ”va hacia.abajo mientras ocurre el movimiento. Como la variable x es dependiente
del tiempo, es posible usar la regla de la cadena de la derivación para obtener

dV

dt
=

dV

dx

dx

dt
. (2.2)

De esta forma, y luego de reemplazar la relación ẋ = −dV
dx
, se obtendrá

dV

dt
= −

(
dV

dx

)2

≤ 0 (2.3)

Por lo tanto, V (t) siempre decae a través de la trayectoria, y la part́ıcula se moverá de
manera de llegar a zonas de potencial más bajo. Sin embargo, si la part́ıcula encuentra un
punto en donde dV/dx = 0, entonces V se mantiene constante y llamaremos a estos puntos
equilibrios del sistema. Ahora, estos puntos en la noción pedagógica de la bolita en un riel
serán inestables si fueran máximos de la curva del riel, y estables, y por lo tanto puntos fijos
del sistema, si corresponden a mı́nimos en la curva del riel (potencial).
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Figura 2.1: Representación del movimiento de una part́ıcula en un potencial. Imagen recu-
perada de Force and potencial energy - Physics Libretexts. https://phys.libretexts.org/

2.2. Caos espaciotemporal

Un sistema determinista caracterizado por una ecuación diferencial puede llegar a presen-
tar una dinámica errática y persistentemente irregular. Esta dinámica, a la cual llamaremos
caos, estará caracterizada por una sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales [58].

Figura 2.2: Patrón climático similar divergiendo uno respecto al otro observado por Lorenz.
Recuperado de Gleick (1987)[41]

Estos sistemás caóticos pueden ser representados por un pequeño número de grados de
libertad como el mapa loǵıstico ut+1 = rut(1 − ut) o como el modelo de Lorenz [58], el cual
presenta términos no lineales para tres ecuaciones diferenciales acopladas. Recientemente,
sin embargo, se han estudiado sistemas caóticos que no pueden ser reducidos a un modelo
con pocos grados de libertad [65]. Estos sistemas los llamaremos extendidos, y por lo tanto,
su descripción requiere de un gran número de elementos caóticos distribuidos en el espacio.
De esta forma, esta nueva descripción de sistemas extendidos la llamaremos caos espacio-
temporal.
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2.3. Análisis del espectro de Lyapunov

Al observar un fenómeno aparentemente complejo, la primera impresión es invocar la
presencia de caos aunque en realidad no sea el caso. Tal es el ejemplo de (poner caso de
topicos de fisica no lineal). En consecuencia, es necesario introducir una medida cuantitativa
del caos y complejidad de un sistema mas allá de la mera impresión humana, lo que se
traducirá en el análisis del espectro de Lyapunov, la dimensión de Yorke-Kaplan, entroṕıa de
Kolmogorov-Sinai.

Si consideramos un sistema dinámico que presenta comportamiento caótico, entonces sus
trayectorias desde dos condiciones iniciales separadas por δZ0, se separarán exponencialmente
acorde a un tiempo caracteŕıstico llamado tiempo de Lyapunov, resultando para un tiempo
t, una separación igual a δZ(t) = eλtδZ0, en donde corresponde al primer exponente de
Lyapunov. Formalmente, este puede escribirse como:

λ1 = ĺım
t→∞

ĺım
δZ0→0

1

t
ln

δZ(t)

δZ0

(2.4)

Si el sistema no es caótico y presenta un atractor, entonces λ < 0. Aśı mismo, si el sistema
presenta un comportamiento periódico, entonces λ = 0. Mientras que si λ > 0, el sistema
presenta un atractor extraño y las trayectorias divergirán exponencialmente. Esta evolución
exponencial de las trayectorias estará caracterizada por N exponentes asociados a los N
grados de libertad del sistema, lo que en el caso de un sistema extendido, como revisamos en
el apartado anterior, al presentar estos infinitos grados de libertad espaciales conllevará un
infinito número de exponentes, lo que se conoce como espectro de Lyapunov [85, 70].

Otro punto a considerar es la dimensión de Yorke-Kaplan,la que da cuenta de la dimensión
(fractal en el caso del caos) del sistema dinámico. La conjetura de Yorke-Kaplan [51] señala
que la dimensión del sistema esta relacionada con el espectro de Lyapunov como:

DY K = j +

∑j
i=0 λi

|λj+1|
. (2.5)

Donde
∑

λj ≈ 0. Luego, se marcará una diferencia entre el caos temporal de baja di-
mensión y el caos espacio-temporal en la manera en que la dimensión de Yorke-Kaplan se
comporta cuando el tamaño del sistema aumenta es diferente, lo que se conoce como una
cantidad extensiva. Por un lado, si la dimensión de Yorke-Kaplan es constante vs el tamaño
del sistema, estamos en presencia de caos temporal de baja dimensionalidad. En cambio si
DY K , y por lo tanto el espectro de Lyapunov, escala junto al tamaño del sistema entonces
el sistema presenta caos espacio-temporal. En esta tesis se estudiará la emergencia del caos
espacio-temporal en un sistema óptico extendido y no el caos temporal de baja dimensiona-
lidad.
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2.4. Defectos

En el contexto del experimento de la válvula y el estudio teórico de las propiedades de
este, un defecto corresponderá a una imperfección o irregularidad en el patrón distintivo del
sistema [30]. La aparición de estas imperfecciones da cuenta de una dinámica compleja y con
nuevas reglas.

Los defectos para dimensiones D ≥ 1, presentan propiedades topológicas, ya que dan
cuenta de una discontinuidad en el campo de ángulos de un espacio dado, y presentan una
carga topológica, la cual para destruir un defecto topológico debe encontrarse a otro con una
carga opuesta. De esta manera, los defectos son soluciones muy robustas al presentar esta
protección de carga.

En el contexto del grueso del trabajo con campos complejos de esta tesis nos enfrentamos a
defectos no topológicos. Estos defectos corresponden a un agujero de valor nulo en el sistema.
Por otro lado, estos defectos pueden crearse y destruirse no sólo mediante la interacción de
un par sino también a través de la misma dinámica presente en el sistema, lo que dará paso
a una dinámica dominada por la creación/aniquilación de estos [56, 66].

2.5. Transformada de Hilbert

Al enfrentarse a una ecuación diferencial con términos no lineales de la forma u̇ = f(u),
en donde u corresponde a una variable dependiente del tiempo y del espacio, mientras que f
es algún operador no lineal. Vemos que no es posible determinar una solución anaĺıtica para
u(x, t), además de muchas veces ni siquiera ser capaces de resolver en ningún caso para la
ecuación de u. Debido a esta problemitica es que surge la necesidad de separar las dinámicas
de la variable, de tal forma de reescribir la ecuación en términos de su envolvente A y su fase
ϕ:

u(x, t) = A(x, t)eϕ (2.6)

Por consiguiente, ahora existirá una ecuación correspondiente para la envolvente y una para
la fase, estando separadas su evolución temporal aunque con la posibilidad de estar acopladas.

En este contexto dado es donde surge la utilidad y uso de la transformada de Hilbert, la
que permite hacer el mismo análisis teórico hecho en (2.3) en las simulaciones numéricas y
datos experimentales obtenidos. Formalmente, la transformada de Hilbert corresponde a una
convolución (operación entre dos funciones) definida por :

H(u)(t) =
1

π
p.v.

∫ ∞

−∞
h(t− τ)u(τ)dτ (2.7)

En donde p.v. corresponde al valor principal de Cauchy para una integral impropia [50] y
h(t) = 1

πt
.

La transformada de Hilbert, de la forma en la que se presenta en (2.4), no está bien definida
matemáticamente para señales en dos dimensiones, por lo que para el análisis de datos en
dos dimensiones u(x, y, t) de la envolvente y la fase nos encontramos con un problema de
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implementación. Afortunadamente, Wietzke et al. (2008) [90] desarrolló un algoritmo para
mapear la transformada de Hilbert bien definida desde una esfera un plano, lo que soluciona el
problema en dos dimensiones. Aunque el grueso de este trabajo de tesis fue en una dimensión,

Figura 2.3: Mapeo conforme de la transformada de Hilbert desde una esfera al plano. Recu-
perado de Wietzke et al.(2008) [90]

en el caṕıtulo 6 se abordará los avances en el desarrollo de un programa computacional
elaborado en base al algoritmo de Wietzke et al.[90] que soluciona esta problemática para
datos en dos dimensiones.

2.6. Densidad espectral

En el contexto de análisis de señales, surge el concepto de densidad espectral S2(τ) como
una forma de cuantificar la distribución de enerǵıa por unidad de tiempo en cada frecuencia
ω de la señal. Usando la transformada de Fourier es posible acceder al espacio de frecuencias,
en donde el promedio de la contribución de cada una de estas corresponderá al espectro. De
esta manera, es posible definir espectros para los diferentes momentos E(y(t)r) de grado r.
En particular, es de interés analizar la densidad espectral asociado al momento de grado dos,
ya que la enerǵıa de un sistema en análisis de señales se define en función de este como [67]

Es =

∫ ∞

−∞
|y(t)|2dt. (2.8)

La cual esta relacionada con la enerǵıa f́ısica de un sistema real como

E =
Es

Z
. (2.9)

En donde Z corresponde a la magnitud en unidades apropiadas.

Consideremos y(t) como los datos deterministas en unidades de tiempo discreto. Comúnmen-
te, y(t) puede ser obtenida discretizando una señal de tiempo continua. De esta manera, sin
perdida de generalidad se considera que t = t ·Ts, en donde Ts será el intervalo de discretiza-
ción. Asumiendo las condiciones de existencia y convergencia de la señal, es posible definirle
su transformada de Fourier temporal discreta (DTFT) [86]

Y (ω) =
∞∑

t=−∞

y(t)e−iωt (2.10)
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En donde Y (ω) corresponde a la DTFT, la cual se puede usar para calcular la densidad
espectral dada por

S2(τ) = |Y (ω)|2 (2.11)

Esta cantidad, a pesar de vivir en el espacio de frecuencias ω será equivalente a obtener
la contribución de orden dos de los datos y(t), la cual se relaciona a través del teorema de
Parseval [67].

∞∑
t=−∞

1

2π
|y(t)|2 = 1

2π

∫ π

−π

S2(τ)dω (2.12)

Finalmente, al considerar un número de datos N , la densidad espectral a calcular finalmente
será

S2(τ) = ĺım
N→∞

E

 1

N

∣∣∣∣∣
N∑
t=1

y(t)e−iωt

∣∣∣∣∣
2
 (2.13)

En donde E representa el promedio en N mediciones. La fórmula anterior considera ciertas
asunciones para su válidez. En particular, la discretización debe ser lo suficientemente espa-
ciada como para que no exista correlación entre las diferentes mediciones de y(t), y por lo
tanto, la correlación expresada a través de los términos no diagonales en la matriz de cova-
rianza del sistema decaiga lo suficientemente rápido [86] para que no aparezca en la fórmula
anterior.

2.7. Turbulencia

En el contexto de la mecánica de fluidos surge el concepto de turbulencia al observar un
flujo irregular, a simple vista complejo y que muchas veces presenta estructuras coherentes
en su composición llamadas vórtices. Para definir una caraterización apropiada y fidedigna
de este estado, es posible definir el número de Reynolds (Re = ρuL

µ
) [38, 37], el cual relaciona

las fuerzas inerciales con las viscosas que actúan sobre el fluido y que puede ser usado como
parámetro de orden para diferenciar entre un fluido en estado no turbulento (laminar) y uno
turbulento. Concretamente, para un Re bajo el fluido será no turbulento mientras que un Re
dará paso a un regimen turbulento.

Otro punto a tener en consideración en la turbulencia es la existencia de de una cascada
en el espectro de eneŕıa S2(r). Esto significa que existen dos escalas: Una de inyección y otra
de disipación de enerǵıa. Estas escalas estarán unidas mediante una escala intermedia que
permitirá el flujo de enerǵıa desde la escala de inyección hasta la de disipación. Esta unión
entre escalas se produce a través de la formación, deformación y aniquilación de los vórtices.
Estos aparecen en distintas escalas espaciales en el fluido y actuaran como intermediarios
en el traspaso de enerǵıa hasta la escala disipativa, la cual es suficientemente pequeña como
para que la viscosidad del fluido empiece a disipar la enerǵıa en forma de calor. De aqúı surge
la famosa caracterización de la densidad espectral S2(r) de Kolmogorov [38], el cual entrega
una ley de potencia k−5/3, lo que da cuenta de la cascada de enerǵıa.
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Figura 2.4: Transición a la turbulencia en un fluido bajo la presencia de un cilindro circular. a)
Flujo con Re = 1.54. b) Flujo con Re = 26. c) Flujo con Re = 140. d) Flujo con Re = 10000.
Recuperado de Van Dyke (1982) [89].

Figura 2.5: Cascada de enerǵıa en un flujo turbulento. Recuperado de Zikanov (2010) [92].

2.8. Comportamientos tipo turbulencia

Los sistemas extendidos representados a través del campo u(x, t) pueden presentar caos es-
paciotemporal al considerar en su dinámica términos no variacionales, los que además son no
lineales. Estad́ısticamente, la presencia de soluciones caóticas espaciotemporales conllevarán
la aparición en el campo de un comportamiento tipo turbulento. Este comportamiento pre-
sentará cualidades de la turbulencia clásica de fluidos como la sensibilidad exponencial a las
condiciones iniciales, presencia de caos y un acoplamiento de diferentes escalas. Sin embargo,
a diferencia del fenómeno observado en fluidos, en sistemas dinámicos extendidos de manera
general, la formación de estructuras en diferentes escalas dependerá de la ecuación parcial
diferencial a estudiar. De esta manera, surgen comportamientos emblemáticos en el contexto
de los sistemas extendidos tales como turbulencia de fase [54], turbulencia de amplitud o
mediada por defectos [56] e intermitencia [20], además de la observación de fenómenos turbu-
lentos en otros contextos como turubulencia activa [5] y turbulencia en mercados financieros
[39].

Se debe pensar este comportamiento tipo turbulencia bajo un lente de patrones caóticos
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espaciotemporales recurrentes, los cuales aparecen y desaparecen. De esta manera, aunque
el sistema tipo turbulento evolucione, a priori, desordenadamente, se observará un patrón
familiar en este desorden. La dinámica tipo turbulenta será entonces un recorrido por los
diferentes patrones caóticos espaciotemporales permitidos. Estos sistemas tipo turbulentos

Figura 2.6: Diagramas espaciotemporales correspondientes a a) Modelo Bruselator b) Ecuaa-
ción de Kuramoto-Sivashinsky. Imagen a) recuperada de Kuramoto (1984) [54]. Imagen b)
recuperada de https://chaosbook.org/extras/KSEproject/html/index.html

son caracterizados al igual que la turbulencia en fluidos por su densidad espectral, el cual
acoplará diferentes escalas, con la diferencia de que las escalas que se acoplan serán de
una década o poco más, debido a la permanencia de los modos acoplados en una escala
espećıfica. Kuramoto fue pionero en calcular este espectro para datos espaciales de la ecuación
Kuramoto-Sivashinsky, obteniendo una relación para k pequeños de k−2.

Figura 2.7: Espectro correspondiente a los datos espaciales estacionarios φ(x, t) de la ecuación
de Kuramoto-Sivashinsky. Recuperado de Kuramoto (1984) [54]
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Caṕıtulo 3

Experimento de la válvula de luz de
cristal ĺıquido

El experimento de la válvula de luz de cristal ĺıquido (LCLV en su sigla en inglés) es un
montaje que funciona gracias a las propiedades ópticas de los cristales ĺıquidos nemáticos,
permitiendo la posibilidad de observar una vasta gama de fenómenos en dos dimensiones tales
como patrones de diferentes hexagonales y labeŕınticos, caos espaciotemporal y estructuras
localizadas, entre otros [75]. Comenzaremos por una introducción a los cristales ĺıquidos,
pieza fundamental en el experimento. Después, en el transcurso de este caṕıtulo se detallará
el mecanismo de funcionamiento del LCLV. Luego, se presentará el problema experimental
de interés para este trabajo de investigación y su ejecución, finalizando con la presentación
de los resultados experimentales obtenidos.

Figura 3.1: Observaciones de campo cercano (arriba) y lejano (abajo) (a-d) ĺıneas (b-e)
Hexágonos (c-f) Coexistencia de ĺıneass y hexágonos. Imagen recuperada de Residori (2005)
[75]
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3.1. Cristales ĺıquidos

Dependiendo del valor de diferentes parámetros como volumen, temperatura e interac-
ciones la materia macroscópica se constituye en estados de agregación. Algunos ejemplos
clásicos seŕıan sólido, ĺıquido y gaseoso pero pueden existir otros exóticos como el plasma y
el condensado de Bose-Einstein.

En particular, cuando nos referimos a un cristal estamos haciendo referencia a un caso
particular del estado sólido, en el cual las moléculas que lo conforman se encuentran ordenadas
espacialmente en una configuración periódica, además de no poseer libertad traslacional. Por
el contrario, un lq́uido no posee orden de ningún tipo y sus moléculas que lo conforman tienen
libertad de movimiento. De esta manera, un cristal ı́quido será un estado intermedio entre
estos dos estados con caracteŕısticas de cristales y ĺıquidos: Posee un orden en su orientación
pero sólo posee un orden en sus posiciones en corto alcance (libertad de movimiento) [73, 18,
68].

3.1.1. Descripción de un cristal ĺıquido y sus mesofases

Las moléculas que componen un cristal ĺıquido están caracterizas por tener una forma que
presenta una elevada anisotroṕıa, lo que se traduce esquemáticamente en unas moléculas con
forma de varilla o grano de arroz aunque también existen otras formas de moléculas de cristal
ĺıquido [71, 18, 73, 68]. Cabe señalar que dependiendo de la cantidad de orden que existe en el
sistema (el cual puede variar a través de la temperatura o la composición del cristal ĺıquido)
ya sea imponiendo orden en alguna de las dimensiones espaciales o entregándole un grado
de libertad traslacional es posible observar subfases en el cristal ĺıquido, las que se conocen
como mesofases en la bibliograf́ıa [73, 18, 68]. En relación a las mesofases descritas se conoce

Figura 3.2: a) Forma con alta anisotroṕıa de una molécula de cristal ĺıquido junto su vector
n⃗(x⃗, t) que da cuenta de su orientación. b) Representación pedagógica de las diferentes meso-
fases observadas en un cristal ĺıquido. Fase colestérica no posee capas. Imagen b) recuperada
de https://www.dakenchem.com/liquid-crystal-types/.

la existencia de las fases nemática, la cual esta caracterizada por su grado de libertad en la
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posición de las moléculas pero con un orden de corto alcance en su dirección de orientación
general. Por tro lado, existe una fase esméctica, la cual además de un orden en su dirección de
orientación general posee un orden periódico en su posición en forma de capas. Finalmente,
existe la fase colestérica, la cual es localmente igual a la nemática, esto es, los centros de
masa de las moléculas están completamente desordenados, mientras que sus orientaciones se
concentran preferentemente en torno a un eje marcado por un director. Sin embargo, en esta
fase n⃗ no es constante en el espacio, como ocurre en la fase nemática; sino que adopta una
configuración helicoidal.

Lo dicho hasta aqúı supone la existencia de una variable macroscópica que de cuenta de
la orientación de las moléculas del cristal para ser capaces de dar una descripción al cristal
ĺıquido. Para esto, se define el vector director n⃗(x⃗, t), el cual corrresponde a un promedio de la
orientación de cada una de las moléculas que conforman el sistema. Este vector evolucionará
según una ecuación de tipo variacional [29], por lo que la dinámica provendrá de una enerǵıa
libre FK lo que significa que la dinámica es constante al momento de alcanzar el equilibrio. En
el caso de los cristales lq́uidos, este funcional da cuenta de las interacciones elásticas internas
y corresponderá a las variaciones básicas que puede sufrir la orientación del director: splay
(oblicuado), bend (doblamiento) y twist (torcedura). La enerǵıa libre elástica se conoce como
enerǵıa libre de Frank y se escribe como [83]

FK =
K1

2
(∇ · n⃗)2 + K2

2
(n⃗ · ∇ × n⃗)2 +

K3

2
(n⃗×∇× n⃗)2 . (3.1)

En general, la enerǵıa libre a considerar debe depender del vector de orientación n⃗(x⃗, t) junto
con los parámetros del material e interacciones f́ısicas externas como lo son campos eléctricos
y magnéticos, de manera que un cristal ĺıquido presenta propiedades ópticas.

Figura 3.3: Deformaciones elásticas de la variable global n⃗(x⃗, t) en un cristal ĺıquido. a) Splay
b) Bend y c) Twist (Representación pedagógica de la deformación). Recuperado de (Simoni
F. 1997). [83]

Propiedades eléctricas y ópticas

Como fue señalado anteriormente, las moléculas de un cristal ĺıquido presentan una gran
anisotroṕıa en su forma espacial. Esto conllevará al desarrollo de anisotroṕıa en cualquier
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propiedad f́ısica del cristal ĺıquido. Por lo tanto, también se encontrará anisotroṕıa en la
permitividad eléctrica, la que tendrá una forma tensorial [83]

εij = ε⊥δij +∆ε ninj. (3.2)

En donde ∆ε = ε∥ − ε⊥ es la anisotroṕıa en la permitividad, y ε∥ y ε⊥ corresponden a la
permitividad paralela y perpendicular al vector director n⃗, las que se conocen como eje extra-
ordinario y ordinario respectivamente. Puesto que un sistema de cristal ĺıquido se encuentra
sometido a la deformación del campo vectorial n⃗(x⃗, t), las diferentes cantidades f́ısicas tienen
un valor local que vaŕıa acorde al vector director.

Consideremos las relaciones constitutivas de los campos electromagnéticos:

D⃗ = εE⃗,

B⃗ = µH⃗,

J⃗ = σE⃗.

(3.3)

En donde ε, µ y σ representan los tensores simétricos que dan cuenta de la anisotroṕıa en
los ejes. Si reeemplazamos la ecuación (3.2) en la relación constitutiva del desplazamiento
eléctrico obtendremos

D⃗ = εE⃗ = εijEi = ε⊥Ei +∆εEininj. (3.4)

Lo que reemplazando en la densidad volumétrica de enerǵıa de un campo eléctrico para un
medio material [1]

uE = −1

2

(
D⃗ · E⃗

)
= −ε0

(
ε⊥E⃗ +∆ε

(
E⃗ · n⃗

)
n⃗
)
· E⃗ = −1

2
ε⊥|E⃗|2 − 1

2
∆ε
(
E⃗ · n⃗

)2
. (3.5)

El primer término del lado derecho de la ecuación (4.2) es independiente de la orientación del
vector director, y por lo tanto, puede ser despreciado. En cambio, el segundo término depende
de la orientación del director, por lo que cuando n⃗ es perpendicular a E⃗ se cumplirá que(
E⃗ · n⃗

)2
= 0. En contraste, cuando n⃗ es paralelo o antiparalelo a E⃗ se cumplirá

(
E⃗ · n⃗

)2
=

|E⃗|2. Si el cristal ĺıquido posee un anisotroṕıa positiva (∆ε > 0), la enerǵıa eléctrica se
minimizará cuando el vector director n⃗ tienda a alinearse paralela o antiparalelamente con
el campo aplicado. Por el contrario, si (∆ε < 0), entonces la enerǵıa se minimizará cuando el
director del cristal ĺıquido sea perpendicular al campo aplicado, y por lo tanto, el el vector
director tenderá a alinearse perpendicularmente al campo.

Respecto a las propiedades ópticas, consideremos un medio anisótropo en donde el vector
director n⃗ no tiene una dependencia respecto a la posición, lo que correspondeŕıa a un volumen
local del cristal ĺıquido. Además, un estudio de la propagación de la luz debe partir desde las
ecuaciones de Maxwell junto con las relaciones de constitutivas (3.3)

∇× H⃗ − ∂tD⃗ = J⃗ ,

∇× E⃗ + ∂tB⃗ = 0,

∇ · D⃗ = ρ,

∇ · B⃗ = 0.

(3.6)
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Estas ecuaciones describen la evolución en el tiempo y el espacio de las ondas electromagnéti-
cas. En su propagación estas tendrán una contribución de densidad de enerǵıa eléctrica, la
cual si nos encontramos en el sistema de referencia local en donde un eje es paralelo a n⃗, al
expresión estará dada por:

uE =
1

2

(
D⃗ · E⃗

)
. (3.7)

Como en este sistema de referencia el tensor ε es simétrico y diagonal, la densidad de enerǵıa
quedará

uE =
1

2

(
ε⊥E

2
X + ε⊥E

2
Y + ε∥E

2
Z

)
=

1

2

(
D2

X

ε⊥
+

D2
Y

ε⊥
+

D2
Z

ε∥

)
. (3.8)

En donde X, Y y Z son las coordenadas locales principales respecto al vector n⃗. Si definimos
las variables espaciales x′ = D2

X/(2uE)
1/2, y′ = D2

Y /(2uE)
1/2, z′ = D2

Z/(2uE)
1/2 obtendremos

la ecuación de un elipsoide
x′2

n2
X

+
y′2

n2
Y

+
z′2

n2
Z

= 1. (3.9)

Donde aparecen los ı́ndices de refracción principales del sistema de referencia local nX =
(ε⊥)

1/2, nY = (ε⊥)
1/2 y nZ = (ε∥)

1/2 representando los semiejes del elipsoide. La intersección
entre el frente de onda lumı́nica y la elipsoide definida anteriormente es una elipse en el plano
que tiene como propiedad que sus semiejes corresponderán a las orientaciones de polarización
de dos ondas que resultantos de la separación producida por el medio ańısotrpo en la luz
entrante [16]. Es más, el largo de estos serán proporcionales a los ı́ndices de refracción que
experimentan estas dos ondas resultantes. Por consiguiente, el ı́ndice de refracción en un
medio anisótropo como un cristal ĺıquido dependerá no sólo de la dirección de propagación
sino también de su polarización. Si obsservamos la expresión (3.9) nos podemos dar cuenta
que nX = nY = n0 y nZ = ne. La existencia de dos ı́ndices de refracción en el sistema se
conoce como birrefringencia [10], lo que cambiará la velocidad de propagación del frente
de ondas al separarse en los ejes locales definidos en función del vector n⃗.

Para el desarrollo del experimento realizado en esta tesis se considerará un cristal ĺıquido
nemático, el cual se encuentra interactuando eléctrica y ópticamente.

3.2. Configuración del experimento

El experimento de la válvula de cristal ĺıquido fue originalmente introducido por Akhma-
nov et al. [4] y consiste en la aplicación de un voltaje a una celda de cristal ĺıquido, el cual es
de tipo AC para evitar la acumulación de cargas en las paredes del cristal junto a un sistema
óptico de tipo 4−f [43].

Para nuestro caso, esta válvula se encuentra acoplada con un circuito de retroinyección.
La celda se encuentra entre un vidrio y un espejo. En el inicio del circuito óptico, un láser
de Helio-Neón rojo es modulado en alguna configuración espacial de ı́nteres a través de un
Spatial Light Modulator (SLM) para luego atravesar un Polarized Beam Splitter (PBS), lo
que entrega al rayo una polarización dada, además de separar el haz de luz para crear un
circuito de retroinyección. Luego, el haz pasa por un Transverse Slit (TSL), el cual nos
permite eliminar modos de onda directamente desde el espacio de Fourier. El rayo atraviesa
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Figura 3.4: a) Diagrama correspondiente al setup actual montado del LCLV en el laboratorio
de fenómenos robustos (LAFER) b) Setup real del experimento.

la celda de cristal ĺıquido para dirigirse a la válvula de retroinyección, la que consiste en un
espejo a través de una fibra óptica, de esta manera, la luz interactúa consigo misma siendo
traducida para afectar al cristal ĺıquido a través de un fotoconductor acoplado a la celda. Una
revisión completa de la configuración de este experimento puede encontrarse en (Residori,
2005) [75].

3.2.1. Componentes ópticos relevantes

Spatial light modulator (SLM)

Un modulador de luz espacial (SLM) es un dispositivo óptico que permite controlar di-
ferentes propiedades del haz de luz inyectado tales como intensidad, fase y polarización a
través de pequeñas variaciones en el camino óptico de la luz. En nuestro caso, este disposi-
tivo ayudará en la creación de configuraciones espaciales con una geometŕıa dada en una o
dos dimensiones, además de definir las condiciones de borde del experimento [60].

Transverse Slit (TSL)

Los slits consisten en pequeñas aberturas que permiten filtrar las longitudes de ondas
mayores que el largo de abertura. Existen slits circulares (iris) y rectangulares los que de-
pendiendo de su configuración permitirán filtrar en cualquier dirección del plano xy del
experimento. Para nuestro caso, se utilizó un slit rectangular para filtrar longitudes de onda
en el eje x.

Polarized Beam Splitter (PBS)

Un PBS cosiste en un dispositivo óptico que permite dar una polarización en espećıfico al
haz de luz entrante además de separar el haz en una parte transmitida y otra reflejada. En el
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experimento cumple un rol primordial al ser el instrumento que permite el cierre del circuito
de retroinyección junto con una interferencia de polarización al incidir la luz retroalimentada
a través de este.

3.2.2. Válvula de retroinyección

La válvula de retroinyección consiste en una canal de fibra óptica rotada en π radianes
por donde la luz que ha sido reflejada por el espejo unido a la celda de cristal ĺıquido entra
por el extremo libre luego de pasar nuevamente por el PBS para atravesar la fibra óptica y
alcanzar el fotocondtor cerrando finalmente el circuito de retroinyección. El canal de fibra
óptica puede ser desplazado una distancia L, lo que aumentará/disminuirá la difracción libre
del sistema [7].

3.3. Experimento de patrones unidimensionales con com-

portamiento tipo turbulento

Para la realización del experimento en el LCLV se utilizó una celda de cristal ĺıquido
nemático LC-654 (NIOPIK), el cual posee una anisotroṕıa en su constante de permitividad
eléctrica de εa = 10.4ε0 y se encuentra recluida entre dos capas de vidrio separadas por una
distancia d = 15 µm. En una de estas capas de vidrio hay un fotoconductor y electrodos de
óxido de Indio-Estaño, mientras que en la otra capa hay un espejo de Bragg con reflectividad
optimizada para λ = 632.8 nm. Para la aplicación de un campo eléctrico a la celda de
cristal ĺıquido se aplicó un voltaje alterno V0 ajustable de frecuencia f0 = 1.0 kHz entre las
capas de vidrio. Por otro lado, el haz de luz corresponde un láser de He-Ne con longitud de
onda λ0 = 632.8 nm y una intensidad de luz I0 ajustable. Es importante señalar que existe
equivalencia entre el uso de V0 y I0 como parámetros de control del experimento. No obstante,
para evitar la saturacióion de medida del fotoconductor y/o cámara se utilizará V0 dejando
I0 constante en general, siendo sólo modificado este parámetro en el caso en el que para un
valor de voltaje de interés se alcance la saturación de los instrumentos de medida.

En lo referente al experimento realizado este consistió en la implementación a través del
SLM de un canal rectangular cuasiunidemsional de dimensiones lx y ly ajustable, esto con la
finalidad de captar solamente la dinámica en una dimensión. Para valores de V0 = 0 V y L = 0
mm, se observará un estado homogéneo en la configuración con pequeñas perturbaciones
propias en un cristal ĺıquido. [83].

Figura 3.5: Imagen del experimento para valores V0 = 0 V, I0 = 1.13 mW/cm2 y L = 0
cm en donde se aprecia un canal de dimensiones lx = 2550 µm, ly = 431 µm en un estado
homogéneo.
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Seguidamente, al momento de encender el voltaje V0 en la celda de cristal ĺıquido, el
sistema adquiere un patrón espacial, el que se aglutinará en forma de pequeños ćırculos
rodeados. Sin embargo, al momento de cerrar el slit (TSL) hasta un punto en donde no se
pierda el estado tipo patrón se puede observar un patrón alargado limpio cuasiunidimensional.
En el momento en el que se encuentra este patrón estático, se procede a mantener constante
el valor de V0, se procede a variar el parámetro de difracción libre L, el cual puede variar en
un intervalo de [0,−100] mm. En particular, fue observado experimentalmente en un valor
de L = −35 mm como el patrón adquiere dinámica, la cual aparece inicialmente de manera
oscilatoria (ω ̸= 0) en ciertas zonas del patrón. Esta oscilación es local, presentando una
frecuencia no bien definida.

Posteriormente para valores L > | − 55 mm|, el patrón adquiere un comportamiento
tipo turbulento, el cual se sustenta en la creación y destrucción de defectos (I(x, t) = 0)
aunque conservando también pequeñas oscilaciones. Este comportamiento tiene una direción
privilegiada (derecha), lo que puede ser explicado debido a inclinaciones propias en la válvula.

Figura 3.6: a) Patrón observado en el experimento con aumento de contraste para fines
ilustrativos para valores V0 = 9.72 V, I0 = 1.13 mW/cm2 y L = −6 cm en donde se aprecia
un canal de dimensiones lx = 1440 µm, ly = 352 µm b) Perfil de intensidad correspondiente
a la ĺınea blanca segmentada de la imagen a) c) Evolución temporal del patrón experimental.
En donde k0 y k∗ corresponden a la longitud del patrón y a la longitud de una fluctuación
del patrón más pequeña.

Finalmente, al alcanzar valores elevados de longitud de difracción libre (L > | − 90 mm|)
se alcanza una saturación en el sistema, en donde se observa como zonas del patrón se pinnean
adquiriendo un mayor tamaño, ya no siendo posible observar el comportamiento turbulento.

En śıntesis, la dinámica unidimensional del experimento de un canal unidimensional en el
LCLV consiste en la transición inicial a través de V0 desde un estado homogéneo a un patrón
espacial para luego a través del parametro de control L observar, primero, la aparición de
una oscilación, después un comportamiento tipo turbulento, finalizando en la saturación del
fenómeno para valores altos de L.

En lo particular, experimentalmente nos interesa entender las propiedades estad́ısticas
del sistema en su estado tipo turbulencia, siendo las propiedades dinámicas como el caos
espaciotemporal ya documentado en el experimento para valores intermedios de L en una
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configuración cuasiunidimensional [23]. Para ello, se analizó la densidad espectral S2(r) y
S2(τ) para la intensidad y la envolvente y la fase a través de la transformada de Hilbert en
términos de su señal análitica correspondiente en dos diferentes valores de ly/lx, en donde se
presentan a continuación los espectros en espacio y tiempo para un ratio ly/lx = 0.24

Figura 3.7: a) Densidad espectral espacial de la intensidad de la luz I(x, t) (azul), y los
campos envolvente (rojo) y fase (verde). b) Densidad espectral temporal de la intensidad de
la luz I(x, t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase (verde). Los puntos corresponden
a los resultados experimentales mientras que la ĺınea negra da cuenta de la ley de potencia
obtenida.

Se puede observar una marcada tendencia lineal, la cual sirve de unión entre la longitud
de onda del patrón k0 y longitudes de onda pequeñas representadas por k∗, aunque con la
presencia de máximos dados por los armonicos del patrón de fondo. En un gráfico de escala
logaritmica la tendencia lineal implica una dependencia de tipo potencia k−α/ω−β. En este
caso, para la intensidad de la luz se encontró leyes de potencia aproximadamente de k−3.6 y
ω−2.5, lo que deja en evidencia un comportamiento tipo turbulento [38] [57] [55] caracterizado,
en este caso, por una dinámica de defectos la cual se observa en el diagrama espaciotemporal.
Asimismo, debido a las fluctuaciones inherentes del experimento en forma de ruido se puede
apreciar como para número de onda elevados el espectro tiende a aplanarse [82].

Para entender el comportamiento turbulento, es posible descomponer la dinámica en
términos de su pseudoenvolvente y pseudofase a través de la transformada de Hilbert [21],
método usado para estudiar formación de patrones en diferentes contextos en óptica y otros
tópicos [91, 3, 13]. En el caso de la fase, se puede observar que posee exponentes cercanos a
k−2 y ω−2, los que son caracteŕısticos de un comportamiento tipo turbulencia de fase [54]. El
origen de este exponente corresponde a transiciones abruptas no correlacionadas de dominio
entre dos valores en la fase. Por otro lado, para la envolvente se encontró exponentes cercanos
a k−3 y ω−2, los que en este caso darán cuenta de una dinámica mediada por defectos.
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Además del análisis anterior, es posible estudiar las correlaciones superiores del sistema
Sp(τ) ≡ ⟨||I(t)− I(t+ τ)||p⟩ [38] donde los śımbolos || · ||, ⟨⟩ corresponden a la norma y al
promedio respectivamente. Esta medida nos entregará información respecto a si el sistema
posee una escala caracteŕıstica. Para turbulencia en fluidos auto similar, Kolmogorov en
su teoŕıa [38] predice un escalamiento de la forma Sp(τ) ∝ τ ζ

τ
p , donde ζτp corresponde al

exponente de la ley de potencia de la función de estructura Sp(τ). De la misma forma, se puede
definir el factor de estructura espacial Sp(r), el cual para dinámica autosimilar recuperamos
Sp(r) ∝ rζ

r
p . Diferente es el caso si el factor de estructura escalara sublinealmente con p, lo que

implicaŕıa una dinámica intermitente. En el contexto del experimento se calculó el factor
de estructura temporal y espacial de la intensidad I(x, t), obteniendo una relación lineal lo
que nos asegura que el sistema es autosimilar.

Figura 3.8: a) Exponentes espaciales de la función de estructura Sp(r) en función del ı́ndice
p. b) Exponentes temporales de la función de estructura Sp(τ) en función del ı́ndice p.

Aunque los resultados anteriores muestran un comportamiento turbulento en una dimen-
sión, la Figura 3.6 a) deja entrever la aparición de pequeñas dislocaciones en la dinámica en
su extremo derecho, las que corresponden a defectos en dos dimensiones [62]. Por esta razón,
cabe preguntarse si la dinámica y los exponentes estarán influenciados por estas estructuras.
Debido a esto, se procedió a repetir el experimento para un canal de ratio en sus dimensiones
ly/lx = 0.17. Es importante señalar que en esta nueva realización se buscó que el patrón sea
lo más limpio posible de estructuras bidimensionales (dislocaciones).

Figura 3.9: Patrón observado en el experimento con aumento de contraste para fines ilustra-
tivos para valores V0 = 8.48 V, I0 = 0.98 mW/cm2 y L = −6 cm en donde se aprecia un
canal de dimensiones lx = 2550 µm, ly = 431 µm.

Al analizar las densidades espectrales espacial S2(r) y temporal S2(τ) podemos observar
como se mantiene la ley de potencia despúes del número de onda crt́ico del patrón pero

21



cambian los exponentes caracteŕısticos de esta. Inesperadamente, se obtuvo un valor cercano
a k−2 para la intensidad I(x, t), mientras que se obtuvieron valores de k−2 en los campos
de la envolvente y la fase para el espectro espacial. Respecto al espectro temporal, para la
intensidad se obtuvo ω−3.5 pero, si observamos su descomposición mediante la transformada
de Hilbert, recuperamos valores bien parecidos a lo estudiado en el experimento pasado (En-
volvente: ω−2.4, Fase: ω−2.2). Estos resultados sugieren que pareciera no haber un exponente
único que sea caracteŕıstico del sistema sino que pueden depender ya sea de la forma de los
defectos [69] o de la dinámica en longitudes de onda pequeñas que como se ve en la Figura
3.6 c), también posee un comportamiento complejo, el cual en este caso variará en función
de la razón ly/lx.

Figura 3.10: Segundo experimento: a) Densidad espectral espacial de la intensidad de
la luz I(x, t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase (verde). b) Densidad espectral
temporal de la intensidad de la luz I(x, t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase
(verde). Los puntos corresponden a los resultados experimentales mientras que la ĺınea negra
da cuenta de la ley de potencia obtenida.
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Caṕıtulo 4

Modelo de Turing-Swift-Hohenberg
no variacional

4.1. Ecuación variacional

En el estudio y observación de la formación de patrones en sistemas extendidos surgen
estructuras y patrones complejos que no pueden ser replicados a traves de modelos lineales.
Debido a esto, en la búsqueda de un modelo minimal que pueda describir la convección
de Rayleigh-Bénard aparece el modelo de Turing-Swift-Hohenberg (TSH) [87], el cual fue
descrito por Swift y Hohenberg y da cuenta de la dinámica de modos lineal corregida por
un término no lineal fenomenológico cúbico en 1977 pero que fue inicialmente derivado por
Alan Turing en sus notas personales en los 50s [31] aunque nunca fue publicado oficialmente.
Este modelo ha probado ser exitoso en el modelamiento de una gran variedad de fenómenos
en f́ısica, qúımica, óptica y bioloǵıa [6] [52] , y esta representado por una ecuación con sólo
un factor escalar libre que actúa como parámetro de orden u(x, t), la cual es,

∂tu = µu− u3 − ν∇2u−∇4u. (4.1)

Donde µ es el parámetro de bifurcación y ν corresponde al coeficiente de difusión (ν < 0) o
antidifusión (ν > 0). La ecuación anterior puede ser escrita como la evolución de una enerǵıa
libre F , la que estará determinada por una ecuación tipo gradiente de la forma:

ut = −δF
δu

. (4.2)

En donde ut representa la derivada respecto al tiempo t y la enerǵıa libre F estará dada por:

F [u] =

∫ (
−µ

u2

2
+ u4 + ν

(∇u)2

2
+

(∇2u)2

2

)
dV. (4.3)

Considerando condiciones de borde periódicas, podemos asegurar que F evolucionará de la
forma,

dF
dt

= −
∫ ∫

dxdy(∂tu)
2 ≤ 0. (4.4)
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La ecuación (4.4) implica que mientras exista una evolución temporal del sistema (∂tu ̸= 0),
el potencial disminuirá. Mas aún, puede demostrarse que las enerǵıa libre o potencial está
acotada inferiormente por la cantidad 1

4
ε2S, en donde S es el área del dominio, lo que supone

que F no puede disminuir por siempre y la dinámica es constante para tiempos largos. Estas
restricciones propias de dinámica variacional conllevan que el sistema es independiente del
tiempo, por lo que no podrá existir en esta ecuación dinámica permanente del tipo periódica,
cuasiperiódica/caos espaciotemporal. Siendo aśı, los equilibrios de la enerǵıa libre corres-
ponderán a las soluciones de la ecuación, siendo posible observar biestabilidad de estados
homogéneos, patrones y soluciones localizadas [27].

Figura 4.1: Estados en la ecuación de TSH en una dimensión. Simulación númerica utilizando
el método de Runge-Kutta orden cuatro. A la izquierda una estructura localizada junto al
estado homogéneo para parámetros η = −0.04, µ = −0.03, ν = 1.00. A la derecha un patrón
estático para parámetros η = 0.0, µ = −0.1, ν = 1.0.

4.1.1. Análisis lineal

Para caracterizar los diferentes estados que presenta la ecuación de TSH y su estabilidad,
podemos encontrar el valor de kc y ωc que dan cuenta del nacimiento de una inestabilidad para
el estado u = 0 (homogéneo). Para llevar adelante este procedimiento, denotaremos como
u = 0 al estado base ub y analizaremos, sin perdida de generalidad, el campo diferencia en
una dimensión espacial, correspondiente a la perturbación en el sistema

up(x, t) = u(x, t)− ub. (4.5)

entre una solución arbitraria u(x, t) y el estado base ub, y como esta evoluciona en el tiempo.
La perturbación evolucionará siguiendo la ecuación original (4.1)

∂tup = Ŵ [ub + up]− Ŵ [ub] . (4.6)

En donde el operador Ŵ corresponde al lado derecho de la ecuación (4.1), siendo este función
de u:

Ŵ [u] = µu− u3 − ν∂xxu− ∂xxxxu. (4.7)
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Si up es lo suficientemente pequeño, podemos aproximar Ŵ [ub + up] linealizando en la
vecindad de ub, lo que significa quedarnos sólo con los términos que contienen un factor lineal
de up o de sus derivadas espaciales

∂tup = µup − ν∂2
xup − ∂4

xup −��
��3u2

pub − 3upu
2
b . (4.8)

De esta manera encontramos la ecuación lineal para la perturbación up, la que al momento
de reemplazar el estado base ub = 0 obtenemos

∂tup =
(
µ− ν∂2

x − ∂4
x

)
up. (4.9)

Esta es una ecuación diferencial con coeficientes constantes, y por lo tanto, podemos usar el
ansatz de solución exponencial para tiempo y espacio

up(x, t) = Aeσteαx. (4.10)

Las constantes σ y α pueden ser números complejoss. Por otro lado, sustituyendo el ansatz
anterior en la ecuación linealizada (4.9) obtendremos la tasa de crecimiento de modos

σ = µ− να2 − α4. (4.11)

El significado de la constante α puede ser deducido usando la invariancia traslacional o
considerando las condiciones de borde que se le aplica a los campos u(x, t) y up. El desarrollo
completo puede ser encontrado en (Cross & Greenside, 2009) [29] obteniendo que el modo
exponencial tiene la forma dada por:

up = Aeσteikx. (4.12)

En donde k corresponde a un número real. La dependencia espacial de up es entonces periódica
con número de onda k. Si sustituimos α = ik en la relación (4.11) obtenemos

σk = µ+ νk2 − k4. (4.13)

Dado que σk es real para cualquier valor de k, la frecuencia cŕıtica ωc es nula, y por lo tanto, la
inestabilidad que surja no presentará oscilaciones temporales. Por el otro lado, para obtener
el kc es posible argumentar que como el sistema resuelto es lineal se puede escribir el campo
perturbación up como la suma de diferentes k particulares, lo que nos entrega una solución
general de la forma

up(x, t) =
∑
k

Ake
σkteikx. (4.14)

Por lo tanto, la solución base ub = 0 será linealmente estable sólo si cada uno de los modos
de (4.14) tiene un valor propio λ real negativo, los cuales harán decaer la exponencial a cero
en el ĺımite t → ∞, lo que se cumplirá sólo si el máximo de la parte real de cada uno de σk

es negativo:
máx

k
ℜ(σk) < 0. (4.15)

Lo que nos permite encontrar un valor cŕıtico kc para el cual la curva dada por σk pasa desde
los valores negativos a a tener un máximo por encima del eje x, lo que nos asegura dejará de
ser linealmente estable.
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Figura 4.2: a) Curva representando a σk para su valor cŕıtico. Notar como presenta simetŕıa
respecto a kc positivo y negativo dado por la relación (4.17). b) Zoom al máximo de la curva.
Curva azul con µ = −0.5 siendo σk negativo para todo k, por lo tanto, estado homogéneo
estable. Curva roja con valor cŕıtico de µ = ν/2, justo antes de la inestabilidad. Curva verde
con valor µ = −0.05 mayor al valor cŕıtico.

Si derivamos la relación (4.13) respecto a k e igualamos a cero para obtener el máximo
de la curva

−4k3 + 2νk = 0. (4.16)

kc = ±
√

ν

2
. (4.17)

Por lo que la inestabilidad hará surgir un patrón con longitud de onda caracteŕıstica 2π/kc,
el cual aparecerá para un valor cŕıtico del parámetro de orden µ = µc. Para encontrar el valor
de µc, reemplazamos el número de onda cŕıtico obtenido en (4.17) en la relación (4.15) para
la tasa de crecimiento, lo que nos permitirá escribir µ en términos del parámetro de orden,

σkc = µc + νk2
c − k4

c = 0. (4.18)

µc = −ν2

4
. (4.19)

4.2. Relación con el LCLV

El experimento de la válvula [22, 75] de luz con cristal ĺıquido puede ser descrito propo-
niendo una descripción de campo medio basada en la orientación promedio de las part́ıculas
que componen el cristal ĺıquido. Estas moléculas estarán definidas en función de su vector
director n⃗(x, y, z) [18, 32, 68], pero para el experimento de la válvula, sólo es importante el
plano perpendicular de la celda del LCLV correspondiente al eje z, ya que las componentes

26



del cristal tendrán una dinámica en el plano xy.

θ =< φ >=
1

d

∫
C

n⃗(x, y, z)dz. (4.20)

En donde θ dará cuenta del promedio en toda la dirección z y d al espesor del cristal ĺıquido en
la misma dirección. Notar que el espesor es pequeño en comparación a las otras dimensiones
(d ≪ Lx/Ly). De esta manera, un modelo simple de dinámica de relajación respecto a un
valor de equilibrio da cuenta de la complejidad necesaria para describir el experimento en
función del ángulo de dirección en el plano xy del experimento [22]:

∂t θ = − (θ − θ0(x, y)) + l2∇2θ. (4.21)

l da cuenta de la longitud de acoplamiento y θ0 corresponde al ángulo de equilibrio de la
transición de Freédericksz. El cual estará dado por la expresión:

θ0 =
π

2

(
1−

√
ΓVFT

ΓV0 + αIw(θ)

)
. (4.22)

En donde Γ corresponde a la impedancia de la válvula óptica, VFT al voltaje de Freédericksz,
V0 al voltaje aplicado a la válvula, α el parámetro de respuesta lineal del fotoconductor e Iw a
la intensidad de luz retroinyectada, la cual depende no localmente del operador de difracción
[75],

Iw =
I0
4

∣∣∣ei−L
2k

∇2
⊥

(
1− e−iβ cos2 θ(x,y)

)∣∣∣ . (4.23)

De tal manera que al reemplazar (4.21) en la ecuación (4.20) de la válvula de luz se obtiene
para una dimensión espacial la ecuación no local de la forma,

∂t θ = l ∂xxθ − θ +
π

2

(
1−

√
ΓVFT

ΓV0 + αIw(θ)

)
. (4.24)

Si no contemplamos el término espacial dado por la difracción libre presente en Iw, lo que
significa no considerar (L = 0), la intensidad retroinyectada será

Iw = I0
[
1 + cos β cos2 θ

]
. (4.25)

En donde cos β cos2 θ es el cambio de fase general experimentado por la luz que viaja y se
devuelve a través de la celda de cristal ĺıquido y β = 2kd∆n, donde k = 2π/λ es el número
de onda óptico, d corresponde al espesor de la celda y ∆n es la diferencia entre el ı́ndice de
refracción paralelo y perpendicular del cristal ĺıquido. Debido a esto, es posible encontrar una
expresión análitica para la solución de equilibrio homogénea para V > VFT cuando no existe
difracción en la válvula

θ0 =
π

2

(
1− ΓVFT

ΓV0 + α [1 + cos β cos2 θ]

)
. (4.26)

Las soluciones homogéneas presentes en la ecuación (4.22) se señalan en la Figura 4.3, la
que muestra una superficie en donde existen regiones con la presencia de biestabilidad y el
nacimiento de una solución inestable (biestabilidad) [24]. Cerca de este punto de nacimiento
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Figura 4.3: a) Función θ0(V0, I0), las regiones de color gris marcadas en el plano representan
los nacimientos de la biestabilidad. b) Proyección de la curva al plano V0 − θ0. Recuperado
de Clerc et al. (2017)

de una biestabilidad y descartando las derivadas espaciales, se puede desarrollar una expan-
sión en serie de Taylor respecto a al valor de equilibrio para la perturbucación u(x, t), la que
tendrá la forma de θ = θ0 + u+ ..., lo que permite derivar una ecuación para la perturbación
u de la forma [6, 88],

∂tu = η + µu− u3 + h.o.t. (4.27)

Donde µ es el parámetro de bifurcación y η da cuenta de la asimetŕıa entre dos estados
homogéneos (lo que es equivalente a escribir un término dependiente de u2). Este parámetro
η controla el tamaño de la biestabilidad. Los términos de orden mayores son desechados por
análisis de multiescala [29], ya que u ∼ µ1/2, η ∼ µ3/2 y ∂t ∼ µ para µ ≪ 1. Por otra parte,
si consideramos ahora los términos espaciales, el sistema muestra una inestabilidad espacial
en función del largo de difracción libre (L).

La intersección entre el nacimiento de una biestabilidad y la de una inestabilidad espacial
se conoce como punto de Lifshitz [46, 28], el cual posee codimensión tres lo que significa que
para caracterizar el espacio de fase de este sistema se necesitan tres parámetros independien-
tes. En la vecindad de este punto, es posible derivar una ecuación de amplitud simplificada
asociada a la ecuación original (4.18) [6, 34]. Si se expande el término Iw(θ, L) que representa
la intensidad de la luz que llega al fotoconductor para una longitud de propagación libre baja
(L ≪ 1)

Iw(θ, L) =
I0
2

{
1 + cos(β cos2 θ) +

L

k

[
1 + cos(β cos2 θ)∂xx sin(β cos2 θ)

− L

k
sin(β cos2 θ)∂xx cos(β cos2 θ)

]}
. (4.28)

Al introducir esta expresión en la ecuación (4.21) y al mismo tiempo usar el ansatz θ = θc+u
para desarrollar una serie de Taylor dejando sólo hasta el término cúbicos se llegará finalmente
a una ecuación tipo forma normal de Lifshitz [22, 52]

∂tu = η + µu− ν ∂xxu− ∂xxxxu+ κ (u ∂xxu) + c (∂xu)
2. (4.29)
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En donde los parámetros de la ecuación anterior dependen expĺıcitamente de los parámetros
del experimento, lo que para κ y c significa una dependencia explicita de la longitud de
propagación libre.

4.3. Propiedades dinámicas en una dimensión

La ecuación tipo TSH no variacional expuesta en la ecuación (4.27) describe la dinámica
del sistema en la vecindad del punto de Lifshitz [64]. Esta ecuación posee una dinámica no
variacional, esto implica que no es posible definir una enerǵia libre que cumpla una ecuación
tipo gradiente, con la excepción del caso κ = 2c, en donde la enerǵıa libre F quedará con un
término adicional equivalente a cu(∇u)2. Sin embargo, para cualquier otra configuración de
parámetros κ y c, el sistema evolucionará sin minimizar la enerǵıa libre. Además, la ecuación
es invariante a traslaciones temporales y espaciales. Asimismo, posee simetŕıa espacial (x →
−x). La adición de estos nuevos términos agregará bifurcaciones y nuevos tipos de dinámica
al sistema ya estudiado en su versión variacional. A nuestro pesar, resultados teóricos se
vuelven dif́ıciles de obtener debido a la complejidad de los nuevos términos, y sólo es posible
obtenerlos en aproximaciones o para casos ĺımites [30][29]. Por ello, un tratamiento numérico
se vuelve necesario y eficaz, el cual consistió en la exploración del sistema a través de un
método espectral, lo que facilita la búsqueda de fenómenos gracias a la rapidez de simulación
del método, y un método Runge-Kutta orden cuatro de diferencias finitas para simulaciones
largas de fenómenos ya establecidos a través del método anterior.

En el apartado (4.1.1) a través de un análisis lineal de la ecuación TSH variacional se
obtuvo la transición desde un estado homogéneo a un patrón estático (ωc = 0). La inclusión
de los términos no variacionales a la ecuación permitirá la emergencia de nuevos estados
tales como oscilaciones y caos espaciotemporal, los que en este caso (unidimensional), se
considerará sólo el barrido del parámetro cmientras que κ se mantendrá en un valor constante
distinto de cero. Se debe agregar que en la transición entre el estado homogéneo y el patrón
estático, los parámetros no variacionales (κ y c) no presentan un rol por lo que su variación
no afecta lo señalado anteriormente [30]. En función de lo planteado, usando un enfoque
numérico para resolver la ecuación (4.27) y utilizando el parámetro no variacional c para
estudiar la dinámica de este sistema desde un patrón estático como estado base, surgen
nuevas bifurcaciones: Para c < cAH ≡ 5.440 ± 0.005 el patrón sigue siendo estático, sin
embargo, al momento de traspasar este valor el sistema sufre una bifurcación de Andronov-
Hopf [8, 45] lo que implica que dos autovalores complejos conjugados del sistema atraviesan
el eje imaginario del plano complejo [24].

Al momento de traspasar el valor cŕıtico para esta bifurcación, el sistema queda carac-
terizado por oscilaciones ωc ̸= 0, las que estarán dominadas por la frecuencia cŕıtica y sus
armónicos, y en donde el espectro de Lyapunov estará caracterizado por λ1 = 0 y los siguien-
tes exponentes siendo negativos. Finalmente, el sistema pasa por una segunda bifurcación
para un valor cQP = 6.350 ± 0.005, el cual cuando el parámetro c lo supera, el primer ex-
ponente de Lyapunov λ1 se vuelve positivo seguido por los siguientes exponentes [24]. Este
complejo comportamiento puede ser entendido al analizar el espectro de la transformada
de Fourier de la frecuencia del sistema S2(τ), en donde emergen frecuencias inconmensura-
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Figura 4.4: Diagrama espaciotemporal del campo u(x, t) para la ecuación (4.27), η = −0.04,
µ = −0.0921, ν = −1, κ = −3.5, (a) c = 4.5, (b) c = 5.5 y (c) c = 10 los que muestran
estado patrón estático, oscilatorio y caos espaciotemporal respectivamente. Los gráficos infe-
riores muestran las sereies de tiempo de cada uno de estos estados. Recuperado de Clerc &
Verschueren (2013) [24]

Figura 4.5: a) Diagrama de bifurcación y exponente de Lyapunov más elevado λ1 en fun-
ción del parámetro no variacional c. b) Evolución de los cinco más elevados exponentes de
Lyapunov. Parámetros de la ecuación: η = −0.02, µ = −0.092, ν = −1.000 y κ = −3.000.
Recuperado de Clerc & Verschiuren (2013) [24]

bles, las que terminan desestabilizando el patrón oscilatorio para dar paso a un estado de
caos espacio-temporal caracterizado por una densidad espectral [24]. Esto es una extensión
espacial de la ruta al caos por cuasiperiodicidad [12, 77].
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Figura 4.6: Ruta cuasi-periódica al caos espacio-temporal en función del parámetro c junto con
los correspondientes espectros de potencia de la transformada de Fourier. Se puede apreciar la
aparición de frecuencias inconmensurables distintas a los armónicos en el espectro del centro.
Recuperado de Clerc & Verschueren (2013) [24]

4.4. Propiedades estad́ısticas del sistema: Dinámica de

defectos tipo turbulencia

Ya establecido el comportamiento dinámico del sistema no variacional, por medio del
espectro de Lyapunov y espectro de frecuencias en donde emerge un estado caótico espacio-
temporal [24], surge la pregunta respecto a las propiedades estad́ısticas del sistema [59].
En particular, la Figura 4.6 da cuenta de la emergencia de una densidad espectral para el
estado de caos espacio-temporal caractert́isco de un estado turbulento, por lo que es posible
caracterizar este espectro para obtener respuestas respecto a los mecanismos que empujan
esta dinámica y a que tipo de complejidad nos enfrentamos.

En primer lugar, se analizó S2(r) para el campo u(x, t) y su señal anaĺıtica dada por
la transformada de Hilbert del campo original la que entregará la fase ϕ y la envolvente A
asociadas al campo u original [21]. A pesar que el espectro muestra una tendencia decreciente
desde el máximo alcanzado en kc, la ley de potencia k−α no queda manifestada transparente-
mente debido a la incidencia de la solución base ub, la que en este sistema corresponde a un
patrón oscilatorio. Para poder limpiar el espectro de la solución base se utilizaron diferentes
enfoques basados en filtrar el patrón base. El primer acercamiento consistió en considerar la
solución diferencia entre el campo original u(x, t) y un campo clon u′(x, t) que corresponde
al campo original más una pequeña perturbación espacial [24]

ζ(x, t) = u(x, t)− u′(x, t). (4.30)

Este campo aunque no elimina completamente el patrón original si deja entrever el compor-
tamiento complejo que presenta el campo ζ(x, t), el cual posee dinámica permanente debido
a la creación y destrucción de los defectos que aparecen en el sistema. La densidad espectral
S2(r) asociado a la diferencia ζ(x, t) muestra una tendencia lineal clara, lo que da cuenta de
una ley de potencia de k−3.5±0.8 para el campo ζ(x, t) en su distribución espacial y para los
campos de la fase y la envolvente, un exponente de 1.98± 0.06, caracteŕıstico del fenómeno
de turbulencia de fase y 2.58 ± 0.32 para la envolvente, lo que puede ser atribuido a un
comportamiento tipo turbulencia mediada por defectos [69].
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Figura 4.7: a) Evolución temporal de la simulación del modelo de Lifshitz no variacional
para u(x, t). Simulación númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro. b)
Perfil espacial del campo u(x, t). c) Densidad espectral S2(r) asociado a múltiples perfiles
espaciales de u(x, t). Parámetros de la ecuación: η = −0.04, µ = −0.092, ν = −1.000, c = 10.4
y κ = −3.05.

Figura 4.8: a) Perfil espacial del campo diferencia ζ(x, t) b) Evolución temporal del patrón.
Simulación númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Por otro lado, en el caso del comportamiento temporal del campo de diferencia, se obtuvo
una densidad espectral S2(τ) con precisos exponentes que dan cuenta de una ley de potencia
para longitudes de onda menores a la longitud cŕıtica del patrón (ω > ωc) muy cercanos a
∼ ω−2 para ζ(x, t) y su descomposición en la envolvente y fase, el cual es caracteŕıstico de
un sistema tipo turbulencia de fase [59]. Este exponente nace naturalmente al considerar un
salto entre dominios, en el caso de la fase este salto de dominios es entre −π y π [54].
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Figura 4.9: Densidad espectral S2(r) para el campo ζ(x, t) y los campos fase y envolvente de
la misma obtenidos a partir de la señal anaĺıtica.

Figura 4.10: Densidad espectral S2(τ) para el campo ζ(x, t) y los campos fase y envolvente
de la misma obtenidos a partir de la señal anaĺıtica.

La idea de restar la solución base ub correspondiente al patrón oscilatorio para mantener
sólo el comportamiento complejo del sistema, es en śı mismo, un tipo de filtro a los datos
obtenidos que permite acceder a una dinámica presente en el sistema pero eclipsada ó apan-
tallada por el patrón oscilatorio que es dominante. En efecto, la Figura 4.9 exhibe como el
patrón oscilatorio domina la dinámica para tiempos cortos, siendo observable el comporta-
miento tipo turbulento sólo después de seguir la evolución luego de muchas iteraciones. No
obstante, se puede realizar un análisis de filtro mas exhaustivo al utilizar herramientas de
análisis de señales [93]. De esta manera, se implementó filtros de tipo bandstop [93] al campo
original u(x, t), lo que consistió en identificar los peaks originados por el número de onda
cŕıtico kc y sus armónicos y filtrar el aporte que realizaban estos al campo u(x, t). Para ello,
se utilzó dos perspectivas:

1. Restar de manera directa la transformada de Fourier de los máximos caracterizados en
la densidad espectral correspondientes al número de onda cŕıtico kc y sus armónicos
en el espacio de Fourier u(k). Después de esto, se recupera una función u∗(x, t), la
cual corresponderá al campo u(x, t) original menos la contribución de los máximos
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relacionados a kc aislados mediante su transformada de Fourier.

u∗(x, t) = F.T−1 [u(k)− u(kc)] . (4.31)

Figura 4.11: Densidad espectral correspondiente a la resta directa de los modos de Fourier
correspondientes a kc

2. Aplicar filtros ya diseñados de tipo bandstop usados en análisis de señales, en donde se
probó el efecto de diferentes ejemplares en u(x, t). Los filtros experimentados fueron:
Butterworth, elipsoidal y de Chebyshev [93]; obteniendo los mejores resultados para el
primero.

Figura 4.12: Espectros de potencia de u(x, t) luego de ser filtrar los máximos correspondientes
al número de onda cŕıtico y sus armónicos. a) Filtro de Butterworth b) Filtros elipsoidal y
de Chebyshev respectivamente.

El uso de herramientas de filtrado permitió llegar a exponentes limpios para el párametro
de orden, la envolvente y la fase que dan cuenta en su mayoŕıa de la dinámica caótica espa-
ciotemporal del sistema. Esta dinámica presenta un espectro t́ıpico de una ley de potencia.
Además, permite caracterizar al sistema bajo los fenómenos de dinámica tipo turbulencia
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mediada por defectos y turbulencia de fase, por lo que este es un sistema en biturbulencia
(leyes de potencia para A y ϕ). Gracias a esto, es posible concluir que el análisis anterior
permite caracterizar la compleja dinámica observada en el patrón .

4.4.1. Condiciones de borde fijas

En la sección anterior, las simulaciones analizadas corresponden a realizaciones de la ecua-
ción 4.28 con condiciones de borde periódicas, las cuales no son realistas experimentalmente
ya que en un problema real siempre existirá una dinámica proveniente de la influencia de los
paredes del dominio. En el caso periódico, el sistema sólo evoluciona debido a la naturaleza
de la ecuación y no se ve perturbado por los valores de los bordes que no corresponden a
valores dados por la ecuación sino por la geometŕıa y topoloǵıa de las superficies Γ. A pesar
de la utilidad de esto, cabe preguntarse si los bordes juegan algún rol preponderante en la
dinámica del sistema, y si es que lo juega, su efecto en los exponentes de la densidad espectral
estudiado ya que el experimento realizado se realiza con un canal de dimensiones finitas que
tiene condiciones de borde bien definidas.

Al tener en cuenta que la densidad de espectro temporal presentado en la Figura 4.10
presenta ya una buena concordancia con la relación de ley de potencia experimental, se
analizó solamente el efecto de los bordes en el espectro de la dinámica espacial. Se consideró
la experimentación con condiciones de borde de Cauchy, o explicado de forma más simple,
una condición para el valor del campo u(x, t) y otra para sus derivadas en el borde ∂Γ.

u(x, t) = u0 ∧ ∂xu(x, t) = 0 ∧ ∂xxu(x, t) = 0 ∧ ∂xxxxu(x, t) = 0 ∀x ∈ ∂Γ. (4.32)

Para este caso, se utilizó tres diferentes valores de u0 que tuvieran sentido f́ısico en el contexto
del experimento realizado en la válvula.

En primer lugar, un valor nulo u0 = 0.0 que emula el efecto de la máscara creada por
el SLM, la cual crea una zona rectangular iluminada en un fondo sin iluminación. Se puede
apreciar como en este caso, la dinámica de la fase se limpia comparado al caso con condicio-
nes periódicas, obteniendo un exponente de −2 correspondiente a un comportamiento tipo
turbulencia de fase sin necesidad de filtrar. Por otro lado, aunque hay un efecto en los expo-
nentes, el campo u(x, t) sigue siendo dominado por el patrón base, por lo cual al usar el filtro
Butterworth de tipo bandstop para despreciar el efecto de este recuperamos los exponentes
obtenidos para las condiciones de borde periódicas. Es posible observar la aparición de picos
en el espectro filtrado, estos pueden deberse al efecto del filtro tipo bandstop, el cual se aplica
sobre un intervalo espećıfico centrado en k0, lo que puede conllevar un salto al acercarnos a
los ĺımites de este intervalo. En el caso del ĺımite inferior, este no se percibirá debido a la
diferencia significativa entre el tamaño del patrón para k pequeño y el filtro, mientras que
será relevante para k grande.
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Figura 4.13: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
u0 = 0.0. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulación númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

También, se probó un valor medio u0 = 0.7 ya que esta transición en la máscara creada
por el SLM es, en la realidad, una transición suave. Para este caso, al usar el filtro igualmente
recuperamos los exponentes anteriores.

Figura 4.14: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
u0 = 0.7. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulación númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Finalmente, se utilizó un valor u0 = 1.2 que da cuenta del encapsulamiento dentro de la
máscara creada por el SLM del patrón experimental unidimensional. En este caso la simula-
ción presentaba saltos continuos originados en los bordes, por lo que era una configuración
inestable, por eso, para poder realizar el espectro solamente se analizó las posiciones inter-
medias del campo u(x, t) para disminuir el efecto del borde.

En conclusión, la dinámica ejercida por los bordes no presenta un impacto significativo
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Figura 4.15: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
u0 = 1.2. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulación númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

en la dinámica compleja del sistema, ya que no emula el comportamiento del experimento
expresado en los exponentes obtenidos experimentalmente ni tampoco recupera exponentes
distintos al momento de filtrar el patrón base.

4.4.2. Simulación cuasi unidimensional

Con base en el estudio del experimento, cabe señalar que este no es un sistema unidi-
mensional. De hecho, la influencia del ratio ly/lx muestra ser significativa para el desarrollo
del experimento. Con la finalidad de dar cuenta de la existencia de un canal se realizó una
simulación de la ecuación 4.28 en dos dimensiones, considerando largos ly ≫ lx. Para ser
capaces de crear el canal fue necesario dar condiciones de borde a la simulación, las que
fueron periódicas para el eje vertical y de Cauchy (iguales a las definidas en 4.31) para el
eje horizontal. De esta manera, se logró llegar a un estado tipo turbulento cualitativamente
parecido al experimento con la diferencia de que la simulación es simétrica en el sentido de
propagación de los defectos propagándose estos a izquierda y derecha por igual, mientras que
el experimento rompe esa simetŕıa presentando una dirección de propagación de los defectos
privilegiada (derecha). En la Figura 4.16 se puede observar como se recupera la dinámica de
pequeños ćırculos en un canal, además de la creación y destrucción de defectos por parte de
la dinámica del sistema. A pesar de la similitud cualitativa entre experimento y simulación
cuasi-1D, es de interés el comportamiento estad́ıstico cuantitativo expresado en la densidad
espectral asociado. Se puede observar como existe una clara ley de potencia asociada a las
longitudes de ondas más pequeñas de la simulación, quedando en evidencia la existencia
de dos reǵımenes de evolución. Esta partición de la dinámica en dos no se observa en el
experimento. Además, los exponentes de los dos reǵımenes están alejados de lo estudiado ex-
perimentalmente y a través del modelo unidimensional anterior. De todas maneras, el primer
regimen presenta exponentes tipo turbulencia de defectos.

Para explicar esta discrepancia en los exponentes entre el experimento y este modelo,
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Figura 4.16: a) Evolución temporal de un perfil de intensidad obtenido de la simulación. Este
perfil corresponde a un valor de y0 = 8. b) Simulación de la ecuación 4.28 para u(x, y, t) en
un canal con dimensiones lx = 256 y ly = 16 en unidades de código. Parámetros: η = −0.33,
µ = −0.52, ν = −2.00, c = 14.0, κ = −1.42 y u0 = 0.25. Simulación númerica utilizando
el método pseudoespectral combinado con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones
espaciales.

Figura 4.17: Densidad espectral de u(x, y0, t) para una caja en dos dimensiones lx ≫ ly.

que en teoŕıa debiera ser más cercano a la realidad se propone la existencia de dinámica en
dos dimensiones que esté interfiriendo en la dinámica del canal como defectos en forma de
pequeñas dislocaciones. Para solucionar esto, es imperante reducir la razón ly/lx además de la
posible incidencia de las condiciones de borde elegidas en la implementación de la simulación.
No obstante, numéricamente el sistema en el estado de parámetros en el que se encuentra es
muy sensible a la variación del ratio entre dimensiones no pudiendo recuperar la dinámica
observada para ly/lx < 0.0625. Por el otro lado, el cambio en las condiciones de borde no fue
explorado.
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Caṕıtulo 5

Modelo de Coullet-IoOss para
patrones unidimensionales

5.1. Ecuación de Ginzburg-Landau con coeficientes com-

plejos

La ecuación de Ginzburg-Landau con coeficientes complejos (CCGLE) se escribe como:

∂tA = µA− (1 + iβ)|A|2A+ (1 + iα)∇2A. (5.1)

En donde µ es el parámetro de bifurcación, β es la respuesta no lineal de frecuencia y
α el coeficiente de dispersión. Esta ecuación corresponde a una forma normal, por lo que
sólo se podrá agregar términos que sean múltiplos de los ya presentes. En este caso, la
ecuación 5.1 representa la versión cúbica de esta, la que describirá la variación lenta de la
amplitud A de un sistema al pasar por una inestabilidad de Turing (α = 0, β = 0) o una
inestabilidad oscilatoria (Andronov-Hopf) de manera supercŕıtica en presencia de mecanismos
no lineales débiles, y que posea simetŕıa traslacional (x −→ x + x0) y de reflexión (x −→ −x).
La ecuación fue introducida inicialmente por Landau cuando desarrollaba una teoŕıa que
explicará el fenómeno de superconductividad [40], mientras que Ginzburg añadió el término
correspondiente al laplaciano, eso śı, se realizó en un contexto en donde la ecuación era
independiente del tiempo. Una versión con dependencia temporal fue introducida más tarde
por Schmid [78] y derivada formalmente por Gorkov y Eliashberg [44]. Pero la versión descrita
en (5.1) fue derivada en el contexto de fluidos por Stuart y Stewerson [49], aunque esta
ecuación ha mostrado gran versatibilidad e independencia del fenómeno f́ısico al poder ser
derivada en otros contextos como: Convección de Rayleigh-Benard [79], electroconvección
en cristales ĺıquidos [53] y sistemas de láseres [25]. Aunque la ecuación (5.1) presenta una
variada dinámica, según sus parámatros µ, β y α, esta ecuación tiene limitaciones [9] y es por
eso que surgen alternativas como modificaciones traducidas en términos superiores de tipo
|A|2A o ecuaciones acopladas a la original.

En nuestro caso nos interesa estudiar los diferentes estados y propiedades estad́ısticas de
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la ecuación CCGLE en una dimensión:

∂tA = µA− (1 + iβ)|A|2A+ (1 + iα)∂xxA. (5.2)

Para empezar, analicemos que sucede en el caso en el cual la ecuación (5.2) posee soluciones
periódicas,

A(x, t) = R(x, t)eiωteϕ(x,t). (5.3)

Si imaginamos al sistema descrito por la variable continua A(x, t) en términos del ĺımite
N −→ ∞ de mútlples osciladores, los que no necesariamente se encuentran oscilando sincro-
nizadamente (o en fase), nos permitirá tener una descripción basada en términos de l fase.
De esta manera, reescribiendo la ecuación (5.2) usando el ansatz (5.3) se obtendrá

∂tR + i∂tϕ = (1 + iα)
(
∂xxR + 2i ∂xϕ ∂xR +R

(
i∂xxϕ− (∂xϕ)

2
))

+R− (1 + iβ)R3 (5.4)

Separando la ecuación en sus partes real e imaginaria

∂tR = ∂xxR−R (∂xϕ)
2 − α (2∂xϕ ∂xR +R ∂xxϕ) +R−R3, (5.5)

∂tϕ = α

(
1

R
∂xxR− (∂xϕ)

2

)
+

2

R
∂xϕ ∂xR + ∂xxϕ− βR2. (5.6)

Para poder encontrar solución a este sistema de ecuaciones no lineal acoplado, consideremos
pequeñas perturbaciones en la fase alrededor de las oscilaciones uniformes de la forma A =
ReiΩt,

ϕ = −ct+ εΦ(X,T ) ∧R = R0 + εγr(X,T ). (5.7)

En donde X y T representan variables de dinámica lenta. Por otro lado, como la fase ϕ no
tiene un efecto en la dinámica de la ecuación (5.7), se espera una ecuación de la forma:

∂TΦ = F (∂XΦ, ∂XXΦ, ...). (5.8)

sin dependencia de la variable ϕ en śı misma. Debido a la simetŕıa de reflexión espacial, la
que no afecta la derivada temporal de la fase, todos los términos en la ecuaci’ón de la fase
deben contener un número par de derivadas espaciales. Por lo tanto, esperamos que se cumpla
∂T ≈ ∂XX , lo que sugiere un escalamiento de la forma

X = εx ∧ T = ε2t. (5.9)

Si realizamos un análisis multiescala insertando (5.10) en (5.6) y (5.7)

O(ε0):
0 = R0 −R3

0 =⇒ R0 = 1. (5.10)

Las primeras contribuciones no triviales ocurren en O(ε3), lo que sugiere escoger γ = 3.

O(ε3):

0 = −αR0∂XXΦ + r − 3R2
0r =⇒ r = −1

2
α∂XXΦ, (5.11)

∂TΦ = ∂XXΦ− 2βR0r (5.12)

Lo que al reemplazar la expresión para r en la ecuación para la fase nos conduce a:

∂TΦ = (1 + αβ)∂XXΦ (5.13)
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Se puede concluir que la fase evoluciona difusivamente con un coeficiente de difusión dado
por:

D = 1 + αβ. (5.14)

La evolución de la ecuación será inestable si estamos en presencia de un coeficiente de difusión
negativo (D < 0), lo que conducirá a una antidifusión. En este caso se cumple la relación

αβ < −1. (5.15)

Esta condición se conoce como la inestabilidad de Benjamin-Feir [11], la cual da origen a la
turbulencia de fase [55].

5.1.1. Comportamientos caóticos

La ecuación (5.2) presenta soluciones exóticas que dan cuenta de diferentes formas de caos
espaciotemporal o estados desordenados. En part́ıcular, Shraiman (1992) [81] distinguió dos
formas de comportamiento caóticos: Comportamiento tipo turbulencia mediada por defectos
y comportamiento tipo turbulencia de fase. A lo que luego Chaté (1994) [19] extendió al iden-
tificar el estado de intermitencia espaciotemporal. Estos diferentes comportamientos estarán
representados en un diagrama de fase de la ecuación CCGLE en función de los parámetos
(α, β).

Figura 5.1: Diagrama de fase de la ecuación CCGLE en una dimensión. Recuperado de Chaté
(1994) [19]

Se puede observar la existencia de ĺıneas divisorias entre los estados caóticos [19]. En
part́ıcular se puede observar la ĺınea BF, la cual corresponde a la inestabilidad de Benjamin-
Feir caracterizada anteriormente. Por otro lado, la ĺınea L1 es encontrada a través de un
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análisis cuantitativo de la densidad de defectos creada en el sistema [74], la cual se irá a
cero al moverse hacia la derecha de L1, sin embargo, la transición no exhibe comportamien-
to cŕıtico [33]. La ĺınea L2, definida como el ĺımite de la existencia del estado de desorden
espaciotemporal es dif́ıcil de determinar de una manera precisa [19]. Esto se debe a la apari-
ción de estados ’congelados’, los que dificultan las medidas de correlación que puedan dar un
análisis cuantitativo de la transición al enmascarar con estructuras deterministas el fenómeno
caótico espaciotemporal [20]. Finalmente, la ĺınea L3 delimita la regi’ón del espacio de fase
en donde la turbulencia de fase deja de coexistir con la turbulencia mediada por defectos.
Esta transición ocurre por una ’invasión’ por parte de los defectos al estado de turbulencia de
fase, representada por la adquisición de una velocidad por una de las colas en la turbulencia
de fase [19].

Turbulencia de fase

En este estado de caos espaciotemporal, |A| nunca llegará al valor de cero y la fase se
conserva. Esta comportamiento ocurre en la región por encima de la ĺınea BF (inestabilidad
de Benjamin-Feir) y a la derecha de L1 de la Figura 5.1.

Esta comportamiento implica un dominio de la dinámica por parte de la fase en desmedro
de |A| lo que permite una descripción de la dinámica formulada en una expansión del gradiente
de la fase para el ĺımite no difusivo D ≪ 1, lo que da nacimiento a la ecuación de Kuramoto-
Sivashinsky [55] [84], la que es una ecuación prototipo del caos espaciotemporal.

∂tϕ = −ϕ∂xϕ+ ε∂xxϕ− ∂xxxxϕ. (5.16)

Figura 5.2: Turbulencia de fase observada en (α, β) = (−1.5, 0.88). Simulación númerica uti-
lizando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolución temporal del patrón observado
b) Perfil espacial c) Densidad espectral del módulo |A|.

Intermitencia espaciotemporal

En la región del diagrama de fase por debajo de la ĺınea BF y a la izquierda de L2 de
la Figura 5.1, en general viven soluciones de tipo onda plana pero al elegir una condición
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inicial favorable, la que generalmente se construye a partir de soluciones localizadas, es posi-
ble encontrar el estado de intermitencia espaciotemporal, el que estará caracterizado por la
presencia de agujeros que evolucionan de una manera compleja temporalmente y dejan una
reminiscencia a los tŕıangulos de Zarspinki [36] en su diagrama espaciotemporal.

Figura 5.3: Intermitencia espaciotemporal observada en (α, β) = (0,−3). Simulación núme-
rica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolución temporal del patrón
observado b) Perfil espacial c) Densidad espectral del módulo |A|.

Turbulencia mediada por defectos

En esta región, arriba de la ĺınea L3 y a la izquierda de L1 de la Figura 5.1, el sistema
estará caracterizado por la presencia de defectos (puntos en el espacio-tiempo en donde A = 0.
En estos puntos, la fase no estará definida e irá variando en múltiplos de 2π/L cuando pase
por los defectos (L es el largo de la caja).

Figura 5.4: Turbulencia de defectos observada en (α, β) = (−1, 2). Simulación númerica utili-
zando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolución temporal del patrón observado
b) Perfil espacial c) Densidad espectral del módulo |A|.

Bicaos

Finalmente, esta región da cuenta de la posibilidad de emergencia del estado tipo turbu-
lencia mediada por defectos y turbulencia de fase por igual dependiendo de las condiciones
iniciales dadas.
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5.2. Derivación del modelo: Incidencia de la fase

Como fue señalado en la sección anterior, la ecuación (5.2) presenta una gran variedad
de fenómenos interesantes en el contexto del estudio de comportamientos complejos en los
sistemas extendidos como estados localizados y soluciones con dinámica permanente. Sin
embargo, no es un modelo perfecto por lo que, por ejemplo, no puede dar cuenta de la
emergencia de ondas viajeras.

En nuestro caso, cabe preguntarse si la aparición de una inestabilidad de Andronóv-Hopf,
y la siguiente inestabilidad que da paso al caos espaciotemporal de nuestro sistema, teniendo
como solución base ub un patrón oscilatorio, justifica el uso del ansatz en términos de su
amplitud A y su fase ϕ, con la finalidad de recuperar los exponentes obtenidos experimen-
talmente que la ecuación CCGLE en el estado tipo turbulencia de defectos no puede. Para
ello, Coullet & Iooss (1990) [26] desarrollan un modelo en términos de la amplitud A que
considera el nacimiento de esta inestabilidad desde una solución base periódica.

Si se parte de la base que la ecuación diferencial parcial que describe un sistema f́ısico
extendido en una dimensión es de la forma general:

∂tU = fµ(U,∇). (5.17)

Donde µ representa algún parámetro de control. De esta forma, para dar cuenta de la exis-
tencia de esta solución base periódica y con frecuencia ω se asume una solución u0 que tiene
simetŕıa de traslación en el espacio(x −→ x+ x0), de reflexión (x −→ −x)y de traslación en el
tiempo (t −→ t+ t0). Debido a la simetŕıa de traslación en el espacio, u0(x+ ϕ) también será
solución, por lo que ξ0(x) = ∂u0/∂x aparece como un modo de Goldstone [42] del problema
lineal asociado a la estabilidad de u0 y describe las perturbaciones de la fase del patrón ba-
se. Este nuevo grado de libertad estará acoplado con las inestabilidades que experimente el
patrón.

Considerando una perturbación de u0 de la forma

U(x, t) = u0(x+ ϕ) + u(x+ ϕ, t). (5.18)

En donde u fue escogido para ser ortogonal a ξ0 lo que implica que (u, ξ0) = 0, para (f, g)
representando el producto escalar en el espacio de fase. Luego de linealizar la ecuación 5.4,
esta se reduce a

∂tϕ = (Lu, χ0) , (5.19)

∂tu = L(x)u− (Lu, χ0) ξ0(x) ≡ L(x)u. (5.20)

En donde χ0 ≡ ξ0(x)/||ξ0||2 y L(x) = ∂f/∂u|u0 . Además, L y L son operadores lineales
con coeficientes periódicos que conmutan con las relaciones de simetŕıa. De esta forma, el
surgimiento de la inestabilidad para u0 se reduce a un problema de valores propios LV = σV .

Si se asume que para un valor de µ = 0 ocurre una inestabilidad, entonces el valor
propio tomará los valores σ0 = 0 o σ0 = ±iω. Luego, considerando las condiciones de borde
periódicas del problema, surge una solución acotada tipo onda de Bloch [14]:

V0(x) = eikxV̂0(x). (5.21)
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En donde V̂0(x+ a) = V̂0(x) y k es una constante real. Si definimos V j
0 como el vector propio

cŕıtico en la vecindad de la inestabilidad (µ = 0), la solución a la ecuación 5.4 será de la
forma

U(x, t) = u0(x+ ϕ) + u(x+ ϕ,X, t, T ) + h.o.t. (5.22)

u(x,X, t, T ) =
∑
j

Aje
σ0tV j

0 (x). (5.23)

En donde Aj y ϕ son funciones de las variables lentas (X,T ). La solución será finalmente
representada bajo las condiciones de solubilidad:

∂TAi = A ({|Aj|nAj} , ϕ) ∂Tϕ = Φ({Aj} , ϕ) . (5.24)

Coullet y Iooss [26] elaboran esta idea para los diez posibles casos que pueden ocurrir en una
inestabilidad. Para nuestro caso de interés, consideramos sólo la opción de una inestabilidad
oscilatoria y simétrica, lo que se traduce en la consideración de un valor propio σ0 = ±iω
en la ecuación 5.10, en donde ω es la frecuencia de oscilación en el tiempo y de la condición
de simetŕıa de reflexión (S).

u(x,X, t, T ) = A(X,T )eiωtV0(x), (5.25)

SV̂0 = V̂0. (5.26)

Al considerar estas condiciones se puede encontrar la forma espećıfica de las ecuaciones para
A(X,T ) y ϕ(X,T ), la que corresponde a dos ecuaciones diferenciales parciales acopladas:

∂TA = µA− (1 + iβ)|A|2A+ (1 + iα)∂XX A+ ξ1∂X ϕA, (5.27)

∂Tϕ = ∂X
(
|A|2

)
+ iδ

(
∂XAA− A∂XA

)
+ ∂XXϕ. (5.28)

En donde ξ1 es una constante compleja y δ una constante real.

5.3. Nuevos estados en el estado tipo turbulencia de

defectos

Partiendo desde la base del estado tipo turbulencia mediada por defectos obtenido usando
la ecuación (5.1) con parámetros α = −1 y β = 2, se procederá estudiar la dinámica del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas dado por (5.14) y (5.15). Para ello, se
realizaron simulaciones numéricas del sistema acoplado usando el método de Runge-Kutta
orden cuatro [17], en donde se debió resolver tres ecuaciones acopladas al considerar que
A = Ar + iAi. Es necesario que el acoplamiento con la nueva dinámica dada por el nuevo
término en (5.14) respecto a la ecuación CCGLE y la ecuación para la fase sea débil. Esto se
logrará usando una constante de acoplamiento ε en el término de acoplamiento con la fase
de la ecuación (5.14).

∂TA = µA− (1 + iβ)|A|2A+ (1 + iα)∂XX A+ ε(γ1 + iγ2)∂X ϕA, (5.29)

∂Tϕ = ∂X
(
|A|2

)
+ iδ

(
∂XAA− A∂XA

)
+ ∂XXϕ. (5.30)
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En donde ε variará entre los valores de cero (sin acoplamiento) a uno (máximo acoplamiento),
γ1 da cuenta de la constante real del término de acoplamiento y γ2 es la constante imaginaria
de este. Este modelo descrito en las ecuaciones (5.16) y (5.17) se le nombrará como modelo
Coullet-Iooss.

En primer lugar, se analizó el caso ε = 0, el que implica una evolución sin acoplamiento
para la ecuación de la amplitud A(x, t) con la fase ϕ(x, t), recuperando para esta ecuación el
modelo de Ginzburg-Landau [40] con coeficientes complejos. Sin embargo, la ecuación para la
fase si evolucionará acoplada a la amplitud, la que se encuentra en el estado tipo turbulencia
mediada por defectos, por lo que se investigó su diagrama de bifurcación en función del
parámetro δ.

Figura 5.5: Evolución temporal de ϕ(x, t) en función del parámetro δ. Simulación númerica
utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Se puede apreciar como para un valor δ = 0, se recupera una dinámica tipo turbulencia
de defectos en la fase ϕ(x, t) lo que es esperado considerando que esta evolucionará sólo con
un término difusivo y uno dependiente del módulo |A|2, el que presenta un simil de evolución
temporal. Por otro lado, para valores δ ̸= 0 se puede apreciar simetŕıa en el estado alcanzado
al variar el parámtro para valores δ > 0 y δ < 0. Este estado presenta una distribución en el
espacio entre dos dominios.

Luego de inspeccionar el espacio de fase de (5.17) para ε = 0, lo que implica una condición
de no acoplamiento, se estudió el comportamiento del sistema con acoplamiento débil para
δ > 0, lo que se traduce en un valor de ε = 0.2. Este tipo de acoplamiento se justifica ya
que se requiere obtener un estado tipo turbulencia de defectos alterado, en donde la fase
tenga un papel en la dinámica pero no de paso a un estado completamente nuevo sino que
tenga una incidencia modulando los exponentes registrados en la ecuación CCGLE. De esta
manera, ahora es necesario recorrer el nuevo diagrama de fase para la ecuación (5.16) fijado
en (α, β) = (−2, 2) correspondiente a un estado base de turbulencia mediada por defectos
para los nuevos parámetros reales γ1 y γ2.

Al mismo tiempo, para el estudio de la densidad espectral S2(r) a obtener y con la
finalidad de comparar los resultados con el modelo de TSH se necesita una poder construir
una función de prueba u(x, t) en términos de las variables del modelo de Coullet-Iooss |A(x, t)
y ϕ(x, t). En donde definirimos a ϕ(x, t) como la fase del patrón base ub, mientras que φ(x, t)
corresponderá a la fase asociada al modo con amplitud A(x, t), obtenida mediante la relación
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φ(x, t) = arctan(Ay/Ax). La función de prueba escogida u(x, t) será una representación básica
de un modo oscilatorio base más uno asociado a la amplitud A(x, t).

u(x, t) = cos (nx+ ϕ(x, t)) + A(x, t) cos (nx+ φ(x, t)) (5.31)

A continuación se presentan los nuevos estados explorados en el modelo Coullet-Ioss para
diferentes valores de γ1 y γ2 con parámetro δ > 0. Es importante señalar que este análisis
fue repetido para valores de δ < 0, obteniendo los mismos estados pero con parámetros γ1 y
γ2 antisimétricos.

Estado: γ1 = −1 & γ2 = 1

En este estado vemos un comportamiento que se asemeja al tipo turbulencia de defectos
pero con ciertos picos persistentes en el tiempo y una estructura de los defectos y los máximos
diferente a la observada en la ecuación CCGLE.

Figura 5.6: Evolución temporal y perfil asociado del estado γ1 = −1 & γ2 = 1. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Respecto al espectro se observan dos reǵımenes, obteniendo valores cercanos en los expo-
nentes para el primero de estos en comparación al experimento. Sin embargo, la existencia
de estos dos reǵımenes no coincide con lo observado experimentalmente.

Estado: γ1 = −2 & γ2 = 2

De manera similar, surge este estado, el cual correspondeŕıa al mismo signo de parámetros
usados en el caso anterior pero con valores más elevados. Se diferencia del caso anterior ya que
se puede observar una forma de los picos y defectos más pronunciada y un comportamiento
más errático (en el sentido de impredecible), además de una densidad de defectos menor, los
cuales no tienden a invadir el espacio contiguo como en el estado anterior.

Respecto al espectro podemos observar un régimen marcado alejado completamente del
experimento caracterizado por exponentes que no coinciden en ningún caso respecto a |A(x, t)|
y u(x, t).
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Figura 5.7: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = −1, γ2 = 1 y ε = 0.2.

Figura 5.8: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = −2 & γ2 = 2. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Estado: γ1 = 0 & γ2 = 2

Este estado recuerda al tipo turbulencia de defectos observado en la ecuación (5.2), con
la diferencia de que los defectos que surgen en este nuevo estado pueden ser más prolongados
en el tiempo

Respecto al espectro, se recupera un exponente −2 para el campo u(x, t) y la fase, pero
la variable |A| presenta un escalamiento igual al obtenido para la turbulencia de defectos de
la ecuación CCGLE (5.2), por lo que no cumple el propósito de buscar una modulación en
este exponente.

Estado: γ1 = 1 & γ2 = 1

Este estado también recuerda al estado de turbulencia de defectos original pero la prolon-
gación de los defectos es mayor, además de la existencia de máximos también prolongados.
Por otro lado, la cantidad de defectos creados/destruidos disminuye respecto al estado base.

48



Figura 5.9: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = −2, γ2 = 2 y ε = 0.2.

Figura 5.10: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = 0 & γ2 = 2. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Respecto a la densidad espectral, aunque se observa un exponente que tiende a −2 para
el campo u(x, t) coincidiendo con resultados experimentales, la |A| aumenta su pendiente,
adquiriendo un valor de −6, lo que se aleja aún más que el estado base obtenido de turbulencia
de defectos en la ecuación CCGLE.

Estado: γ1 = −2 & γ2 = −2

Comparado con los casos anteriores en donde observábamos estados que recordaban al
tipo turbulencia de defectos original, en este caso se aprecia un estado nuevo que tiene
caracteŕısticas del tipo turbulencia de fase, ya que es posible observar los caminos creados
por los picos al viajar por el espacio y destruirse con otros pero también la existencia de
una dinámica de defectos (|A| = 0). Cabe señalar también que la forma de los picos resulta
extrañamente afilada.

En lo referente a la densidad espectral, se puede apreciar la existencia de dos reǵımenes
para u(x, t). No obstante, ninguno de estos logra emular los exponentes obtenidos experi-
mentalmente. Por otro lado, la amplitud |A| presenta un exponente entre −3 y −4, lo que
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Figura 5.11: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = 0, γ2 = 2 y ε = 0.2.

Figura 5.12: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = 1 & γ2 = 1. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

no se ajusta de la mejor forma a los resultados experimentales.

Estado: γ1 = 2 & γ2 = 0 y estado: γ1 = 2 & γ2 = −2

Finalmente, estos últimos estados llevan al sistema a un comportamiento intermitente,
lo que queda de manifiesto al observar la evolución temporal de estos estados en donde se
observan estructuras parecidas a triángulos de Zarspinski [36]. Este paso a la intermitencia
resulta particularmente interesante ya que se puede interpretar la adición de la ecuación
para la fase en su parámetro γ1 como una traslación en el espacio de fase correspondiente
a la Figura 5.1 desarrollada por Chaté [19] ya que los parámetros (α, β) siguen siendo los
correspondientes al estado tipo turbulencia mediada por defectos.

El espectro obtenido en ambos casos muestra una buena concordancia en su primer régi-
men con los exponentes del experimento, salvo la aparición de un segundo régimen de ley de
potencia en la amplitud |A|. Sin embargo, el análisis realizado en el caṕıtulo 1 para probar
la existencia de intermitencia o autosimilaridad [38] muestra que el fenómeno experimental
estudiado no corresponde al estado de intermitencia.
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Figura 5.13: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = 1, γ2 = 1 y ε = 0.2.

Figura 5.14: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = −2 & γ2 = −2. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Figura 5.15: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = −2, γ2 = −2 y ε = 0.2.
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Figura 5.16: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = 2 & γ2 = 0. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Figura 5.17: Evolución temporal y perfil asociado al estado γ1 = 2 & γ2 = −2. Simulación
númerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Figura 5.18: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = 2, γ2 = 0 y ε = 0.2.
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Figura 5.19: Densidad espectral para las variables |A(x, t)|, u(x, t), ϕ(x, t) y φ(x, t) para
parámetros γ1 = 2, γ2 = −2 y ε = 0.2.
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Caṕıtulo 6

Extensión del problema a dos
dimensiones

En los caṕıtulos anteriores se investigó el fenómeno de la emergencia del comportamiento
tipo turbulencia de un patrón en una dimensión espacial desde un punto de vista experi-
mental, teórico y computacional. Ahora, nos adentraremos en un territorio más complejo al
extender nuestro problema de estudio a dos dimensiones espaciales. El paso de una dimensión
a dos introduce desaf́ıos adicionales en todos los aspectos de investigación ya que los fenóme-
nos tendrán un grado de libertad adicional, el cual puede complejizar lo entendido hasta
ahora en una dimensión. Asimismo, defectos en una dimensión que se encuentren en dos
dimensiones espaciales adquieren propiedades topológicas. En este caṕıtulo se presentarán
los avances realizados hasta ahora en esta dirección sobre los experimentos y simulaciones.

6.0.1. Simulaciones de la ecuación Turing-Swift-Hohenberg no va-
riacional en dos dimensiones

Consideremos la ecuación de TSH no variacional en dos dimensiones

∂tu = η + µu− ν∇2u−∇4u+ κ
(
u∇2u

)
+ c
(
∇⃗u
)2

. (6.1)

En su forma variacional (κ = c = 0) ó (κ = 2c) esta ecuación presenta la aparición de
patrones, los cuales en dos dimensiones pueden ser de tipo labeŕıntico, circulares o alargados
siendo estos estados estables y estacionarios [2]. Además, como resultado de la inestabilidad
espacial del estado uniforme, el sistema presenta coexistencia entre los diferentes patrones y
el estado homogéneo. En particular, nos interesa usar como estado base el correspondiente
a un patrón formado por estructuras circulares. Si consideramos ahora la presencia de los
términos no variacionales (κ ̸= 0 & c ̸= 0), el sistema presentará nuevas transiciones que
darán nacimiento a nuevos estados, los cuales podrán ser trazados en función de κ y c. Para
confirmar esto, se llevaron a cabo simulaciones numéricas de la ecuación (6.1) a través de un
método pseudoespectral en una grilla de 256 × 256, los cuales fueron contrastados con un
método de Runge-Kutta orden 4 en un grilla de 512 × 512 para evitar malinterpretaciones
numéricas.
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Figura 6.1: a) Diagrama de fase para la ecuación TSH en dos dimensiones en donde la zona
blanca interior corresponde a un patrón labeŕıntico, las zonas de ĺıneas intermitentes a un
patrón circular y las lineas continuas a una zona de coexistencia con un patrón circular
alargado. Recuperado de Bordeau & Clerc (2015) [15] b) Estado base variacional de tipo
patrón circular en la ecuación TSH en dos dimensiones con parámetros η = −0.29, ν = −2,
µ = 0.13, κ = 0, c = 0. Simulación númerica utilizando el método pseudoespectral junto con
Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.

Para explorar el espacio de fase (κ, c) en dos dimensiones se intentó emular las transiciones
encontradas en una dimensión por Clerc & Vershciuren (2013) [24], lo que equivale a para
un valor constante de κ utilizar el parámetro c como variable de control. Espećıficamente,
para el caso en una dimensión se utilizó un valor constante de κ = −3.11. No obstante, se ha
comprobado que en dos dimensiones el sistema cambia sustancialmente su comportamiento
en función de este parámetro, siendo este un valor elevado en lo que seŕıa la contribución de
κ. Por este motivo se hizo realizó primero un barrido en κ para ver el intervalo en el que
es posible mover este parámetro sin aniquilar los estados ni obtener erorres numéricos. Se
presenta a continuación los resultados de este barrido manteniendo c = 0.

Figura 6.2: Estados en la ecuación TSH no variacional en dos dimensiones con parámetros
η = −0.21, µ = 0.1, ν = −1.6, c = 0 variando el parámetro κ. a) Estado con κ = −2.6 b)
Estado con κ = −2.9 c) Estado con κ = −3.2. Simulación númerica utilizando el método
pseudoespectral junto con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.

Se puede apreciar como aumentando el valor de |κ| el sistema adquiere la presencia de
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defectos, sin embargo, el sistema es estático aunque faltan análisis por hacer ya que puede que
el tiempo caracteŕıstico de la creación/destrucción de estos sea muy elevado en comparación
al tiempo de simulación. De esta manera, existe una relación entre el parámetro de κ y el
número de defectos, además de su tamaño. También cabe señalar que los valores máximos del
patrón se ven alterados significativamente al mover este parámetro, lo que puede desencadenar
errores numéricos en el método de integración. Por este motivo, para las simulaciones se
utilizará un valor constante κ = −0.36 con la finalidad de no llegar a valores altos de u(x, y)
que puedan desencadenar fenómenos numéricos no deseados.

Ya fijado el parámetro κ en un valor acorde al sistema, se varió c, obteniendo un paso desde
el estado base de patrones circulares a un dilatamiento de estos (c = 3), lo que conlleva la
emergencia de defectos en el patrón junto con la creciente aparente configuración hexágonal,
la cual queda de manifiesto en un valor de c = 6.1. El estado hexagonal encontrado se
mantiene estable hasta un valor de c = 15, en donde se pierde la forma hexagonal de los
patrones y empieza a haber un comportamiento complejo. Notar que en dos dimensiones no
se ha observado oscilaciones en el sistema al realizar el barrido en el parámetro c.

Figura 6.3: Simulación de estados en la ecuación TSH no variacional en dos dimensiones
a través del método pseudoespectral junto al método de Runge-Kutta orden cuatro con
parámetros η = −0.25, µ = 0.17, ν = −1.6, κ = −0.36 variando el parámetro c. a) Estado
base con c = 0.0 b) c = 3.0 c) c = 6.1 d) c = 15.0

Para entender mejor los estados encontrados se buscó realizar un análisis de estos que
diera cuenta de particulares en los estados correspondientes a c = 6.1 y c = 15. De manera
particular, se estudió la transformada de Fourier espacial en dos dimensiones del estado
”hexágonos”para confirmar la configuración hexagonal de este, el cual arroja la aparición de
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seis modos espaciales bien definidos junto con sus ármonicos correspondientes, los que van se
van difuminando dando cuenta de su decreciente influencia.

Figura 6.4: Transformada de Fourier en dos dimensiones del estado η = −0.25, µ = 0.17, ν =
−1.6, κ = −0.36 y c = 6.1 representado en términos de log(F (u)+1) para mejor visualización.
En la esquina superior derecha se presenta un zoom del centro de la transformada de Fourier.

Por otro lado, al analizar el comportamiento complejo observado para los valores de c = 15
y κ = −0.31 en el tiempo realizando un corte en el dominio rectangular de la Figura 6.3 d), es
posible observar una dinámica mediada por la creación y destrucción de defectos al igual que
en el caso unidimensional, con la salvedad de que los mecanismos con los cuales se produce
este fenómeno son diferentes debido a la dimensionalidad. Además, esto sugiere la presencia
de caos espaciotemporal [81], aunque no se ha realizado el cómputo del espectro de Lyapunov
y su dimensión de Yorke-Kaplan correspondiente [51, 85] para verificarlo.

Figura 6.5: Evolución temporal de un corte en la grilla bidimensional lo que da como resultado
un perfil unidimensional. Simulación númerica utilizando el método pseudoespectral junto
con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.
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Siguiendo el hilo de desarrollo de este trabajo, se realizó una extensión del análisis es-
tad́ıstico realizado en los caṕıtulos anteriores basado en el estudio de la transformada de
Fourier del sistema, la cual nos da cuenta de la aparición de dinámica en un mayor dominio
de modos (kx, ky), además de los correspondientes a los armónicos. Nótese que la transforma-
da de Fourier del sistema en la Figura 6.6 presenta simetŕıa radial, lo que es una consecuencia
de la isotroṕıa del fenómeno de defectos, en otras palabras, la creación y aniquilación de los
defectos no tiene una dirección privilegiada en el espacio. Si consideramos la transformada de
Fourier en dos dimensiones rectangulares F (kx, ky), existirá una transformación que nos per-
mitirá escribirla en coordenadas polares F (||k||, θ). Luego, debido a la isotroṕıa promediamos
en la variable θ al momento de calcular la densidad espectral, lo que puede ser escrito

F (|k|, θ) =⇒ S2(|k|) =
∫ 2π

0

|F (kx, ky)|2|k|dθ. (6.2)

De esta forma, surge un término 2π||k|| debido al cálculo de este promedio, el cual debe ser
considerado al momento de calcular este espectro

S2(||k||) =
|F (|k|)|2

2π||k||
(6.3)

Esta simetŕıa nos permitirá analizar la densidad espectral espacial S2(r) en términos única-
mente de su variable en el espacio de Fourier ||k|| . También, se calculó la densidad espectral

Figura 6.6: Estado complejo: η = −0.25, µ = 0.17, ν = −1.6, κ = −0.36, c = 15. a)
Transformada de Fourier en dos dimensiones representada como log(F (u) + 1) para mejor
visualización donde se obseva dinámica en un amplio rango de números de onda. b) Densidad
espectral espacial en la variable polar ||k||.

temporal del estado complejo observado. De esta manera, podemos observar en ambos es-
pectros una marcada ley de potencia representada en el decaimiento lineal del gráfico loglog.
Respecto a los exponentes obtenidos k−15.4 y ω, es d́ıficil sacar conclusiones sólo con la infor-
mación del campo original u(x, y, t). Por ello, es necesario calcular la transformada de Hilbert
para poder obtener una representación que sea más comprensible en términos de la amplitud
y fase local.

En dos dimensiones, la transformada de Hilbert no está bien definida por lo que debe
ser usada una proyección de la transformada de Radon de una esfera a un plano [90]. Este
procedimiento se programó en el lenguaje de Python3, obteniendo resultados coherentes en
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Figura 6.7: Densidad espectral temporal correspondiente al estado complejo de parámetros
η = −0.25, µ = 0.17, ν = −1.6, κ = −0.36, c = 15.

las pruebas preliminares. No obstante, este lenguaje de programación posee una problemática
clave: Su velocidad. Debido a esto, el código implementado es demasiado lento al momento
de analizar el volumen de datos correspondientes a una dinámica en dos dimensiones. Pa-
ra solucionar esto, se está trabajando en una implementación alternativa optimizada en el
lenguaje de C.

6.0.2. Experimento en dos dimensiones

El estudio del experimento de un canal de patrones en cuasiunidimensional nos entregó
novedosas e importantes revelaciones sobre el fenómeno del comportamiento tipo turbulento
observado en la válvula de cristal ĺıquido con retroinyección óptica (LCLV). Considerando
esto, surge la motivación de realizar un experimento que entregué evidencia experimental
del fenómeno en dos dimensiones, además de tener como diferencia importante el paso a
dos dimensiones la adquisición de protección topológica en los defectos. Esto implicará el
mecanismo de creación/destrucción de estos cambia rotundamente respecto al experimento
en una dimensión realizado.

En lo referente al experimento en dos dimensiones este ocupa exactamente la misma
configuración del experimento del canal unidimensional, sin embargo, en la creación de la
máscara de luz inicial mediante el SLM es en donde reside la diferencia. Particularmente, se
creó una máscara rectangular de dimensiones (lx =, ly =) con un voltaje V0 = constante y una
intensidad de la luz I0 = también constante. Luego, se varió el parámetro L correspondiente
al largo de difracción libre desde un valor de 0 cm a −10 cm, grabando el comportamiento de
la celda de cristal ĺıquido durante 120 segundos. De esta forma, es posible encontrar diferentes
estados empezando desde un estado homogéneo, pasando por una formación de frentes hasta
llegar a un comportamiento tipo turbulento de patrones circulares entremezclado con un
patrón labeŕıntico.

En el contexto del análisis estad́ıstico a realizar, tomaremos una región del rectángulo
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creado por el SLM en L = −6 cm. Esta región se caracterizará por una constante creación y
destrucción de defectos con solamente el patrón de células circulares de base.

Figura 6.8: Transición en dos dimensiones en función del largo de difracción libre L para
parámetros V0 = 8.48V e I0 = 0.41 mW/cm2. a) Estado homogéneo en el dominio completo
visto por la cámara para L = 0 cm b) Estado de frentes formados por patrones en el Dominio
completo para L = −3 cm c) Estado complejo de destrucción/creación de defectos en un
dominio reducido respecto al original formado por mayoritariamente patrones circulares para
L = −6 cm.

Las grabaciones fueron procesadas mediante su separación en imágenes y posterior paso
a escala de grises, siendo aśı posible analizar su transformada de Fourier espacial en dos di-
mensiones, la que muestra un comportamiento isotrópico y presenta dinámica en un amplio
rango de números de onda. Junto con ello, se calculó su respectiva densidad espectral S2(r),
el cual muestra para números de onda ∥k∥ superiores al valor cŕıtico del patrón una ley de
potencia k−4. De igual manera, se calculó el espectro de potencia temporal S2(τ) obteniendo
también una relación de ley de potencia con tendencia a ω−2. Estos exponentes dan cuenta

Figura 6.9: Espectros de potencia para la intensidad de la luz medida en los datos experimen-
tales obtenidos con L = −6 cm a) Densidad espectral radial de la transformada de Fourier
en dos dimensiones b) Densidad espectral temporal.

de un comportamiento complejo. En el caso temporal, se recuperá un valor ya estudiado [54]
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correspondiente a un comportamiento tipo turbulencia de fase, mientras que el espectro espa-
cial tiene un valor muy inferior comparado a la simulación. Aunque no se puede descartar que
el modelo TSH no variacional no de cuente del fenómeno en estos parámetros del experimento
debido a la lejańıa del punto de Lifshitz, los datos presentan no son los mejores debido a la
cantidad de patrones que se unen para formar estructuras alargadas, las cuales rompen la
simetŕıa radial en el espacio de Fourier (kx, ky). Probablemente, los parámetros iniciales del
experimento estaban en una zona del espacio de fase (V0, I0) muy cercana entre la aparición
de patrones tipo células y labeŕıntico. Para nuevas mediciones se buscará la preponderancia
del patrón celular.

Finalmente, para ser capaces de analizar el espectro de la intensida de la luz en profundi-
dad debemos separar la dinámica en términos de su envolvente y fase local. Esta separación
se logrará a través del cálculo de su transformada de Hilbert correspondiente. Pero como
fue señalado en la sección anterior, se está desarrollando una implementación optimizada
de la transformada de Hilbert en dos dimensiones para analizar el gran volumen de datos
correspondientes a la dinámica de un sistema en dos dimensiones que sea lo suficiente rápida
y eficiente.
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Caṕıtulo 7

Conclusión

En resumen, este trabajo de investigación ha explorado en profundidad la emergencia
de un comportamiento complejo en un dimensión espacial en el experimento de la válvula
óptica de crital ĺıquido. Este experimento consistió en la creación usando el SLM de un
canal cuasi unidimensional (lx ≫ ly) en la celda de cristal ĺıquido, al cual se le aplica un
voltaje para crear un patrón junto con el voltaje aplicado debido a la retroinyección óptica
mediada por el fotoconductor del setup. Se estudió el comportamiento del canal creado en
función de la difracción libre, la cual fue aumentada a través de la variación del parámetro
del experimento L correspondiente al largo de difracción en un intervalo [0,−10] cm. Como
resultado, se caracterizó una transición en función de L, la cual consiste en el paso por
oscilaciones locales hasta un estado con dinámica permanente tipo turbulento mediado por
defectos, el que finalmenente, para valores terminales del largo de difracción libre L > | − 9|
cm se satura, perdiendo su dinámica.

A su vez, este experimento ha sido caracterizado como un comportamiento tipo turbulen-
cia mediada por defectos. Esto se logró mediante el análisis de sus propiedades estad́ısticas a
través de la inspección del desglose de los videos tomados del experimento, en donde destacan
la evolución temporal de los defectos, los espectros de potencia espacial y temporal asociados
a la intensidad de la luz, junto con su descomposición usando la transformada de Hilbert, la
cual nos permite acceder a la fase (k−2, ω−2) y a la envolvente (k−3, ω−2) local, además de
su factor de estructura. Notar que se encontró una relación entre el valor de los exponentes
para distintas razones de ly/lx.

En adición al experimento, se utilizó y simuló un modelo teórico no variacional tipo
forma normal para contrastar los resultados experimentales y ser capaz de predecir nuevos
comportamientos, el cual ha mostrado su universalidad en fenómenos en bioloǵıa, qúımica y
óptica. Este modelo presenta una transición hacia un estado caótico espacio temporal, el cual
ha sido caracterizado junto con sus exponentes de la fase (k−2, ω−2) y la envolvente (k−2, ω−2)
como turbulencia mediada por defectos. Esta caracterización tuvo como principal desaf́ıo la
eliminación de la solución base tipo patrón oscilatoria, con la finalidad de obtener solamente el
comportamiento turbulento caótico espacio temporal presente. Para ello, se utilizó diferentes
filtros tipo bandstop en el espacio de Fourier, los cuales permitieron limpiar el espectro de la
influencia de los armónicos del patrón oscilatorio, obteniendo los mejores resultados para el
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filtro de Butterworth.

Luego, se amplió el problema de investigación a un sistema en dos dimensiones espaciales.
Este se estudió experimentalmente a través de la creación de un dominio rectangular usando el
SLM, el cual se somete a un voltaje V0 dado por una fuente de poder y la retroinyección óptica,
la cual permite variar el parámetro de retroinyección libre. Se encontró en esta variación de L
diferentes tipos de patrones como labeŕınticos y circulares, junto con la presencia de dinámica
de frentes. En particular, nos interesó estudiar la aparición de dinámica permanente en el
sistema 2D, la cual queda de manifiesto para un valor de L = −5.5 cm. Se analizó una región
particular del dominio en este valor, la que presenta una ley de potencia en la intensidad de
la luz con valores cercanos a k−4 y ω−2.

Por el lado del modelo teórico, se simuló la ecuación de Turing-Swift-Hohenberg no varia-
cional en dos dimensiones usando un método espectral y otro basado en diferencias finitas de
tipo Runge-Kuta orden 4. Ambos métodos muestran resultados coherentes uno con el otro.
Se exploró el espacio de fase del sistema encontrando diferentes estados. En donde destaca
una región con la presencia de hexágonos, la que pudo ser caracterizada mediante su trans-
formada de Fourier espacial, obteniendo seis modos principales y una región compleja que
se asemeja al experimento al seguir aumentando el valor del parámetro c. Esta región fue
caracterizada en términos de su densidad espectral, el cual presenta exponentes cercanos a
k−15 y ω−0.5. Las discrepancias en dos dimensiones entre el experimento y la simulación aún
son motivo de estudio.

Finalmente, es importante señalar las proyecciones del problema de investigación, el cual
se empezará a estudiar a futuro su espectro de Lyapunov en dos dimensiones para determinar
la naturaleza dinámica del sistema. Además de la implementación del código en lenguaje C
de la transformada de Hilbert en dos dimensiones con fines de optimización del código ya
desarrollado.

63



Bibliograf́ıa

[1] Effects of Electric Field on Liquid Crystals, chapter 4, pages 127–148. John Wiley Sons,
Ltd, 2014.

[2] P. J. Aguilera-Rojas, M. G. Clerc, S.́ıa-Alar@, Y. Soupart, and M. Tlidi. Fingerprint
pattern bi-turbulence in a driven dissipative optical system. Chaos Solitons and Fractals,
182:114851, May 2024.

[3] P.J. Aguilera-Rojas, M.G. Clerc, S. Echeverŕıa-Alar, Y. Soupart, and M. Tlidi. Finger-
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[14] Felix Bloch. Über die quantenmechanik der elektronen in kristallgittern. Zeitschrift für
Physik, 52:555–600, 1929.

[15] Ignacio Bordeu and Marcel G. Clerc. Rodlike localized structure in isotropic pattern-
forming systems. Phys. Rev. E, 92:042915, Oct 2015.

[16] Max Born and Emil Wolf. Principles of optics: electromagnetic theory of propagation,
interference and diffraction of light. Elsevier, 2013.

[17] J.C. Butcher. Numerical methods for ordinary differential equations in the 20th cen-
tury. Journal of Computational and Applied Mathematics, 125(1):1–29, 2000. Numerical
Analysis 2000. Vol. VI: Ordinary Differential Equations and Integral Equations.

[18] S. Chandrasekhar. Liquid Crystals. Cambridge monographs on physics. Cambridge
University Press, 1992.

[19] H Chate. Spatiotemporal intermittency regimes of the one-dimensional complex
ginzburg-landau equation. Nonlinearity, 7(1):185, jan 1994.
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Pattern formation can be induced by coupling electro-
magnetic fields to a polarizable and lossy medium. In-
creasing energy injection patterns can exhibit aperiodic
behaviors. We investigate the self-organization of unidi-
mensional aperiodic patterns. Based on a liquid crystal
light valve with optical feedback, we observed aperiodic
one-dimensional patterns with power laws in the tem-
poral and spatial spectrum density of the light intensity,
and their pseudo envelope and phase characteristic of
spatiotemporal complexity. Theoretically, a local model
describes the system close to nascent bistability and spa-
tial instability. Numerical simulations of this model
show chaotic spatiotemporal patterns whose temporal
and spatial spectra have exponents similar to those ob-
served experimentally.

1

http://dx.doi.org/10.1364/ao.XX.XXXXXX2

3

Non-equilibrium processes often lead to the emergence of4

patterns, which evolve from a homogeneous state by sponta-5

neously breaking spatial symmetry [1, 2]. In optics, coupling6

an electromagnetic field to a polarizable medium and losses7

can induce a diffraction-diffusion mechanism of pattern forma-8

tion [3]. For example, transverse patterns have been observed in9

gas [4, 5] and semiconductor laser [6], photorefractive media (see10

the textbook [7] and reference therein), sodium vapor [8] and11

liquid crystal cells [9] with single-mirror feedback, and liquid12

crystal light valve (LCLV) with optical feedback [10], to mention13

a few. As one injects energy, secondary instabilities can generate14

oscillations and complex spatiotemporal behaviors of optical15

patterns [5, 11]. Dissipative systems far from equilibrium can16

exhibit non-periodic spatiotemporal dynamics. These include17

fiber lasers [12, 13], nonlinear optics [14, 15], active matter [16],18

interfacial dynamics [17], chemical reactions [18], financial mar-19

kets [19], and Bose-Einstein condensates [20], among others. In20

all of these systems, the observed dynamics from a statistical per-21

spective are turbulent-like, that is, unpredictable (spatiotemporal22

chaos), and a wide range of spatial wavelengths participate in23

the permanent dynamics (power-law spectra). The power law24

spectrum density has been observed for different quantities such25

as kinetic energy, light intensity, information, intensity correla-26

tion, and phase gradient. A pioneering example of this type of27

behavior is the phase turbulence [21]. In most of the previous sys-28

tems where turbulence-like behavior is observed, a power law29

is typically observed for a decade or a few decades of wavenum-30

ber in the spectrum due to the absence of different structures or31

defects at different scales [12–20]. Spatiotemporal complexity of32

fingerprint patterns with turbulent-like behavior has recently33

been observed in an LCLV with optical feedback [15].34

This letter aims to investigate spatiotemporal self-35

organization behaviors for one-dimensional aperiodic optical36

patterns. Based on a liquid crystal light valve with optical37

feedback and spatial light modulator, we observe aperiodic38

one-dimensional patterns, see Fig. 1, when one increases the39

intensity of the illumination light or the free propagation length40

L of the optical feedback. The temporal and spatial intensity41

spectra density exhibit power laws. The pattern’s dynamical42

behavior is characterized by determining its pseudo envelope43

and phase using the Hilbert transform [22]. This pseudo phase44

field exhibit a spatial and temporal spectra with power laws.45

The phase exhibits k−2 and ω−2 spectrum, which is typical46

of phase turbulence [21]. The amplitude (light intensity) and47

pseudo envelope of the pattern spatial and temporal spectra48

density show defect turbulence with an exponent close to -349

and -2, respectively. The structure functions of the amplitude50

fluctuations at different exponents allow us to conclude that51

the observed dynamics are self-similar. Theoretically, close to52

the nascent bistability and spatial instability, Lifshitz point, a53

local model describes the system. Numerical simulations of54

this model present spatiotemporal chaotic patterns [23]. The55

numerically observed dynamics are characterized by complex56

defect dynamics, whose temporal and spatial spectra tend to57

follow power laws. The envelope and phase of the observed58

patterns are characterized by spatial and temporal spectra with59

similar exponents to those observed experimentally.60

The LCLV with optical feedback is a flexible setup that ex-61

hibits a wide range of dynamic behaviors, such as multistabil-62

ity, front propagation, pattern formation, localized states, and63

aperiodic spatiotemporal dynamics (see Rev. [10] and references64

therein). Figure 1a shows a schematic representation of the setup.65

The LCLV consists of a nematic liquid crystal LC-654 (NIOPIK)66

with dielectric anisotropy constant ϵa = 10.7 ϵ0 sandwiched67

between two glass layers separated by a distance d = 15 µm.68

To apply an electrical voltage to the liquid crystals, transpar-69

ent indium tin oxide (ITO) electrodes and a photoconductive70

http://dx.doi.org/10.1364/ao.XX.XXXXXX


Letter 2

a)

b)

c)
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]
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Fig. 1. Experimental aperiodic patterns in a liquid crystal
light valve with optical feedback. a) Schematic liquid crys-
tal light valve (LCLV) representation with optical feedback.
The setup is composed of a coherent light source (He-Ne laser)
sent through a spatial light modulator (SLM) and a polariz-
ing beam splitter (PBS) before hitting the LCLV. After reflec-
tion, the light is filtered in a transversal slit (TSL) placed in
the Fourier plane, then the light is brought to the fiber bundle
(FB) with a beam splitter (BS) and to a complementary metal-
oxide-semiconductor (CMOS) with a mirror (M). f represents
achromatic lenses, and L is the free propagation length. The
applied voltage to LCLV is V0 = 9.72 Vrms. The red arrows
indicate the propagation of light. The illuminated region of
the LCLV is a quasi-one-dimensional region of dimensions
1440×352 µm2. b) A snapshot and middle plane profile (pat-
tern intensity and their pseudo envelope and phase φ) of a
one-dimensional pattern in which different colors account for
different average inclinations of liquid crystal molecules. k0
and k∗ are the pattern and characteristic coupling wavenum-
ber (k0 < k∗). c) Spatiotemporal evolution of one-dimensional
patterns.

layer are deposed on the glasses. The back layer of the liquid71

crystal cell contains a dielectric Bragg mirror with optimized72

reflectivity for 632.8 nm light. The molecules on the cell wall73

are anchored parallel to it, corresponding to a planar anchoring74

in the cell’s diagonal direction. The LCLV can be electrically75

addressed by applying an oscillatory voltage V0 Vrms and fre-76

quency f0 = 1.0 kHz across the layer. The optical valve is opti-77

cally forced with a He-Ne laser of intensity Iin and wavelength78

λ0 = 632.8 nm. The LCLV is placed in a 4 f optical configuration79

( f = 25 cm) as shown in Fig. 1a. A transversal slit (TSL) is placed80

a)

b)

c)

-2.5±0.2
-2.1±0.1

-1.9±0.2

Fig. 2. Experimental spatiotemporal complexity of patterns
in a liquid crystal light valve with optical feedback. a) Spa-
tial and b) temporal spectra of the light intensity I(x, t) (left
panel), and pseudo phase and enveloped field (right panel).
The points show the experimental results and the straight
continuous curves help show the power law trend. Vertical
dashed lines account for characteristic wave numbers. c) Spa-
tial exponent ζr

p of structure-function Sp(r) as a function of
the p index. The inset accounts for temporal exponent ζτ

p as a
function of the p index. The points and their respective error
bars are the exponents obtained experimentally. The straight
solid lines show the trend of the points.

in the Fourier plane to filter spatial modes. The optical feedback81

circuit is closed with a fiber bundle (FB) placed 4 f from the LCLV82

front surface. Depending on the local light intensity, the optical83

fiber bundle injects the light into the photoconductive layer and84

applies an additional local voltage to the liquid crystal material.85

The optical feedback loop is designed so that the light simul-86

taneously undergoes diffraction propagation (characterized by87

the length L) and polarization interference induced by the polar-88

izing beam splitter (PBS). For one-dimensional experiments of89

dimensions, lx = 1440 µm and ly = 352 µm, a spatial light mod-90

ulator (SLM) is considered. The SLM prevents optical feedback91

in unilluminated areas, thereby creating an absorbing boundary92

condition. The experiment is monitored by a complementary93

metal-oxide-semiconductor (CMOS) camera.94

Figures 1b and 1c show a snapshot of a one-dimensional95

aperiodic pattern with k0 wavenumber and its respective spa-96

tiotemporal evolution. This chart shows that the pattern also97

exhibits other wavelengths (k∗), which are coupled with the98

dynamics of the pattern’s global mode (k0). Likewise, one in-99

fers an aperiodic complex dynamics the pattern defects. The100

patterns observed are chaotic in nature [11]. To characterize101

the dynamics statistically, we calculate the spatial and temporal102

spectrum density of light intensity I(x, t) defined in the spatial103

case by ⟨
∫

eikx|I(x, t)|2dx⟩/T, where x and t stand for the spatial104

coordinate and time, k is the wavenumber, and the symbol ⟨ ⟩105

accounts for temporal average in a long period T. The temporal106

spectrum is defined in a similar manner. Figure 2 shows the107
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spectrum densities obtained, characterized by tails with power108

laws of approximately k−3.5 and ω−2.5. This manifests the spa-109

tiotemporal complexity of the patterns [12–20], characterized110

by the dynamics of defects and coupling of modes with the dif-111

ferent wavenumbers, which includes a decade of wavenumber.112

Note that the liquid crystal is a strongly overdamped waveless113

medium. Due to the inherent fluctuations of the experimental114

system, noise, the spectra for large wavenumbers or frequencies115

deviate from the power law and tend to flatten out [24].116

To understand complex dynamics, the pattern evolution can117

be decomposed into the pseudo envelope and phase of the pat-118

terns using the analytical signal buildup with the Hilbert trans-119

form [22, 25]. This type of method has been implemented to120

understand complex patterns in the catalytic oxidation of carbon121

monoxide [25], linear [26] and nonlinear optics [15]. Figure 2122

shows the spectra density of the pseudo phase and envelope of123

the pattern. The spectrum of this phase has an exponent close124

k−2 and ω−2, which is characteristic of phase turbulence [21].125

The origin of this exponent corresponds to non-correlated abrupt126

transitions between two typical values of the phase. For the127

pseudo envelope field, we find that the tails of the spectra are128

close to k−3 and ω−2, which accounts for the defect dynamics. In129

addition, one can study the higher-order correlations, also called130

structure functions [27], to better understand the pattern’s dy-131

namics and whether they have characteristic scales. Let us intro-132

duce temporal structure functions Sp(τ) ≡ ⟨∥I(t)− I(t + τ)∥p⟩,133

where the symbols ∥∥ and ⟨⟩ account for the spatial norm and134

the temporal average, respectively. For spatial self-similar turbu-135

lent fluid dynamics, Kolmogorov theory predicts a scaling law136

of type Sp(τ) ∝ τζτ
p [27], where ζτ

p is the exponent of structure137

function. Namely, the system does not have characteristic scales138

in the turbulent window. Analogously, one can introduce spatial139

structure functions Sp(r). We also expect Sp(r) ∝ rζr
p for tem-140

poral self-similar turbulence. Figure 2c summarizes the results141

found. From this chart, we infer that the observed behavior is142

self-similar.143

To account for the experimental observations, we consider144

the LCLV with optical feedback simultaneously close to the145

nascent bistability and spatial instability, the Liftshitz point [28],146

the dynamics of the system is described by147

∂tu = η + ϵu − u3 − ν∂xxu − ∂xxxxu + c(∂xu)2 + κu∂xxu, (1)

where the order parameter u(x, t) accounts for the devia-148

tion of the average molecular orientation θ(x, t) with re-149

spect to a critical value θc, the light intensity I reach-150

ing the camera is related to u(x, t) by I(x, t) ≈ Iin(1 −151

cos
[
0.4dλ0 cos2(θc)(1 − 2 tan(θc)u/u0)

]
) with u0 a normaliza-152

tion constant [28]. ϵ is the bifurcation parameter, which is pro-153

portional to the voltage minus the critical one, η is a parameter154

that controls the size of bistability, which is proportional to the155

intensity of the input laser, ν is the anti-diffusion coefficient,156

which is proportional to the elastic diffusion minus the square157

of the diffraction propagation length, c and κ account for the158

nonvariational advection and nonlinear diffusion; both are pro-159

portional to the diffraction propagation length. The detailed160

relationship between the parameters of Eq. (1) and the physical161

parameters of the LCLV with optical feedback is given in [29].162

It is known that model Eq. (1) presents chaotic spatiotemporal163

patterns [23]. Figure 3a shows the typical spatiotemporal chaotic164

patterns, which present complex defect dynamics. Analogously165

to the experimental case, we have calculated the spatial and166

temporal spectrum density of the order parameter u, which is167

a)

b)

c)

Fig. 3. Numerical spatiotemporal complexity of patterns in
model Eq. (1) by η = −0.04, ϵ = −0.092, ν = 1.0, c = 10.4,
and κ = −3.05. a) Spatiotemporal diagram of aperiodic pat-
tern. Inset accounts for the profile of an extract of the pattern.
Dashed circumferences show defects in the pattern. b) and c)
spatial and temporal spectrum density of the order parameter
u(x, t) (left panels) and pseudo phase and envelope field of
the pattern (right panels). The points are the results obtained
numerically, and the straight lines show the power law trend
of the numerical data.

illustrated in Figs. 3b and 3c. In this case, the spectra have many168

oscillations related to the harmonics of the main wavenumber169

and frequency. However, the spectra follow a power law trend170

close to k−3.5 and ω−2.2, which are qualitatively in agreement171

with the experimental observations (see Fig. 2). We have deter-172

mined the pseudo envelope and phase field to characterize the173

observed dynamics analogously to the experimental analysis.174

Figure 3b and 3c show the pseudo phase and envelope spatial175

and temporal spectra, respectively. This phase again exhibits a176

typical spectrum of phase turbulence [21]. On the other hand,177

the spectrum density of the envelope follows the behavior close178

to k−2.5 and ω−2. Hence, the dynamics presented by the local179

model Eq. (1) are qualitatively similar to those observed experi-180

mentally. However, the experiment is carried out far from the181

region where the model Eq. (1) is valid since, in that region, the182

inherent fluctuations and imperfections of the experiment make183

the experimental study a thorny task.184

Because the effect of the wavenumber of the pattern k0 is185

dominant in the numerical simulation, we have filtered this186

wavelength from the spatial spectra. Figure 4a shows the spec-187
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c)

b)

a)

Fig. 4. Spatial spectrum densities. The spatial spectra of the
scalar, and pseudo phase and envelope field when a) the pat-
tern wavenumber k0 is filtered in the model Eq. (1), and b) a
Butterworth bandstop filter is applied to the pattern of the
model Eq. (1). c) Spatial spectrum of the light intensity I(x, t)
(left panel), and pseudo phase and enveloped of the pattern
(right panel) for an optical channel of dimensions lx = 2550
µm and ly = 431 µm with a voltage V0 = 8.48 Vrms. The
points show the experimental results and the straight continu-
ous curves help show the power law trend. Inset accounts for
a snapshot of the observed pattern.

trum of the scalar, and pseudo phase and envelope field found188

when filtering. In this case, all the spectra tend to be close to k−2.189

Alternatively, if one considers a bandstop filter [30], one obtains190

the result shown in Fig. 4b. Again, one obtains spectra close to191

k−2. Therefore, all these filters allow us to detect the complex192

aperiodic patterns dynamics of the model Eq. (1).193

Experimentally, it is not possible to study a one-dimensional194

pattern; one always considers a quasi-one-dimensional system195

of dimensions lx × ly (lx = 1440 µm, lx = 352 µm, and ly ≪ lx,196

ly/lx ≈ 0.24). To study the effect of the aspect ratio ly/lx of the197

optical channel, we have decreased the aspect ratio by lx = 2550198

µm and ly = 431 µm (ly/lx ≈ 0.17). Unexpectedly, the tail of199

the spatial spectrum for the light intensity changes dramatically200

close to k−2. Figure 4c illustrates the spatial spectrum density201

found. Likewise, we calculated the pseudo phase and envelope202

field associated with the pattern based on the Hilbert transform’s203

analytical signal. Figure 4c summarizes the spectra found for204

these fields. Note that both spatial spectra present power laws205

close to −2. Hence, quasi-dimensional dynamics can signifi-206

cantly impact the complex dynamics established by aperiodic207

patterns by altering the structure of defects, as shown in Figs. 1b208

and 4c.209

In conclusion, based on a liquid crystal light valve with op-210

tical feedback and spatial light modulator, we have observed211

aperiodic one-dimensional patterns with temporal and spatial212

spectra with power laws. Likewise, through a valid mathemati-213

cal model close to a Lifshitz point, we numerically find chaotic214

spatiotemporal patterns whose temporal and spatial spectra215

have exponents similar to those observed experimentally.216
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