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Resumen

En los sistema extendidos, un comportamiento complejo puede ser caracterizado a través
de sus propiedades dindmicas (caos espacio temporal) y estadisticas (comportamiento tipo
turbulento). En el contexto de las observaciones experimentales halladas en el experimento
de la valvula de cristal liquido con retroinyeccién optica, las cuales muestran una transicion
a un comportamiento tipo turbulento desde un patron estatico, surge la pregunta acerca
del mecanismo por el cual este se produce: Turbulencia de fase, mediada por defectos o
intermitencia. Esta tesis cumple con el objetivo de caracterizar este mecanismo y dar cuenta
de sus propiedades estadisticas.

En el Capitulo 1, se introducen conceptos y herramientas esenciales para el correcto
entendimiento de esta tesis como la turbulencia, el espectro de Lyapunov y la transformada
de Hilbert entre otros

En el Capitulo 2, se presentan los resultados experimentales principales obtenidos en el
experimento de la valvula éptica de cristal liquido con retroinyeccién éptica para un canal
cuasiunidimensional. Se explica en detalle la transicién encontrada en funcién del largo de
difraccion libre L, ademéas de una caracterizacion del estado turbulento encontrado.

En el Capitulo 3, se presenta el modelo de Turing-Swift-Hohenberg varicional y su versién
no variacional, la que esta estrechamente relacionada con el experimento de la valvula 6ptica
de cristal liquido. Se muestra el trabajo anterior en sus propiedades dinamicas, en donde
fue obtenido y caracterizado el caos espacio temporal. Luego, se presentan las simulaciones
numéricas realizadas, las cuales sirvieron para calcular las propiedades estadisticas. Ademas
se explican los valores de los exponentes del espectro original y como es posible mejorar los
resultados en funcién de un filtro al patron base presente.

En el Capitulo 4, se presenta en primer lugar la ecuaciéon de Ginzburg-Landau con coefi-
cientes complejos en una dimension. Este modelo permite una fenomenologia de los estados
turbulentos observados, la que se explora mediante el calculo de sus propiedades estadisti-
cas. Después, se introduce el modelo de Coullet-looss, el cual es una variacion del modelo
anterior ya que introduce una ecuacion acoplada para la fase local del patron en estudio. Se
investigd el espacio de parametros de este modelo, ademas de caracterizar estadisticamente
los diferentes espectros de potencia de los nuevos estados.

Finalmente, el Capitulo 5 presenta los resultados preliminares de la ampliacién de nuestros
estudio a dos dimensiones espaciales. Fue posible encontrar en las simulaciones nuevos estados
en dos dimensiones que se asemejan a su contraparte experimental.
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a) Diagrama de fase para la ecuacién TSH en dos dimensiones en donde la
zona blanca interior corresponde a un patrén laberintico, las zonas de lineas
intermitentes a un patrén circular y las lineas continuas a una zona de co-
existencia con un patron circular alargado. Recuperado de Bordeau & Clerc
(2015) [15] b) Estado base variacional de tipo patrén circular en la ecuacién
TSH en dos dimensiones con pardametros n = —0.29, v = =2, 4 =0.13, kK = 0,
¢ = 0. Simulacién numerica utilizando el método pseudoespectral junto con
Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales. . . . . . . . .. ..

Estados en la ecuaciéon TSH no variacional en dos dimensiones con parametros
n = —021, p = 0.1, v = —1.6, ¢ = 0 variando el pardmetro x. a) Estado
con k = —2.6 b) Estado con K = —2.9 ¢) Estado con k = —3.2. Simulacién
numerica utilizando el método pseudoespectral junto con Runge-Kutta orden
cuatro en dos dimensiones espaciales. . . . . . ... ...

Simulacién de estados en la ecuacion TSH no variacional en dos dimensiones
a través del método pseudoespectral junto al método de Runge-Kutta orden
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Transformada de Fourier en dos dimensiones del estado n = —0.25, u = 0.17,
v=—-16,k = —0.36 y ¢ = 6.1 representado en términos de log(F(u) + 1)
para mejor visualizacién. En la esquina superior derecha se presenta un zoom
del centro de la transformada de Fourier. . . . . . . . ... ... ... ....

Evolucién temporal de un corte en la grilla bidimensional lo que da como
resultado un perfil unidimensional. Simulacién nimerica utilizando el méto-
do pseudoespectral junto con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones
espaciales. . . . ...

Estado complejo: n = —0.25, p = 0.17, v = —1.6, kK = —0.36, ¢ = 15. a)
Transformada de Fourier en dos dimensiones representada como log(F(u)+ 1)
para mejor visualizacién donde se obseva dindmica en un amplio rango de
nimeros de onda. b) Densidad espectral espacial en la variable polar ||k||.

Densidad espectral temporal correspondiente al estado complejo de pardmetros
n=-025 u=017v=-16,k=—-036,c=15.. . . . . . . ... ... ..

Transicién en dos dimensiones en funcién del largo de difraccién libre L para
parametros Vy = 8.48V e I, = 0.41 mW/ch. a) Estado homogéneo en el
dominio completo visto por la cdmara para L = 0 cm b) Estado de frentes
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6.9. Espectros de potencia para la intensidad de la luz medida en los datos ex-
perimentales obtenidos con L. = —6 c¢cm a) Densidad espectral radial de la
transformada de Fourier en dos dimensiones b) Densidad espectral temporal. 60
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza es posible observar una gran variedad de fenémenos, los cuales desde
siempre han cautivado la capacidad de sorpresa del ser humano llevandolo a sugerir diferentes
creencias e ideas como forma de explicacién. Desde el punto de vista de las ciencias fisicas, se
realizé un intento,con mucho éxito, por explicar algunos de estos sucesos en términos de una
tendencia al equilibrio. De esta manera, un sistema dado, se considerara en equilibrio si su
comportamiento se mantiene constante para un tiempo infinitamente largo, y ademas, este
serd un equilibrio estable si es que bajo cualquier perturbacion o fluctuacion, el sistema es
capaz de mantenerse en su estado sin ser afectado. Sin embargo, el Universo nos presenta no
solo fenémenos en equilibrio, sino una diversidad entre objetos que se encuentran en este y
aquellos que no. Asi, tenemos objetos altamente organizados, lejos del equilibrio, como la vida,
y también objetos que estan en equilibrio, y por lo tanto son desorganizados, lo que equivale
a la imposibilidad de una séla descripcién universal basada en el principio del equilibirio, o
como lo llamaremos en este tesis, variacional. Esto no significa en ningin caso que Newton
esté equivocado, sino que lo que nos decia se aplicaba a situaciones particularmente simples
como el movimiento de un péndulo o el de la Tierra alrededor del Sol y corresponden por lo
tanto a simplificaciones.

Hoy estamos convencidos de que la mayoria de fenémenos complejos que encontramos solo
puede producirse lejos del equilibrio porque lejos de este ya no existe principio variacional,
y entonces no habra un estado ideal hacia el cual el sistema debe necesariamente tender,
sino nos acercamos a un régimen de perturbaciones y bifurcaciones, en donde surgen natu-
ralmente nuevas soluciones, las cuales llamaremos estructuras disipativas, idea introducida
por Prigogine [72]. Este régimen correspondera al de interacciones complejas, las cuales son
estudiadas y modeladas bajo el lente de la fisica no lineal.

En este contexto de no linealidad es donde la formacién de patrones complejos emerge
como una nueva solucién en los sistemas lejos del equilibrio [75]. Ejemplos en nuestro diario
vivir existen en diferentes escalas. Desde patrones presentes en reacciones quimicas, pasando
por los pelajes de diferentes animales y patrones vegetales en el desierto hasta las estructuras
formadas por las nubes bajo diferentes condiciones climéticas [47, 61, 35, 76]. Estos patrones
presentan caracteristicas complejas e impredecibles que los vuelven imposibles de describir
en términos simples y deterministas, lo que nos lleva a estudiar la emergencia de estos en



sistemas que puedan dar cuenta de la rica complejidad que presentan estas estructuras.

I £ G I X d o : ’
10°  10'~107 10° distancia [m]

Figura 1.1: Compendio de patrones complejos observados en diferentes esca-
las. De izquierda a derecha: Patrén observado en cloroplastos(Recuperado de
Wikipedia: https://es.wikipedia.org/wiki/Cloroplasto#/media/Archivo:
Plagiomnium_affine_laminazellen.jpeg), reacciéon quimica de Belousov-Zhabotinsky
(Imagen de Arthur Winfree https://sciencephotogallery.com/featured/
belousov-zhabotinsky-reaction-in-dish-prof-arthur-winfreescience-photo-1library.
html), patrones en animales (Imagen superior recuperada de https://www.
nationalgeographic.es/animales/leopardo, Imagen  inferior = recuperada  de
https://www.reddit.com/r/ReefTank/comments/hr5frq/the_ornate_boxfish_
aracana_ornata/ ), patrones tipo rayas y fairy circles en Australia y Nami-
bia respectivamente (Imagen superior recuperada de Meron (2019) [63], ima-
gen inferior recuperada de https://www.smithsonianmag.com/smart-news/
what-causes-namibias-fairy-circles-probably-not-termites-180951534/) y
patrones observados en nubes tipo rayas y Mammatus (Imagen superior propia,
imagen inferior recuperada de https://weather.com/sports-recreation/news/
sky-watching-mammatus-20130227)

Se describird un experimento basado en una celda de cristal liquido nematico con retroin-
yeccion éptica en donde se utilizard un campo eléctrico para alinear las moléculas del cristal
liquido en una direccién determinada. Junto con ello, un haz de luz proveniente de un laser de
Helio-Neén incidira en la celda de cristal liquido polarizandose de una determinada manera
dependiendo de los indices de refraccion presentes en el cristal, los cuales son funcién de la
organizacién molecular o director promedio del cristal. Para finalizar, se suma una valvula
de retroinyeccion, la cual entregara un campo eléctrico adicional dependiente de la luz inci-
dente. En sintesis, este experimento se conoce como el experimento de la vdlvula optica de
cristal liquido (LCLV), el cual puede exhibir una gran variedad de fenémenos robustos fuera
del equilibrio. Al cambiar los parametros de retroinyeccién de la luz en el experimento es
posible agregar dindmica no variacional al sistema, la cual ha mostrado generar dinamica
permanente, estados caodticos y estructuras localizadas. Por otro lado, los resultados preli-
minares sugieren la existencia de una dindmica cadtica espacio temporal, la cual ain no ha
sido analizada en términos estadisticos para categorizarla segin el criterio propuesto para la
ecuacién de Ginzburg-Landau con coeficientes complejos por Chaté (1994) [19, 20].

La incidencia de esta dindmica no variacional relacionada a la variacién de la valvula de
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retroinyeccién de la luz ha sido estudiado en el contexto del experimento [75, 6, 22] y ha sido
derivada una ecuacién tipo forma normal de Lifshitz desde la ecuacion original que modela la
dinamica del experimento. Esta forma normal presenta una regién de caos espacio temporal
en su versiéon unidimensional [24]. Sin embargo, no se conoce su comportamiento estadistico
en una dimensién ni tampoco sus propiedades generales en dos dimensiones.

1.0.1. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar y caracterizar los patrones espacio
temporales en una valvula optica fuera del equilibrio, desde perspectivas tedricas, experimen-
tales y numeéricas.

e Definir, desde el punto de vista fisico y matematico, el patrén espacio temporal, que
nos permita caracterizarlo para estudiarlo y poder aplicar el conocimiento adquirido a
otros contextos fisicos.

e Participar activamente en conjunto con otros investigadores en formacion en el estudio
experimental de patrones complejos observados en la valvula 6ptica con retro inyeccion.

e Caracterizar estadistica, tedrica y experimentalmente, leyes de comportamientos tales
como leyes de espectro de modos, caracterizacién de los factores de estructura, los cuales
permiten distinguir intermitencia espacio temporal o auto-similitud [38]. Identificar el
origen de estas leyes y caracterizarlas como funcién de los parametros fisicos.

e Caracterizar tedrica y experimentalmente la dinamica de los comportamientos com-
plejos de los patrones espacio temporal por medio de la determinacién del espectro
de Lyapunov, entropia de Sinai-Komogorov, dimensi 6n de Kaplan-York y espectros
temporales.

e Caracterizar la dinamica de defectos de los patrones y modos espaciales.

e (Caracterizar los mecanismos de emergencia o rutas de patrones complejos espacio tem-
porales. Verificar estos mecanismos experimentales.



Capitulo 2

Conceptos preliminares

2.1. Sistemas variacionales

La forma mads intuitiva de entender un sistema fisico simple de la forma & = f(z), es a
través de definir una cantidad escalar llamada energia potencial V' (z). Gréficamente podemos
entenderlo, con la imagen de una bolita deslizando a través de un riel, la cual siempre tendera
el movimiento a las partes del riel que se encuentran a menor altura, siendo imposible para
la bolita acceder a las zonas mayor altura sino es a través de la adquisicion de velocidad. De
esta manera, podemos escribir una ecuacién variacional para el movimiento de la bolita

av

- (2.1)

T =
En donde se usé la convencion estdandar del signo negativo para dar cuenta de que la bolita
siempre "va hacia.?bajo mientras ocurre el movimiento. Como la variable x es dependiente
del tiempo, es posible usar la regla de la cadena de la derivacion para obtener

av  dV dzx
A S 2.2
dt dz dt (22)
De esta forma, y luego de reemplazar la relacion & = —‘fl—‘;, se obtendra
dv av\?
=) < 2.
dt < dz > =0 (2:3)

Por lo tanto, V() siempre decae a través de la trayectoria, y la particula se moverd de
manera de llegar a zonas de potencial mas bajo. Sin embargo, si la particula encuentra un
punto en donde dV/dx = 0, entonces V' se mantiene constante y llamaremos a estos puntos
equilibrios del sistema. Ahora, estos puntos en la nocién pedagogica de la bolita en un riel
seran inestables si fueran maximos de la curva del riel, y estables, y por lo tanto puntos fijos
del sistema, si corresponden a minimos en la curva del riel (potencial).
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Figura 2.1: Representacién del movimiento de una particula en un potencial. Imagen recu-
perada de Force and potencial energy - Physics Libretexts. https://phys.libretexts.orq/

2.2. Caos espaciotemporal

Un sistema determinista caracterizado por una ecuacion diferencial puede llegar a presen-
tar una dinamica erratica y persistentemente irregular. Esta dindmica, a la cual llamaremos
caos, estard caracterizada por una sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales [58].

»i
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-

Figura 2.2: Patron climético similar divergiendo uno respecto al otro observado por Lorenz.
Recuperado de Gleick (1987)[41]

Estos sistemas cadticos pueden ser representados por un pequeno numero de grados de
libertad como el mapa logistico w1 = rut(1 — u;) o como el modelo de Lorenz [58], el cual
presenta términos no lineales para tres ecuaciones diferenciales acopladas. Recientemente,
sin embargo, se han estudiado sistemas cadticos que no pueden ser reducidos a un modelo
con pocos grados de libertad [65]. Estos sistemas los llamaremos extendidos, y por lo tanto,
su descripcion requiere de un gran numero de elementos cadticos distribuidos en el espacio.
De esta forma, esta nueva descripcién de sistemas extendidos la llamaremos caos espacio-
temporal.



2.3. Analisis del espectro de Lyapunov

Al observar un fenémeno aparentemente complejo, la primera impresién es invocar la
presencia de caos aunque en realidad no sea el caso. Tal es el ejemplo de (poner caso de
topicos de fisica no lineal). En consecuencia, es necesario introducir una medida cuantitativa
del caos y complejidad de un sistema mas alld de la mera impresién humana, lo que se
traducira en el analisis del espectro de Lyapunov, la dimension de Yorke-Kaplan, entropia de
Kolmogorov-Sinai.

Si consideramos un sistema dindmico que presenta comportamiento cadtico, entonces sus
trayectorias desde dos condiciones iniciales separadas por d Zj, se separaran exponencialmente
acorde a un tiempo caracteristico llamado tiempo de Lyapunov, resultando para un tiempo
t, una separacién igual a §Z(t) = e*§Z, en donde corresponde al primer exponente de
Lyapunov. Formalmente, este puede escribirse como:

.., 1 8Z(t)
>\1 N tllglo 6%10120 ; In 5Z0

(2.4)

Si el sistema no es cadtico y presenta un atractor, entonces A < 0. Asi mismo, si el sistema
presenta un comportamiento periddico, entonces A = 0. Mientras que si A > 0, el sistema
presenta un atractor extrano y las trayectorias divergiran exponencialmente. Esta evolucion
exponencial de las trayectorias estara caracterizada por N exponentes asociados a los N
grados de libertad del sistema, lo que en el caso de un sistema extendido, como revisamos en
el apartado anterior, al presentar estos infinitos grados de libertad espaciales conllevara un
infinito nimero de exponentes, lo que se conoce como espectro de Lyapunov [85, 70].

Otro punto a considerar es la dimension de Yorke-Kaplan,la que da cuenta de la dimension
(fractal en el caso del caos) del sistema dindmico. La conjetura de Yorke-Kaplan [51] senala
que la dimensién del sistema esta relacionada con el espectro de Lyapunov como:

I\
Dyyg = j+ =2=22 (2.5)
[Aja]

Donde ) A; ~ 0. Luego, se marcard una diferencia entre el caos temporal de baja di-
mensiéon y el caos espacio-temporal en la manera en que la dimension de Yorke-Kaplan se
comporta cuando el tamano del sistema aumenta es diferente, lo que se conoce como una
cantidad extensiva. Por un lado, si la dimensién de Yorke-Kaplan es constante vs el tamano
del sistema, estamos en presencia de caos temporal de baja dimensionalidad. En cambio si
Dy, v por lo tanto el espectro de Lyapunov, escala junto al tamano del sistema entonces
el sistema presenta caos espacio-temporal. En esta tesis se estudiara la emergencia del caos

espacio-temporal en un sistema 6ptico extendido y no el caos temporal de baja dimensiona-
lidad.



2.4. Defectos

En el contexto del experimento de la véalvula y el estudio tedrico de las propiedades de
este, un defecto corresponderd a una imperfeccion o irregularidad en el patrén distintivo del
sistema [30]. La aparicién de estas imperfecciones da cuenta de una dindmica compleja y con
nuevas reglas.

Los defectos para dimensiones D > 1, presentan propiedades topoldgicas, ya que dan
cuenta de una discontinuidad en el campo de angulos de un espacio dado, y presentan una
carga topoldgica, la cual para destruir un defecto topolégico debe encontrarse a otro con una
carga opuesta. De esta manera, los defectos son soluciones muy robustas al presentar esta
proteccion de carga.

En el contexto del grueso del trabajo con campos complejos de esta tesis nos enfrentamos a
defectos no topoldgicos. Estos defectos corresponden a un agujero de valor nulo en el sistema.
Por otro lado, estos defectos pueden crearse y destruirse no sélo mediante la interaccion de
un par sino también a través de la misma dinamica presente en el sistema, lo que dara paso
a una dindmica dominada por la creacién/aniquilacién de estos [56, 66].

2.5. Transformada de Hilbert

Al enfrentarse a una ecuacién diferencial con términos no lineales de la forma 4 = f(u),
en donde u corresponde a una variable dependiente del tiempo y del espacio, mientras que f
es algin operador no lineal. Vemos que no es posible determinar una solucién analitica para
u(z,t), ademas de muchas veces ni siquiera ser capaces de resolver en ningun caso para la
ecuacion de u. Debido a esta problemitica es que surge la necesidad de separar las dinamicas
de la variable, de tal forma de reescribir la ecuacién en términos de su envolvente A y su fase
o:
u(x,t) = Az, t)e? (2.6)

Por consiguiente, ahora existird una ecuacion correspondiente para la envolvente y una para
la fase, estando separadas su evolucion temporal aunque con la posibilidad de estar acopladas.

En este contexto dado es donde surge la utilidad y uso de la transformada de Hilbert, la
que permite hacer el mismo andlisis tedrico hecho en (2.3) en las simulaciones numéricas y
datos experimentales obtenidos. Formalmente, la transformada de Hilbert corresponde a una
convolucién (operacién entre dos funciones) definida por :

H(u)(t) = %p.v. / T bt = Pu(r)dr (2.7)

—00

En donde p.v. corresponde al valor principal de Cauchy para una integral impropia [50] y
h(t) = L.

La transformada de Hilbert, de la forma en la que se presenta en (2.4), no esté bien definida
matematicamente para senales en dos dimensiones, por lo que para el analisis de datos en
dos dimensiones u(x,y,t) de la envolvente y la fase nos encontramos con un problema de

7



implementacion. Afortunadamente, Wietzke et al. (2008) [90] desarroll6 un algoritmo para
mapear la transformada de Hilbert bien definida desde una esfera un plano, lo que soluciona el
problema en dos dimensiones. Aunque el grueso de este trabajo de tesis fue en una dimensién,

NS

Figura 2.3: Mapeo conforme de la transformada de Hilbert desde una esfera al plano. Recu-
perado de Wietzke et al.(2008) [90]

en el capitulo 6 se abordara los avances en el desarrollo de un programa computacional
elaborado en base al algoritmo de Wietzke et al.[90] que soluciona esta problemética para
datos en dos dimensiones.

2.6. Densidad espectral

En el contexto de analisis de senales, surge el concepto de densidad espectral Sy(7) como
una forma de cuantificar la distribucién de energia por unidad de tiempo en cada frecuencia
w de la senal. Usando la transformada de Fourier es posible acceder al espacio de frecuencias,
en donde el promedio de la contribucion de cada una de estas correspondera al espectro. De
esta manera, es posible definir espectros para los diferentes momentos E(y(t)") de grado 7.
En particular, es de interés analizar la densidad espectral asociado al momento de grado dos,
ya que la energia de un sistema en andlisis de sefiales se define en funcién de este como [67]

B, - / " o)t (2.8)

La cual esta relacionada con la energia fisica de un sistema real como

E
E==. 2.
- (29)

En donde Z corresponde a la magnitud en unidades apropiadas.

Consideremos y(t) como los datos deterministas en unidades de tiempo discreto. Comunmen-
te, y(t) puede ser obtenida discretizando una senal de tiempo continua. De esta manera, sin
perdida de generalidad se considera que t =t - Ty, en donde T} serd el intervalo de discretiza-
cién. Asumiendo las condiciones de existencia y convergencia de la senal, es posible definirle
su transformada de Fourier temporal discreta (DTFT) [86]

Y(w)= > ylt)e ™ (2.10)



En donde Y (w) corresponde a la DTFT, la cual se puede usar para calcular la densidad

espectral dada por
Sa(7) = [Y (w)[? (2.11)

Esta cantidad, a pesar de vivir en el espacio de frecuencias w sera equivalente a obtener
la contribucién de orden dos de los datos y(t), la cual se relaciona a través del teorema de
Parseval [67].

> oel0P =5 [ S 2.12)

Finalmente, al considerar un numero de datos N, la densidad espectral a calcular finalmente

sera
2

N
7 1 —iw
Sy(r) = lim B¢ <> y(t)e ™"

t=1

(2.13)

En donde E representa el promedio en N mediciones. La férmula anterior considera ciertas
asunciones para su validez. En particular, la discretizacién debe ser lo suficientemente espa-
ciada como para que no exista correlacion entre las diferentes mediciones de y(t), y por lo
tanto, la correlacion expresada a través de los términos no diagonales en la matriz de cova-
rianza del sistema decaiga lo suficientemente rapido [86] para que no aparezca en la férmula
anterior.

2.7. Turbulencia

En el contexto de la mecanica de fluidos surge el concepto de turbulencia al observar un
flujo irregular, a simple vista complejo y que muchas veces presenta estructuras coherentes
en su composicion llamadas vortices. Para definir una caraterizacion apropiada y fidedigna
de este estado, es posible definir el nimero de Reynolds (Re = %) [38, 37], el cual relaciona
las fuerzas inerciales con las viscosas que actian sobre el fluido y que puede ser usado como
pardmetro de orden para diferenciar entre un fluido en estado no turbulento (laminar) y uno
turbulento. Concretamente, para un Re bajo el fluido sera no turbulento mientras que un Re
dara paso a un regimen turbulento.

Otro punto a tener en consideracién en la turbulencia es la existencia de de una cascada
en el espectro de enerfa Sy(r). Esto significa que existen dos escalas: Una de inyeccién y otra
de disipacién de energia. Estas escalas estaran unidas mediante una escala intermedia que
permitira el flujo de energia desde la escala de inyeccién hasta la de disipacion. Esta unién
entre escalas se produce a través de la formacién, deformacién y aniquilacion de los vortices.
Estos aparecen en distintas escalas espaciales en el fluido y actuaran como intermediarios
en el traspaso de energia hasta la escala disipativa, la cual es suficientemente pequena como
para que la viscosidad del fluido empiece a disipar la energia en forma de calor. De aqui surge
la famosa caracterizacién de la densidad espectral Sy(r) de Kolmogorov [38], el cual entrega
una ley de potencia k=%2, lo que da cuenta de la cascada de energfa.



Figura 2.4: Transicién a la turbulencia en un fluido bajo la presencia de un cilindro circular. a)
Flujo con Re = 1.54. b) Flujo con Re = 26. ¢) Flujo con Re = 140. d) Flujo con Re = 10000.
Recuperado de Van Dyke (1982) [89].

Energy input

A log(E) from +mcan flow
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Figura 2.5: Cascada de energia en un flujo turbulento. Recuperado de Zikanov (2010) [92].
2.8. Comportamientos tipo turbulencia

Los sistemas extendidos representados a través del campo u(x, t) pueden presentar caos es-
paciotemporal al considerar en su dindmica términos no variacionales, los que ademés son no
lineales. Estadisticamente, la presencia de soluciones cadticas espaciotemporales conllevaran
la aparicion en el campo de un comportamiento tipo turbulento. Este comportamiento pre-
sentara cualidades de la turbulencia clasica de fluidos como la sensibilidad exponencial a las
condiciones iniciales, presencia de caos y un acoplamiento de diferentes escalas. Sin embargo,
a diferencia del fenémeno observado en fluidos, en sistemas dinamicos extendidos de manera
general, la formacion de estructuras en diferentes escalas dependera de la ecuacién parcial
diferencial a estudiar. De esta manera, surgen comportamientos embleméaticos en el contexto
de los sistemas extendidos tales como turbulencia de fase [54], turbulencia de amplitud o
mediada por defectos [56] e intermitencia [20], ademds de la observacién de fenémenos turbu-
lentos en otros contextos como turubulencia activa [5] y turbulencia en mercados financieros

[39).

Se debe pensar este comportamiento tipo turbulencia bajo un lente de patrones cadticos
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espaciotemporales recurrentes, los cuales aparecen y desaparecen. De esta manera, aunque
el sistema tipo turbulento evolucione, a priori, desordenadamente, se observara un patron
familiar en este desorden. La dinamica tipo turbulenta serd entonces un recorrido por los
diferentes patrones cadticos espaciotemporales permitidos. Estos sistemas tipo turbulentos

Figura 2.6: Diagramas espaciotemporales correspondientes a a) Modelo Bruselator b) Ecuaa-
cién de Kuramoto-Sivashinsky. Imagen a) recuperada de Kuramoto (1984) [54]. Imagen b)
recuperada de https://chaosbook.org/extras/KSEproject/html/index.html

son caracterizados al igual que la turbulencia en fluidos por su densidad espectral, el cual
acoplara diferentes escalas, con la diferencia de que las escalas que se acoplan seran de
una década o poco mas, debido a la permanencia de los modos acoplados en una escala
especifica. Kuramoto fue pionero en calcular este espectro para datos espaciales de la ecuacion
Kuramoto-Sivashinsky, obteniendo una relacién para k pequeiios de k2.

Stk)

10"

s 1 L 1 1

107 100 K

Figura 2.7: Espectro correspondiente a los datos espaciales estacionarios ¢(z,t) de la ecuacién
de Kuramoto-Sivashinsky. Recuperado de Kuramoto (1984) [54]
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Capitulo 3

Experimento de la valvula de luz de
cristal liquido

El experimento de la vélvula de luz de cristal liquido (LCLV en su sigla en inglés) es un
montaje que funciona gracias a las propiedades opticas de los cristales liquidos neméticos,
permitiendo la posibilidad de observar una vasta gama de fenémenos en dos dimensiones tales
como patrones de diferentes hexagonales y laberinticos, caos espaciotemporal y estructuras
localizadas, entre otros [75]. Comenzaremos por una introduccién a los cristales liquidos,
pieza fundamental en el experimento. Después, en el transcurso de este capitulo se detallara
el mecanismo de funcionamiento del LCLV. Luego, se presentara el problema experimental
de interés para este trabajo de investigacion y su ejecucion, finalizando con la presentacion
de los resultados experimentales obtenidos.

Figura 3.1: Observaciones de campo cercano (arriba) y lejano (abajo) (a-d) lineas (b-e)
Hexagonos (c-f) Coexistencia de lineass y hexdgonos. Imagen recuperada de Residori (2005)

[75]
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3.1. Cristales liquidos

Dependiendo del valor de diferentes parametros como volumen, temperatura e interac-
ciones la materia macroscépica se constituye en estados de agregacion. Algunos ejemplos
clasicos serian solido, liquido y gaseoso pero pueden existir otros exéticos como el plasma y
el condensado de Bose-Einstein.

En particular, cuando nos referimos a un cristal estamos haciendo referencia a un caso
particular del estado sélido, en el cual las moléculas que lo conforman se encuentran ordenadas
espacialmente en una configuracion periddica, ademas de no poseer libertad traslacional. Por
el contrario, un lquido no posee orden de ninguin tipo y sus moléculas que lo conforman tienen
libertad de movimiento. De esta manera, un cristal iquido sera un estado intermedio entre
estos dos estados con caracteristicas de cristales y liquidos: Posee un orden en su orientacion

pero s6lo posee un orden en sus posiciones en corto alcance (libertad de movimiento) [73, 18,
68].

3.1.1. Descripcién de un cristal liquido y sus mesofases

Las moléculas que componen un cristal liquido estan caracterizas por tener una forma que
presenta una elevada anisotropia, lo que se traduce esquematicamente en unas moléculas con
forma de varilla o grano de arroz aunque también existen otras formas de moléculas de cristal
liquido [71, 18, 73, 68]. Cabe senalar que dependiendo de la cantidad de orden que existe en el
sistema (el cual puede variar a través de la temperatura o la composicién del cristal liquido)
ya sea imponiendo orden en alguna de las dimensiones espaciales o entregandole un grado
de libertad traslacional es posible observar subfases en el cristal liquido, las que se conocen
como mesofases en la bibliografia [73, 18, 68]. En relacién a las mesofases descritas se conoce

z

xr Nematic Smectic A Smectic C  Cholesteric

Figura 3.2: a) Forma con alta anisotropia de una molécula de cristal liquido junto su vector
n(Z,t) que da cuenta de su orientacién. b) Representacién pedagdgica de las diferentes meso-
fases observadas en un cristal liquido. Fase colestérica no posee capas. Imagen b) recuperada
de https://www.dakenchem.com/liquid-crystal-types/.

la existencia de las fases nematica, la cual esta caracterizada por su grado de libertad en la
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posicion de las moléculas pero con un orden de corto alcance en su direccion de orientacion
general. Por tro lado, existe una fase esméctica, la cual ademéas de un orden en su direccion de
orientacién general posee un orden periédico en su posicién en forma de capas. Finalmente,
existe la fase colestérica, la cual es localmente igual a la nematica, esto es, los centros de
masa de las moléculas estan completamente desordenados, mientras que sus orientaciones se
concentran preferentemente en torno a un eje marcado por un director. Sin embargo, en esta
fase 7 no es constante en el espacio, como ocurre en la fase nematica; sino que adopta una
configuracion helicoidal.

Lo dicho hasta aqui supone la existencia de una variable macroscopica que de cuenta de
la orientacion de las moléculas del cristal para ser capaces de dar una descripcién al cristal
liquido. Para esto, se define el vector director 7i(Z, t), el cual corrresponde a un promedio de la
orientacion de cada una de las moléculas que conforman el sistema. Este vector evolucionara
segin una ecuacién de tipo variacional [29], por lo que la dindmica provendré de una energia
libre Fx lo que significa que la dinamica es constante al momento de alcanzar el equilibrio. En
el caso de los cristales 1quidos, este funcional da cuenta de las interacciones eldsticas internas
y correspondera a las variaciones basicas que puede sufrir la orientacion del director: splay
(oblicuado), bend (doblamiento) y twist (torcedura). La energia libre eldstica se conoce como
energfa libre de Frank y se escribe como [83]

_ I

Fx 5

(V-ﬁ)2+%(ﬁ-vxﬁ)2+%(ﬁxVxﬁ)2. (3.1)

En general, la energfa libre a considerar debe depender del vector de orientacién 7i(Z, t) junto
con los parametros del material e interacciones fisicas externas como lo son campos eléctricos
y magnéticos, de manera que un cristal liquido presenta propiedades épticas.

a) b) ¢)
\

/
/ — — 7
N 2 Z 2 Q Z
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Figura 3.3: Deformaciones eldsticas de la variable global 7i(Z, t) en un cristal liquido. a) Splay
b) Bend y c¢) Twist (Representaciéon pedagdgica de la deformacién). Recuperado de (Simoni
F. 1997). [83]
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Propiedades eléctricas y 6pticas

Como fue senalado anteriormente, las moléculas de un cristal liquido presentan una gran
anisotropia en su forma espacial. Esto conllevara al desarrollo de anisotropia en cualquier
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propiedad fisica del cristal liquido. Por lo tanto, también se encontrara anisotropia en la
permitividad eléctrica, la que tendra una forma tensorial [83]

€ij = €10i; + Aenn;. (3.2)

En donde Ae = ¢ — £, es la anisotropfa en la permitividad, y ¢ y €. corresponden a la
permitividad paralela y perpendicular al vector director 7, las que se conocen como eje extra-
ordinario y ordinario respectivamente. Puesto que un sistema de cristal liquido se encuentra
sometido a la deformacién del campo vectorial 7i(Z, ), las diferentes cantidades fisicas tienen
un valor local que varia acorde al vector director.

Consideremos las relaciones constitutivas de los campos electromagnéticos:

E,

I
Q)

(3.3)

kll ml @l
Il
=
ST

I
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En donde g, p y o representan los tensores simétricos que dan cuenta de la anisotropia en
los ejes. Si reeemplazamos la ecuacién (3.2) en la relacién constitutiva del desplazamiento
eléctrico obtendremos

D= §E =¢, b =¢ B + AcEinn,;. (3.4)

Lo que reemplazando en la densidad volumétrica de energia de un campo eléctrico para un
medio material [1]

up = =3 (D : E) = —¢o <6¢E+Ae (E : ﬁ) ﬁ) B = —§5J_|E|2 - §A5 <E ' ﬁ) . (3.5)

El primer término del lado derecho de la ecuacién (4.2) es independiente de la orientacién del
vector director, y por lo tanto, puede ser despreciado. En cambio, el segundo término depende

de la orientacién del director, por lo que cuando 7 es perpendicular a E se cumplird que
2

— 2 — —
(E . ﬁ) = 0. En contraste, cuando 77 es paralelo o antiparalelo a F se cumplira (E . ﬁ) =
|E|?. Si el cristal liquido posee un anisotropia positiva (Ae > 0), la energfa eléctrica se
minimizara cuando el vector director 7 tienda a alinearse paralela o antiparalelamente con
el campo aplicado. Por el contrario, si (Ae < 0), entonces la energia se minimizara cuando el

director del cristal liquido sea perpendicular al campo aplicado, y por lo tanto, el el vector
director tenderd a alinearse perpendicularmente al campo.

Respecto a las propiedades épticas, consideremos un medio anisétropo en donde el vector
director 77 no tiene una dependencia respecto a la posicién, lo que corresponderia a un volumen
local del cristal liquido. Ademds, un estudio de la propagacién de la luz debe partir desde las
ecuaciones de Maxwell junto con las relaciones de constitutivas (3.3)

-

VxH-00D=J,
VxE+8B=0,

V-
V.

(3.6)

0
2
0.

T
I
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Estas ecuaciones describen la evolucion en el tiempo y el espacio de las ondas electromagnéti-
cas. En su propagacion estas tendran una contribucion de densidad de energia eléctrica, la
cual si nos encontramos en el sistema de referencia local en donde un eje es paralelo a 7, al
expresion estara dada por:

up = % (5 : E) . (3.7)

Como en este sistema de referencia el tensor € es simétrico y diagonal, la densidad de energia

quedara ) ) )
1 1 (D D D
up = (€L BY B} 4oy E3) = & (g—f + 2 g—Z) | (3.8)
En donde X, Y y Z son las coordenadas locales principales respecto al vector 7. Si definimos
las variables espaciales 2’ = D% /(2up)'/?, v = D% /(2ug)"/?, 2 = D%/(2ug)"/? obtendremos
la ecuacién de un elipsoide , , ,
/ / /
T (3.9)
nx Ny Ngz
Donde aparecen los indices de refraccion principales del sistema de referencia local ny =
(e1)Y2, ny = (¢1)Y? y nz = (g))"/? representando los semiejes del elipsoide. La interseccién
entre el frente de onda luminica y la elipsoide definida anteriormente es una elipse en el plano
que tiene como propiedad que sus semiejes corresponderan a las orientaciones de polarizacion
de dos ondas que resultantos de la separacion producida por el medio anisotrpo en la luz
entrante [16]. Es mads, el largo de estos seran proporcionales a los indices de refraccién que
experimentan estas dos ondas resultantes. Por consiguiente, el indice de refraccién en un
medio anisétropo como un cristal liquido dependera no sélo de la direccién de propagacion
sino también de su polarizacién. Si obsservamos la expresiéon (3.9) nos podemos dar cuenta
que ny = ny = ng y nz = n.. La existencia de dos indices de refraccion en el sistema se
conoce como birrefringencia [10], lo que cambiard la velocidad de propagacién del frente

de ondas al separarse en los ejes locales definidos en funcién del vector 7.

Para el desarrollo del experimento realizado en esta tesis se considerard un cristal liquido
nematico, el cual se encuentra interactuando eléctrica y 6pticamente.

3.2. Configuracion del experimento

El experimento de la valvula de cristal liquido fue originalmente introducido por Akhma-
nov et al. [4] y consiste en la aplicacién de un voltaje a una celda de cristal liquido, el cual es
de tipo AC para evitar la acumulacién de cargas en las paredes del cristal junto a un sistema
éptico de tipo 4—f [43].

Para nuestro caso, esta valvula se encuentra acoplada con un circuito de retroinyeccion.
La celda se encuentra entre un vidrio y un espejo. En el inicio del circuito 6ptico, un laser
de Helio-Nedn rojo es modulado en alguna configuracion espacial de interes a través de un
Spatial Light Modulator (SLM) para luego atravesar un Polarized Beam Splitter (PBS), lo
que entrega al rayo una polarizacién dada, ademaés de separar el haz de luz para crear un
circuito de retroinyeccién. Luego, el haz pasa por un Transverse Slit (TSL), el cual nos
permite eliminar modos de onda directamente desde el espacio de Fourier. El rayo atraviesa
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Figura 3.4: a) Diagrama correspondiente al setup actual montado del LCLV en el laboratorio
de fenémenos robustos (LAFER) b) Setup real del experimento.

la celda de cristal liquido para dirigirse a la valvula de retroinyeccién, la que consiste en un
espejo a través de una fibra éptica, de esta manera, la luz interactiia consigo misma siendo
traducida para afectar al cristal liquido a través de un fotoconductor acoplado a la celda. Una

revisiéon completa de la configuraciéon de este experimento puede encontrarse en (Residori,
2005) [75].

3.2.1. Componentes opticos relevantes

Spatial light modulator (SLM)

Un modulador de luz espacial (SLM) es un dispositivo éptico que permite controlar di-
ferentes propiedades del haz de luz inyectado tales como intensidad, fase y polarizacion a
través de pequenas variaciones en el camino éptico de la luz. En nuestro caso, este disposi-
tivo ayudara en la creacion de configuraciones espaciales con una geometria dada en una o
dos dimensiones, ademds de definir las condiciones de borde del experimento [60].

Transverse Slit (TSL)

Los slits consisten en pequenas aberturas que permiten filtrar las longitudes de ondas
mayores que el largo de abertura. Existen slits circulares (iris) y rectangulares los que de-
pendiendo de su configuracién permitiran filtrar en cualquier direccion del plano zy del
experimento. Para nuestro caso, se utilizé un slit rectangular para filtrar longitudes de onda
en el eje x.

Polarized Beam Splitter (PBS)

Un PBS cosiste en un dispositivo 6ptico que permite dar una polarizacién en especifico al
haz de luz entrante ademas de separar el haz en una parte transmitida y otra reflejada. En el
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experimento cumple un rol primordial al ser el instrumento que permite el cierre del circuito
de retroinyeccién junto con una interferencia de polarizacion al incidir la luz retroalimentada
a través de este.

3.2.2. Valvula de retroinyeccién

La valvula de retroinyecciéon consiste en una canal de fibra éptica rotada en 7 radianes
por donde la luz que ha sido reflejada por el espejo unido a la celda de cristal liquido entra
por el extremo libre luego de pasar nuevamente por el PBS para atravesar la fibra éptica y
alcanzar el fotocondtor cerrando finalmente el circuito de retroinyeccion. El canal de fibra
éptica puede ser desplazado una distancia L, lo que aumentara/disminuira la difraccién libre
del sistema [7].

3.3. Experimento de patrones unidimensionales con com-
portamiento tipo turbulento

Para la realizacién del experimento en el LCLV se utiliz6 una celda de cristal liquido
nemético LC-654 (NIOPIK), el cual posee una anisotropia en su constante de permitividad
eléctrica de €, = 10.4¢q y se encuentra recluida entre dos capas de vidrio separadas por una
distancia d = 15 pm. En una de estas capas de vidrio hay un fotoconductor y electrodos de
oxido de Indio-Estano, mientras que en la otra capa hay un espejo de Bragg con reflectividad
optimizada para A = 632.8 nm. Para la aplicaciéon de un campo eléctrico a la celda de
cristal liquido se aplicé un voltaje alterno V ajustable de frecuencia f; = 1.0 kHz entre las
capas de vidrio. Por otro lado, el haz de luz corresponde un laser de He-Ne con longitud de
onda \g = 632.8 nm y una intensidad de luz I, ajustable. Es importante senalar que existe
equivalencia entre el uso de Vi y Iy como parametros de control del experimento. No obstante,
para evitar la saturaciéion de medida del fotoconductor y/o camara se utilizara V; dejando
Iy constante en general, siendo s6lo modificado este parametro en el caso en el que para un
valor de voltaje de interés se alcance la saturacion de los instrumentos de medida.

En lo referente al experimento realizado este consistio en la implementacion a través del
SLM de un canal rectangular cuasiunidemsional de dimensiones [, y [, ajustable, esto con la
finalidad de captar solamente la dindmica en una dimension. Para valoresde Vo =0V y L =0
mm, se observara un estado homogéneo en la configuraciéon con pequenas perturbaciones
propias en un cristal liquido. [83].

Figura 3.5: Imagen del experimento para valores Vo = 0 V, Iy = 1.13 mW/em? y L = 0
cm en donde se aprecia un canal de dimensiones [, = 2550 um, [, = 431 pm en un estado
homogéneo.
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Seguidamente, al momento de encender el voltaje V, en la celda de cristal liquido, el
sistema adquiere un patrén espacial, el que se aglutinard en forma de pequenos circulos
rodeados. Sin embargo, al momento de cerrar el slit (TSL) hasta un punto en donde no se
pierda el estado tipo patrén se puede observar un patrén alargado limpio cuasiunidimensional.
En el momento en el que se encuentra este patréon estatico, se procede a mantener constante
el valor de Vj, se procede a variar el parametro de difraccion libre L, el cual puede variar en
un intervalo de [0, —100] mm. En particular, fue observado experimentalmente en un valor
de L = —35 mm como el patrén adquiere dinamica, la cual aparece inicialmente de manera
oscilatoria (w # 0) en ciertas zonas del patrén. Esta oscilacién es local, presentando una
frecuencia no bien definida.

Posteriormente para valores L > | — 55 mm|, el patrén adquiere un comportamiento
tipo turbulento, el cual se sustenta en la creacién y destruccién de defectos (I(x,t) = 0)
aunque conservando también pequenas oscilaciones. Este comportamiento tiene una direcion
privilegiada (derecha), lo que puede ser explicado debido a inclinaciones propias en la valvula.

30

o
[
@

I(x,1) [arb. unit]
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b) | —Intensity — Envelope g, g
160 =
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0.0
0 z [um] w0 0 .00

0 x [pm] 1400

Figura 3.6: a) Patrén observado en el experimento con aumento de contraste para fines
ilustrativos para valores Vo = 9.72 V, Iy = 1.13 mW/em? y L = —6 cm en donde se aprecia
un canal de dimensiones [, = 1440 pym, [, = 352 pym b) Perfil de intensidad correspondiente
a la linea blanca segmentada de la imagen a) ¢) Evolucién temporal del patrén experimental.
En donde kg y kx corresponden a la longitud del patrén y a la longitud de una fluctuacion
del patréon mas pequena.

Finalmente, al alcanzar valores elevados de longitud de difraccion libre (L > | — 90 mm]|)
se alcanza una saturacion en el sistema, en donde se observa como zonas del patréon se pinnean
adquiriendo un mayor tamano, ya no siendo posible observar el comportamiento turbulento.

En sintesis, la dindmica unidimensional del experimento de un canal unidimensional en el
LCLV consiste en la transicion inicial a través de Vj desde un estado homogéneo a un patrén
espacial para luego a través del parametro de control L observar, primero, la aparicién de
una oscilacién, después un comportamiento tipo turbulento, finalizando en la saturacién del
fenémeno para valores altos de L.

En lo particular, experimentalmente nos interesa entender las propiedades estadisticas
del sistema en su estado tipo turbulencia, siendo las propiedades dinamicas como el caos
espaciotemporal ya documentado en el experimento para valores intermedios de L en una
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configuracién cuasiunidimensional [23]. Para ello, se analiz6 la densidad espectral Sa(r) y
So(7) para la intensidad y la envolvente y la fase a través de la transformada de Hilbert en
términos de su senal andlitica correspondiente en dos diferentes valores de I, /I, en donde se
presentan a continuacién los espectros en espacio y tiempo para un ratio I, /l, = 0.24
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Figura 3.7: a) Densidad espectral espacial de la intensidad de la luz I(z,t) (azul), y los
campos envolvente (rojo) y fase (verde). b) Densidad espectral temporal de la intensidad de
la luz I(z,t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase (verde). Los puntos corresponden
a los resultados experimentales mientras que la linea negra da cuenta de la ley de potencia
obtenida.

Se puede observar una marcada tendencia lineal, la cual sirve de unién entre la longitud
de onda del patron kg y longitudes de onda pequenas representadas por kx, aunque con la
presencia de maximos dados por los armonicos del patrén de fondo. En un grafico de escala
logaritmica la tendencia lineal implica una dependencia de tipo potencia k~®/w™". En este
caso, para la intensidad de la luz se encontré leyes de potencia aproximadamente de k=3¢ y
w™ %% lo que deja en evidencia un comportamiento tipo turbulento [38] [57] [55] caracterizado,
en este caso, por una dindmica de defectos la cual se observa en el diagrama espaciotemporal.
Asimismo, debido a las fluctuaciones inherentes del experimento en forma de ruido se puede
apreciar como para nimero de onda elevados el espectro tiende a aplanarse [82].

Para entender el comportamiento turbulento, es posible descomponer la dindmica en
términos de su pseudoenvolvente y pseudofase a través de la transformada de Hilbert [21],
método usado para estudiar formacion de patrones en diferentes contextos en 6ptica y otros
tépicos [91, 3, 13]. En el caso de la fase, se puede observar que posee exponentes cercanos a
k=2 y w2, los que son caracteristicos de un comportamiento tipo turbulencia de fase [54]. El
origen de este exponente corresponde a transiciones abruptas no correlacionadas de dominio
entre dos valores en la fase. Por otro lado, para la envolvente se encontré exponentes cercanos
a k™3 y w2, los que en este caso daran cuenta de una dindmica mediada por defectos.
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Ademas del analisis anterior, es posible estudiar las correlaciones superiores del sistema
Sp(T) = (||1(t) — I(t + 7)||P) [38] donde los simbolos || - ||, () corresponden a la norma y al
promedio respectivamente. Esta medida nos entregard informacion respecto a si el sistema
posee una escala caracteristica. Para turbulencia en fluidos auto similar, Kolmogorov en
su teorfa [38] predice un escalamiento de la forma S,(7) o 7%, donde ¢, corresponde al
exponente de la ley de potencia de la funcién de estructura S,(7). De la misma forma, se puede
definir el factor de estructura espacial S,(r), el cual para dindmica autosimilar recuperamos
S,(r) oc r%. Diferente es el caso si el factor de estructura escalara sublinealmente con p, lo que
implicaria una dindmica intermitente. En el contexto del experimento se calculo el factor
de estructura temporal y espacial de la intensidad I(x,t), obteniendo una relacién lineal lo
que nos asegura que el sistema es autosimilar.

a) b)u‘

9

Sp

2 ) 8 2 D 8
Figura 3.8: a) Exponentes espaciales de la funcién de estructura S,(r) en funcién del indice
p. b) Exponentes temporales de la funcién de estructura S,(7) en funcién del indice p.

Aunque los resultados anteriores muestran un comportamiento turbulento en una dimen-
sién, la Figura 3.6 a) deja entrever la aparicién de pequenas dislocaciones en la dindmica en
su extremo derecho, las que corresponden a defectos en dos dimensiones [62]. Por esta razén,
cabe preguntarse si la dinamica y los exponentes estaran influenciados por estas estructuras.
Debido a esto, se procedio a repetir el experimento para un canal de ratio en sus dimensiones
l,/l; = 0.17. Es importante sefialar que en esta nueva realizacién se buscé que el patrén sea
lo més limpio posible de estructuras bidimensionales (dislocaciones).

y = 431 pm

Figura 3.9: Patrén observado en el experimento con aumento de contraste para fines ilustra-
tivos para valores Vo = 8.48 V, Iy = 0.98 mW/em? y L = —6 cm en donde se aprecia un
canal de dimensiones [, = 2550 um, [, = 431 pm.

Al analizar las densidades espectrales espacial Sa(r) y temporal Sy(7) podemos observar
como se mantiene la ley de potencia desptes del nimero de onda crtico del patrén pero
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cambian los exponentes caracteristicos de esta. Inesperadamente, se obtuvo un valor cercano
a k=2 para la intensidad I(x,t), mientras que se obtuvieron valores de k=2 en los campos
de la envolvente y la fase para el espectro espacial. Respecto al espectro temporal, para la
intensidad se obtuvo w™3? pero, si observamos su descomposicién mediante la transformada
de Hilbert, recuperamos valores bien parecidos a lo estudiado en el experimento pasado (En-
volvente: w24, Fase: w™%?). Estos resultados sugieren que pareciera no haber un exponente
unico que sea caracteristico del sistema sino que pueden depender ya sea de la forma de los
defectos [69] o de la dindmica en longitudes de onda pequenas que como se ve en la Figura
3.6 ¢), también posee un comportamiento complejo, el cual en este caso variard en funcién
de la razén [, /1.
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Figura 3.10: Segundo experimento: a) Densidad espectral espacial de la intensidad de
la luz I(z,t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase (verde). b) Densidad espectral
temporal de la intensidad de la luz I(z,t) (azul), y los campos envolvente (rojo) y fase
(verde). Los puntos corresponden a los resultados experimentales mientras que la linea negra
da cuenta de la ley de potencia obtenida.
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Capitulo 4

Modelo de Turing-Swift-Hohenberg
no variacional

4.1. Ecuacién variacional

En el estudio y observacion de la formacion de patrones en sistemas extendidos surgen
estructuras y patrones complejos que no pueden ser replicados a traves de modelos lineales.
Debido a esto, en la busqueda de un modelo minimal que pueda describir la conveccion
de Rayleigh-Bénard aparece el modelo de Turing-Swift-Hohenberg (TSH) [87], el cual fue
descrito por Swift y Hohenberg y da cuenta de la dinamica de modos lineal corregida por
un término no lineal fenomenoldgico cibico en 1977 pero que fue inicialmente derivado por
Alan Turing en sus notas personales en los 50s [31] aunque nunca fue publicado oficialmente.
Este modelo ha probado ser exitoso en el modelamiento de una gran variedad de fenémenos
en fisica, quimica, 6ptica y biologia [6] [52] , y esta representado por una ecuacién con sélo
un factor escalar libre que actiia como pardmetro de orden u(x,t), la cual es,

Ou = pu — v — vV2u — Viu. (4.1)

Donde p es el parametro de bifurcacion y v corresponde al coeficiente de difusién (v < 0) o
antidifusion (v > 0). La ecuacion anterior puede ser escrita como la evolucién de una energia
libre F, la que estard determinada por una ecuacion tipo gradiente de la forma:

OF

—5

(4.2)

U =

En donde u; representa la derivada respecto al tiempo ¢ y la energia libre F estara dada por:

Flu] = / (—;ﬂ—z +ut + VNU)Z - <v2u)2) dv. (4.3)

2 2 2

Considerando condiciones de borde periddicas, podemos asegurar que F evolucionara de la
forma,

% _ / / dedy(Bu)? < 0. (4.4)
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La ecuacion (4.4) implica que mientras exista una evolucién temporal del sistema (J;u # 0),
el potencial disminuird. Mas aun, puede demostrarse que las energia libre o potencial esta
acotada inferiormente por la cantidad %525 ,en donde S es el area del dominio, lo que supone
que F no puede disminuir por siempre y la dindmica es constante para tiempos largos. Estas
restricciones propias de dindmica variacional conllevan que el sistema es independiente del
tiempo, por lo que no podré existir en esta ecuacién dindmica permanente del tipo periddica,
cuasiperiddica/caos espaciotemporal. Siendo asi, los equilibrios de la energia libre corres-
ponderan a las soluciones de la ecuacién, siendo posible observar biestabilidad de estados
homogéneos, patrones y soluciones localizadas [27].
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Figura 4.1: Estados en la ecuacién de TSH en una dimensién. Simulacién niimerica utilizando
el método de Runge-Kutta orden cuatro. A la izquierda una estructura localizada junto al
estado homogéneo para parametros n = —0.04, u = —0.03, v = 1.00. A la derecha un patrén
estatico para parametros n = 0.0, p = —0.1, v = 1.0.

4.1.1. Analisis lineal

Para caracterizar los diferentes estados que presenta la ecuacién de TSH y su estabilidad,
podemos encontrar el valor de k. y w. que dan cuenta del nacimiento de una inestabilidad para
el estado u = 0 (homogéneo). Para llevar adelante este procedimiento, denotaremos como
u = 0 al estado base u; y analizaremos, sin perdida de generalidad, el campo diferencia en
una dimension espacial, correspondiente a la perturbacién en el sistema

up(z,t) = u(x, t) — up. (4.5)

entre una solucién arbitraria u(x,t) y el estado base w;, y como esta evoluciona en el tiempo.
La perturbacién evolucionara siguiendo la ecuacién original (4.1)

A A

Oruy = W up + up) — W uy) - (4.6)
En donde el operador W corresponde al lado derecho de la ecuacién (4.1), siendo este funcién

de u: R
W u] = pu — u® — vO0pptt — Opgaalt. (4.7)
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Si wy, es lo suficientemente pequefio, podemos aproximar W [u; + u,| linealizando en la
vecindad de uy, lo que significa quedarnos sélo con los términos que contienen un factor lineal
de u, o de sus derivadas espaciales

Opuy = pay, — vO2u, — Otu, —%— 3upuy. (4.8)

De esta manera encontramos la ecuacion lineal para la perturbacion u,, la que al momento
de reemplazar el estado base u, = 0 obtenemos

Oy = (1 — 102 — 9;) uy. (4.9)

Esta es una ecuacion diferencial con coeficientes constantes, y por lo tanto, podemos usar el
ansatz de solucion exponencial para tiempo y espacio

uy(z,t) = Ae'e. (4.10)

Las constantes o y « pueden ser nimeros complejoss. Por otro lado, sustituyendo el ansatz
anterior en la ecuacion linealizada (4.9) obtendremos la tasa de crecimiento de modos

o=p—va®—a (4.11)

El significado de la constante a puede ser deducido usando la invariancia traslacional o
considerando las condiciones de borde que se le aplica a los campos u(x,t) y u,. El desarrollo
completo puede ser encontrado en (Cross & Greenside, 2009) [29] obteniendo que el modo
exponencial tiene la forma dada por:

u, = Aete*”, (4.12)

En donde £ corresponde a un nimero real. La dependencia espacial de u, es entonces periédica
con nimero de onda k. Si sustituimos a = ik en la relacién (4.11) obtenemos

op = pu+vk? — k. (4.13)

Dado que oy es real para cualquier valor de k, la frecuencia critica w, es nula, y por lo tanto, la
inestabilidad que surja no presentara oscilaciones temporales. Por el otro lado, para obtener
el k. es posible argumentar que como el sistema resuelto es lineal se puede escribir el campo
perturbacién wu, como la suma de diferentes k particulares, lo que nos entrega una solucién
general de la forma

up(x,t) =) Apeeltr. (4.14)
k

Por lo tanto, la solucion base u, = 0 serd linealmente estable sélo si cada uno de los modos
de (4.14) tiene un valor propio A real negativo, los cuales hardan decaer la exponencial a cero
en el limite ¢ — oo, lo que se cumplira sélo si el maximo de la parte real de cada uno de oy,
es negativo:

mkéx R(oy) < 0. (4.15)

Lo que nos permite encontrar un valor critico k. para el cual la curva dada por o, pasa desde
los valores negativos a a tener un maximo por encima del eje x, lo que nos asegura dejara de
ser linealmente estable.
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Figura 4.2: a) Curva representando a o para su valor critico. Notar como presenta simetria
respecto a k. positivo y negativo dado por la relacién (4.17). b) Zoom al méximo de la curva.
Curva azul con u = —0.5 siendo o negativo para todo k, por lo tanto, estado homogéneo
estable. Curva roja con valor critico de u = v/2, justo antes de la inestabilidad. Curva verde
con valor © = —0.05 mayor al valor critico.

Si derivamos la relacién (4.13) respecto a k e igualamos a cero para obtener el maximo

de la curva
—4k3 4+ 2k = 0. (4.16)

ke = i\/g. (4.17)

Por lo que la inestabilidad hard surgir un patrén con longitud de onda caracteristica 27 /k.,
el cual aparecerd para un valor critico del parametro de orden u = .. Para encontrar el valor
de pi., reemplazamos el nimero de onda critico obtenido en (4.17) en la relacién (4.15) para
la tasa de crecimiento, lo que nos permitira escribir p en términos del parametro de orden,

Op, = fe + VK2 — kX =0. (4.18)

foe = ——. (4.19)

4.2. Relacion con el LCLV

El experimento de la valvula [22, 75] de luz con cristal liquido puede ser descrito propo-
niendo una descripciéon de campo medio basada en la orientacion promedio de las particulas
que componen el cristal liquido. Estas moléculas estaran definidas en funcién de su vector
director 7i(z,y, z) [18, 32, 68|, pero para el experimento de la vélvula, sélo es importante el
plano perpendicular de la celda del LCLV correspondiente al eje z, ya que las componentes
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del cristal tendran una dinamica en el plano xy.

0=<p>= é/cﬁ(x,y,z)dz. (4.20)
En donde 0 dara cuenta del promedio en toda la direccién z y d al espesor del cristal liquido en
la misma direccién. Notar que el espesor es pequeno en comparacion a las otras dimensiones
(d < L;/L,). De esta manera, un modelo simple de dinamica de relajacién respecto a un
valor de equilibrio da cuenta de la complejidad necesaria para describir el experimento en
funcién del angulo de direccion en el plano xy del experimento [22]:

0,0 =—(0—0o(x,y)) + 1> V3. (4.21)

[ da cuenta de la longitud de acoplamiento y 6y corresponde al angulo de equilibrio de la
transicion de Freédericksz. El cual estara dado por la expresién:

n | TVeT
bo=5 (1 - m) . (4.22)

En donde I' corresponde a la impedancia de la valvula optica, Ve al voltaje de Freédericksz,
Vb al voltaje aplicado a la valvula, « el parametro de respuesta lineal del fotoconductor e I, a
la intensidad de luz retroinyectada, la cual depende no localmente del operador de difraccién
[75],

Iy
I,=""
4

e’;TLVi (1 _ e—iﬁc052 9(9671/)) ‘ ) (4.23)

De tal manera que al reemplazar (4.21) en la ecuacién (4.20) de la valvula de luz se obtiene
para una dimensién espacial la ecuacién no local de la forma,

B m | TVeT

Si no contemplamos el término espacial dado por la difraccion libre presente en I, lo que
significa no considerar (L = 0), la intensidad retroinyectada sera

I, = Iy [1 4 cos B cos® 0] . (4.25)

En donde cos S cos? es el cambio de fase general experimentado por la luz que viaja y se
devuelve a través de la celda de cristal liquido y 8 = 2kdAn, donde k = 27/\ es el niimero
de onda Optico, d corresponde al espesor de la celda y An es la diferencia entre el indice de
refraccion paralelo y perpendicular del cristal liquido. Debido a esto, es posible encontrar una
expresion andlitica para la solucion de equilibrio homogénea para V' > Vpr cuando no existe
difraccion en la valvula

O == (1- [ Vrr
072 Vo +a[l+cosBcos?d] )

(4.26)

Las soluciones homogéneas presentes en la ecuacién (4.22) se senalan en la Figura 4.3, la
que muestra una superficie en donde existen regiones con la presencia de biestabilidad y el
nacimiento de una solucién inestable (biestabilidad) [24]. Cerca de este punto de nacimiento
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Figura 4.3: a) Funcién 6y(Vp, Iy), las regiones de color gris marcadas en el plano representan
los nacimientos de la biestabilidad. b) Proyeccién de la curva al plano Vy — y. Recuperado
de Clerc et al. (2017)

de una biestabilidad y descartando las derivadas espaciales, se puede desarrollar una expan-
sién en serie de Taylor respecto a al valor de equilibrio para la perturbucacién u(x,t), la que
tendra la forma de 8 = 0y +u + ..., lo que permite derivar una ecuacion para la perturbacion
u de la forma [6, 88|,

O =0+ pu — u® + h.o.t. (4.27)

Donde i es el pardametro de bifurcacion y n da cuenta de la asimetria entre dos estados
homogéneos (lo que es equivalente a escribir un término dependiente de u?). Este pardmetro
n controla el tamano de la biestabilidad. Los términos de orden mayores son desechados por
andlisis de multiescala [29], ya que u ~ p' /2, n ~ u?/2 y 0; ~ p para u < 1. Por otra parte,
si consideramos ahora los términos espaciales, el sistema muestra una inestabilidad espacial
en funcién del largo de difraccién libre (L).

La interseccion entre el nacimiento de una biestabilidad y la de una inestabilidad espacial
se conoce como punto de Lifshitz [46, 28], el cual posee codimension tres lo que significa que
para caracterizar el espacio de fase de este sistema se necesitan tres parametros independien-
tes. En la vecindad de este punto, es posible derivar una ecuacién de amplitud simplificada
asociada a la ecuacién original (4.18) [6, 34]. Si se expande el término 1,,(0, L) que representa
la intensidad de la luz que llega al fotoconductor para una longitud de propagacion libre baja
(L<1)

I,0,L) = %{1 + cos(f cos? 0) + % 1 + cos(f3 cos? )0, sin(3 cos? 0)

- % sin(3 cos® §)0,, cos(3 cos® 9)] } (4.28)

Al introducir esta expresion en la ecuacion (4.21) y al mismo tiempo usar el ansatz 6 = 0.+u
para desarrollar una serie de Taylor dejando sélo hasta el término ctibicos se llegard finalmente
a una ecuacién tipo forma normal de Lifshitz [22, 52]

O = 0+ it — V Oppth — Opgaath + K (1 Oppt) + ¢ (Opur)?. (4.29)
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En donde los parametros de la ecuacién anterior dependen explicitamente de los parametros
del experimento, lo que para k y ¢ significa una dependencia explicita de la longitud de
propagacioén libre.

4.3. Propiedades dinamicas en una dimensién

La ecuacion tipo TSH no variacional expuesta en la ecuacion (4.27) describe la dindmica
del sistema en la vecindad del punto de Lifshitz [64]. Esta ecuacién posee una dindmica no
variacional, esto implica que no es posible definir una energia libre que cumpla una ecuacion
tipo gradiente, con la excepcién del caso kK = 2¢, en donde la energia libre F quedara con un
término adicional equivalente a cu(Vu)?. Sin embargo, para cualquier otra configuracién de
parametros k y ¢, el sistema evolucionara sin minimizar la energia libre. Ademas, la ecuacion
es invariante a traslaciones temporales y espaciales. Asimismo, posee simetria espacial (x —
—x). La adicién de estos nuevos términos agregard bifurcaciones y nuevos tipos de dindmica
al sistema ya estudiado en su versién variacional. A nuestro pesar, resultados tedricos se
vuelven dificiles de obtener debido a la complejidad de los nuevos términos, y solo es posible
obtenerlos en aproximaciones o para casos limites [30][29]. Por ello, un tratamiento numérico
se vuelve necesario y eficaz, el cual consistio en la exploracién del sistema a través de un
método espectral, lo que facilita la busqueda de fenémenos gracias a la rapidez de simulacién
del método, y un método Runge-Kutta orden cuatro de diferencias finitas para simulaciones
largas de fenémenos ya establecidos a través del método anterior.

En el apartado (4.1.1) a través de un anélisis lineal de la ecuacién TSH variacional se
obtuvo la transicién desde un estado homogéneo a un patron estatico (w. = 0). La inclusién
de los términos no variacionales a la ecuacién permitird la emergencia de nuevos estados
tales como oscilaciones y caos espaciotemporal, los que en este caso (unidimensional), se
considerard solo el barrido del parametro ¢ mientras que x se mantendrd en un valor constante
distinto de cero. Se debe agregar que en la transicién entre el estado homogéneo y el patréon
estatico, los parametros no variacionales (k y ¢) no presentan un rol por lo que su variacién
no afecta lo senialado anteriormente [30]. En funcién de lo planteado, usando un enfoque
numérico para resolver la ecuacién (4.27) y utilizando el pardmetro no variacional ¢ para
estudiar la dindmica de este sistema desde un patrén estatico como estado base, surgen
nuevas bifurcaciones: Para ¢ < cag = 5.440 £ 0.005 el patrén sigue siendo estatico, sin
embargo, al momento de traspasar este valor el sistema sufre una bifurcacién de Andronov-
Hopf [8, 45] lo que implica que dos autovalores complejos conjugados del sistema atraviesan
el eje imaginario del plano complejo [24].

Al momento de traspasar el valor critico para esta bifurcacion, el sistema queda carac-
terizado por oscilaciones w. # 0, las que estaran dominadas por la frecuencia critica y sus
armonicos, y en donde el espectro de Lyapunov estaré caracterizado por A; = 0 y los siguien-
tes exponentes siendo negativos. Finalmente, el sistema pasa por una segunda bifurcacion
para un valor cgp = 6.350 & 0.005, el cual cuando el parametro c lo supera, el primer ex-
ponente de Lyapunov \; se vuelve positivo seguido por los siguientes exponentes [24]. Este
complejo comportamiento puede ser entendido al analizar el espectro de la transformada
de Fourier de la frecuencia del sistema S3(7), en donde emergen frecuencias inconmensura-

29



aulg

00€

WWWWWWWWWW
9 —x, =78 9 —x, =67
£ weei Xy =150 g ——2 =168
¢ FWAAAAAAMRRAAAARAY
45 5.5 10 ;
Figura 4.4: Diagrama espaciotemporal del campo u(z,t) para la ecuacién (4.27), n = —0.04,

p = —0.0921, v = —1, Kk = =3.5, (a) ¢ = 4.5, (b) ¢ = 5.5y (¢) ¢ = 10 los que muestran
estado patron estatico, oscilatorio y caos espaciotemporal respectivamente. Los graficos infe-

riores muestran las sereies de tiempo de cada uno de estos estados. Recuperado de Clerc &
Verschueren (2013) [24]
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Figura 4.5: a) Diagrama de bifurcacién y exponente de Lyapunov més elevado A; en fun-
cién del parametro no variacional c. b) Evolucién de los cinco més elevados exponentes de
Lyapunov. Pardmetros de la ecuacion: n = —0.02, p = —0.092, v = —1.000 y x = —3.000.
Recuperado de Clerc & Verschiuren (2013) [24]

bles, las que terminan desestabilizando el patron oscilatorio para dar paso a un estado de
caos espacio-temporal caracterizado por una densidad espectral [24]. Esto es una extensién
espacial de la ruta al caos por cuasiperiodicidad [12, 77].
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Figura 4.6: Ruta cuasi-periddica al caos espacio-temporal en funcion del parametro ¢ junto con
los correspondientes espectros de potencia de la transformada de Fourier. Se puede apreciar la

aparicién de frecuencias inconmensurables distintas a los armdnicos en el espectro del centro.
Recuperado de Clerc & Verschueren (2013) [24]

4.4. Propiedades estadisticas del sistema: Dinamica de
defectos tipo turbulencia

Ya establecido el comportamiento dinamico del sistema no variacional, por medio del
espectro de Lyapunov y espectro de frecuencias en donde emerge un estado cadtico espacio-
temporal [24], surge la pregunta respecto a las propiedades estadisticas del sistema [59].
En particular, la Figura 4.6 da cuenta de la emergencia de una densidad espectral para el
estado de caos espacio-temporal caractertisco de un estado turbulento, por lo que es posible
caracterizar este espectro para obtener respuestas respecto a los mecanismos que empujan
esta dindmica y a que tipo de complejidad nos enfrentamos.

En primer lugar, se analizé Sy(r) para el campo u(x,t) y su sefial analitica dada por
la transformada de Hilbert del campo original la que entregara la fase ¢ y la envolvente A
asociadas al campo u original [21]. A pesar que el espectro muestra una tendencia decreciente
desde el méximo alcanzado en k., la ley de potencia k™ no queda manifestada transparente-
mente debido a la incidencia de la solucion base uy, la que en este sistema corresponde a un
patron oscilatorio. Para poder limpiar el espectro de la solucion base se utilizaron diferentes
enfoques basados en filtrar el patrén base. El primer acercamiento consistié en considerar la
solucién diferencia entre el campo original u(z,t) y un campo clon «'(x,t) que corresponde
al campo original més una pequena perturbacién espacial [24]

C(z,t) = u(z,t) —u/(z,t). (4.30)

Este campo aunque no elimina completamente el patron original si deja entrever el compor-
tamiento complejo que presenta el campo ((z,t), el cual posee dindmica permanente debido
a la creacion y destruccion de los defectos que aparecen en el sistema. La densidad espectral
Ss(r) asociado a la diferencia (z,t) muestra una tendencia lineal clara, lo que da cuenta de
una ley de potencia de k=%5%%8 para el campo ((x,t) en su distribucién espacial y para los
campos de la fase y la envolvente, un exponente de 1.98 + 0.06, caracteristico del fenémeno
de turbulencia de fase y 2.58 + 0.32 para la envolvente, lo que puede ser atribuido a un
comportamiento tipo turbulencia mediada por defectos [69].
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Figura 4.8: a) Perfil espacial del campo diferencia ((x,t) b) Evolucién temporal del patrén.
Simulacién nimerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Por otro lado, en el caso del comportamiento temporal del campo de diferencia, se obtuvo
una densidad espectral Sy(7) con precisos exponentes que dan cuenta de una ley de potencia
para longitudes de onda menores a la longitud critica del patrén (w > w.) muy cercanos a
~ w™? para ((z,t) y su descomposicién en la envolvente y fase, el cual es caracteristico de
un sistema tipo turbulencia de fase [59]. Este exponente nace naturalmente al considerar un
salto entre dominios, en el caso de la fase este salto de dominios es entre —7 y 7 [54].
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Figura 4.9: Densidad espectral Sy(r) para el campo ((z,t) y los campos fase y envolvente de
la misma obtenidos a partir de la senal analitica.
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Figura 4.10: Densidad espectral Sy(7) para el campo ((z,t) y los campos fase y envolvente
de la misma obtenidos a partir de la senal analitica.

La idea de restar la solucién base wu; correspondiente al patrén oscilatorio para mantener
solo el comportamiento complejo del sistema, es en si mismo, un tipo de filtro a los datos
obtenidos que permite acceder a una dinamica presente en el sistema pero eclipsada 6 apan-
tallada por el patrén oscilatorio que es dominante. En efecto, la Figura 4.9 exhibe como el
patron oscilatorio domina la dindmica para tiempos cortos, siendo observable el comporta-
miento tipo turbulento soélo después de seguir la evolucién luego de muchas iteraciones. No
obstante, se puede realizar un anélisis de filtro mas exhaustivo al utilizar herramientas de
andlisis de seniales [93]. De esta manera, se implementd filtros de tipo bandstop [93] al campo
original u(z,t), lo que consistié en identificar los peaks originados por el nimero de onda
critico k. y sus armonicos y filtrar el aporte que realizaban estos al campo u(z,t). Para ello,
se utilzo dos perspectivas:

1. Restar de manera directa la transformada de Fourier de los maximos caracterizados en
la densidad espectral correspondientes al niimero de onda critico k. y sus armoénicos
en el espacio de Fourier u(k). Después de esto, se recupera una funcién u*(zx,t), la
cual corresponderd al campo w(z,t) original menos la contribucién de los méximos
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relacionados a k. aislados mediante su transformada de Fourier.

uw*(x,t) = F.T [u(k) — u(k,)] .

1084 °
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Figura 4.11: Densidad espectral correspondiente a la resta directa de los modos de Fourier
correspondientes a k.

2. Aplicar filtros ya disenados de tipo bandstop usados en analisis de senales, en donde se
probd el efecto de diferentes ejemplares en u(z,t). Los filtros experimentados fueron:
Butterworth, elipsoidal y de Chebyshev [93]; obteniendo los mejores resultados para el
primero.
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Figura 4.12: Espectros de potencia de u(x, t) luego de ser filtrar los maximos correspondientes
al nimero de onda critico y sus arménicos. a) Filtro de Butterworth b) Filtros elipsoidal y
de Chebyshev respectivamente.

El uso de herramientas de filtrado permitié llegar a exponentes limpios para el parametro
de orden, la envolvente y la fase que dan cuenta en su mayoria de la dindmica cadtica espa-
ciotemporal del sistema. Esta dinamica presenta un espectro tipico de una ley de potencia.
Ademas, permite caracterizar al sistema bajo los fenémenos de dinamica tipo turbulencia
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mediada por defectos y turbulencia de fase, por lo que este es un sistema en biturbulencia
(leyes de potencia para A y ¢). Gracias a esto, es posible concluir que el andlisis anterior
permite caracterizar la compleja dindmica observada en el patrén .

4.4.1. Condiciones de borde fijas

En la seccion anterior, las simulaciones analizadas corresponden a realizaciones de la ecua-
cion 4.28 con condiciones de borde periddicas, las cuales no son realistas experimentalmente
ya que en un problema real siempre existira una dinamica proveniente de la influencia de los
paredes del dominio. En el caso periddico, el sistema sélo evoluciona debido a la naturaleza
de la ecuacion y no se ve perturbado por los valores de los bordes que no corresponden a
valores dados por la ecuacion sino por la geometria y topologia de las superficies I'. A pesar
de la utilidad de esto, cabe preguntarse si los bordes juegan algtin rol preponderante en la
dinamica del sistema, y si es que lo juega, su efecto en los exponentes de la densidad espectral
estudiado ya que el experimento realizado se realiza con un canal de dimensiones finitas que
tiene condiciones de borde bien definidas.

Al tener en cuenta que la densidad de espectro temporal presentado en la Figura 4.10
presenta ya una buena concordancia con la relacién de ley de potencia experimental, se
analizo solamente el efecto de los bordes en el espectro de la dindmica espacial. Se considero
la experimentacién con condiciones de borde de Cauchy, o explicado de forma ma&s simple,
una condicién para el valor del campo u(x,t) y otra para sus derivadas en el borde OI.

u(z,t) = ug A Opu(x,t) = 0 A Oppuu(x,t) = 0 A Opggpu(x,t) =0 Vo € 0T, (4.32)

Para este caso, se utilizé tres diferentes valores de ug que tuvieran sentido fisico en el contexto
del experimento realizado en la vélvula.

En primer lugar, un valor nulo uy = 0.0 que emula el efecto de la méscara creada por
el SLM, la cual crea una zona rectangular iluminada en un fondo sin iluminacién. Se puede
apreciar como en este caso, la dinamica de la fase se limpia comparado al caso con condicio-
nes periodicas, obteniendo un exponente de —2 correspondiente a un comportamiento tipo
turbulencia de fase sin necesidad de filtrar. Por otro lado, aunque hay un efecto en los expo-
nentes, el campo u(z,t) sigue siendo dominado por el patrén base, por lo cual al usar el filtro
Butterworth de tipo bandstop para despreciar el efecto de este recuperamos los exponentes
obtenidos para las condiciones de borde periddicas. Es posible observar la aparicion de picos
en el espectro filtrado, estos pueden deberse al efecto del filtro tipo bandstop, el cual se aplica
sobre un intervalo especifico centrado en kg, lo que puede conllevar un salto al acercarnos a
los limites de este intervalo. En el caso del limite inferior, este no se percibira debido a la
diferencia significativa entre el tamano del patrén para k pequeno y el filtro, mientras que
serd relevante para k grande.
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Figura 4.13: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
up = 0.0. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulacién nimerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

También, se prob6 un valor medio ug = 0.7 ya que esta transicion en la méascara creada
por el SLM es, en la realidad, una transicién suave. Para este caso, al usar el filtro igualmente
recuperamos los exponentes anteriores.
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Figura 4.14: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
up = 0.7. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulacién nimerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Finalmente, se utilizdé un valor ug = 1.2 que da cuenta del encapsulamiento dentro de la
mascara creada por el SLM del patréon experimental unidimensional. En este caso la simula-
cién presentaba saltos continuos originados en los bordes, por lo que era una configuracién
inestable, por eso, para poder realizar el espectro solamente se analizd las posiciones inter-
medias del campo u(z,t) para disminuir el efecto del borde.

En conclusion, la dinamica ejercida por los bordes no presenta un impacto significativo
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Figura 4.15: a) Densidad espectral de u(x,t) para condiciones de borde fijas con un valor de
up = 1.2. b) Densidad espectral luego de filtrar usando el filtro de Butterworth. Resultados
obtenidos de simulacién numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

en la dinamica compleja del sistema, ya que no emula el comportamiento del experimento
expresado en los exponentes obtenidos experimentalmente ni tampoco recupera exponentes
distintos al momento de filtrar el patrén base.

4.4.2. Simulacion cuasi unidimensional

Con base en el estudio del experimento, cabe senalar que este no es un sistema unidi-
mensional. De hecho, la influencia del ratio I, /I, muestra ser significativa para el desarrollo
del experimento. Con la finalidad de dar cuenta de la existencia de un canal se realizé una
simulacién de la ecuacién 4.28 en dos dimensiones, considerando largos [, > [,. Para ser
capaces de crear el canal fue necesario dar condiciones de borde a la simulacion, las que
fueron periddicas para el eje vertical y de Cauchy (iguales a las definidas en 4.31) para el
eje horizontal. De esta manera, se logré llegar a un estado tipo turbulento cualitativamente
parecido al experimento con la diferencia de que la simulacién es simétrica en el sentido de
propagacién de los defectos propagandose estos a izquierda y derecha por igual, mientras que
el experimento rompe esa simetria presentando una direcciéon de propagacion de los defectos
privilegiada (derecha). En la Figura 4.16 se puede observar como se recupera la dindmica de
pequenos circulos en un canal, ademas de la creaciéon y destruccién de defectos por parte de
la dindmica del sistema. A pesar de la similitud cualitativa entre experimento y simulacién
cuasi-1D, es de interés el comportamiento estadistico cuantitativo expresado en la densidad
espectral asociado. Se puede observar como existe una clara ley de potencia asociada a las
longitudes de ondas mas pequenas de la simulacién, quedando en evidencia la existencia
de dos regimenes de evoluciéon. Esta particion de la dinamica en dos no se observa en el
experimento. Ademas, los exponentes de los dos regimenes estan alejados de lo estudiado ex-
perimentalmente y a través del modelo unidimensional anterior. De todas maneras, el primer
regimen presenta exponentes tipo turbulencia de defectos.

Para explicar esta discrepancia en los exponentes entre el experimento y este modelo,
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Figura 4.17: Densidad espectral de u(z, yo,t) para una caja en dos dimensiones I, > [,,.

que en teoria debiera ser mas cercano a la realidad se propone la existencia de dindmica en
dos dimensiones que esté interfiriendo en la dindamica del canal como defectos en forma de
pequenas dislocaciones. Para solucionar esto, es imperante reducir la razén [, /l, ademas de la
posible incidencia de las condiciones de borde elegidas en la implementacién de la simulacion.
No obstante, numéricamente el sistema en el estado de parametros en el que se encuentra es
muy sensible a la variacién del ratio entre dimensiones no pudiendo recuperar la dindmica
observada para [,,/l, < 0.0625. Por el otro lado, el cambio en las condiciones de borde no fue
explorado.
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Capitulo 5

Modelo de Coullet-IoOss para
patrones unidimensionales

5.1. Ecuacién de Ginzburg-Landau con coeficientes com-
plejos

La ecuacién de Ginzburg-Landau con coeficientes complejos (CCGLE) se escribe como:
O A = A — (14+4B)|APA + (1 +ia)VZA. (5.1)

En donde u es el pardametro de bifurcacion, § es la respuesta no lineal de frecuencia y
a el coeficiente de dispersion. Esta ecuacién corresponde a una forma normal, por lo que
solo se podrd agregar términos que sean multiplos de los ya presentes. En este caso, la
ecuacion 5.1 representa la versiéon cubica de esta, la que describird la variacién lenta de la
amplitud A de un sistema al pasar por una inestabilidad de Turing (o = 0,5 = 0) o una
inestabilidad oscilatoria (Andronov-Hopf) de manera supercritica en presencia de mecanismos
no lineales débiles, y que posea simetria traslacional (z — x + z¢) y de reflexién (z — —x).
La ecuacién fue introducida inicialmente por Landau cuando desarrollaba una teoria que
explicard el fenémeno de superconductividad [40], mientras que Ginzburg anadié el término
correspondiente al laplaciano, eso si, se realizé en un contexto en donde la ecuacion era
independiente del tiempo. Una versién con dependencia temporal fue introducida mas tarde
por Schmid [78] y derivada formalmente por Gorkov y Eliashberg [44]. Pero la versién descrita
en (5.1) fue derivada en el contexto de fluidos por Stuart y Stewerson [49], aunque esta
ecuacién ha mostrado gran versatibilidad e independencia del fenémeno fisico al poder ser
derivada en otros contextos como: Conveccién de Rayleigh-Benard [79], electroconveccién
en cristales liquidos [53] y sistemas de laseres [25]. Aunque la ecuacién (5.1) presenta una
variada dindmica, segun sus paramatros u, § y «, esta ecuacion tiene limitaciones [9] y es por
eso que surgen alternativas como modificaciones traducidas en términos superiores de tipo
|A|?A o ecuaciones acopladas a la original.

En nuestro caso nos interesa estudiar los diferentes estados y propiedades estadisticas de
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la ecuacién CCGLE en una dimension:
QA =pA—(1+ iﬁ)|A|2A + (1 + i) Opp A. (5.2)

Para empezar, analicemos que sucede en el caso en el cual la ecuacién (5.2) posee soluciones
periddicas, '
Az, t) = R(z, t)ete?@h), (5.3)

Si imaginamos al sistema descrito por la variable continua A(z,t) en términos del limite
N — oo de mutlples osciladores, los que no necesariamente se encuentran oscilando sincro-
nizadamente (o en fase), nos permitiré tener una descripcién basada en términos de 1 fase.
De esta manera, reescribiendo la ecuacién (5.2) usando el ansatz (5.3) se obtendra

OR+i0i¢ = (1 +ia) (0puR + 20 0,0 0. R + R (i0,00 — (0:0)°)) + R— (14+iB)R® (5.4)
Separando la ecuaciéon en sus partes real e imaginaria

R = 8,,R — R(9,0)° — a (20,6 0,R+ R 0,,0) + R — R®, (5.5)

Para poder encontrar solucion a este sistema de ecuaciones no lineal acoplado, consideremos
pequenas perturbaciones en la fase alrededor de las oscilaciones uniformes de la forma A =
Reiﬂt

¢p=—ct+eP( X, T)ANR=Ry+er(X,T). (5.7)

En donde X y T representan variables de dinamica lenta. Por otro lado, como la fase ¢ no
tiene un efecto en la dindmica de la ecuacién (5.7), se espera una ecuacién de la forma:

Or® = F(Ox®, Ixx®,...). (5.8)

sin dependencia de la variable ¢ en si misma. Debido a la simetria de reflexién espacial, la
que no afecta la derivada temporal de la fase, todos los términos en la ecuaci’én de la fase
deben contener un nimero par de derivadas espaciales. Por lo tanto, esperamos que se cumpla
Or ~ Oxx, lo que sugiere un escalamiento de la forma

X=ecx AN T=¢ (5.9)

Si realizamos un analisis multiescala insertando (5.10) en (5.6) y (5.7)

O(e%):
0=Ry— R} = Ry=1. (5.10)
Las primeras contribuciones no triviales ocurren en O(g3), lo que sugiere escoger v = 3.
O(&?):
1
0= —aRoé?XXCI) +r— 3R(2)7" = = —5046)()((1), (511)
8T<I> = 8XX<I> — ZﬁRoT (512)

Lo que al reemplazar la expresion para r en la ecuacién para la fase nos conduce a:
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Se puede concluir que la fase evoluciona difusivamente con un coeficiente de difusion dado
por:

D=1+ ap. (5.14)
La evolucion de la ecuacion serd inestable si estamos en presencia de un coeficiente de difusion
negativo (D < 0), lo que conducird a una antidifusiéon. En este caso se cumple la relacién

af < —1. (5.15)

Esta condicién se conoce como la inestabilidad de Benjamin-Feir [11], la cual da origen a la
turbulencia de fase [55].

5.1.1. Comportamientos cadticos

La ecuacién (5.2) presenta soluciones exéticas que dan cuenta de diferentes formas de caos
espaciotemporal o estados desordenados. En particular, Shraiman (1992) [81] distingui6 dos
formas de comportamiento cadticos: Comportamiento tipo turbulencia mediada por defectos
y comportamiento tipo turbulencia de fase. A lo que luego Chaté (1994) [19] extendié al iden-
tificar el estado de intermitencia espaciotemporal. Estos diferentes comportamientos estaran
representados en un diagrama de fase de la ecuacion CCGLE en funcién de los parametos

(@, B).

2 AMPLITUDE [ PHASE
TURBULENCE ]

Figura 5.1: Diagrama de fase de la ecuacion CCGLE en una dimensién. Recuperado de Chaté
(1994) [19]

Se puede observar la existencia de lineas divisorias entre los estados caéticos [19]. En
particular se puede observar la linea BF, la cual corresponde a la inestabilidad de Benjamin-
Feir caracterizada anteriormente. Por otro lado, la linea L; es encontrada a través de un
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andlisis cuantitativo de la densidad de defectos creada en el sistema [74], la cual se ird a
cero al moverse hacia la derecha de L;, sin embargo, la transicion no exhibe comportamien-
to critico [33]. La linea L2, definida como el limite de la existencia del estado de desorden
espaciotemporal es dificil de determinar de una manera precisa [19]. Esto se debe a la apari-
cion de estados ‘congelados’, los que dificultan las medidas de correlacién que puedan dar un
analisis cuantitativo de la transicion al enmascarar con estructuras deterministas el fenémeno
cadtico espaciotemporal [20]. Finalmente, la linea L3 delimita la regi’én del espacio de fase
en donde la turbulencia de fase deja de coexistir con la turbulencia mediada por defectos.
Esta transicion ocurre por una 'invasién’ por parte de los defectos al estado de turbulencia de

fase, representada por la adquisicién de una velocidad por una de las colas en la turbulencia
de fase [19].

Turbulencia de fase

En este estado de caos espaciotemporal, |A| nunca llegara al valor de cero y la fase se
conserva. Esta comportamiento ocurre en la regién por encima de la linea BF' (inestabilidad
de Benjamin-Feir) y a la derecha de L, de la Figura 5.1.

Esta comportamiento implica un dominio de la dindmica por parte de la fase en desmedro
de |A] 1o que permite una descripcién de la dindmica formulada en una expansion del gradiente
de la fase para el limite no difusivo D < 1, lo que da nacimiento a la ecuaciéon de Kuramoto-
Sivashinsky [55] [84], la que es una ecuacién prototipo del caos espaciotemporal.
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Figura 5.2: Turbulencia de fase observada en («, ) = (—1.5,0.88). Simulacién numerica uti-
lizando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolucién temporal del patrén observado
b) Perfil espacial ¢) Densidad espectral del médulo |A|.

Intermitencia espaciotemporal

En la regién del diagrama de fase por debajo de la linea BF' y a la izquierda de Lo de
la Figura 5.1, en general viven soluciones de tipo onda plana pero al elegir una condicion
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inicial favorable, la que generalmente se construye a partir de soluciones localizadas, es posi-
ble encontrar el estado de intermitencia espaciotemporal, el que estara caracterizado por la
presencia de agujeros que evolucionan de una manera compleja temporalmente y dejan una
reminiscencia a los triangulos de Zarspinki [36] en su diagrama espaciotemporal.

1.0

=
o
—

k—4.8.:|:0. 1

Power Spectrum
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o

o |A|[code units]

0 x[code units.] 300 107 k o7

Figura 5.3: Intermitencia espaciotemporal observada en («, 5) = (0, —3). Simulacién nime-
rica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolucién temporal del patrén
observado b) Perfil espacial ¢) Densidad espectral del médulo |A].

Turbulencia mediada por defectos

En esta regién, arriba de la linea L3 y a la izquierda de L; de la Figura 5.1, el sistema
estard caracterizado por la presencia de defectos (puntos en el espacio-tiempo en donde A = 0.
En estos puntos, la fase no estard definida e ird variando en miltiplos de 27/L cuando pase
por los defectos (L es el largo de la caja).
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Figura 5.4: Turbulencia de defectos observada en («, 8) = (—1,2). Simulacién nimerica utili-
zando el método de Runge-Kutta orden cuatro. a) Evolucién temporal del patrén observado
b) Perfil espacial c¢) Densidad espectral del médulo |A|.

Bicaos

Finalmente, esta region da cuenta de la posibilidad de emergencia del estado tipo turbu-
lencia mediada por defectos y turbulencia de fase por igual dependiendo de las condiciones
iniciales dadas.
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5.2. Derivacion del modelo: Incidencia de la fase

Como fue senalado en la seccién anterior, la ecuacién (5.2) presenta una gran variedad
de fenémenos interesantes en el contexto del estudio de comportamientos complejos en los
sistemas extendidos como estados localizados y soluciones con dindmica permanente. Sin
embargo, no es un modelo perfecto por lo que, por ejemplo, no puede dar cuenta de la
emergencia de ondas viajeras.

En nuestro caso, cabe preguntarse si la aparicién de una inestabilidad de Andronév-Hopf,
y la siguiente inestabilidad que da paso al caos espaciotemporal de nuestro sistema, teniendo
como soluciéon base u, un patron oscilatorio, justifica el uso del ansatz en términos de su
amplitud A y su fase ¢, con la finalidad de recuperar los exponentes obtenidos experimen-
talmente que la ecuaciéon CCGLE en el estado tipo turbulencia de defectos no puede. Para
ello, Coullet & looss (1990) [26] desarrollan un modelo en términos de la amplitud A que
considera el nacimiento de esta inestabilidad desde una solucion base periddica.

Si se parte de la base que la ecuacién diferencial parcial que describe un sistema fisico
extendido en una dimensién es de la forma general:

aU = f,(U, V). (5.17)

Donde p representa algin parametro de control. De esta forma, para dar cuenta de la exis-
tencia de esta solucién base periddica y con frecuencia w se asume una solucién uy que tiene
simetria de traslacién en el espacio(x — = + o), de reflexién (z — —x)y de traslacién en el
tiempo (t — t 4 ty). Debido a la simetria de traslacién en el espacio, ug(x + ¢) también serd
solucién, por lo que &y(x) = dug/0z aparece como un modo de Goldstone [42] del problema
lineal asociado a la estabilidad de wug y describe las perturbaciones de la fase del patrén ba-
se. Este nuevo grado de libertad estara acoplado con las inestabilidades que experimente el
patrén.

Considerando una perturbacién de ug de la forma

En donde u fue escogido para ser ortogonal a & lo que implica que (u, &) = 0, para (f,g)
representando el producto escalar en el espacio de fase. Luego de linealizar la ecuacion 5.4,
esta se reduce a

¢ = (Lu, xo0), (5.19)
Ou = L(x)u — (Lu, xo) &o(x) = L(z)u. (5.20)

En donde xo = &(2)/||%I12 v L(z) = 0f/0u|y,. Ademés, £ y L son operadores lineales
con coeficientes periddicos que conmutan con las relaciones de simetria. De esta forma, el
surgimiento de la inestabilidad para ug se reduce a un problema de valores propios LV = oV

Si se asume que para un valor de u = 0 ocurre una inestabilidad, entonces el valor
propio tomard los valores g = 0 0 09 = +iw. Luego, considerando las condiciones de borde
periédicas del problema, surge una solucién acotada tipo onda de Bloch [14]:

Vo(z) = eV (x). (5.21)
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En donde Vy(z +a) = Vy(z) y k es una constante real. Si definimos V7 como el vector propio
critico en la vecindad de la inestabilidad (1 = 0), la solucién a la ecuacién 5.4 serd de la
forma

U(z,t) = uo(z + ¢) + u(zx + ¢, X, t T) + h.o.t. (5.22)
w(z, X, t,T) ZA 7V (2 (5.23)

En donde A; y ¢ son funciones de las variables lentas (X,T’). La solucién serd finalmente
representada bajo las condiciones de solubilidad:

ord; = A({|A;|"A;},0) Orp =D ({4,},0). (5.24)

Coullet y Iooss [26] elaboran esta idea para los diez posibles casos que pueden ocurrir en una
inestabilidad. Para nuestro caso de interés, consideramos sélo la opcién de una inestabilidad
oscilatoria y simétrica, lo que se traduce en la consideraciéon de un valor propio oy = Fiw
en la ecuacion 5.10, en donde w es la frecuencia de oscilacién en el tiempo y de la condicién
de simetria de reflexién (.9).

u(z, X, t,T) = A(X, T)e™"Vy(x), (5.25)

SV = Vj. (5.26)

Al considerar estas condiciones se puede encontrar la forma especifica de las ecuaciones para
AX,T)y ¢(X,T), la que corresponde a dos ecuaciones diferenciales parciales acopladas:

Or¢ = Ox (JA?) +i6 (OxAA — AdxA) + Oxx 6. (5.28)

En donde &; es una constante compleja y 0 una constante real.

5.3. Nuevos estados en el estado tipo turbulencia de
defectos

Partiendo desde la base del estado tipo turbulencia mediada por defectos obtenido usando
la ecuacién (5.1) con pardmetros « = —1 y § = 2, se procederd estudiar la dindmica del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas dado por (5.14) y (5.15). Para ello, se
realizaron simulaciones numéricas del sistema acoplado usando el método de Runge-Kutta
orden cuatro [17], en donde se debié resolver tres ecuaciones acopladas al considerar que
A = A, +iA;. Es necesario que el acoplamiento con la nueva dindmica dada por el nuevo
término en (5.14) respecto a la ecuaciéon CCGLE y la ecuacion para la fase sea débil. Esto se
lograra usando una constante de acoplamiento € en el término de acoplamiento con la fase
de la ecuacion (5.14).

Or¢ = Ox (|A]?) +i6 (OxAA — AdxA) + Oxx¢. (5.30)
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En donde ¢ variara entre los valores de cero (sin acoplamiento) a uno (méximo acoplamiento),
~1 da cuenta de la constante real del término de acoplamiento y 7, es la constante imaginaria
de este. Este modelo descrito en las ecuaciones (5.16) y (5.17) se le nombrard como modelo

Coullet-Iooss.

En primer lugar, se analizo el caso € = 0, el que implica una evolucién sin acoplamiento
para la ecuacién de la amplitud A(z,t) con la fase ¢(x,t), recuperando para esta ecuacién el
modelo de Ginzburg-Landau [40] con coeficientes complejos. Sin embargo, la ecuacién para la
fase si evolucionara acoplada a la amplitud, la que se encuentra en el estado tipo turbulencia
mediada por defectos, por lo que se investigd su diagrama de bifurcacion en funcién del

parametro 9.

3.14

—

——

hase(x,t) [arb. units

N

0 <0 5=0 5>0 -3.14

Figura 5.5: Evolucién temporal de ¢(z,t) en funcién del pardmetro 6. Simulaciéon nimerica
utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Se puede apreciar como para un valor 6 = 0, se recupera una dinamica tipo turbulencia
de defectos en la fase ¢(z,t) lo que es esperado considerando que esta evolucionard sélo con
un término difusivo y uno dependiente del médulo |A[?, el que presenta un simil de evolucién
temporal. Por otro lado, para valores d # 0 se puede apreciar simetria en el estado alcanzado
al variar el paramtro para valores § > 0y ¢ < 0. Este estado presenta una distribucién en el

espacio entre dos dominios.

Luego de inspeccionar el espacio de fase de (5.17) para e = 0, lo que implica una condicién
de no acoplamiento, se estudié el comportamiento del sistema con acoplamiento débil para
0 > 0, lo que se traduce en un valor de ¢ = 0.2. Este tipo de acoplamiento se justifica ya
que se requiere obtener un estado tipo turbulencia de defectos alterado, en donde la fase
tenga un papel en la dindmica pero no de paso a un estado completamente nuevo sino que
tenga una incidencia modulando los exponentes registrados en la ecuacién CCGLE. De esta
manera, ahora es necesario recorrer el nuevo diagrama de fase para la ecuacién (5.16) fijado
en (a, f) = (—2,2) correspondiente a un estado base de turbulencia mediada por defectos

para los nuevos parametros reales v; y 7s.

Al mismo tiempo, para el estudio de la densidad espectral S3(r) a obtener y con la
finalidad de comparar los resultados con el modelo de TSH se necesita una poder construir
una funcién de prueba u(z, t) en términos de las variables del modelo de Coullet-Iooss |A(z, t)
y ¢(x,t). En donde definirimos a ¢(z,t) como la fase del patrén base w,, mientras que p(z,t)
corresponderd a la fase asociada al modo con amplitud A(x,t), obtenida mediante la relacién
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¢(x,t) = arctan(A,/A,). La funcién de prueba escogida u(x, t) serd una representacién bésica
de un modo oscilatorio base més uno asociado a la amplitud A(z,t).

u(z,t) = cos (nx + ¢(z,t)) + A(z, t) cos (nx + p(z,1)) (5.31)

A continuacion se presentan los nuevos estados explorados en el modelo Coullet-Ioss para
diferentes valores de 1 y 7 con parametro § > 0. Es importante senalar que este analisis
fue repetido para valores de 6 < 0, obteniendo los mismos estados pero con parametros v; y
~9 antisimétricos.

Estado: 7y = -1 & =1

En este estado vemos un comportamiento que se asemeja al tipo turbulencia de defectos
pero con ciertos picos persistentes en el tiempo y una estructura de los defectos y los maximos
diferente a la observada en la ecuacion CCGLE.

»l,”qﬁ. i) ,"i" u(x, t)
AI‘H \ %

I,r’" « =

ol “"f,g TR

) r"'l‘.":l'. B

f o '\ ' 0.00

0 x [code units.] 150

Figura 5.6: Evolucién temporal y perfil asociado del estado 73 = —1 & =2 = 1. Simulacion
nimerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Respecto al espectro se observan dos regimenes, obteniendo valores cercanos en los expo-
nentes para el primero de estos en comparacion al experimento. Sin embargo, la existencia
de estos dos regimenes no coincide con lo observado experimentalmente.

Estado: 711 = -2 & v =2

De manera similar, surge este estado, el cual corresponderia al mismo signo de parametros
usados en el caso anterior pero con valores méas elevados. Se diferencia del caso anterior ya que
se puede observar una forma de los picos y defectos mas pronunciada y un comportamiento
mas erratico (en el sentido de impredecible), ademés de una densidad de defectos menor, los
cuales no tienden a invadir el espacio contiguo como en el estado anterior.

Respecto al espectro podemos observar un régimen marcado alejado completamente del
experimento caracterizado por exponentes que no coinciden en ningin caso respecto a |A(z, t)]
y u(z,t).
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Figura 5.8: Evolucion temporal y perfil asociado al estado 77 = —2 & 7 = 2. Simulacion

numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

Estado: 71 =0 & 1 =2

Este estado recuerda al tipo turbulencia de defectos observado en la ecuacién (5.2), con
la diferencia de que los defectos que surgen en este nuevo estado pueden ser mas prolongados
en el tiempo

Respecto al espectro, se recupera un exponente —2 para el campo u(zx,t) y la fase, pero
la variable |A| presenta un escalamiento igual al obtenido para la turbulencia de defectos de
la ecuacion CCGLE (5.2), por lo que no cumple el propdsito de buscar una modulacién en
este exponente.

Estado: 7, =1 & =1

Este estado también recuerda al estado de turbulencia de defectos original pero la prolon-
gacion de los defectos es mayor, ademas de la existencia de maximos también prolongados.
Por otro lado, la cantidad de defectos creados/destruidos disminuye respecto al estado base.
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Figura 5.9: Densidad espectral para las variables |A(z,t)|,u(z,t),¢(z,t) v ¢(x,t) para
pardmetros vy, = —2,7 =2y € = 0.2.
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Figura 5.10: Evolucién temporal y perfil asociado al estado v = 0 & 75 = 2. Simulacion
numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.
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Respecto a la densidad espectral, aunque se observa un exponente que tiende a —2 para
el campo u(x,t) coincidiendo con resultados experimentales, la |A| aumenta su pendiente,
adquiriendo un valor de —6, lo que se aleja atin mas que el estado base obtenido de turbulencia
de defectos en la ecuacion CCGLE.

Estado: 74 = =2 & v = -2

Comparado con los casos anteriores en donde observabamos estados que recordaban al
tipo turbulencia de defectos original, en este caso se aprecia un estado nuevo que tiene
caracteristicas del tipo turbulencia de fase, ya que es posible observar los caminos creados
por los picos al viajar por el espacio y destruirse con otros pero también la existencia de
una dindmica de defectos (|A| = 0). Cabe senalar también que la forma de los picos resulta
extranamente afilada.

En lo referente a la densidad espectral, se puede apreciar la existencia de dos regimenes
para u(x,t). No obstante, ninguno de estos logra emular los exponentes obtenidos experi-
mentalmente. Por otro lado, la amplitud |A| presenta un exponente entre —3 y —4, lo que
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Figura 5.11: Densidad espectral para las variables |A(z,t)],u(x,t), ¢(z,t) v (z,t) para
parametros 71 = 0,72 =2y ¢ = 0.2.
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Figura 5.12: Evolucién temporal y perfil asociado al estado vy =1 & 75 = 1. Simulacion
numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

no se ajusta de la mejor forma a los resultados experimentales.

Estado: 71, =2 & 15, =0y estado: 71 =2 & v = -2

Finalmente, estos ultimos estados llevan al sistema a un comportamiento intermitente,
lo que queda de manifiesto al observar la evolucién temporal de estos estados en donde se
observan estructuras parecidas a tridngulos de Zarspinski [36]. Este paso a la intermitencia
resulta particularmente interesante ya que se puede interpretar la adicion de la ecuacion
para la fase en su pardmetro v; como una traslacion en el espacio de fase correspondiente
a la Figura 5.1 desarrollada por Chaté [19] ya que los pardametros (a, ) siguen siendo los
correspondientes al estado tipo turbulencia mediada por defectos.

El espectro obtenido en ambos casos muestra una buena concordancia en su primer régi-
men con los exponentes del experimento, salvo la apariciéon de un segundo régimen de ley de
potencia en la amplitud |A|. Sin embargo, el andlisis realizado en el capitulo 1 para probar
la existencia de intermitencia o autosimilaridad [38] muestra que el fenémeno experimental
estudiado no corresponde al estado de intermitencia.
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Figura 5.13: Densidad espectral para las variables |A(x,t)|,u(z,t), ¢(x,t) y o(z,t) para
pardmetros 73 = 1,7, =1y e =0.2.
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Figura 5.14: Evolucion temporal y perfil asociado al estado v = —2 & 7, = —2. Simulacion
numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.
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Figura 5.15: Densidad espectral para las variables |A(x,t)|,u(z,t), ¢(x,t) y o(z,t) para
pardmetros 73 = —2,7 = -2y ¢ = 0.2.
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Figura 5.16: Evolucién temporal y perfil asociado al estado v = 2 & 75 = 0. Simulacion
numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.

—_
(o]

ux, t

=

['syrun opo9] (7 x)n

o
o
=}

0 x [code units.] 150

Figura 5.17: Evolucién temporal y perfil asociado al estado v, =2 & 75 = —2. Simulacién
numerica utilizando el método de Runge-Kutta orden cuatro.
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Figura 5.18: Densidad espectral para las variables |A(z,t)|, u(x,t), ¢(z,t) v p(z,t) para
pardmetros 73 = 2,7, =0y e =0.2.
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Capitulo 6

Extension del problema a dos
dimensiones

En los capitulos anteriores se investigo el fenémeno de la emergencia del comportamiento
tipo turbulencia de un patréon en una dimension espacial desde un punto de vista experi-
mental, tedrico y computacional. Ahora, nos adentraremos en un territorio mas complejo al
extender nuestro problema de estudio a dos dimensiones espaciales. El paso de una dimension
a dos introduce desafios adicionales en todos los aspectos de investigacion ya que los fenome-
nos tendran un grado de libertad adicional, el cual puede complejizar lo entendido hasta
ahora en una dimension. Asimismo, defectos en una dimension que se encuentren en dos
dimensiones espaciales adquieren propiedades topologicas. En este capitulo se presentaran
los avances realizados hasta ahora en esta direccidén sobre los experimentos y simulaciones.

6.0.1. Simulaciones de la ecuacién Turing-Swift-Hohenberg no va-
riacional en dos dimensiones

Consideremos la ecuacién de TSH no variacional en dos dimensiones
N
Ou =n+ pu—vViu — Viu+ k (uVu) 4 ¢ <Vu> . (6.1)

En su forma variacional (k = ¢ = 0) 6 (k = 2c) esta ecuacién presenta la aparicién de
patrones, los cuales en dos dimensiones pueden ser de tipo laberintico, circulares o alargados
siendo estos estados estables y estacionarios [2]. Ademds, como resultado de la inestabilidad
espacial del estado uniforme, el sistema presenta coexistencia entre los diferentes patrones y
el estado homogéneo. En particular, nos interesa usar como estado base el correspondiente
a un patréon formado por estructuras circulares. Si consideramos ahora la presencia de los
términos no variacionales (k # 0 & ¢ # 0), el sistema presentard nuevas transiciones que
daran nacimiento a nuevos estados, los cuales podran ser trazados en funcion de x y c. Para
confirmar esto, se llevaron a cabo simulaciones numéricas de la ecuacién (6.1) a través de un
método pseudoespectral en una grilla de 256 x 256, los cuales fueron contrastados con un
método de Runge-Kutta orden 4 en un grilla de 512 x 512 para evitar malinterpretaciones
numéricas.
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Figura 6.1: a) Diagrama de fase para la ecuacién TSH en dos dimensiones en donde la zona
blanca interior corresponde a un patron laberintico, las zonas de lineas intermitentes a un
patron circular y las lineas continuas a una zona de coexistencia con un patrén circular
alargado. Recuperado de Bordeau & Clerc (2015) [15] b) Estado base variacional de tipo
patrén circular en la ecuacién TSH en dos dimensiones con parametros n = —0.29, v = —2,
@ =0.13, Kk =0, ¢ = 0. Simulacién numerica utilizando el método pseudoespectral junto con
Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.

Para explorar el espacio de fase (k, ¢) en dos dimensiones se intent6 emular las transiciones
encontradas en una dimensién por Clerc & Vershciuren (2013) [24], lo que equivale a para
un valor constante de s utilizar el pardmetro ¢ como variable de control. Especificamente,
para el caso en una dimensién se utilizé un valor constante de k = —3.11. No obstante, se ha
comprobado que en dos dimensiones el sistema cambia sustancialmente su comportamiento
en funcion de este parametro, siendo este un valor elevado en lo que seria la contribucion de
k. Por este motivo se hizo realizd primero un barrido en s para ver el intervalo en el que
es posible mover este parametro sin aniquilar los estados ni obtener erorres numéricos. Se
presenta a continuacion los resultados de este barrido manteniendo ¢ = 0.
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Figura 6.2: Estados en la ecuaciéon TSH no variacional en dos dimensiones con pardmetros
n=—021, p=0.1, v = —1.6, ¢ = 0 variando el pardmetro x. a) Estado con K = —2.6 b)
Estado con k = —2.9 ¢) Estado con k = —3.2. Simulacién nimerica utilizando el método
pseudoespectral junto con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.

Se puede apreciar como aumentando el valor de |k| el sistema adquiere la presencia de
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defectos, sin embargo, el sistema es estatico aunque faltan anélisis por hacer ya que puede que
el tiempo caracteristico de la creacién/destruccion de estos sea muy elevado en comparaciéon
al tiempo de simulacion. De esta manera, existe una relacion entre el pardmetro de s y el
nimero de defectos, ademas de su tamano. También cabe senalar que los valores méaximos del
patron se ven alterados significativamente al mover este parametro, lo que puede desencadenar
errores numéricos en el método de integracion. Por este motivo, para las simulaciones se
utilizard un valor constante k = —0.36 con la finalidad de no llegar a valores altos de u(z, y)
que puedan desencadenar fendmenos numéricos no deseados.

Ya fijado el pardmetro x en un valor acorde al sistema, se varié ¢, obteniendo un paso desde
el estado base de patrones circulares a un dilatamiento de estos (¢ = 3), lo que conlleva la
emergencia de defectos en el patron junto con la creciente aparente configuracion hexagonal,
la cual queda de manifiesto en un valor de ¢ = 6.1. El estado hexagonal encontrado se
mantiene estable hasta un valor de ¢ = 15, en donde se pierde la forma hexagonal de los
patrones y empieza a haber un comportamiento complejo. Notar que en dos dimensiones no
se ha observado oscilaciones en el sistema al realizar el barrido en el parametro c.

0.6
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= u(x, y) u(x, y)
3 [code units. ] [code units. ]
3,
~
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0  x[codeunits.] 250

Figura 6.3: Simulacién de estados en la ecuaciéon TSH no variacional en dos dimensiones
a través del método pseudoespectral junto al método de Runge-Kutta orden cuatro con
pardmetros n = —0.25, 4 = 0.17, v = —1.6, Kk = —0.36 variando el pardmetro c. a) Estado
base con ¢ =0.0b) c=3.0c) c=6.1d) c=15.0

Para entender mejor los estados encontrados se buscéd realizar un andlisis de estos que
diera cuenta de particulares en los estados correspondientes a ¢ = 6.1 y ¢ = 15. De manera
particular, se estudi6 la transformada de Fourier espacial en dos dimensiones del estado
"hexagonos” para confirmar la configuracion hexagonal de este, el cual arroja la aparicién de
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seis modos espaciales bien definidos junto con sus armonicos correspondientes, los que van se
van difuminando dando cuenta de su decreciente influencia.

250

]

k, [code units.]

log(Ful(k, k) + 1)

[code units. ]

« [code units.]
Figura 6.4: Transformada de Fourier en dos dimensiones del estado n = —0.25, p = 0.17, v =
—1.6, k = —0.36 y ¢ = 6.1 representado en términos de log(F'(u)+1) para mejor visualizacién.

En la esquina superior derecha se presenta un zoom del centro de la transformada de Fourier.

Por otro lado, al analizar el comportamiento complejo observado para los valores de ¢ = 15
y k = —0.31 en el tiempo realizando un corte en el dominio rectangular de la Figura 6.3 d), es
posible observar una dindmica mediada por la creacién y destruccién de defectos al igual que
en el caso unidimensional, con la salvedad de que los mecanismos con los cuales se produce
este fenomeno son diferentes debido a la dimensionalidad. Ademas, esto sugiere la presencia
de caos espaciotemporal [81], aunque no se ha realizado el cémputo del espectro de Lyapunov
y su dimensién de Yorke-Kaplan correspondiente [51, 85] para verificarlo.
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Figura 6.5: Evolucion temporal de un corte en la grilla bidimensional lo que da como resultado
un perfil unidimensional. Simulacién numerica utilizando el método pseudoespectral junto
con Runge-Kutta orden cuatro en dos dimensiones espaciales.
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Siguiendo el hilo de desarrollo de este trabajo, se realizé una extension del analisis es-
tadistico realizado en los capitulos anteriores basado en el estudio de la transformada de
Fourier del sistema, la cual nos da cuenta de la aparicién de dindmica en un mayor dominio
de modos (k,, k), ademés de los correspondientes a los arménicos. Nétese que la transforma-
da de Fourier del sistema en la Figura 6.6 presenta simetria radial, lo que es una consecuencia
de la isotropia del fenémeno de defectos, en otras palabras, la creacion y aniquilacién de los
defectos no tiene una direccién privilegiada en el espacio. Si consideramos la transformada de
Fourier en dos dimensiones rectangulares F'(k,, k, ), existird una transformacién que nos per-
mitird escribirla en coordenadas polares F'(||k||, #). Luego, debido a la isotropia promediamos
en la variable 6 al momento de calcular la densidad espectral, lo que puede ser escrito

F(|k|,0) = Sz(lkl)Z/OﬂIF(kxaky)IQI/fld@- (6.2)

De esta forma, surge un término 27||k|| debido al cdlculo de este promedio, el cual debe ser
considerado al momento de calcular este espectro

[F(kDI®

Sy([|k[l) = W

(6.3)

Esta simetria nos permitird analizar la densidad espectral espacial Sa(r) en términos inica-
mente de su variable en el espacio de Fourier ||k|| . También, se calculé la densidad espectral

a) 250
104 CE—
= [
[
> log(FTul +1) 2 -15.4+0.6
b=l [code units] ?
(=] —
& 4
g <)
Ay
10-4
0 o
. [code units.] 10° Hk || 102

Figura 6.6: Estado complejo: n = —0.25, p = 0.17, v = —1.6, kK = —0.36, ¢ = 15. a)
Transformada de Fourier en dos dimensiones representada como log(F'(u) + 1) para mejor
visualizacién donde se obseva dindmica en un amplio rango de nimeros de onda. b) Densidad
espectral espacial en la variable polar ||k||.

temporal del estado complejo observado. De esta manera, podemos observar en ambos es-
pectros una marcada ley de potencia representada en el decaimiento lineal del grafico loglog.
Respecto a los exponentes obtenidos k7154 y w, es dificil sacar conclusiones sélo con la infor-
macién del campo original u(z, y, t). Por ello, es necesario calcular la transformada de Hilbert
para poder obtener una representacion que sea mas comprensible en términos de la amplitud
y fase local.

En dos dimensiones, la transformada de Hilbert no estd bien definida por lo que debe
ser usada una proyeccién de la transformada de Radon de una esfera a un plano [90]. Este
procedimiento se programé en el lenguaje de Python3, obteniendo resultados coherentes en
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Figura 6.7: Densidad espectral temporal correspondiente al estado complejo de parametros
n=-—0.25 u=0.17 v=-1.6, Kk = —0.36, ¢ = 15.

las pruebas preliminares. No obstante, este lenguaje de programacién posee una problemética
clave: Su velocidad. Debido a esto, el codigo implementado es demasiado lento al momento
de analizar el volumen de datos correspondientes a una dinamica en dos dimensiones. Pa-
ra solucionar esto, se esta trabajando en una implementacion alternativa optimizada en el
lenguaje de C.

6.0.2. Experimento en dos dimensiones

El estudio del experimento de un canal de patrones en cuasiunidimensional nos entregd
novedosas e importantes revelaciones sobre el fenémeno del comportamiento tipo turbulento
observado en la valvula de cristal liquido con retroinyeccién 6ptica (LCLV). Considerando
esto, surge la motivacion de realizar un experimento que entregué evidencia experimental
del fenémeno en dos dimensiones, ademas de tener como diferencia importante el paso a
dos dimensiones la adquisicion de proteccion topolégica en los defectos. Esto implicara el
mecanismo de creacion/destruccion de estos cambia rotundamente respecto al experimento
en una dimension realizado.

En lo referente al experimento en dos dimensiones este ocupa exactamente la misma
configuracion del experimento del canal unidimensional, sin embargo, en la creacién de la
mascara de luz inicial mediante el SLM es en donde reside la diferencia. Particularmente, se
cre6 una mascara rectangular de dimensiones (I, =, [, =) con un voltaje V = constante y una
intensidad de la luz Iy = también constante. Luego, se vario el parametro L correspondiente
al largo de difraccion libre desde un valor de 0 cm a —10 c¢m, grabando el comportamiento de
la celda de cristal liquido durante 120 segundos. De esta forma, es posible encontrar diferentes
estados empezando desde un estado homogéneo, pasando por una formacién de frentes hasta
llegar a un comportamiento tipo turbulento de patrones circulares entremezclado con un
patrén laberintico.

En el contexto del andlisis estadistico a realizar, tomaremos una regién del rectangulo
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creado por el SLM en L = —6 cm. Esta region se caracterizard por una constante creacién y
destruccion de defectos con solamente el patrén de células circulares de base.

a) b) c)

Figura 6.8: Transicién en dos dimensiones en funcién del largo de difraccion libre L para
pardmetros Vy = 8.48V e Iy = 0.41 mW/em?. a) Estado homogéneo en el dominio completo
visto por la cdmara para L = 0 cm b) Estado de frentes formados por patrones en el Dominio
completo para L = —3 c¢m c¢) Estado complejo de destruccién/creacion de defectos en un
dominio reducido respecto al original formado por mayoritariamente patrones circulares para
L =—6 cm.

Las grabaciones fueron procesadas mediante su separacion en imagenes y posterior paso
a escala de grises, siendo asi posible analizar su transformada de Fourier espacial en dos di-
mensiones, la que muestra un comportamiento isotrépico y presenta dindmica en un amplio
rango de numeros de onda. Junto con ello, se calcul su respectiva densidad espectral Sy(r),
el cual muestra para nimeros de onda ||k|| superiores al valor critico del patrén una ley de
potencia k~*. De igual manera, se calculd el espectro de potencia temporal Sy(7) obteniendo
también una relacién de ley de potencia con tendencia a w™2. Estos exponentes dan cuenta
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Figura 6.9: Espectros de potencia para la intensidad de la luz medida en los datos experimen-
tales obtenidos con L = —6 cm a) Densidad espectral radial de la transformada de Fourier
en dos dimensiones b) Densidad espectral temporal.

de un comportamiento complejo. En el caso temporal, se recuperd un valor ya estudiado [54]
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correspondiente a un comportamiento tipo turbulencia de fase, mientras que el espectro espa-
cial tiene un valor muy inferior comparado a la simulacién. Aunque no se puede descartar que
el modelo T'SH no variacional no de cuente del fendmeno en estos parametros del experimento
debido a la lejania del punto de Lifshitz, los datos presentan no son los mejores debido a la
cantidad de patrones que se unen para formar estructuras alargadas, las cuales rompen la
simetria radial en el espacio de Fourier (k,, k,). Probablemente, los pardmetros iniciales del
experimento estaban en una zona del espacio de fase (Vp, Iy) muy cercana entre la aparicién
de patrones tipo células y laberintico. Para nuevas mediciones se buscara la preponderancia
del patrén celular.

Finalmente, para ser capaces de analizar el espectro de la intensida de la luz en profundi-
dad debemos separar la dindmica en términos de su envolvente y fase local. Esta separacion
se logrard a través del calculo de su transformada de Hilbert correspondiente. Pero como
fue senalado en la seccién anterior, se esta desarrollando una implementacién optimizada
de la transformada de Hilbert en dos dimensiones para analizar el gran volumen de datos
correspondientes a la dindmica de un sistema en dos dimensiones que sea lo suficiente rapida
y eficiente.

61



Capitulo 7

Conclusion

En resumen, este trabajo de investigacion ha explorado en profundidad la emergencia
de un comportamiento complejo en un dimension espacial en el experimento de la valvula
optica de crital liquido. Este experimento consistio en la creacién usando el SLM de un
canal cuasi unidimensional (I, > [,) en la celda de cristal liquido, al cual se le aplica un
voltaje para crear un patron junto con el voltaje aplicado debido a la retroinyeccién optica
mediada por el fotoconductor del setup. Se estudié el comportamiento del canal creado en
funcion de la difraccion libre, la cual fue aumentada a través de la variacion del parametro
del experimento L correspondiente al largo de difraccién en un intervalo [0, —10] cm. Como
resultado, se caracterizé una transicién en funcién de L, la cual consiste en el paso por
oscilaciones locales hasta un estado con dindamica permanente tipo turbulento mediado por
defectos, el que finalmenente, para valores terminales del largo de difraccién libre L > | — 9|
cm se satura, perdiendo su dindamica.

A su vez, este experimento ha sido caracterizado como un comportamiento tipo turbulen-
cia mediada por defectos. Esto se logré mediante el andlisis de sus propiedades estadisticas a
través de la inspeccion del desglose de los videos tomados del experimento, en donde destacan
la evolucion temporal de los defectos, los espectros de potencia espacial y temporal asociados
a la intensidad de la luz, junto con su descomposiciéon usando la transformada de Hilbert, la
cual nos permite acceder a la fase (k72 ,w™?) y a la envolvente (k72,w™?) local, ademés de
su factor de estructura. Notar que se encontré una relacién entre el valor de los exponentes
para distintas razones de [, /l,.

En adicién al experimento, se utilizé y simulé un modelo tedrico no variacional tipo
forma normal para contrastar los resultados experimentales y ser capaz de predecir nuevos
comportamientos, el cual ha mostrado su universalidad en fenémenos en biologia, quimica y
optica. Este modelo presenta una transicion hacia un estado cadtico espacio temporal, el cual
ha sido caracterizado junto con sus exponentes de la fase (k72,w™?) y la envolvente (k=2 w™?)
como turbulencia mediada por defectos. Esta caracterizacion tuvo como principal desafio la
eliminacion de la solucion base tipo patron oscilatoria, con la finalidad de obtener solamente el
comportamiento turbulento cadtico espacio temporal presente. Para ello, se utilizé diferentes
filtros tipo bandstop en el espacio de Fourier, los cuales permitieron limpiar el espectro de la
influencia de los arménicos del patron oscilatorio, obteniendo los mejores resultados para el
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filtro de Butterworth.

Luego, se ampli6 el problema de investigaciéon a un sistema en dos dimensiones espaciales.
Este se estudi6 experimentalmente a través de la creacién de un dominio rectangular usando el
SLM, el cual se somete a un voltaje V, dado por una fuente de poder y la retroinyeccion optica,
la cual permite variar el parametro de retroinyeccién libre. Se encontrd en esta variacion de L
diferentes tipos de patrones como laberinticos y circulares, junto con la presencia de dindamica
de frentes. En particular, nos interesé estudiar la aparicion de dindmica permanente en el
sistema 2D, la cual queda de manifiesto para un valor de L = —5.5 cm. Se analiz6 una regién
particular del dominio en este valor, la que presenta una ley de potencia en la intensidad de
la luz con valores cercanos a k=% y w2

Por el lado del modelo tedrico, se simulé la ecuacién de Turing-Swift-Hohenberg no varia-
cional en dos dimensiones usando un método espectral y otro basado en diferencias finitas de
tipo Runge-Kuta orden 4. Ambos métodos muestran resultados coherentes uno con el otro.
Se exploré el espacio de fase del sistema encontrando diferentes estados. En donde destaca
una region con la presencia de hexagonos, la que pudo ser caracterizada mediante su trans-
formada de Fourier espacial, obteniendo seis modos principales y una regién compleja que
se asemeja al experimento al seguir aumentando el valor del parametro c. Esta region fue
caracterizada en términos de su densidad espectral, el cual presenta exponentes cercanos a
k=% y w95, Las discrepancias en dos dimensiones entre el experimento y la simulacién atin
son motivo de estudio.

Finalmente, es importante senalar las proyecciones del problema de investigacién, el cual
se empezara a estudiar a futuro su espectro de Lyapunov en dos dimensiones para determinar
la naturaleza dinamica del sistema. Ademas de la implementacion del cédigo en lenguaje C
de la transformada de Hilbert en dos dimensiones con fines de optimizacién del codigo ya
desarrollado.
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Optical feedback induced spatiotemporal patterns with
power law spectra in a liquid crystal light valve
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Pattern formation can be induced by coupling electro-
magnetic fields to a polarizable and lossy medium. In-
creasing energy injection patterns can exhibit aperiodic
behaviors. We investigate the self-organization of unidi-
mensional aperiodic patterns. Based on a liquid crystal
light valve with optical feedback, we observed aperiodic
one-dimensional patterns with power laws in the tem-
poral and spatial spectrum density of the light intensity,
and their pseudo envelope and phase characteristic of
spatiotemporal complexity. Theoretically, a local model
describes the system close to nascent bistability and spa-
tial instability. Numerical simulations of this model
show chaotic spatiotemporal patterns whose temporal
and spatial spectra have exponents similar to those ob-
served experimentally.

http://dx.doi.org/10.1364/a0. XX. XXXXXX

Non-equilibrium processes often lead to the emergence of
patterns, which evolve from a homogeneous state by sponta-
neously breaking spatial symmetry [1, 2]. In optics, coupling
an electromagnetic field to a polarizable medium and losses
can induce a diffraction-diffusion mechanism of pattern forma-
tion [3]. For example, transverse patterns have been observed in
gas [4, 5] and semiconductor laser [6], photorefractive media (see
the textbook [7] and reference therein), sodium vapor [8] and
liquid crystal cells [9] with single-mirror feedback, and liquid
crystal light valve (LCLV) with optical feedback [10], to mention
a few. As one injects energy, secondary instabilities can generate
oscillations and complex spatiotemporal behaviors of optical
patterns [5, 11]. Dissipative systems far from equilibrium can
exhibit non-periodic spatiotemporal dynamics. These include
fiber lasers [12, 13], nonlinear optics [14, 15], active matter [16],
interfacial dynamics [17], chemical reactions [18], financial mar-
kets [19], and Bose-Einstein condensates [20], among others. In
all of these systems, the observed dynamics from a statistical per-
spective are turbulent-like, that is, unpredictable (spatiotemporal
chaos), and a wide range of spatial wavelengths participate in
the permanent dynamics (power-law spectra). The power law
spectrum density has been observed for different quantities such
as kinetic energy, light intensity, information, intensity correla-
tion, and phase gradient. A pioneering example of this type of
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behavior is the phase turbulence [21]. In most of the previous sys-
tems where turbulence-like behavior is observed, a power law
is typically observed for a decade or a few decades of wavenum-
ber in the spectrum due to the absence of different structures or
defects at different scales [12-20]. Spatiotemporal complexity of
fingerprint patterns with turbulent-like behavior has recently
been observed in an LCLV with optical feedback [15].

This letter aims to investigate spatiotemporal self-
organization behaviors for one-dimensional aperiodic optical
patterns. Based on a liquid crystal light valve with optical
feedback and spatial light modulator, we observe aperiodic
one-dimensional patterns, see Fig. 1, when one increases the
intensity of the illumination light or the free propagation length
L of the optical feedback. The temporal and spatial intensity
spectra density exhibit power laws. The pattern’s dynamical
behavior is characterized by determining its pseudo envelope
and phase using the Hilbert transform [22]. This pseudo phase
field exhibit a spatial and temporal spectra with power laws.
The phase exhibits k=2 and w2 spectrum, which is typical
of phase turbulence [21]. The amplitude (light intensity) and
pseudo envelope of the pattern spatial and temporal spectra
density show defect turbulence with an exponent close to -3
and -2, respectively. The structure functions of the amplitude
fluctuations at different exponents allow us to conclude that
the observed dynamics are self-similar. Theoretically, close to
the nascent bistability and spatial instability, Lifshitz point, a
local model describes the system. Numerical simulations of
this model present spatiotemporal chaotic patterns [23]. The
numerically observed dynamics are characterized by complex
defect dynamics, whose temporal and spatial spectra tend to
follow power laws. The envelope and phase of the observed
patterns are characterized by spatial and temporal spectra with
similar exponents to those observed experimentally.

The LCLV with optical feedback is a flexible setup that ex-
hibits a wide range of dynamic behaviors, such as multistabil-
ity, front propagation, pattern formation, localized states, and
aperiodic spatiotemporal dynamics (see Rev. [10] and references
therein). Figure 1a shows a schematic representation of the setup.
The LCLV consists of a nematic liquid crystal LC-654 (NIOPIK)
with dielectric anisotropy constant €, = 10.7 ¢y sandwiched
between two glass layers separated by a distance d = 15 ym.
To apply an electrical voltage to the liquid crystals, transpar-
ent indium tin oxide (ITO) electrodes and a photoconductive
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Fig. 1. Experimental aperiodic patterns in a liquid crystal
light valve with optical feedback. a) Schematic liquid crys-
tal light valve (LCLV) representation with optical feedback.
The setup is composed of a coherent light source (He-Ne laser)
sent through a spatial light modulator (SLM) and a polariz-
ing beam splitter (PBS) before hitting the LCLV. After reflec-
tion, the light is filtered in a transversal slit (TSL) placed in
the Fourier plane, then the light is brought to the fiber bundle
(FB) with a beam splitter (BS) and to a complementary metal-
oxide-semiconductor (CMOS) with a mirror (M). f represents
achromatic lenses, and L is the free propagation length. The
applied voltage to LCLV is Vj = 9.72 Vrms. The red arrows
indicate the propagation of light. The illuminated region of
the LCLV is a quasi-one-dimensional region of dimensions
1440x352 um?. b) A snapshot and middle plane profile (pat-
tern intensity and their pseudo envelope and phase ¢) of a
one-dimensional pattern in which different colors account for
different average inclinations of liquid crystal molecules. kg
and k* are the pattern and characteristic coupling wavenum-
ber (kg < k*). c) Spatiotemporal evolution of one-dimensional
patterns.

layer are deposed on the glasses. The back layer of the liquid
crystal cell contains a dielectric Bragg mirror with optimized
reflectivity for 632.8 nm light. The molecules on the cell wall
are anchored parallel to it, corresponding to a planar anchoring
in the cell’s diagonal direction. The LCLV can be electrically
addressed by applying an oscillatory voltage V) Vrms and fre-
quency fo = 1.0kHz across the layer. The optical valve is opti-
cally forced with a He-Ne laser of intensity I;, and wavelength
Ag = 632.8 nm. The LCLV is placed in a 4f optical configuration
(f = 25cm) as shown in Fig. 1a. A transversal slit (TSL) is placed
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Fig. 2. Experimental spatiotemporal complexity of patterns
in a liquid crystal light valve with optical feedback. a) Spa-
tial and b) temporal spectra of the light intensity I(x, t) (left
panel), and pseudo phase and enveloped field (right panel).
The points show the experimental results and the straight
continuous curves help show the power law trend. Vertical
dashed lines account for characteristic wave numbers. c) Spa-
tial exponent {7}, of structure-function Sp(r) as a function of
the p index. The inset accounts for temporal exponent ; as a
function of the p index. The points and their respective error
bars are the exponents obtained experimentally. The straight
solid lines show the trend of the points.

in the Fourier plane to filter spatial modes. The optical feedback
circuit is closed with a fiber bundle (FB) placed 4 f from the LCLV
front surface. Depending on the local light intensity, the optical
fiber bundle injects the light into the photoconductive layer and
applies an additional local voltage to the liquid crystal material.
The optical feedback loop is designed so that the light simul-
taneously undergoes diffraction propagation (characterized by
the length L) and polarization interference induced by the polar-
izing beam splitter (PBS). For one-dimensional experiments of
dimensions, Iy = 1440 ym and /,, = 352 pm, a spatial light mod-
ulator (SLM) is considered. The SLM prevents optical feedback
in unilluminated areas, thereby creating an absorbing boundary
condition. The experiment is monitored by a complementary
metal-oxide-semiconductor (CMOS) camera.

Figures 1b and 1c show a snapshot of a one-dimensional
aperiodic pattern with kp wavenumber and its respective spa-
tiotemporal evolution. This chart shows that the pattern also
exhibits other wavelengths (k*), which are coupled with the
dynamics of the pattern’s global mode (ko). Likewise, one in-
fers an aperiodic complex dynamics the pattern defects. The
patterns observed are chaotic in nature [11]. To characterize
the dynamics statistically, we calculate the spatial and temporal
spectrum density of light intensity I(x, t) defined in the spatial
case by ([ e*¥|I(x,t)|?dx) /T, where x and t stand for the spatial
coordinate and time, k is the wavenumber, and the symbol ( )
accounts for temporal average in a long period T. The temporal
spectrum is defined in a similar manner. Figure 2 shows the
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spectrum densities obtained, characterized by tails with power
laws of approximately k=35 and w~2®. This manifests the spa-
tiotemporal complexity of the patterns [12-20], characterized
by the dynamics of defects and coupling of modes with the dif-
ferent wavenumbers, which includes a decade of wavenumber.
Note that the liquid crystal is a strongly overdamped waveless
medium. Due to the inherent fluctuations of the experimental
system, noise, the spectra for large wavenumbers or frequencies
deviate from the power law and tend to flatten out [24].

To understand complex dynamics, the pattern evolution can
be decomposed into the pseudo envelope and phase of the pat-
terns using the analytical signal buildup with the Hilbert trans-
form [22, 25]. This type of method has been implemented to
understand complex patterns in the catalytic oxidation of carbon
monoxide [25], linear [26] and nonlinear optics [15]. Figure 2
shows the spectra density of the pseudo phase and envelope of
the pattern. The spectrum of this phase has an exponent close
k=2 and w2, which is characteristic of phase turbulence [21].
The origin of this exponent corresponds to non-correlated abrupt
transitions between two typical values of the phase. For the
pseudo envelope field, we find that the tails of the spectra are
close to k3 and w2, which accounts for the defect dynamics. In
addition, one can study the higher-order correlations, also called
structure functions [27], to better understand the pattern’s dy-
namics and whether they have characteristic scales. Let us intro-
duce temporal structure functions S, (1) = (||I(t) — I(t 4+ T)||7),
where the symbols |||| and () account for the spatial norm and
the temporal average, respectively. For spatial self-similar turbu-
lent fluid dynamics, Kolmogorov theory predicts a scaling law
of type S, (T) o 7% [27], where {p is the exponent of structure
function. Namely, the system does not have characteristic scales
in the turbulent window. Analogously, one can introduce spatial

structure functions S,(r). We also expect S,(r) « 7% for tem-
poral self-similar turbulence. Figure 2c summarizes the results
found. From this chart, we infer that the observed behavior is
self-similar.

To account for the experimental observations, we consider
the LCLV with optical feedback simultaneously close to the
nascent bistability and spatial instability, the Liftshitz point [28],
the dynamics of the system is described by

o =1 +€u— 13 — VOl — Dyxrxlh + c(axu)2 + kudyyu, (1)

where the order parameter u(x,t) accounts for the devia-
tion of the average molecular orientation 6(x,f) with re-
spect to a critical value 6., the light intensity I reach-
ing the camera is related to u(x,t) by I(x,t) ~ [,(1—
cos [0.4dAq cos? (6. ) (1 — 2 tan(6c)u/ug)]) with ug a normaliza-
tion constant [28]. € is the bifurcation parameter, which is pro-
portional to the voltage minus the critical one, # is a parameter
that controls the size of bistability, which is proportional to the
intensity of the input laser, v is the anti-diffusion coefficient,
which is proportional to the elastic diffusion minus the square
of the diffraction propagation length, c and « account for the
nonvariational advection and nonlinear diffusion; both are pro-
portional to the diffraction propagation length. The detailed
relationship between the parameters of Eq. (1) and the physical
parameters of the LCLV with optical feedback is given in [29].
It is known that model Eq. (1) presents chaotic spatiotemporal
patterns [23]. Figure 3a shows the typical spatiotemporal chaotic
patterns, which present complex defect dynamics. Analogously
to the experimental case, we have calculated the spatial and
temporal spectrum density of the order parameter u, which is

=]
o

e
N

a)[z
10 8
i €
s —
' @
5 B
= g
=< 2
HE E
S S.
$ =
S G}
4o ~
| H 1 0.1
0 11 it
b) 0 z |arb. units| 1024
& o O Phase
gl M. 20201
S H
g . |2:6+0.3
wn
1072
c ) 10° k/ky 10' 10° k/k, 10
_oa o®° O Phase
1 o % 102 B DDDu O Envelope
Wy e po”) T 2503
g oo® u“!q% o uuqm*gu
S o . o
3 %%DN
Q 2.240.3
& o 107 (22403 \N
107 —1 1
1072 w [Hz] 10 102 w[Hz| 107

Fig. 3. Numerical spatiotemporal complexity of patterns in
model Eq. (1) by = —0.04,¢ = —0.092,v = 1.0,c = 104,
and x = —3.05. a) Spatiotemporal diagram of aperiodic pat-
tern. Inset accounts for the profile of an extract of the pattern.
Dashed circumferences show defects in the pattern. b) and c)
spatial and temporal spectrum density of the order parameter
u(x,t) (left panels) and pseudo phase and envelope field of
the pattern (right panels). The points are the results obtained
numerically, and the straight lines show the power law trend
of the numerical data.

illustrated in Figs. 3b and 3c. In this case, the spectra have many
oscillations related to the harmonics of the main wavenumber
and frequency. However, the spectra follow a power law trend
close to k3% and w22, which are qualitatively in agreement
with the experimental observations (see Fig. 2). We have deter-
mined the pseudo envelope and phase field to characterize the
observed dynamics analogously to the experimental analysis.
Figure 3b and 3c show the pseudo phase and envelope spatial
and temporal spectra, respectively. This phase again exhibits a
typical spectrum of phase turbulence [21]. On the other hand,
the spectrum density of the envelope follows the behavior close
to k2% and w~2. Hence, the dynamics presented by the local
model Eq. (1) are qualitatively similar to those observed experi-
mentally. However, the experiment is carried out far from the
region where the model Eq. (1) is valid since, in that region, the
inherent fluctuations and imperfections of the experiment make
the experimental study a thorny task.

Because the effect of the wavenumber of the pattern ky is
dominant in the numerical simulation, we have filtered this
wavelength from the spatial spectra. Figure 4a shows the spec-
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Fig. 4. Spatial spectrum densities. The spatial spectra of the
scalar, and pseudo phase and envelope field when a) the pat-
tern wavenumber ky is filtered in the model Eq. (1), and b) a
Butterworth bandstop filter is applied to the pattern of the
model Eq. (1). ¢) Spatial spectrum of the light intensity I(x, t)
(left panel), and pseudo phase and enveloped of the pattern
(right panel) for an optical channel of dimensions I, = 2550
pmand I, = 431 ym with a voltage Vo = 8.48 Vrms. The
points show the experimental results and the straight continu-
ous curves help show the power law trend. Inset accounts for
a snapshot of the observed pattern.

trum of the scalar, and pseudo phase and envelope field found
when filtering. In this case, all the spectra tend to be close to k2.
Alternatively, if one considers a bandstop filter [30], one obtains
the result shown in Fig. 4b. Again, one obtains spectra close to
k~2. Therefore, all these filters allow us to detect the complex
aperiodic patterns dynamics of the model Eq. (1).

Experimentally, it is not possible to study a one-dimensional
pattern; one always considers a quasi-one-dimensional system
of dimensions Iy x I (Iy = 1440 pum, [, = 352 ym, and I, < I,
Iy /1y =~ 0.24). To study the effect of the aspect ratio I/, /I, of the
optical channel, we have decreased the aspect ratio by I, = 2550
pm and I, = 431 ym (I, /1y ~ 0.17). Unexpectedly, the tail of
the spatial spectrum for the light intensity changes dramatically
close to k2. Figure 4c illustrates the spatial spectrum density
found. Likewise, we calculated the pseudo phase and envelope
field associated with the pattern based on the Hilbert transform’s
analytical signal. Figure 4c summarizes the spectra found for
these fields. Note that both spatial spectra present power laws
close to —2. Hence, quasi-dimensional dynamics can signifi-
cantly impact the complex dynamics established by aperiodic
patterns by altering the structure of defects, as shown in Figs. 1b
and 4c.

In conclusion, based on a liquid crystal light valve with op-
tical feedback and spatial light modulator, we have observed
aperiodic one-dimensional patterns with temporal and spatial
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spectra with power laws. Likewise, through a valid mathemati-
cal model close to a Lifshitz point, we numerically find chaotic
spatiotemporal patterns whose temporal and spatial spectra
have exponents similar to those observed experimentally.
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