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Resumen

El objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar una familia de extensiones del
problema de emparejamientos en linea: Dado un grafo bipartito G = (L, R, F') donde el lado
izquierdo es conocido mientras que el lado derecho llega en linea en un orden predeterminado
y desconocido, cada vértice de R solo puede emparejarse en el momento que llega y el objetivo
es construir el emparejamiento de mayor tamano posible. Este problema fue introducido y
estudiado por Karp, Vazirani y Vazirani [4], quienes construyen un algoritmo aleatorio que
logra en esperanza una 1 — % aproximacion sobre cualquier instancia. En este trabajo se
estudian variaciones de este problema en las cuales, al recibir un vértice del lado en linea
Jj € R, el emparejamiento construido hasta ese momento puede ser aumentado con un camino
aumentante comenzando en j de hasta un cierto largo. Se estudia ademéas una familia de
problemas en donde se impone un limite al nimero de veces que cada vértice puede ser

reasignado.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preeliminares

Comenzaremos con algunas definiciones basicas de grafos y resultados conocidos.

Definicién 1.1 (Grafo) Un grafo es un par ordenado (V, E) donde V' es un conjunto finito
y EC {{u,v}:u,v € Vu#uv}.

Dado un grafo G, V = V(QG) es el conjunto de vértices de G y E = E(G) el conjunto de
aristas. Una arista {u,v} serd denotada uv, y llamaremos a u y v los extremos de uv.

Denotaremos al nimero de vértices |V (G)| como el orden de G.

Denotamos el conjunto de vecinos de v € V por N(v) = Ng(v) :={u eV :uv € E}.

Definicién 1.2 (Grafo inducido) Sea G = (V, E) un grafo y U CV un subconjunto de sus
vértices. Definimos el grafo inducido por U como G[U| = (U,{uv € E : u,v € U}).

Definicién 1.3 (Grafo bipartito) Un grafo (V, E) se dice bipartito si es posible dividir V' en
dos conjuntos, L y R, tal que toda arista en E tiene un extremo en L y uno en R. En este
caso denotaremos a G como G(L, R, E).

Definiciéon 1.4 (Emparejamiento) Un emparejamiento o matching en un grafo G = (V, E)
es un conjunto de aristas m C E disjuntas de a pares, es decir ningun par de aristas en m
comparten un extremo. Si uv € m, se dird que m empareja a u y v. Decimos también que
m cubre un vértice v € V' si existe algin u € N(v) tal que uv € m.

Definiciéon 1.5 (Emparejamiento de tamano méaximo) Un emparejamiento m en un grafo
G es de tamano mdzimo o simplemente mdximo si para cualquier emparejamiento m’ en G,

m| = [m’].

Definicién 1.6 (Numero de matching) El nidmero de matching de un grafo G, v(G), es la



cardinalidad de un matching mdzimo en G.

v(G) := max{|m| : m matching en G} (1.1)

Definicién 1.7 (Camino) Un camino P = vgvy...v; en G es una secuencia de vértices unicos
tales que para todo © € 0,1,....,1 — 1, se tiene v;v;11 € E. Se dira que P es de largo | o que
P es un l-camino, y denotaremos el largo de P por |P|. Diremos ademds que vy y v; son los
extremos de P, y que los demds vértices son vértices interiores de P.

Definicién 1.8 (Camino m-alternante)

Sea m un emparejamiento en un grafo G. Sea P = vyv;...v; un camino en G. P es un
camino m-alternante de largo [ si vy no esta cubierto por m y las aristas de P alternan entre
estar fuera y dentro de m.

Definicién 1.9 (Camino m-aumentante) Sea m un emparejamiento en un grafo G. Sea
P = vyvy...v; un camino en G. P es un camino m-aumentante si es m-alternante y v; no estd
cubierto por m. Es decir ninguno de los extremos de P estin cubiertos y sus aristas alternan
entre estar fuera y dentro de m.

Se dird que m puede aumentarse a lo largo de P, lo que se refiere a retirar de m todas
sus aristas que forman parte de P y agregar a m todas las aristas de P que no estén en m.
FEste proceso resulta en un nuevo emparejamiento m' tal que |m'| = |m| + 1, independiente
del largo del camino usado.

Identificando P con el conjunto de aristas que lo forman, con P C E, podemos decir que
m' :=mAP = (m\ P)U(P\m) (1.2)
Observaciéon: Un camino aumentante debe ser de largo impar.

Proposicion 1.10 (Lema de Berge [1] [5]) Un emparejamiento m en G es mdximo si y solo
st no ewisten caminos m-aumentantes.

Definiciéon 1.11 (Emparejamiento maximal) Un emparejamiento m en un grafo G se dice
mazximal si toda arista en E(G) tiene al menos un extremo cubierto por m. En otras palabras,
m es maximal st no es posible construir un emparejamiento de mayor tamano agregando una

arista a m.

Proposicién 1.12 ([6]) Sim es un emparejamiento mazimal en G, entonces |m| > Jv(G).

1.2. Algoritmos en linea y tasa competitiva

Un problema de optimizacion en linea es uno donde la instancia del problema se reve-
la paso a paso, y se deben tomar decisiones con informacién incompleta manteniendo una
invariante (por ejemplo, mantener un emparejamiento).
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Definiciéon 1.13 (F-competitividad) Sea un algoritmo A para algin problema de mazimi-
zacion, y sea A(I) el valor de la funcion objetivo obtenido por A en una instancia I del
problema. Sea ademds OPT(I) el mazimo valor posible de alcanzar en la instancia I.

Para F € [0,1] se dird que el algoritmo A es F-competitivo o que alcanza una tasa
competitiva de F' si en cualquier instancia I el algoritmo A logra una F-aproximacion, es
decir

A(I) > F - OPT(I) (1.3)

Si A es aleatorio, entonces A es F'-competitivo si
E[A(I)] > F - OPT(I) (1.4)
donde la esperanza es sobre la aleatoriedad de A.

A continuacion se define el problema de emparejamiento en linea en grafos bipartitos
planteado y estudiado por Karp, Vazirani y Vazirani [4] en 1990.

Definicién 1.14 (Problema de emparejamiento en linea) Sea G(L, R, E) un grafo bipartito.
Sea ™ un ordenamiento (permutacion) de R. Los vértices de L son conocidos desde un prin-
cipio mientras que los vértices de R llegan o son revelados en el orden w. Al llegar 7 € R
también se revelan todas las aristas incidentes a él, y se puede elegir un vecino para empa-
rejarlo o dejarlo libre. Esta decision es irrevocable, y un vértice j € R no puede asignarse
a un vértice que ya fue emparejado anteriormente. El objetivo es mazximizar el tamano del
emparejamiento resultante tras llegar todos los vértices de R.

Abreviaremos este problema como OMP (online matching problem).

En el mismo trabajo, los autores construyen un algoritmo aleatorio para OMP llamado
RANKING, y demuestran que dicho algoritmo alcanza una tasa competitiva de 1 — % =
0,632.... Ademas, muestran que tal algoritmo es éptimo.

Definicién 1.15 (Algoritmo RANKING) El algoritmo RANKING para el problema de em-
parejamiento en linea es el siquiente.

o Inicializacion: Elegir un ranking (permutacion) de L de manera uniforme, es decir una
funcion o L — {1,2,...,|L|}.

o Alllegar j € R, emparejarlo con el i € N(j) libre que minimice o(i) (de existir).

1.3. Problemas a estudiar

A continuacion se plantean las familias de problemas a estudiar en este trabajo.

Definicién 1.16 (Problema de emparejamiento en linea con caminos aumentantes de largo K
(OMP-K)) Al igual que en OMP, se tiene un grafo bipartito (L, R, ) donde L es conocido y
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R llega de manera en linea en un orden m predeterminado y desconocido. Al llegar un vértice
J € R, el emparejamiento construido hasta el momento puede aumentarse a lo largo de un
camino aumentante de largo menor o igual a KK empezando en j.

Por ejemplo, si K = 3 y se recibe un vértice | € R. Si es que | tiene un vecino k que
ya estd emparejado a otro vértice j y ademds j tiene un vecino libre i € L, entonces el
emparejamiento construido puede ser aumentado con el camino 17kl, agregando al matching
las aristas ij y kl y quitando la arista kj como en la figura 1.1.

Abreviaremos este problema como OMP-K .

Figura 1.1: Al recibir [/, se puede aumentar el matching con el camino ijkl.

Observacién: A no ser que se indique lo contrario, en toda figura los vértices de L (lado
offline) se dibujaran alineados vérticalmente en el lado izquierdo y los de R (lado online) en
el lado derecho.

Notamos que al usar un camino aumentante todos los vértices del camino salvo sus ex-
tremos deben cambiar su pareja, a lo que llamaremos ser re-emparejado o reasignado. En un
problema de emparejamiento real es posible que se quiera minimizar o limitar el niimero de
reasignaciones que cada vértice experimenta. Por ejemplo, si buscamos asignar pacientes a
bloques de horario en un hospital en tiempo real, una reasignacién implica cambiar la hora
a la que un paciente esta citado. Esto nos motiva a definir la siguiente familia de problemas.

Definicién 1.17 (OMP-K-(s,t)) Sean s,t € NU {oo}, OMP-K-(s,t) es una variante de
OMP-K en donde cada vértice de L (resp. R) puede ser reasignado un mdzximo de s (resp.
t) veces a lo largo de la ejecucion.

Si en una ejecucion un vértice es reasignado el nimero mdrimo de veces permitido, de-
cimos que queda agotado. Si una arista estd en el matching y alguno de sus 2 extremos estd
agotado, decimos que estd congelada. Esto ultimo pues para retirar una arista del empareja-
miento se deben re-emparejar ambos extremos.

Diremos que OMP-K es equivalente a OMP-K -(00,00).

Una ultima observacién importante es que en todos los problemas anteriores, una vez
que un vértice (ya sea del lado online u offline) es emparejado, dicho vértice permanecerd
emparejado por el resto de la ejecucion. Esto es pues en el proceso de aumentar un matching
con un camino aumentante todos los vértices interiores del camino permanecen emparejados.

Estudiaremos principalmente los problemas OMP-K (caminos aumentantes de largo K
y sin limite de cambios), OMP-3-(1,1) (caminos de largo 3 y cada vértice del grafo puede
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cambiar una unica vez) y OMP-3-(1,¢) (los vértices de L tienen un tinico cambio permitido y
los de R tienen una cantidad fija t). También estudiaremos una variante de OMP-3-(1,1) en
donde los vértices offline tienen peso y se busca maximizar el peso neto del emparejamiento
construido.

1.4. Nuestros resultados y organizacion

En el capitulo 2 se establecen dos clases de algoritmos deterministas para problemas
de emparejamiento, greedy y SAP, y se estudia el desempeno de estas clases de algoritmos
en algunos de los problemas planteados anteriormente. Los resultados principales de esta
seccion son que, usando algoritmos deterministas simples, es posible alcanzar las siguientes
tasas competitivas.

1. Si K =2n—1 con n € N, en OMP-K se puede lograr una tasa de =

: 241
2. Sit €N, en OMP-3-(1,t) se puede lograr una tasa de 3};%

En el capitulo 3 se estudian cotas superiores para el desempeno de algunos de estos pro-
blemas y se muestra que ningtn algoritmo determinista puede superar las tasas competitivas
dadas anteriormente para los problemas OMP-K con K € Ny OMP-3-(1,1) (caso t = 1).

Finalmente, en el capitulo 4 se plantea y estudia brevemente una variacion del problema
OMP-3-(1, 1) en donde los vértices del lado offline L tienen pesos no negativos, y se construye
un algoritmo determinista que alcanza una tasa competitiva de &7*@ ~ 0,546918.



Capitulo 2

Desempeno de Algoritmos
Deterministas

Comenzaremos esta secciéon con un breve analisis del desempeno de algoritmos determi-
nistas para el problema de emparejamiento en linea original estudiado por Karp, Vazirani y
Vazirani [4]. Este andlisis no es muy interesante, pero ayudara a contextualizar los resultados
principales del trabajo.

Definicién 2.1 (Algoritmo greedy) Un algoritmo A para un problema de emparejamiento
en linea se dice greedy si siempre empareja un vértice entrante en cuanto sea posible.

1

5 -competitivo.

Proposicién 2.2 Cualquier algoritmo greedy para OMP es

DEMOSTRACION. Sea A un algoritmo greedy para OMP y sea m el matching resultante de
ejecutar A sobre un grafo GG. Es facil ver que m es maximal. Por contradiccién, si existiesen
dos vértices © € L y 7 € R que sean vecinos y ambos sin emparejar, entonces ¢ estuvo
disponible al momento de recibir j y como A es greedy j se debe haber emparejado (no
necesariamente a ). Como m es maximal, es una %—aproximacién y Aes %—competitivo. O
Proposiciéon 2.3 Ningun algoritmo determinista para OMP puede superar una tasa compe-
titiva de %

DeMoSTRACION. Consideremos los siguientes 2 grafos de orden 4 con orden de llegada r7s.

I r1 Iy 1

lo ro l2 T2

Figura 2.1: Dos grafos bipartitos de orden 4.



Sea A un algoritmo determinista para OMP. Si A no empareja r; no puede lograr mas que
una %—aproximacién en ninguno de los dos grafos. Si A empareja r; a [;, no podra emparejar
r9 en el primer grafo, y lo mismo ocurre en el segundo grafo si empareja r; a lo. Por lo tanto
no importa que decisién tome A, solo lograra una %—aproximacién en al menos uno de los dos

grafos, y por lo tanto no puede superar una tasa competitiva de %

O

Asi vemos que para el problema de emparejamiento en linea original es facil lograr de
forma determinista una tasa competitiva de %, pero es imposible de superar. Buscaremos
resultados de este estilo para los problemas de la familia OMP-K-(s,t).

2.1. Esquema de demostraciéon primal-dual

A continuacion describiremos un esquema de demostracién que sera usado a lo largo de
esta seccion, utilizando propiedades de dualidad del problema de programacion lineal asociado
al problema de emparejamiento maximo. Este esquema fue introducido por Devanur, Jain y

Kleinberg [2] quienes lo usaron para dar una nueva demostracion de la tasa competitiva de
RANKING.

Definicién 2.4 (Relajacién PL del problema de emparejamiento maximo) Sea G = (V, E) un
grafo cualquiera. La relajacion del problema de emparejamiento maximo en G es el siguiente
problema de programacion lineal Pg.

(Pg) max Z Te

Te,e€EE ocE
s.a.  YweEV > oz, <1 (2.1)
u€EN (v)
YVee E x2,>0

Su dual D¢ es el siguiente.

(DG) min Z Yo

Yo, vEV veV
s.a. Yuv € E Yy +1y, > 1
YoeV y,>0

(2.2)

Si G es bipartito con V' = L U R, separaremos las variables duales en (o )ier ¥ (5;)jer ¥
por lo tanto el dual D¢ sera



(Dg) min Z oy + Z B,

a;,Bi3€L,jER el JER
s.a. Vije B o+ 5;>1
ViEL,jGR oai,ﬁij

(2.3)

Cuando busquemos demostrar que un algoritmo A para algin problema de empareja-
miento en linea alcanza una tasa competitiva de F' procederemos como sigue. Conside-
remos una ejecuciéon de A en una instancia arbitraria (G, 7). El esquema corresponde a
mantener en paralelo a la ejecucion un vector dual no negativo e inicialemente igual a 0,

Y = (Yv)vev = (au, B))icL jer de tal forma que:

1. Cada vez que se agregue una arista al emparejamiento, el valor dual de y (la suma de
todos sus componentes) aumenta a lo mas en una constante %

2. Al finalizar la ejecucion el vector y es Dg-factible, es decir para toda arista ij € F,
a; + /Bj Z 1.

Sea X el tamano del matching resultante, Y el valor dual final del vector construido y
OPT = méx P; = min Dg. El primer punto garantiza que ¥ < %X , vy como y es Dg-factible
OPT <Y. Ademis v(G) < OPT pues Py es una relajacion. Luego

1 X
< < < — > .
V(G)_OPT_Y_FX:V(G)_F (2.4)

y como esto es valido para cualquier instancia, A es F-competitivo.

2.2. Problemas con caminos de largo K y sin limites de
cambios

En esta seccion extenderemos la proposicién 2.2 a los problemas OMP-K con K € N.
Recordemos que este problema es una extension de OMP donde, al recibir un vértice j € R,
el matching construido puede aumentarse con un camino aumentante de largo menor o igual
a K comenzando en j.

Primero veremos el caso con K = 3.

Proposicién 2.5 Sea A un algoritmo greedy para OMP-3, y sea m el matching resultante de
ejecutar A en un grafo G. Entonces m es un matching maximal y sin caminos aumentantes
de largo 3.

DEMOSTRACION. Sean A, G 'y m como en el enunciado. Podemos concluir que m es maximal
con el mismo argumento que en la proposicién 2.2. Supongamos buscando una contradiccién
que al terminar la ejecucion de A existe un 3-camino aumentante ijkl, es decir existen

o Un vértice ¢ € L sin emparejar.



o Una arista kj € m con i € N(j).
o Un vértice [ € N(k) sin emparejar.

Consideremos el instante en que A recibe [ € R. Como [ € R no fue emparejado, sabemos
que en ese instante

1. k € N(l) estaba emparejado pues de lo contrario A podria haber emparejado .

2. la arista kj no estaba en el matching construido hasta el momento pues de lo contrario
A podria haber emparejado [ usando el camino 7jkl.

Digamos que en este instante k estaba emparejado a x € R\ {j}. Como [ no se pudo
emparejar, en este instante todos los vecinos de x estaban emparejados. Luego kx no puede
salir del matching, lo que contradice que en un tiempo posterior k£ debe estar emparejado a

VE

-~ ~7

Figura 2.2: Estado al terminar la ejecucién de A.

O

Proposiciéon 2.6 Sea G un grafo cualquiera. Si m es un matching de G mazximal y sin
caminos aumentantes de largo 3, entonces |m| > 2v(G).

DEMOSTRACION. Sea m un emparejamiento en GG sin caminos aumentantes de largo 1 6 3. Sea
OPT = max(Pg) = min(D¢). Por el esquema primal-dual descrito anteriormente, nos basta
construir un vector (y,)yev De-factible tal que Y,y 4y < 3|m.

Primero veremos el caso en que G no tiene ciclos de largo 3 (por ejemplo, que G es
bipartito). Sea y = (y,)vev definido por

si v no es emparejado por m
Yy = si v es emparejado por m y tiene algin vecino que no lo es

si v y todos sus vecinos son emparejados por m

= = O

Primero, y es dual-factible pues la existencia de una arista uv tal que y, + 3, < 1 implica
que al menos uno de los 2 valores, digamos ¥, es 0 por lo que v no estd emparejado. Como



m es maximal u debe estar emparejado y como tiene un vecino sin emparejar (v) y, es 1, lo
que contradice vy, + vy, < 1.

Segundo, Yy < %\m] Como solo los vértices emparejados por m aportan a >y y cada
arista uv € m aporta exactamente ¥, + ¥y,, nos basta ver que para toda arista uv € m,
Yu + Yo < % Supongamos que existe una arista en m tal que y, + v, > % La tnica forma
en que esto ocurra es que ¥y, = ¥y, = 1, por lo que u y v deben tener vecinos sin emparejar.
Como no hay 3-ciclos en GG estos vecinos no son el mismo vértice y entonces junto a u y v
formarfan un camino aumentante de largo 3. Luego cada arista de m aporta a lo mas % a

> vy, lo que termina la demostracion para grafos G sin ciclos de largo 3.

Si ahora G es un grafo general, la asignacion anterior no funciona en la siguiente situacion:
existe una arista uv € m y un vértice w sin emparejar que es vecino de v y de v como en la
Figura 2.3. En la construccién anterior la arista uv aportaria 2 a >y, que supera el limite
por arista de %

u v
yu=1'—’yuz1
A 4
A 4
A Y ,

A Y ,

A 4
I’~
yw:O\ )

-

w

Figura 2.3: Grafo en el que la asignacién inicial no funciona.

Notamos que si uv € m y existe un vértice w que es vecino de ambos extremos y no esta
emparejado, entonces ni u ni v pueden tener otro vecino sin emparejar distinto de w. Esto
pues si, por ejemplo, existe un vértice W € N(u) que no estd emparejado, Wuvw seria un
3-camino aumentante.

Para terminar la demostracion para el caso general modificaremos la asignaciéon dual.
Empezamos con el mismo vector (y,)yey anterior y revisamos cada arista uv € m. Si u y v
comparten un vecino que no estd emparejado w,, (recordemos que de existir w,, es Unico),
fijamos vy, = Yy = Yw,, = % como en la figura 2.4. Notar que para 2 aristas e; y e es posible
que We, = We,.

u v
1 1
yu—§'_’yv—§
A S 4
A S 4
. 4
A 4
A S 4
_ 1.7
Yw =3 )

Figura 2.4: Asignacion dual modificada.

Si consideramos y,,, dentro del valor aportado por la arista e € m nuevamente concluimos
que ninguna arista del matching contribuye més de % a Y ,cv Yo. Notar que si multiples aristas
comparten un mismo w, podemos decir que una de ellas aporta % y las demas aportan solo
1 < 2. Por lo tanto 3,y o < 3|m.
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Por otro lado, sea uv € E y supongamos que ¥, + ¥, < 1. Nuevamente podemos suponer
que y, = 0 y, como m es maximal, y, estd emparejado y y, = % Como u tiene un vecino sin
emparejar la inica forma en que ¥y, = % es que u sea parte de un ciclo de largo 3 con ut € m
y W = W, sin emparejar. Pero ya vimos que u no puede tener un vecino sin emparejar
distinto de w, y w # v pues y,, = % Luego por contradiccién, y, + 4, > 1 y el vector dual es
Dg-factible.

[]

Las proposiciones 2.5 y 2.6 nos permiten concluir lo siguiente.

Corolario 2.7 Cualquier algoritmo determinista greedy para OMP-3 alcanza una tasa com-
petitiva de %

A continuacién buscaremos extender este resultado para un valor de K general. Sin em-
bargo veremos que un algoritmo greedy no es suficiente. En efecto, consideremos el caso K = 7
y el siguiente grafo con L = {l},ls,....,l7} y R = {r1,79,...,77} con orden de llegada riry...77.

En el lado izquierdo de la figura 2.5 se muestra el estado de un algoritmo greedy en el
instante en que recibe el ultimo vértice r7. Han llegado los vértices ry, o, 73, 74 v 75 y cada
uno eligi6 su pareja actual directamente. El sexto vértice en llegar, 4, no pudo ser emparejado
pues su Unico vecino ya esta ocupado y el tinico camino aumentante existente, que termina
en l5, es de largo 9. Sin embargo el vértice r; si puede emparejarse, y el algoritmo utiliza el
camino aumentante r;lgrslzrslyryls, de largo 7.

En el lado derecho de la figura 2.5 se muestra el estado del emparejamiento tras usar
este camino, y se observa que al invertir sus aristas se genera en el grafo un nuevo camino
aumentante de largo 7: rglyriloralsrsly.

Este ejemplo muestra que, dado un valor de K arbitrario, un algoritmo greedy para OMP-
K no necesariamente resultard siempre en un emparejamiento sin caminos aumentantes de
largo menor o igual a K.

Como un algoritmo greedy cualquiera no es suficiente para garantizar un matching sin
caminos aumentantes de largo menor o igual a K, introduciremos la siguiente clase de algo-
ritmos.

Definicién 2.8 (Algoritmo SAP) Un algoritmo para un problema de emparejamiento en
linea que permite aumentaciones se dice SAP (Shortest augmenting path) si siempre utiliza
uno de los caminos aumentantes mas cortos disponibles.

En particular para el caso K = 3 donde solo se permite usar caminos aumentantes de
largo 1 o 3, un algoritmo SAP solo usard un 3-camino aumentante si es que todos los vecinos
del vértice recibido ya han sido emparejados.

Es importante notar que en la figura 2.5 era posible emparejar a r; usando un camino de
largo 3, r7lgrsly, por lo que el algoritmo usado en el contraejemplo no es SAP.

A continuacion veremos que un algoritmo greedy y SAP es suficiente para el resultado
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Figura 2.5: Estados antes y después de usar el camino r7lgr5l3r3laryls.

que buscamos.

Proposiciéon 2.9 Sea A un algoritmo greedy y SAP para OMP-K, y sea m el matching
resultante de ejecutar A en un grafo G. Entonces m es un matching sin caminos aumentantes
de largo menor o igual a K.

Para esta demostracion utilizaremos el siguiente resultado conocido para el cual Hopcroft
y Karp [3] dieron una demostracién en 1973.

Proposicion 2.10 Sean my y ms dos matchings en un grafo G' con |my| < |ms|. Entonces
m1Amy contiene al menos |ms| — |my| caminos my-aumentantes disjuntos.

DEMOSTRACION. (Proposicion 2.9)

Consideremos la ejecucion de A en un grafo G. En esta demostracion definiremos 7;~ como
un instante de tiempo en que ya se recibié el j-ésimo vértice r; pero antes de que A realice
una accion, y 7';_ el instante de tiempo después de que A realice una accién con r; pero antes
de recibir el préoximo vértice.
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Demostraremos por induccién sobre el orden de llegada que el matching construido hasta
cada tiempo Tj+ no tiene caminos aumentantes de largo menor o igual a K (solo considerando
los vértices de L y los que hayan llegado de R).

El primer vértice en llegar siempre es emparejado (mientras tenga al menos un vecino).

Supongamos ahora que en el tiempo 7'j+ no existen caminos aumentantes de largo menor o

igual a K y, por contradiccion, supongamos que en el tiempo Tjtq existe un camino aumen-
tante P = popy...pp con | < K y py € R.

Si A no empareja a 7,41 ¥ 7j41 = Po, entonces A debié haber emparejado a ;41 pues
pudo haber usado P y A es greedy. Si A no empareja a rj11 ¥ rj11 7 po, entonces todas las
aristas de P también existian en Tf y por lo tanto P también era un camino aumentante en
dicho tiempo, lo que contradice la hipotesis de induccion.

Digamos ahora que A si empareja a r;;; usando un camino aumentante ¢) = gy...g,, con

qo = Tj+1-
Consideremos ahora los siguientes 3 emparejamientos en el grafo G4 1= G[LU{ry, ..., 7j41}].
« my es el emparejamiento construido al momento de recibir 7, antes de utilizar Q.
e My es el emparejamiento resultante de utilizar @), es decir ms = m;AQ.

e mg es el emparejamiento que resulta de aumentar ms con P, que es un matching pues
P es un camino msy-aumentante. Es decir ms = moAP.

Vemos que |mg| = |my| + 2. Luego por la proposicién 2.10 myAmg contiene 2 caminos
my-aumentantes disjuntos, digamos P y (). Como la diferencia simétrica es asociativa y
conmutativa tenemos que

Ademas observamos lo siguiente.

|[P] +1QI < [miAms| = [PAQ| = [P| +]Q| = 2[PN Q| < |P| + Q) (2.6)

Notamos que de entre los vértices que forman P y () los inicos que no estan cubiertos por
my son sus extremos pg, qo € Ry pi, ¢m € L. Luego solo estos vértices pueden ser los extremos
de Py @, y en particular py # qo pues P y @Q son disjuntos. Digamos que P comienza en pq
y @ comienza en .

Como py # qo, el camino m-aumentante P existia en el tiempo 7'j+. Por la hipotesis de
induccién tenemos que |P| > K o equivalentemente |P| > K + 2.

Por otro lado @ era un camino disponible para emparejar gy = 741, y como Aes SAP y
eligié utilizar el camino @, tenemos que |Q| > |Q|. Por la desigualdad 2.6 concluimos que

|P|+1Q| > |P|+1Q| > K +2+ Q| (2.7)
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y por lo tanto |P| > K + 2, lo que contradice que |P| < K. Con esto se concluye la
induccion y la demostracion.

]

Ya vimos que un emparejamiento maximal siempre es una %—aproximacién, y que uno sin
2

caminos aumentantes de largo 3 es ademds una 3-aproximaciéon. A continuaciéon extenderemos
estos resultados a emparejamientos sin caminos aumentantes de largo menor o igual a algtin

valor K, aunque solo para emparejamientos en grafos bipartitos.

El siguiente teorema junto con la proposicion 2.6 son resultados ya conocidos. Hopcroft
y Karp [3] dieron una demostracién puramente combinatorial de este hecho para grafos
generales (no solo bipartitos) en 1973. En este trabajo daremos una demostracién que, hasta
donde sabemos, es original y utiliza el esquema primal-dual.

Teorema 2.11 Sea G = (L, R, E) un grafo bipartito. Sea m un matching en G tal que no
existen caminos m-aumentantes de largo menor o igual a K = 2n — 1. Entonces |m| >

u(Q).

n+1

DEMOSTRACION. Procediendo por el esquema de demostracion primal-dual, construiremos un
vector dual en G tal que:

e Vv e E, y, +y, > 1
e Si v no esta cubierto por m, y, =0
n+1

o Yuv €m, Yy, + Y, < H=

- n

Sea G, una orientacion de G (un grafo dirigido con los mismos vértices y aristas) tal que
las aristas de m estén orientadas desde L hasta R, y las aristas de E'\ m van desde R hasta
L. Asi todo camino m-aumentante en G es un camino dirigido de R a L en G,,.

Ademas, recordemos que un camino m-alternante en G es un camino que comienza en un
vértice no cubierto por m y cuyas aristas alternan entre estar fuera y dentro de m.

Para v € V, definimos d, como largo del camino m-alternante mas corto en GG que termina
en v. Notamos que d, = 0 si y solo si v no es cubierto por m y que d, = oo si no existe un
camino alternante que termine en v. Se da un ejemplo de esto en la figura 2.6.

dy =4

dy = dy =1 dy =2 dy =3 v = 00 dy = 00

Figura 2.6: Ejemplo de valores de d,.
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Si d, < 0o, denotaremos por P, a un camino alternante que termine en v de largo minimo.
Notamos que si el extremo inicial de P, es vy, P, es un camino dirigido en Gm entre v y vg en
alguna de las 2 direcciones. Como vy no esta cubierto por m la primera arista de P, no esta
en m y por lo tanto la direccién de este camino dirigido estd determinada por el conjunto al
que pertenece vg.

Sea f : NgU {oo} — R definida por

= sikespary k<n

2n
f(k)=41-%5L1 sikesimparyk <n (2.8)
% sik>nok=o00
El valor de las variables duales y, estd dado por y, := f(d,). Notamos las siguientes

propiedades.

1. f es decreciente cuando se restringe a los impares.

2. Para todo k, f(k) + f(k+1) € [1, 2], Es decir si d,, y d, son consecutivos, y, + y, €

1,2,

3. Sik>mnokesimpar, f(k) > 1.

4. d, es par si y solo si P, termina con una arista de m.

Las propiedades 1., 3. y 4. son faciles de verificar. Para verificar 2. se puede observar que
f satisface la siguiente relacién de recurrencia para k < n

f(0)=0 (2.9)

f(k)zl_{_ﬂ

o~ fE=1) (2.10)

y que 2f(n) € [1, %]

n

Sea uv € E \ m, probaremos que y, + ¥, > 1. Supongamos buscando una contradiccion
que yy + 1y < L.

Si uno de los 2 vértices (digamos u) no estéd cubierto por m, v debe estarlo pues m es
maximal, lo que implicaria d, =0y d, = 1, y por lo tanto y, = 0y y, = 1 lo que contradice
Yu + Y» < 1. Por lo tanto u y v deben ambos estar cubiertos por m. Como uv ¢ m, estan
cubiertos por aristas distintas au € m y bv € m. Como y, + vy, < 1, uno de los dos valores y,
y Y, debe ser menor que % Digamos y, < %, entonces por 3. d, < ny es par. Luego P, existe
y por 4. termina con la arista au. Como uv ¢ m el camino P,v es alternante y por lo tanto
P, también existe y d, < d, + 1. Por 2. d,, v d, no pueden ser consecutivos. Si d, < d,, — 2
y d, es par, entonces P,u seria un mejor camino alternante que P,. Si d, < d, —2 y d, es
impar, entonces por 1.y por 2. y, + v, > f(d, — 1) + f(d,) > 1. Luego d, = d,, < n.

Sea ahora ug el punto inicial de P, y vy el de P,, veremos que siempre debe haber un
camino m-aumentante entre ug y vy de largo menor o igual a 2n — 1, lo que contradice la
hipétesis del enunciado. Si P, y P, son disjuntos forman el camino buscado junto a la arista
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uv. Supongamos ahora que P, y P, se intersectan, y digamos que u € L y v € R. Como tanto
d, como d, son pares, ug € L y vy € R. Viendo los caminos en Gm, como son alternantes
ambos son caminos dirigidos. P, apunta desde u a uy mientras que P, apunta de vy a v. Si
ahora tomamos el camino dirigido que comienza en vy, viaja por P, hasta el primer punto
de interseccion con P,, y continua por P, hasta ug, este es un camino dirigido de vy a ug en
Gom y por lo tanto es un camino m-aumentante en el grafo original. Ademas como solo usa
aristas de P, y P, tiene largo menor a 2n — 1. Esto contradice la hipdtesis de la proposicién
y por lo tanto y, + y, > 1 para toda arista uv fuera de m.

Sea ahora uv € m, probaremos que y, + v, € [1, Supongamos buscando una contra-
diccion lo contrario. Los valores d, y d, no pueden ambos ser oo pues f(oo0) = % Digamos
que d, es finito, es decir existe P,.

1
it

Supongamos que d, es par. Es decir P, termina con la arista uv € m y por lo tanto P, —u
es un camino alternante valido para v, por lo que P, existe y d, < d,. El mismo argumento
muestra que d, no puede ser par a la vez pues ello implicaria d,, > d,,, asi que d, es impar y
P, termina con una arista fuera de m. Como el camino valido mas corto para u termina con
uv € m y el para v con una arista fuera de m, necesariamente d, = d, + 1, lo que es una
contradicciéon por la propiedad 2.

Luego d, es impar. Esto implica que P, termina con una arista fuera de m y por lo
tanto P,v es un camino vélido para v. Por lo tanto P, existe y d, < oo, y por el mismo
argumento anterior d, debe ser impar. Ademés si alguno de los dos valores fuera menor,
digamos d, < d, — 2, entonces P,u seria un mejor camino que P, asi que d, = d,. Ademas
como f(k) = % para todo k > n, tenemos que d, = d, < n. Concluimos con el mismo
argumento que para uv ¢ m, mostrando que entre los caminos P,, P, y la arista uv siempre
debe haber un camino aumentante de largo menor o igual a 2n—1. Esto contradice la hipotesis
del enunciado y por lo tanto y, + y, € [1, 2.

]

La proposiciéon 2.9 junto con el teorema 2.11 nos permiten concluir lo siguiente.

Corolario 2.12 Sea K = 2n—1 con n € N. Cualquier algoritmo determinista greedy y SAP
para OMP-K es - -competitivo.

2.3. Problemas con caminos de largo 3

En esta seccién estudiaremos algunos de los problemas de la familia OMP-3-(s,t) con
s,t € NU {oo}. Recordemos que esto quiere decir:

o Pueden usarse caminos aumentantes de largo 1 o 3.
o Los vértices del lado offline L tienen permitidos s cambios cada uno.

o Los vértices del lado online R tienen permitidos ¢ cambios cada uno.
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Al usar un camino aumentante P para aumentar el matching, todos los vértices interio-
res de P incurren cambios, y por lo tanto mientras mas corto sea el camino usado, menos
cambios se realizan. Como hay un niimero maximo de cambios permitidos para cada vértice,
es razonable utilizar nuevamente algoritmos SAP.

Primero estudiaremos el desempertio de un algoritmo determinista, greedy y SAP especifi-
camente en el caso s =t = 1. Damos dos observaciones importantes. Primero, a diferencia de
OMP-3, un algoritmo greedy para este problema no necesariamente resulta en un empareja-
miento libre de caminos aumentantes de largo 3. En efecto, es posible que el emparejamiento
construido tenga caminos aumentantes de largo 3 en donde uno o ambos de sus vértices in-
teriores estén congelados. Debido a esto no es posible utilizar la misma asignacion dual que
en la proposicion 2.6.

Segundo, al utilizar un 3-camino aumentante ijkl, 7 y k son agotados por lo que los cuatro
vértices del camino quedan congelados. Ademas, la tnica forma en que dicho camino puede
ser utilizado es que j € R haya sido emparejado directamente a k£ € L al llegar.

Proposiciéon 2.13 Sea A un algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(1,1). Entonces A es
% = 0,60-competitivo.

DEMOSTRACION. Sea A un algoritmo como el descrito y un grafo bipartito G = (L, R, E).
Consideremos una ejecucion de A en G, y construiremos en paralelo un vector (y,),ev =
(a4, Bj)icr jer que sea D-factible y tal que al agregar una arista al matching, el valor de este
vector dual (la suma de todas las variables) aumente en g

La asignacion de las variables duales es como sigue:

o Todas las variables se inicializan en 0.

o Sial llegar j se empareja directamente a 4, entonces 3; = 1 y o; = 2 como en la Figura

3
2.7

i J
wo G5 e oo} @@ 5

Figura 2.7: j llega y se empareja directamente con .

o Sialllegar [ € R se aumenta el matching con un camino ijkl, se fijan oy = o, = 3; = 1

y 0 = % como en la Figura 2.8. Notamos que necesariamente j € R debe haberse
emparejado directamente a k cuando llegd, y por lo tanto el valor dual total aumenta

en exactamente %

o Al terminar, se revisan todas las aristas ij en el matching que no tengan extremos
agotados (es decir que j al llegar se haya emparejado directamente a ), y que por lo
tanto «o; = % y B; = 1. Si todos los vecinos de j fueron emparejados, entonces estos
valores se invierten a a; = 1y 3, = % como en la Figura 2.9.
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Figura 2.8: [ llega y se empareja usando un camino aumentante 27kl.

i J i J
- @— @it —— @@

Figura 2.9: Al terminar la ejecucion, si j se emparejé directamente a i, 15 queda en el matching
final y todos los vecinos de j fueron emparejados, se intercambian los valores de o; y 3;.

Veamos ahora que el vector resultante es factible al finalizar. Sea una arista ij € F,
examinaremos cada uno de los posible pares de valores para (o, ;) que tienen una suma
menor a 1.

e (0,0): Solo ocurre si hay 2 vecinos sin emparejar, lo que no puede ocurrir pues A es
greedy y por lo tanto resulta en un matching maximal.

. (0, %) Bj = % implica que todos los vecinos de j estan emparejados por lo que a; no
puede ser 0.

. (0, %) B = % implica que 7 usé un camino de largo 3 al llegar. Como A es SAP, todos
los vecinos de 7 deben haber estado ocupados por lo que «; no puede ser 0.

. (%, 0): Sea [ la pareja actual de 7. Como «; = % [ debe haberse emparejado directamente

con 7 al llegar, y [ debe tener un vecino disponible, digamos k. Ademas j debe llegar
después que [ pues de lo contrario ¢ hubiese estado disponible y j se hubiese emparejado.
Luego al llegar j tiene el camino kjil disponible, por lo que j debe ser asignado y 3;
no puede ser 0.

Luego a; + 3; > 1y el vector dual es D¢-factible. n

A continuacién extenderemos este resultado al caso s = 1 y t € N libre, aunque primero
necesitaremos un resultado general para los algoritmos greedy y SAP de todos los problema
de la familia OMP-3-(s, t).

Proposicién 2.14 Sean s,t € NU{oo}. Sea A un algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(s,t),
G una instancia y m el matching resultante en G. Sea ademas una arista kj € m.

Si al terminar la ejecucion de A, k ni j estan agotados y existe i € N(j) que no fue
emparejado, entonces todos los vecinos de k fueron emparejados. En otras palabras, si k ni j
estan agotados, la arista kj no puede ser la arista central de un 3-camino m-aumentante.

Observacién: La proposicion 2.14 es mas general que la proposicion 2.5 pues si s =t =

18



00, ningun vértice quedara agotado y por lo tanto no habran caminos aumentantes de largo
3.

DEMOSTRACION. La demostracion sera similar a la de la proposicion 2.5. Supongamos que al
terminar la ejecucion de A existen

o Un vértice ¢ € L sin emparejar.

o Una arista kj € m con i € N(j), y con ky j sin agotar.

Supongamos ahora, buscando una contradiccion, que existe ademas un vértice sin emparejar

€ N(k).

Consideremos el instante en que A recibe [ € R. Como [ € R no fue emparejado, sabemos
que en ese instante

1. k € N(l) estaba emparejado pues de lo contrario 4 podria haber emparejado j.

2. la arista kj no estaba en el matching construido hasta el momento pues de lo contrario,
como k y j no fueron agotados, A podria haber emparejado j usando el camino ijkl

Digamos que en este instante k estaba emparejado a x € R\ {j}. Como [ no se pudo
emparejar, en este instante = estaba agotado o todos sus vecinos estaban emparejados. De
cualquier forma la arista kx no puede salir de matching, lo que contradice que en un tiempo
posterior k£ debe estar emparejado a j.

-~ R

~ ~7

Figura 2.10: Estado al terminar la ejecucion de A.

Usando la proposiciéon 2.14 daremos uno de los resultados principales de este trabajo.

Teorema 2.15 Sea t € NU {oo}. Sea A un algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(1,t).

Entonces A es 5o -competitivo (5-competitivo sit = oc).

DEMOSTRACION. Sea t € N. Sea F' (por determinar) la tasa que buscamos alcanzar, y sea A tal
que % = 1+ . Supondremos % < A <1y por lo tanto % < F <L % Agregaremos una variable
adicional r; > 0 para cada j € R que cumple el rol de reservar valor dual disponible que no
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sea usado por las demas variables. La asignacién dual mantendra las siguientes invariantes a
lo largo de la ejecucion del algoritmo.

1. Si i € L es emparejado, entonces ay; > .
2. Si j € R es emparejado, entonces 3; > 1 — A. Notar que A > 1 — A

3. Si una arista ij estd en el matching y puede ser usada para una aumentacién (es decir
sus extremos no estan agotados), entonces a; = Ay ; = 1 (hasta el ultimo paso).

4. Si una arista 75 esta en el matching y cualquiera de sus 2 extremos se agota, entonces
o; = 1.

Asignaremos las variables duales como sigue.

o Todas las variables se inicializan en 0.

e S5ij € R se empareja a ¢ € L directamente, a; = Ay 3; = 1 como en la Figura 2.11.

i J
a; =07 )mmm=a= {1B;=0 —_— ai:/\‘—‘ﬁj:l

Figura 2.11: j llega y se empareja directamente a .

« Si se utiliza un camino ijkl, entonces o; = X\, B; =1, =1y ;=1 — A como en la
Figura 2.12. Como la arista kj estaba disponible para una aumentacion, ésta tenia un
valor dual total de 1 + A, y por lo tanto esta asignaciéon solo aumenta el valor dual en
2—A=14(1—A) en vez del maximo permitido de 1 + A\. Agregamos esta diferencia
a r;, que aumenta en 2\ — 1.

J k J

k
" @——@ - e I

L4
$~ Py
L4
-~

1 3¢ B —— Ty —=r;+22—1

: ; I
ai=0"1") )y B=0 aizx‘ ‘51:1—,\

Figura 2.12: [ llega y se empareja usando un camino aumentante ijkl.

o Sial usar un camino ijkl el vértice j es agotado (es decir fue reasignado por su t-ésima
vez), entonces se aumenta el valor de a; en 1 — \ para llegar a 1, como en la Figura
2.13. El valor adicional necesario se descuenta de r;, por lo que deberemos fijar A tal
que r haya acumulado lo suficiente tras los ¢t cambios.

o Al terminar, se revisa cada arista 75 en el matching final cuyos extremos no hayan sido
agotados, y por lo tanto o; = Ay 3; = 1. Si todos los vecinos de j fueron emparejados,
entonces se actualizan los valores a a; = 1y §; = A como en la Figura 2.14.
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Figura 2.13: Se utiliza un camino aumentante 7jkl que resulta en agotar los ¢ cambios per-
mitidos de j.

i J i J
s @@=t —— a1 @—— @ H=r21-1

Figura 2.14: Al terminar la ejecucién, si ij queda en el matching, sus extremos no estan
congelados y todos los vecinos de j estan emparejados, entonces se intercambian los valores

de a; y B;.

Sea una arista ¢j € F, verificaremos caso por caso que o; + 3; > 1.

Caso 1: Ambos extremos 7 y j son emparejados, concluimos por 1.y 2.
Caso 2: El extremo ¢ € L no estd emparejado, asi que «; = 0.

« [ # 0 pues A es greedy y por lo tanto resulta en un matching maximal.

e [; # 1 — X pues significaria que j us6é un camino aumentante al llegar, pero i estaba
disponible y A es SAP.

e [3; # X pues quedd un vecino de j sin emparejar.
Luego B; =1y oy + 3; = 1.

Caso 3: El extremo j € R no esta emparejado, por lo que 8; = 0. Como el matching es
maximal 7 debe estar emparejado, sea x € R la pareja final de 7. Si ¢ o x estan agotados, por 4.
tenemos que «; = 1. De lo contrario, la arista ix estd disponible para realizar un intercambio
e ¢ tiene un vecino libre en j. Por la proposiciéon 2.14 x no puede tener vecinos sin emparejar.
Es decir la arista ix tuvo sus valores invertidos en el tltimo paso de la asignacion y a; = 1.
De todas formas o; + 5; = 1.

Por 1ltimo, determinaremos el valor de A necesario. Cada vez que un vértice j € R sea
reasignado, r; aumenta en 2\ — 1, y necesitamos que tras ¢ cambios del mismo vértice j haya
14t 241

acumulado 1 — \. Fijaremos A tal que t¢(2\—1) = 1— A, lo que resulta en A\ = s Y F =55

Para el caso t = oo basta tomar desde el principio A = % Notamos que de esta forma
todos los valores de r; se mantienen en 0, pero como j € IR nunca se agotard no es necesario
acumular valor dual en ellos.

]

Observacién: Un algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(1,00) alcanza una tasa com-
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petitiva de %, idéntica a la que un algoritmo greedy en OMP-3-(0c0, c0) y, como veremos a
continuacion, el mejor desempeno que cualquier algoritmo determinista para un problema de

la familia OMP-3-(s,t) podria alcanzar.
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Capitulo 3

Cotas superiores

En el inicio de la seccién anterior vimos que ningtn algoritmo determinista para el pro-
blema de emparejamiento en linea original puede superar una tasa competitiva de %, en otras
palabras, para cualquier algoritmo determinista A para OMP existe una instancia que con-
tiene un matching de tamano 2, pero en la que A solo construye un matching de tamano
1.

En esta seccion daremos resultados de este estilo para algunos de los problemas estudiados
anteriormente. Primero veremos el problema OMP-3-(00, 00).

Proposicion 3.1 Ningun algoritmo determinista para OMP-3 puede superar una tasa com-
petitiva de %

Corolario 3.2 Sean s,t € NU{oco}. Ningin algoritmo determinista para OMP-5-(s,t) puede
superar una tasa competitiva de %

DEMOSTRACION (Proposicion). Consideremos la siguiente familia de 4 grafos bipartitos de or-
den 6.

G1 G2 Gs
I 71 I 1 l1 T1
lo () lo 72 l2 T2
l3 r3 I3 3 l3 T3

Figura 3.1: Cuatro grafos bipartitos de orden 6.
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Se puede verificar que los cuatro grafos contienen un matching de tamano 3. Consideremos
ademas una transformacion ¢ que intercambia las etiquetas de los vértices [; y l5. Observamos
que ¢ convierte G; en Gy, G4 en Gy, Gy en G35 y G5 en Gs. Es decir ¢ aplicada a la familia
{G1, G2, G3,G4} resulta en la misma familia. Sea ahora A un algoritmo determinista para
OMP-3 y consideremos la ejecuciéon de este algoritmo en los 4 grafos anteriores. Si en alguna
instancia A es capaz de emparejar un vértice j € R pero decide no hacerlo concluimos
inmediatamente que no puede construir un matching perfecto en dicha instancia y por lo
tanto no podra superar una tasa competitiva de %, por lo que podemos suponer que A es
greedy.

En todas las instancias el primer vértice en llegar r; € R tiene como vecinos a ly y [y € L.
Como A es determinista, debe tomar la misma decisién al recibir el primer vértice de cada
grafo, y por la discusion anterior sobre la transformacién ¢ podemos suponer sin pérdida
de generalidad que decide emparejarlo a [; € L. Consideremos ahora, tras esta decision, la
llegada del segundo vértice ro € R en G35 y Gy4. El algoritmo tiene 2 opciones, emparejarlo
directamente a l3 € L, resultando en el emparejamiento {l171, I35} o emparejarlo a l; € L
cambiando 1 € R a ly € L, resultando en el emparejamiento {l173,lor1 }. En el primer caso
no se puede lograr un matching perfecto en G3 y en el segundo no se puede en G4. Luego
ningun algoritmo determinista para OMP-3 puede lograr un matching perfecto en los 4 grafos
a la vez, y por lo tanto ninguno puede superar una tasa competitiva de % O]

En la demostracion anterior dimos explicitamente una lista de instancias y argumentamos
que para cualquier algoritmo determinista existe al menos una instancia en la lista donde
construye un matching de tamafio 2 o menor. Este método se vuelve inviable para otros
problemas debido a que la lista de grafos necesaria y el orden de los grafos que la forman
crecen rapidamente. Otra forma de lograr el mismo resultado evitando dichas complicaciones
es, dado un algoritmo determinista A, construir paso a paso de manera online un grafo
basandose en las decisiones tomadas por A, tal que el algoritmo tenga un mal desempeno.

A continuacién se da una demostraciéon alternativa de la Proposicién 3.1 usando este

método.

DEMOSTRACION (ProprosicioN 3.1). Dado A un algoritmo para OMP-3, construiremos una ins-
tancia con un matching de tamano 3 en la cual A logra a lo mas un matching de tamano 2.
Como buscamos que A fallé en emparejar al menos 1 vértice, nuevamente podemos suponer
que es greedy.

La instancia se construye como sigue.

° L — {l17l27l3}'

Al recibir 1, N(r1) = {l1,l2}. Sin pérdida de generalidad, re-etiquetando vértices si es
necesario, suponemos que A empareja r; a lo.

o Alrecibir 7o, N(ry) = {l2,l3}. Seau € L el vértice de L que A agrega al emparejamiento.

Al recibir r3, N(r3) = {u}.
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Como se ve en la figura 3.2, en todos los casos A serd incapaz de emparejar a r3, por

lo que no puede superar una tasa de 2. Observamos que si consideramos todos los grafos
3

posibles de generar segin las diferentes decisiones que puede tomar A, obtenemos la misma
familia de 4 grafos que en la demostracion original.

Si r2 se empareja usando un 3-camino Si ro se empareja directamente a 3

Figura 3.2: Construccién de instancia en la que A logra solo un matching de tamafno 2.

]

A continuacién usamos este método para dar una cota superior al desempeno de algorit-
mos deterministas para OMP-K.

Proposicién 3.3 Sea K =2n —1 con n € N. Ningun algoritmo determinista para OMP-K

., n
puede superar una tasa competitiva de R

DEMOSTRACION. Sea A un algoritmo determinista para OMP-K. Construiremos una instancia

con un emparejamiento perfecto de tamano n+ 1 en la cual A sea a lo més —7-competitivo.
Al igual que antes supondremos que A es greedy pues de lo contrario pues de lo contrario su

o n
tasa competitiva no puede superar R

L — {ll,lg, ---7ln7 anrl}'

o Al recibir 7, N(r1) = {l1,l2}. Sin pérdida de generalidad, re-etiquetando vértices si es
necesario, suponemos que A empareja r; a ly. Definimos uy = Is.

o Para k = 2,...,n, al recibir 7y fijamos N(ry) = {lxs1,ur}. Definimos ug,; como el
vértice de L que A agregue al emparejamiento al emparejar r (el extremo en L del
camino aumentante que se utilice).

o Al recibir 7,41, N(rp41) = {tns1}-

Para k = 1,...,n, sea Gy el grafo construido tras recibir el vértice rp € R. Notamos que
para cada k =1, ...,n, el grafo GG}, consiste de las siguientes componentes conexas.

o Un camino de largo 2k que cubre todos los vértices {l1, ..., k11,71, .., Tk }-
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e Los vértices [; con 7 > k + 2, cada uno un vértice aislado.

Luego al recibir 7,1, el grafo resultante es un camino que cubre todos los vértices del
grafo, y el matching construido hasta el momento es de tamano n por lo que este es en
realidad un camino aumentante. Como el grafo es de orden 2n + 2, este camino es de largo
2n 4+ 1 y A no serd capaz de emparejar r, ;. Luego A construye un matching de tamano
n pero el grafo resultante contenia un matching perfecto de tamano n + 1, con lo que se
concluye la demostracion. O

Para terminar, daremos una cota superior para el problema OMP-3-(1,1).

Proposicién 3.4 Ningin algoritmo determinista para OMP-3-(1,1) puede superar una tasa
competitiva de %

DEMOSTRACION. Recordemos que en esta version del problema de emparejamiento en linea,
cada vértice puede cambiar de pareja a lo més 1 vez.

Sea A un algoritmo determinista para OMP-3-(1,1). Ahora buscamos construir un grafo
bipartito con un matching perfecto de tamano 5 en donde A no logre emparejar 2 vértices, es
decir que sea a lo més %-competitivo. Ya no podemos suponer que A es greedy pues podria
dejar pasar un vértice sin emparejar y aun asi construir un matching de tamano 4, pero por

simplicidad primero nos restringiremos a algoritmos greedy de todas formas.

La instancia se construye como sigue.

° L - {l17 l27 l37 l47 l5}
o Al recibir 7, fijamos N(r;) = L. Sin pérdida de generalidad A empareja r; a [;.
o Al recibir 7, fijamos N(ry) = L\ {l1}. Sin pérdida de generalidad .4 empareja ry a ls.

o Al recibir r3, fijamos N(r3) = {l1,ls}. Ambos vecinos estan emparejados, por lo que A
debe elegir un 3-camino para emparejar r3. Sea u el extremo en L de este camino y v
el vértice interior L.

o Al recibir 4, N(r4) = u.
o Al recibir 75, N(r5) = v.

Los vértices r4 y r5 no pueden ser emparejados pues en el caso s =t = 1 al usar un 3-camino,
los 4 vértices involucrados no pueden volver a cambiar su pareja en la ejecucion. En la figura
3.3 se muestra un ejemplo de la instancia generada cuando r3 se empareja usando el camino
r3larals por lo que los vértices [ y 3 no pueden ser re-asignados nuevamente. Se observa
ademds que esta instancia contiene un matching perfecto y que por lo tanto A es a lo mas
3

£-competitivo. Notar que por claridad dibujamos los vértices ry y 72 a la izquierda de los de

L.

Consideremos ahora un algoritmo determinista cualquiera A, que no es necesariamente
greedy. La construccién procede igual que la anterior hasta el momento en que se reciba
un vértice r; que es posible de emparejar, pero A decide no hacerlo. Podemos suponer que
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r3 se empareja usando el camino r3laral3.

Figura 3.3: Instancia en la que A para OMP-3-(1,1) logra un matching de tamano 3.

tal vértice existe pues de lo contrario concluimos con la misma instancia anterior. Ademas
notamos que necesariamente ¢ € {1,2,3}. Desde este punto suponemos que A emparejara
todo vértice que sea posible de emparejar pues de lo contrario construira un matching de
a lo mas tamafio 3, y es facil terminar la instancia para asegurarse que exista un matching
perfecto (por ejemplo para todo vértice restante j € R asignar N(j) = L).

Para concluir la construccién, asignamos a 7,1 los mismos vecinos que r; y continuamos
con la asignacién original con ;.1 como el nuevo r;, que por la discusién anterior si sera
emparejado. De esta forma r, serd emparejado usando un 3-camino, y 75 tendra como tnico
vecino el extremo en L de dicho camino por lo que no podra ser emparejado, resultando en un
matching de tamano 3. Se puede verificar ademas que para todo valor de 7, esta construccion
resulta en un grafo que contiene un matching perfecto.

]
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Capitulo 4

Pesos en el lado offiine

En esta secciéon estudiaremos brevemente una variante del problema OMP-3-(1,1) en
la cual cada vértice i del lado offline L tiene asociado un peso no-negativo w(i) > 0. El
emparejamiento se puede construir de la misma forma que en OMP-3-(1, 1), usando caminos
aumentantes de largo a lo mas 3 y un cambio permitido por vértice, y el objetivo es maximizar

el peso total del subconjunto de vértices de L que son emparejados.

M

Definicién 4.1 (Algoritmo GREEDY,) Dado un pardmetro ¢ > 1, el algoritmo GREEDY,

Abusaremos de notacion y cada vez que M C E es un matching, usaremos la convencién
:V - VU{Ll}, donde M(u) =vsiuve M,y M(v)= L si M no cubre a v.

para el problema OMP3-(1,1) con pesos en L es el siquiente.

Algoritmo 1: GREEDY, con parametro g > 1.

N =

(=231 B N

10
11
12

Input: L lado offline, w funcion de peso en L

Output: Un matching M

M(v) + L, Yve LUR;

w(v) <2, Yo € LUR (este numero disminuird cuando v sea emparejado o cuando
cambie su pareja);

forall j € R, cuando llega do

Definir (fijar F(j) = L 0 S(j) = L si no existen)

F(j) : vecino i € N(j), libre (u(i) = 2), de mayor peso.

S(j) : vecino i € N(j), ocupado tal que el nodo k = M(i) tiene un vecino [ libre
(jikl es un camino M-aumentante) y ademdas, p(i) = p(k) =1, tal que w(i) es
mdzximo dentro de los que cumple esta condicion. Dentro de todas las
posibilidades para | elegimos el de mayor peso.

if w(S(j)) > ¢ w(F(7)) then

fjar M(j) = S() (y actualizar p(j) = 0, (i) = 0, (k) = 0, (1) = 0 (se
puede fijar todo a 0).

else
| fjar M) = F(3) (y actualizar u(j) = 1, u(i) = 1)

end

end
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Proposicién 4.2 Eligiendo g = v/2+1, el algoritmo anterior es % ~ 0,546918-competitivo.

DEMOSTRACION. Para aplicar el esquema primal-dual a este algoritmo, deberemos plantear
la relajacion LP del problema de emparejamiento de peso maximo con pesos en L, que
llamaremos Fgq .

(PG,w) méx Z w(z).:cu

ZTe,e€E ek
s.a. Yvoe LUR Z T < 1 (4.1)
ueN (v)
YVeec E z.,>0

Su dual Dg es el siguiente.

(Dgw) min > oi+ ) B

Ozi,ﬂj,’LEL,]GR iel JeR
s.a. Vije E o+ B > w(i)
ViEL,jER ai,ﬁjz()

(4.2)

Al emparejar un nuevo vértice i € L el valor primal aumenta en w(i) y por lo tanto, si
queremos demostrar una tasa competitiva de F', tenemos permitido incrementar el valor dual
F) Ademas ahora buscamos que para toda arista ij € E, a; + 3; > w(i).

en
Sea ahora A tal que % = 1+ 2\. Supongamos % < 2X < 1. La asignacién dual es como
sigue.

o Todas las variables se inicializan en 0.

« Sial llegar j se empareja directamente a i := F'(j), entonces 3; = w(i) y o; = 2 w(7)
como en la Figura 4.1

Figura 4.1: j llega y se empareja directamente con 1.

 Si al llegar | se aumenta el matching con un camino ijkl (es decir k = S(l)), se fijan
a; = w(i), o = w(k), B; = 2 w(i) + Mw(k) y 5 = Aw(k) como en la Figura 4.2.

Al terminar, buscar todas los vértices j € R que sigan emparejados a i = F(j), y que
por lo tanto a; = 2 w(i) y 5; = w(i). Si todos los vecinos de j fueron emparejados,
entonces estos valores se invierten a «; = w(i) y ; = 2 w(i) como en la Figura 4.3.

Cada vez que un nuevo vértice de L es emparejado, ya sea directamente o con un camino de

largo 3, el valor total del vector dual aumenta en w(z)(1 4+ 2X). Sea ahora ij € E debemos
verificar que al finalizar o; + §; > w(7). Lo haremos caso por caso.
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w(k) J
ar = 22w (k) ‘—‘ Bj = w(k)

4
): —
A AN
w(i),o*
RS S
a;=07{ ) . 1 B=0
-

~7 ~

A

Figura 4.2: [ llega y se empareja usando un camino aumentante ijkl.

w(i) j w(i) J
@i = 2 w(i) ‘—‘ Bi = w(i) — — ;= w(i) ‘—' B; = 22w (i)

Figura 4.3: Al terminar la ejecucion, si j se emparejo directamente a i, ij queda en el matching
final y todos los vecinos de j fueron emparejados, se intercambian los valores de «; y ;.

1. 7 no se empareja. j se empareja con asignacion directa a F'(j) y permanece asi hasta el
final. Como i estaba libre, w(F'(j)) > w(i). Ademads en este caso j terminé con un vecino
libre (i) por lo que no cambié su valor en el ltimo paso, y luego 8; = w(F(j)) > w(i).

2. ino se empareja. j se empareja con F'(j) y después es re-asignado a otro vértice, digamos
k € L. Nuevamente i estaba libre por lo que w(F(j)) > w(i), y ademas w(k) > w(7)
pues j se reasigné a k en vez de i. Luego 8; > Aw(F(j)) + 2 w(k) > 3 w(7).

3. i no se empareja. j se empareja a S(j) con un 3-camino. Como j eligié un 3-camino,
w(5(7)) = ¢ w(F(j)) = - w(i). Luego §; = Aw(5(j)) = qAw(i).

4. i se empareja y oy = w(i). Inmediatamente o; + 5; > w(i).

5. i se emparejay «; = 2 w(i). Es decir ¢ fue elegido directamente por un vértice, digamos
x € R, y al terminar la ejecucién la arista iz quedé dentro del matching y el vértice x
quedd con algtin vecino libre.

o Si j llega antes que z, i estaba libre y por lo tanto j se empareja a un vértice (ya

sea F'(j) o S(j)) de peso al menos w(F(j)) > w(i). En particular 5; > Aw(i) y

e Si j llega después que x, entonces puede emparejarse con un 3-camino con la

arista iz (pues z tiene un vecino libre). Luego w(S(j)) > w(i). Si j se empareja

con un 3-camino, f; > Aw(i). Si j se empareja directamente a F'(j), entonces

B > Aw(F(j)), y como j eligié un emparejamiento directo por sobre el 3-camino
disponible, w(S(j)) < ¢ - w(F(j)). Luego §; > %w(i) y i+ B > M2+ é)w(z)

Por lo tanto, si imponemos que 3\ > 1, g\ > 1y A2+ %) > 1 podemos concluir que

GREEDY,, es {755-competitivo.

Optimizando sobre ¢ y A, obtenemos los valores A = /2 — 1y ¢ = 1 + /2, y por lo tanto
F = 2251 — (0,546
= ,546....

]
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Para finalizar, discutiremos brevemente la versién de OMP-3-(1,1) con pesos en ambos
lados, L y R. En esta versién el peso de un vértice j € R es desconocido hasta que j es
recibido, y el objetivo es maximizar el peso total de todos los vértices emparejados.

El principal obstéculo al intentar disenar un algoritmo para este problema es el hecho que
los vértices que atin no han llegado pueden tener un peso mucho mayor a los que han sido
recibidos hasta el momento. Consideremos por ejemplo la misma familia de instancias de la
figura 3.1 donde asignamos los pesos tales que w(ly) = w(ly) = w(ls) =0, w(ry) = w(ry) =1
y w(rs) =M con M > 0.

Si nuestro algoritmo decidiera no emparejar alguno de los 2 primeros vértices r; o ry con
tal de asegurar que r3 sea emparejado, podemos fijar M = 0 con lo que solo se logra un
matching de peso 1 del maximo de 2.

Si por el otro lado emparejamos r; y 1o, ya vimos que en al menos una de las cuatro
instancias r3 no puede ser emparejado por lo que en esa instancia solo logramos un matching
de peso 2 del maximo de 2 + M. Si fijamos M = 2 vemos que no superamos una tasa de %

Asi vemos que ningtn algoritmo determinista para esté version de OMP-3-(1, 1) con pesos
en ambos lados puede superar una tasa de %, y en realidad este resultado es vélido para las
versiones con pesos en ambos lados de cualquier problema OMP-3-(s,t) con s,t € N U oo
pues la familia de 4 instancias de la figura 3.1 funciona en el caso s =t = oc.
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Capitulo 5

Conclusion

Los resultados generales del trabajo son los siguientes. Para cualquier valor de K = 2n—1,
cualquier algoritmo greedy y SAP para OMP-K es 6ptimo (desde el andlisis competitivo) entre
los algoritmos deterministas, logrando una tasa de 5. En el caso particular de K = 3 basta
tomar un algoritmo greedy.

Respecto a los problemas con caminos aumentantes de largo 3 y limites de cambios, un
algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(1, 1) es 6ptimo entre los deterministas y logra una tasa
competitiva de g En el caso con s =1 y t libre el mismo algoritmo alcanza una tasa de %
En particular, un algoritmo greedy y SAP para OMP-3-(1, 00) logra el mismo desempeno que

un algoritmo greedy en OMP-3-(00, 00).

Finalmente, en la version de OMP-3-(s,t) con pesos en el lado offline, el algoritmo
GREEDY, con el valor ¢ = V2 4+ 1 alcanza una tasa competitiva de &7‘@ ~ 0,546918.

A continuacion se resumen los resultados obtenidos, incluyendo el desempeno del mejor
algoritmo determinista y la menor cota superior encontrados para cada problema.

Solo se encontraron algoritmos 6ptimos para los problemas OMP-K con K € N, OMP-
3-(1,1) y OMP-3-(1,00). Todos los demés problemas de la familia OMP-K-(s,t) quedan
con resultados por explorar. Se conjetura que de la misma forma en que es posible lograr el
mismo desempeno en OMP-3-(1,00) que en OMP-3-(00, 0), se debe poder lograr el mismo
desempeno en OMP-3-(1, ¢) que en OMP-3-(s, t). En otras palabras que, al menos para K = 3,

Tabla 5.1: Resumen de resultados obtenidos para algoritmos deterministas

Problema Desempeno alcanzado | Cota superior encontrada
OMP-K, K =2n—1 s s
OMP-3-(1,1) 2 2
Pl 2
OMP-3-(1,1) #12 3
OMP-3-(1, 00) 2 2
i 2
OMP-S-(S, t) 3:% 3
OMP-K-(s,t) ? s
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valorse de s mayores que 1 no permiten aumentar la tasa competitiva alcanzada. Queda
también completamente abierto el estudio de algoritmos aleatorios para estos problemas.
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